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1. Metoda generala a fortelor

1.1. Principiul metodei

Rezolvarea structurilor static nedeterminate (determinarea eforturilor si a deplasarilor) impune
respectarea concomitenta a conditiilor de echilibru static si continuitate a deformatei. Echilibrul pe forma
deformata presupune calcul geometric neliniar.

Metoda generala a fortelor abordeaza structurile din punct de vedere al nedeterminarii statice.
Ideea care sta la baza acestei metode este de a transforma structura nedeterminata static intr-0 structura
static determinata careia i se impune 0 comportare identica cu cea a structurii initiale. Acest lucru
presupune eliminarea unor legaturi (interioare sau exterioare) si inlocuirea acestora cu fortele de legatura
corespunzatoare (reactiuni sau eforturi), care devin necunoscute ale problemei.

Calculul se conduce pe structura static determinatd (sau pe orice structurd a carei rezolvare este
cunoscutd), numita sistem de baza (S.B.), pentru care se pot determina cu usurinta atat eforturile (diagramele
de eforturi), cét si deplasarile punctuale. Acesteia 1 se impune ca, sub actiunea incarcarilor exterioare si a
necunoscutelor, si se comporte identic cu structura initiala. In acest sens, se scriu ecuatii de deplasari nule dupa
directia fiecarei necunoscute, obtinandu-se astfel, sistemul ecuatiilor de conditie.

1.1.1. Etapele metodei

1. Stabilirea gradului de nedeterminare statici al structurii.
Gradul de nedeterminare statica, ng > 0, al unei structuri se poate stabili prin mai multe metode:

- Prinaplicarea formulei: ng = r + 1 — 3¢, incare
I — numarul de legaturi simple cu terenul,
|- numarul de legaturi simple dintre corpuri,
¢— numarul corpurilor care compun structura.

- Prin eliminarea succesiva de legaturi simple pana la obtinerea unei structuri static determinate.
Numarul legaturilor suprimate reprezinta gradul de nedeterminare statica al structurii.

- Prin aplicarea procedeului  contururilor 1inchise, conform caruia ng = 3 *
(nr. contururi inchise) — (nr. legaturi simple lipsa), cu precizarea ca un contur inchis
(alcatuit numai din bare sau din bare si teren intre care exixta doar legaturi de incastrare) este
de trei ori static nedeterminat.
[Atentie la numararea contururilor inchise! Fiecare contur inchis trebuie sa contina cel putin
o bara care nu este continuta in alt contur!

2. Alegerea sistemului de baza
Se suprimd un numar de legaturi (exterioare sau interioare) egal cu gradul de nedeterminare statica al
structurii, iar pe directia legaturilor inlaturate se introduc fortele de legatura corespunzatoare, care vor constitui
necunoscutele problemei. In urma acestei operatiuni se obting 0 structurd static determinati, actionati de
incarcarile exterioare direct aplicate (forte, cedari de reazeme, variatii de temperaturd) si de necunoscutele-forte
introduse pe directia legaturilor suprimate, numitd Sistem de baza.



Sistemul de bazd, rezultat in urma elimindrii unui numar de legaturi egal cu gradul de nederminare
statica al structurii, trebuie sa fie corect din punct de vedere al asigurarii invariabilitafii geometrice si fixarii faa
de teren, adica sd nu prezinte zone de mecanism sau sistem critic.

In vederea reducerii volumului de calcul (prin anularea unor coeficienti secundari, sau obtinerea unor
relatii de calcul mai simple), la alegerea sistemului de baza se au in vedere urmatoarele aspecte:

- diagrama de moment incovoietor din forte exterioare pe sistemul de baza sa se extinda pe cat mai
putine bare,

- pe barele structurii diagramele de moment din fortele exterioare sa rezulte de forme geometrice cu
arie cunoscuta (parabold, triunghi, dreptunghi),

- Se recomandad alegerea de necunoscute momente incovoietoare, pentru cd, In urma rezolvarii
sistemului de ecuatii, acestea sunt chiar eforturile finale din sectiunile respective.

3. Trasarea diagramelor de moment pe sistemul de baza
Sistemul de baza, astfel obtinut, se incarca succesiv cu fortele exterioare si cu fiecare necunoscuta egala
cu unitatea i se traseaza diagramele de moment incovoietor aferente: M, respectivm;,(i = 1, n).

4. Scrierea si rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie
Se scrie conditia ca sistemul de baza incarcat cu fortele exterioare date si cu necunoscutele-forte sa se
comporte identic cu structura initiala (nedeterminata static). Conditia de continuitate a deformatei structurii se
exprima prin impunerea de deplasari nule* pe directia legaturilor suprimate (in realitate deplasarea este blocata
de legatura respectiva). Rezulta astfel, un sistem de n ecuatii (n=ns) cu n necunoscute (o ecuatie pentru fiecare
legatura suprimata).
Sistemul ecuatiilor de conditie, pentru incarcarile exterioare aplicate structurii, are formele:
»  Cazul incarcarii cu forte exterioare

611X1 + 612X2 + -+ 61an + A1f= 0
6i1X1 + 61'2X2 + -+ 6ian + Alf: 0 (1)
5n1X1 + 6n2X2 + -+ 671.an + Anfz 0

Toti coeficientii necunoscutelor si termenii liberi au semnificatia de deplasari ale punctelor de aplicatie
ale necunoscutelor:

— &;; este deplasarea punctului de aplicatic al necunoscutei X; pe directia acesteia, din
incarcarea sistemului de baza cu X; = 1,

— 8;; este deplasarea punctului de aplicatie al necunoscutei X; pe directia acesteia, din
incarcarea sistemului de bazi cu X =1,

- Aif este deplasarea punctului de aplicatie al necunoscutei X; pe directia acesteia, din
incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare direct aplicate.

Expresiile acestor deplasari punctuale sunt:

Coeficientii necunoscutelor nu depind de tipul incarcarii, si se calculeaza cu formulele:

m2, nZ, t2
» i i A 2
8ii = fEI dx+fEAdx+kaAdx )
_ j 4 X’dx+f i X’d +fk 59 gy ©)
Aif_f 5 5 gy +f -t de +fk 2 g @)



unde:
my,, Ny, ty sunt eforturile din sectiunea curenta, pe sistemul de baza incarcat cu X; = 1,
My, Ny, ty,  sunt eforturile din secfiunea curentd, pe sistemul de baza incarcatcu X; = 1,

My, Ny, Ty, sunteforturile din sectiunea curentd, pe sistemul de baza incarcat cu fortele exterioare date.

»  Cazul Incércarii cu variaii de temperaturd

5i1X1 + 5i2X2 + -4+ (Sian + Ait= 0 (5)

{611)(1 + 612X2 + -+ 61an + Alt: 0
6n1X1 + 6n2X2 + -4+ 671an + Ant= O

. At my, .
Ajp= joc de+famxidx (6)
unde:

at este coeficientul de dilatare termica a materialului,

At este variatia de temperaturd pe indlfimea sectiunii transversale dintre fetele sectiunii, fatd de temperatura de
montaj (de executie).

h este dimensiunea sectiunii transversale a barei dupa directia in care se manifesta gradientul de temperatura,

t este variatia temperaturii in axa barei fatd de temperatura de monta;.

®»  Cazul incarcarii cu cedari de reazeme

61'1X1 + 5i2X2 R 61'an + Airz 0 (7)

{511)(1 + 512X2 + -4+ 51an + A1r= 0
5n1X1 + 6n2X2 + -+ 5-”_an + AT’LT: 0

Ay = — Z Tik A @)

unde:
T; este reactiunea care se dezvolta, pe directia cedarii de reazem K din incarcarea sistemului de baza cu X; = 1
% este cedarea de reazem dupa directia k.

Aceasta etapa are ca finalitate obtinerea solutiilor sistemului ecuatiilor de conditie, respectiv valorile
necunoscutelor pentru care sunt indeplinite conditiile de echilibru static si de continuitate a deformatei
structurii.

Observatii
Termenul de deplasare defineste o deplasare generalizata care poate fi rotire sau translatie.
Termenul de forta se referd la o fortd generalizata care poate fi moment incovoietor sau forta.
4.1.Verificarea coeficientilor si a termenilor liberi
a) Verificarea coeficientilor din ecuatiile de conditie se realizeaza parcurgand urmétoarele etape:

Se calculeaza suma coeficientilor (principali si secundari) determinati.
n n (9)
5,
i=1 j=1
Se incarca sistemul de baza concomitent cu toate necunoscutele X; = 1, i=1,n si se traseaza diagrama de

moment incovoietor corespunzatoare, m.
Se calculeaza



m2 10
%zfxmx 10

Daci este satisfacuta relatia

n n (1 1)
Oss = Z Z 6; j
i=1 j=1
Coeficientii sunt corect calculati.
b) Verificarea termenilor liberi din ecuatiile de conditie
Se calculeaza suma termenilor liberi
. (12)
2.8
i=1
Se calculeaza
MX My (13)
A= | L=
sf f £l ds
Se verifica daca este Indeplinita egalitatea
(14)

n
ASf: Z Alf
i=1

5. Trasarea digramelor finale de eforturi pe structura

a) Trasarea diagramei finale de moment pe structura

Momentele incovoietoare la capetele barelor structurii nedeterminate static se calculeaza considerand
efectele cumulate, pe sistemul de baza, ale incarcarilor exterioare date si ale necunoscutelor determinate in
etapa precedenta, astfel:

®  Cazul incarcarii cu forte exterioare
n
JK — X JK |y
M.4@+2mi&) (15)
i=1
= Cazul incarcarii doar cu variatii de temperatura si/sau cedari de reazeme:

MIK = Z(mi]K . X,) (16)
i=1

unde:
—  M/Xeste valoarea momentului incovoietor la capitul J al barei JK pe structura reald (static
nederminata).

— M]! K este valoarea momentului incovoietor la capatul J al barei JK, pe sistemul de baza obtinut in
urma ncarcdrii acestuia cu fortele exterioare date (valoarea aferentd din diagramaMj ).
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— mi] K este valoarea momentului incovoietor la capatul J al barei JK, pe sistemul de baza, obtinut in

urma incarcarii acestuia cu necuoscuta X; = 1 (valoarea aferenta din diagrama m;).

Pentru determinarea celorlalte eforturi (T si N), pe structura reald, se pot aplica relatii similare celei
utilizate la calculul momentelor incovoietoare la capetele barelor (relatiile (15) sau (16), in functie de tipul
incdrcarii exterioare), ceea ce impune trasarea diagramelor de eforturi din incércarea cu forte exterioare
(Tf, Nf), respectiv cu fiecare necunoscuta egala cu unitatea (t;, n;):

n
/K =T/ + Z(ti]K - X;) (17)
i=1
n
NI = MK+ (nf - x) (18)
i=1

O alta metoda pentru trasarea diagramelor de eforturi T si N are la baza echilibrul fiecarei parti din
structurd sub actiunea fortelor exterioare direct aplicate si a partilor inlaturate (eforturile in sectiunile care
delimiteza corpul: capetele barei, respectiv fetele nodului).

b) Trasarea diagramei de forti taietoare pe structura reala

Fiecare bara se desprinde din structurd si se considera simplu rezemata si incarcata cu fortele exterioare
direct aplicate si cu momentele incovoietoare de la capetele ei, calculate cu formula (15).

Din acesta incarcare se traseaza diagrama de forta taietoare pe fiecare bard a structurii.

Se transcriu pe structura diagramele de forta taietoare trasate pe bare, rezultand, astfel, diagrama finala
a acestui efort.

C) Trasarea diagramei de efort axial pe structura reala

Se izoleazd fiecare nod al structurii si se incarca cu fortele direct aplicate si cu fortele tietoare
evidentiate prin indepartarea barelor.

Se scrie echilibrul nodului exprimat prin doud ecuatii de proiectii dupa doua directii din plan.

6. Verificarea diagramelor de eforturi

Conditia de echilibru static: se verifica echilibrul nodurilor si al barelor.
Conditia de continuitate: se verifica dacd deplasarile in anumite sectiuni pe structura static nedeterminata

corespund situatiei reale.

A f Mymy, p (19)
' El
unde:
Mx este momentul incovoietor in sectiunea curentd pe structura reald, mgi este momentul incovoietor in
sectiunea curenta pe sistemul de baza incércat cu forta unitate introdusa pe directia deplasarii calculate.
Pentru calculul deplasarilor, sistemul de baza se alege cat mai convenabil (nu este necesar sa fie
acelasi sistem de baza utilizat pentru rezolvarea problemei).

Pentru etapa de verificare se recomanda sa se verifice deplasarile in sectiuni diferite de cele utilizate in
calculul structurii.

d) Verificarea momentelor finale de la capetele barelor cu ajutorul principiului lucrului mecanic virtual nul.



1.1.2. Preciziri teoretice

e Necunoscutele in Metoda Fortelor sunt forte care evidentiaza efectul legaturilor suprimate asupra
structurii n sectiunile modificate.
e Legaturile cu terenul exercitd asupra sectiunilor in care sunt aplicate doua actiuni:
plan, proprietate cunoscuta sub denumirea de grad de libertate al sectiunii de rezemare,
-dezvolta forte reactive asupra sectiunii de rezemare, pe directia deplasarilor impiedicate (respectiv
a gradelor de libertate blocate), denumite generic reactiuni.

Suprimarea unei legaturi cu terenul este asociatd cu introducerea unei forte pe directia acesteia.
Valoarea fortei de legatura (necunoscuta problemei) rezultd din impunerea conditiei de deplasare nuld pe
directia legdturii inldturate.

Suprimarea unei legaturi in structurd (legatur interioard) produce deplasarea relativa a fetelor sectiunii
abordate. Refacerea continuitatii in aceste sectiuni se poate realiza, pe structura static determinata obtinuta in
urma efectudrii acestei operatiuni, prin aplicarea unor perechi de eforturi de valoare necunoscuta pe directia
legaturii suprimate si impunerea conditiei de deplasare relativa nula pe directia legdturii suprimate.

e *Exista situatii in care deplasarea pe directia necunoscutelor este diferitd de zero si are o valoare
cunoscutd sau care se poate determina prin calcul:
- cazul cedarilor de reazeme;
- cazul structurilor cu tiranti, la care rezolvarea se face prin eliminarea tirantilor.
e Orice ecuatie ,,i” din sistemul ecuatiilor de conditie exprima faptul cd deplasarea pe directia
necunoscutei X; este egala cu zero (sau are o valoare cunoscutd). Fiecare coeficient si termenul liber
din ecuatia ,,i” va avea primul indice ,,i”.

1.2. Cadre static nedeterminate

1.2.1. Particularitati ale calculului practic

Aplicarea Metodei Fortelor la calculul structurilor alcatuite din bare drepte solicitate predominant la
incovoiere (cadre, grinzi) permite efectuarea unor simplificari in ceea ce priveste calculul coeficientilor si a
termenilor liberi. Astfel, in relatiile (2), (3), (4), ponderea momentului incovoietor in determinarea deplasarilor
punctuale este mult mai mare comparativ cu efectul celorlalte eforturi, acestea din urma neinfluentand practic

comportarea stucturii.
In aceste situatii, coeficientii si termenii liberi se calculeaza cu relatiile:

m2, 20
6ii = f E—)I(l dX ( )

_ _ mXiij
Oij == | —pr & (21)

MXmei

Ai f= f EI dx (22)

In plus, intrucat diagramele de moment incovoietor pe sistemul de bazi incircat cu necunoscutele
X; = 1 rezulta cel mult liniare, pentru calculul integralelor se poate utiliza regula lui Veresceaghin.



1.2.2. Exemple de calcul
Aplicatia 1 (Fig. 1.1)
Structura este o data nedeterminata static.

12kN/m

1 3], C 2 BE

4,00

A
- 300, 400 |, 3,00

1 1 1 1

Fig. 1.1

Se studiaza structura si se traseaza calitativ diagrama de moment incovoietor din fortele exterioare pe mai multe
sisteme de baza posibile. Se constata ca:

- Suprimarea unei legaturi cu terenul in reazemul A determind obtinerea de diagrame de moment incovoietor
pe toate barele structurii. Se testeaza efectul inlaturarii altor legaturi.

- Eliminarea unei legdturi cu terenul 1n capatul B implicd obtinerea unei bare cu moment incovoietor nul (bara
C-B, neincarcata, devine dublu articulatd).La capetele 1 ale barelor 1-C si 1-A valoarea momentului incovoietor
va fi diferitd de zero, iar pe bara 1-C variatia momentului va fi parabolica, dar de arie necunoscuta (necesita
descompunere in arii elementare).

- Suprimarea legaturii interioare din nodul 1 produce moment nul pe bara A-1 (bara dublu articulata si
neincarcata) si obtinerea de diagrame de moment de forme elementare pe barele 1-C si C-B, respectiv parabola
simetrica cu tangenta orizontala si triunghi.

Din analiza acestor aspecte, se dovedeste a fi avantajoasa alegerea sistemului de baza din figura 1.2.

12kN/m
Xm E
S.B.
Fig. 1.2

Pe sistemul de baza ales, se traseaza diagramele de moment incovoietor din fortele exterioare date, My, si din
necunoscuta X; = 1, mi.Schemele de transmitere a incarcarilor si diagramele pe S.B. sunt date in figura 1.3.
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Structura secundara Structura principala

12kN/m 12kN/m 72
LITITTEN g 5 v LTI
— /
T24 24
M)
18
T24
Structura secundara Structura principala
1 7/16 7/16‘1’1/4 E Xl 0,75
1 -— g
T1/4 1
(116

Fig. 1.3

Se impune sistemului de baza actionat de fortele exterioare date si de necunoscuta X1, conditia de comportare
identica cu structura inifiald (static nedeterminatd). Altfel spus, se scrie conditia ca rotirea relativa a capetelor de
bare concurente in nodul 1 sa fie egala cu zero (valoarea reala pe structura datd), conditie exprimata prin ecuatia
611X1 + A= 0.

Se calculeaza coeficientul necunoscutei si termenul liber prin integrarea diagramelor aferente de moment cu
regula lui Veresceaghin.

Alz 611X1 + Alf: 0

El,6 —1152 1+11 1421+1130752075—239

0711 = 5 3 3 2 3 2 2 g e T
1 2 1 11 2

E10A1f=§'§'24'4'§'1+E'E'72'3'§'0,75=37,67

Rezulta X; = —15,76kNm

Momentele incovoietoare finale de la capetele barelor rezulta:
My, =0

My, =My =0+ 1-(—15,76) = —15,76kNm

M¢y = Mcp =0

Mg = —72—0,75-(—15,76) = —60,18kNm

Pe barele A-1 si C-B momentul incovoietor variaza liniar (bare neincarcate cu forte exterioare).

11



Pe bara 1-C, incarcata cu forta uniform distribuitd, momentul incovoietor variaza dupa o parabola de ordinul I1.
Modul de variatie al momentului incovoietor pe bare astfel solicitate depinde de variatia fortei taietoare pe acest
interval. Din acest motiv, in astfel de situatii, se procedeaza in modul urmator:

- sedesprind barele din structura,

- se considera simplu rezemate la capete,

- seincarci cu fortele exterioare direct aplicate pe ele si cu momentele incovoietoare de la capete,

- se traseaza diagramele de forta taietoare si de moment incovoietor pe fiecare bara.

60 18
15,76 15,76kNm 1 2kN/m

et
2400 z%
24 124 din 12 /i

304 $3,94 din M=15,76 kNm

20 06 279 (D 20,06

167

16 77

27 94

15,76

T
67

~J

15,76KNm 60,18KNm
A L) c B)

PiS 2 300

¥ 5,00 - M
15,765, 115,765 60,1873, T60,18/3

27,97
LTI !

Yo ,—l<_24,912

(N N335
37,325 37.325

Fig. 1.4

Diagrama de fortd taietoare pe structurd (Fig.1.4) se traseaza considerand echilibrul fiecdrei bare sub actiunea
fortelor direct aplicate si a partilor Inlaturate (momentele incovoietoare cunoscute de la capetele barelor), asa cum
s-a procedat la trasarea diagramei T si M pentru bara 1-C.

Observatie: Barele neincarcate desprinse din structura sunt actionate numai de momentele
incovoietoare de pe capete. Momentul de pe capatul bareieste anulat de un cuplu de forte care
reprezinta fortele taietoare de la capetele barelor din aceasta incarcare. Valoarea fortei taietoare va fi

T,; = =, Ifiind lungimea barei.

Semnul fortei taietoare se stabileste in functie de sensul de rotire (+ daca roteste in sens orar).

Trasarea diagramei de efort axial pe structura se realizeaza pe baza echilibrului nodurilor (Fig. 1.4).

12



Echilibrul nodului 1 (singurul nod rigid al structurii):

cosa = 0,6; sina = 0,8

z Fy=0; 27,97 +315-0,6+N,_,-08=0; Ny_, = —37,325kN

Z F,=0; Ny_c+315-08+3732-06=0; N,_o=—24912kN

Aplicatia 2 (Fig. 1.5)

Structura este o data static nedeterminata. Suprimarea unei legaturi cu terenul din reazemele A sau B
determina obtinerea de diagrame de moment incovoietor din fortele exterioare pe toate barele
sistemului de baza. Se opteaza pentru alegerea sistemului de baza ca in figura 1.5. Diagramele M si
m, sunt trasate in aceeasi figura alaturi de schemele aferente de transmitere a incarcarilor.

Ecuatia de conditie

Alz 611X1 + Alf: 0

1 2 1 1 1 2
Bl =5 104 (50 141) #1040 (501 41) 43 (2:571°3:51) +

1 2
+=-1-4-=-1=11,33

2 3
El,A, .= —30- 4 (1 1+1) 1 60 - 4 (2 1+1)+1 30-2 2 0,5+
07 2 2 3 2 3
+1 2-30 (1 05+05)— 350
2 3 ) ) -

X, = 350 = 30,89kN
1T 1133 " 20orm

Momentele incovoietoare finale de la capetele barelor sunt:
My, =90 —2-30,89 = 28,22kNm
M 1a — — 3 OkN m

M;c =—1-30,89 = —30,89kNm
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15kN/m 15kN/m

[0 Ll X
= L 1| 3 ¢ 3h 2
& 30kN 30kN
To ble— SB.
o
<, To
! ?é\?i\ B TSI
S

12,00, 300 , 300 7
1 1 1 1

Structura principala Structura secundara 15kN/m

15kN/m Tl
many 5 15 A0

-— R ———
| 30kN
£ i %
15 3
T — o
90

Structura principala Structura secundara

| ! N Xi=1
1/4 1/4 Tl i 1 .
o @ ?
1/4 m
T —

lis 2

0,89 30,890kNm  |30kN
020 30,89 G
B
0,89
- T
454
8,22 7,

15
72$ T7,72

/\IIO\,:I;\HA\@IIIH 7’2 + @
N}%@( ?,28 22,72
3
(™ ® e
© 30,8
28 22,72 5,45
1 I I ,I I 1 10:
= ol D)7 72842
AR 7
7,28 7,28
= N - 7,287T—> NI
40,3 10,3 40,3 10,3
Fig. 1.5

Ms = 1-30,89 = 30,89kNm
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M, =30+ 0,5-30,89 = 45,45kNm

Diagramele de forta taietoare si de efort axial rezultd prin echilibrul barelor, respectiv al nodurilor
(Fig.1.5).

Echilibrul nodului 1:
z Fx = 0, N1_2 + 7,28 = O, N1_2 = _7,28kN

Z E,=0; N;_4+30+103=0; N4y = —40,3kN

Echilibrul nodului 2:
ZFx =0;, 728-728=0

Z E,=0; 103— N,_5=0; N,_p = 10,3kN

Aplicatia 3 (Fig.1.6, 1.7 si Fig. 1.8)

Structura este de doua ori static nedeterminata.Sistemul de baza s-a ales ca in figura 1.6.Diagramele
de moment incovoietor pe sistemul de bazd si schemele aferente de transmitere a incarcarilor
sunt trasate in figura 1.7.

Observatie: Suprimarea legaturii orizontale din reazemul B, in locul legaturii interioare din nodul 2,
produce aceeasi diagrama M.

Se scriu conditiile de rotiri relative nule pe directia perechilor de momente X3, respectiv Xz

{611X1 + 612X2 + A1f= 0
621X1 + 622X2 + Azf: 0

si se calculeaza coeficientii necunoscutelor si termenii liberi din ecuatiile de conditie:

El,S —141+111621—467

0F11 = 3 2 3 -

El,S81, = EI8,; = 1411+111611— 1,67
oY12 — ovY21 — 2 32 3 - ]

El,S —11421+111621+11421—333
0722 = 5 3 3 2 3 2 3 7

1 1 2 1
ElyAs = 30-1'4+§'120-4-1+§'§'67,5-6-§-1=405

11 2 12 1
E10A2f=—<30-4-§-1+§-120-4-§-1>+§-§-67,5-6-§-1=—175
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Structura

15kN/m
LTI

1«

15kN/m
LLVLED VLD L L) g0pn
310 1 31 2
2
-+ llo Io
T‘é\ﬁ B
2,00 6,00 )
4l 1 7

principala Structura secundara
30kN
15kN/m
30kN 30kN
. 30kN NLLLIITLL3

T;mdq

My

\

30kN
Structura principala Structura secundara
1/4
h 1
1/4
Structura principala Structura secundara
1/4
1/4 1/4 1
Tl /4
A 14
1/4
\
Fig. 1.7
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11,04 60,63 @m 29,37

3&
52’7§ “\g&( E| Ié\ \2'|7,\2\4| L TT ;
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356 18 — 29,37
90,63 )
15kN/m 3 60,63 29,37
HHLHHHH ‘ D ‘527,24 Z%i_@iem
=2
%5 a5 27’2’41? Tz’%
lis.62 15 63$ 90163 29,37
60 63% 29,37
Fﬁi’zg My 04
1,90

Fig. 1.8
Se determind necunoscutele sistemului ecuatiilor de conditie:

{ 4,67X, — 1,67X, + 405 = 0
~1,67X, +3,33X, — 175 =0

X, = —82,78kNm;

X, = 11,04kNm

Momentele incovoietoare de la capetele barelor au valorile:
My, =150 +1-(—82,78) — 1- 11,04 = 56,18kNm
My, =My, =30+ 1-(—82,78) = —52,78kNm
My, =1-11,04 = 11,04kNm

M;c = =30 = —30kNm

Diagramele de moment incovoietor, forta taictoare si efort axial sunt trasate in figura 1.8.

Aplicatia 4 (Fig.1.9)
Structura este de doua ori nedeterminata static. Se adopta sistemul de baza din figura 1.9 (cadru cu

trei articulatii). Diagramele de moment incovoietor pe sistemul de baza sunt trasate in aceeasi figura.
Sistemul ecuatiilor de conditie:
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{611X1 + 612X2 + Alf: 0
621X1 + 622X2 + A2f= 0

18 KN/m 18 KN/m
LISV LLLLL ] Ao L]
of P 3L < X
p.¢]
g
s 2L L
Xu
' 6,00 . 3,00
1 1 il
18 KN/m
[T
2/3
81 108
= — X
o| w :
T2 kN 36 kN
xX=1
X=1H1 1
o 69,26
69,26
76,5 ). 15,03
— 3,85
= 56,75
£ 5
;19,13 24,7
Fig. 1.9
Calculul coeficientilor necunoscutelor si a termenilor liberi:
RN IO T PRI TE
0P11™3 23 "33 23°\3'33/ 37°\3 23"~
El,8,, = El,6 _1 61+11511+2511—2611
0712 7 =072 T 3 23 3 372 7
El,5 111421+ 1-6-1+ 1521—4333
0%2z2 792 2 3 3 3 7
El,A _1 (1 108-6 - 2+2 81-6 ! 1)+1 1085 ( +1 )—294
071/ 3 \2 33 3 2 3) 2 333/
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El,A _1 (1 1086 1+2 81-6 1)+1 108-5 2 1 =396
072173 \2 3 2 3
{3,815X1 +2,611X, +294 =0
2,611X, + 4,333X, + 396 = 0

X, = —24,7kNm;
X, = —=76,5kNm

Diagramele finale de eforturi sunt trasate in figura 1.9.

Aplicatia 5 (Fig. 1.10)

Structura este din beton armat si are in alcatuire un tirant metalic.

Caracteristicile de rigiditate sunt:

Elo=41600kNm? - pentru sectiunea din beton

E+A=131900kN - pentru tirantul metalic.

Structura are gradul de nedeterminare statica egal cu doi.Sistemul de bazd se alege prin suprimarea legaturii
aferente momentului incovoietor din incastrarea A si sectionarea tirantului.

Efectul tirantului asupra comportarii srtucturilor static nedeterminate este de a limita deplasarea
relativa a sectiunilor intre care este montat, introducand totodata un grad de nedeterminare statica
in plus structurii.

Observatie: Sectiondnd tirantul, deplasarea pe directia necunoscutei aferente acestuia este egala cu
zero, dar in calculul coeficientului &,yintervine efectul efortului de intindere din tirant. Ceilalti
coeficienti si termenii liberi se calculeaza dupd procedura detaliata in aplicatiile prezentate
anterior.

Sistemul ecuatiilor de conditie

{611X1 + 512X2 + Alf: 0
621X1 + 622X2 + A2f= 0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si a termenilor liberi:

05-5 2 05-5 2
E10511 = T(O’S + § - O,5> + 0,5 - 5 b 0,75 + 5 ) 0,5 = 3,333
EL 8, = EI,8 —3'5(05+1 05)+3'5 2.05=75

ovY12 — ovY21 — 2 ) 3 )] 2 3 »J =/,
El6, =222 3, o o 11305

0022 = 5 '3 EA, = 32,
El,A 200-5 ( 5 4 05) 200052 15— 500

0T 2 S T 2 3 7

200-5 2

Elphyy= ————"5"3 = —2000
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Rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie

{ 3,333X; + 7,5X, — 500 = 0
7,5X; + 32,52X, — 2000 = 0

X, = —24,24kNm;

X, = 55,91kNm

a) 100kN
=1
o

e) 3

é @
Xo=1 Frrre
i) 20,15

24,24 @

Fig. 1.10

Calculul momentelor incovoietoare de la capetele barelor:

My, = —1-24,24 = 24 24kNm

h)

& b
A“\v . .-""AA
!\."l:ﬂil“lll|||lﬂ}llllllllllﬂﬂ

Ry
AN

P

8,88kN 4,03 kN

76,55kN

My, = My = 200 + 24,24 - (—0,5) + 55,91 - (=3) = —20,15kNm

20

72,91 kN



Diagramele finale T si M sunt prezentate in figura 1.10.

Determinarea diagramei N (Fig.1.10) se face exprimand echilibrul fortelor care actioneaza pe nodul 1:

{ (—=Ny4 + Nyp) cos < +(—8,88 + 4,03) sin x= 0
—100 + (—8,88 + 4,03) cos x —(N,, + Ny) sin «= 0

sin <= 0,6; cos «x= 0,8

{ _NlA + NlB = 3,637

Nip+ Nyp = —149,46 V14 = ~72.9LKN; N15=-76,55 kN

Aplicatia 6 (Fig. 1.11)

Structura din figura 1.11 este solicitata simultan la actiunea fortelor exterioare, cedari de reazeme si variatii de
temperatura. Constantele de material sunt:

coeficientul de dilatare termica: o = 10~ 5grad™?,

modulul de elasticitate: E = 200000daN /cm?.

In sectiunea de incastrare A s-a produs o tasare pe verticald a reazemului, asociati cu o rotire a sectiunii barei in
acest punct, incarcari detaliate in figura 1.11.

1SN 5 10kN/m

R NN N

1 It 2 Ir WC Jéz
0,5 -

g , .

By 18 15

T

Fig.1.11

Cadrul este de doud ori nedeterminat static. Sistemul de baza s-a ales prin suprimarea legaturilor
corespunzatoare momentelor incovoietoare din incastrarea A si de la capatul 2 al barei 2-C.
Elementele cadrului au sectiune dreptunghiulara si sunt diferite pentru grinzi si stilpi. Se calculeaza
momentele de inertie ale celor doua tipuri de sectiuni si se alege ca moment de inertie de referinta
(notat cu lo) cel cu valoarea cea mai mica (momentul de inertie al stalpului).

Pentru stalpi (30x40)
30403 .
I;=1,= T 160000cm
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Pentru rigle (30x50)

30507
12

= 312500cm* = 1,953,

El, =2-10%-1,6 - 10°5daNcm? = 32000kNm?

M 1
e
-
0,25 4] 1 pe 0,25
/1/6 1/6

[T
|

ge
0,167 0,167

10kN/m
LSRN CITTT LD LD LRI I
T;],ZSI(N 20 31,25
? w
A A
20kN 65 kN
11,5 10°
NEINRRECHRREEAR D [
HERERE=RNNNNS: (IRNRRCINRNRE =
13 = 10
% ? O
15 M= 0 165

Fig.1.12

Sistemul ecuatiilor de conditie se poate scrie sub forma

{511X1 + 512X2 + Alf + Alt + A1T= 0
521X1 + 522X2 + Azf + A2t + AZT: 0

iar rezolvarea acestuia conduce la determinarea eforturilor finale produse de actiunea concomitenta a
celor trei incarcari.
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O alta varianta de calcul constain determinarea raspunsului structurii aferent fiecarei incarcari si apoi
suprapunerea acestora in diagrama finala de moment incovoietor. Se opteaza pentru a doua metoda,
intrucat aceasta permite compararea efectelor celor trei tipuri de incarcari.

Conform acestei metode, vor rezulta trei sisteme de ecuatii cu trei seturi distincte de necunoscute.
Coeficientii necunoscutelor din ecuatiile de conditie sunt independenti de tipul incarcarii, prin
urmare vor avea aceleasi valori in cele trei sisteme de ecuatii scrise pe acelasi sistem de baza.

Se calculeaza coeficientii ecuatiilor de conditie (independenti de tipul incarcarii), prin integrare
conform figurii 1.12.

Els. =22y L 102 seor
0F11 2 3 1953 2 3 =~ 7
El 8, = EI,6 L 162 1o
0012 = L1031 1953 2 3 +° %
Elydyy = — (1'621+1'521>—1877
072171953\ 2 3 2 3777

Se calculeaza termenii liberi pentru fiecare tip de incarcare. Se rezolva sistemul ecuatiilor de
conditie, separat pentru fiecare caz de incércare si se determind diagramele aferente de eforturi.

Cazul incarcarii cu forte exterioare
Sistemul ecuatiilor de conditie, in acest caz se scrie sub forma:

{611X1 + 612X2 + Alfz 0
621X1 + 622X2 + Azf: 0’

iar termenii liberi se calculeaza prin integrarea diagramei Mrcu mi (A4 ) si cu mz (Azf).

El A, r= ! ( 24561+1 60621)+1 60421—9536

0717 1,953 3 22 3 2 3 - 7
ElL A, ,= ! (2 4561 160621+2 312551)—1131
0727 1,953 \3 2 2 3 3 7 2) 7

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii rezulta valorile necunoscutelor:

X1 = —32,41kNm, Xpp = —23,70kNm

Momentele Tncovoietoare la capetele barelor din incarcarea cu forte se calculeaza cu formula:
MK = M +m{" - X, +m)* - X,

aplicatd pentru fiecare capat de bara al structurii.

My =1-(—32,41) = —32,41kNm

M,; = —60—1-(—32,41) +1-(—23,7) = —51,29kNm

M,z = —60 — 1-(=32,41) = —27,59kNm
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My, = 1-(=23,7) = —23,7kNm

Diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 1.13.

Diagrama de forta taietoare (fig. 1.13) se traseaza scriind echilibrul fiecarei bare desprinse din
structura sub actiunea fortelor exterioare direct aplicate pe aceasta si a fortelor de legatura
(momentele incovoietoare de la capetele barei).

Diagrama de efort axial (fig. 1.13) rezulta scriind echilibrul fiecarui nod rigid izolat din structura sub
actiunea fortelor direct aplicate pe acesta si a fortelor de legatura (fortele taietoare de la capetele
barelor sectionate).

29,74
21,45 % 6,90
W [TTTTITEI T
2,145 2,974
38,551 -
— 20,26
D B N
8,10 6,90 2145 68,29
1,29
5 ---"A723
Il EN—ed 51,29 c—|—® 223,70
)
23 20,52 27,59
32,41
Fig.1.13
Cazul incircarii cu variatie de temperatura
Sistemul ecuatiilor de conditie
{611)(1 + 612X2 + A1t= 0
521X1 + 622X2 + AZt: O '
EIA-’EI(1 1341 ! 341 ! 1361+11540167 16,5
0f1e= & 5004 204 2705 27 ' ’

*4-0,167 —11,5-6- 0,25) = —15,55

1 1 1 1
ElyA,= a’Elo<E-13-6-E+E-10-5-5—11,5-4-0,167+16,5-4-0,367) =

= 46,25
X, = —3,09kNm, Xy, = —26,32kNm

Momentele incovoietoare la capetele barelor din Incarcarea cu variatii de temperatura se calculeaza
cu formula:
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MK =mI® . x, +mlE X,

aplicata pentru fiecare capat de bara al structurii

My =1-(-3,09) = —3,09kNm

My,; = —1-(—3,09) +1-(—26,32) = —23,23kNm
M, = —1-(-3,09) = —3,09kNm

My, = 1-(—26,32) = —26,32kNm

526
: 0,773
H‘H%BHH‘H [TTITTTATTITTTT
T T i
3,87 5.6
T Ny |
0,773 ' 9,09 7
0,773 3,87 s 19,09
26,32
it |1
3,0 36 g, 225
3,09
M
3,09

Fig.1.14
Cazul incarcarii cu cedari de reazeme

Sistemul ecuatiilor de conditie

{611X1 + 612X2 + AlT: 0
621X1 + 622X2 + AZT': 0

Calculul termenilor liberi

ElyA,= —El,-(1-0,5-0,0174444 — 0,167 - 0,005) = —252,4

ElyA,,.= —El,- 0,367 - 0,005 = —58,7

X1 =90,83kNm,  X,, = 80,80kNm

Momentele incovoietoare la capetele barelor din Incdrcarea cu cedari de reazeme sunt:

M, = 90,83 =90,83kNm

25



M,, = —1-90,83 + 1-80,8 = —10,03kNm
M,z = —1-90,83 = —90,83kNm

M,. = 1-80,8 = 80,8kNm

e IR ] TE]]
@ ®

EENRECHiEE

a3
2271 2271 1,67 14,49
10,03
7 90.83 10,03 (—2—) 80,80
80,80 ’C¢D
90,83

Fig.1.15
Observatie

Se observa ca din incarcarea cu cedari de reazeme de valori foarte mici (nesesizabile cu ochiul
liber) in raport cu dimensiunile structurii, se obtin valori ale momentelor incovoietoare de acelasi
ordin de marime cu cele din incarcarea cu forte exterioare. Aceste efecte ale cedarilor de reazeme
nu pot fi anticipate intotdeauna in faza de proiectare.

1.2.3. Structuri simetrice

Particularitatea de simetrie a structurilor se poate utiliza la simplificarea sistemului ecuatiilor

de conditie prin anularea unor coeficienti secundari.

Rezultatul integrarii unei diagrame simetrice cu o diagramé antisimetrica (sau invers)

este zero. Utilizarea in calcul a acestei constatari impune indeplinirea urméatoarelor conditii:

- sistemul de baza sa se aleaga simetric,

- necunoscutele sa reprezinte Incarcdri simetrice si antisimetrice.

Astfel, la alegerea necunoscutelor sistemului de baza trebuie sd se aibd in vedere urmatoarele

aspecte:

- in general, in cazul cadrelor cu deschidere centrald se recomanda sectionarea barei in
dreptul axei de simetrie, prin aceasta operatiune rezultind perechi de necunoscute
simetrice si antisimetrice;

- orice incdrcare poate fi descompusa intr-o incarcare simetrica si una antisimetrica.

Concluzii:

e (Cand Incircarea este simetricd, necunoscutele antisimetrice sunt nule= se scrie doar sistemul de
ecuatii care contine necunoscutele simetrice.

e (Cand incircarea este antisimetrica, necunoscutele simetrice sunt nule= se scrie doar sistemul de
ecuatii care contine necunoscutele antisimetrice.

Aplicatia 7 (Fig.1.16)
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Structura simetrica datd este de 4 ori nedeterminata static. Sistemul de baza se alege simetric, iar
rezolvarea se face folosind grupari de necunoscute (simetrice si antisimetrice), dupa cum se vede in
figura 1.16. Incdrcarea exterioara datd se descompune intr-o componenti simetrici si 0 componenti
antisimetrica.

In aceste conditii avem:

e Sistemul necunoscutelor simetrice

{611X1 + 612X2 + Alf: 0
621X1 + 622X2 + A2f= 0

Calculul coeficientilor si a termenilor liberi

El,6;1 = 2 [1 3,5-3,5 2 35+1 L 3,57 2 3,5| = 57,167
e i T R R W I

11 1
E10612=_2'[_'5'3,5'7'5'1] =_4‘,083

Ely61, = 2 [1 ! 1-7 2 1]—2333
oY12 — 22 3 - 4

12 1
ElgAfj= =255 55,1257 - > 3,5 =—450,188

12 1
Elohyy=25 2551257 5 1= 128,625

Rezolvarea sistemului necunoscutelor simetrice

{57,167X1 + —4,083X, — 450,188 = 0 { X, = 4,5kNm
—4,083X, +2,333X, + 128,625=0 X, = —47,26kNm

e Sistemul necunoscutelor antisimetrice

{633)(3 + 634X4_ + A3f: 0
643X3 + 64_4X4, + A4f= 0

27



9KN/m

VPP DL DT

18kN/m
25kN INm TTTTTTTITI IO LS IT]] ) 9kN/m
1 2lo 2 2Io 3 12,5 Xl % 12,5kN
i" Io L5Io Io SB.
A Bl c X <X
| 7,00 . 7,00 ‘ . .
9KN/m
N VAP AP N A P A A A A
ON/m [T T T T T T IO L LTI LTI 9kN/m
%] X 12,5kN < [Xs 12,5kN
X X X4 X4
9kN/m
STV T D LT 15 5
’ m m’
5,125 @ 5,125 @
Xi=1 Xi=1

12,5kN

Xim1 3,5
T R
2 X1 7 X
—

42,94 1,58
’ ’ 51,73
20,23 M m
@ 8,636 W \\\\\éldi\\\\\\\\\
8,6 ® @E
24,17 5,78 @ aaal
Fig. 1.16
Calculul coeficientilor si a termenilor liberi
El,6 —2111721+1 2-3,5-2=11,67
o¥33 — 2 2 3 1’5 ) - ]
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1 1 1 1

EloS3 ==2+55-1:7-3-35+722:35-2-7 =1225

El6 —213535235+211357235+1 135727—9528

E e - 22 >0 " 3T 5 2 > g3 T
1 2 1 1 1

EIOA3f=—2-5-5-55,125-7-5-1+L—5-§-87,5-3,5-2=75,54

EIA, ;=2 1.2 55,125 - 7 L 3,5 + t 1 875-3,5 2 7 = 926,58

0%2f— % 9 3 77 2 V15 2 T om g T T Y

Rezolvarea sistemului necunoscutelor antisimetrice

{ 11,67X; + 12,25X, + 75,54 =0
12,25X5; + 95,28X, + 926,58 = 0

{Xl = 4,318kNm
X, = —10,28kNm

Momentele incovoictoare de la capetele barelor au valorile:
M4 = My, = —3,5-4,5—3,5-(—10,28) = 20,23kNm
M, =1-(—47,26) +1-4,318 = —42,942kNm

M,3; =1-(—47,26) —1-4,318 = —51,58kNm

M,z = 2-4,318 = 8,636kNm

Mg, =875+ 2-4318+ 7-(—10,28) = 24,176kNm
M3, = M3c = —3,5-4,5 + 3,5 (—=10,28) = —51,73kNm

Diagramele de eforturi T,M si N sunt trasate in figura 1.16.

Aplicatia 7 (Fig.1.17)

Structura este simetrica si are gradul de nedeterminare statica egal cu 5. Sistemul de baza se alege
simetric, prin sectionarea structurii in dreptul axei de simetrie si eliminarea reazemelor simple din C
si D, rezultand astfel perechile de necunoscute simetriceX;, X,, X5 si perechile de necunoscute
antisimetrice X,, Xs. Incércarea fiind simetricd, necunoscutele antisimetrice sunt nule.

Sistemul ecuatiilor de conditie:

611X1 + 612X2 + 613X3 + Alf: 0
621X1 + 622X2 + 623X3 + Azfz 0
631X1 + 632X2 + 633X3 + Agf: 0
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24kN
HHHHLHH

& 2lo 3L 20 o X1TTX5
1,5T 1,5To

24kN

24kN

Xs
TN

Mﬂ% /\3 3
Xi=1 T TX1=1
My
32 324

34 272 34272

v

Xa=
-~

—_—

N

N\

FTT11,424
20, 52 0,528 11,4245 W
&
™M 532 6,15 At ® 72 15
10,22 10,22
56,111
é 11,424 72
7—&—56111
S *(6.15
99668
99,66 6,668
Fig. 1.17

Se calculeaza coeficientii necunoscutelor din ecuatiile de conditie si termenii liberi:

El,S 2(113323+2
0011 = 2 2 3 1,5

1 1
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1 1
510522_2-(1’5-1-5-1+§-1-3-1)_8,667

1 1

E10613=—2-<15-§-3 5. = 4)=—13,333

1 1 2

1 1
E10623 = (E' 1-5 'E' 4) = 13,333

1 1 1 1
EIOA1f=Z'E'(§'216'5'§'3+108'5'5'3>=1800
El Ay = —2 (1 ! 216-5-1+ ! 108 -5 1+1 ! 108-3 1)— 1512

072 15 2 1,5 3 3 B

ElAq = —2 ! (1 216-5 3 4+108-5 1 4)— 3360
0m3r 1,5 \2 4 2 -

29X, — 10X, — 13,333X5 + 1800 = 0

! —10X; +8,667X, + 13,333X; — 1512 = 0

—13,333X; + 13,333X, + 35,556X5 — 3360 = 0

X, = —11,424kNm
! X, = 53,2kNm
X, = 70,255kNm

Momentele incovoietoare de la capetele barelor sunt:

My = —-324+1-532+4-70,255 = 10,22kNm

M, =—-108 —3-(—11,424) + 1-53,2 = —20,528kNm
M;, = —108 +1-53,2 = —54,8kNm

M. =3-(—11,424) = —34,272kNm

Diagramele finale de eforturi se prezinta in figura 1.17.
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1.3.  Grinzi continue

1.3.1. Notiuni teoretice de baza

Grinzile continue sunt grinzi drepte dispuse pe mai multe reazeme dintre care unul este
fix (articulatie sau incastrare), iar celelalte sunt mobile (reazeme simple). Datorita acestei
rezemari, variatia lungimii pe directia axei barei nu este impiedicata, in consecinta, efortul axial nu
reprezinta o nedeterminare statica a acestor structuri.

Gradul de nedeterminare staticd al grinzilor continue este egal cu numarul reazemelor
intermediare ale acestora. Daca grinda este incastratd la un capat, gradul de nedeterminare statica
este egal cu numarul reazemelor simple. Dacd grinda este incastratd la ambele capete, una dintre cele
douad Incastrari trebuie sd permitd deplasarea in lungul axei barei.

Rezolvarea acestei categorii de structuri se poate realiza relativ simplu, prin aplicarea unei
ecuatii derivata din metoda fortelor, numitd ecuatia celor trei momente. Aceasta ecuatic s-a
determinat cu metoda fortelor, prin considerarea unui sistem de bazad particular, rezultat prin
Suprimarea legaturilor aferente momentelor incovoietoare de pe reazemele intermediare.

Necunoscutele problemei sunt momentele de pe reazemele intermediare ale
grinzii.Sistemul de baza astfel obtinut reprezintd o succesiune de grinzi simplu rezemate a carui
comportare are urmatoarea particularitate care sta la baza stabilirii ecuatiei celor trei momente:

Diagramele de moment incovoietor produse din incidrcarea sistemului de bazid cu
necunoscutele(perechi de momente) Xi=1, se intind doar pe deschiderile adiacente reazemului
pe care actioneaza.

i ] k ,
S 2 i s J> k> e
A LN A 7N N

i J k> S
MW A gl gl

2 i «J> k- S
O e e Y
—— T T T e LT [ B e

1 1 1 1 1

Fig. 1.18

32



ql®
m] =my =—

4
)
q
qa?®
My = oy — (212 — a?)
2qch
m; = qc (17 = b% - ¢?)
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] I(l+a) a?
Kéﬂl Al Ty PP GNP
H b, &  be T T T <5 lz)

i
12 -

Astfel, considerand grinda continud, cu sectiune constanta pe deschideri (Fig. 1.18), ecuatia celor trei
momente aplicatd reazemului |, situat intre i si Kk, se scrie sub forma:

Sau
M, + 2(L + )M, + UMy + 1ml, + 15ml, = 0 24)
unde:

I . o . N .
litj = 1 I—Cdeﬁneste lungimea transformata a barei 1j, mj se numeste factor de incarcare, iar valoarea
ij

lui se stabileste din tabele in functie de tipul incarcarii (Tabelul 1).

Raspunsul barelor la actiunile exterioare depinde de rigiditatea relativa a acestora. Lungimea
transformatd a barelor defineste o valoare echivalentd a lungimilor acestora, corespunzatoare
aceluiasi moment de inertie al barelor, Ic.

Ecuatia (23) exprima conditia de rotire relativa nula impusa capetelor de bare conectate in dreptul
reazemului j.

Cazuri particulare:

- Grinda cu o consola incarcata (la stanga reazemului k):

15M; + 2(15 + 15)M; + My + 15 (), — M) + 15m); = 0
(25)
Mc este momentul incovoietor generat de incarcarea de pe consola, pe reazemul k.
- Grinda cu o extremitatea j Incastrata perfect:
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1.3.2. Exemplu de calcul
Aplicatia 8 (Fig. 1.19)

Se aplica ecuatia celor trei momente, reazemelor 2 si 3.

1-2-3:
2(1, + 155)M; + 155M3 + 1§,mZ, + 15;m3, = 0
2.3-4
155M, + 2(15; + 15,)M3 + 15,My 4 153m3, = 0
IC == IO

I
L, =26=6m

Iy

Factorii de incarcare, preluati din tabelul 1, sunt:

, 3X22X6
mg = — 3 - 49,5kNm
5 ,  12x9?
mg, = mg = 3 - 243kNm
22kN
12kN/m
1 LLLLL L LRI 4
£ 1o L 2o 43 Io 4

s ik,

|
74,48

56,46 (T)
5,16 @
II,ZISGBH@‘ Ll [TTTTTTTTTTTTITTIITd
2075 s
Fig. 1.19

Sistemul de ecuatii devine:
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{21M2 +4,5M; + 1390,5 = 0
4,5M, + 23M; + 1093,5 = 0

M, = —58,48kNm
M; = —36,10kNm

Diagramele de moment incovoietor sunt prezentate in figura 1.19.

1.4. Probleme propuse

1.4.11. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama ma corecta?

30kN 12kN/m 30kN 12kN/m
L
i
Aﬂ To 1
E
- I
B
2,00 2,00 1,00
1 1 T
a) b)
d) e)
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1.4.12. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama m2 corecta?

30kN|  12kN/m
L

i
AT, 1
[=]
gn I

B
2,00 2,001,00
1 1 1 1

a) b) C)

®

30kN|  12kN/m
vl

i
Aj

To 1
=
cor TIo
B
2,00 2,001,00
4 il 1 1

a) b) C)

30,00, 6,00 60,00, 6,00

My My

6,00

d) e)
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15,00, 6,00

6,00

My

1.4.14. Pentru structura din figura, care este valoarea lui Mmax din diagrama finala de moment

incovoietor?
17.86
30kN 12kN/m % 10,08 6.00
Al L ] /ﬁh/\ ’
J D 1 ﬂ W 4,08
3\ Io Mmax @
B
2,00 , 2,00 1,00
I 1 1 1
a) 26,11 KNm b) 16,03 KNm ¢) 15,00 KNm d) 18,46 KNm e) -30,00 kNm

1.4.15. Pentru structura din figurd, cu diagrama de moment incovoietor M trasata aldturat, care este
diagrama de forta taietoare T?

17,86
30kN|  12kN/m %\ 10,08 6.00
1 m y Xﬁk/m’
Al I 1 1
o ¢ W 4,08
= To 16,03
oh
5 ™M
02,00, 2,00 1,00
1 1 T
a) b) c)
16,95 12,00 16,99 12,00 21,99 12.60
B )%\ D & éﬁ\’
1305 11| 136 8 01121 sor T
@ |e T ; o [
1,36
PN Pas 2
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ﬂiﬁﬁ 12,00 e 12,00
3 by il I

/

A

1.4.16. Pentru structura din figurd, cu diagrama de fortd taietoare T trasatd alaturat, care este
diagrama de efort axial N?

16,95
SOkNl 12kN/m I 12,00
A | .
- o 13,05 %
< Io @
o L6
B PaN
2,00, 2,00 1,00
1 1 1 1
a) b) c)
4#1%3% 4 i
g ﬂ1,36/® i "1,367°°
1,05 1,05/ —
N N =
R 25,057 2
d) e)
a\\\\\l\l\\\\l a\\\l\\l\l\\l
7 7O - 4 Ao —
136" 00 § 1,36 B
N = N F
Py 13,0572,
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1.4.17. Pentru structura din figura si sistemul de baza aldturat, care este diagrama micorecta?

3()kN\I/ 12kN/m X 3()kN\I/ 12KkN/m
1

1

A7, i X0 i

A

S
Py Io SB. I

B B
(2,00 , 2,00 1,00
1 1 il il

a) b) C)
- 1 -
X2 ! x=1 gm Xéw,”i\a
1 :
S
d) e)

1.4.18. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama ma corecta?

30kN\I/ 12kN/m . 30kN\I/ 12kN/m
1
1 —
A7, 1 X~
2 A
s Is SB, I
B B
2,00, 2,00 1,00
1 1 1 1
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X 3, Xt etV e L 1]

d) e)
1 &Wl X1 N
== = 1

1.4.19. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama Mt corecta?

30kN\I/ %kg/m < BOkN\I/ 12kN/m
1
4 —_—
A7 T X~
2 A
o Lo SB. I
B B
2,00, 2,00 1,00
1 1 fl El
a) b) C)
12,00 6,00 6,00
o

Pax Pax
WWOO WWOO M0
M My

d) )

N 412:00 . m@,oo
”’”Woo ””Woo
M

My

41



1.4.20. Care este gradul de nedeterminare statica al structurii din figurd?

Al

-
Ol'\
e

a)l b) 2 c)3

30kN

12kN/m
UL

210 1
In

B

12,00 | 2,00 1,00
1 7 1 1

d)0 e) 4

1.4.21. Pentru structura si sistemul de baza din figura, care este valoarea coeficientului 611?

30kN 12kN/m

1
Al 21 1
<
i" Io

B
2,00 2,00 1,00
1 il il 1

a) 0,650/Elo  b) 0,334/Elo

¢) 1,334/Elo

% 30N| 12KV
1
X—~C—5 T
A
SB, b
B

d) 0,667/Elo  e) 1,234/Elq

1.4.22. Pentru structura si sistemul de baza din figura, care este valoarea coeficientului 8127

30kN 12kN/m

1
Aﬁ pa I 1
<
S; To

B
2,00 | 2,001,00
1 T 1

a)-1,0/Ele  b)-2,0/Ele  c) 2,0/Elq

% 30N 12KN/m
1
X~
A
sB. I
B
d)1,5/El  €)05/El

1.4.23. Pentru structura si sistemul de baza din figura, care este valoarea coeficientului A1f?

30kN 12kN/m

1
Aj

2In 1
<
:~ Io
B
02,00 2,001,00
1 1 1

a) -9,5/Elp  b)13,5/Ely  c) 13,0/Elo

3(}kN\L 12kN/m

Xl
X~
A
sB. I
B
d)75[El  e)-7,5/El
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1.4.24. Pentru structura si sistemul de baza din figurd, care este valoarea coeficientului A2s?

30kN|  12KkN/m % 30KN| 12KV
1
1
A, T X~
g A
o Lo SB. Io
B B

2,00 2,00 1,00
il il 1 il
a) -25,6/Ely  b)52,5/Ely  C)-42,0/El, d)18,5/Ele  €)-33,0/ Elo

1.4.25. Care este gradul de nedeterminare statica al structurii din figura?

12kN/m
T 1 3L T 2
=
3 g
| 22kN Io -
L —
a In B
o
| A
i - 6,00 | 5,00 .
1 1 il
a) 2 b) 1 c)3 d)o e)4d
1.4.26. Care este gradul de nedeterminare statica al structurii din figura?
24kN/m
ZOkN\ c
T 2L [2 2L Z-
g
1,51 Lo <+
A B
3,00 5,00 . 400
1 il 1 1
a)0 b) 2 c)3 d) 4 e)l

3EI
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1.4.28. Pentru bara din figura, care este expresia rigiditatii la rotire de bara?

6E1 3EI 6E] 3EI
)= DT O D 0%

12

1.4.29. Pentru bara din figura, care este expresia rigiditatii la rotire de nod?

. pay

6E] 3EI 4E1 6E] 3EI
D e P O D A

1.4.30. Pentru bara din figura, care este expresia rigiditatii la rotire de bara?

) 6EI 6EI 3EI 3EI

2 b) =~ 2 d) = e)—

1.4.31. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama mj corecta?

24kN/m
25N (T T T ysiy QLTI

1 310 2 \5(1 310 Xz

E

¥ Io 1,51 To S.B. 1,5I

A A
B B
‘L 6300 1|/ 3,00 I’
a) b)
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1,5

1.4.32. Pentru structura din figura si sistemul de baza aldturat, care este diagrama mz corecta?

24kN/m

24kN/m
25N T TI T LT 25kN . 7
1 310 2 Xl 310 }(2
g
« I 1,5 Io S.B. 1,5Io
A A
B B
] 6,00 3,00 7
a) b)
1 1
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1.4.33. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama Ms corecta?

24KN/m 24kN/m
25N ]I DI 25kN w7
1 3l 2 X, b x
[l
o
< Io 1,5 Io S.B. 1,5Io
A A
B B
‘L 6,00 ‘L 3,00 |L
a)
c) d)
108,00% 108,00%
108,00 108,00
224,00@ @
e)

B 1

@ 108,00
224,00
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1.4.34. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama mi corectd?

24kN/m
25N LD

4,00

r
i

1 3o 2
Io 1,51y
A
6,00 3,0

A

47
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1.4.35. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama mz corectd?

2 akN/m 24kN/m
25KN 25kN
1 3o 2 3 x
g
< Io 1,5Io Io S.B. 1,5Io
A
B NG B
6,00 3,00
[ il |
a) b)
/1 « it ] ool
A T AT
1 % @1
1,5 —
15 Panst
c) d)
/L « 31 [ W
AT AL
1 1
1,5
A 1.5
e)
/A « 27
AT
@ "
2
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1.4.36. Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama Mr corectd?

24kN/m
25KN
1 310 2
o
<
< In 1,5I»
A
] 6,00 3,00 &
1 | il
a)
149,33 IOSM
1620
108
2
c)
432,00
R 108, 00
149,33,
6 24
108,00
2
e)
/149,33 72, 00
149,33/}
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25k1§_T_ W
310 X?.
Io S.B. 1,5Is
N B

b)

103, 00

/149 33
149,33/ [LH 108, ()()%ééi

2
d)

72,00

149,33
V
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1.4.37. Pentru structura si sistemul de baza din figura, care este valoarea coeficientului 6117

24KN/m 24kN/m
25KN [TTTTIL0L 0L, LITITl] 25N i Ll LU LU L
1 310 2 X, b x;
g
< To 1,5I I S.B. 1,5To
A A
B B
L 6,00 3,00

L
] 1 |

a)8,33/Elp  b)7,00/Ely ) 7,33/Ely d)566/Ele €)6,87/El

1.4.38. Pentru structura si sistemul de baza din figura, care este valoarea coeficientului 812?

24kN/m 24kN/m
251(1\\1_ 25kI§T_
1 S
310 2 Xl 310 X2
8
- Io 1,510 Io S.B. 1,5T0
A A
B B
) 6,00 L 3,00 7

a)4,33/Ele  b)-3,33/Ely c)-3,67/Elp d)-3,86/Elo €) 4,50/Elo

1.4.39. Pentru structura si sistemul de baza din figurd, care este valoarea coeficientului A1f?

24KN/m 24kN/m
25KN [TTTTIL0L 0L, LITITl] 25N i Ll LU LU L
1 310 2 X, b x;
g
< To 1,5I I S.B. 1,5To
A A
B B
L 6’00 |/3’00L
a) 594,33/Elo b) 421,33/Elq ¢) 813,33/Ely ) 450,33/Elo ¢) 669,33/Elo
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1.4.40. Pentru structura si sistemul de baza din figura, care este valoarea coeficientului Azs?

24KN/m 24kN/m
25k1i 1 25k1\l u w7
3o 2 X, 31o X,

S

< Io 1,5To Io S.B. 1,510

A A
B B
) 6,00 L 3,00 ~

a) 640/Elo b) -52/Elo C) -256/Elo  d) -48/Elo e) 248/Elo

1.4.41.Pentru structura din figurd, care din urmatoarele enunturi este adevarat?

20kN
15 kKN/m

4,00

3,00 5,00

|
1 il 1

a) Cadrul este static determinat.

b) Cadrul are gradul de nedeterminare statica egal cu 2.

c) Structura este o data static nedeterminata.

d) Cadrul este cu noduri fixe.

e) Gradul de nedeterminare statica al structurii este egal cu trei.
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1.4.42. Pentru cadrul din figura de mai jos si sistemul de baza dat, sa se determine care este diagrama

de momente Ms corecta.

20KkN 20kN
15 kKN/m X, .
3L *
=4
ﬂ-‘ In 2L, S.B.
- 15 kKN/m
. 3,00 5,00 )
| [ 1
a) b)
—eerrrr1]60 —eorrrr[[)89
60 i 60
30 120
c) d)
60
i 60
30 120
€)
60
e OO T e o

120
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1.4.43. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment corectd, pe sistemul de baza

alaturat, rezultata din Incarcarea acestuia cu necunoscuta X1=1?

20kN 20kN
15 kN/m X1 .
3L -
g
ﬂ-‘ In 2L, S.B
- 15 kN/m
L300 500 )
1 | |
a) b)
X X,
1.6 1.6
c) d)
X Xi
1 1
1 2
e)
X

1.2
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1.4.44. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment corectd, pe sistemul de baza

alaturat, rezultata din Incarcarea acestuia cu necunoscuta X»=1?

\|/20kN
3L,
g
ﬂ." In 210
L300 500
a)
L Xo
/ \Mﬁ
C)
MFWTHOS'T’S 5 X2
/0.375 i
1
e)

/1

15 kN/m

54
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X1
3
S.B.
15 kN/m
b)
r X2
/ \Wg
2
d)




1.4.45. Pentru cadrul din figura de mai jos si sistemul de baza dat, sa se determine care este diagrama
de momente Mt corecta.

20kN 20kN
15 KN/m . 15 kKN/m
3], X/
g
-y L 21, SB
X
L300 500
a) b)
601> 6070
15 10
M) 30 M) 30
c) d)
6080 50 85
T e s .
20 25
Mo 29 Mo 20
e)
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1.4.46. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment corectd, pe sistemul de baza
alaturat, rezultata din incarcarea acestuia cu necunoscuta X1=1?

20kN 20kN
15 kN/m 15 kN/m
3], X/
=4
= L 21, SB
X
, 3,00 % 5,00 ,
a) b)
c) d)
X
HIHHHHIH\H’;&
1 13
e)

/1
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1.4.47. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment corectd, pe sistemul de baza
alaturat, rezultata din Incarcarea acestuia cu necunoscuta X2=1?

20kN 20kN
\L 15 KN/m J/ +15 KN/m
3], X/
=4
- L 21 S.B.
X
3,00 5,00 ]
| | il
a) b)
1
(ms) my
X
1 1
c) d)
0.62
X
1 1
e)
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1.4.48. Pentru structura din figura si diagrama finald de moment incovoietor, care este diagrama

corecta de forta taietoare?

20kN
J/ 15 KN/m
3L,
2
< L 2L
L300 500
a)
96
s LI 6 39
/ (T)
4.65 43.6152
c)
SLBTIRITNE
207 16.39%
/ (T)
4.65 &
43.61
e)
TS T
20T 13.61"%
/ (T)
4.65 [P
13.61

58

60 3674
i e 1126
2326

M)

43.19
b)
5.1
oA LI 36
Gy
s 81 43,6152
d)
RTINS
20T 16.39%
(T) s
4.65 43.61



1.4.49. Pentru structura din figura si diagrama finala de forta taietoare, care este diagram corecta de efort
axial?

20kN
\Ir 15 kN/m T T T
3L 20 +16.39
S
* : 2 (D)
y 4.65 36152
L300 500
a) b)
[HEEEEERCINNNENEEGS
1639 -
g
9.60 9.60
c) d)
ENEEENEENCINNENNEEE| PRI T R= T ITTTTTTT
16.39
23.42 _Ho.so 3.4 1639
e)
1639
[TITITTTTERTTITTTTTT
38.22 960
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1.4.50. Pentru structura din figurd, cu diagrama de moment incovoietor trasata aldturat, care este
valoarea corectd a momentului incovoietor Mmax?

\LzokN 60 36.74
15 kN/m i e 1126
3L
. 23.26 Mo
¥ L 2L M) %
7 774319
r 3,00 r 5,00 r

a) 11,26 kNm b)15,21 kNm ¢) 22,35 kNm d) 20,21 kNm e) 13,61 kNm

1.4.51. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corecta a coeficientului 811 din
sistemul de ecuatii de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

20kN 20kN
15 kKN/m X .
3L -
g
=+ L 21, SB
- 15 KN/m
300 500
1 | |
a) 6,71/Elo b) 4,32/Ely ¢) 8,42/Elo d) 5,04/Elo e) 3,93/Ely

1.4.52. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corecta a coeficientului 812 din
sistemul de ecuatii de conditie, avand dat sistemul de baza aldturat.

20kN 20kN
15 KN/m Xu .
3L “
g
s L 21, SB
w 15 kKN/m
. 3,00 5,00 )
1 | |
a) -5,35/Elo b) -4,22/Elo ¢) -1,96/Elo d) -4,22/Elp  e) -1,68/Elo
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1.4.53. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corecta a coeficientului 822 din
sistemul de ecuatii de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

20kN 20kN
15 KN/m X .
3L k
=4
ﬂ-‘ In 2L, S.B.
- 15
0300 500 KN/m
| [ 1
a) 2,80/Elo b) 4,32/l ¢) 6.87/Elo d) 4,00/El ¢) 1,76/Ely

1.4.54. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corecta a coeficientului Aif din
sistemul de ecuatii de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

\lZOkN lZOkN
15 KN/m X,
2 3
3L
g
ﬂ-'\ In 210 S.B.
- 15 KN/m
. 3,00 5,00 '
1 | |
a) 248/Elo b) 196/Elo ¢) 330/Elo d) 132/Elo e) 292/Elo

1.4.55. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corecta a coeficientului Az din
sistemul de ecuatii de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

\lZOkN lZOkN
15 KN/m X,
2 3
3L
g
ﬂ-'\ In 210 S.B.
- 15 KN/m
. 3,00 5,00 '
1 | |
a) -210/Elo b) -52/Elo ¢) -116/Elo d) -92/Elo e) -232/Elo
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1.4.56. Sa se stabileasca gradul de nedeterminare statica al structurii din figura urmatoare:

15kN/m
20Nl bbb
3L,
8
= L 1.5L,
3|
L]
- ) 600 77 300 |
a) 3 b) 1 c)2 d)4 e) 0

1.4.57. Sa se stabileasca gradul de nedeterminare statica al structurii din figura urmatoare:

10kN/m
ULV LVPPLL L
3L
(=
F I
' 6,00 3,00 7
a)4 b) 1 c)3 d) 2 e)0

1.4.58. Pentru structura din figurd, care este diagrama de moment corectd, pe sistemul de baza
alaturat, rezultata din incarcarea acestuia cu necunoscuta X1=1?

10kN/m
10kN/m
IR CELLEEELELL S LLL L)
3L ) J
Xe

g

M b S.B.

X
] 6,00 3,00 7 —
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1.4.59. Pentru structura din figurd, care este diagrama de moment corecta, pe sistemul de baza
alaturat, rezultata din Incarcarea acestuia cu necunoscuta X2=17?

10kN/m
10kN/m
IR CLLLLELLLLL L LLL)
3L ) J
Xe
g
¥ b S.B.
X
L 6,00 3,00 7 P
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X, X
1 5.7 4 5
3 1 2 1

4 ST

X
1 \ 7

AL IO

1 T%%X 1.5

Xe
mm 57
1

(o

1.4.60. Pentru cadrul din figura de mai jos si sistemul de baza dat, sa se determine care este diagrama
de momente Mt corecta?

10kN/m
IR CLLLLELLEE DL LLL
7

3L %,
L S.B.
Xu
] 6,00 . 3,00 7

LA

4,00
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1.4.61. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corectd a coeficientului 811 din
sistemul ecuatiilor de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

10kN/m
10kN/m
IR CELLEEELELL S LLL L)
3L ) J
Xo
g
N b SB.
X
L 6,00 3,00 7 .
a) 32,18/Elo b) 42,67/El ¢) 18,63/Elq d) 128,00/Ely e) 21,33/Elq
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1.4.62. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corectd a coeficientului 812 din
sistemul ecuatiilor de conditie, avand dat sistemul de baza aldturat.

10kN/m

10kN/m
IR e ——
3L 7 J
X
g
¥ L SB.
\i
L 6,00 3,00 7 =
a) 25,47/Elo b) 32,18/Elo ¢) 18,67/Elo d) 13,33/Elo &) 56,00/Elo

1.4.64. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corectd a coeficientului Air din
sistemul ecuatiilor de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

10kN/m

10kN/m
LTI L L LDITILTIT A NwmmEEy
3L ) J
o Xz
¥ I
M “ S.B.
X
] 6,00 3,00 7 =
a) -1352,65/Elo b) -904,33/Elo c) -1200,00/Elo d) -785,00/Elo €) -1080,00/Elo

1.4.65. Pentru cadrul din figura de mai jos, sa se determine valoarea corectd a coeficientului Azf din
sistemul ecuatiilor de conditie, avand dat sistemul de baza alaturat.

10kN/m

10kN/m
T LI LI LTI T T
3:[0 j J
- Xe
¥ L S.B.
X
L 6,00 3,00 7 =
a) -1065/Elo b) -215/Elo c) -469/Elq d) -375/Elo e) -435/Elo
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Partea Il

2. Metoda generala a deplasarilor

2.1. Principiile generale ale metodei

Metoda generalda a deplasarilor abordeaza structurile din punct de vedere al
nedetermindrii geometrice si este specifica rezolvarii structurilor de tip cadru.
Ipoteza simplificatoare acceptata in analiza acestor structuri este aceea ca in urma
deformarii structurii lungimile barelor nu se modifica.
Cadrele sunt structuri alcatuite din bare conectate Tn noduri rigide sau rigide si articulate, la
care solicitarea dominanti este incovoierea.
Un nod rigid are trei grade de libertate: o rotire si doua translatii dupa doua directii diferite
din plan.
Un nod articulat are doua grade de libertate: translatii dupa doua directii distincte din plan.
Deplasarile unui nod rigid, rotire si translatie, sunt comune tuturor capetelor de bare care se
intdlnesc in acel nod. Rezultd ca pozitia deformata a structurii este determinatd de deplasarile
nodurilor, motiv pentru care, in metoda deplasarilor acestea sunt alese ca parametri independenti.
invariabilitatii lungimilor barelor, cadrele se clasifica in:
= cadre cu noduri fixe
= cadre cu noduri deplasabile.
Termenii fix si deplasabil se refera numai la posibilitatile de translatie ale nodurilor.

Cadrele cu noduri fixe sunt cele care se deformeaza numai prin rotiri de noduri (Fig.2.1,a).

a) b)
A 1 2
ng=
B C
Fig. 2.1

Identificarea cadrelor cu noduri fixe:

e Daca prin introducerea de articulatii in toate nodurile rigide ale structurii si in
incastrari se obtine o structurd articulata static determinata, cadrul initial este cu
noduri fixe.

e Vizual, se poate aprecia: daca fiecare nod al structurii este legat de doua puncte fixe
(legaturi cu terenul sau noduri fixe), cadrul este cu noduri fixe.

Numaérul parametrilor care definesc pozitia deformata a unui cadru cu noduri fixe este
egal cu numarul nodurilor rigide.

Din numarul total de noduri se exclud nodurile articulate.
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Cadrele cu noduri deplasabile sunt acele cadre care se deformeaza atat prin rotiri de
noduri, cat si prin translatii de noduri (Fig.2.2,a).

a) b)
= 93 94
*Afg |
3 4 3 7
Ao e,
i 2 1 2
Ng=6
A B A B
i s v, o
Fig.2.2

Identificarea cadrelor cu noduri deplasabile:

e Daca prin introducerea de articulatii in toate nodurile rigide ale structurii si in
incastrari se obtine un mecanism (cu un anumit numar de grade de libertate cinematicd),
cadrul initial este cu noduri deplasabile.

e Numarul gradelor de libertate cinematica ale mecanismului obtinut defineste numarul
gradelor de libertate elastica ale structurii.

Numaérul parametrilor independenti care definesc pozitia deformatd a unui cadru cu
noduri deplasabile este egal cu numarul nodurilor rigide, la care se adauga numarul gradelor
de libertate elastica ale structurii (egal cu numarul gradelor de libertate cinematica ale schemei
articulate).

Precizari privind stabilirea numarului gradelor de libertate elastica ale unui cadru:

- in cazul cadrului cu tiranti (Fig.2.3, a), tirantul nu impiedica deplasarea relativa a
nodurilor pe care le uneste, doar o limiteaza, deci nu influenteazad numarul gradelor de
libertate elastica ale structurii;

- cadrele care au o bard curba au un grad de libertate in plus fatd de acelasi cadru cu grinda
dreapta, (Fig.2.3,b).

b)




Necunoscutele deplasari sunt:

- pentru cadrele cu noduri fixe - rotirile nodurilor rigide;

- pentru cadrele cu noduri deplasabile - rotirile nodurilor rigide si parametrii care definesc

deplasarile corespunzatoare gradelor de libertate elastica.

In metoda deplasarilor, sistemul de bazi este 0 structurd geometric determinati, la care
toate deplasarile nodurilor sunt nule.

Blocarea nodurilor se realizeaza prin introducerea unor legaturi fictive, dispuse astfel incat sa
impiedice atat rotirile cat si translatiile nodurilor structurii:

- legatura care impiedica rotirea unui nod se numeste blocaj de nod si in ea se dezvolta o

reactiune-moment;

- legatura care impiedica deplasarea dupa directia unui grad de libertate se numeste

blocaj de grad de libertate si in ea se dezvolta o reactiune-forta.

Prin blocarea nodurilor (la rotire si translatie) structura devine un ansamblu de bare dublu
incastrate si/sau incastrate la un capat si rezemate oarecum la celdlalt, care lucreaza independent.
Aceste bare sunt static nedeterminate, dar ele pot fi rezolvate cu usurintd prin metoda fortelor.

Sistemul de baza, cu rezolvarea cunoscuta, se incarca cu fortele exterioare date si cu
necunoscutele, notate cu Z; (Fig.2.4) si se impune conditia ca el sa se comporte identic cu structura

data.

a) b)
! s %
3 4 5 4
J/ \I/ c er.\ \I/ ZQr.\ \I/ =
1 2 N 1 2 C
Al 1B Al 1B
Fig.2.4

Intrucat conditia de continuitate a deformatei structurii a fost impusa la alctuirea sistemului
de baza, comportarea identica a celor doua structuri se obtine prin impunerea conditiei de echilibru
static. Astfel, se pune conditia ca reactiunile din blocajele nodurilor sistemului de baza sa fie
egale cu zero.

Obiectivul metodei deplasarilor il constituie determinarea momentelor incovoietoare de la
capetele barelor (numite momente incovoietoare de capat), care odata cunoscute permit determinarea
diagramelor de eforturi.

Conventia de semn utilizatd in metoda deplasarilor este: se considera pozitive rotirile si

momentele incovoietoare de capat care au Sens orar.
2.1.1. Etapele metodei

1. Stabilirea gradului de nedeterminare geometrica al structurii.
- se introduc articulatii n toate nodurile structurii si se calculeaza
n=r+1-3c
- daca n=0 cadrul este cu noduri fixe (C.N.F.);
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- daca n<0 cadrul este cu noduri deplasabile (C.N.D.).
Gradul de nedeterminare geometrica al structurii va fi
ng =n, +n, (2.1)
unde:
- n, este numarul nodurilor rigide,
- Ne= 3¢ — (r + 1) este numarul gradelor de libertate elastica ale structurii, egal cu numarul
gradelor de libertate cinematica ale structurii articulate asociatd cadrului.
2. Se stabileste sistemul de bazda (unic pentru o structura datd) prin blocarea tuturor

IR

nodurilor (rotiri pentru C.N.F., respectiv rotiri si translatii de noduri pentru C.N.D.).

3. Se determind caracteristicile de rigiditate ale barelor la rotire de nod si la translatie de nod
(sau rotire de bara).

4. Se incarca succesiv sistemul de baza cu fortele exterioare date si cu necunoscutele egale cu
unitatea §i se traseazad deformatele barelor si diagramele de moment incovoietor pentru
fiecare caz de incarcare.

5. Se alcatuieste sistemul ecuatiilor de conditie prin scrierea ecuatiilor de echilibru static la
rotire si translatie pentru fiecare nod si se determind necunoscutele-deplasari ale nodurilor.

6. Se determina momentele incovoietoare la capetele barelor cu relatia de mai jos si se traseaza
diagramele de eforturi pe acelasi principiu ca in metoda fortelor.

n
K JK JK
MK+ M:" + Z(mi Z)
i=1
Pentru trasarea diagramei de forta taietoare se scrie echilibrul barelor sub actiunea fortelor
exterioare §i al momentelor incovoietoare determinate la capetele lor.
Pentru trasarea diagramei de efort axial se scrie echilibrul nodurilor sub actiunea fortelor

direct aplicate si al pargilor inlaturate prin izolarea nodului, respectiv fortele tdietoare si
eforturile axiale.

7. Verificarea diagramei finale de moment incovoietor:
- se verifica echilibrul fiecarui nod

> My =0
i

- utilizdnd diagrama finald de moment incovoietor si schema cinematicd a structurii
articulate, se aplica principiul lucrului mecanic virtual nul.

2.1.2. Precizari teoretice

In metoda deplasarilor necunoscutele sunt rotiri si translatii de noduri.Pentru orice cadru cu
noduri deplasabile, translatia unui nod se poate exprima in functie de rotirea unei bare. Astfel,
considerand cadrul din figura 2.5, translatia A, se exprima in functie de rotirea y,, (a barei A—1)

prin relatia A, =hyw,,.
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Ay 2

1 2
= [
= )
! Ao,
j
LAl _iB

Fig. 2.5

Rezulta ca necunoscutele-translatii de noduri pot fi inlocuite prin necunoscute-rotiri de bare,
astfel ca toate necunoscutele sunt rotiri.

Se lucreaza cu rotiri si cu momente de capat.

Adoptarea noii conventii de semn impune cateva precizari cu privire la perechea de momente
incovoietoare care apare pe fetele unei sectiuni. In vechea conventie cele doui momente
incovoietoare, reprezentand efectul de continuitate dintr-o sectiune, au acelasi semn. In noua
conventie ele au semne contrare (Fig.2.6). Deci, pentru un moment de capat, se disting: moment
aplicat pe bara si moment aplicat pe nod. Datorita conventiei adoptate, trebuie sa se stabileasca de la
inceput cu care dintre ele se va lucra. Se convine sa se opereze cu momentele aplicate pe bare.

o 1, -9,
1 ; 2

o ‘Vechea conventie S é
Nousa conventie +

Fig. 2.6

Blocarea nodurilor de cadru la rotire si translatic produce o separare a barelor. Astfel, din
punct de vedere al rezemarii, se disting doua tipuri de bare, dublu incastrate si incastrate la un capat
si rezemate oarecum la celalalt. Situatiile tip de incarcare pentru bara dreapta sunt cele indicate in
figura 2.7.

Din incarcarea cu forte (Fig.2.7,a), la extremitdtile barei iau nastere momentele de Tncastrare

perfectd M, si M, . Dacd bara este articulatd la capatul i, M, =0.

Impunand nodului h o rotire &, (Fig.2.7,b), bara se deformeaza si la cele doua extremititi se
dezvoltd momentele incovoietoare M,, si M, , care pe baza ipotezei proportionalitatii se pot
exprima astfel:

My = Kyi6, st My, = My = Kz 6, (2.2)
unde:

- K, este rigiditatea barei la rotire de nod (h) si reprezinta momentul incovoietor care ia

nastere la extremitatea N, cind acolo se produce o rotire egala cu unitatea,
- uy,; se numeste factor de transmitere al momentului incovoietor de capat (de la h la i).
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Fig. 2.7

Pentru unele simplificari, se poate introduce notatia
Kii =4Ep, (2.3)
in care p,; poarta numele de coeficient de rigiditate la rotire de nod (h).
Cu aceasta notatie relatiile (2.2) se scriu:
M,; =4Ep,6, si My, =4Ep,; 14,6, (2.4)
Se impune nodului h o deplasare A astfel incat bara se roteste cu y,,, si rezulti momentele
incovoietoare de capat:
My, =—Kwy si My, =K, (2.9)
undeK_ih s K_hI poartd numele de rigidititi la rotire de bara (pentru capatul h, respectiv i) si
reprezintda momentele care iau nastere la cele doui capete ale barei, cind acesteia i se aplica o

rotire egali cu unitatea.
Daca se noteaza:

K. =4Epy, st Ky, =4Ep,, (2.6)
unde p,, si p; poartda numele de coeficienti de rigiditate la rotire de bara (pentru capatul h,
respectiv i), rezulti:
M\, =—-4Ep,wy, st My, =—4Ep, iy, (2.7)
Elementele stabilite permit scrierea expresiilor generale ale momentelor incovoietoare de
capat la bara incarcata simultan cu forte, rotiri de noduri si rotire de bara, astfel:
- bara h—1 uneste doui noduri:
My =M, + 4E(phi9h + Pinkdin, _Ehil//hi)

_ (2.8)
M;, =M, + 4E(phi:uhi9h + Ptk _pih‘//hi)
- bara h—1 uneste un nod cu o incastrare perfecti (i):
My =M, + 4E(phi‘9h _IBhil//hi) (2.9)

M, = M, +4E(Phiﬂhi9h _ﬁthhi)
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Tabelul2.1.

Grinda dublu Incastrata (I=const.)

Incircare Momente 1n Incastrari
]MMJJ_EE M, = M, = ql?
\ ] ; 2712
2qc
€. ¢ M, = ~3z [(ab — c?)(2b — a) + abl]
(—LILLe 2qc
ib a . b E M, = —W[(ab —c?)(2a — b) + abl]
i 1 1
Pab?
{ o
1 ; Pa?b
13 a | b Fz 2= 7T
T i Pl
1 Pentruazb,M1=M2=—§
1 f r r ; 5Pl
1 2 M, = = ——
Lu4, Lt 14, 14 | 1 =M =75
lg_\r_f_f_f_ﬁz M, = m, = —2E
V5,15 15 1/S, 15 tee 5
L l }
o]
5ql?
lgﬁ.aﬂﬂﬂﬂm.gz o
L2 1 M= Mo 96
1' | t
q
I
1 b _ ql(l + a) _a_2
Mo, s 5! M=M= o8 2
¥ ] r
a yI F b(2a — b)
¥ a - b 12 1 12
k ¥ 1 t b(2b — a)
¥ .* 2 = B
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Grinda cu o incastrare perfecta si un reazem simplu (I=const.)

Tabelul2.2.

Incircare Momente 1n Incastrari
A e
o, ¢
| 1Lk qbc
1 ) M, = —— (]2 — p2 — (2
''a ., b ﬂ%’z ! 12 ( )
——
Pab
3 f M, = —Z—C;Z(Hb)
1} iy 3Pl
M : B b i — —
»i — 1| Pentrua = b,M; = 16
e .
V4 Ve L L 32
A
1 _ 3Pl
L= ——
*—54U54115¢H54F—$ 5
i il E T 5ql?
llb 112 12 = My =——3
L ] |
A
. _ ql(l + a) a?
11; b, a bﬁ,{%z My = %z \° B
' 1 '
% |
i Fa
1 1 (/3b?
i g ® b ﬂ%g M;=—=(——-1|M
SR ! 2\ 2

- bara h—1 uneste un nod cu un reazem articulat (i)

My =M, +4E(phi‘9h _/_)hil//hi)
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In tabelele 2.1 (bara dublu incastrati) si 2.2 (bara cu o incastrare si un reazem simplu) sunt
date expresiile momentelorincovoietoare de incastrare perfectd pentru cazurile uzuale de incarcari,
atunci cand bara este cu sectiune constanta.

Pentru calculul coeficientilor de rigiditate si a factorilor de transmitere, bara se Incarca cu

rotirile de nod &, si ,, precum si cu rotirea de bara y,,. Toate aceste rotiri se considera pozitive.
Expresiile sunt date in tabelul 2.3.

Tabelul 2.3
Tipul barei Bara cu I constant
4E1;;
ij
Ip;
Phi r
hi
1
Uni E
I
1| —— o
hi
1
Uin E
_ 3 In;
Phi 21,
_ 3 In;
Pin 21,
4E];;
Kij I .U
ij
Ip;
Phi l_
ilu
2 " Uni E
_ 3 In;
Phi 2 lhi
_ 3 In;
Pin 2 lhi
3EI;
Ky T
ij
31y
3 .ﬂm Phi ZE
Phi 0
_ 3 Ip;
Phi 41,
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2.2.Cadre cu noduri fixe

2.2.1. Precizari privind rezolvarea practica

Cadrele cu noduri fixe sunt cele care sub actiunca fortelor exterioare, se deformeaza numai
prin rotirea nodurilor.

Necunoscutele sunt rotirile nodurilor, 6i (Zi).

Numarul necunoscutelor este egal cu numarul nodurilor rigide (blocate la rotire).

Conditia de comportare identica cu structura initiald a sistemului de baza incarcat cu fortele
exterioare §i cu necunoscutele rotiri reale se exprima prin sistemul ecuatiilor de conditie:

K0, + K0, +...+ K6, +k;0 +..+Kk, 0, +R; =0

i n~n
K0, + K0, +...+ Ky 6, + K6, +... 4K, 6, + R, =0

K6, +K,0, +...+ k.8, + k0 +..+K 6 +R; =0 (211)

Ky +K,0, +...+k, 6, +K.0 +..+K 6, +R, =0

unde:

k,; - reactiunea care ia nastere in blocajele nodului i , din incércarea sistemului de bazi cu deplasarea
elasticdf, =1si este egala cu suma rigiditatilor la rotire de nod ale capetelor de bare legate in
nodul i, cand sistemul de baza este incarcat cu rotirea de nod 0, =1, respectiv k;; = ), Kjp;

k;, - reactiunea care ia nastere in blocajul nodului i, din incércarea sistemului de baza cu deplasarea
elasticaf, =1si este egala cu suma rigiditatilor barelor (la rotire de nod) conectate in nodul i,
cand sistemul de bazd este incarcat cu rotirea de nod 6, =1, respectiv momentul incovoietor
transmis in capatul h al barei ih cand nodului i ise aplica o rotire egald cu unitatea, k;; =
Kinttin °;

Rif- reactiunea din blocajul nodului i, din incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare si este

egala cu suma momentelor de incastrare perfecta de pe capetele barelor conectate in nodul i.
Semnificatia ecuatiei ,,i” din sistemul ecuatiilor de conditie (2.11): reactiunea din blocajul
nodului ,,i” din incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare si cu rotirile reale 01, 02,
..+,0n este egala cu zero.
In vederea simplificarii calculului practic, se defineste coeficientul de rigiditate la rotire de

o l. - , . .
nod corectat p,, = I—°aih I;h cu care rigiditatea barei la rotire de nod devine:

c ih

Ie
Kin = 4Epin = 4E " pin (2.12)

In acest mod, coeficientii din ecuatiile de conditie se pot scrie sub forma:

4EI| I . A4El . 4El .
i =4Ezpih = | < ZI_Caih I;h = | ‘ Zpih zl—crii » CU T =Zpih (2.13)
i c i c ih c i c i
4EI| I l..  4El . 4El .
Ki, = 4E 4,0 = _I < i I—Cahil—h':—l & i Pri = | Sy CU Ty = LiOy (2.14)
c c hi c c
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Coeficientul de rigiditate la rotire de nod corectat este adimensional, dar are o valoare
proportionala cu rigiditatea barei.

Raportul —< este un raport convenabil ales, astfel incat sa rezulte pentru coeficientii p,
Cc

valori cat mai simple.
Cu aceste notatii ecuatia ,,i” devine

—4:5'0 (r6, +1,0, +..45,0, +5.60, +..+1,0,)+R, =0 (2.15)

_4El,

Dacd se face substitufia Z, = 6| —, numitd rotire corectatd, se obtine sistemul

| l‘i:l,n
C
ecuatiilor de conditie cu necunoscute rotiri corectate. Se observa ca rotirea corectata are unitati de

masura corespunzatoare unui moment incovoietor.

Cu aceste notatii, sistemul ecuatiilor de conditie se scrie sub forma:
rZ,+1r,2,+..+r,2, +0,Z, +..+r,Z, +R, =0

M2, + 02, + .+ 2+, 2. +..+1,,Z +R,, =0
6WZ,+ 0,2, o+ Z, +0Z,+..+0,Z, +R; =0 (2.16)

rZ,+r,2,+.+r, 2, +r.Z. +.+r,.Z +R, =0

in care:

. - reacfiunea corectatd care ia nastere in blocajele nodului ,,i”, din Incarcarea sistemului de baza cu
deplasarea elasticd Z, =1. Unitatea de masura (moment) este adusd de necunoscuta Zi, Cu care
acesta este multiplicat;

r,, - reactiunea corectata care ia nastere in blocajele nodului ,,i”, din incarcarea sistemului de baza cu
deplasarea elasticd Z, =1. Unitatea de masurd (moment) este adusa de necunoscuta Zn, CU care
acesta este multiplicat.

Coeficientii r;;, numiti coeficienti principali, sunt intotdeauna diferiti de zero.

i 2

Coeficientii r,,(i #h), numiti coeficienti secundari, sunt diferiti de zero numai atunci cand
cei doi indici identificd o bard. Mai mult, in baza reciprocitatii reactiunilor unitare, r, =r,,. Rezultd
ca matricea coeficientilor necunoscutelor este simetrica si pozitiv definitad si contine multi coeficienti
secundari nuli, ceea ce simplificd mult rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie.

Dupi obtinerea valorilor rotirilor nodurilor, Z,(6,), se trece la determinarea momentelor
incovoietoare de la capetele barelor, folosind relatiile (2.8), (2.9) si (2.10), in care y,; =0, astfel:

- bara h—1i uneste doud noduri

M =M, +4E(phi9h +pihﬂih‘9i)

(2.17)
M;, = M, +4E(phi/uhi0h +pih9i)

- bara h—1 uneste un nod cu o incastrare perfecti (i)
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M, =M, +4Ep,;0,

(2.18)
Mi, = My, +4Ep 1,6,
- bara h—1 uneste un nod cu un reazem articulat (i)
My =M, +4Ep,6, (2.19)

Alcatuirea sistemului de ecuatii, folosind expresiile coeficientilor necunoscutelor conform
relatiilor (1.25), conduce la valori foarte mari ale acestora (datoritd modulului de elasticitate E) si
implicit la valori foarte mici pentru necunoscute. De aceea in practicd se obtine o importanta
simplificare dacd se lucreaza cu marimi corectate.

Expresiile momentelor incovoietoare de capat sunt:

- bara h—1i uneste doud noduri

My =My, + ptlwizh + pi‘h/uihzi

. , (2.20)
Mi, =M, + prittniZy + pinZ;
- bara h—1 uneste un nod cu o incastrare perfecta (i)
M, =M, +p.Z
hi hi plh. h 2.21)
Miy =M, + onittniZy,
- bara h—1 uneste un nod cu un reazem articulat (i)
My =My + puZ, (2.22)

Calculul se incheie cu verificarea corectitudinii rezultatelor. Din cele prezentate se constata
ca tot timpul a fost indeplinitd conditia de continuitate. Inseamna ca verificarea eficientd este cea
care foloseste conditia de echilibru static. Este vorba de a verifica echilibrul fiecarui nod

(Z M, = Oj , operatie foarte simpla.

Observatie: Daci pe nodul i, de exemplu, actioneazi un moment concentrat M, atunci
R :_mi :zMih -M,
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2.2.2. Exemple de calcul
Aplicatia 2.1. (Fig.2.8)

Cadrul are un nod fix. Se blocheaza nodul la rotire si se pune conditia ca reactiunea din blocajul
nodului sa fie egald cu zero.

rn,Z,+R; =0

LILILD LI Zlmwumuw
g N Pt 2
| 25kN 25kN
Io S.B.

g Nk
X B
AW e

T 3,00 6,00 )

[ il |

Fig.2.8

Se determina caracteristicile de rigiditate ale barelor, respectiv se calculeaza coeficientii de rigiditate
la rotire de nod corectati pentru fiecare bara.

Bara 1-A 1-B 1-C
p | 318 | 1, |33l

4 5 4 4 6

Yo 45 5 75

Se calculeaza momentele de iIncastrare perfecta de la capetele barelor incédrcate i se traseaza
diagrama momentelor de incastrare perfecta pe sistemul de baza.

3.25.4

M, , =18,75kNm

1567

M =—67,5kNm

Se incarca sistemul de baza cu rotirea de nod corectata Z1=1 si se traseaza deformata sistemului de
baza. Momentele de la capetele barelor conectate in nod (coeficientii de rigiditate corectati ai barelor
la rotire de nod) sunt marcate pe schema deformata in figura 2.9.
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15kN/m
TR RN

7,5
+18,75_m& —
25kN &

r,, =4,50+5,00+7,50=17,00
R, =18,75—67,50 = 48,75

7, =375 _ 8676
17

M, =18,75+4,50-2,8676 = 31, 65kNm
M, =5-2,8676 =14,34kNm
M, =—67,50+7,50- 2,8676 = —45,99kNm

My, = 2,50-2,8676 = 7,17kNm

Diagramele de eforturi sunt date in figura 2.10.

45,99
14,34 L

46,43
9,18 ™)
17,17

31,6

e

RERRRC RRERE
17’75_ 16,01 =

N

48,46

L Tel]

2,75 A

2,49
32,66 & y
1633 3547
O]
&
3,67 . 5,38
Fig.2.10
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Aplicatia 2.2. (Fig. 2.11)

Structura are doua noduri fixe. Se introduc blocaje la rotire in cele doud noduri si se evidentiaza
necunoscutele-rotiri de noduri, obtinand astfel sistemul de bazd al structurii (geometric

determinat).Se calculeaza caracteristicile de rigiditate
pentru fiecare bara a sistemului de baza.

I
Se alege = =—
IC IO

Se calculeazda momentele de incastrare perfecta la capetele
barelor incarcate cu forte exterioare.
10-6°

= —M,, = - = —30kNm
NIlZ 21 12

Bara | 1-A | 1-2 2-B 2-C
L2 [ |2k
5 6 4 4
p |2 | 32,
5 6 4 4 4
o |24 4 3 45

Se incarca sistemul de bazd cu fortele exterioare date §i se traseazd diagrama momentelor de
incastrare perfecta pe barele sistemului de baza. Apoi Se incarca sistemul de bazid cu fiecare
necunoscuta-rotire de nod, egala cu unitatea si se traseaza deformatele sistemului de baza si

diagramele corespunzatoare de moment.

Se scrie sistemul ecuatiilor de conditie
My +1,2, +Ry =0

{rmz1 +r,Z,+R,; =0

Coeficientii necunoscutelor si termenii liberi au valorile:
r, =4,00+2,40=6,40

I, ="r, =2,00

r, =4,00+4,50+3,00=11,50

R =M, =-30,00

R,; =M, =30,00

Sistemul ecuatiilor de conditie rezulta

6,40Z, +2,00Z, —30,00 =0
2,00Z, +11,50Z, +30,00=0

Solutia sistemului este
Z, =582, Z,=-362
Valorile momentelor incovoietoare la capetele barelor sunt:

M, = 2,40-5,82 =13 96kNm

M, =1,20-5,82=6,98kNm
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M,, =-30,00+4,00-5,82+2,00(~3,62) = —13,96kNm
M,, =30,00+2,00-5,82 +4,00(~3,62) = 27,15kNm
M, =3,00(~3,62) = ~10,86kNm

Mg, =1,50(-3,62) = —5,43kNm

M, = 4,50(~3,62) = —16,29kNm

Verificare:

> M, =1396-1396=0, > M, =2715-10,86-16,29=0
1 2

10kN/m

220 (111 LL L) Zi Ll g,

1 20k 2] 2k C KN =
a Io
o In B
S A

L 6,00 400

10kN/m

ZZkNL\LfHLHHH\\LL

-30,00 +30,00

15,96, 27, 15 16,29

3

2,00 W 1086 >

24 68
6, oz M

27,80 wo

| 2 TEEE R
- A
% 2,78 IL E 26,]_9 . 22’12
i 3 29407 = ® -

AP Elrs0 3627

Fig.2.11
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2.3. Cadre cu noduri deplasabile
2.3.1. Precizari privind calculul practic

Pozitia deformata a unui cadru cu noduri deplasabile, caracterizatd prin rotiri si translatii de
noduri, este definitd de un numar de parametri egal cu numarul nodurilor rigide plus numarul
gradelor de libertate elastica ale structurii. Necunoscutele sunt rotirile nodurilor si deplasarile
distincte dupa directiile gradelor de libertate.

Calculul se conduce pe sistemul de baza, iar pentru obtinerea acestuia se folosesc cele doua
tipuri de blocaje definite mai inainte. In vederea simplificarii calculului, se lucreazi cu marimi
corectate, respectiv cu coeficienti de rigiditate corectati la rotire de nod si coeficienti de rigiditate
corectati la rotire de bara.

Sistemul ecuatiilor de conditie exprima faptul ca reactiunile corectate din legaturile fictive ale
sistemului de baza, incércat cu fortele exterioare date si cu necunoscutele Z,, sunt egale cu zero.

Pentru cazul general, se scrie:

r1121+...+r1hzh+r1iZi+rlj.Zj +nZ,+..+,Z +R; =0

In*n

Lz +..+0.2Z, +6h2Z + th.Zj +r,.Z, +.+1r.Z +R, =0

W)+t G 2y + 6L+ G2+ L 4+ 6 2, + R =0 (2.23)
Moy +ot 2y + 02+ 0,2+ 02+ 41,2, + R, =0

hoZ +..+0, 2, +1,Z + rijj +r,Z +..+1,Z +R; =0

rnlzl+...+rnhzh+rmzi+ranj+rnkai+...+r Z +R; =0

nn=—n
Dacd | este un nod, ecuatia R, =0 aratd cd reactiunea-moment din blocajul de nod este nula.

Ea este numita ecuatie de echilibru de nod si se deosebeste de cea scrisa in cazul cadrelor cu noduri
fixe prin aceea ca apar termeni suplimentari, rezultati din Incarcarea sistemului de baza cu deplasari
(translatii) dupa directiile gradelor de libertate.

Pentru stabilirea elementelor necesare scrierii sistemului ecuatiilor de conditie se considera
cadrul de forma oarecare din figura 2.12,a si sistemul de baza corespunzator din figura 2.12,b.
Sistemul de baza se incarca cu fortele exterioare date si cu necunoscutele Zi (rotiri de noduri si rotiri
de bare) si se pune conditia ca reactiunile din legaturile fictive introduse sa fie egale cu zero. Dupa
cum s-a vazut, in cazul acestor structuri se disting ecuatii de nod si ecuatii de grad de libertate. In
cele ce urmeaza se va prezenta modul concret de alcatuire al acestora (Fig.2.13).

a) b)

it

Fig.2.12
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Fig. 2.13

Ecuatia deechilibru de nod. Forma generali a ecuatiei de conditie, scrisd pentru nodul I, este

WZ, +ot G2y + G2+ 02+ +6,Z +Re =0 (2.24)
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Coeficientii necunoscutelor si termenul liber au aceeasi semnificatie ca si in cazul cadrelor cu

noduri fixe. Daca N este nod si | este grad de libertate, se determina:
i = Zﬂ;h = P;
iy = Phibty
r, = Z by D) (2.25)
Ry = _Mi = Z M,

Ecuatia de grad de libertate. Pentru scrierea ecuatiilor de grad de libertate se foloseste
principiul lucrului mecanic virtual. Daca se evidentiaza efectul fiecarei necunoscute si al fortelor
exterioare, corespunzator gradului de libertate ], Se scrie

M2y + ot G2+ 0,2, +0, 2 ++ 1, Z +R =0 (2.26)
Nota: Termenii acestei ecuatii au acum semnificatie de lucru mecanic.

Calculul coeficientilor necunoscutelor si al termenilor liberi se face folosind schema
cinematica s1 considerand deplasdrile cinematice corespunzitoare fiecarui grad de libertate.
Deplasarile cinematice (Fig.2.13 d,f) se aleg in asa fel incat sa aiba aceleasi configuratii ca si
deplasarile elastice (Fig.1.13 e,g). Acest mod de a opera prezintd urmatoarele avantaje:

- determinarea rotirilor barelor se face o singura data pentru cele doua deplasari, elastica si
cinematicd, corespunzatoare unui grad de libertate,

- numai in felul acesta se realizeaza verificarea reciprocitatii coeficientilor r; =r;, in care |

este nod, iar | este grad de libertate.

Analizand ecuatia de grad de libertate scrisd, daca i este nod si K este grad de libertate, vor
trebui determinate expresiile urmatorilor termeni: ry;, r;, r; si Ry .
Semnificatia acestora este urmatoarea:

- r; reprezinta lucrul mecanic efectuat de momentele de capat rezultate din incarcarea

sistemului de baza cu rotirea de bard Z; =1, cand este parcursa deplasarea cinematica z i =1,

- ry reprezintd lucrul mecanic efectuat de momentele de capat rezultate din incdrcarea

sistemului de baza cu rotirea de nod Z; =1, cand este parcursa deplasarea cinematica Z; =1,

- 1, reprezinta lucrul mecanic efectuat de momentele de capat rezultate din incarcarea
sistemului de bazi cu rotirea de bard Z, =1, cand este parcursi deplasarea cinematici Z i =1,

- ij
incastrare perfectd datorate acestor forte, actionand pe sistemul de baza, cand este parcursa
deplasarea cinematica Z; =1.

reprezinta lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare date si de momentele de

Pe baza semnificatiei pe care o are fiecare termen si operand schimbarea de semn cerutd de
ecuatia: L) + LY =0 rezulta expresiile:
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= Z(ﬁm +ﬁilh 'h(ij)lph(ij)

j
i = _Zp;h (1+ Hin rfij) = _Zﬁilhl//‘h(ij)
1 1

My = Z(ﬁh. +ﬁilh ‘h(ik)v_/h(ij)
Tk
Ry = _L(P _Z(Mhi + M, )¥7r$ij)

J
Observatie: In scopul diferentierii, rotirile de bara din schema cinematica s-au notat cu simboluri barate.

(2.27)

Odata alcatuit, sistemul ecuatiilor de conditie se rezolva si se obtin valorile necunoscutelor
Z,, dupa care se trece la calculul momentelor incovoietoare finale ce iau nastere la capetele barelor.

n
, , — 1(k
My = My + ppiZn + pinpinZi + z philph(l' 'z
k=)

n
— k
Min = My + pnipniZn + pinZi + z philp;L(i 2
k=j
Verificarea folosind conditia de echilibru static:
- cunoscand momentele incovoietoare finale de la capetele barelor, se verifica echilibrul

fiecarui nod (Z M,, =0).

- considerand schema cinematica incarcata cu fortele exterioare date si cu momentele de
capat, schema care este in echilibru, corespunzator fiecarui grad de libertate se dau deplasari virtuale
compatibile cu legaturile si se controleaza daca in fiecare caz lucrul mecanic este egal cu zero

(LY +LY =0).

L%) — lucrul mecanic efectuat de momentele de pe capetele barelor, parcurgand deplasarea
cinematica pe directia gradului de libertate j

L}j ) _ lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare, parcurgand deplasarea cinematica
pe directia gradului de libertate j

2.3.2. Exemple de calcul
Aplicatia 2.3. (Fig.2.14)

Cadrul are un nod rigid si un grad de libertate elastica.

Bara 1-A 1-B 1-C
p 3L 34, | 2,
4 6 4 5 4
o' 1 4,8 4
0 1 48 6
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r,, =—6,00

9.4

r.Z,+n,Z,+R; =0
r,Z,+r,2,+R,; =0

Coeficientii ecuatiei de nod:

r, =1,00+4,80+4,00=9,80
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R =-12,00
Coeficientii ecuatiei de grad de libertate:

r,, =—(4,00+2,00)-1=-6,00
r,, =—[(~6,00-6,00)-1]=12,00
Ry =—[9-4(-2)]=72,00

9,80Z, —6,00Z, —12,00 =0
—6,00Z, +12,00Z, +72,00=0

Z,=-35294, Z,=-1,7647

M,, =1,00- (—3, 5294) =—-3,53kNm

M, = 4,80-(~3,5294) = —16,94kNm

M, =—12,00+4,00-(~3,5294) —6,00-(~7,7647) = 20,47kNm

M., =12,00 +2-(—3,5294)— 6,00 - (— 7,7647) = 51,53kNm

Diagramele T, M si N se prezinta in figura 2.14.

Verificarea diagramei de moment incovoietor prin aplicarea principiului lucrului mecanic virtual nul.

Urmarind schema cinematica a structurii articulate si diagrama finala de moment Incovoietor, se

scrie ecuasia de lucru mecanic:

(20,47 +51,53)-1-9-4-2=0

Aplicatia 2.4. (Fig.2.15)

Cadrul are un nod rigid si un grad de libertate elastica. Se calculeaza, pentru fiecare bara a sistemului

de baza, coeficientii de rigiditate la rotire de nod

corectati si coeficientii de rigiditate la rotire de bara

corectati.

Momentele de incastrare perfectd de la capetele barei

incarcate

3-20-4

=—15,00kNm
16

Mc:_
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rn,Z,+n,2,+R; =0
r,Z,+r,2,+R,; =0

r, =3,60+2,00+3,00=8,60
r, =—3,00

R, =-15,00

12,17
EN
TR
7,83
. ™
oy 1

Fig.2.15.
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I, =—(2,00+1,00)-1=-3,00
r,, =—[(~3,00-3,00)-1]=6,00
R, =0

8,60Z, —3,00Z, —15,00 =0
3,00, +6,00Z, =0

Z,=2113, Z,=1057
M, , =3,60-2,113=7,606kNm

M, = 2,00-2,113—3,00-1,057 =1,055kNm
Mg, =1,00-2,113—3,00-1,057 = —1,058kNm

M,. =—15,00+3,00-2,113 =8, 661kNm

Diagramele T, M, N de eforturi sunt date in figura 2.15.

Aplicatia 2.5. (Fig.2.16)
Cadrul are un nod rigid si un grad de libertate elastica.

Momentul concentrat este aplicat in nod, nu produce momente de
incastrare perfectd la capetele barelor, iar semnul lui este dat de
sensul de rotire (+ in sens orar).

rn,Z,+n,2,+R; =0
r,Z,+r,2,+R,; =0

Reactiunea moment din blocajul nodului 1 este egala si de sens
contrar momentului direct aplicat pe nod.

r, =1,00+1,50 = 2,50
r, =—150
R,; =—-30,00
I, =—(1,50-1)=-1,50
I, =—(~1,50-1)=1,50
s =0
{2, 50Z, -1,50Z, —30,00 =0

~1,50Z, +1,50Z, =0
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Z,=30,00;Z, =30,00

M, =1-30,00 =30, 00kNm

30kNm Z, g
C B 30kNm(/m—)~
1 26 A e 2
Lord
F To SB.
A
300 , 500 500
1 il 7 1
Z=1
1,50
30kN e
m e 1,00 e A
0,50
. Z=1 1 11 I
\ L3
_LSW \l/zg
i : i
1 5 -1
T 114
30,00
2 2
9,00
15,00
= ES
/ 11,25
6,75 ™

Fig.2.16
M ,, =0,50-30,00 =15, 00kNm

M., =1,50-30,00-1,50-30,00 =0,00kNm

Diagramele finale de eforturi se prezinta in figura 2.16.
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2.4. Probleme propuse

2.4.1. Pentru structura din figura, care dintre urmatoarele enunturi este adevarat?

10kN/m

1 2k

=
Qh
-

Io

A
3,00

a) structura are gradul de nedeterminare geometrica 2
b) structura este cu noduri deplasabile

c) structura este static determinata

d) structura este cu noduri fixe

e) structura are un grad de libertate elastica

2.4.2. Pentru structura din figura, care este diagrama momentelor de incastrare perfectd pe barele
sistemului de baza, din incarcarea acestuia cu fortele exterioare date?

10kN/m
L) B
1 2l
=
< To
A
3,00
a) b) c)
7.50 3,75 f 7,50
d) e)
11,25 11,25
A A



2.4.3. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment incovoietor M1 pe sistemul de baza,
din Incarcarea acestuia cu rotirea de nod ©1=1?

10KN/m
L 2L B
b=
<t Io
Al 500
P
a) b) c)

d)

1,00 Elo
2,00 Elo

2.4.4. Pentru structura din figura, care este valoarea coeficientului ki1 din ecuatia de conditie?

10kN/m

L 2L B

<
Qh
-

To

A
3,00

a) 3,50Elo b) 2,00El ¢) 3,00Elo d) -1,00El, e) -2,00Elo
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2.4.5. Pentru structura din figura, care este forma corecta a deformatei din incarcarea sistemului de
baza cu necunoscuta Z1=1?

10KN/m
L 2L B
b=
<t Io
A
3,00
a) b) c)
lel

d) e)

T
o

2.4.6. Care este gradul de nedeterminare geometrica al structurii din figura?

25kN
J/ 10kN/m

3
20 2 o & o b

109 3,00 3,00 300

I | 1

a) 2 b) 3 c) 4 d) 0 el



2.4.7. Pentru structura din figura, care dintre urmatoarele enunturi este adevarat?

20kN/m
25kN
LRI \l:
3L
a L
sy
. 4,00 . 3,00

a) structura are un grad de libertate cinematica

b) cadrul este cu noduri deplasabile

c) gradul de nedeterminare geometrica al structurii este 1
d) gradul de nedeterminare geometrica al structurii este 2
e) cadrul are un grad de libertate elastica

2.4.8. Care este diagrama de momente de incastrare perfecta, din incarcarea sistemului de baza cu
fortele exterioare, pentru urmatoarea structurd?

20kN/m
25kN
R TR \L
3L
& L
v
} 4,00 ‘L 3,00 "
a) b) c)
75 75
SSaNENENES AL AL [T

792
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d) e)

AU
40

2.4.9. Care este diagrama mz corecta, din incarcarea sistemului de baza (structura cu nodul blocat) cu
deplasarea elastica ©1=1, pentru urmatoarea structura?

O1=1
o ~
3L I
g L
why
400 | 300 |
1 1 il
a) b) c)
12EL SEI,
9 4
4EL - 6EL
5 EL 5
%4?*’ 3EL
TS T 5
d) e)
9EL 9EL
4 4
4EL 4FL
5 5
2EI
e rra e 5
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2.4.10. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corecta a coeficientului
ki1 din ecuatia de conditie.

20kN/m
25KN
L Wl \I/
3L,
g L
un
i L 400 777;7 300
a) 5,25El b) 3,60Elo ¢) 4,05Elo d) 3,05Elq ¢) 2,80Elo

2.4.11. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corectd a coeficientului
Rif din ecuatia de conditie.

20kN/m
25kN
W \I/
3L
a L
wy
' 4,00 ‘L 3,00 '
a) 101,67 kNm b) -35,00 KNm c) 115,00 kNm  d) 35,00 kNm e) -115,00 KNm

2.4.12. Care este forma corectd a deformatei din incarcarea sistemului de bazd cu necunoscuta
corectata Z1=1, pentru structura din figura de mai jos?

yAS
- i~
3L L
gﬁ I
v
) 4,00 . 3,00
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a) b)
Z1a Zia
e f
d) e)
Zi-1 Zi1-1
/

2.4.13. Pentru structura din figurd si diagrama finala de moment incovoietor, care este diagrama

corectd de forta taietoare?

20kN/m
25kN
R TR RN \l,
3L
g L
wy
. 400 777; 300
a) b)
27.88 25 27,88
52,12
W@%ﬂ 52,12
g
2,65 7,95

98

75
48,50
il HWTM
LU E 26,50
mgr 13,25
c)
52,12 25
- Al
b7 88
25 =
2,657




d) e)

27,88 25 12,12 25

HigHis2 12 ]

¢
:
¢
%

12,12

[T [ [T

[T o [T A

7.95 7,95

2.4.14. Care este gradul de nedeterminare geometrica al structurii din figura urmatoare?

16kN/m
C
WCD
A
o | 9
<
cﬂ
l
[
a)4 b) 2 c)1 d)o e)3

2.4.15. Pentru structura din figura de mai jos, care este diagrama corectd a momentelor de incastrare
perfecta pe barele sistemului de baza aferent (structura cu nodurile blocate), rezultata din incarcarea
acestuia cu fortele exterioare date?

16kN/m

21,33 21,33 21,33 21,33 21,33 21,33

20 T = 1 T = 15 T —=—|

20 10 15
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d) e)

21,33 21,33

T

2.4.16. Pentru structura din figura de mai jos, care este diagrama de moment corectd, pe sistemul de
baza (structura cu nodurile blocate), rezultata din incarcarea acestuia cu deplasarea elastica W1=17

16kN/m
C
WO o>
S| o Sl
oS 1510 . SB. & 3
Q!\
qL
a) b) c)
9EL. 6EL
169
4.5EL 3EL WGE 4,5El 3EL WGE
16 9 32 3
3EL 8EL
9 4,5EL 3
16
d) €)
9EIo 8EL w{ [9EL_ 3EL w%
3 4 9
SEIn 3EL
9E1., 9EL 9

4

2.4.17. Pentru structura din figura de mai jos, care este forma corectd a deformatei din Incarcarea
sistemului de baza cu deplasarea elastica W1=17?

N
3L 2, =°
o
<o
1,51, L SB. o2
Y1=1 - g
400 | 300




a) b) c)

% i
Y4-1 ‘Hj ‘¥i-1
d)

e)

f g
‘Pl£ ¥i-1

2.4.18. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corecta a coeficientului
de distributie di2.

a) 0,333 b) 0,400 c) 0,667 d) 0,600 e) 0,833

2.4.19. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corecta a coeficientului
de distributie d1a.

a) 0,400 b) 0,333 c) 0,667 d) 0,300 e) 0,200



2.4.20. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corecta a coeficientului
de distributie d21.

a) 0,500 b) 0,210 ¢) 0,474 d) 0,529 e) 0,429

2.4.21. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corecta a coeficientului
de distributie dzs.

a) 0,235 b) 0,333 c) 0,500 d) 0,210 e) 0,316

2.4.22. Pentru cadrul din figura de mai jos, se cere sa se determine valoarea corecta a coeficientului
de distributie dzc.

16kN/m

a) 0,210 b) 0,667 ¢) 0,500 d) 0,235 e) 0,316
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2.4.23. Pentru structura din figura, care dintre urmatoarele enunturi este adevarat?

15kN/m
20N LD

3L

o

cﬁ

< L 1,5L
cgﬁ

(=)

S

600 77300

a) Cadrul este cu noduri fixe
b) Structura are un grad de libertate cinematica
¢) Structura are doua grade de libertate elastica

d) Gradul de nedeterminare geometrica al structurii este egal cu 3
e) Cadrul este static determinat

2.4.24. Pentru structura din figura, care dintre urmatoarele enunturi este adevarat?

10kN/m
LILII LI L)
3L

4,00

I

a) Cadrul este cu noduri deplasabile

b) Cadrul este static determinat

¢) Cadrul are un grad de libertate cinematica

d) Cadrul are un grad de nedeterminare geometrica
e) Cadrul are un grad de libertate elastica

2.4.25. Pentru structura din figura de mai jos, care dintre diagramele de momente din deplasarea
elastica ©1=1 este corecta?

15kN/m
) 20 kN_; 91=1 .
[ 3L
=
cﬁ
= L 1,5L
N
cl‘\
o~
o ] 6,00 773,00 -
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o1 EL
EL. e paniih
2EL
0,5EL
c) d)
i oEL _ 0
SEL O e ]|
L 2EL
6
3EL EL
4

2EL

2.4.26. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment corectd rezultatd din incarcarea
sistemului de baza (structura cu nodurile blocate) cu fortele exterioare date?

15kN/m
3L
o=
Q’\
N L 1,5L,
QAr
<
S
) 6,00 773,00
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45 45 67,5
W
22,5
c)
67.5 67.5(1167.5
W
22,5
80 Y
e)
67,5 67.5 67,5
NNl HRAECy
22,5

b)

45
TW
67.5

45 67,5

d)
45 45 67,3
W

22,5
11,25

3%

2.4.27. Pentru structura din figura de mai jos, care dintre valorile Rifeste corecta?

a)-2250 ) 45,00

15kN/m
3L
=3
¥ L 1,5L,
s/
™
‘L 6,00 ”157 3,00
c) -45,00 d) -67,50 e) 67,50
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2.4.28. Pentru structura din figura de mai jos, care dintre valorile Rzfeste corecta?

15kN/m

20N L L LR
i 3L

=

¥ L 151,

SAr

o]

] 6,00 773,00

I 1 1

a) 22,50 b)-1550  ¢)-17,50  d)-2250  €) 0,00

2.4.29. Care este gradul de nedeterminare geometrica al structurii din figura?

25kN
16kN/m
A \I, VLU L)) 30kN

s 2o 1 25 2

4,00

2Io 1,510

B C
2,00 2,007 500 | 3,00
1 1 1

a) 4 b) 3 ¢) 1 d) 2 e) 0

2.4.30. Pentru structura din figura, care este diagrama momentelor de incastrare perfecta pe barele
sistemului de baza, din incarcarea acestuia cu fortele exterioare date?

25kN
16kN/m
A \l/ VLo lL Ll L)) 30kN
2 2 1 25 2
g 2o 15K
S ,
B C
200 2007 500 . 300
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a) b)

@W I @W [
(m) (m)

c) d)
@w T %‘W I
31,25
e)
12,50 50,00
@W I

2.4.31. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment incovoietor mi pe sistemul de
baza, din incarcarea acestuia cu rotirea de nod ©1=17

25KN
16kN/m
A VLo lL Ll L)) 30kN
2 2 1 25L 2
=
+ 2Io 1,510
B C
2,00 ,2,007 500 | 300
1 1
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a) b)

1,50 Elo 91— 0 75 ED 91

m 0.75 EI W »»» 075EIo 0,60 Elo
1,50 EIo

c) 9
0, 75 Elo 91— 2 it
075 EIo 0,60 Elb \ = ! OO Eb 2,00 EI \
0

0,75 Els

1 50 Elo

w 0,75 Elo
1,50 Elo

2.4.32. Care este gradul de nedeterminare geometrica al structurii din figura?

12kN/m \LZSkN

1 2lo

[
o
<+ 1,510

A

73,00 400

1 1 1

a) 2 b) 3 c)1 d) 4 e)0
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2.4.33. Pentru structura din figura, care este diagrama momentelor de incastrare perfecta pe barele
sistemului de baza, din incarcarea acestuia cu fortele exterioare date?

12kN/m \LZSkN

T 28
-]
< 1,510
A
L300 400
a) b) c)
54 54 54
18,75 18,75 23
A, A, 2

d) €)
54 54
25 18,75
IR RRNNEREZ/N

(m) (m)

2.4.34. Pentru structura din figura, care este diagrama de moment incovoietor mi pe sistemul de
baza, din incarcarea acestuia cu rotirea de nod ©1=1?

12kN/m 25 IZkN/m

kN 25kN
210 210 B
1,510 1,5Ic
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a) b) c)

12E ©1-1 0,75 El

1L2EL ©h-1

2.4.35. Pentru structura din figura, care este valoarea coeficientului ki1 din ecuatia de conditie?

12kN/m \LZSkN

T A
o
< 1,510
A
~ 300 | 400
il i 7
a) -2,8Elo b) -2,7Elo c) 0,3Elo d) 1,2El e) 2,7Elo

2.4.36. Pentru structura din figura, care este valoarea coeficientului Rif din ecuatia de conditie?

12kN/m \LZSkN

1 2l AB
=
- 1,510
A
. 3,00 4,00 )
1 1 1
a) 72,75kNm b) -35,25kNm ¢) 35,25kNm d) -25,25kNm e) 48,20kNm
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2.4.37. Pentru structura din figura, care este deformata sistemului de baza din incarcarea acestuia cu
rotirea de nod corectata Z1=1?

12kN/m lzsm
LITLLTY

T 2P
<
cﬁ
<t Jolo
A
. 3,00 4,00 .
T | 1
a) b) c)
Zl=1 Zl=1 Z]_=1
d) e)
Z1=1 Z1=1

2.4.38. Pentru structura din figura si diagrama de moment incovoietor aferenta, care este diagrama de
forta taietoare T?

54
12kN/m 25kN 38,34
21 B Hﬂ\
1 o
15,6W

o
F 1,5
’ 7,83 ™
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36,00 22,08 22,08 22,08
e 292 36,00 o o
& 292& 2,92%
. ’ 36,00
& Q)
4,70 © 4,70 ® 4,70 ®
d) €)
36,00 T 292 e 292
H | T
36,00
&
70 (T) 4,70 (T)
=

2.4.39. Care este gradul de nedeterminare geometrica al structurii din figurd?

12kN/m

4,00

a)l b) 3 C)2 d) 4 e) 0

2.4.40. Pentru structura din figura, care este diagrama momentelor de incastrare perfecta pe barele
sistemului de baza, din incarcarea acestuia cu fortele exterioare date?

12kN/m
12kN/m
o ST 25N LLLLLLLLLLL 7y 25
= 2Is 1 3 2 A 2Io 1 3, 2
= 1,5k I 15k sB. b
B C B /22 C
3,00 3.00 4.00

112



54 108
LSS ST >
N - B
7T 120
c) d)
72 54
) 00
(m)
7100
e)
54
ST 2=
(m)

7100

2.4.41. Pentru structura din figura, care este deformata sistemului de baza din incarcarea acestuia cu
rotirea de nod corectata Z1=1?

12kN/m
AHHHHHLH 25kN
= 2Ls I 3L 2

4,00
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b)
Z= Z=
c) d)
Z1= Zl=1
ﬁ
e)
Z1=

2.4.42. Pentru structura din figura, care este valoarea coeficientului ki1 din sistemul de ecuatii de
conditie?

24KN/m 30kN
AHHHHHHL !‘
Y 1 3L 2
=
< 1,51 Io
B LY
03,00, 300 . 400
1 1 1 1
a) 3,75El b) -4,45E ¢) 2,05Elq d) 445El,  e)-1,25Elq
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conditie?

2.4.43. Pentru structura din figura, care este valoarea coeficientului ki2 din sistemul de ecuatii de

24kN/m 30kN
AliiLLllllLilL !’
PASNENNE A 1 3L 2
g
- 1,51 Io
B Ac
300, 300 . 400
1 1 1 1
a) 0,64Elo b) -0,61Elo ¢) 0,61Elo d) 0,48Elo

deplasarea elastica y2=1?

e) 0,56Elp

2.4.44. Pentru structura din figurd, avand sistemul de baza alaturat, care este diagrama corecta mz din

24KN/m 30kN

2Io 1

4,00

3EL/1 x¥1A 3EL/1xW12

Pas

6EL/A xV1

6EL/1x¥1B 3ELAx¥2C
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24kN/m 30kN
O
7y o CE
Am&m 2To 1 3L 2
1,510 Io
SB.
k3 i
b)
3EIo/1\ /3EIo/1
£
4EIL/1
2EI/1 3EL/1



3EL/AxW1A, _ /3ED/] V12
4EL/1 x¥ g
3ELAxY2¢

3ELA x¥12

6EL/1x¥1
3EL/1x¥2C

4ELA x¥1B

e)

4EL/1

2EIu/1 3EL/1

2.4.45. Pentru structura din figura, avand sistemul de baza alaturat, care este diagrama corecta mz din

incdrcarea cu deplasarea elastica y2=1?

24KN/m 30kN
A VILLLLLLITL)
e 2lo 1 3, 2
S
ﬂ:\ Iﬂ
C
| 400
1
a)
Eln  ,225EL
1.2EL
0,6EIo ()
0,75EL
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RN Y-

AX T
Io
A€

b)

O,SEI"\ /1,3EIO
1,8ElL



El 2,25Es

1,2Els

1,2El (my

0,75EL

P LSED

1,69EL

1.8EL (my 0,75EL

2.4.46. Structura din figurd va fi rezolvata cu procedeul iterativ de distributie a momentelor (metoda
Cross). Care este valoarea coeficientului de distributie dia?

12kN/m

A 25kN
Wé 2Io 1 3, 2
S
< 1,510 Io
B C
L300 0 300 | 400 )
1 7 1 7
a) 0,350 b) 0,505 ¢) 0,270 d) 0,375 e) 0,225

2.4.47. Pentru structura din figura, care este diagrama finald de moment incovoietor?

24kN/m
30kN
1 3o 2
2
= 1,510 Io
A B
300 6,00 )
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85,45
ST
132,72 75,005 132.72 75.00
c) d)
85,45

ST
é 132,72 80,00
154,98

75,00%

2.4.48. Pentru structura din figura, care este diagrama momentelor de incastrare perfectd pe barele

sistemului de baza, din incarcarea acestuia cu fortele exterioare date?

30kN

)

1 3o 2

oS
i)
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a) b)

wg %@F

c) d)

e)
/ F

2.4.49. Pentru structura din figura, avand sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului
ki1 din sistemul de ecuatii de conditie?

25kN 25kN
30kN J/ (LU LELLL) 30kN
s 2 1 25 2 A
=4
> 2Io 1.5Iv SB
Z
B C 2
2,00 2,00 5,00 . 3,00
4 1 7 7 il
a) 2,10 Elg b) 3,75 Elo c) 5,00 Elg d) -5,00 Elo e) 2,25 Elg
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2.4.50. Pentru structura din figura, avand sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului
k12 din sistemul de ecuatii de conditie?

25KN 25KN
Zy LUV
A 30kN 1L 30kN
S [T 25k 2 A
g
S 20 1,50 SB.
z
B ¢ 2
2,00 ,2007 500 | 300
1 Fl 1 1 1
a) 1,65 Elo b) 3,75 Elo c) -3,75 Elo d) 0,75 El e) 0,15 Elo

2.4.51. Pentru structura din figura, avand sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului
k22 din sistemul de ecuatii de conditie?

25 25kN
\L 30kN J/ Pl Ll bid) 30KN
s 2o 1 25 2 e
2
> 2Io 1.5Iv SB
Z
B C 2
2,00 2,00 5,00 . 3,00
7 1 7 7 il
a)-1,11 Elo b) 2,55 Elo c)-3,75Elp d) 2,19 Elo e) 0,15 Elo

2.4.52. Pentru structura din figura, avand sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului
Rif din sistemul de ecuatii de conditie?

Zy LU EL
A \L L) 30N J, (S 30kN
,,é 2Io 1 25 2 @
g
> 2lo 1,5Io S.B.
Z
B C 2
2,00 2,007 5,00 3,00
4 1 7 7 il
a) 68,75 KNm b) 75,00 kNm c) -31,25 kNm d) -37,50 KNme) -14,58 kNm
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2.4.53. Pentru structura din figurd, avand sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului
R2r din sistemul de ecuatii de conditie?

25kN 25kN

16kN/m
A IOk N | 2 DT o
; 2Io 1 25 2 @
(=
Sr' 2Io 1.5Iv S.B.
B ¢ &
12,00 2007 500 | 3,00
4 1 7 7 il
a) 210,00 kNm  b)-20,00 kNm c) -30,00 kNm d) 220,00 kNme) -14,58 kNm

2.4.54. Pentru structura din figura, avand sistemul de baza alaturat, care este diagrama corecta mz din
deplasarea elasticd y2=1?

25KN 25kN
\L LN/ N J, . 16KN/m N
A 30 yellllblilil 50
2 1 25h 2N P \
=
S 21 1,58 S.B.
B c v
200,200 500 300
a) b)
0,75 Elo
PR 0,90 Els
0,90 ED
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0,75 Elo

,,.,,,, 0,90 Elo
0,90 Elo

e)

0,60 Elo

0,75EDLb 0,90 El

2.4.55. Pentru structura din figura, care este diagrama finald de moment incovoietor?

25KN
16kN/m
A 30kN
S 2 1 25k 2
g
et 2Is
B
2,00 2,007 5,00
1
a) b)
118,75 106,10

37’% M s m\

loqs ?‘81,70 26092
28,58 37,25

Pay
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45,1

d)

106,10

60,92

e

3705,

1240~

37,25

= 6,48

87,06
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36,85
61,7
ZTs06 2 a5
37,25
PaS



Anexa A - Rispunsuri probleme propuse

Metoda Fortelor

14.1

1.4.2

1.4.3

1.4.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

1.4.8

1.4.9

1.4.10
1.4.11
1.4.12
1.4.13
1.4.14
1.4.15
1.4.16
1.4.17
1.4.18
1.4.19
1.4.20
1.4.21
1.4.22
1.4.23
1.4.24
1.4.25
1.4.26
1.4.27
1.4.28
1.4.29
1.4.30
1.4.31
1.4.32
1.4.33
1.4.34
1.4.35
1.4.36
1.4.37
1.4.38
1.4.39
1.4.40
1.4.41
1.4.42
1.4.43

T O TO DO T DO QAD®YPODOD®YOO DO DDYDOTDOOO DT DOOTHLO DO DDYDO T D

1.4.44
1.4.45
1.4.46
1.4.47
1.4.48
1.4.49
1.4.50
1.4.51
1.4.52
1.4.53
1.4.54
1.4.55
1.4.56
1.4.57
1.4.58
1.4.59
1.4.60
1.4.61
1.4.62
1.4.63
1.4.64
1.4.65

O d® O O T T DY OT QOO DdDOATDL®YOO DO

Metoda Deplasarilor

24.1

24.2

24.3

244

245

2.4.6

24.7

2.4.8

249

2.4.10
2411
2.4.12
2.4.13
24.14
2.4.15
2.4.16
2.4.17
2.4.18
2.4.19
2.4.20
24.21
2.4.22
2.4.23
2.4.24
2.4.25
2.4.26
2.4.27
2.4.28
2.4.29
2.4.30
2.4.31
2.4.32
2.4.33
2.4.34
2.4.35
2.4.36
2.4.37
2.4.38
2.4.39
2.4.40
2441
2.4.42
2.4.43
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T QO DO DDVDODOTO DO YYD OODOOTOLOTDOOTODTOTOOTOD

2.4.44
2.4.45
2.4.46
2.4.47
2.4.48
2.4.49
2.4.50
2.4.51
2.4.52
2.4.53
2.4.54
2.4.55

O OV OO DT D®® DT D
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