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Partea |

1. Metoda generala a fortelor

1.1 Principiul si etapele metodei

Rezolvarea structurilor static nedeterminate (determinarea eforturilor si a deplasarilor)
impune respectarea concomitentd a conditiilor de echilibru static si continuitate a deformatei.
Echilibrul pe forma deformata presupune calcul geometric neliniar.

Metoda generala a fortelor abordeaza structurile din punct de vedere al nedeterminarii
statice. ldeea care sta la baza acestei metode este de a transforma structura nedeterminata static
intr-0 structura static determinata careia i se impune o comportare identica cu cea a structurii
initiale. Acest lucru presupune eliminarea unor legaturi (interioare sau exterioare) si Inlocuirea
acestora cu fortele de legitura corespunzatoare (reactiuni sau eforturi), care devin necunoscute ale
problemei.

Calculul se conduce pe structura static determinatd (sau pe orice structurd a carei rezolvare
este cunoscutd), pentru care se pot determina atat eforturile (diagramele de eforturi), cat si deplasarile
punctuale.

Etapele metodei:

1. Stabilirea gradului de nedeterminare statica al structurii

Gradul de nedeterminare statica, ng > 0, al unei structuri se poate stabili prin mai multe metode:
- Prin aplicarea formulei: ng =r 4+ [ — 3¢, in care

r — numarul de legaturi simple cu terenul,
| — numarul de legaturi simple dintre corpuri, inchise

¢ — numarul corpurilor care compun structura.
- Prin eliminarea succesiva de legaturi simple pana la obtinerea unei structuri static

determinate. Numarul legaturilor suprimate reprezinta gradul de nedeterminare statica
al structurii.

- Prin aplicarea procedeului contururilor 1inchise, conform caruia ng =3 *
(numar contururi inchise) — (numar legaturi simple lipsa), cu precizarea ca
un contur inchis (alcatuit numai din bare sau din bare si teren, Intre care existd doar
legaturi de incastrare) este de trei ori static nedeterminat.
| Atentie la numararea contururilor inchise! Fiecare contur inchis trebuie sa contind

cel putin o bara care nu este continuta in alt contur!
2. Alegerea sistemului de baza

Se suprimd un numadr de legdturi (exterioare sau interioare) egal cu gradul de nedeterminare
staticd al structurii, iar pe directia legaturilor 1inldturate se introduc fortele de legatura
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corespunzitoare, care vor constitui necunoscutele problemei. In urma acestei operatiuni se obtine o
structurda static determinata, actionatd de incarcarile exterioare direct aplicate (forte, cedari de
reazeme, variatii de temperaturd) si de necunoscutele-forte introduse pe directia legaturilor
suprimate, numita Sistem de baza (S.B.).

Sistemul de baza, rezultat in urma elimindrii unui numar de legaturi egal cu gradul de
nederminare statica al structurii, trebuie sa fie corect din punct de vedere al asigurarii invariabilitatii
geometrice si fixarii fatd de teren, adica s nu prezinte zone de mecanism sau sistem critic.

In vederea reducerii volumului de calcul (prin anularea unor coeficienti secundari, sau
obtinerea unor relatii de calcul mai simple), la alegerea sistemului de baza se au in vedere
urmatoarele aspecte:

- diagrama de moment incovoietor din forte exterioare pe sistemul de baza sa se extinda pe cat
mai putine bare;

- pe barele structurii diagramele de moment din fortele exterioare sa rezulte de forme geometrice
cu arie cunoscuta (parabola, triunghi, dreptunghi);

- se recomanda alegerea de necunoscute momente incovoietoare, pentru ca, in urma rezolvarii
sistemului de ecuatii, acestea sunt chiar eforturile finale din sectiunile respective.

3. Trasarea diagramelor de moment pe sistemul de baza

Sistemul de baza astfel obtinut, se incarca succesiv cu fortele exterioare si cu fiecare
necunoscuta egald cu unitatea si se traseazd diagramele de moment incovoietor aferente: My,

respectivm;, (i = 1, ny).
4. Scrierea si rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie

Se scrie conditia ca sistemul de baza incarcat cu fortele exterioare date si cu necunoscutele-
forte sa se comporte identic cu structura initiald (nedeterminata static). Conditia de continuitate a
deformatei structurii se exprima prin impunerea de deplasari nule* pe directia legaturilor suprimate
(in realitate deplasarea este blocata de legatura respectiva). Rezulta astfel, un sistem de n ecuatii
(n=ns) cu n necunoscute (o ecuatie pentru fiecare legatura suprimata).

Sistemul ecuatiilor de conditie, pentru incarcarile exterioare aplicate structurii, are formele:

®  Cazul incarcarii cu forte exterioare

511X1 + 612X2 + -+ SIan + A1f= 0
6i1X1 + 6i2X2 + - + 61'an + Alf: 0 (11)
6n1X1 + 6n2X2 + -4+ 671an + Anf= 0

Toti coeficientii necunoscutelor si termenii liberi au semnificatia de deplasari ale punctelor de
aplicatie ale necunoscutelor:
6;; este deplasarea pe directia necunoscutei X; , din incarcarea sistemului de baza cu X; = 1,
d;; este deplasarea pe directia necunoscutei X; , din incarcarea sistemului de baza cu X; = 1;
— Ay este deplasarea pe direcfia necunoscutei X; , din incarcarea sistemului de baza cu fortele
exterioare direct aplicate.

Coeficientii necunoscutelor nu depind de tipul incarcarii si se calculeaza cu formulele:

mg, & (1.2)
6ii:f 1dX+f ld +fk_1d '

EI
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m lmXJ Ny, Ny Xj txl X;
5ij=5ji=J . dx+f - dx +jk " dx (L3)

Termenul liber, in cazul incarcarii cu forte exterioare este:
M X X Xf+X
A= | ——dx f f1d+fkf‘d
g f EI
unde:

my,, Ny, ty, sunt eforturile din sectiunea curenta, pe sistemul de baza incarcat cu X; = 1;

My, Ny, ty, sunt eforturile din sectiunea curenta, pe sistemul de baza incarcat cu X; = 1;

My;, Ny, Ty, sunt eforturile din sectiunea curentd, pe sistemul de bazad incarcat cu fortele exterioare
date.

(1.4)

= (Cazul Incarcarii cu variatii de temperatura

51‘1X1 + 6i2X2 + -+ 6ian + Ait: 0
6n1X1 + 6n2X2 + -+ 671an + Ant: 0
(1.5)

{611)(1 + 612X2 + -+ 61an + A1t= 0

— t At-my, t
A= foc de+famxidx (1.6)
unde:

at este coeficientul de dilatare termici a materialului,

At este variatia de temperaturd pe indlfimea sectiunii transversale dintre fetele sectiunii, fatd de
temperatura de montaj (de executie),

h este dimensiunea sectiunii transversale a barei dupa directia in care se manifesta gradientul de

temperatura,
t este variatia temperaturii in axa barei fata de temperatura de montaj.

®»  Cazul Incarcarii cu cedari de reazeme

6i1X1 + 6i2X2 + -+ Sian + Air: 0 (17)

{511)(1 + 512X2 + -+ 61an + A1T= 0
6n1X1 + 6n2X2 + -+ 611an + Anr: O

Ay = — Z Tik Ak (18)

unde:

T;; este reactiunea care se dezvolta pe directia cedarii de reazem Kk din incarcarea sistemului de baza
cux; =1

A}, este cedarea de reazem dupa directia k.



Aceasta etapa are ca finalitate obtinerea solutiilor sistemului ecuatiilor de conditie, respectiv
valorile necunoscutelor pentru care sunt indeplinite conditiile de echilibru static si de continuitate a
deformatei structurii.

Observatii

Termenul de deplasare defineste o deplasare generalizatd, care poate fi rotire sau translatie.

Termenul de forta se refera la o forta generalizata, care poate fi moment incovoietor sau forta.
*Existd situatii in care deplasarea pe directia necunoscutelor este diferitd de zero si are o valoare
cunoscuta sau care se poate determina prin calcul:

- cazul cedarilor de reazeme;

- cazul structurilor cu tiranti, la care rezolvarea se face prin eliminarea tirantilor.

Orice ecuatie ,,i” din sistemul ecuatiilor de conditie exprimd faptul cd deplasarea pe directia
necunoscutei X; este egala cu zero (sau are o valoare cunoscuta). Fiecare coeficient si termenul liber
din ecuatia ,,i” va avea primul indice ,,i”.

Verificarea coeficientilor si a termenilor liberi

a) Verificarea coeficientilor din ecuatiile de conditie se realizeaza parcurgand urmatoarele etape:

Se calculeaza suma coeficientilor (principali si secundari) determinati.

n n
.8 (1.9
i=1 j=1
Se incarca sistemul de baza concomitent cu toate necunoscutele X; =1, i = 1, n si se traseaza

diagramele de moment incovoietor corespunzatoare, m.

Se calculeaza
2
m
E f % dx

EI (1.10)

Daca este satisfacuta relatia

5
I
b

i=1j=1 (1.11)

coeficientii sunt corect calculati.

b) Verificarea termenilor liberi din ecuatiile de conditie

Se calculeaza suma termenilor liberi

n
Z Ay (1.12)
i=1



Se calculeaza

El (1.13)

Se verifica daca este indeplinita egalitatea

n
i=1

5. Trasarea digramelor finale de eforturi pe structura

a) Trasarea diagramei finale de moment pe structura

Momentele incovoietoare la capetele barelor structurii nedeterminate static se calculeaza
considerand efectele cumulate, pe sistemul de baza, ale incarcarilor exterioare date si ale
necunoscutelor determinate in etapa precedenta, astfel:

= (Cazul incarcarii cu forte exterioare

n
MK = mI" + Z(m{" - X;) (1.15)
i=1

= (Cazul incdrcarii doar cu variatii de temperatura si/sau cedari de reazeme:

n
MIK = Z(mi]K X)) (1.16)
i=1

unde:
— M/Xeste valoarea momentului incovoietor la capatul J al barei JK, pe structura reald
(static nedeterminata).

— M]!Keste valoarea momentului incovoietor la capatul J al barei JK, pe sistemul de baza

obtinut in urma incarcarii acestuia cu fortele exterioare date (valoarea aferentd din

diagrama My).

- m{ Keste valoarea momentului incovoietor la capatul J al barei JK, pe sistemul de bazi

obtinut Tn urma incarcarii acestuia cu necuoscuta X; = 1 (valoarea aferentd din diagrama
mi).

Pentru determinarea celorlalte eforturi (T si N) pe structura reala, se pot aplica relatii similare
celei utilizate la calculul momentelor incovoietoare la capetele barelor (relatiile (15) sau (16), in
functie de tipul incarcarii exterioare), ceea ce impune trasarea diagramelor de eforturi din incarcarea
cu forte exterioare (T, N¢), respectiv cu fiecare necunoscuta egalad cu unitatea (t;, n;):

n
TIK = /¥ 4 Z(ti]K . X,) (1.17)
i=1



n

NJK = NJK + Z(n{K - X;) (1.18)

i=1

O altad metoda pentru trasarea diagramelor de eforturi T si N are la baza echilibrul fiecarei
parti din structurd sub actiunea fortelor exterioare direct aplicate si a partilor inlaturate (eforturile in
sectiunile care delimiteza corpul: capetele barei, respectiv fetele nodului).

b) Trasarea diagramei de forta tiietoare pe structura reali

Fiecare bara se desprinde din structura si se considera simplu rezemata si incarcata cu fortele
exterioare direct aplicate si cu momentele incovoietoare de la capetele ei, calculate cu formula (15).

Din acesta incarcare se traseaza diagrama de forta taietoare pe fiecare bara a structurii.

Se transcriu pe structura diagramele de fortd tdietoare trasate pe bare, rezultand, astfel,
diagrama finald a acestui efort.

C) Trasarea diagramei de efort axial pe structura reala

Se izoleaza fiecare nod al structurii si se incarca cu fortele direct aplicate si cu fortele
taietoare evidentiate prin indepartarea barelor.
Se scrie echilibrul nodului exprimat prin doud ecuatii de proiectii dupa doua directii din plan.

6. Verificarea diagramelor de eforturi

Conditia de echilibru static: se verifica echilibrul nodurilor si al barelor.
Conditia de continuitate: se verificd daca deplasarile in anumite sectiuni pe structura static

nedeterminata corespund situatiei reale.

Mym$.
p= [ (1.19)

unde:
Mx este momentul Incovoietor in sectiunea curenta pe structura reala, mgi este momentul incovoietor

in sectiunea curentd pe sistemul de bazd incarcat cu forta unitate introdusa pe directia deplasarii
calculate.

Pentru calculul deplasarilor, sistemul de baza se alege cdt mai convenabil (nu este necesar
sd fie acelasi sistem de baza utilizat pentru rezolvarea problemei).

Pentru etapa de verificare se recomanda sa se verifice deplasarile in sectiuni diferite de cele
utilizate in calculul structurii.

Verificarea momentelor finale de la capetele barelor se poate face si cu ajutorul principiului
lucrului mecanic virtual nul.

1.2 Cadre static nedeterminate
1.2.1 Particularitati ale calculului practic
Aplicarea Metodei Fortelor la calculul structurilor alcatuite din bare drepte solicitate

predominant la Tncovoiere (cadre, grinzi) permite efectuarea unor simplificdri in ceea ce priveste
calculul coeficientilor si a termenilor liberi. Astfel, in relatiile (2), (3), (4), ponderea momentului



incovoietor in determinarea deplasdrilor punctuale este mult mai mare comparativ cu efectul
celorlalte eforturi, acestea din urma neinfluentand practic comportarea stucturii.
In aceste situatii, coeficientii si termenii liberi se calculeaza cu relatiile:

2
my.
8y = f E—’I“dx (1.20)
my my.
M, m,.
A = f %dx (1.22)

In plus, intrucat diagramele de moment incovoietor pe sistemul de bazi incircat cu
necunoscutele X; = 1 rezulta cel mult liniare, pentru calculul integralelor se poate utiliza regula lui
Veresceaghin.

1.2.2 Exemple de calcul
Aplicatia 1
Se da structura din figura 1.1, care este o data static nedeterminata.

15kIN/m
20kN

=400 | 3,00 7

Fig. 1.1
Se analizeaza diagramele de moment incovoietor din forte exterioare pe mai multe sisteme de baza:
Pe structura S.B.? se obtine diagrami de moment pe barele 1-A si 1-2.
Pe structurile S.B.! si S.B.3, diagramele de moment incovoietor din forte exterioare sunt identice si se
extind doar pe barele 1-2 si 2-B.
Observatie: Dintre S.B.! si S.B.3, S.B.! are avantajul ci valoarea necunoscutei defineste valoarea
momentului Incovoietor in sectiunile 1A si 12.
Pentru rezolvare se alge primul sistem de bazi (S.B.%) din figura 1.2.

15kN/m 15kN/m 15kN/m
20iN LIILLLTL) 206N LLLILETL) 20kN
Xl )E:
S.B! s.B? SB:
L
Fig. 1.2

Pe sistemul de baza se traseaza diagramele de moment incovoietor din fortele exterioare, diagrama
Mt si din necunoscuta X31=1, diagrama my, figura 1.3.
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Xl 1,00

1,00

A

Fig. 1.3
Se pune conditia ca sistemul de baza ales, incarcat cu fortele exterioare si cu necunoscuta X1=1, s se
comporte identic cu structura initiala, rezultdnd ecuatia de echilibru 6,;X; + A;7= 0.
Se calculeaza coeficientul necunoscutei si termenul liber prin integrarea diagramelor corespunzatoare
si aplicand regula de integrare Veresceaghin.

1 2 1 1 1 2
E1051125'1'4'5'1+§'1'4'1+E'E'1'5'§'1=4,44
El,A4 =l1 571-4 1+—'E'30'4'1+i'l'571'5'z'1=5205
=22 2 3 15 2 3 ’

Rezultd X; = —11,72kNm

Momentele Tncovoietoare finale pe capetele barelor, calculate prin suprapunere de efecte, rezulta:
MA = O
My, =M, =0+1-(-11,72) = —11,72kNm
M21 = MZB = 5,71 +1- (_11,72) = _6,01kNm
MB = 0
Pe barele A-1 si 2-B momentul incovoietor variaza liniar deoarece acestea nu au incarcare din forte
exterioare. Pe bara 1-2, care este incarcata cu forta uniform distribuitd, momentul incovoietor variaza
dupd o parabola de ordinul II, iar modul de variatie depinde de variatia fortei taietoare pe bara
respectivd. Din aceste considerente, se procedeaza in felul urmator, figura 1.4:

- seizoleaza fiecare bara din structura si se considera simplu rezemata la capete;

- aceasta se Incarca cu fortele exterioare date si cu momentele incovoietoare de la capete;

- se traseaza diagramele de forta taietoare si de moment incovoietor.
Diagrama de forta tdietoare se traseazd considerand echilibrul fiecdrei bare sub actiunea fortelor
direct aplicate si a partilor inldturate (momentele incovoietoare de la capete), asa cum se poate
observa in figura 1.4 pentru bara 1-2.
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15kN/m

11,72kNm [ [ 1 [ [ [} [)6,01kNm B0 = )
T 400 2.93kN | T 12,93kN din M=11,72kNm
30,00kN | 130,00kN din q=15kN/m
‘ 2,93
2,93kN]| |2,93kN din M=11,72kNm {TTTELID
1,50kN | [1,50kN din M=6,01kN/m
31,43kN | 128,57kN 6,01kNm
B
sasfap. T G
' onal 2877 1 20ka il 20kN din M=6,01kNm
2095|1905 : (T ’ ;
[ITI8T1TIfi1,20

11,72 E 16,01
21,21
Fig. 1.4

Diagramele finale de moment incovoietor si forta tiietoare sunt evidentiate in figura 1.5.

11,72 6,01
A
™M
2

Fig. 1.5

Observatie: Barele neincarcate desprinse din structura sunt actionate numai de momentele
incovoietoare de pe capete. Momentul de pe capatul barei este anulat de un cuplu de forte
care reprezinta fortele tdietoare de la capetele barelor din aceasta incarcare. Valoarea

. Mg i .
fortei taietoare va fi T = T | fiind lungimea barei.
Semnul fortei tdaietoare se stabileste in functie de sensul de rotire (+ daca roteste in sens
orar).

Trasarea diagramei de efort axial pe structura se realizeaza pe baza echilibrului nodurilor, figura 1.6.

Echilibrul nodului 1:
cosa = 0,6 ; sina =0,8

YFE, =0; 2000+4293—N;,=0; N;,=2293kN
Y F,=0; Nyy—3143=0; N, =3143kN

Echilibrul nodului 2:
ZFy =0; N,;-08-1,20-0,6—-2857 =0; N,z =3661kN

YF=0; N;;—1,20-08-36,61-06=0; N,; =2293kN

12



22,93
T (@D 3143 28,57

] 2000— = < Na=2293N  N;=22,93kN «—l-—@
=N 2,93—T> y :'7&;20
—131,43 @ N

5 36,61 W=3143kN . x N,s=36,61kN

Fig. 1.6

Aplicatia 2

Se da structura din figura 1.7, care este o data static nedeterminata si se alege sistemul de baza prin
suprimarea unei legaturi in reazemul A si introducerea necunoscutei Xi.

12kN/m 12kN/m

LIV IRV EITTT) éHHHHLHHLHHHHHHJ,

S A Io 1 22,9 kN s To 22,9kN
<
:" Io SB. Io

B
] 9,00 2,60 1,40,
Fig. 1.7

Pe sistemul de baza se traseaza diagramele de moment incovoietor din necunoscuta X;=1, diagrama
m1 si din fortele exterioare, diagrama My, figura 1.8.

X=

193,55 m
393,55
&

1
e =
3,49

Fig. 1.8

Se pune conditia ca sistemul de baza ales sa se comporte identic cu structura initiald, rezultand
ecuatia de echilibru 6;,X; + A= 0.

Se calculeaza coeficientul necunoscutei si termenul liber prin integrarea diagramelor corespunzatoare
si aplicand regula de integrare Veresceaghin.

Lungimea barei 1-B este: /2,62 + 4,52 = 5,197 m = 52 m

1 2 1 2
ElgSi; = 534993349 +--349:52-2:349 =577
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Pentru a putea integra diagrama de moment incovoietor de pe bara A-1 din incarcarea sistemului de
baza cu fortele exterioare (M), aceasta se descompune dupa cum urmeaza:

1 2 2
EloSip = 59193553349 +5- 253,139

349 1 ) WHWI%,SS
: +=-393,55-5,2-=- 3,49

2 2 3

= 7057,45 TN 193,55
+

Rezulta X; = —122,31 kNm

a.
k253,13

Momentele incovoietoare finale pe capetele barelor, calculate prin suprapunere de efecte, sunt:
M, =0

M;,4 = —193,55 — 3,49 - (—122,31) = 233,31kNm

M;p = 393,55 + 3,49 - (—122,31) = 33,31kNm

Mconsors = —200kNm

Mz =0

Trasarea diagramei de moment incovoietor se face tinand cont de valorile momentelor de pe capetele
de bare si de fortele exterioare care actioneaza pe bara respectiva (fig. 1.9).

i 33,31
M

Fig. 1.9

Diagrama de forta tdietoare se traseazd considerand echilibrul fiecadrei bare sub actiunea fortelor

direct aplicate si a partilor inlaturate, iar diagrama de efort axial se realizeaza pe baza echilibrului
nodului 1 (fig. 1.10).

86,5% e AT M -

122,31 s

138,42
N 279,33
6,41

Fig. 1.10
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Aplicatia 3

Se da structura din figura 1.11, care este de 2 ori static nedeterminata, iar pentru rezolvare se alege
sistemul de baza alaturat.

12kN/m
25N [T/ osiy LLILLLLLLIIT]

AN i
1 20 2 X, X,
1,50 Io - SB.
A B

U 3,00 400 772,00,
1 1

400 O

Fig. 1.11

Pe sistemul de baza se traseaza diagramele de moment incovoietor din fortele exterioare, figura 1.12,
din necunoscuta Xi1=1, figura 1.13 si din necunoscuta X=1, figura 1.14. In aceleasi figuri pot fi
observate si schemele de transmitere a incarcarilor aferente fiecarui caz de incarcare.

Structura principala Structura secundara
12kN/m
25 | ¢ IILILILITIT]

VAR
6,

Structura principala Structura secundara

1&1\” 4 1€
/ |1/

T4
Fig. 1.12

ta
Fig. 1.13
Structura principala Structura secundara
1/4 =
SR G
1,00
1/4 1,75 @
—_—
11/4 .
Fig. 1.14
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Se scrie sistemul ecuatiilor de conditie si se calculeaza coeficientii necunoscutelor si termenii liberi.

{611X1 + 612X2 + Alf: 0
521X1 + 522X2 + A2f= 0

1 1 1 1 2 11 2
E10511=1’—5'1'5'(1+§'0,75>+1’—5'§'0,75'5'<1+§'0,75>+E'E'1'4'§'1=7,125
1 17 2 11 1
Ely615 _EEZS<1+§O’75)+§E 1 4'5'12—4,04
1 1 2 11 2 1 2
E10622_1,_5.§ 1,755 § 1,75+§ 514 § 1+§ 1-4 § 1=5,40
1 1 2 1 2 1
E10A1f=—E'E'196'5'<1+§'0,75>+§'§'24'4'E'1=—474
1 1 2 1 2 1
EIOAzf—L—S'E'196'5'5'1,75+E'§'24'4'§'1=397,11

Rezulta X; = 43,13kNm si X, = —41,28kNm

Momentele Tncovoietoare finale pe capetele barelor, calculate prin suprapunere de efecte, rezulta:
My =1,75-43,13 — 1,75 (—41,28) — 196 = —48,28kNm

Miy =1-43,13+0+ 0 =43,13kNm = M,

My, =04+ 1-(—41,28) + 0 = —41,28kNm

M,g =0+ 1-(—41,28) + 24 = —17,28kNm

My, =04+ 0—24 = —-24kNm

M:;=0

Pentru trasarea diagramelor finale de eforturi se procedeazd in mod asemanator ca si la aplicatia 1,
acestea putind fi observate in figura 1.15. In figura 1.16 sunt prezentate schitele ajutitoare la
determinarea diagramelor de eforturi, respectiv echilibrul barelor si al nodurilor sub actiunea fortelor
direct aplicate si a partilor inlaturate.

41,28 24,00
24,00 2 90 » 4,32
/ﬂ( b f%ﬁm

[S]

17,28
45,10 @ o
18,28 ® 4,32 10,09 69,10
2
Fig. 1.15
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=12kN/m
43,13kNm Ehﬂ]m 41,28kNm

48,681(Nm 43,13)1(Nm % .
- L L2
2& 500~ 400 =
I 1
18,28kN | [BEAL 100 24,004 124,00kN din q
43, 13+41 28
21,10kN =21,10kN
[T &T11T]T]18,28 i T
2,90kN | [45,10kN
17.28KNm 2,502
(2e————B Jas.zo
*&T’ 4 3,76
4,32kN | [F222 4 320N
@ @ s
4,32
(IRRRNCARNARES 4313 W—
43,48
q—leN/m 2 G0
24,00kNm [[]]] ’ _
(2 c 25,00— — | «—N,;=4,32kN
002 ~J
o i 1828
12,00kN | 112,00kN din q N,=-16,09kN 4510 424,00
24,00 10 5,24,
12,00kN'| Ty =12,00kN N, =4,32kN—> |
24,00kN | 0,00kN ‘1—4,32
24,00 ﬂ@l:; N=69,10kN
Fig. 1.16
Aplicatia 4

Se da structura din figura 1.17, de doud ori static nedeterminatd, pentru a carei rezolvare se alege

sistemul de baza alaturat.

10kN/m
20N [ JTTTLDITITLITTT
&C

1 2o 2 a0 =
(-]
In In .,Q;
1}» B B
) 4,00 T 4,00 |

10kN/m
pokN WL
2

e

Xl
S.B.
XZ

Fig. 1.17
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Pe sistemul de baza se traseaza diagramele de moment incovoietor din fortele exterioare, figura 1.18,
din necunoscuta X;=1, figura 1.19 si din necunoscuta Xp=1, figura 1.20. in aceleasi figuri pot fi
observate si schemele de transmitere a incarcarilor.

10kN/m 20  10kN/m
200, (10000 20 LTI 20 20

£ ﬂ\uz/oio 120 145

2
- 120 115
Fig. 1.18
X1, m& 1 us us 11/4
i 1,00 o : T1/4 1/4
1,00
us s
Zﬁ l1/4 T1/2
Fig. 1.19
o SR
00 V1/a
X=11/1,00 1/5 s
I -«
l1/a
Fig. 1.20
11,74 14,72
(33,04 2L s -~
AN — W W@%
39,93 31,95 g 28,26 . 25,28
L5
™ | @
45,85 —1578 45,85
Fig. 1.21
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=10kN/m
33,04kNm Eﬁﬂm

Qs w0 o G 0
)r’—”}’” M
20,00kN | 120,00kN din q 20,00kN | 120,00kN din q
8,26kN | 1= 33.04_ 5,28kN | 1 111—5,28kN
11,74kN @ Tzs 26kN 14,72kN | o TszskN
11,74 14,72 Lo~
| 28,26 5 25,28
2,826 | 2,528
| !
M ™
33,04W 21,11W
39,93 31,95
Fig. 1.22
11,74 28,26 (514,72
422 O N
Esmmama = 20,00kN— l—«l «—N,;=4,22kN 422—|
= i <—15,78 «T—4,22
s — N,=11,74kN N,=42,98kN
11,74 156,52
A =
Fig. 1.23
—1[1220111100521 100 - 4 11220411—590
U EL 12 3 2 2 3 4 3 2 3El,
1[ 100521+11100421+1220411]—620
T El 12 3 4 2 3 4 3 2 17 3El
8 1-11521+1 1421+11521+114121 13
1 7FEL 12 3 2 3 2 3 4 2 3 3EI,
5 1_1511115121111421]— 3.5
127 F 12 3 2 3 4 2 3 717 3510
5 1-11521+11521+111421]
27 El L2 3 2 3 4 2 3 3E10
{ 13X, — 3,5+ X, = 590
—3,5-X, +11- X, = =620
X, = 33,04kNm; X, = —45,85kNm

M,, = —45,85kNm;

MlA = MlZ = 33,04‘kNm,
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M21 - 0,
M,y = My = 100 — 33,04 — 45,85 = 21,11kNm
Aplicatia 5

Se da structura din figura 1.24, de doua ori static nedeterminata, pentru a carei rezolvare se pot alege
oricare dintre urmatoarele sisteme de baza, figura 1.25.

28kN
14kN/m
1 3Io 2
[==]
Ib LS\, <
A B
| 6,00 3,00 £
1 1 1
Fig. 1.24

Pe SB! — diagrama M se extinde pe toate barele structurii, dar au forme geometrice elementare
(parabola simetrica si triunghi);

Pe SB2 — diagrama M se extinde doar pe bara 1-A;

Pe SB2 — diagrama M se extinde pe barele A-1 si 1-2.

Se alege SB2.
Ays [—1-28-4 (1+E-l>+— 28 4-(1+1-1)]——5—6
Ell 2 3 2 2 2 El,
23 2
2f E_IO[Z 28040555428 55]=0
811 L (1+1 1)+1 L <1+E 1)+1-1-6-E | =257
El, 22) 22 323 3 El,
spmfaead 3 Ll 23 L1 gLy 367
El, 22 22 32 32 3 El,
PRSI LU UV N U6 VPP 0 B WP )
Elyl2 2 "3 2 3 2 3 15 2 3 El,

{7,67 - X, — 3,67 X, = 56
—3,67-X, +4,78-X, =0

X, = 11,54kNm; X, = 8,86kNm

My, = —28,00 + 1,5-11,54 — 1,5 - 8.86 = —23,98kNm
My, = 11,54kNm

My, = M,; = 8,86kNm
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28kNl

14kN/m
X,
SB!
Xl
2

14kN/m

14kN/m

8kN

Structura principala

21

-—

14,00

Stuctura principala

| [ VU
1/8

Structura principala
=1

—
3/8
1,00

1,50 @

Fig. 1.26
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28kN\L

-,
X, X,
S.B?
Structura secundara
28l
21
—
21
@
128
Structura secundara
1/8 Cl
—
l 1/6
1/8
?
T1/6
Structura secundara
3/8 1
-— il
T 1/6
—
38 |1



ALS4 886, 0,45

736,88
24,60 \
S Vi (T
423,98 36,88 1,77
NN
i AT
0,45 N
. 34,23
Fig. 1.27
@, \
i -
(1.2, = 23) 4
I 2
1 (L3 I
a0 1
(1) (3
m
0,5 1
Fig. 1.28

Verificare cu PLMV:

(—2398—-11,54)-1+(11,54-886)-(—0,5) +886-1+14-4-2—-28-3=0

Aplicatia 6 (fig. 1.29)

Structura este din beton armat si are in alcdtuire un tirant metalic.

Caracteristicile de rigiditate sunt:

Elo = 41600KNm2 - pentru sectiunea din beton,

EtAt = 131900kN - pentru tirantul metalic.

Structura are gradul de nedeterminare statica egal cu doi. Sistemul de baza se alege prin suprimarea
legaturii aferente momentului incovoietor din Tncastrarea A si sectionarea tirantului.
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Efectul tirantului asupra comportarii structurilor static nedeterminate este de a limita deplasarea
relativa a sectiunilor intre care este montat, introducdnd totodata un grad de nedeterminare statica
in plus structurii.

Observatie: Sectiondnd tirantul, deplasarea pe directia necunoscutei aferente acestuia este egald cu
zero, dar in calculul coeficientului 6,, intervine efectul efortului de intindere din tirant. Ceilalfi
coeficiensi si termenii liberi se calculeaza dupa procedura detaliata in aplicatiile prezentate
anterior.

Sistemul ecuatiilor de conditie

{611X1 + 612X2 + Alf: 0
521X1 + 522X2 + A2f= 0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si al termenilor liberi:

)

0,55 2 5 2
Ely8,, = —(0,5 +=- 0,5) +05-5-0,75 + .=-0,5 = 3,333

2 3 2 3
3-5 1 3-5 2
E10612 = E10621 = T(O,S +§ 0,5) + T § 0,5 = 7,5
3.5 2 El,
EloSz; =2+ ——+5"3+7—8:1"1=3252
t4it
200-5 1 200-5 2
EIOAlf— — > - (0,5 +§ ) 0,5) - Tg ' 0,5 = —500
200-5 2
EIOAZf_ _T'g' 3 = _2000

Rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie

{ 3,333X, + 7,5X, — 500 = 0
7,5X; + 32,52X, — 2000 = 0

X, = —24,24kNm;

X, =5591kNm

Calculul momentelor Incovoietoare de la capetele barelor:

My, = —1-24,24 = 2424kNm

M;, = M;p = 200 + 24,24 - (—0,5) + 5591 - (—3) = —20,15kNm

Diagramele finale T i M sunt prezentate in figura 1.10.

Determinarea diagramei N (fig. 1.14) se face exprimand echilibrul fortelor care actioneaza pe nodul 1:

{ (—=Ny4 + Nyg)cosa + (—8,88 + 4,03) sina = 0
—100 + (—8,88 + 4,03) cosa — (N;4 + Nyg) sina =0

23



sina =0,6;cosa = 0,8

NlA = _72,91kN, NlB:-76155 kN

{ _NlA + NlB = 3,637
NlA + NlB = _14‘9,46

3,00

e) 3 f) 0,5
()
—> Lgmw e ILZIITN

91 =

24,24 o e \ ™\
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Aplicatia 7 (fig. 1.30)

Structura din figura 1.30 este solicitata simultan la actiunea fortelor exterioare, cedari de reazeme si

variatii de temperatura. Constantele de material sunt:
coeficientul de dilatare termica: o' = 10_5grad_1,

modulul de elasticitate: E = 200000daN /cm?.

In sectiunea de incastrare A s-a produs o tasare pe verticala a reazemului, asociatd cu o rotire a
sectiunii barei in acest punct, incarcari detaliate in figura 1.30.

5
1SRN ([ TTTLLILILILIIIILL)
1 c |a

Ir

10kN/m
T T
0,5
15
5,00 L ?AB =0,5cm
1

8 o
) 18
‘ 6,00
1
10kN/m

15kN \fmfyyMMHQLHQJ[%JULLUMUQU

il

Fig. 1.30

Cadrul este de doua ori nedeterminat static. Sistemul de baza s-a ales prin suprimarea legaturilor
corespunzatoare momentelor incovoietoare din incastrarea A si de la capatul 2 al barei 2-C.
Elementele cadrului au sectiune dreptunghiulara si sunt diferite pentru grinzi si stalpi. Se calculeaza
momentele de inertie ale celor doua tipuri de sectiuni si se alege ca moment de inertie de referinta
(notat cu lo) cel cu valoarea cea mai mica (momentul de inertie al stalpului).

Pentru stalpi (30x40)
_ 30" 403

Iy = Iy = —,— = 160000cm*

Pentru rigle (30x50)

30 - 503
==

= 312500cm* = 1,953,

El, =2-10%-1,6 - 10°daNcm? = 32000kNm?
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(\M
-
0,254 1 Foas
/

1/6

ERRERRECHERAIEE e J L
0,2 -
= (ne)
0,167 0167%7»7 0,167 0,367
10KkN/m 60
SN [T L0 DL LI LI ILLLL) i
T T),zsm 20 N 31,25
- 15 kN
P P
20 kN 65 KN
11,5 10°
TS T I TSI T
HENEREZRRRRNS: (INNARCINNNNE= - e
13 ] 10 |
; g O
13° 32 10° /74%7:16’5a
Fig. 1.31

Sistemul ecuatiilor de conditie se poate scrie sub forma

{611X1 + 612X2 + Alf + Alt + AIT: 0
621X1 + 622X2 + Azf + AZC + AZT: 0

iar rezolvarea acestuia conduce la determinarea eforturilor finale produse de actiunea concomitenta a
celor trei incarcari.

O alta varianta de calcul consta in determinarea raspunsului structurii aferent fiecarei incarcari si
apoi suprapunerea acestora in diagrama finala de moment incovoietor. Se opteaza pentru a doua
metoda, intrucat aceasta permite compararea efectelor celor trei tipuri de incarcari.

Conform acestei metode, vor rezulta trei sisteme de ecuatii cu trei seturi distincte de necunoscute.
Coeficientii necunoscutelor din ecuatiile de conditie sunt independenti de tipul incarcarii, prin
urmare vor avea aceleasi valori in cele trei sisteme de ecuatii scrise pe acelasi sistem de baza.

Se calculeaza coeficientii ecuatiilor de conditie (independenti de tipul incarcarii), prin integrare
conform figurii 1.31.
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1-4 2 1 1-6 2

E10611=2'T'§'1+ﬁ'7'§'1=3,691
1 1-6 2
E10612 = E10521 = _@Tg 1 = _1,024
Ely 6y, = — (1'6 214122 1)—1877
0217 1953\ 2 3 2 3 )77

Se calculeaza termenii liberi pentru fiecare tip de incarcare. Se rezolva sistemul ecuatiilor de
conditie, separat pentru fiecare caz de incércare si se determind diagramele aferente de eforturi.

Cazul incircarii cu forte exterioare
In acest caz, sistemul ecuatiilor de conditie se scrie sub forma:

{611X1 + 612X2 + Alf: 0
621X1 + 622X2 + A2f= 0’

iar termenii liberi se calculeaza prin integrarea diagramei Mrcu mi (A4 ) si cu mz (Azf).

1 2 1 1 2 1 2
EIOAlf—m'(—g"l-S'6'§+E'60'6'§'1)+E'60'4'§'1—95,36

1 11 2 2 1
EIOA2f=m-<—-45-6-5—5-60-6-5-1+§-31,25-5-E)=11,31

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii rezulta valorile necunoscutelor:
X1 = —32,41kNm, Xyp = —23,70kNm
Momentele incovoietoare la capetele barelor din incarcarea cu forte se calculeaza cu formula:

MK = M +m{*- X, + ml" - X,
aplicata pentru fiecare capat de bara al structurii.

My =1-(—32,41) = —32,41kNm

M,; = —60—1-(—32,41) +1-(—23,7) = —51,29kNm

M,z = —60 —1-(—32,41) = —27,59kNm

M,. =1-(-23,7) = -=23,7kNm

Diagrama finala de moment incovoietor este trasatd in figura 1.32.

Diagrama de forta taietoare (fig. 1.32) se traseaza scriind echilibrul fiecarei bare desprinse din

structura sub actiunea fortelor exterioare direct aplicate pe aceasta si a fortelor de legatura
(momentele incovoietoare de la capetele barei).
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Diagrama de efort axial (fig. 1.32) rezulta scriind echilibrul fiecarui nod rigid izolat din structura, sub
actiunea fortelor direct aplicate pe acesta si a fortelor de legatura (fortele taietoare de la capetele
barelor sectionate).

21,45 29,74

Ei e
[TTTTITEITTIITTT]

2,145 = 2974
38,5515 ;W
] 20,26
™ ® N
8,10 6,90 21,45 68,29
45 5},}2923
O /%Rl““éigé 51,29 C_@I3_323,70
AL
23 20,52 27,59
32,41
Fig. 1.32
Cazul incarcarii cu variatie de temperatura
Sistemul ecuatiilor de conditie
{511X1 + 512X2 + A1t= 0
621X1 + 622X2 + A2t= O !
EIA—’EI(1 1341 1341 ! 1361+11540167 16,5
0f1e= @5l \p 4 2704 2705 2T ' ’

+4-0,167 —11,5- 6" 0,25) = —15,55

1 1 1 1
E10A2t=a’EIO( 13-6-=+ -10-5-5—11,5-4-0,167+16,5-4-0,367)=

0,5 205
= 46,25
X, = —=3,09kNm, X, = —26,32kNm

Momentele Tncovoietoare la capetele barelor din Incarcarea cu variatii de temperatura se calculeaza
cu formula:

MK =m{* - X, + mJ< - X,
aplicata pentru fiecare capat de bara al structurii.

My =1-(-3,09) = —3,09kNm
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My, = —1-(=3,09) + 1-(—26,32) = —23,23kNm
M,z = —1-(=3,09) = —3,09kNm

My, = 1-(—26,32) = —26,32kNm

5.6
: 0,773
HHH@HH‘H [TTITTTETTITTITT
e T A
3,87 15,26
T N |
0,773 : 9,09
0,773 3,87 [ 19,09
26,32
it .
] 23,23 (—2-26,32
3,09 G g 926,
3,09
My
3,09
Fig. 1.33

Cazul incarcarii cu cedari de reazeme

Sistemul ecuatiilor de conditie

{611X1 + 612X2 + Al‘l": 0
621X1 + 622X2 + A2T= 0

Calculul termenilor liberi

El,Ay,= —El,-(1-0,5-0,0174444 — 0,167 - 0,005) = —252,4

ElyA,,= —El,- 0,367 - 0,005 = —58,7

Xir = 90,83kNm, X, = 80,80kNm

Momentele incovoietoare la capetele barelor din Incarcarea cu cedari de reazeme sunt:
M, = 90,83 =90,83kNm

M,; =-1-90,83+1-80,8=-10,03kNm

M,p = —1-90,83 = —90,83kNm

M,. = 1-80,8 = 80,8kNm
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10,03
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90,83

M)

90,83
Fig. 1.34

Observatie

Se observa ca din incarcarea cu cedari de reazeme de valori foarte mici (nesesizabile cu ochiul
liber) in raport cu dimensiunile structurii, se obtin valori ale momentelor incovoietoare de acelasi
ordin de marime cu cele din incarcarea cu forte exterioare. Aceste efecte ale cedarilor de reazeme
nu pot fi anticipate intotdeauna in faza de proiectare.

1.3  Structuri simetrice

Particularitatea de simetrie a structurilor se poate utiliza la simplificarea sistemului ecuatiilor

de conditie prin anularea unor coeficienti secundari.

Rezultatul integrarii unei diagrame simetrice cu o diagrama antisimetrica (sau invers)

este zero. Utilizarea in calcul a acestei constatari impune indeplinirea urmatoarelor conditii:

- sistemul de baza si se aleaga simetric,

- necunoscutele sa reprezinte Incarcdri simetrice si antisimetrice.

Astfel, la alegerea necunoscutelor sistemului de baza trebuie sa se aiba in vedere urmatoarele

aspecte:

- in general, in cazul cadrelor cu deschidere centrald se recomanda sectionarea barei in
dreptul axei de simetrie, prin aceastd operatiune rezultdind perechi de necunoscute
simetrice si antisimetrice;

- orice incarcare poate fi descompusa intr-o incarcare simetrica si una antisimetrica.

Concluzii:

e (Cand incarcarea este simetrica, necunoscutele antisimetrice sunt nule = se scrie doar sistemul de
ecuatii care contine necunoscutele simetrice.

e (Cand incarcarea este antisimetrica, necunoscutele simetrice sunt nule = se scrie doar sistemul
de ecuatii care contine necunoscutele antisimetrice.

Aplicatia 8 (fig. 1.35)

Structura simetricd datd este de 4 ori nedeterminata static. Sistemul de baza se alege simetric, iar
rezolvarea se face folosind grupari de necunoscute (simetrice si antisimetrice), dupd cum se vede in
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figura 1.35. Incarcarea exterioara data Se descompune intr-o componenta simetricd i 0 componenta
antisimetrica.
In aceste conditii avem:

e Sistemul necunoscutelor simetrice

{611X1 + 612X2 + Alf: 0
621X1 + 622X2 + A2f= 0

Calculul coeficientilor si a termenilor liberi

1 2 11 2
Ely614 =2-[5-3,5-3,5-5-3,5+—'—-3,5-7-—-3,5 = 57,167

2 2 3
11 1
E10612=_2'|:§'E'3,5'7'§'1:|=_4‘,083
11 2
E10612=2'|:E'E'1'7'§'1:|=2,333
1 2 1
ElyAyp= —2- 5’3 55,125-7 el 3,5 = —450,188

12 1
Elohyy=2-5 2551257 51= 128,625

Rezolvarea sistemului necunoscutelor simetrice

{57,167X1 + —4,083X, — 450,188 = 0 { X, = 4,5kNm
—4,083X; + 2,333X, + 128,625 = 0 X, = —47,26kNm

e Sistemul necunoscutelor antisimetrice

{633)(3 + 634_X4 + Agf: 0
64_3X3 + 644,X4 + A4f= 0

9kN/m
18kN/m LRI VI DI LD
25kN LITTIITTILEL SNmM TTTTITTTTT I T UL L LI ] 9kN/m
1 2l 2 2l 3 12,5 %% 12,5kN
2 I 1,51 I SB!
A 2L c Xy <X
| 7,00 . 7,00 ‘ . .

LISV L LU LT LT
OKNm TTTTT T T T DL L L LIl ] 9kN/m

X X 12,5kN X X 12,5kN
X
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9kN/m
L PP IR

33 L N e
5,125 @ 5,125 @
Xi=] EX1=1

e = T T

INm TTTTTTITI I I T Ll LI L LL] 9kN/m

12,5kN

Xa=1 3,5

I [ =1
1
2] Xl 7 éﬁﬁxﬁ
—

42.94 1,58 5173

20,23 /M
8,636 w HHHQ‘()‘Q‘,HHG‘)HH:‘

™ 8,6 ® o

24,17 5,78 @

Fig. 1.35

Calculul coeficientilor si al termenilor liberi

2 1
E10533=2'5'5'1'7'5'14-15'2'3,5'2=11,67

1 1 1
Elyo3y = —2-="=" 1-7 § 3,5+15'2 3,5'5'7212,25
El644 = 2 3,5-35 35+211357235+1 135727_9528
0mas ™ S ’ 22 3 715 2 7 3 7

1 2 1 1 1

E10A3f=—2'5'5'55,125'7'5'1+1,—5'§'87,5'3,5'2=75,54
El A _21255125 7135+1 1875 3527_92658
082f— 2 3 ’ 2 ’ 1’5 2 ’ ’ 3 = ’

Rezolvarea sistemului necunoscutelor antisimetrice

{ 11,67X5 + 12,25X, + 75,54 = 0
12,25X5 + 95,28X, + 926,58 = 0
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{Xl = 4,318kNm
X, = —10,28kNm

Momentele incovoietoare de 1a capetele barelor au valorile:
My, = My, = —3,5-4,5—3,5-(—10,28) = 20,23kNm
M, =1-(—47,26) +1-4,318 = —42,942kNm

M,; =1-(—47,26) —1-4,318 = —51,58kNm

M,z = 2-4,318 = 8,636kNm

Mg, = 87,5+ 24,318 + 7+ (—10,28) = 24,176kNm
M3, = Myc = —3,5°4,5 + 3,5 (—=10,28) = —51,73kNm

Diagramele de eforturi T, M si N sunt trasate in figura 1.35.

Aplicatia 9 (fig. 1.36)

Structura este simetrica si are gradul de nedeterminare statica egal cu 5. Sistemul de baza se alege
simetric, prin sectionarea structurii in dreptul axei de simetrie i eliminarea reazemelor simple din C
si D, rezultand astfel perechile de necunoscute simetriceX;, X,, X3 si perechile de necunoscute
antisimetrice X,, Xs. Incarcarea fiind simetrica, necunoscutele antisimetrice sunt nule.

Sistemul ecuatiilor de conditie:

611X1 + 612X2 + 613X3 + Alf: 0

521X1 + 622X2 + 623X3 + A2f= 0
631X1 + 632X2 + 633X3 + Agf: 0

24kN 24kN 24kN
mmmuu D Yo .
A 2Io 3l L 2 o Mk X2;¢{4 ;1% x| xs
1,5 1,51 y
24kN 24kN

0 MMIOS

VER AN
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XZ_ 1 X=1 Xs=
-—

72
34 272 34272 ﬁ\ﬁm
P STTT-11,424
20,52 W 0,528 11,422 . W
@ @B

™M 532 6,15 (/= 72 15
10,22 10,22
56,111
{9 11,424 72
7—1<—56111

- 26,15

99568
99,66 6,668

Fig. 1.36

Se calculeaza coeficientii necunoscutelor din ecuatiile de conditie si termenii liberi:
El,6 2( 3323+ 13523)—29
oL 3 2 37
1 1
E10612=_2'<_'_'3'5'1>=_1O

1 1
ElySyy =2-(—-1-5-1+=-1" 1)= ,
0829 (15 5:1+5-1-3- 8,667

1 1 1
E10513=_2'< '_'3'5'5'4‘)=_13,333

1 1 2
1 1
E10623—2-<E-1 5 §-4>=13,333

1 1 1
E10A1f=2-—-(—-216-5-5-3+108-5-5-3)=1800
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1 1 1
E10A2f=—2-(1’5-5-216-5-1+1,5 3°3

ElyAsr= —2 1 (1 216-5 3 4+108-5 L 4)— 3360
053 1,5 \2 4 2 -

29X, — 10X, — 13,333X5 + 1800 = 0

! —10X, +8,667X, + 13,333X; — 1512 =0

—13,333X; + 13,333X, + 35,556X5 — 3360 = 0

X, = —11,424kNm
X, = 53,2kNm
X, = 70,255kNm

Momentele incovoietoare de la capetele barelor sunt:

My =-324+1-53,2+4-70,255 =10,22kNm

M, =-108 —3-(—11,424) + 1-53,2 = —20,528kNm
M;, = —108 + 1-53,2 = —54,8kNm

M, = 3-(—11,424) = —34,272kNm

Diagramele finale de eforturi se prezinta in figura 1.36.
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1.4  Probleme propuse

1.4.1 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama de moment
incovoietor corecta din incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare (Ms)?

5
\} g}_
=
okN S
10kN/m ”
=]
S
=
a) b) c)

120,00
g;o,oo ii),oo

@ @ 20,00
20,00 20,0 @

120,007 ”

s

d) e)

<0,00 {20’00

20,00 20,00

140,00

MIITTITTITTTTTTTTd
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1.4.2 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama de moment
incovoietor corecta din incarcarea sistemului de baza cu X1=1 (maz)?

a) b) c)
yd
1,00
X=1 X=1
1,00 1,00
1,00 1,75
d) e)
v v
X=1 X=1
1,00 1,00
@ @ 1,00
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1.4.3 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 811 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

LB e
L 400 1,00
1 1

1

a) 3,00/Elo  b)2,167/Ely c)4,493/Ely d)9,31/Ely  e) 10,146/Elg

1.4.4 Pentru structura din figurd si sistemul de baza alaturat, care este diagrama de moment
incovoietor corecta din incarcarea sistemului de baza cu X2=1 (mg)?
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d) e)

&

1.4.5 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 812 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

Nz ar
R .
‘:9 kN%
10kN/m 2lo «
Io
o
g
~f
A ~—B
_ 400 1,00

4
a) -5,29/Ely  b) -5,708/Ely c) -4,458/Elo d) -6,54/Ely  €) -3,083/El

1.4.6 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 822 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

5
\?/T

20kN =+

00 0.75

3

-

4,00

A L
. 400 1,00
1 1

1

a) 12,50/Elo b) 8,67/Elo c) 10,106/Elp  d)3,167/Ely e) 7,83/Elo
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1.4.7 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Asr
din sistemul ecuatiilor de conditie?

ﬁ,
[
okNg
10kN/m “
g
-
A ~~B
T 400 1,00
1 1 1
a) -504,167/Elo b) -463,33/Ely  c) -422,50/Elo d) 26,67/Ely  €) 67,50/Elq

1.4.8 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Az
din sistemul ecuatiilor de conditie?

B L
. 400 1,00
1 1

1

a) 350,00/Ely  b) 420,00/Elp  c) -420,00/Ely  d) 490,00/Ely &) -320,00/Elo

1.4.9 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Asr
din ecuatia de conditie?

o}
l
1

3,00

4,00

4
,00

a) 45,33/El,  b) 11,33/Ele  ¢) 34,00/Ely  d) 22,67/Ely €) 32,67/Elo

40



1.4.10 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 811 din

ecuatia de conditie?

e}
3,00

4,00

a)2,00/Elp  b)3,00/Elc ¢)1,50/Ely  d)233/Ele  €)2,17/Elo

1.4.11 Pentru structura din figurd si diagrama finala de moment incovoietor corespunzdtoare, care
este diagrama de fortd tdietoare corecta?

10,46
™
3,77
a) b) C)
2,09 o
14,38
/19,¢5§D
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d) e)

2,62

14,38

@

19,62

1.4.12 Pentru structura din figurd si diagrama finald de moment incovoietor corespunzatoare, care
este diagrama de forta tdietoare corecta?

20,00
E_\,
/T il
o 40,38
20kN S
32,3154
o
3
<r
B -
2
1,00
1 1
a) b) c)
—§ §16,00 @ _§ §16,00
1064 [— — —
— ] 10,64 —
28,08 || - : —
@ ] — 11’9?@ =N
—11,92 —11,92 —11,92
52:1,92 1L, 28,66 — 28,08 —
d) €)
§§§iz(),()o 116,00
13,30 | 10,64
= I - 23]
11,9(2@ il 11,5%
/1,69
28,06 L 28,66 : 20,86
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1.4.13 Pentru structura din figurd, care este valoarea corecta a fortei uniform distribuite g, pentru
care diagrama de moment incovoietor din figura este corecta?

20,00
[ V.p T
r~
/T el
o 40,38
20kN S
| A1
@ 32,315+
<
<
<
A B R

| 4,00 1,00

1 1
a) 14,50kN/m b) 18,5kN/m c) 12,00kN/m d) 5,00kN/m e) 10,00kN/m

1.4.14 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 811 din

ecuatia de conditie?
lleN lleN
B

1 2 P NS Pay

e

»

<
<
~r

S.B.

73,00 6,00

a) 10,58/Elo b) 6,41/Elo ) 8,92/[Elo  d) 9,92/Elo  €) 6,00/Elo

1.4.15 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Axs

din ecuatia de conditie?
ll 6kN lleN
B

1 2T P % 2

e

ks

4,00

S.B.

73,00 6,00

a) -56,00/Elo b) -53,00/Elo c) -32,00/Elo d) -62,00/Elo €) -42,00/Elp
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1.4.16 Pentru structura din figurd si sistemul de bazd aldturat, care este valoarea corectd a
momentului incovoietor final la capatul barelor 1A si 12?

lleN lleN
1 TR %, =
=
0 S S.B.
A
3,00 6,00 L

a) 6,95kNm  b) 5,94kNm  ¢) 3,59kNm  d) 9,67kNm e) 8,83kNm

1.4.17 Pentru ce valoare a fortei P din structura din figurd s-a obtinut diagrama de moment
incovoietor aldturata?

P

l /6,95

1 2T B al

4,00

73,00 6,00 L

a) 18,00kN  b) 12,00kN  c) 16,00kN  d) 8,00kN ) 20,00kN

1.4.18 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Axs
din ecuatia de conditie?
10kN/m

10kIN/m
22N[ L, L)L) 226N

3
[ es) o
2,00 2,00
bl
(¥ 2]
[wv]
po—

a) -149,33/Elo b) -162,67/Elo  ¢) -61,33/Elo d) 189,33/Elo e) 182,66/Elo
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1.4.19 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 811 din
ecuatia de conditie?

10kIN/m 10kN/m
2KN ([ L] 22kN
e
1 2 2 % X,
~
In B - S.B.
moﬁ 3
A o~
4,00
B

a)8,33/Elc  b)2,67/Ele  ¢)5,33/Ely  d)8,67/Elo  €)4,67/El

1.4.20 Pentru structura din figurd si sistemul de bazad alaturat, care este valoarea corectd a
momentului Incovoietor final la capetele barelor 1A si 12?

10kN/m 10kN/m
2N ][] 22kN
1 2 2 a \5(1
o
To B - S.B.
moﬁ e

A o~

4,00

a) -19,53kNm  b) 31,98kNm  ¢) 30,52kNm  d) 34,85kNm &) -31,98kNm

1.4.21 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 811 din
ecuatia de conditie?

18kN 18kN
—

S.B.

g

a) 90,00/Elo  b) 112,50/El c) 97,50/Ely  d) 120,00/Elo e) 80,00/Elo

1.4.22 Pentru structura din figurd, care este valoarea corectd a momentului incovoietor final la
capetele barelor 1A si 1B?
18kN
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a) 24,00kNm b) 22,50kNm c) 40,00kNm d) 30,00kNm e) 27,70kNm

1.4.23 Pentru ce valoare a fortei P din structura din figurd s-a obtinut diagrama de moment
incovoietor alaturata?

24,00

24,00 L0

a) 20,00kN  b)12,375kN  ¢) 18,00kN  d) 8,00kN &) 6,75kN

1.4.24 Care dintre urmatoarele structuri nu poate fi sistem de baza pentru structura din figura?

1]

a) b) c)
LTI CLLLLLLLLLL LLLITIITIILL)
X! X!
X X
l B .5 X
d) €)
CLLIITIIIIID) OO
N7 A

T}
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1.4.25 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama de moment
incovoietor corectd din incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare (Mr)?

: . . 16kN HMMJMM 16kN
' 2 : X,
Io To o S.B.
A B =
2,00, 6,00 |
1 1 1
a) b) c)
48,00 M416,00 /mﬁlﬁ,oo
@36,00 @36,00 wy 36,00
80,00 16,00 é 48,00
d) €)

16,00 16,00
d ]

64,00 80,00

y.d

1.4.26 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama de moment
incovoietor corecta din incarcarea sistemului de baza cu X2=1 (mg)?

CZIITL UL LTI T]] 16kN A
1 3l 2 =7
< : X,
To To et S.B.
A B &
2,00 6,00 |
a) b) C)
X1 =1 X1
I
@ 1 @ 1 El @ 1
1 43 —11
. . —
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d) e)

1

(my

4/3

1.4.27 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 11 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

8kN/m
LI T L 16k T
1 3o 2 =%
s ; X,
I Io e $.B.
A B = f I
(200 6,00 ,

a) 7,25/El  b)6,00/Ely ¢)3,67/Ele  d)4,67/Ely  e) 8,00/El

1.4.28 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 812 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

8kN/m
8kN/m
16KN H%JMM 16KN
1 31o 2 =
g 1 X
In Io o S.B.
A B 3
2,00 | 6,00 )
1 ] il

a) -1,67/Elp  b)-2,33/Ely ¢)3,00/Elo  d)3,67/Ely  €)-2,67/El

1.4.29 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 822 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

8kN/m
T BT ek Pty e
1 3l 2 < ) X,
b I o S.B.
A Bs
| 2,00 L 6300 l

a) 4,04/Ely  b)537/Ely  ¢)3,44/[Ely  d)4,37/Ely ) -2,67/Elo
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1.4.30 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Ass
din sistemul ecuatiilor de conditie?

8kN/m
LTI T LT 16k e
1 3Io 2 =7
g 1 X,
I Io e S.B.
A B g f I
(200 6,00 ,

a) 228,00/Elp  b) 264,00/Elp  c) 240,00/Ely  d) 184,00/Elo e) 216,00/Elq

1.4.31 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea termenului liber Azt
din sistemul ecuatiilor de conditie?

8KkN/m
T BT e Hbg b by e
1 3o 2 < ) X,
. I o S.B.
A B3
2,00 6,00 A

1 1 7

a) -121,78/El,  b) -84,45/Ele  c)-132,45/El,  d)-152,00/Ely e) -93,33/El

1.4.32 Pentru structura din figurd si diagrama finald de moment incovoietor corespunzatoare, care
este diagrama de fortd taietoare corecta?

4197
8kIN/m 16.00
PLDILILLL LLLLTT]] 16kN e 857
1 31 2 7
8 25,97& 23,72
Io Io m @
A B g %26,60
2,00 6,00 L
1 1 il
a) b) c)
32,42 15,58
32.42 /EZW i 16,00"1— 15.58'] 16,0071 — 32,43
= 2,86 = 2,86 o @
—.13,14 ? 113,14 ’ —,13,14
| — |
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d)

15,58

A1

W

@

26,60

32,42/

WHIEASERES

1.4.33 Pentru structura din figurd si diagrama finald de forta tdietoare corespunzatoare, care este

diagrama de efort axial corecta?

e)

32,42
Nl

T
o @ N
126,60
"[

8kN/m 32,42
16kN i
T 3b 2 ) =
2 16,007 — @15,586
z —
Io Io . 2,86
R B g 13,14
2,00 6,00 L
1 1 1
a) b) c)
EEHR 1T TEEH HEE e TR
13,14 | — 13145 1314 =
) @ ] nEn ® @ ® —
a2l 15,5872 15,58 4545 32421 15,58" 2
c) d)
EESEINNCERNNIiES EEINNSENCRANSSE
16,00 [ | 16,00 ——
5] ® ] KSR N
484021 15,5872 16421 47,58

1.4.34 Pentru ce valoare a fortei P din structura din figurd s-a obtinut diagrama de moment

incovoietor alaturata?

8kN/m
VLDV VPV P

1 3Ie

Io

A

2,00, 6,00

2

Io

3,00

B

1 il

a) -30,00kN  b) 15,29kN

i

#
25,97&

c) -20,00kN  d) 35,00kN

50

41 ,97\
16,00

8,57

23,72

€)

%26,6(@

-16,00kN



1.4.35 Pentru ce valoare a fortei P din structura din figurd s-a obtinut diagrama de moment
incovoietor aldturata?
\LP
24,00

2
Ie 2Ie < @
B 24,00

a) 24,00kN  b)30,00kN  c) 16,00kN  d) 18,00kN &) 25,00kN

1.4.36 Pentru structura din figurd, care este valoarea corectd a rotirii aplicate in reazemul A, astfel
incat diagrama de moment incovoietor alaturata sa fie corecta?

Oa
& E.I
D — se [T
L - L b L
1 |
a) 1,5 b) 3/4 C) 1,0 d) -4/3 e) -0,5

1.4.37 Pentru grinda din figurd si diagrama de moment incovoietor aldturata, care este valoarea
corectd a rotirii Oa?

AL Bl B T

a) 0,5 b) 3/4 ¢) 1,0 d) -4/3 e) -1,0

1.4.38 Pentru grinda din figura si diagrama de moment incovoietor aldturata, care este valoarea
corectd a rotirii Oa?

9, 2EI
A’i?‘ El ' B il T
N\ / AEL
‘L \\ L ‘L L
a) 4/3 b) 0,5 c) 3/4 d) 1,0 e) 2,0
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1.4.39 Pentru grinda din figura si diagrama de moment incovoietor aldturata, care este valoarea
corectd a deplasarii pe verticald a sectiunii barei din A?

El B

2
AN, 3E21W
— :

|
1

a) 1,0 b) 2/3 c) 3/4 d) 4/3 e) 1/2

1.4.40 Pentru grinda din figurd si diagrama de moment incovoietor alaturata, care este valoarea
corectd a deplasarii pe verticala a sectiunii barei din A?

B 6EI
[ L
13
6EL
J
a) 4/3 b) 1,0 c) 3/4 d) -1,0 e) -1/2

1.4.41 Pentru grinda din figurd si diagrama de moment incovoietor alaturata, care este valoarea
corecta a rotirii sectiunii din A (©a)?

0
A /B 6—51 3EI
|4
= ~
1 1
a) 2/3 b) 1,0 ¢) 312 d) 2,0 e) 4/3

1.4.42 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este diagrama de moment
incovoietor corecta din incarcarea sistemului de baza cu X1=1 (ma1)?

i PaN
2To 2Io ,,,,,,g X, fm2
Io To e S.B.
= X,
Tos00 T 400

a) b)

PaS PAN
@ 0,75
1,00 1,00
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M_
PaN
””” 0,75 —
0,75 @
1,00 1,00

e)
0,75 0,50
Mm

025 7
Q)
1,00

1.4.43 Pentru structura din figura si sistemul de baza aldturat, care este diagrama de moment

incovoietor corecta din incarcarea sistemului de baza cu X2=1 (mg)?

210 Mo o X, 2
=
To Io e S.B.
3, X,
Tose0 T o400
a) b)
Py Pal
1,00 1,00

d)

1,00
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1.4.44 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 11 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

2 | 2k X, 2

Io S.B.

Xl
500 T a00

1 I 1

a) 2,83/Elc  b)2,36/Ely  ¢)2,55/El,  d)1,90/Ely  e)1,33/Elo

1.4.45 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 812 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

T | 2k X, Pal
S.B.

Xl

- se0 T ap0

1 I 1

a) -0,40/Ely  b)-0,78/Ely c)-1,18/Ely d)0,92/Ely  e) 1,02/El,

1.4.46 Pentru structura din figura si sistemul de baza alaturat, care este valoarea coeficientului 822 din
sistemul ecuatiilor de conditie?

T | 2k X, Pal
S.B.

Xl

- se0 T ap0

1 I 1

a)4,81El  b)4,11/El,  ¢)575/El,  d)3,82/Ely  €)3,35/El
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1.4.47 Pentru structura din figura, incarcatd cu cedari de reazem, care este valoarea termenului liber
Aur din sistemul ecuatiilor de conditie?

LW | 26— X | =
< 2
Io = .
I < AI=0,50cm SB.
, g AX=1,00cm X,
@ N 01
e
M50 400
1 1 1
a) 0,02 b)-0,0177  ¢)-0,01745 d)0,01895 ) 0,03245

1.4.48 Pentru structura din figurd, incarcata cu cedari de reazem, care este valoarea termenului liber
Azr din sistemul ecuatiilor de conditie?

T | 2 = X, | 2
Io " .
Io A3=0,50¢cm S.B.
, g AX=1,00cm X,
@ N D=1

A

|

|

500, 400

1 1

3,00

a)0,00075  b)-0,0192  ¢)-0,00175 d)-0,00125 &) 0,0005
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Partea Il

2. Metoda generala a deplasarilor

2.1 Descrierea metodei

2.1.1 Definitii, ipoteze simplificatoare
Metoda generala a deplasirilor abordeazad structurile din punct de vedere al nedeterminarii
geometrice si este specifica rezolvarii structurilor de tip cadru.

Ipoteza simplificatoare acceptata in analiza acestor structuri este: in urma deformarii structurii,
lungimile barelor nu se modifica.

Cadrele sunt structuri alcatuite din bare conectate in noduri rigide sau rigide si articulate solicitate
predominant la incovoiere.

Un nod rigid are trei grade de libertate: o rotire si doua translatii dupa doua directii diferite din
plan.

Un nod articulat are doua grade de libertate: translatii dupa doua directii distincte din plan.
Deplasarile unui nod rigid, rotire si translatie, sunt comune tuturor capetelor de bare care se intalnesc

in acel nod.
Deformata unei structuri sub actiunea incarcarilor exterioare este definita de deplasarile nodurilor.

.....

invariabilitatii lungimilor barelor, cadrele se clasifica in:

" cadre cu noduri fixe
. cadre cu noduri deplasabile.

2.1.2 Gradul de nedeterminare geometrica

Cadrele cu noduri fixe sunt cele care se deformeaza numai prin rotiri de noduri (fig. 2.1, a).

Ng=o

b)




Se intocmeste schema articulata prin introducerea de articulatii in toate nodurile rigide ale structurii
si in incastrari (fig. 2.1, a). Daca structura articulata astfel obtinuta (fig. 2.1, b) este static
determinata, cadrul initial este cu noduri fixe.

Vizual, se poate aprecia: dacad fiecare nod al structurii este legat de doua puncte fixe (legaturi cu
terenul sau noduri fixe), cadrul este cu noduri fixe.

Numarul gradelor de nedeterminare geometrica ale unui cadru cu noduri fixe este egal cu numarul
nodurilor rigide, n, = n,.

Cadrele cu noduri deplasabile sunt acele cadre care se deformeaza atat prin rotiri de noduri, cat si
prin translatii de noduri (fig. 2.2, a).

. 3 4
3

3 4 4
L+ 9] = e?.
1 T 1 2
Ng-6
a) b)
Fig. 2.2

Daca structura articulata atasata structurii (fig.2.2,b), are grade de libertate cinematica, structura este
cu noduri deplasabile.

Numarul gradelor de libertate cinematicd ale mecanismului obtinut defineste numarul gradelor de
libertate elastica ale structuriin, = 3¢ — (r + 1)

Numarul gradelor de libertate geometrica ale unui cadru cu noduri deplasabile este egal cu numarul
nodurilor rigide, la care se adaugd numarul gradelor de libertate elastica ale structurii (egal cu
numdrul gradelor de libertate cinematicd ale schemei articulate). ng = n, + n,

Cazuri speciale:
Cadrul cu tiranti (fig. 2.3, a)
Existenta tirantului influenteaza numarul gradelor de libertate elastica ale structurii, intrucéat acesta

nu blocheazd deplasarea relativa a nodurilor pe care le uneste, doar o limiteaza.

Cadrele care contin o bara curba (fig. 2.3, b).
Bara curba introduce un grad de libertate in plus fata de grinda dreapta.
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Fig. 2.3

2.1.3 Necunoscutele
In cazul cadrelor cu noduri fixe necunoscutele sunt rotirile nodurilor rigide.
In cazul cadrelor cu noduri deplasabile, necunoscutele sunt rotirile nodurilor rigide si parametrii care

definesc deplasarile corespunzatoare gradelor de libertate elastica.
2!

Pentru orice cadru cu noduri deplasabile, translatia unui nod se poate
exprima In functie de rotirea unei bare. Astfel, considerand cadrul din
figura 2.4, translatia A; se exprima in functie de rotirea y,, (a barei
A-1) prin relatia A, =hyy,, . Rezulta ca necunoscutele-translatii de

noduri pot fi inlocuite prin necunoscute-rotiri de bare, astfel ca toate
necunoscutele sunt rotiri.

Fig. 2.4.

2.1.4 Sistemul de baza

In metoda deplasirilor, sistemul de bazi este o structurd geometric determinati, la care toate
deplasarile nodurilor sunt nule.

Blocarea nodurilor se realizeaza prin introducerea unor legaturi fictive, dispuse astfel incat sa
impiedice rotirile si translatiile nodurilor structurii:

Legatura care impiedica rotirea unui nod se numeste blocaj de nod si in ea se dezvoltd o reactiune-
moment.

Legatura care impiedicad deplasarea dupa directia unui grad de libertate se numeste blocaj de grad de
libertate si in ea se dezvolta o reactiune-forta.

Prin blocarea nodurilor (la rotire si translatie) structura devine un ansamblu de bare dublu incastrate

si/sau incastrate la un capat si rezemate oarecum la celalalt, care lucreazd independent. Aceste bare
sunt static nedeterminate, dar ele pot fi rezolvate prin metoda fortelor.
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2.1.5 Conventia de semn

Se considera pozitive rotirile si  momentele
incovoietoare de capat care au Sens orar.

Se observa ca in noua conventie de semn, momentele
care apar pe cele doua fete ale unei sectiuni au semne

Mum M,, contrare (sensuri contrare) (fig. 2.5).

W Momentul de la capatul barei are semn opus

momentului de pe nod.

~ ; Vechea conventie ;:‘é
Noua conventie Se lucreaza cu momentele incovoietoare de la capetele
barelor, cu rotiri de noduri si rotiri de bare.

Fig.2.5

2.1.6 Ecuatiile de conditie in metoda deplasarilor

Pe sistemul de baza, din actiunea fortelor exterioare date si a necunoscutelor, in blocajele nodurilor
iau nastere reactiuni. Conditia ca sistemul de baza (S.B.), incarcat cu fortele exterioare si cu
necunoscutele, sa se comporte identic cu structura initiald se exprima prin reactiuni nule in legaturile
suplimentar introduse. Impunand cate o conditie pe directia fiecarei legaturi blocate, se obtine
sistemul ecuatiilor de conditie.

Ecuatiile de conditie din metoda deplasarilor sunt ecuatii de echilibru static.

Pe sistemul de baza, fortele de pe o barda nu influenteaza eforturile de pe barele adiacente. Prin
urmare, din actiunea fortelor exterioare fiecare bara se trateaza independent.

2.1.7 Expresiile eforturilor din incarcari cu forte si deplasari pentru bara dreapta

Se determind momentele incovoietoare de la capetele unei bare din sistemul de baza, din Incarcarea
cu forte exterioare, cu rotiri si translatii ale nodurilor (rotiri de bare).

Din incarcarea cu forte exterioare, pe barele sistemului de baza apar momente Incovoietoare numite
de incastrare perfecta. Acestea se pot determina cu metoda fortelor.

Pentru cele doua tipuri de bare (cele doud cazuri de rezemare) ale sistemului de baza si cele mai
uzuale incarcari, momentele de incastrare perfecta de la capetele barelor sunt:
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' : ql?

D Wy = =5

—F 3PI

D My = 16
3P1 -

Rotind pe rand nodurile de la capetele unei bare, la extremitdtile acesteia iau nastere momente
incovoietoare. Se analizeaza pe rand cele doua tipuri de bare care pot aparea in alcatuirea unui sistem
de baza.

Se fac urmatoarele precizari:

K, este rigiditatea barei la rotire de nod (h) si reprezinta momentul incovoietor care ia nastere in
extremitatea N, cand acolo se produce o rotire egald cu unitatea.

Kpni =4Ep, (2.1)
pri se numeste coeficient de rigiditate al barei la rotire de nod

Uy, se numeste factor de transmitere al momentului incovoietor de capat (de la h la ).

Kni este rigiditatea barei la rotire de bara si reprezinta momentele care iau nastere in cele doua
capete ale barei, cand acesteia 1 se aplica o rotire egala cu unitatea.

/_Ohi = (1+1uhi)phi , (2.2)
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se numeste coeficient de rigiditate al barei i-h la rotire de bara
a) Cazul barei cuprinse intre doua noduri blocate

Se determina expresiile momentelor incovoietoare de la capatul h al barei h-i cuprinse intre doua
blocaje de nod, din incarcarea cu deplasari ale nodurilor.

Se roteste nodul h cu 6y,

M* =K, .6, (2.3)
Ky =4Ep;,; (2.4)
cu care M =4Ep, 6, (2.5)
Mﬂh 01 th
uC )M = ni (2.6)
h 1 p hi lhi .
K, = 2Elni 27)
Ihi
Miih = Mr?ih/uhi = Kyittni6, = 4Epyi14,,6, (2.8)
1
Upi = 3
Se roteste nodul i cu 6,
91 Bizl

th( h mﬂ—%f)l\dz My = 24 K6 = 4Epy 4,6, (2.9)
[ M = K6, = 4Ep,6, (2.10)

Se roteste bara h-i cu y,,

= 6El, . 3
M) =M. =Ky, = o= 4E = p, Wi
h h WY ™ > Pri¥n 2.11)
= 4E(1+ :uhi)phiWhi =4E Py
. . —  6EIl,
Pentru bara dublu incastrata Kni = (2.12)
hi
b) Cazul barei Incastrate la un capat si articulata sau simplu rezemata la celalalt
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3El 31

My =K, 6, ==—"6, =4E=-16, =4Ep, 6, (2.13)
Iy 41,
_ 3 Ihi
pm—4%
3E hi g v . . . .
K,; = —— (rigiditatea barei incastrate la un capat si articulata sau

hi
simplu rezemata la celalalt)

Pentru 6,=1, M =K,, =4Ep,, (2.14)
— 3El,, 31, —
Mrﬁ = Ky, :—h‘//hi :4Ezl_h‘//hi =4Ep.wy (2.15)
hi hi
Pentru y = 1, MY, = Ky, = 4Epy; (2.16)

Observatie: Coeficientul de rigiditate la rotire de nod se defineste, cel mai general, sub forma:

Ini

. .. 3 . .
P hi = Qi — CU ay; = 1 pentru bara dublu incastrata si ap; = L pentru bara incastrata la un

Lhi

capat si rezemata simplu sau articulat la celalalt.

Efectul celor trei tipuri de incarcare asupra barei h-i:

9 .
Mp; = Mp; + M, [0, + M;{bimll)hi

Mp; = Mp; + 4Epp;Op + 4Eppihp;

(2.17)

(2.18)
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2.2 Cadre cu noduri fixe

2.2.1 Cadre cu un nod fix

£ I

| Lk
HePle 3%
' klﬂ\

Fig. 2.6
Conditia de echilibru static: Reactiunea 1n blocajul nodului trebuie sa fie egala cu zero.
Rl = k1191 + le:O (219)

Rys  este reactiunea din blocajul nodului 1 cand sistemul de baza este incdrcat cu fortele exterioare

Rif = Z My, = —M, (2.20)
1

M, se numeste momentul neechilibrat de pe nodul 1 si este egal cu suma momentelor de
incastrare perfectd de pe capetele barelor conectate in nodul 1, cu semn schimbat.
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ki1 este reactiunea care se dezvoltd in blocajul nodului 1cand S.B. este Incércat cu necunoscuta

rotiredenod 6; = 1
ki = ZKM = 452,01}1 = 4Ep,
- - (2.21)

p1= zpm (2.21°)
1

Inlocuind expresiile termenului liber si al coeficientului necunoscutei, in ecuatia de conditie se
obtine:

Ry = 4Ep,6; + X1 M, =0,

De unde rezulta:
_ =21 Myp _ M,
! 4Ep, 4Ep, (2.22)

Momentele incovoietoare la capetele barelor sunt:

Myp = Myp + 4Ep1p6s (2.23)
My, = My + 4Ep1ptnibs (2.24)

Rotiri corectate
Intrucat comportarea cadrelor (deformata, diagramele de eforturi) depinde de rigiditatile relative ale

elementelor componente, pentru simplificarea calculelor, se poate lua ca necunoscuta rotirea
corectata a nodului, notata cu Z4, a carei expresie o vom determina In continuare in functie de rotirea

reala 0.
Rigiditatea barei i-h, incastrata la ambele extremitati se scrie sub forma:
K, = 2Eln _gglnle 4Bl In 1 _4EL . (2.25)

Ih Iih Ic Ic Iih Ic Ic
|

Pin :I—hl—C se numeste coeficient de rigiditate corectat la rotire de nod, iar [, , I, sunt marimi

(lungime, moment de inertie) de comparatie sau de corectie.

Cu aceasta notatie, coeficientul necunoscutei devine:
4E1,
k11—ZK1h— ZPM— P1 (2.26)

Iar ecuatia de echilibru static se poate scrie sub forma:

4E1,
L + z Myp =0 (2.27)
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Se noteaza

1= Z p'in=p"1 (2.28)
1

Cu care se rescrie ecuatia de conditie
T11Z1 + le =0

4E] . <
Z, = —= 64 se numeste rotire corectata

le

2.2.2 Cadre cu mai multe noduri

Conditia de comportare identica cu structura initiald a sistemului de baza incarcat cu fortele
exterioare i cu necunoscutele rotiri reale se exprima prin sistemul ecuatiilor de conditie:

k.6 +Kk,0, +..+Kk, 6, +k;6 +..+k, 0, +R; =0

i In¥n
K.,0, + K0, +...+ K, 0, + K0, +...+ K, .0, + R, =0
k0, +k,0, +..+k;6, +k;0, +...+ k.0, +R; =0 (2.29)

k.0 +K.,0,+..+k.60, +K.0, +..+k, 0, +R,; =0

unde:
k;, - reactiunea care ia nastere in blocajul nodului i, din incarcarea sistemului de baza cu deplasarea

elastica 0, =1si este egala cu suma rigiditatilor la rotire de nod ale capetelor de bare legate in nodul
i, cand sistemul de baza este incarcat cu rotirea de nod 0, =1, respectiv k;; = ), Kix;

k;, - reactiunea care ia nastere in blocajul nodului i, din incércarea sistemului de baza cu deplasarea
elastica 0, =1si este egald cu suma rigiditatilor barelor (la rotire de nod) conectate in nodul i, cand
sistemul de baza este incarcat cu rotirea de nod 0, =1, respectiv momentul incovoietor transmis in

capatul h al barei ih cand nodului i ise aplica o rotire egald cu unitatea, k;;, = K;p, * Uin;
Rif- reactiunea din blocajul nodului i, din incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare si este
egala cu suma momentelor de incastrare perfectda de pe capetele barelor conectate in nodul i.

Semnificatia ecuatiei ,,i” din sistemul ecuatiilor de conditie (2.29): reactiunea din blocajul nodului
»i” din Incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare si cu rotirile reale 01, 02, ...,0n este
egala cu zero.

In vederea simplificarii calculului practic, se utilizeaza marimile corectate definite in cazul cadrului

. . . N : o I,
cu un singur nod, respectiv, coeficientul de rigiditate la rotire de nod corectat p,, ZI—C% I;h cu care
c ih
rigiditatea barei la rotire de nod devine:

IC 14
Kin = 4Epin = 4E " pin (2.30)
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In acest mod, coeficientii din ecuatiile de conditie se pot scrie sub forma:

4E| (N l. 4El . 4El
ii _4Ezplh | aih I_Ih :I—Czpih ZI—C i Lii Zplh (231)
c i e ih c i c
4El, I I, A4El, . 4El :
Kin = 4Ethip = I T A I_C |_hI T — HniPh :|—crih » CU Ty = i P (2.32)
c hi c c

Coeficientul de rigiditate la rotire de nod corectat este adimensional, dar are o valoare proportionald
cu rigiditatea barei.

Raportul : este un raport convenabil ales, astfel incat sd rezulte pentru coeficientii p,, valori cat
C

mai simple.
Cu aceste notatii ecuatia ,,i”’ devine

ﬁ(l’i161+ri26?2 tot 6,0, 41,6, +..+1.0,)+R, =0 (2.33)

In—n
l;

Daca se face substitutia Z, = 4EI° 49‘ , humita rotire corectatd, se obtine sistemul ecuatiilor de

C
conditie cu necunoscute rotiri corectate. Se observa ca aceasta rotire corectata are unitafi de masura
corespunzatoare unui moment incovoietor.

Cu aceste notatii, sistemul ecuatiilor de conditie se scrie sub forma:
NZ,+1,2, ..+ 2, +0,Z, +..+1,Z, +R; =0

02+ 0L, + 4L, + 1,2, +..+0,Z +R,, =0
rZ,+0,2,+.+0n2, +r,Z, +..+r,Z +R, =0 (2.34)

rWZ,+r,2,+..+r, 2, +r.Z, +..+r,. 2, +R; =0

in care:
r. - reacfiunea care ia nastere in blocajele nodului ,,i”, din incédrcarea sistemului de bazd cu

deplasarea elasticd Z; =1. Unitatea de masura (moment) este adusa de necunoscuta Zij, Cu care acesta
este multiplicat;

r,- reactiunea care ia nastere in blocajele nodului ,,i”, din incarcarea sistemului de bazd cu
deplasarea elastica Z, =1. Unitatea de masura (moment) este adusa de necunoscuta Zn, Cu care
acesta este multiplicat.

Coeficientii Iy; , numiti coeficienfi principali, sunt intotdeauna diferiti de zero.

Coeficientii I, (i #h), numiti coeficienti secundari, sunt diferiti de zero numai atunci cand cei doi

indici identificd o bard. Mai mult, in baza reciprocitatii reactiunilor unitare, r, =r,;. Rezultd ca

matricea coeficientilor necunoscutelor este simetrica fata de diagonala principald si contine multi
coeficienti secundari nuli, ceea ce simplificd mult rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie.
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Observatie: Daca pe nodul i, de exemplu, actioneaza un moment concentrat M, , atunci

le = 21 Myp, — My = =M,
2.3 Cadre cu noduri deplasabile

Pozitia deformata a unui cadru cu noduri deplasabile, caracterizatd prin rotiri si translatii de
noduri, este definitd de un numar de parametri egal cu numarul nodurilor rigide plus numarul
gradelor de libertate elastica ale structurii. Necunoscutele sunt rotirile nodurilor si deplasarile
distincte dupa directiile gradelor de libertate.

Calculul se conduce pe sistemul de baza, iar pentru obtinerea acestuia se folosesc cele doua
tipuri de blocaje definite mai fnainte. In vederea simplificarii calculului, se lucreazi cu marimi
corectate, respectiv cu coeficienti de rigiditate corectati la rotire de nod si coeficienti de rigiditate
corectati la rotire de bara.

Sistemul ecuatiilor de conditie exprima faptul ca reactiunile corectate din legaturile fictive ale
sistemului de baza, incarcat cu fortele exterioare date si cu necunoscutele Z,, sunt egale cu zero.

Pentru cazul general, se scrie:

N2, +..+0,2, +0,Z + rlij +nZ,+..+,Z +R,; =0

Myttt +0,20+ 0,2+ 0,2+ + 0,2 +R, =0

hn“=n

rZ,+.+02 +r.2Z. +rijZj +rZ +.+Z +R, =0

in“n (235)
r,.lzl +.+ rthh + rjiZi + rijJ. + rijk +..+ rjnZn + ij =0

haZ +..+ 0.2, +1,Z + rijj +r 2+ 40,2 +R; =0

rZ, +..+r,2, +r.2,+ ranj +r.Z,+..+r.Z +R, =0

Dacd | este un nod, ecuatia R, =0 arati ca reactiunea-moment din blocajul de nod este nula.

Ea este numita ecuatie de echilibru de nod si se deosebeste de cea scrisd in cazul cadrelor cu noduri
fixe prin aceea ca apar termeni suplimentari, rezultati din Incarcarea sistemului de baza cu deplasari
(translatii) dupd directiile gradelor de libertate.

Pentru stabilirea elementelor necesare scrierii sistemului ecuatiilor de conditie se considera
cadrul de forma oarecare din figura 2.7, a si sistemul de baza corespunzator din figura 2.7, b.
Sistemul de baza se incarca cu fortele exterioare date si cu necunoscutele Zi (rotiri de noduri §i rotiri
de bare) si se pune conditia ca reactiunile din legaturile fictive introduse sa fie egale cu zero. Dupa
cum s-a vazut, in cazul acestor structuri se disting ecuatii de nod si ecuatii de grad de libertate. In
cele ce urmeaza se va prezenta modul concret de alcatuire al acestora (fig. 2.8).

it

Fig. 2.7
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Ecuatia de echilibru de nod. Forma generali a ecuatiei de conditie, scrisd pentru nodul 1, este

WZ, +o+ G Zy + 62+ 02+ 4+ 0, Z + R =0 (2.36)

Coeficientii necunoscutelor si termenul liber au aceeasi semnificatie ca si in cazul cadrelor cu

noduri fixe. Daca N este nod si ] este grad de libertate, se determini:
=2 P =P,
fin = Prildi
I, = Z oy (2.37)
Ry =-M; =>' M,

Ecuatia de grad de libertate. Pentru scrierea ecuatiilor de grad de libertate se foloseste
principiul lucrului mecanic virtual. Dacd se evidentiazd efectul fiecarei necunoscute si al fortelor
exterioare, corespunzator gradului de libertate |, se scrie

rnZy + .+ 02+, 2+, Z +..+r,Z +R; =0 (2.38)

Nota: Termenii acestei ecuatii au acum semnificatie de lucru mecanic.

Calculul coeficientilor necunoscutelor si al termenilor liberi se face folosind schema
cinematica si considerdnd deplasdrile cinematice corespunzditoare fiecarui grad de libertate.
Deplasarile cinematice (fig. 2.8, d si f) se aleg in asa fel incat sa aiba aceleasi configuratii ca si
deplasarile elastice (fig. 2.8, e si g). Acest mod de a opera prezinta urmatoarele avantaje:

- determinarea rotirilor barelor se face o singura data pentru cele doua deplasari, elastica si
cinematica, corespunzdtoare unui grad de libertate,

- numai in felul acesta se realizeaza verificarea reciprocitatii coeficientilor r; =r;, in care |

este nod, iar ] este grad de libertate.

Analizand ecuatia de grad de libertate scrisd, daca | este nod si K este grad de libertate, se
determina expresiile urmatorilor termeni: r;;, ry, r; si R;.
Semnificatia acestora este urmatoarea:

- r; reprezintd lucrul mecanic efectuat de momentele de capat rezultate din incarcarea

sistemului de baza cu rotirea de bard Z; =1, cind este parcursa deplasarea cinematica zZ ; =1,

- r; reprezintd lucrul mecanic efectuat de momentele de capat rezultate din incarcarea

sistemului de baza cu rotirea de nod Z; =1, cand este parcursa deplasarea cinematica Z; =1,

ry reprezintd lucrul mecanic efectuat de momentele de capat rezultate din incarcarea

sistemului de baza cu rotirea de bard Z, =1, cind este parcursa deplasarea cinematica Z; =1,
- R reprezintd lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare date si de momentele de

incastrare perfectd datorate acestor forte, actionand pe sistemul de bazad, ciand este parcursa
deplasarea cinematica Z; =1.

Pe baza semnificatiei pe care o are fiecare termen §i operdnd schimbarea de semn cerutd de
ecuatia: L{) + LY =0 rezultd expresiile:
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rjj = Z(ﬁm +ﬁi'h lh(ij)l/_/h(ij)

j
i = _Zp;h (1+ Hin rsij) = _Zﬁilhl//'h(ij)
1 1

— = =), (K)—=(])
N = Z(phi * Pin )Uhi Wi
.k
ij = _L(]f) _Z(Mhi + Mih )¢7h(ij)
]
Observatie: In scopul diferentierii, rotirile de bard din schema cinematica s-au notat cu simboluri

barate.

(2.39)

Odata alcatuit, sistemul ecuatiilor de conditie se rezolva si se obtin valorile necunoscutelor
Z, , dupa care se trece la calculul momentelor incovoietoare finale ce iau nastere la capetele barelor.

n
! 1] — 1(k
My = My + ppiZi + pinpinZi + Z Phiq’h(i )7

k=j

n
’ ’ o~ 1(k
Min = My + unippiZn + pinZi + Z Phiq’h(i ' Zi
k=j
Verificarea folosind conditia de echilibru static:
- cunoscand momentele Incovoietoare finale de la capetele barelor, se verifica echilibrul

fiecarui nod () M, =0).

- considerand schema cinematica incarcatd cu fortele exterioare date si cu momentele de
capat, schema care este in echilibru, corespunzator fiecarui grad de libertate se dau deplasari virtuale
compatibile cu legaturile si se controleaza daca in fiecare caz lucrul mecanic este egal cu zero.

(L(J) + LW = 0)
M f *

L%) — lucrul mecanic efectuat de momentele de pe capetele barelor, parcurgand deplasarea
cinematica pe directia gradului de libertate j;

L;j ) — lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare, parcurgand deplasarea cinematica pe directia
gradului de libertate j.

2.4 Etapele metodei

1. Stabilirea gradului de nedeterminare geometrica al structurii.

se introduc articulatii In toate nodurile structurii si se calculeaza

n=r+1-3c

daca n=0 cadrul este cu noduri fixe (C.N.F.);

- daca n<Qcadrul este cu noduri deplasabile (C.N.D.).

Gradul de nedeterminare geometrica al structurii va fi ng = n, +n,,

unde:

- Ny este numarul nodurilor rigide,

- Ne=n este numdrul gradelor de libertate elastica ale structurii, egal cu numarul gradelor de
libertate cinematica ale structurii articulate asociatd cadrului.

2. Se stabileste sistemul de baza (unic pentru o structura datd) prin blocarea tuturor posibilitatilor de
deplasare ale nodurilor si se pun in evidentd necunoscutele deplasari ale nodurilor (rotiri pentru
C.N.F., respectiv rotiri si translatii de noduri pentru C.N.D.).
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3. Se determind caracteristicile de rigiditate ale barelor la rotire de nod si la translatie de nod (sau
rotire de bara).

4. Se incarcd succesiv sistemul de bazd cu fortele exterioare date si cu necunoscutele egale cu
Unitatea si se traseaza deformatele barelor si diagramele de moment incovoietor pentru fiecare caz
de Incarcare.

5. Se alcatuieste sistemul ecuatiilor de conditie prin scrierea ecuatiilor de echilibru static la rotire si
translatie pentru fiecare nod si se determina necunoscutele-deplasari ale nodurilor.

6. Se determind momentele incovoietoare la capetele barelor cu relatia de mai jos si se traseaza
diagramele de eforturi pe acelasi principiu ca in metoda fortelor.

n
MK = MK+ (ml - 7)) (2.40)
i=1

Pentru trasarea diagramei de fortd tdietoare se scrie echilibrul barelor sub actiunea fortelor exterioare
si al momentelor Incovoietoare determinate la capetele lor.

Pentru trasarea diagramei de efort axial se scrie echilibrul nodurilor sub actiunea fortelor direct
aplicate si al partilor inlaturate prin izolarea nodului, respectiv fortele taietoare si eforturile axiale.

7. Verificarea diagramei finale de moment incovoietor:

Se verifica echilibrul fiecarui nod

ZMihZO

L
Utilizand diagrama finalda de moment incovoietor si schema cinematica a structurii articulate, se
aplicd principiul lucrului mecanic virtual nul astfel: pe schema cinematica Incarcatd cu fortele
exterioare date si cu momentele de capat (schema care este in echilibru, corespunzator fiecarui grad
de libertate), se dau deplasari virtuale compatibile cu legaturile si se controleaza daca in fiecare caz

lucrul mecanic este egal cu zero (L' + LY =0).

2.5 Efectul variatiei de temperatura

Coeficientii necunoscutelor din sistemul ecuatiilor de conditie, k;; sau r;;, nu depind de tipul
incdrcarii, doar de caracteristicile geometrice si mecanice ale elementelor cadrului. Efectul variatiei
de temperatura fatd de temperatura de montaj se manifesta doar in calculul termenilor liberi din

sistemul ecuatiilor de conditie, prin doud efecte distincte: variatia de temperatura At = t, — t; si

L% studiate pe sistemul A h i

2 Pz

de baza din figura 2.9. -

temperatura din axul elementului t,, =

Efectul At se manifestd prin dezvoltarea unor momente

incovoietoare la capetele barelor, pe sistemul de baza, momente a B C
caror valori se determind cu metoda fortelor pe cele doua tipuri de
bare. Fig. 2.9
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te At=fe-ti h te At=te-ti

—— mij i
% B.LLh % ELLh -
At oA At At_ 3 At

M, =My (JtEI]:l MH_T“EIT

{aEI%

Cu aceste expresii se calculeazd momentele incovoietoare la capetele barelor si se traseaza diagrama
de moment din efectul variatiei de temperatura (fig. 210)

20 EIM% o EI,-]]%‘:
b T
“Eligy ugﬁf
Fig. 2.10

Efectul variatiei temperaturii din axul elementului fata de temperatura de montaj se manifesta prin

alungirea barelor, care determind modificarea pozitei nodurilor cadrului si implicit rotirea barelor si
deformarea acestora.

Pentru fiecare bard din sistemul de baza se calculeaza alungirea cu formula Al;; = al;jt;;.

Pozitia nodurilor se determina pe schema articulata static determinata atasata structurii (fig. 2.11).

Fig. 2.11
Se calculeaza rotirile barelor:
wt Alyg . Aljc — Alyp
hA — l hi — l
hA hA
t _Alﬂ t _AlhA+Alhi
hB l ic — l
hB ic
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Se calculeazd momentele incovoietoare la capetele barelor cu formula Ml-tj =K;j- 'Pitj sl se traseaza

diagrama de moment din variatia temperaturii in ax. (fig. 2.12)

Fig. 2.12

2.6 Efectul cedarilor de reazem

In cazul cadrului din figura 2.13 s-a produs deplasirea reazemului A pe vericala (va), pe orizontald
(ua) si rotirea sectiunii stalpului din reazemul B (0g). Pe schema articulata static determinata atasata
structurii, se calculeaza rotirile barelor din deplasarile reazemelor si se determind momentele
incovoietoare la capetele barelor (fig. 2.13):

h i C
Whi
kin Wi
IJk]B GB SN

ij GB

Fig. 2.13
Uy Vs
‘z”rfA=lh—A si qucl_a
l
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2.7 Exemple de calcul
Aplicatia 2.1 (fig. 2.14)

Cadrul are un nod fix. Se blocheaza nodul la rotire si se pune conditia ca reactiunea din blocajul
nodului sa fie egald cu zero.

r,Z, +R; =0

10kN/m 10kN/m

CILLITLL R & \
g =B 2 |t 3L ct = 2 3 i
& 20kN 20kN
o — : SB.
S 0 Io

A
_ 400 77 600 L

Fig. 2.14

Se determind caracteristicile de rigiditate ale barelor, respectiv se calculeaza coeficientii de rigiditate
la rotire de nod corectati pentru fiecare bara.

Bara | 1-A 1-B 1-C

p | b [ 2| 3h
4 4 6

yo) 0,5 0,75 1

Se calculeaza momentele de incastrare perfectd de la capetele barelor incarcate si se traseaza
diagrama momentelor de Incastrare perfecta pe sistemul de baza.

Se 1ncarca sistemul de baza cu rotirea de nod corectata Z1=1, se traseaza deformata sistemului de
baza si diagrama de momente. Momentele de la capetele barelor conectate in nod (coeficientii de
rigiditate corectati ai barelor la rotire de nod) sunt marcate pe schema deformata in figura 2.15.

20

7 10

10

Fig. 2.15
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r1 =075+ 0,5+ 1 =225
Ry =20 + 10 = 30

30
2,25

R
Z,=-——L =

=—-13,33
1

M,, =10 + 0,5(—13,33) = 3,33 kNm
My = 20 + 0,75(—13,33) = 10 kNm
Myc =0+ 1(—13,33) = —13,33 kNm
My, = —10 + 0,25(—13,33) = —13,33 kNm

Mg =0+ 0,5(—13,33) = —6,67 kNm

Diagrama finald de moment este prezentata in figura 2.16. Se traseaza diagrama de fortd taietoare
utilizdnd diagrama de momente obtinuta anterior, prin izolarea succesiva a barelor structurii (fig 2.17).

10kN/m
10 kNm

B 2
120 kN din q=10kN/m
2,50kN | 12,50kN din M=10 kNm
17,50kN | 122,50kN

©

17,50 &
: 22,50
1,75

Ay
10

1

15,31

13,33 kNm
(e
-

]

3,33 kN

6,67 kNm
pad)
l
1

13,33kN din M

6,00

|3.33kN

3,33 kN @
333 | [lel]]] ]

13,33 m\m@

wsm

3.33

I\/T77

Fig. 2.16

20kN
13,33 KNm 3,33 kNm
1)
= 4,00
10kN | 110 kN din P=20 kKN
2,50 kN| | 2,50 kN din M
12,50 kN| o 17,50 kN
12,50([ 4]
[TE 7,50
13,33 @ 3,33
11,67

s, 333
® u\HH@ﬁHHHHE
)

= 7,50
22,5041~
E @

Fig. 2.17
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Se izoleaza nodul (1) si se scrie echilibrul acestuia prin suma de forte dupa orizontala si vertical. Se
traseaza diagrama de efort axial (N) (fig. 2.18):

7,50
[TTTTTTIQTIITTTIh 22,5 3,33 —
S I @ l‘_N1¢—7,50kN
® T 7,50
N,=25,83kN
25,83

Fig. 2.18
Aplicatia 2.2 (fig. 2.19)

Structura are doud noduri fixe. Se introduc blocaje la rotire in cele doud noduri si se evidentiaza
necunoscutele-rotiri de noduri, obtinand astfel sistemul de bazi al structurii (geometric determinat).
Se calculeaza caracteristicile de rigiditate pentru fiecare bara a sistemului de baza.

30 kN 30 kN
16 kN/m 16 kN/m
A- LIJIILJII]] JIJIJLL]
3Io 1 3Io 2
S
- o I SB
B
.
L 300 3,00 6,00 )

Fig. 2.19

Se calculeazd momentele de incastrare perfecta la capetele barelor incarcate cu forte exterioare si se

traseaza diagrama Mr.
33,75, /48
S Wﬂl

Fig. 2.20

3Pl 3:30:-6
My = 7= = e = 3375 kNm
g2 16 - 62
%21=—9:R12=E= 12 =48 kNm

Apoi se incarca sistemul de baza cu fiecare necunoscuta-rotire de nod, egala cu unitatea si se traseaza
deformatele sistemului de baza si diagramele corespunzdtoare de moment.
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Fig. 2.21

Se scrie sistemul ecuatiilor de conditie
{7'1191 + T‘1292 + le = 0
T2191 + T2292 + sz = 0

Se calculeaza coeficientii necunoscutelor si termenii liberi:
1 = 1,5Ely + 1,6Ely + 2EI, = 5,1E],

T2 =131 = Ely

Ty, = 2EIy + 0,75E1, = 2,75E1,

Ryf = 33,75 — 48 = —14,25 kNm

Ryr = 48 kNm

Sistemul de ecutiilor de conditie va fi:

{Elo(s,l : 01 + 62) = 14‘,25
EIO(91 + 2,75 : 02) = —48

Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii se obtin urmatoarele valori pentru necunoscutele 01 si 02:

6,69

01 = El,
—-19,88
02 -

El,

Valorile fianle ale momentelor incovoietoare la capetele barelor sunt:

6,69
Mia = 33,75+ 15Ely——+0 = 43,79 kNm
0

6,69
MlB = 0 + 1,6E10_ = 10,71 kNm
El,

6,69 19,88
My = ~48 + 2Ely o+ El (- = ) = 54,50 knm

6,69
MBl = 0 + 0,8E10F+ 0 = 5,35 kNm
0

M,, =48 + EI 6,69
21 0 EIO

)

El,

8
+ 2E1, (— ) = 14,93 kNm
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19,88
My =0+ 0+ 0,75E, (— = ) = —14,93 kNm
0

Diagramele finale de eforturi vor fi urmatoarele:

43,79 54,50
P

AT 0.7 SR E
™M)

5,35
(54,60
éﬁ”;’oi %41,40 \\\I\\I\—)I\\\II/3’73
‘ ‘ Ha‘ 23,30 \‘\Uﬂ \61,30
3,73 ®
321 99,78 41,40
Fig. 2.22
Aplicatia 2.3. (fig.2.23)
Cadrul din figura de mai jos are un nod rigid si un grad de libertate elastica.
RN RN NN
C il REERRAEREY
= I N~ 2
=
c’\
ﬂ- SuBu
Z
L 6,00 |
1 1
Fig. 2.23
Se calculeaza, pentru fiecare bara a sistemului Bara 1-4 1-B 1-C
de baza, coeficientii de rigiditate la rotire de
nod corectati si coeficientii de rigiditate la Yo, 3.3k fo 3.2k
rotire de bara corectati. 46 5 4 6
p' 75 4 5
P 7.5 6 5
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Se traseaza diagrama momentelor de Incastrare )

perfectd pe sistemul de baza calculand
momentul in fiecare capat de bara.

ql? 126

_?— 3 =56 kNm

54, /54 ___m I / 4

U T

M

05"

Fig. 2.24 ® o5 1 3 05

11 11

Se traseaza diagrama de deplasari pe schema Fig. 2.25
articulata (Fig. 2.25)

Pe sistemul de baza se traseaza diagramele din Z1=1, respectiv Z,=1

Fig. 2.26

Se scrie sistemul ecuatiilor de conditie si se calculeaza coeficientii necunoscutelor si termenii liberi.

{T‘llzl + rlzzz + le = 0
T21Z1 + Tzzzz + sz =0

Coeficientii ecuatiei de nod:
T11=7,5+5+4= 16,5

T'12 = 3,75 - 5 + 2,5 = _7,25
Coeficientii ecuatiei de grad de libertate:

51 =—[75-054+6-1+5-(-05)] =—-7,25
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ryy = —[=3,75-0,5 + (=6 — 6)1 + 2,5(—0,5)] = 15,125
Ryr = —[54- 0,5 —54(=0,5) + 12+ 6- 1,5+ 2] = =270

Sistemul ecuatiilor de conditie devine: Solutiile sistemului sunt:
{ 16,5Z, —7,25Z, =0 {Zl = 9,9365
—7,25Z, + 15,1257, = 270 Z,=22,614

Valorile fianle ale momentelor incovoietoare la capetele barelor sunt:
My, =54+75-9,9365 — 3,75 - 22,614
= 43,72 kNm

My, = =54 +5-9,9365 + 2,5 - 22,614
= 52,22 kNm

Mgy =2-9,9365—6-22,614 = —115,81 kNm
Mip =4-9,9365 — 622,614 = —95,94 kNm

Diagrama finala de moment incovoietor este datd in

figura 2.27:

Diagramele T si N se reprezinta in figura de mai jos:

12kN/m 12kN/m
[TITTITIITI]4%72KNm 52922W1%1mm¢mmc
EETEE J ”’&’r 6,00 4‘&
1' : : * ﬂ
36 kN | 136 kN din q 36 kN | 136 kN din q
7,20kN | 17,29kN din M 8,70kN | 18,70kN din M
28,71KN| 143,20k 27,29kN | 44,70kN
@ (D
28,71 [Ty 27,29 | |
2,39 43,29 2,274 = || 44,70
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115,81 kNm 52,22 kNm

B% 5,00 4%1')
23,16 kN| | 23,16kN il W
19,19kN | |19,19kN /143,29 44,7
42,35kN | | 235N

@
42,35 ] 42,35
= 43,29 27,29
= Q\\\ = :lﬂ 7
\\@ ® oA
56,46 Nis
Fig. 2.28

Aplicatia 2.4 (fig.2.29)

Cadrul din figura de mai jos are un nod rigid si un grad de libertate elastica. Pentru rezolvarea acestei
probleme se va lucra cu coeficienti de rigiditate reali.

16 kN/m 9, 16 kN/m
20N [ [ITJDTIT)LT) 206NN LU UL Lol
1 3L 2
=
< 1 Io SB
0
A B ¥
' 3,00 ) 6,00 |L
Fig. 2.29
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Se traseaza diagrama momentelor de incastrare
perfectd pe sistemul de baza calculand momentul
in fiecare capat de bara. Forta concentratd din
nodul 1 nu dd moment de incastrare perfectd in
nici unul dintre capetele barelor din sistemul de
baza.

g2 16-62
EIR]_Z = ? = 3 =72kNm
/
Fig. 2.30

Se traseaza diagrama de deplasari pe schema
articulata (Fig. 2.31)

@

0.5

(LI

n

Fig. 2.31

Se determina caracteristicile de rigiditate ale barelor la rotire de nod si rotire de bara. Se incarca
succesiv sistemul de bazi necunoscutele egale cu unitatea si se traseaza deformatele barelor pentru

fiecare caz de Incarcare (fig. 2.32)

Fig. 2.32

Se scrie sistemul ecuatiilor de conditie si se calculeaza coeficientii necunoscutelor si termenii liberi.

{T‘llel + 'rlzwl + le =0
T2191 + 7"22‘11/1 + sz = 0

Coeficientii ecuatiei de nod:

1 = O,8EIO + 1,5E10 = 2,3EIO

T'lz = _1,2E10 + O,75EIO = _0,45EIO
Ryf =72
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Coeficientii ecuatiei de grad de libertate:

er = _[(0,4E10 + 0,8E10) - 1,5E10 ' 0,5] = _0,4‘5EIO
1oy = —[(1,2EI, + 1,2El,) — 0,75El, - 0,5 — 0,75E1, - 1] = 3,525E1,
Ry = —(72-0,5+20-4+16-6-15) = —260

Sistemul ecuatiilor de conditie devine:

{ 2,36, — 0,459, = 72
—0,450, + 3,525¥, = 260

Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii se obtin urmatoarele valori pentru necunoscutele 01 si ¥;:

0. — 46,907
{ L7 El,
79,747

1= El,
M,, =0+ 0,8EI 16,307 + 79,747 _ 58,17 kN

14 — ) 0 EIO ) 0 EIO - ] m

46,907 79,747
Mg =—-72 + 1,5EI, - +0,75El, - ——— = 58,17 kNm
El, El,
46,907 79,747
MAl = O + 0,4'EIO b - 1,2EIO b = _76,93 kNm
El, El,

79,747
Mgy = 0+0 = 0,75E]y - ——— = ~59,81 kNm
0

Se traseaza diagramele de eforturi finale pe structura initiala.

58,17
' 3830 14,95
@ 27.02 ® 57,70
/
76,93 59.81 /
14,95\
[T ITTITT&ITTITTII
27,61 ® 57,70

Fig. 2.33
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Aplicatia 2.5

Determinarea starii de eforturi in barele structurii din figura 2.34, avand 2 noduri fixe, se va face
utilizand calculul iterativ Cross. Diagrama momentelor de incastrare perfectd este trasatd in figura
2.35.

20kNi 2 4KN/m lZOkN
VUL L L) iy
1 31 2 3l
e
ﬂ:\ IO IO
A B
U300 . 500 | 300 | 3,00
1 il 1 il 1
Fig. 2.34

Pentru calculul coeficientilor de distributie se vor utiliza rigiditatile barelor la rotire de nod reale.

Nodul 1:
4EI,
— 5 —
dia = 4Ely , 43Ely — 0,25
—+
5
4-3EI,
— 5 —
5 5

dlA + d12 = 1,00

Nodul 2:
4-3EI,
— 5 —
d21 ~ 4-3El, + 4El, N 3-3Ely — 0,490
5 4 6
4EI,
dyp = . = 0,204
2B 4-3El, , 4El, . 3-3El, ’
5 4 6
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3-3El,

6 —
43Ely | #Ely | 33El = 0,306

5 4 6

dyc =

d21 + dZB + dZC = 1,000

Nod 1 2
Bara A-1 1-A consola 1-2 2-1 2-C 2-B B2
ds - 0,25 - 0,75 0,490 0,306 0,204 -
Lij - 0,5 - 0,5 0.5 - 0,5 -
1 - - 60,00 -50,00 50,00 225 - -
M. =-275 -6, 74 <— -13,48 -8.42 -5,60 = 280
M1 =-3,26 0,41 <— -0,82 - 244 = -122
M:=122 0,30 <— 0,60 0,37 025 + 0,13
M =-0,30 -0,04 <— -0,08 - -0,22 = 0,11
Me=0,11 0,05 0,03 0,02
M 045 @ -090 | 60,00 | -5910 | 3585 | -3052 | -533 | 267
ZMi=0 = M—=0
60,00
[ 39850
0.1 I~ AN [JREEpiS
’ 5,33
M)
0,45 2,67
Fig. 2.36
64,65\ % 15,09
=—#20,00 4,_91j
55,35 e
€3]
0,27 2,00
Fig. 2.37
63,15 [61,15
I\II\IIE\IHIHMHH\GHIHI\E
N
105,61 é 70,44
Fig. 2.38
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Aplicatia 2.6

Structura din figura 2.39 este cu noduri deplasabile, iar pentru determinarea eforturilor se va utiliza
procedeul iterativ in doud etape Cross. In figura 2.40 este evidentiatd analiza cinematica a structurii,
iar diagramele de momentelor de incastrare perfectd si din necunoscuta rotite de bara egala cu 1, este

trasata in figura 2.41.

24kN/m
20kN .
2o 2 Mo o
&
1,510 In <+
A B
0300, 500 | 5.00 L
1 1 1 7
Fig. 2.39
)
5
| 5.0,6
4
L, 101
1
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Nod 1 2
Bara A-1 1-A 1-2 2-1 2-C 2-B B-2
di - 0,428 0,572 0.421 0,316 0263 -
Wi - 0.5 0,5 0,5 . 0,5 -
i - - 50,00 | 50,00 | -75,00 - -
Mi=5000 10,70 <— 2140 28,60 > 14,30
Mz = 10,70 226 < 4,51 3,38 281 = 141
Mi=-226 | 048 <— -0,97 129 = -0,65
M: =065 0,13 < 0727 0,21 0,17 —> 0,09
Mi=-0,13 | -003<— -0,06 007 > 0,04
M. =004 0,02 0,01 0,01
M 10,19 2037 | -2037 68,41 -71,40 2,99 1,50
<~—— TM=0 ZMe=0
e -9,00 -9,00 720 7.20 - -7.50 7,50
M.=1,80 039 <— 077 1,03 = 051
M2 =-0.21 0,05 < 0,09 -0,07 0,05 0,02
M1 =0,05 0,02 0,03
MY -8,61 821 8,21 7,62 -0,07 1,55 7,52
M®* 7, 5538 | -52,81 52,81 49,01 0,45 4856 | -4837
M; 4519 | 3244 | 3244 | 11742 | -71,85 | -4557 | -4687
~—— T M=0 EMe=) ——>

117% 71,85
32,44, H’j\

7437
Fé?’\g,os Ik HHHHHHHI/ZS’II
=l
2
45,63
T) 89,97 N :
164,34
fs53 23,11 25,89 :

Fig. 2.42
Lllzl + Llf =0
L;; =(-8,61-8,21)-1+ (8,21 +7,62)-(-0,6) + (—7,55—7,52) -1 = —41,388

Ly = (10,19 + 20,37) - 1 + (20,37 + 68,41) - (—0,6) + (2,99 + 1,5) -1+ 204+ 24-5-1,5

= 266,226
, Lif +266,226 6432
7oL, 41,388
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Eforturi finale:

1
My =ML + M-z,
Verificare:

L = (—4519 — 32,44) - 1 + (32,44 + 117,42) - (—0,6) — (45,57 + 46,86) - 1 + 20 -4 + 24 -5
.1,5 = 0,024 = 0
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2.8 Probleme propuse

2.8.1 Pentru structura din figurd, diagrama de moment incovoietor pe sistemul de bazd, din
incarcarea cu rotirea de nod 01=1 este:

o1
22 22kN
kN Ny

o
Ol\
et
a)
1,6 Elo &1 =1
0,75 Elo
0,8EL =
d) e)
1,6 EL ©, =1
Ele

0,8 Elp =

2.8.2 Coeficientul necunoscutei 01, ki1, din ecuatia de echilibru de nod, pentru structura din figura,
are valoarea:

O1
22kN
eﬂ

S.B.

a) 2,60Elo b) 1,55El ¢) 3,15Elo d) 2,35Elo e) 2,75Elo
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2.8.3 Pentru structura din figura, coeficientul ki2 din sistemul ecuatiilor de conditie are valoarea:

o1
22kN
g
<
A
3,00
a) Elo b) -0,75Elo c) 0,75Elp d) -Elo e) 0,5Elg

2.8.4 Pentru care din urmatoarele scheme de incarcare exista diagrama finald de moment incovoietor
(M#£0)?

a) b) c)

/1
/|

e

d)

P
ﬁj
P
2.8.5 Pentru structura din figura, coeficientii de distributie ai momentului incovoietor, aferenti
capetelor de bare concurente Tn nod sunt:

e)

a) d1a=0,516 b) d1a=0,569 c) d1a=0,681
d1g=0,484 d1s=0,441 d15=0,319
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d) dia=0,615 e) dia=0,727
d1320,385 d1|3:0,273

2.8.6 Pentru structura din figura, coeficientul k22 din ecuatia de grad de libertate, din sistemul
ecuatiilor de conditie, are valoarea:

01
22kN
S
-+
A
>
a) 0,8Elo b) 4,05Elo c) 4,8Elo d) Elo e) 0,75Elp

2.8.7 Pentru structura din figurd, valoarea fortei concentrate P, pentru care se obtine diagrama finala
de moment incovoietor din figura de mai jos, este:

88,00

M)
A

44,00 =

a) P=17,6kN b) P=22kN ¢) P=20kN d) P=25kN e) P=11kN

2.8.8 Pentru structura din figura, valoarea coeficientului ki1 din ecuatia de echilibru de nod, din
sistemul ecuatiilor de conditie, are valoarea:

a) 2,75Elo b) 1,60El ¢) 3,6Elo d) 2,6Elo e) 1,75El

91



2.8.9 Pentru structura din figura, valoarea termenului liber Rzf din ecuatia de grad de libertate, din
sistemul ecuatiilor de conditie, are valoarea:

Io 2lo g
-
24kN A B
3,00
a) 96 b) 48 c) -96 d) -88 e)-72

2.8.10 Pentru structura din figura, valoarea fortei concentrate P, pentru care se obtine diagrama
finald de moment incovoietor din figura de mai jos, este:

26,18
1
To 2Io 3:
P A B |
Jra 69,82
3,00
a) P=22kN b) P=-20kN c) P=-22kN d) P=-24kN e) P=24kN

2.8.11 Pentru structura din figura, deformata structurii din incarcarea sistemului de bazd cu
necunoscuta rotire corectata de bara, Z>=1, este:

Z
25kN 25kN
ik (AR
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d) e)

2.8.12 Pentru structura din figurd, diagrama de moment incovoietor din incarcarea sistemului de

baza cu rotirea de bara, y1a=1, este:

25kN
1

&
cl\
Al Ao Io

A B

L 3,00 ‘L 3,007

a) b) c)

e

2.8.13 Pentru structura din figura, coeficientul ki1 din ecuatia de nod, din sistemul ecuatiilor de

conditie, are valoarea:
25kN

3,00 | 3,00~
1

a) 3,8El b) 3,2Elq ¢) 1,4El
93

d) 4,0El

e) 4,75El



2.8.14 Pentru structura din figura, coeficientul kiz din ecuatia de echilibru de nod, din sistemul

ecuatiilor de conditie, are valoarea:

25kN

<
<=,
= 410 Io
A B
. 3,00 | 3,00 7

7 7

1

a) -3,8Elo b) 5,4Elq

¢) 4,2El

z
25KN
R

S

d) -4,2Elq e) -5,4Elq

2.8.15 Pentru structura din figura, coeficientul k22 din ecuatia de grad de libertate, din sistemul

ecuatiilor de conditie, are valoarea:

25kN
1
g
= 410 Io
A B
. 3,00 | 3,00 7
1 7 7
a) 9,0Elo b) 10,2Elp c) -10,2Elo

z
25KN
R

S

d) -9,0El e) 7,8Elo

2.8.16 Pentru structura din figura, termenul liber Rif din ecuatia de echilibru de nod, din sistemul

ecuatiilor de conditie, are valoarea:

25kN

a) 125 b) 100 c) 0 d) 25

e) 75

2.8.17 Pentru structura din figura, termenul liber R2f din ecuatia de echilibru de nod, din sistemul

ecuatiilor de conditie, are valoarea:

25kN
1
S
=+ 410 Io
A B
. 3,00 | 3,00 7
1 T T
a)0 b) -100 c) 100 d) 200
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2.8.18 Pentru structura din figura, deformata structurii din incércarea sistemului de baza cu rotirea
de nod, 8:1=1, este:

25kN

d) )

91 =1

3,2Elo
{(1,6Elo

1,6Elo

2.8.19 Pentru structura din figura, valoarea fortei concentrate P pentru care se obtine diagrama de
moment incovoietor finala din figura este:

22,73

™

54,54

a) 20kN b) 22kN c) 30kN d) 25kN e) 32kN
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2.8.20 Pentru structura din figura, deformata sistemului de baza (structura cu nodurile blocate) din
incarcarea cu rotirea de nod 81=1 este:

16kN/m 30kN
20kN C
D 2L 1 ST
S
-+ Lo 1,51
A B
400 | 300 | 3,00
1 il | 1
a) b)
1,5Els  &=1 1,5EI, 8=l 1,5Elo
- 1,5Els X
1,2EI o
c) d)
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2.8.21 Pentru structura din figurd, diagrama de moment incovoietor pe sistemul de baza (structura cu
nodurile blocate) din incarcarea cu rotirea de nod 81=1 este:

16kN/m 30kN
20kN o
D 2L 1 3l 2
g
-+ Lo 1,51
A B
400 | 300 | 3,00
1 il | 1
a) b)

1,5Elo

c) d)

1,5Ele
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2.8.22 Pentru structura din figurd, diagrama de moment incovoietor pe sistemul de baza (structura cu
nodurile blocate) din Incarcarea cu rotirea de bard y2= yap=1 este:

16KN/m 30kN
20kN o
D 2L 1 3k JPa
8
<+ Io 1,51o
A B
400 | 300 | 3,00
1 il | 1
a) b)

1,5EL 1,5EI

c)
1,5El
1,125EL | | T T
=4
1,8EI o
= 1,8El
0,75EI»
e)
0,75EIs

0.75Elo [T e 4

1,8Elo

@y

1,8Elo
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2.8.23 Pentru structura din figurd, deformata corectd a sistemului de baza (structura cu nodurile
blocate) din Incarcarea cu rotirea de bara y2= yap=1 este:

16KN/m 30kN
20kN o
D 2L 1 3k JPa
8
<+ Io 1,51o
A B
400 | 300 | 3,00
1 il | 1
a) b)
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2.8.24 Pentru structura din figura, reactiunea din blocajul nodului 1 din incércarea sistemului de
baza cu rotirea de nod 81=1, are valoarea:

16kN/m 30kN
20kN o

D 2L 1 3l 2

g

-+ Lo 1,51
A B
400 | 300 | 3,00
1 il | 1

a) 3,75El b) 4,2Elo c) 3,9Elo d) 3,6El e) 4,5Elo

2.8.25 Pentru structura din figura, coeficientul k22 din ecuatia de grad de libertate din sistemul
ecuatiilor de conditie, are valoarea:

16kN/m 30kN 16kN/m ¢
20kN C 20kN [ [ [ [ L]l
D 2L 1 MW = 2
g
q-“ I 1,510 SB
A B ¥
C 400, 3,00 | 300
[ [ il |
a) 4,069E I b) 5,944El, c) 5,85Elo d) 3,6Elo e) 5,569E I

2.8.26 Pentru structura din figura, coeficientul ki din sistemul ecuatiilor de conditie, are valoarea:

16KN/m 30kN
20kN o

D 2L 1 3k JPa

8

<+ Io 1,51o
A B
400 | 300 | 3,00
1 il | 1

a) -1,425Elo b) -3,675Elo c) -1,85Elo d) 1,425Elo e) 3,375Elo
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2.8.27 Pentru structura din figura, termenul liber din ecuatia de grad de libertate (R2r), are valoarea:

16kN/m l30kN 16kN/m
20kN c 200N TTLLL LI,
D 2 1 £ 0) PaN ﬂé
3
- T 15k SB.
A B ¥,
400 300 300

a) 181,875kNm b) 40,875 kNm c) 101,875 kNm d) 62,75 kNm  e) 261,875 kNm

. . —Ny . ..
2.8.28 Pentru structura din figura, momentul neechilibrat de pe nodul 1 (M4 ) din incarcarea cu
forte exterioare, are valoarea:

16kN/m 30kN
20kN o

D 2k 1 3L

g

-+ To 1,510
A B
400 | 300 | 3,00
1 1 [ 1

a) -1,75kNm b) -65,75 kNm c) 9,5 kNm d) 1,75 kNm €)15,08 kKNm

2.8.29 Pentru structura din figurd, coeficientii de distributie aferenti capetelor de bard concurente in
nodul 1, au valorile:

16KkN/m 30kN
20kN C
D 2l 1 3l Wé
S
-+ To 1,510
A B
400 | 300 | 300
1 1 [ 1
a) d1p=0,357 b) d10=0,435 C) dip=0,217
d15=0,286 d1g=0,217 d15=0,348
d1c=0,357 d1c=0,348 d1c=0,345
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d) dip=0,425 e) dip=0,385
d1|3:O,256 d1|3:0,230
d:1c=0,319 d1c=0,385

2.8.30 Pentru structura din figura, diagrama corectd de moment incovoietor este (verificare cu
P.L.M.V):

16kN/m 30N
20kN o
D 2 1 310 AN
g
5 I 1,51
A B
400 | 3,00 | 3,00
1 1 | 1
a) b)
8.24 8.24
008 2 581
RN A
28,24 30,84 22,44 30,84
14,94 32,04 1754 2824
C) d)
28,32 32,04
0,08 [I 6,08 [T
= =
2824 30,84 25,96 30,84
14,94 1412 30 28,24
€)
26,10
10,28 |11,
S SIS
15.82 30.84
32,04

30
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: g o —Dy .
2.8.31 Pentru structura din figura, momentul neechilibrat de pe nodul 1 (M4 ') din incarcarea cu
necunoscuta rotire de bara y1= yap=1, are valoarea:

16kN/m 30kN
20kN c

D 2k 1 AN

2

e Io 1,510
A B
400 | 300 | 3,00
1 1 [ 1

a) -1,425Elo b) 1,425El, c) 2,175Elo d) -3,675Elo e) 1,875Elo

2.8.32 Pentru structura din figurd, coeficientii de distributie aferenti capetelor de bard concurente in
nodul 1, au valorile:

20kN/m
40kNHHHHH,J,HHHHC
2 3375l 1 33751 <

a) d2=0,365 b) d12=0,477 c) d12=0,382
d1g=0,180 d1g=0,141 d1g=0,177
d1c=0,455 d1c=0,477 d1c=0,441

d) di1.=0,382 e) d12=0,265
d1s=0,141 d15=0,199
d1c=0,477 d1c=0,536

2.8.33 Pentru structura din figura, coeficientul necunoscutei 81 din ecuatia de echilibru de nod (ki)
din sistemul ecuatiilor de conditie, are valoarea:

20kN/m
AOKN [ [ JJIIL LI ITIILT

2 33751 |1 3375 RC
=1
Io To o
A
O-\
B
| 5,00 ~ 400
1 7 1
a) 5,555Elo b) 4,05Elo ¢) 3,805Elo d) 3,555Elg e) 5,306Elo
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2.8.34 Pentru structura din figura, coeficientul necunoscutei yi=ya2=1 din ecuatia de echilibru de
nod (ki2) din sistemul ecuatiilor de conditie are valoarea:

20kN/m
40kN [ [ [ L LILIL TR
2 3,375I 13375 4

!

3,00

,0

500 T 400

a) 0,42Elo b) 0,56Elo c) -0,56Elo d) -1,54Elo e) -1,42Elo

2.8.35 Pentru structura din figura, coeficientul necunoscutei y1= ya2=1 din ecuatia de grad de
libertate (kz22) din sistemul ecuatiilor de conditie are valoarea:

20kN/m
40N [TLTLLIIITTITTITIT)

2 3,375 |1 3,375 RO
=4
To Te et
A
S
B
. 5,00 Z} 4,00
1 il 1
a) 1,42Elo b) 0,42Elo c) 0,56Elo d) -1,42Elo e) -2,00Elo

2.8.36 Pentru structura din figura, termenul liber Rif din ecuatia de echilibru de nod, din sistemul
ecuatiilor de conditie, are valoarea:

20kN/m
40kNHH¢HHHHHHHC
2 3375k |1 3375L <

a) -42,5 b) 62,5 c) 22,5 d) 22,5 e) 16,66

104



2.8.37 Pentru structura din figura, termenul liber Rof din ecuatia de grad de libertate, din sistemul
ecuatiilor de conditie, are valoarea:

20kN/m 20kN/m  Z,
40kNlHHHHHHHHHC 40kN [T IJTTITLINTIIITT]
2 3375 |1 3,375k ,,éo AN
Io Io Z SB.
A
B
500 7 400 |
a) -160,0 b) 120,0 c) -97,5 d) 142,5 e) -120,0

2.8.38 Pentru structura din figura, deformata corecta a structurii cu nodurile blocate, incarcata cu
rotirea de nod 61=1, este:

20kN/m
40KN .
2 33755 |L 3375L -
g
Is Is bt
A
g
B
L 500 T 400
a) b)
O=1
101EL  2,025EL
c) d)
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-1
‘2,53l

2,025l

2.8.39 Pentru structura din figura, diagrama de moment incovoietor pe sistemul de baza din
incarcarea cu rotirea de nod 81=1, este:

20kN/m
40KN .
2 3375L |1 3375
g
Is Is o
A
cﬂ
B
500 T 400
1 7 El
a) b)
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2.8.40 Pentru structura din figura, momentul neechilibrat de pe nodul 1 (Mif) ), din incarcarea cu
forte exterioare este:

20kN/m
40kN
2 33751 |1 33751 ,,é(i
I, I,
A
B
) 5,00 ~ 400
1 1 1
a) -62,5kNm b) 22,5kNm ) 40kNm d) -22,5kNm e) -40kNm

2.8.41 Pentru structura din figura, deformata sistemului de baza (structura cu noduri blocate) din
Incarcarea cu rotirea de bara W1=Wa2=1, este:

20kN/m
A0RN [ [ LI LL LTI

2 3375k |1 3375L v
S
Is IS ™
A
=]
B
500 T 400
1 1 1
a) b)
g =1/ 1,00EL 0,56EL.
'»1,00EL
&
AN
d)

¥,=1 0.75BL
1,00EL
i
PN
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2.8.42 Pentru structura din figura, diagrama de moment incovoietor pe sistemul de baza (structura cu
noduri blocate) din incarcarea cu rotirea de bara W1= Wa2=1, este:

20kN/m
40kNHHHHHHlHHHC
2 33751 |1 3375

[
<.
I: I: o
A
<,
B
) 5,00 T400
1 1 1
a) b)
@ 0,56EL ™ @ 0,56EL: —
1,00EIs 1,00FL:
c) d)
0,75El: ™ 0,75El: ™

2,025ET:

LOOEL

2
)
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2.8.43 Pentru structura din figura, momentul neechilibrat de pe nodul 1, din incarcarea cu rotirea de
bara W1= Wa2=1 are valoarea:

20kN/m
AOKN [ [ [P LI LI IILELT)

2 33751 |1 3375 e
=1
I Io o
A
on
B
| 5,00 © 400
1 7 1
a) 5,305Elo b) -0,56E o c) 0,56Elo d) -1,42Elo e) 0,42Elo

2.8.44 Pentru structura din figura si diagrama finala de moment incovoietor, diagrama de forta
taietoare este:

20kN/
AN m ) 72% 27,65 27
] =TT
2 33751 |1 3,375L =g %,57 s
Is Is o
A 86,43 ™M
3,
B
‘ 5,00 ~ 400 o
1 1 1
a) b)
64,466
35,534 46,91 m 46,91
\%\% e
0 33,09 -
64,4661 35,5347 1 33,?9%’
28,81 B 28,81 E
D 11,19 D [ 11,19
c) d)
35,534 33,09 35,534 46,91
5 \%\%
% % 33,09
64,466 46,91 64,466
28,81 21.61
@ 11,19 s1 (@ 8,95
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2.8.45 Pentru structura din figura si diagrama de forta taietoare, diagrama corecta de efort axial este:

20kN/m
40KN .
2 33751 |1 33751 —
I, I
A
B
500 T 400
1 7 1
a)

TR 2
40,00
N -
35,534 111,38
c)
\l\ll,ll—)glj\lllllllll\\\l"l?é
N —
35,534 — 111,38
Pay
€)
2

| T[T g -
1,19

)R —
35,534 111,38

35,534 46,91\

17,

D) ey
64,46
2881 (D 11,19
b)
] =
E %
35,534 %;8 10
d)

L()\I\%

11,19

MEII ]
3119 1,18
64466 ©

111,38
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2.8.46 Pentru structura din figura, cunoscand pozitia nodurilor din schema articulata static
determinatd atasatd structurii, sa se stabileasca diagrama corectd de moment incovoietor din variatia

temperaturii in axa barelor fatd de temperatura de monta;.
Alis-Ala

Aln Al A Aoy,
8°C c T
2 40x60 |1 40x60 —
8°C g
40x40 ZOGC 16°C o . \E-A
< 4040 g
B
500 7 400
1 i ki
a) b)
c)
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Anexa A - Rispunsuri probleme propuse

Metoda fortelor

14.1

1.4.2

1.4.3

14.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

1.4.8

1.4.9

1.4.10
1.4.11
1.4.12
1.4.13
1.4.14
1.4.15
1.4.16
1.4.17
1.4.18
1.4.19
1.4.20
1.4.21
1.4.22
1.4.23
1.4.24
1.4.25
1.4.26
1.4.27
1.4.28
1.4.29
1.4.30
1.4.31
1.4.32
1.4.33
1.4.34
1.4.35
1.4.36
1.4.37
1.4.38
1.4.39
1.4.40
1.4.41
1.4.42
1.4.43

a
c

b

o

1.4.44
1.4.45
1.4.46
1.4.47
1.4.48

Metoda deplasarilor

2.8.1
2.8.2
2.8.3
2.8.4 a
2.8.5
2.8.6
2.8.7 b
2.8.8
2.8.9
28.10 e
2811 ¢
2.8.12
2.8.13
2.8.14
2.8.15
28.16 ¢
2.8.17
28.18 e
2.8.19
2.8.20
2821 b
2822 d
2823 a
2.8.24
2.8.25
28.26 a
2827 ¢
2828 d
2.8.29
2.8.30
2831 b
2832 d
2.8.33
2.8.34
2835 a
2.8.36
2.8.37
2.8.38
2839 b
2840 d
2841 e
2.8.42
2843 ¢
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2.8.44 a
2845 e
2846 Db
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