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Prefata

Cursul de Matematici Speciale, incluzand capitolele Combinatorica, Pro-
babilitati discrete si Teoria grafurilor, este inclus in programa de studii a
sectiei de Calculatoare gi Tehnologia Informatiei in primul semestru al anului
intai. Capitolele mai sus mentionate sunt ramuri ale asa-numitelor matema-
tict discrete, numite si matematici finite, care se ocupa cu studiul obiectelor
matematice care au o structura discreta, in sensul ca nu necesita notiunea
de continuitate. Majoritatea obiectelor matematice studiate in matematicile
discrete sunt multimi finite sau infinit numarabile, cum ar fi grafurile finite
sau multimi de numere intregi.

Matematicile discrete au capatat un mare interes in ultimii ani dato-
rita aplicatiilor sale in stiintele calculatoarelor. Conceptele din matematicile
discrete sunt utile in studiul sau descrierea obiectelor sau problemelor din
algoritmi si limbaje de programare.

Pe langa ramurile studiate aici, matematicile discrete mai includ: lanturi
Markov, algoritmica (studiul metodelor de calcul), teoria complexitatii (stu-
diul limitarilor teoretice si practice ale algoritmilor), logica (studiul rationamentelor),
teoria multimilor, geometria discreta si computationala, teoria codificarii si
criptologia, optimizarea discreta, algebra liniara etc.

Aceasta carte este este accessibila oricarei persoane care are cunostinte
de matematica dobandite in liceu.

Cluj-Napoca, octombrie 2016 Daniela Rosca



Cuprins

1 Metode de numarare 7
1.1 Numararea ca gi bijectie. Principiul cutiei . . . . .. .. . .. 7
1.2 Principiide baza . . . . .. ... 8
1.3 Numararea perechilor . . . . . . .. .. ... 9
1.4  Functii, cuvinte gi selectii . . . . . . . .. ... ... 11

1.4.1  Selectii ordonate cu repetitii (cuvinte) . . . ... ... 11
1.4.2 Injectii ca si selectii ordonate fara repetitii . . . . . . . 12
1.4.3 Permutari . . . .. .. ... oL 13
1.4.4  Selectii neordonate fara repetitii . . . . . . .. ... .. 14
1.4.5 Selectii neordonate cu repetitii . . . . . .. ... L. 15
1.5 Design-uri . . . . ... ..o 16
1.6 Partitii si distributii . . . .. ... oo 17
1.6.1 Partitii ale unei multimi in submultimi (partitii de multimi) 18
1.6.2  Distributii, surjectii si numere multinomiale . . . . . . 19
1.6.3 Partitiiintregi . . . . . .. .. ..o 22
1.7 Recurente si functii generatoare . . . . . .. ... ... L. 22
1.8 Relatii de recurenta si functii
generatoare . . . . ... .. ..o 23
1.8.1 Recurente liniare . . . . . . ... ... ... ... ... 23
1.8.2 Functii generatoare . . . . . . .. ... ... 24
1.8.3 Recurente liniare neomogene . . . . . . . . . .. .. .. 25
1.8.4 Recurenta lui Catalan . . . ... ... ... ... ... 27
1.8.5 Cateva proprietati ale functiilor generatoare . . . . . . 28
1.9 Probleme rezolvate . . . . . . . .. ... 0oL 29

2 Probabilitati discrete 32
2.1 Evenimente aleatoare . . . . . . . ... ... 32
2.2 Axiomele teoriei probabilitatilor . . . . . . ... ... 33
2.3 Probabilitati conditionate si independenta . . . . . . . .. .. 35
2.4 Probabilitatea totala. Formula lui Bayes . . . . .. .. .. .. 37
2.5 Scheme probabilistice . . . . . ... ... ... L. 39

2.5.1 Schema binomiala . . . . . ... ... ... L. 39
2.5.2  Schema multinomiala . . . . . ... ... ... ... .. 39
2.5.3 Schema hipergeometrica . . . . . .. .. ... ... .. 40
2.5.4 Schema hipergeometrica generalizata . . . . .. .. .. 41
2.5.5  Schema urnelor lui Poisson . . . . . . . ... ... ... 41
2.6 Variablile aleatoare . . . . . . ... .00 42
2.6.1 Variabile aleatoare discrete . . . . . . .. ... ... 43
2.6.2 Variabile aleatoare continue . . . . .. ... ... ... 44
2.7 Suma variabilelor aleatoare . . . . . .. .. ... 45
2.8 Exempledev.ad. . ... ... ... 46



CUPRINS >

2.8.1 Distributia binomiala . . . . . . ... ... 0. 46
2.8.2 Distributia hipergeometrica . . . . . .. ... ... .. 46
2.8.3 Distributia lui Poisson . . . . . .. ... ... ... .. 47
2.8.4 Distributia geometrica . . . . . ... ... ... 47
2.8.5 Distributia binomiala negativa . . . . . . . ... .. .. 48
2.8.6 Distributia urnelor lui Poisson . . . . . . . ... .. .. 49
2.9 Valoare medie gi varianta . . . . .. .. ... 49
2.10 Covarianta . . . . . . . ... 52
2.11 Valori medii si variante pentru cateva v.ad. . . . . . . .. .. 53
2.12 Teorema lui Chebagev . . . . . . ... ... ... ... .... 57
2.13 Legile numerelor mari. . . . . .. ... .. ... ... 58
2.14 Probleme rezolvate . . . . . . ... ... 0oL 61
3 Teoria grafurilor 67
3.1 Imtroducere . . . . . . . . ... 67
3.1.1 Grafuri. . .. ..o 67
3.1.2  Gradul unui varf. Teorema lui Euler . . . . . .. ... 68
3.1.3 Lanturi, lanturi simple, lanturi elementare, cicluri in
grafuri . . . ... 69
3.1.4 Conectivitate in grafuri . . . . . ... .. .. ... ... 71
3.1.5 Multigrafuri, grafuri orientate si multigrafuri orientate 72
3.1.6  Drumuri, drumuri simple, drumuri elementare, cicluri
in grafuri orientate . . . .. ... ..o 74
3.1.7  Conectivitate si conectivitate tare in grafuri orientate . 75
3.2 Reprezentarea grafurilor . . . . .. ... ... . 00 7
3.2.1 Matrice de adiacenta . . . . . ... ... 7
3.2.2 Matrice de incidenta . . . . . . ..o 82
3.3 Arbori, sortare gi cautare . . . . .. ... ... 83
3.3.1 Arbori curadacina . . . ... 85
3.3.2 Arboride decizie . . . ... ... ... 86
3.3.3 Arboridesortare . . . ... ... ... L. 87
3.4 Arbori binari i coduri binare . . .. ... ..o 89
3.4.1 Arbori binari . . .. ... 89
3.4.2 Coduri binare . . . . ... ... 91
3.5 Arbori de acoperire . . . . ... .. 96
3.5.1 Cautare in adancime si cautare in largime . . . . . . . 99
3.5.2  Grafuri cu ponderi si arbori economici . . . . ... .. 101
3.5.3 Arbore de acoperire minima in grafuri orientate . . . . 105
3.5.4 Lant minim. Algoritmul lui Dijkstra . . . .. ... .. 107
3.6 Algoritmi de tip greedy . . . . . . .. ... L. 110
3.6.1 Algoritm greedy pentru problema ponderii maxime . . 111
3.6.2 Algoritm greedy pentru colorarea varfurilor . . . . . . 112
3.7 Grafuri bipartite . . . . ... o 114
3.7.1 Cuplaje . .. ... 115
3.7.2 Cuplaje in grafuri bipartite . . . . ... ... ... .. 116
3.7.3 Cuplajmaxim . . . . .. ... ..o 119
3.8 Grafuri hamiltoniene i euleriene . . . . . . . .. ... ... 121
3.8.1 Grafuri hamiltoniene . . . . . ... ... ... 122
3.8.2 Grafuri euleriene . . . ... ..o 123
3.8.3 Problema postagului . . . ... ... ... ... 126
3.9 Retele . . . . . o 128



CUPRINS 6
3.9.1 Drumuri critice . . . ... ..o 128

3.9.2 Fluxsitaietura . . . .. .. .00 130

3.9.3 Flux maxim, taietura minima . . . .. ... ... ... 132

3.9.4  Algoritmi pentru gasirea unui flux maxim cu valori intregi135

Anexa A: Relatii binare 137
A.1 Relatii de echivalenta . . . . . . ... .. ... ... ... ... 137

A2 Relatiide ordine . . . ... ... ... ... ... .. ..., 138



Capitolul 1

Metode de numarare

In multe probleme din teoria probabilitatilor sau stiinta calculatoarelor avem
nevoie sa calculam numarul de evenimente rezultate in urma efectuarii unui
experiment, a obiectelor sau a operatiilor necesare unui algoritm. Acest
capitol prezinta cateva metode de baza legate de cele mai comune situatii
intalnite in problemele de numarare.

1.1 Numararea ca si bijectie. Principiul cu-
tiei

Cum putem numara o multime finita? In practica, de obicei indicam obiectele
si spunem wunu, doi, trei etc, oprindu-ne atunci cand am ajuns la ultimul
obiect. Din punct de vedere matematic, aceasta metoda inseamna a construi
o functie de la multimea pe care vrem sa o numaram la multimea N, =
{1,2,...,n}. Aceasta functie trebuie sa fie bijectiva: fiecare obiect trebuie
numarat o singurda data. In consecinta, prima definintie va fi:

Definitia 1.1 Fie m € N. Multimea A are m membri daca exista o bijectie
de la A la N,,.

Pentru a arata ca prin numarare nu putem obtine rezultate diferite, avem
nevoie de aga-numitul <principiu al cutiei> (al lui Dirichlet).

Teorema 1.1 (Principiul cutiei) Fie m € N. Atunci pentru orice n € N
este adevarata urmatoarea afirmatie:

Daca exista o injectie de la N, la N,,, atuncin < m.

O formulare echivalenta este urmatoarea: Daca n > m, atunci nu exista nici
o injectie de la N,, la N,,,. Aceasta inseamna ca, daca n > m si n obiecte sunt
introduse n m cutii, atunci (cel putin) o cutie va contine mai mult decat un
obiect.

Folosind principiul cutiei, urmatoarea definitie determina o valoare unica
pentru m.

Definitia 1.2 Daca exista o bijectie intre A si N,,, atunci spunem ca A are
masura sau cardinalul m si scriem

|A| = m.

In continuare ne vom numi n-multime o multime A cu n elemente si o
k-submultime a lui A o submultime cu k elemente.

7
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Cateva aplicattii ale principiului cutiei

Exemplul 1.1 In orice mulfime cu mai mult de 13 persoane, exista cel putin
doua care au ziua de nastere in aceeast luna.

<Cutiile> sunt aici cele 12 luni i <obiectele> sunt pesoanele.

Exemplul 1.2 La o petrecere, ori de cate ore doua persoane sunt prezentate
una alteia, ele ist dau mana. Sa se explice de ce la petrecere trebuie sa fie
(cel putin) doud persoane care dau mana de acelagi numar de ori.

Solutie. Notam cu A multimea persoanelor de la petrecere, m = |A|, si fie
f(z) = numarul de persoane din A cu care z da mana.

Valorile posible ale lui f(z) sunt 0,1,...,m — 1, deci putem defini functia f :
A— B,cu B={0,1,--- ;m—1}. Nuputem aplica principiul cutiei, deoarece
|A| = |B|. Dar, daca exista o persoana z* care da mana cu m — 1 persoane,
atunci fiecare da mana cu x*, si prin urmare nu exista nici o persoana care sa
nu fi dat mana. In consecinta, valorile 0 si m — 1 nu pot fi luate simultan de
catre o functie fixata f, deci |B| < m— 1. Din principiul cutiei deducem ca f
nu este injectiva, deci exista doua persoane 1, xo pentru care f(x;) = f(x2).
Deci x1 si 9 dau mana de acelasi numar de ori.

Aceasta problema poate fi formulata si in felul urmator: Sa se arate ca in
orice multime A de persoane exista doua care au acelasi numar de prieteni
in A. Presupunem ca |A| > 2 si ca, daca x este prieten cu 2/, atunci 2’ este
prieten cu z.

Desigur, metoda «<a arata si a indica numarul> nu este suficienta pentru a
numara multimi mai sofisticate, prin urmare e nevoie sa studiem alte metode.

1.2 Principii de baza

Primul principiu este foarte simplu si poate fi formulat matematic astfel:
Principiul 1 (principiul adunarii) Daca A si B sunt multimi nevide
si disjuncte, atunci
|AUB| = |A| + |B].
Evident, rezultatul poate fi extins la orice reuniune de multimi doua cate
doua disjuncte Aq, Ag,--- , A, adica

|A; U AU UA,| = A + |A2| + -+ + |Aul (1.1)

Observatia 1.1 Principiul adunarii spune ca, atunci cand exista n cazuri
astfel incat al i-lea caz are k; optiuni, pentru 1 = 1,2,...,n, $t oricare doud
cazuri nu au nict o opliune in comun, atunci numarul total de optiuni este
ki+ko+ ...+ k,.
O aplicatie simpla a formulei (1.1) este o forma generalizata a principiului
cutiei: presupunem ca un numar de obiecte sunt distribuite in n cutii si A4;
reprezinta multimea obiectelor din cutia i, 1 < i < n. Intrucat multimile A;
sunt disjuncte, numarul total de obiecte este |A;| + |Az| + - -+ + |A,|. Daca
presupunem ca nici o cutie nu contine mai mult de k obiecte, numarul total
de obiecte este cel mult
kE+k+---+Fk=nk.

Exprimand contrariul afirmatiei de mai sus, obtinem principiul generalizat
al cutiei:
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Teorema 1.2 Daca m obiecte sunt distribuite in n cutii st m > nk, atunci
cel putin o cutie contine cel putin k + 1 obiecte.

Exemplul 1.3 Intr-o competitie in care echipele au cinci membri, requla
aste ca membrii fiecarei echipe trebuie sa aiba zilele de nastere in aceeasi
luna. Cate persoane sunt necesare pentru a garanta ca se poate construi o
echipa?

Solutie. Aplicand principiul generalizat al cutiei, numarul de persoane este
strict mai mare decat 4 - 12, deci numarul minim de persoane este 49.

|
In cazul cand multimile A; nu sunt in mod necesar disjuncte, avem
urmatorul rezultat.
Principiul 2 (Principiul includerii si al excluderii) Daca Ay, As, . ..
sunt multimi finite, atunci

|A1UA2UUAn| :al—a2+a3—---(—1)”_1an, (12)

unde «; este suma cardinalelor intersectiilor de ¢ multimi:

ap = Z |A’L|7
i=1
Qo = Z |Al ﬂAj|,

1<i<j<n

Demonstrarea principiului includerii si al excluderii se poate face prin inductie
dupa n. Ca si o consecinta imediata are loc urmatorul rezultat.

Corolarul 1.3 Daca A, As, ..., A, sunt submultimi ale unei N-mulfimi
date X, atunci numarul de elemente care nu apartin nici uneia din aceste
submultimi este

|X\(A1U---UAn)| = |X|_|A1U"'UAn|
= N—aj+ay—...+(—1)",. (1.3)

O aplicatie a acestui principiu este problema deranjamentelor (a se vedea
sectiunea 1.9, pag. 30).

1.3 Numararea perechilor

In practica avem nevoie cateodata sa numaram lucruri care pot fi descrise
in mod natural ca gi perechi de obiecte. De exemplu, vrem sa calculam
incarcarea didactica pentru un an de studiu. Pentru a face acest lucru, con-
struim un tabel, unde fiecare linie corespunde unui student si fiecare coloana
corespunde unei discipline. Daca un student x participa la cursul y atunci
marcam pozitia corespunzatoare (x,y) din tabel. Numarul total de semne
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este Incarcarea didactica.

student \ curs | Cy; Cy C3 -+ (), | suma pe linii
Sh v v :
S v v :
53 v v v rx(S)
Sm v v
suma pe coloane | - <o (S) - S|

Problema noastra va fi numararea unei submultimi S a produsului cartezian
X x Y, unde X este multimea studentilor si Y este multimea disciplinelor.

Primul mod consta in a numara semnele de pe linia x si a gasi totalul
pe linii r,(S), pentru fiecare x € X. Numarul de elemente din of S poate fi
obtinut adunand toate sumele pe linii,

S| =" ra(S). (1.4)
rzeX
Al doilea mod consta in a calcula semnele din coloana y si a calcula totalul
pe coloane ¢,(S), pentru fiecare y € Y. In acest caz |S| poate fi obtinuta
prin adunarea tuturor sumelor pe coloane,

151 =3, (9). (L5)

yey

Evident, cele doua sume trebuie sa coincida si aceste doua expresii pentru
|S| sunt deseori utilizate in practica pentru a verifica rezultate, sau in teorie
pentru a deduce anumite proprietati ale cardinalelor multimilor X si Y.

Exemplul 1.4 Intr-o grupa sunt 24 fete. Fiecare fata cunoaste 7 din baietit
din grupa si fiecare baiat cunoaste 8 fete din grupa. Cati baieti sunt itn grupa?

Solutie. Notam cu n numarul de baieti. Construim un tablou unde plasam
baietii pe coloane si fetele pe linii. De fiecare data cand baiatul z o cunoaste
pe fata y, marcam elementul (z,y). Egaland suma de pe linii cu suma de pe
coloane obtinem 8n = 7 - 24, deci exista n = 21 baieti.

Exemplul 1.5 FEste posibil sa se gaseasca o mulfime de submulfimi ale lui
N7 cu proprietatea ca fiecare are 5 elemente si fiecare element al lur Ny
apartine la exact 4 din aceste submulfimi?

Solutie. Construim un tablou cu elementele 1,2, ..., 7 pe linii si submultimile
cerute Ay, ..., Ay ale lui N; (k necunoscut in acest moment) pe coloane. Ori
de cate ori ¢ € Ay, marcam pozitia (k,). Totalul pe linii va fi 4 -7 = 28, in
timp ce totalul pe coloane va fi 5 - k. Deoarece 5 nu este divizor al lui 28,
problema are raspuns negativ.

O consecinta simpla a egalitatilor (1.4) si (1.5) este al doilea principiu de
baza:

Principiul 3 (Principiul multiplicarii) Date fiind multimile X gi YV,
cardinalul multimii X x Y este dat de

[ X x Y[ =|X]-|Y].
Evident, rezultatul poate fi extins la un produs finit de multimi:

‘X1XX2XXXH|:’X1”X2”X7L’
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Observatia 1.2 Principiul multiplicaric spune ca, atunci cand o procedura
poate fi despartita in n pasi, astfel incat exista ki optiuni pentru pasul 1, si
astfel incat, dupa efectuarea pasului i — 1 (i = 1,2,...,n) exista k; optiuni
pentru pasul i, atunci numarul de moduri in care poate fi realizata procedura

este
ki ko-... k.

1.4 Functii, cuvinte si selectii

In cele mai multe probleme de numarare avem un numar n de obiecte care
sunt distribuite in k clase sau grupuri. Numarul de moduri in care poate fi
facuta aceasta distributie depinde de urmatoarele:

1. obiectele sunt distincte sau nu;

clasele sunt distincte sau nu;

ordinea obiectelor dintr-o clasa este relevanta sau nu;
ordinea claselor este relevanta sau nu;

obiectele pot fi folosite mai mult de o singura data sau nu;
sunt admise clase vide sau nu.

S

Exercitiu 1.4 Sa se gaseasca un exemplu practic pentru fiecare din cazurile
enumerate masi Sus.

1.4.1 Selectii ordonate cu repetitii (cuvinte)

Pentru o multime datd Y # (), consideram multimea {f, f : N,, — Y}.
Valorile luate de functia f determina m-uplul

(f(1),f(2),...,f(lm) €Y x...xY :=Y™

Reciproc, fiecare element din Y™ este un m-uplu (y1,y2,...,Ym) Si cores-
punde unei functii f : N,, — Y definita prin

f) =y, f(2) =y2,..., f(Mm) = Ym.

In concluzie, a defini o functie f : N,, — Y este echivalent cu a alege un
element din Y. Daca privim elementele multimii Y ca pe litere ale unui
alfabet, atunci secventa f(1), f(2),... f(m) poate fi privita ca cele m litere
ale unui cuvint. De exemplu, daca Y = {a,b,c,d}, cuvintele <pom> si
<alb> corespund, respectiv, functiilor f,g: N3 — Y definite prin

f() =p, f2) = o, [(3) =m,
9(1) =a, 9(2) =1, g(3) = b.

Definitia 1.3 Un cuvdnt de lungime m in alfabetul Y este o functie f :
N,, —» Y.

Teorema 1.5 Fie X,Y multimi finite nevide si fie
F={f, f: X—=>Y}
Daca | X| =m g1 |Y| =n, atunci

|F| =n™.
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Demonstratie. Orice f € F este determinat de m-uplul valorilor sale

(f(z1), f(22), ., flmm)) €Y™
Prin urmare, |F| = |[Y™| = n™ -

O formulare echivalenta a acestel teoreme este: Numdrul cuvintelor de
lungime m dintr-un alfabet Y cu n symboluri este n'™.

Exemplul 1.6 Intr-un alfabet cu 26 litere, existd 26° cuvinte cu 3 litere,
presupunand ca nu exista nici o restrictie la formarea cuvintelor. O ilustrare
intuitiva a obtinerii acestut numar este urmatoarea:

) ) )
26 moduri 26 26

Aici cele trei cutii reprezinta cele trei <pozitii> ale literelor cuvintelor, fiecare
din ele fitnd <completats independent in 26 moduri.

Prin urmare, exista un alt mod de a interpreta o functie f : N,, — Y
(sau, echivalent, un cuvant de lungime m in alfabetul Y): Pentru a construi
cuvantul <pom>, mai intai am selectat litera p din stoc, apoi o, apoi m.
Presupunem ca avem un stoc nelimitat de litere. Astfel, fiecare cuvant re-
prezinta o selectie ordonata a literelor alfabetului Y = {a,b,...,z}, cu
repetitii permise. In concluzie, putem enunta urmatoarea teorema.

Teorema 1.6 Numarul de selectic ordonate cu repetitie a m obiecte din n-
multimea Y este n™.

Exemplul 1.7 Daca X este o m-multime, atunci numarul total de submultimz
ale lui X este 2.

Solutie. Presupunem ca X = {xy,z9,..., 2, } si fie Y alfabetul {0, 1}. Orice
submultime S a lui X corespunde unui cuvant de lungime n din alfabetul Y,
definit de functia
. 1, daca z; € S,
1) = { 0, dacax; ¢ S.

De exemplu, daca m = 7 si S = {x2, 24,25}, cuvantul este 0101100. In
concluzie, numarul de submultimi distincte ale lui X coincide cu numarul de
cuvinte de lungime m din alfabetul {0, 1}, care este 2™.

1.4.2 Injectii ca si selectii ordonate fara repetitii

In unele situatii ne este permis sa avem doar un obiect de fiecare tip. De
exemplu, daca selectam o echipa, nici un jucator nu poate fi selectat mai
mult de o singura data.

A realiza o selectie ordonata inseamna a defini o functie f : N,, — Y]
cu f(i) reprezentand al i-lea obiect selectat. A permite repetitii inseamna
ca este posibil sa avem f(j) = f(k) pentru j # k. A nu permite repetitii
inseamna a impune ca f sa fie injectiva. Suntem interesati sa determinam
numarul de injectii. Acest numar este dat in teorema urmatoare.



CAPITOLUL 1. METODE DE NUMARARE 13

Teorema 1.7 Numarul de selectiv ordonate fara repetitit, a m obiecte dintr-
o multime Y cu n elemente, este egal cu numarul de injectii
f N, =Y sieste dat de formula

n!

nn—1)(n-2)...(n—m+1)= (1.6)

(n—m)!"
Demonstratie. Valoarea f(1) poate fi atribuita in n moduri. Daca nu ad-
mitem repetitii, valoarea f(2) poate fi atribuita in n — 1 moduri, si in final,
valoarea f(m) poate fi atribuita in n — m + 1 moduri. Din regula de multi-
plicare rezulta formula (1.6). |

Observatia 1.3 Numerele n(n —1)...(n —m + 1) apar destul de frecvent
in probleme de numdarate, astfel ca au primit urmatoarele denumiri:

n*:=nn—1)Mn-2)...(n—m-+1)

sunt numite factoriale descendente' (de n de lungime m). Analog se
considera B
n™:=nn+1)(n—-2)...(n+m—1)

care se vor numi factoriale ascendente.?

Observatia 1.4 Numarul n™ este de fapt numarul de cuvinte de lungime
m ale caror litere, elemente din 'Y (cu |Y| = n), sunt diferite. Din acest
motiv, aceste cuvinte se numesc m-permutart ale lui Y sau aranjamente
de n luate cate m. De exemplu, 1234 si 6512 sunt doua 4-permutari ale lui

Y ={1,2,...,6}.

Exemplul 1.8 Cate cuvinte din 4 litere se pot forma dintr-un alfabet de 9
simboluri, dacd nici o litera nu se poate folosi mai mult de o singurd data?

Rdspuns. 92 =9-8-7-6 = 3024.

Exemplul 1.9 Pentru o clasa formata din 30 elevi, in cate moduri se pot
acorda premii la sfarsit de an, stiind ca exista un premiu intdi, un premiu
dot si un premiu trei?

Raspuns. 302 = 30 - 29 - 28 = 24360.

1.4.3 Permutari

Presupunem ca un numar de obiecte sunt agezate aleator unul dupa altul.
Din punct de vedere matematic, acest lucru inseamna a defini o functie de
la multimea de <pozitii> ocupate de obiecte, la multimea de obiecte.

Definitia 1.4 O permutare a unei mulfimi finite X # 0 este o bijectie
o: X — X.

Pentru a simplifica scrierea, in mod frecvent se considera, in loc de o n-
multime X arbitrara, multimea N,,. Multimea tuturor permutarilor lui N,,
va fi notata prin II,,. Ca o consecinta immediata a teoremei 1.7, avem:

In limba engleza falling factorials.
2In limba englez& rising factorials.
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Teorema 1.8 Numarul permutarilor multimii N,, este
IL,|=nn—-1)-...-2-1=n! (1.7)

O permutare 7 € II,, va fi notata cu

Exemplul 1.10 Patru persoane se pot aseza in sir indian in 4! = 24 moduri.

Definitia 1.5 O permutare w € 11, se numeste deranjament daca w(i) # i
pentru orice 1 € N,,.

Astfel, (3,2,1) nu este deranjament al lui N3, dar (2,3, 1) este deranjament.
Numarul de deranjamente va fi calculat in sectiunea 1.9, pag. 30.

1.4.4 Selectii neordonate fara repetitii

Presupunem ca avem o multime X cu n obiecte si selectam k din ele. Re-
zultatul selectiei este o k- submultime Y. In acest model, important este
rezultatul selectiei, si nu procesul de selectie. De asemenea, nu exista posi-
bilitatea de repetitie (fiecare membru al lui X este in Y sau nu si nici un
membru nu poate fi selectat mai mult de o singura data). De exemplu, dintr-
o clasa de 30 elevi, vrem sa selectam 3 elevi pentru a participa la o excursie
gratuita in jurul lumii. Desigur nimeni nu va fi interesat de ordinea in care
s-a facut selectia, ci doar de rezultatul selectiei.
Numarul de selectii neordonate fara repetitii a k obiecte dintr-o

n- multime X, este numarul de k- submultimi ale multimii X. In general,
acest numar este notat cu () (se citeste combindri de n luate cdte k) si se
numeste numéir binomial®.

Teorema 1.9 Numarul binomial (Z) are expresia

<n> nn—1)...(n—k+1) nk n! (1.8)

k) k! Ok Kl(n—k)
Demonstratie. Cele k elemente ale k-submultimii pot fi selectate in n(n—1)
-+« (n —k + 1) moduri, la fel cum am facut pentru selectiile ordonate fara
repetitii. Aceste k obiecte pot fi permutate intre ele in k! moduri. Deoarece
ordinea nu conteaza, alegem doar unul din cele k! moduri, astfel ca in final
numarul de k-submultimi ale unei n-multimi va fi

nn—1)...(n—k+1)
k! '

|
O proprietate imediata este (Z) = (nfk)
Observatia 1.5 Numarul binomial poate fi definit intr-un caz mai general,
ca
x zz—1)...(x —k+1)
= 1.9
pentru v € R, k€ NU{0}.

3In cele mai multe din cartile romanesti se foloseste notatia C* pentru numarul binomial

(3)-
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Exemplul 1.11 Dintr-o clasa de 30 elevi putem selecta o echipa de 7 elevi
care sa participe la o excursie in (370) = 2035800 moduri.

Exemplul 1.12 (Numararea sirurilor de biti de lungime n cu exact
k zerouri) Care este numdrul de giruri de biti de lungime n cu eract k
zerouri?

Solutie. Fiecare gir de biti este determinat prin alegerea unei
k- submultimi a n- multimii de pozitii. Astfel, zerourile sunt plasate in aceste
k pozitii i unitatile in cele n—k pozitii ramase, agsa cum s-a facut in exemplul
1.7, pag. 12. In concluzie, numéarul cerut este (Z)

1.4.5 Selectii neordonate cu repetitii

Suntem interesati acum de cazul selectiilor neordonate cu repetitii.

Exemplul 1.13 Sa se scrie selectiile neordonate de patru obiecte din mulfimea
{a,b,c}, cu repetitii permise.

Solutie. Exista 15 asemenea selectii gi acestea sunt:

aaaa aaab aaac aabb aabc
aacc abbb abbc abcc accc
bbbb bbbc bbece  beee  ccece

Cum se pot numara in cazul general? Ideea este sa reprezentam asemenea
selectii ca gi cuvinte cu litere din alfabetul {0,1}. De exemplu, cuvéantul
asociat selectiei abcc va fi 101011. Zerourile sunt markeri care separara
tipurile de obiecte, iar unitatile ne specifica numarul de obiecte din fiecare
tip. Daca nu exista nici obiect de un anumit tip, nu se pune nimic. Astfel,
in exemplul nostru, aceasta asociere va fi

Problema se reduce astfel la a determina numarul de siruri de biti de lungime
sase, care contin exact doua zerouri. Acest numar este (g) = 15 (a se vedea
exemplul 1.12; pag. 15).

In general, putem enunta urmatoarea teorema.

Teorema 1.10 Numarul de selectit neordonate, cu repetitii, a k obiecte dintr-
o multime de n obiecte este ("+,l:_1).

Demonstratie. Intrucat selectiile sunt neordonate, fara a altera gene-
ralitatea problemei putem aranja obiectele astfel ca, in cadrul fiecarei selectii,
toate obiectele de un anumit tip apar primele, urmate de obiectele de un alt
tip etc. Dupa aceea, se poate asocia fiecarei selectii cate un cuvant de lungime
n+ (k — 1) din alfabetul {0, 1}, aga cum am explicat in exemplul anterior.
Presupunem ca avem n; obiecte de tipul i. Primele n; litere ale cuvanului
vor fi 1, urmate de un 0, urmatoarele ny litere vor fi din nou 1, urmate de un
0, si aga mai departe. Daca pentru un ¢ avem n; = 0, atunci vom avea doi
markeri consecutivi. De exemplu, pentru selectiile accc si ccce cuvintele vor
fi 100111 i respectiv 000111. Asocierea definita prin aceasta regula este o
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bijectie de la multimea de selectii la multimea de cuvinte de lungime n+k—1
care contin exact n — 1 zerouri. In concluzie, numarul de cuvinte este

("Zﬁ;l)z(n+z_l). (1.10)

Observatia 1.6 Putem remarca faptul ca a defini o selectie neordonata cu
repetitii a k obiecte dintr-o multime de n obiecte este echivalent cu a introduce
k bile identice in n cutiv distincte. Intr-adevar, constructia de siruri de biti
poate fi facuta luand cate un 1 pentru fiecare bila si 0 ca marker care separa
cutiile.

Exemplul 1.14 Avem 6 feluri de prajituri. Cate platourt diferite care sa
contina 10 prajituri se pot alcatui? (presupundnd ca avem cel putin 10
pragituri din fiecare fel).

Raspuns. (155) = 3003.

Exemplul 1.15 Sa se arate ca, daca sunt aruncate trei zaruri identice,
exista 56 rezultate posibile. Cate rezultate exista in cazul cand sunt arun-
cate n asemenea zaruri?

Raspuns. Acest numar este (";5), in particular (2) = 56.

Exemplul 1.16 Presupunem ca expresia (xq1+xo+x3)" este dezvoltata si ca
termenii asemenea sunt restrangi, folosind regulile algebrice cunoscute. Care
este numarul de termeni din formula care rezulta?

Raspuns. Avem n de 1 (obiecte, corespunzand monoamelor z;), si 2 markeri,
separand pe z1 de x5 §i respectiv pe o de x3. Astfel, numarul de siruri de

biti de lungime n + 2 continand 2 zerouri si n unitati va fi (":2).

1.5 Design-uri

Un fabricant a dezvoltat un produs nou si doreste sa evalueze n varietati ale
lui cerand anumitori consumatori sa testeze aceste varietati. Este imposibil
din punct de vedere practic ca fiecare consumator sa testeze toate varietatile,
deci ar fi rezonabil sa se impuna urmatoarele conditii:

(i) Fiecare consumator ar trebui sa testeze acelagi numar k de varietati;

(ii) Fiecare varietate ar trebui sa fie testata de acelagi numar r de consu-
matori.

De exemplu, daca n =8, k =4, r = 3, o schema posibila ar fi sa cerem
la 6 persoane sa testeze varietatile, dupa cum urmeaza:

1234 5678 1357 2468 1247 3658,
unde numarul 1,2, ..., 8 reprezinta varietatile.

Definitia 1.6 Fie X o n-mulfime. O multime B de k-submultimi ale lui X
este un design cu parametrii (n, k,r) daca fiecare membru al lui X apartine
la exact r dintre submultimile lui B.

Un element B € B se numeste un bloc al design-ulus.
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Aga cum am vazut in exemplul 1.5, pag.10, nu exista nici un design cu
parametrii (7,5,4), deci este necesar sa gasim conditii asupra parametrilor
(n, k,r) care sa asigure existenta unui design cu acesti parametri.

Prin urmare, sa consideram o n-multime X si fie C o multime de k-
submultimi ale lui X, nu neaparat un design. Ca gi in sectiunea 1.3, con-
struim un tablou (pentru cazul particular n = 6,k = 3). Un semn pe pozitia
(x,C;) inseamna = € C;. Pentru fiecare x € X, fie r(z) numarul de aparitii
ale lui z ca si element al unei submultimilor C;.

X \ C Cl CQ 03 C4 T(LL’)
1 v v 3
2 v v 2
3 v 1
4 v v v 3
5 v 1
6 v v | 2
3 3 3 3

Daca presupunem ca fiecare C; este o k-submultime a lui X, atunci pe fiecare
coloana totalul va fi k. Egaland totalul pe linii cu totalul pe coloane obtinem

D o r(X)=1C| k. (1.11)

zeX

S& presupunem acum ca avem un design B cu parametrii (n, k,r). In acest
caz in egalitatea (1.11) inlocuim r(z) = r, obtinand

n-r==k-b, (1.12)

unde b = |B| este numarul de blocuri.
Mai mult, numarul total de k-submultimi ale lui X este (Z), deci numarul
b de blocuri ar trebui sa fie mai mic decat acest numar. In concluzie

b= % < (Z) (1.13)

Se poate demonstra ca (1.12) i (1.13) sunt de asemenea conditii suficiente
pentru existenta unui design. Mai precis, are loc teorema 1.11. Pentru
demonstratia implicatiei inverse si alte proprietati ale designs-urilor, a se
consulta [2].

Teorema 1.11 Ezista un design cu parametrii (n,k,r) daca si numai daca

-1
k|nr gi TS(Z—l)'

1.6 Partitii si distributii

In acest paragraf vom studia partitii ale unei multimi in submultimi (partitii
de multimi), partitii intregi, si distributii ale unei multimi de obiecte intr-o
multime de cutii.
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1.6.1 Partitii ale unei multimi in submultimi (partitii
de multimi)

Definitia 1.7 Fie I # 0 o mulfime de indici, finitd sau infinitd. O partitie
a unei multimi X este o familie H = {X;, i € I} de submultimi nevide ale
lui X, astfel incat

i€l
2. X; sunt disjuncte doua cate doua.

Cu alte cuvinte, fiecare element x € X trebuie sa aparting uneia $i numai
uneia din submultimile X;. Submultimile X; se mai numesc si clasele sau
partile partitiei H.

Observatia 1.7 A defini o partifie a unei n- multimi X in k parfi este
echivalent cu a plasa n bile distincte in k cutii identice astfel incat sa nu
ramand goald nici o cutie (plasare surjectiva).

Exemplul 1.17 Familia H = { X1, Xo, X3, X4}, unde
X1 ={1,2,9), X, =1{3,5,7,10}, X3 = {4}, X, = {6,8}

este o partitie a lui Nyg.

Un alt exemplu de partitie este dat in Apendicele A , pag.137, unde am
aratat si cum o relatie de echivalenta determina o partitie.

Desigur ne intereseaza sa calculam numarul de partitii. Un prim rezultat
privind acest numar este urmatorul.

Teorema 1.12 Fie S(n, k) numarul de partiii ale unei n-mulfimi X in k
parti (numite gi k-partitii), 1 < k < n. Atunci

1. S(n,1) =1,
2. S(n,n) =1,
3. S(nyk)=8Sn—1,k—1)+kS(n—1,k), pentru 2 <k <n—1.

Demonstratie. Mai intai se constata cu ugurinta ca S(n, 1) = 1, deoarece
exista doar o partitie a lui X intr-o singura parte, si anume H = {X}. La
fel, S(n,n) = 1, intrucat din nou exista doar o partitie a lui X in n clase, si
anume H = {{z}, v € X}.

Ramane de demonstrat 3. Pentru aceasta, sa fixam z € X. Cu z fixat,
distingem urmatoarele tipuri de partitii:

Tipul 1: partitii in care multimea {z} este o parte,

Tipul 2: partitii in care partea care il contine pe z are si alte elemente.

Sa calculam numarul de partitii de tipul 1. Daca multimea {z} este
inlaturata din partitie, obtinem o partitie a (n — 1)- multimii X \ {z} in k—1
parti, si exista S(n — 1,k — 1) astfel de partitii. Reciproc, data fiind o astfel
de partitie, putem reconstitui partea {z}.

Sa calculam acum numarul de partitii de tipul 2. Presupunem ca H este
o partitie de tipul 2 cu partile X, Xo,..., X;. Putem defini o pereche de
obiecte (i,Hp), cu i luat astfel incat z € X; si cu Hy luata ca si partitie a
(n — 1)- multimii X \ {z} cu cele k parti X,..., X; 1,
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Xi\{z}, Xis1, ..., Xk Exista k valori posibile pentru i gi S(n— 1, k) partitii
posibile Hyg, deci avem kS(n — 1, k) asemenea perechi. Reciproc, data fiind
o asemenea perche (i, Hy), putem reda z partii X; si reconstitui H.

Intrucat pentru un z fixat o partitie poate fi fie de tipul 1 fie de tipul
2, prin adunarea numerelor obtinute pentru fiecare tip de partitie se obtine
concluzia 3. ]

Observatia 1.8 Numerele S(n, k) sunt cunoscute ca gi numerele lui Stir-
ling* de speta a doua. Din nefericire nu exista o formuld simpld pentru
aceste numere, dar folosind recurenta 3 putem construi urmatorul tabel:

k|1 2 & 4 5 6 7 8
111

2 |1 1

3 |1 5 1

/1 7 6 1

5 11 15 25 10 1

6 |1 31 90 65 15 1

7 11 63 301 350 140 21 1
8 |1 127 966 1701 1050 266 28 1

Exemplul 1.18 Multimea N5 are urmatoarele 2-partitii, unde am inlocuit
U cu + st am omis acoladele si virgulele pentru a simplifica scrierea:

12345 = 1234 +5, 1235 +4,1245 + 3, 1345 + 2, 2345 + 1,
124 + 35, 125 + 34, 134+ 25, 135 + 24, 145 + 23,
234 + 15, 235+ 14, 245+ 13, 345 + 12.

Intr-adevar, am obtinut S(5,2) = 15 partitii.

1.6.2 Distributii, surjectii si numere multinomiale

Am vazut ca o partitie este echivalenta cu o plasare surjectiva de bile distincte

in cutii identice (neordonate). In cazul in care cutiile sunt ordonate, partitia

se va numi distributie. Astfel, a defini o distributie inseamna a plasa obiecte

distincte in cutii distincte, astfel incat nici o cutie sa nu ramana goala, sau,

echivalent, a defini o surjectie de la multimea bilelor la multimea cutiilor.
In exemplul 1.17, pag. 18 avem plasarea

cutia 1: 1,2,9; cutia 2: 3,5,7,10; cutia 3: 4; cutia 4: 6,8,

care definegte surjectia D : X — N, data de

z |1 2 3 45 7.8 9 10
D()|1 1 2 3 2 2 4 1 2°

=2

In concluzie, problema numararii distributiilor este echivalenta cu pro-
blema numararii surjectiilor. In acest moment putem demonstra urmatorul
rezultat.

4James Stirling (1692-1770), matematician scotian.
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Teorema 1.13 Fie S mulfimea surjectiilor de la o n-mulfime X la o k-
multime Y. Atunci

S| = k!~ S(n, k). (1.14)

Demonstratie. Fiecare surjectie D : X — Y induce o partitie a lui X in
k parti. Daca o asemenea partitie este data, exista k! surjectii care o pot
genera, intrucat cele k£ parti se pot atribui celor k elemente ale lui Y un orice
mod bijectiv. In concluzie, are loc formula (1.14). [

Exemplul 1.19 Sa se calculeze numarul de moduri in care se pot imparti
cartile la jocul de Bridge.
Re-formulare. Avem 52 obiecte (carti de joc) si patru cutii (cei patru jucatori),
si trebuie sa distribuim cate 13 carti fiecarui jucator. In acest joc conteaza ce
carti primeste fiecare jucator. Astfel, nu vom cere determinarea numarului de
partitii ale 52-multimii X in patru 13-submultimi, ¢i numarul de functii sur-
jective de la 52-multimea X la 4-multimea Y = {N, E, S, W} cu proprietatea
ca fiecare <cuties> a lui Y primeste 13 obiecte din X.

Mai general, putem cere numarul de surjectii de la o n-multime la o k-
multime de cutii {yi1,y2, ..., yx} cu proprietatea ca

ny obiecte sunt introduse in prima cutie yy,
ng obiecte sunt introduse in a doua cutie ys,

ny obiecte sunt introduse in a k-a cutie yj.

Acest numar este notat cu

n
1.15
(nl,ng,...,nk) ( )

si este numit numar multinomial. In continuare vom da o formula pentru
acest numar.

Teorema 1.14 Date fiind numerele intregi pozitive (> 0) n, ny,no, ..., ng
satisfacand conditia ny +ng + ...+ ni =n, avem
n n!
= . (1.16)
ny,No,...,Ng nl'ng‘nk‘
Demonstratie. Mai intai aranjam obiectele in X = {z1, s, ..., 2,} astfel:
xﬂ(l)?‘rﬂ(?)) s 7x7r(n)7

unde 7 este o permutare a lui N,,. Apoi definim o surjectie de la X la Y prin
introducerea primelor n; obiecte din lista in prima cutie (), a urmatoarelor
ny obiecte n a doua cutie (y3), ..., a ultimelor nj obiecte In ultima cutie
(yx). Se obtine aceeasi surjectie daca se permuta primele n; obiecte intre ele
in orice mod. Acest lucru poate fi facut in n;! moduri. Astfel, din cele n!
permutari 7w, exista nq! - no! - ... - ng! care vor induce o surjectie data. In
concluzie, numarul de surjectii proprietatea specificata este intr-adevar cel
din formula (1.16). [
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Observatia 1.9 Numarul multinomial (1.15) mai apare si sub terminologia
k

numarul de permutdri cu repetitii, a n = > n; simboluri de k tipuri
i=1

distincte, unde n; sunt de tipul v, 1 =1,2,..., k.

Observatia 1.10 Teorema 1.14 ramane adevarata si in cazul cand una sau
mai multe din numerele n; sunt zero. In acest caz, simbolul din (1.15) este
definit ca si numarul de functii de la o n-multime la o multime de k <cutii> |
cu proprietatea ca n; obiecte sunt plasate in cutia @, pentru i = 1,...,k.
In acest caz functitle nu sunt in mod necesar surjectii, intrucat admitem ca
anumit numere n; sa fie zero. Cu conventia 0! = 1, formula (1.16) ramane
adevarata.

Exemplul 1.20 Cate cuvinte de 10 litere se pot forma din literele cuvantului
MATEMATICA?

Solutie. Fiecare cuvant corespunde unei surjectii de la multimea {x1, s, ..., z10}

la multimea de 6 <cutii> {A,C, E, I, M, T}, astfel incat trei obiecte merg
in <cutia> A, un obiect in <cutia> C, un obiect un <cutia> E, un obiect
in <cutia> I, doua obiecte in <cutia> M si doua obiecte un <cutia> T.
Numarul total de cuvinte va fi

10 = 10 = 151200
3,1,1,1,2,2/ 3111212 '

Sa observam ca in cazul particular £ = 2 numarul multinomial coincide cu
numarul binomial. Din acest motiv este de asteptat sa existe o generalizare
a teoremei binomiale (a binomului lui Newton). Aceasta generalizare este
cunoscuta ca si teorema multinomiala.

Teorema 1.15 (Teorema multinomiald) Fie n,k numere intregi pozitive
(>0). Atunci

n n
(X1 4+ 220+ ... +a)" = g < . )x’flx?...:ﬂk’“, (1.17)
) Ik

niy,Ng, ...

unde suma este luata dupa toate k-uplele de numere intregi nenegative (> 0)
(ny,mna,...,nk) astfel incat ny +ng + ... +ngx = n.

ni,.na

Demonstratie. Atunci cand se calculeaza membrul stang, termenul 27" x5

apare prin alegerea de n; ori a factorului x;, 7« = 1,2,..., k. Cu alte cuvinte,
termenul x}'x5? - - z* corespunde unei functii de la multimea de n factori
(monoame) la multimea {zq,xs, -+, 2}, cu proprietatea ca ca n; factori

merg in x;, pentrus=1,2,... k. Exista

( ) )
Ny, No,y ..., Nk

asemenea functii, gi prin urmare acesta este numarul de termeni

ni . .n2 Nk .
xtwy? -+ - ,” din produs. |

Nk
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1.6.3 Partitii intregi

Definitia 1.8 Fien € N. Suman =ny+ns+ ... +ng, cun; €N, se va
numi o k-partitie (intreagd) a numarului n. Numarul de k-partitii ale lui
n va fi notat cu P(n, k).

Observatia 1.11 A defini o k-partitie intreaga a lui n este echivalent cu a
introduce n bile identice in k cutit identice, astfel incat nici o cutie sa nu
ramand goala (plasare surjectiva).

Pentru numarul P(n, k) nu exista nici o formula de recurenta acceptabila,
similara celei din teorema 1.12 pentru numerele lui Stirling S(n, k), care sa
ne permita calculul imediat al numerelor P(n, k).

Exemplul 1.21 4-partitiile lui 8 sunt:
S+1+1+1,4+24+1+1, 3+3+1+1,34+2+2+1, 24+2+2+2.

Se pot considera de asemenea k-partitii intregi ordonate, daca, de exem-
plu, se considera ca 3+ 3+ 141 # 3+ 1+ 3+ 1. Astfel, constructia unei
k-partitii intregi ordonate a lui n este echivalenta cu plasarea a n bile identice
in k cutii distincte, astfel incat nici o cutie sa nu ramana goala.

Problema numararii partitiilor intregi ordonate nu poate fi rezolvata in
mod similar cu cazul partitiilor ordonate de multimi, unde s-a inmultit
numarul S(n, k) de partitii neordonate de multimi cu numarul k! in care
partile se pot permuta intre ele (a se vedea teorema 1.13). Intr-adevar, pen-
tru 3+ 1 + 1 nu exista 6 = 3! partitii ordonate distincte, cu numai trei:
3+1+1,1+3+1,14+ 14 3. Prin urmare, trebuie folosita o alta abordare.
Teorema 1.16 Numarul k-partititlor intregi ordonate ale lui n este (Zj)
Demonstratie. Observam ca fiecare k-partitie ordonata a lui n este echi-
valenta cu introducerea a n bile identice in k cutii distincte, astfel incat nici
o cutie sa nu ramana goala. Deci, incepem prin a plasa cate o bila in fiecare
cutie. Astfel, raman de plasat arbitrar cele n — k bile ramase in k cutii. Sirul
de biti asociat (a se vedea sectiunea 1.4.5, pag. 15) va contine n — k unitati
si k — 1 zerouri. Numarul de giruri de biti de lungime n —k+k—1=n—1,
cu exact k — 1 zerouri, este intr-adevar (Zj) ]
Exemplul 1.22 3-partiiile ordonate ale lui 6 sunt:

44141, 1+4+1, 1+14+4, 34241, 3+1+2,
24+3+1, 24143, 14+3+2, 1+2+3, 2+242.

Avem intr-adevar (g) = 10 partitii ordonate.

1.7 Rezolvarea problemelor de numarare fo-
losind relatii de recurenta

Exemplul 1.23 (Problema turnurilor din Hanoi) Avem trei suporturi
numerotate 1,2,3 si pe unul din suporturi avem asezate n discuri, fiecare mai
mic in diametru decat cel situat sub el. O miscare permisa consta in a muta
un disc de pe un suport pe altul, astfel incat un disc sa nu fie asezat peste un
disc cu suport mai mic. Cate mutari permise sunt necesare pentru a muta
cele trei discuri de pe un suport pe altul?
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Solutie. Pentru a rezolva problema mutarii tuturor discurilor de pe suportul
1 pe suportul 2, executam urmatoarele:

1. (recursiv) Rezolvam problema mutarii a n — 1 discuri de pe suportul 1
pe suportul 3;

2. mutam discul n pe suportul 2;

3. (recursiv) Rezolvam problema mutarii a n — 1 discuri de pe suportul 3

pe suportul 2.
Fie a, numarul de mutari necesare pentru a muta n discuri de pe un

suport pe altul. Obtinem urmatoarea relatie de recurenta
anp =2ap_1+1, a1 =1.

Avem, ay = 3, a3 = 7, deci se poate ghici cu usurinta ca a, = 2" — 1, fapt
care se poate demonstra imediat prin inductie.

Ce se intampla insa daca se obtine o relatie de recurenta unde este impo-
sibil sa ghicim termenul general? Pentru aceste situatii avem nevoie de teorii
mai sofisticate.

1.8 Relatii de recurenta si functii
generatoare

1.8.1 Recurente liniare
Fie k € N. Un tip simplu de recurenta este
Upak = O0QUpik—1 + Qolpik_o+ ...+ agptly,, n > 0. (1.18)

cu g, t = 1,2,..., k, numere reale date astfel incat a; # 0. Aceasta este
numita recurenta liniara de ordin £ si o formula explicita pentru termenul
general u,, se poate gasi ori de cate ori ug, uy, ..., ur_1 sunt dati. Pentru a
dovedi acest lucru e nevoie sa demonstram mai intai urmatoarea lema.

Lema 1.17 Multimea de siruri care satisfac relatia de recurenta (1.18) este
un spatiu vectorial de dimensiune k.

Demonstratie. Daca (ay,), si (b,), satisfac (1.18), atunci un calcul simplu

arata ca « - (an), si (a, + by), satisfac (1.18), deci avem un spatiu liniar.

Pentru a gasi dimensiunea lui, e nevoie sa gasim o baza formata din k giruri.
Ideea este sa asociem ecuatia caracteristica R(x) = 0, unde

R(:c) =gk — alxkfl — .= Q1T — Q. (1_19)
Sunt posibile urmatoarele situatii privind radacinile lui R:

1. Daca ry este o radacina a lui R, atunci sirul (uy,),, unde u,, = r7, satisface
(1.18). Intr-adevar, avem r¥ = ayr¥™' + ...+ ap_1r + oy si, dupa

inmultirea acestei egalitati cu r{, rezulta concluzia.

2. Daca r; este o radacina dubla nenula a lui R, atunci sirul (b,),, unde
b, = nry, satisface (1.18). Intr-adevar, din R(r;) = R'(r1) = 0 obtinem

k k-1 1
kri™™ = ai(k—D)r™ o+ ot
PR = PR g T 4 g

Daca se inmultegte a doua egalitate cu n i se aduna aceste doua ega-
litati, se obtine concluzia.
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3. Daca ry este o radacina cu multiplicitatea p pentru R, atunci girurile (u, ),
cu

n n 2.n p—1_n
u, € {rf,nri,n i, ... 0P rt}

sunt solutii pentru (1.18). Pentru a arata acest lucru se folosesc aceleasi
argumente ca si in cazul anterior.

4. Daciryp = a+if = e"**? sunt radacini complexe ale lui R, atunci putem
scrie
r = e%e” = e?(cos b+ isinb),
gl prin urmare r}, = e*(cosbn +isinbn). In acest caz sirurile (¢,),

si (dy)n, date de

Cn = 5(7“? +75) =e*"cosbn,
1
d, = 5(7{‘ —ry) =e*"sinbn,

sunt solutii reale pentru (1.18).

5. Daca r; 2 = a =+ Bbi sunt radacini complexe pentru R cu multiplicitatea
p, atunci in acelagi mod putem arata ca

2 2 -1 -1
Cnydp,nCpyndy,,n"cy,ndy,,...,n"" c,,n"""d,
satisfac relatia de recurenta (1.18).

In concluzie, celor k radacini ale lui R li se pot asocia solutii liniar inde-
pendente ale recurentei. Solutia generala (Y,,), a recurentei (1.18) va fi o
combinatie liniara a acestor solutii. Coeficientii combinatiei liniare vor fi
determinati in mod unic din conditile «initiale> Yy = wug,..., Y1 = up_1.
De exemplu, in cazul cand R sunt radacini reale si distincte, solutia generala
este (Yo)n, cu Y, = Bir] + Bory + ... + Berl. Constantele reale f; vor fi
determinate in mod unic din conditiile Y; = u;, ¢ = 1,..., k, care se pot scrie
astfel:
Pi+ B2+ ...+ Br = uo,

Bir1 + Bare + ...+ Bk = uq,

Birt 4 Bory T L+ B =

Necunoscutele 1, ..., B sunt unic determinate deoarece determinantul sis-
temului este nenul (fiind un determinant Vandermonde asociat radacinilor
distincte r;). Se poate demonstra ca acest determinant este nenul i in restul
cazurilor. |

1.8.2 Functii generatoare

Asga cum s-a vazut deja in exemplul 1.23, solutia unei probleme de numarare
(si nu numai) poate fi exprimata ca si un sir (u,),. In asemenea cazuri, un
mod uzual de a rezolva acest tip de probleme se bazeaza pe reprezentarea lui
(un)n ca gi o serie de puteri

gu(z) = Zun:v” (1.20)
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In aceastd situatie, g, se foloseste sub denumirea de functie generatoare®
pentru sirul (u,),. (Este desigur necesar ca seria sa convearga daca g, este
definita ca si functie de x. Daca g, este privita ca si un element al unui inel
de polinoame, o asemenea convergenta nu este necesara). In unele cazuri e
posibil ca seria (1.20) sa se reduca la suma finita, i atunci g, este un polinom.

Exemplul 1.24 Fie m € N fizat st fie u,, numarul de n-submultimi ale unei
m-mulfimi. Se stie (a se vedea sectiunea 1.4.4, pag. 14) ca

de unde functia generatoare va fi
"~ /m
() = "= (1+2)™
Gu() n§:0 (n)x (1+2)

In cazul cand formula de recurenta este data pentru (u,),, functia gene-
ratoare poate fi utila pentru determinarea unei expresii generale pentru wu,,.
Metoda are trei pasi:

(i) din relatia de recurenta deducem o ecuatie pentru g,(z),
(ii) se rezolva ecuatia pentru g,(x),

(i) se gaseste o formula pentru coeficientii u,, ai lui g, (x) (prin descompunere
in fractii simple sau prin teorema binomiald) in felul urmator: Daca se
pot determina g, si seria sa de puteri, pentru a gasi u, vom identifica
coeficientii seriei de puteri.

Observatia 1.12 Pentru recurenta liniara si omogena studiata in paragraful
precedent, se pot utiliza de asemenea functit generatoare, dar aceasta metoda
necesita mat multe calcule decat folosirea polinomului caracteristic.

1.8.3 Recurente liniare neomogene

In unele cazuri metoda functilor generatoare poate fi folosita pentru rezolva-
rea recurentelor liniare gi neomogene. O asemenea recurenta este

Upto = QUpiq + bu, + f(n),  wg,up dati. (1.21)

Aplicabilitatea metodei depinde de forma particulara a functiei f. Fie

gu(z) = Zunx"
n=0

Daca se inmultegte aceasta identitate cu (a + bx) se obtine

(a+bx)gu(z) = aug+ (auy + bug)z + (aug + buy)z? + . ..
+(au, + bu, 1)z + ...

5Functile generatoare au fost introduse de citre De Moivre si Euler la inceputul secolului
XVIIIL
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Din (1.21) deducem ca

CLU1+bU0 = UQ—f<O>,
aug +bu; = ug— f(1),

au, +bu,—1 = Uy — f(n—1).

Inlocuind aceasta expresie se obtine, dupa gruparea termenilor si dupa inmultirea
egalitatii cu x,

z(a + bx)g,(r) = aupxr + Z Uy z™ T — Z fln—1)a™, (1.22)
n=1

n=1

In acest moment e nevoie sa determinam suma seriei de puteri
o
E f(n —Da™ = h(x).
n=1

Daca nu putem gasi aceasta suma h, metoda egueaza.
Presupunem ca am gasit h. Ne concentram pe (1.22) si inlocuim prima
suma din membrul drept cu g, () — ug — uyz. Astfel, (1.22) devine

—ug + (aug — up)x — h(x)

1.2
bx? +ax — 1 (1.23)

gu(z) =

Dezvoltand aceasta functie in serie de puteri si identificand coeficientul lui
2™, vom obtine o expresie generala pentru wu,,.

Exemplul 1.25 Sa se gaseasca termenul general u, al recurentei
Upyo = —Upt1 + 2Uy + 1, cuug = —2,u; = 1.
Solutie. Din calculele de mai sus, efectuate pentru cazul general, gasim

00 00
1’3

h(z) = Z(n — 12" =23 Z(n —1)a"? = —(1 o
n=1 n=2
Apoi, din (1.23),
(2) —24 3z A n B n C i D
wl\ L) = — )
g 1-2PQe+1) (1—2)p (1—22 1-2z 2z0+1
cud=1,B=-1C=-8D=—2 Maideparte, scriem
I i e
l—2 ’
n=0
b i(nle)x” | -B
(-2 =
1 - n
T = ;<n+1>(n+2)w A
1 oo
= -)"2x)" |-D
= e

n=0
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Identificand coeficientul lui 2™ se obtine

Up = é(n +1)(n+2)+B(n+1)+C+ D(-1)"2"

1
= 5 (9n* — 150 — 52 — 7(—1)"2"+?) .

Observatia 1.13 Intr-un caz mai general, cand recurenta liniara si neomo-
gena este

Uptk = A Upig—1 + QUpik—2 + ... + g, + g(n),
CU Uy, Uty ..., Up_1 dati, tncepem cu calculul lus
(14 a1x + asx® + ... + a1V gy (2)
st speram din nou ca termenii care confin g(n) pot fi manipulati in mod

convenabil.

1.8.4 Recurenta lui Catalan

Daca vrem sa calculam numarul u,, de arbori binari cu n varfuri (a se vedea
paragraful 3.4.1), ajungem la urmatoarea relatie de recurenta cunoscuta sub
numele de recurenta lui Catalan®.

Up41 = UoUp + ULUp—1 + .. + UpUp—k + ... + UnUp.

cu up = u; = 1. Numarul u,, se numeste al n-lea numar al lui Catalan .
Sa observama ca numarul de termeni din aceasta recurenta nu este constant,
ca si in cazurile precedente.

Consideram functia generatoare

gu(z) = Zun:c"
n=0
Avem

2(z) = (uo+ww+uga®+...)(uo + uw + uga® +...)
= g + 2upurw + (uoug + ui + ugug)r® + ...
(UoUy + U Up—1 + - . .+ Upug)x" + . ..

2
Ug + us® + usx” + ... F Uy "+

+

de unde deducem ca .
rg(z) = o + Z up ",
n=2
si mai departe
rg*(x) — gu(z) +1=0.

Rezolvand aceasta ecuatie obtinem

1++1—4x
9u1($) = T’ 9u2($) =

1—+v1—-4x

2x

SEugene Charles Catalan (1814-1894), matematician belgian.
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Deoarece g,(0) = up = 1, singura solutie va fi

1—-+v1—-4x

gu(z) = 2

Dezvoltam acum functia g, folosind formula

ala—1) ,

) +'“+oz(oz—1)...(oz—n+l)

n!

(1—y)=1+y+

1 9] y o+

pentru o = 1/2 i y = —4x.
Coeficientul lui 2" va fi

B 1-3‘...~(2n—1)4n+1_ 1 (Qn)

20+2(n, + 1)! Con+1

Unp

1.8.5 Cateva proprietati ale functiilor generatoare

Teorema 1.18 (Convolutia) Dacd u, se poate scrie ca gi o convolutie de
sirurt (an)n $i (bn)n, adica

n
Up = E akbnfka
k=0

atunci
9u(r) = ga(x)gn().

Demonstratie. Daca evaluam g,gy,
9o(T)gp(z) = (ap + a1z + ...+ apz™ +...)(bg + iz + ... + bz + ...),

coeficientul lui z" va fi intr-adevar

n
aobn —+ Clen,1 + ...+ anbo = Z akbn,k.
k=0

Teorema 1.19 Daca

bn - A,
k=0
atuncy ( )
_ Gz
9(@) = 1—a

Demonstratie. Folosind seria geometrica obtinem

ga(x)
1—2

= (ap+ar+...+ax"+.. )A+z+2>+. . Fa"+..)

= ag+ (ap+a)z + (ap + a1 + az)z® + ...
+ (ap+ar+...+ap)x" +...

n
deci coeficientul lui ™ va fi intr-adevar b, = > ag. |
k=0
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Teorema 1.20 Daca

0o
bn = Zan+ka n > 07
k=1

atuncy
ga(l) - ga<x)

e

Demonstratie. Fie h,(z) = g.(1) — ga(z). Seria sa de puteri se poate scrie

o0
> cpx™, cu
n=0

co=g(1)—ay=a1+ay+...,
Cn = —an, pentrun > 1.

Conform teoremei 1.19 avem

?a(ﬁ) - Z bpx”, cu b, = ch =CoT Z(_ak) - Zan%.
N k=0 k=1 h=1

1.9 Probleme rezolvate

Problema 1.1 (Bile identice in cutii distincte cu un numar arbi-
trar de bile in cutii) Numarul de moduri in care k bile identice pot fi
introduse in n cutii distincte, cu un numar arbitrar de bile in fiecare cutie

este ("H,z_l) )

Solutie. Numarul cerut poate fi gasit prin aplicarea directa a teoremei 1.10,
pag. 15.

Problema 1.2 Care este numarul de solutii intregi nenegative ale ecuaties
$1+£U2—|—...—|—.Z'6: 107

Solutie. A se vedea exempul 1.14, pag. 16 sau problema 1.1. Numarul cerut

va fi din nou (155).

Problema 1.3 (Bile identice in cutii distincte cu nici o cutie goala)
Numarul de moduri in care k bile identice pot fi introduse in n cutii distincte,

v . g A . . . v k—1
cu un numar arbitrar de bile in fiecare cutie $i nici o cutie goala, este (n—l)’

Solutie. Folosim ideea din demonstratia teoremei 1.10, pag. 15. Introducem
o bila in fiecare cutie, Intrucat nu admitem cutii goale. Astfel, ramane sa
introducem cele k — n bile ramase in n cutii, in acelagi mod in care s-a facut
in problema precedenta. Acest numar este prin urmare

n—1+k—-n\ (k-1
n—1 - \n—1/)
Problema 1.4 Care este numarul de solutii intregi pozitive (> 0) ale ecuatiei

$1+£L’2++$6:107
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Solutie. Conform problemei 1.3, numarul cerut este (g)

Problema 1.5 Care este numarul de solutii intregi nenegative ale ecuatiei
1+ To+ T3+ T4+ X5 :36,
unde x1 >4, x4 > 7.

Solutie. Problema poate fi reformulata astfel: Care este numarul de moduri
in care 36 bile identice pot fi introduse in 5 cutii distincte, cu cel putin 4 bile
in prima cutie si cel putin 7 bile in a patra cutie?

Incepem prin a introduce 4 bile in prima cutie si 7 bile in cutia a patra.
Raman 25 bile care trebuie introduse arbitrar in 5 cutii, gi acest lucru se

poate face in (249) moduri (a se vedea problema 1.1).

Problema 1.6 (Problema deranjamentelor) O secretard ineficienta tre-
bute sa introduca n scrisori in n plicurt adresate. In cate moduri poate realiza
faptul de a introduce fiecare scrisoare intr-un plic gresit?

Solutie. Trebuie sa calculam numarul de deranjamente ale permutarii 11,
(definitia 1.5, pag. 14). Fie 7 : N,, — N,, permutarea defininta prin

m(i) = j, daca scrisoarea i este introdusa in plicul j.
Conform corolarului 1.3, pag. 9, numarul de deranjamente va fi
dp=nl—ay+ay—asz-+(—1)"ay,,

unde ay este numarul de permutari care fixeaza k pozitii. Spunem ca o
permutare 7 fizeazd pozitia j daca w(j) = j.

Putem alege k pozitii in (Z) moduri. Pentru fiecare fixare a k pozitii,
exista (n — k)! permutari ale pozitiilor ramase, prin urmare

ay = (Z)(n—k)! - Z—:

11 1 1
dn:n!(1———1—————1—...—1—(—1)”—).

Astfel
20 3l

Problema 1.7 (Poker) In jocul de poker exista 52 carti de joc $i un jucator
primeste 5 carti. Sa se gaseasca numarul de cazuri posibile pentru fiecare din
urmatoarele maina:

a. Chintd regala (A, K, Q, J, 10 de aceeasi culoare);

b. Chinta de culoare (5 carti consecutive de aceeasi culoare, dar nu chinta
regald);

c. Careu (oricare patru carti de acelasi rang $i a cincea carte arbitrard);

d. Full house (3 carti de acelasi rang $i incd o pereche de alt rang);

e. Culoare (oricare 5 carti de aceeasi culoare, dar nu chinta regald sau chinta
de culoare);

f- Chinta (oricare 5 carti consecutive, dar nu toate de aceeasi culoare);

g. Trei de acelgi fel (3 carti de acelagi rang si 2 carti de 2 ranguri diferite);
h. Doua perechi (cate 2 carti de 2 ranguri diferite si a cincea carte de alt

rang);
i. O pereche (2 carti de un rang, plus 3 carti de 3 alte ranguri diferite).
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Solutie.

a. 4 (exista 4 alegeri pentru o culoare (&, {, O, #) si cate o chinta regala
pentru fiecare culoare).

b. 4-9 = 36 (4 alegeri pentru o culoare, pentru fiecare culoare 9 moduri de
a obtine 5 cartiin ordine: (A,2,3,4,5),(2,3,4,5,6), (3,4,5,6,7),...,(9,10, J,Q, K)).

c. 1348 = 624 (13 alegeri pentru un rang, un mod de a selecta 4 carti
din acest rang, 48 moduri de a selecta a cincea carte).

d. 13- (g) <12 (;1) = 3744 (13 moduri de a selecta un rang pentru cele
3 carti, (g) moduri de a alege 3 carti din acest rang, 12 moduri de a selecta
un rang pentru pereche si (;) moduri de a obtine o pereche din acest rang).

e. 4(153) — 40 = 5108 (4 moduri de a selecta o culoare, (153) moduri de a
alege 5 carti dintr-o culoare; scadem chinta regala si chinta de culoare).

f. 10 -4° — 40 = 10200 (10 moduri de a alege 5 ranguri consecutive si 4
moduri de a alege o carte din fiecare rang; scadem chinta regala si chinta de
culoare).

g. 13(;1) (122) - 4?2 = 54912 (13 moduri de a selecta un rang, (g) moduri de
a alege 3 carti dintr-un rang, (122) moduri de a alege celelalte ranguri si 42
moduri de a alege o carte din fiecare din aceste 2 ranguri).

h. (5)(5)(5) 44 = 123552 (%) moduri de a selecta 2 ranguri, () moduri
de a alege 2 carti din fiecare din aceste ranguri, 44 moduri de a alege a cincea
carte).

i. 13(‘21) (132) -43 = 1098240 (13 moduri de a alege un rang, (;1) moduri de
a alege 2 carti din acest rang, (132
din aceste ranguri).

Sa mentionam ca exista (552) = 2598960 moduri de a alege 5 carti.
Numarul de maini care nu apartin nici uneia din situatiile mentionate ante-

rior va fi 1302540, care este putin mai mare decat (552)/2 = 1299 480.

) moduri de a alege cate o carte din fiecare
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Probabilitati discrete

2.1 Evenimente aleatoare

Multe procese din natura, societate, economie, medicina etc. depind de sansa,
adica rezultatul unui proces nu poate fi prevazut cu exactitate. Cursul de
schimb valutar dintr-o anumita zi din viitor, presiunea arteriala a unei per-
soane la un moment dat, sunt doar doua exemple. Asemenea evenimente
aleatoare nu pot fi prevazute cu exactitate, dar frecventa relativa cu care
apar intr-o serie lunga de repetari ale experimentului este de obicei stabila.
Evenimentele care au aceasta proprietate se numesc evenimente aleatoare sau
stochastice. Teoria probabilitatilor ne furnizeaza modele matematice pentru
asemenea fenomene aleatoare.

Un experiment aleator este un proces in care mai multe rezultate sunt
posibile, astfel ca nu putem spune dinainte care va fi rezultatul experimen-
tului.

Spunem ca doua rezultate sunt incompatibile daca ele nu pot avea loc
simultan. Posibilele rezultate doua cate doua incompatibile ale unui experi-
ment se numesc evenimentele elementare ale experimentului. Multimea
evenimentelor elementare este notata cu F si este numita spatiu de selectie.
De exemplu, in experimentul aruncarii unui zar o singura data, evenimen-
tele elementare sunt eq, eq, ..., e, unde e; este evenimentul <apare fata i> .
Deci, spatiul de selectie va fi E = {ej, es,€e3,¢€4, 65,66} Daca se considera
experimentul testarii duratei de functionare a unui bec, exista o infinitate
de evenimente elementare e,, x € [0,00), e, fiind evenimentul <durata de
functionare este x minute> .

Intrucat acest material este dedicat matematicilor discrete, vom considera
in continuare doar experimente cu un numar finit sau numarabil de rezultate.

Pe langa evenimentele elementare, suntem desigur interesati de eveni-
mente mai complexe, de exemplu, atunci cand este aruncat un zar, aparitia
unui numar par. Fie un experiment dat si fie £ multimea evenimentelor sale
elementare. Orice submultime a lui £ este numita eveniment. Un eveni-
ment A are loc daca si numai daca unul din evenimentele elementare care
intra in componenta lui A are loc. De exemplu, in experimentul aruncarii
unui zar, multimea A = {eq, e4, €6} poate fi interpretata ca fiind evenimentul
<apare un numar par> . Intr-adevar, acest eveniment are loc in aruncarea
unui zar daca gi numai daca unul din evenimentele elementare continute in
A are loc.

Deoarece £ C E si ) C E, E si ) pot de asemenea fi privite ca si
evenimente, conform definitiei unui eveniment. Intrucat multimea E este

32
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alcatuita din toate evenimentele elementare i in orice experiment are loc
exact un eveniment elementar, E are loc intotdeauna. De aceea E va fi
numit evenimentul sigur. Pe de alta parte, () nu contine nici un eveniment
elementar, prin urmare nu are loc niciodata. Prin urmare el va fi numit
evenimentul imposibil.

Fie Ay, Ay, ..., A, C E evenimente. Atunci:

1. A,U...UA, este un eveniment numit suma sau reuniunea evenimen-
telor A;, care are loc exact atunci cand cel putin unul din evenimentele
Ay, ..., A, are loc.

2. A;N...NA, este un eveniment numit produsul sau intersectia eveni-
mentelor A;, care are loc daca si numai daca Ay, ..., A, au loc simultan.

Evenimentele A;, Ay C E se numesc incompatibile daca A1 N Ay = 0 (A
si Ay nu pot avea loc simultan).
Deoarece A = F \ACE, A este de asemenea un eveniment. El are loc
exact atunci cand A nu are loc. Evenimentul A va fi numit evenimentul
complementar lui A.

In final sa mentionam ca toate proprietatile operatiilor U, N si comple-
mentaritate valabile pentru multimi vor fi de asemenea valabile pentru eve-
nimente.

2.2 Axiomele teoriei probabilitatilor

Definitia 2.1 (Kolmogorov) ! Fie E un spatiu de selectie asociat unui
experiment aleator i fie P(E) = {A, A C E}. O mdsura de probabilitate
pe E este o functie P : P(E) — [0,1] care satisface urmdatoarele conditii
(axiome):

1. P(E)=1,

2. P ( U Ak) = Y. P(Ax) daca Ay sunt evenimente doud cate doud dis-
k=1 k=1
Juncte (incompatibile).

Consecinte
Fie F un spatiu de selectie asociat unui experiment aleator si fie A, B C
evenimente. Au loc urmatoarele proprietati:

1. P(0) = 0.

n

2. P( U z) = > P(Ay) daca Ay, k =1,...,n, sunt evenimente doua
k=1 k=1
cate doua incompatibile.

3. P(A) =1 P(A),

4. P(B\ A)=P(B)— P(ANB).
Daca A C B, atunci P(B\ A) = P(B) — P(A).

5. P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).
6. Daca A C B, atunci P(A) < P(B).

! Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), matematician rus.
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7. Daca A;, i =1,...,n, sunt evenimente arbitrare, atunci
i=1 i=1 1<i<j<n
> PANANA) - —(-1)"P(AiN...NA,).
1<i<j<k<n

8. P(AUB) < P(A) + P(B).

9. P ( OolAi) < kip(Ak).

k=

Demonstratie.

1. Luand in conditia 2. A; = E, A, =), pentru k > 1, obtinem

P(E) = P(E) + i P(0), deci P(0) = 0.

2. Ludm in conditia 2. Ay = 0, pentru k > n.
3. Avem 1 = P(E) = P(AU A) = P(A) + P(A).

4. Scriem B = (AN B)U (B \ A). Deoarece AN B si B\ A sunt disjuncte,
avem P(B) = P(ANB) + P(B\ A), de unde concluzia.

5. Scriem AUB = AU(B\ A), deci P(AUB) = P(A)+P(B\ A). Inlocuind
P(B\ A) din proprietatea precedenta, obtinem concluzia.

6. Folosind proprietatea 4 pentru cazul A C B, obtinem 0 < P(B\ A) =
P(B) — P(A), de unde inegalitatea ceruta.

\]

. Aceasta proprietate poate fi demonstrata prin inductie dupa n. ]

Observatia 2.1 Definitia 2.1 a fost data de Kolmogorov si ne vom referi
la 1. st 2. ca si la axiomele lui Kolmogorov. FExista si alte definitii ale
probabilitatii, folosind unele din proprietatile 1.-9., caz in care axiomele lui
Kolmogorov apar ca $i consecinte.

Propozitia 2.1 Daca natura unui experiment este astfel incat acesta are
doar un numar finit de evenimente elementare, si daca ele sunt egal proba-
bile, atunci din axiomele lui Kolmogorov rezulta ca probabilitatea unui eve-
niment A este

P(A) = numarul de evenimente elementare favorabile lui A' (2.1)

numarul tuturor evenimentelor elementare

Formula (2.1) a fost folosita de Laplace? pentru a defini probabilitatea.
Demonstratie. Vom arata ca o probabilitate definita prin axiomele lui
Kolmogorov satisface (2.1).

2Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), matematician si astronom francez.
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Pentru inceput consideram spatiul de selectie E = {e1,...,e,} cu e; eve-
nimente elementare egal probabile. Atunci

1=P(E)=P(e;U...Ue,) = Z P(e;) = nP(e;), (2.2)

de unde 1
P(e;) = — pentru orice j € N,,.
n
In a treia egalitate din (2.2) am folosit faptul ca evenimentele elementare sunt

incompatibile. Mai departe, fie A C E, A =e;UeyU...Ue,. Probabilitatea
lui A va fi

k
1 k

Jj=1

Intr-adevar, k este numarul de evenimente elementare favorabile lui A si n
este numarul total de evenimente elementare. In concluzie, (2.1) este demon-
strata. |

Exemplul 2.1 Doua zaruri sunt aruncate simultan si exista un premiu atunci
cand suma fetelor este > 10. Care este probabilitatea de a castiga premiul?

Solution. Spatiul de selectie asociat experimentului va fi
E = {611, €12,...,€16, €21,€29,...,€926, ..., €1,€62,... 7666}7
in timp ce evenimentul A de a avea suma fetelor > 10 poate fi scris ca si
A= {6467 €55, €56, €645 €655 666}‘

Astfel,

2.3 Probabilitati conditionate si
evenimente aleatoare independente

Probabilitatea unui eveniment aleator A este alterata, in general, cand se
cunoagte faptul ca un alt eveniment aleator B cu P(B) # 0 a avut loc.
Probabilitatea evenimentului A, cu conditia ca B (cu P(B) # 0) a avut loc
deja, este notata cu P(A|B) si este numita probabilitatea evenimentului
A conditionata de evenimentul B.

Exemplul 2.2 Presupunem ca avem doua urne, U, con{inand 5 albe si 5
bile negre si Uy continand o bila alba si 9 bile negre. Realizam experimentul
de a alege la intamplare una din urne st de a scoate, la intamplare, o bila din
aceasta urnda. Apoi consideram urmdtoarele evenimente:

B . <bila extrasa este alba>
A; : <bila a fost extrasa din wrna i>, 1 =1,2.
Atunci
P(BlA) = = = 2. P(Blds) =1
Y10 2 20
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In general, probabilitatile conditionate sunt definite prin relatiile

P(AB) = %, daca P(B) # 0,
P(B|A) = %, daca P(A) # 0,
care implici
P(ANB) = P(B) - P(A|B) = P(A) - P(B|A). (2.3)

Definitia 2.2 Doua evenimente aleatoare A, B se numesc independente
(unul de celalalt) atunci cand realizarea unuia nu influenteaza in nici un fel
probabilitatea de realizare a celuilalt, adica atunci cand P(A|B) = P(A).

Astfel, pentru evenimentele independente A, B avem

P(ANB)=P(A)- P(B). (2.4)
Definitia 2.3 FEvenimentele aleatoare A4, ..., A, se numesc total
independente daca pentru orice m < n gi orice m-uplu (i1, iz, ..., 0py), 1 <
I <ig <...<1iy<n areloc

11

)P(Ay,) ... P(A;).

Definitia 2.4 Fvenimentele aleatoare Ay, ..., A, se numesc doud

cate doua independente daca A; si A; sunt independente pentru orice
1.

Este imediat faptul ca evenimentele total independente sunt independente

doua cate doua. Totusi, implicatia inversa nu este adevarata in general, asa
cum arata urmatorul exemplu.

Exemplul 2.3 Fie E = {eq, e, e3,e4} un spatiu de selectie, unde toate eve-

nimentele elementare e; au probabilitatea P(e;) = 1/4. Consideram eveni-

mentele A = e Uey, B =¢e1Ues, C'=e; Uey. Vom arata ca evenimentele

A, B,C sunt doua cate doua independente, dar nu sunt total independente.
Pe de o parte, P(A) = P(B) = P(C) =1/2,

P(ANB) = P(e;U(eaNes)) = Pleg UD) = Pley) = ia

st analog P(ANC) = P(BNC) = 1/4. In concluzie

e

P(ANB) = P(A)- P(B),
P(ANC) = P(A) - P(0),
P(BNC) = P(B)- P(C),

i)

deci evenimentele A, B, C' sunt doud cdte doud independente.
Pe de alta parte,

1

P(ANBNC) = Pler) =7, P(A)-P(B)- P(C) =

1
87
deci A, B, C nu sunt total independente.
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Teorema 2.2 Fie Ay, Ao, ..., A, evenimente aleatoare. Atunci

P(AiNAsN...NA,) =
P(A) - P(As]Ay) - P(As|Ai N As) - - P(Au AL .0 Apy).

Demonstratie. Demonstratia este imediata folosind inductia dupa n si for-
mula (2.3). [

O consecinta imediata este

Corolarul 2.3 Daca evenimentele Ay, As, ..., A, sunt total independente,

atuncy
P(A N Ay NN A,) = P(A)) - P(As) - ... P(Ay).

2.4 Formula probabilitatii totale.
Formula lui Bayes®

Definitia 2.5 Fie E un spatiu de selectie asociat unui experiment aleator.
O mulfime S = {Ay, Ay, ..., A} de evenimente aleatoare se numeste sistem
complet de evenimente (SCE) pentru E daca

1. E=AUAU...UA,,
2. A;NA; =0, pentru i # j.

Un (SCE) se poate defini in mod analog pentru o multime numarabila de
evenimente.

Teorema 2.4 (Legea probabilitatii totale) Fie E un spafiu de selectie
asociat unui experiment, S = {Ay, As, ..., A} un (SCE) si B un eveniment
aleator. Atunci

P(B)= Y P(A) - P(BIA). (2.5)

Formula (2.5) este cunoscuta sub numele de formula probabilitatii totale
(FTP).
Demonstratie. Avem
B=FNB = (AijUAU...UA,)NB
= (AiNB)U(A:NB)U...U(A,NB).

Intrucat evenimentele A; N B din ultima suma sunt doua cate doua incom-
patibile, se obtine ca

P(B) = En: P(A;N B).

Mai departe, folosirea formulei (2.3) pentru probabilitatile P(A; N B) ne
conduce la concluzia (2.5). [

Observatia 2.2 Sa mentionam ca evenimentul B are loc impreund cu unul
(si numai unul) din evenimentele unui SCE.

3Thomas Bayes (1702-1762), matematician britanic.
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Exemplul 2.4 Avem trei urne de tipul 1 (continind doua bile albe si sase
bile negre) si o urna de tipul 2 (confinand o bila alba si opt bile negre). Se
alege o urna la intamplare gi apoi din urna aleasa se extrage o bila. Care
este probabilitatea evenimentului B: <bila extrasa este albas ¢

Solutie. Consideram evenimentele A;: <este aleasa o urna de tipul i, ¢ =
1,2. Atunci § = {A;, Ay} va fi un SCE, intrucat £ = AjU Ay si AiN Ay = 0.
Evenimentul B are loc impreuna cu unul din evenimentele din §. Conform
formulei probabilitatii totale avem

P(B) = P(A1) - P(B|Ay) + P(As) - P(B|Ay).

Inlocuind P(A;) = 3/4, P(Ay) = 1/4, P(B|A) = 2/8, P(B|As) = 1/9,
obtinem P(B) = 31/144.

Presupunem ca ipotezele teoremei probabilitatii totale sunt satisfacute.
Atunci putem cere sa se calculeze probabilitatea evenimentului A;, conditionata
de faptul ca evenimentul B a avut loc. Aceasta probabilitate va fi

PMM%=H&2£$MJZHH&)PwMJ. (2.6)
;Pmmfwmm

Aceasta formula este cunoscuta sub numele de formula lui Bayes. Ea
este utilizata pentru a evalua probabilitatile evenimentelor A; care formeaza
un (SCE), dupa ce se cunoagte rezultatul unui experiment. De fapt acestea
sunt probabilitatile cauzelor realizarii unui eveniment.

Formula lui Bayes contine probabilitatile

P(A;), P(BlA;), i1€N,,

care pot fi calculate inaintea efectuarii experimentului. Din acest motiv ele
se numesc probabilitati a priori.

Executand experimentul, constatam ca evenimentul B a avut loc i vrem
sa stabilim probabilitatile

P(A;|B), pentrui=1,...,n,

unde P(A;|B) reprezinta probabilitatea ca realizarea lui B sa fie datorata
aparitiei evenimentului A; (B sa se fi realizat impreuna cu A;). Aceste pro-
babilitati se numesc probabilitati a posteriori.

Exemplul 2.5 In experimentul din exemplul 2.4, presupunem ca a fost ex-
trasa o bila alba (B s-a realizat). Care este probabilitatea ca bila exrtrasa sa
fi provenit dintr-o wrna de tipul 1 (probabilitatea ca sa se fi realizat datorita
evenimentului Ay )?

Solutie. Aplicand formula lui Bayes obtinem

P(A,)- P(B|A 3.1 97
P<A1|B) — ( 1)P(B() ’ 1) _ 4@4 _ 3_1
144
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2.5 Scheme probabilistice

2.5.1 Schema binomiala

Presupunem ca avem o urna continand N; bile albe gi Ny bile negre. Extra-
gem o bila, observam culoarea sa si apoi o reintroducem in urna. Evident,
compozitia urnei ramane neschimbata de la o extragere la alta. Daca notam
cu A evenimentul <bila extrasd este albd> , atunci A va fi evenimentul <bila
ertrasa este neagras> si probabilitatile acestor evenimente vor fi

Ny

=p, P(Z):W:q’ CUN:N1+N2.

_M

PA) =

Desigur, p + ¢ = 1 si p, ¢ raman neschimbate de la o extragere la alta.
Efectuam n asemenea extractii conform procedurii descrise mai sus. Ce-
rem probabilitatea evenimentului

Xy : <printre cele n bile extrase, k sunt albe gi n — k£ sunt negre> .
Solutie. O successiune favorabila de evenimente A, A este evenimentul

B—AA.. A AA. A

kori n—kori

Astfel, P(B) = pf¢"*. Intrucat exista (Z) esemenea evenimente favorabile
cu k aparitii ale lui A si n — k aparitii ale lui A (vezi exemplul 1.12, pag. 15)
i Intrucat aceste (Z) evenimente sunt incompatibile, avem

P(Xy) = (Z)pkq”_k, pentru k =0,1,...,n.

Observatia 2.3 Probabilitatea P(X},) este coeficientul lui x* din polinomul
on(x) = (px + q)™. Din acest motiv, functia @, se numeste functia genera-
toare pentru schema binomiala.

Schema binomiald a fost studiata pentru prima oars de Bernoulli*. Din acest
motiv, ea este se mai numeste si schema lui Bernoulli. O aplicare a acestei
scheme este prezentata in paragraful 2.14, pag. 62.

2.5.2 Schema multinomiala

Aceasta schema este o generalizare a schemei binomiale. Presupunem ca se
da o urna care contine N bile de k culori notate ¢y, cs,...,c,. Mai precis,
exista N; bile de culoarea ¢;, pentru ¢ € Ny, Ny + ...+ N, = N. Ca in cazul
anterior, extragem o bila, observam culoarea ei i o reintroducem in urna.
Daca se noteaza cu A; evenimentul <bila extrasa are culoarea c;> , atunci

N;
pi = P(4;) = I pentru i € Ny,

518 ={A, Ay, ..., A} va fi un sistem complet de evenimente, cu evenimen-
tul sigur E : <o bila este extrasa> . Evident, p1 +ps + ...+ pp = 1.

4James Bernoulli (cunoscut si ca Jacob I) (1654-1705), matematician elvetian.
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Efectuam n extrageri in modul descris mai sus. Cerem probabilitatea
evenimentului

Xn,...ny 1 <printre cele n bile extrase, n; au culoarea c¢;, pentru i € N> .

k

Desigur, ny +ng + ...+ ng = n.
Solutie. Vom arata ca

|
P(Xosnans) = 7 nQ!”." Bl (2.7)
O succesiune favorabila de evenimente Ay, Ao, ..., A, este evenimentul
B= Al Ay... Ay Ay Ay... Ay .. Ap Ap. Al
nlvori ngvori Ny Ori

Probabilitatea acestui eveniment este P(B) = py*py® ... p.". Intrucat exista

n
Ny, N2, ..., N

asemenea evenimente favorabile cu n; aparitii ale culorii ¢; pentru 1 <i¢ <n
(vezi teorem 1.14, pag. 20) si intrucat aceste evenimente sunt incompatibile,
formula (2.7) are loc.

Teorema 1.15 ne permite sa facem urmatoarea observatie.

Observatia 2.4 Probabilitatea in (2.7) este coeficientul lui

xtwy? . xp® al polinomului in k variabile

O, (1, 29,...,21) = (P11 + P2xa + ... + pray)".

Datorita aceastui fapt, aceasta functie se numeste functia generatoare a
schemet multinomaale.

2.5.3 Schema hipergeometrica

Presupunem ca avem o urna continand N bile, din care N; sunt albe si
N; = N — Nj sunt negre. Se extrag n bile succesiv, fara a le reintroduce in
urna. Se cere probabilitatea evenimentului

Y., n, 1 <printre cele n bile extrase, n; sunt albe si ny sunt negres .

Solutie. Daca notam bilele albe cu ay, ag, . .., an,, si bilele negre cu by, bs, . . ., by,
exista (]Z ) moduri de a extrage n bile dintr-o urna de NN bile si o succesiune
favorabila de bile este de forma

ail,am,...,ainl, bjpbjga"-aban'

Exista (gll) moduri de a extrage n; bile albe dintr-un total de N; bile albe.

Pentru fiecare succesiune fixata de bile albe, exista (]7\[22) moduri de a extrage

ng bile negre dintr-un total de N, bile negre. Deci, in total exista
N1\ (N2
1 Mo
extractii favorabile i prin urmare probabilitatea ceruta este
GoGr) _ GG
ni no . n1 n2

P(Yy ) = = mlingl
R ) B Gty
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2.5.4 Schema hipergeometrica generalizata

Schema hipergeometrica se poate generaliza in felul urmator: se presupune
ca o urna contine N bile de k culori, notate ¢y, co, ..., c,. Mai precis, exista
N; bile de culoarea ¢; (1 <i<n)sgi N+ ...+ Ny = N. Se extrag n bile si
se cere probabilitatea evenimentului

Yo, 1 <printre cele n bile extrase, n; au culoarea ¢;, i € Ni> .

Desigur, ny +ngs + ...+ ng = n.
Argumente similare cu cele folosite la schema hipergeometrica ne conduc

la formula NN N
()

2.5.5 Schema urnelor lui Poisson

P(Yn17n27---7nk) = (29>

In aceasta schema avem n urne notate U;, 1 < i < n, fiecare continand bile
albe si negre, dar in proportii diferite. Introducem urmatoarele notatii:

p; = probabilitatea sa extragem o bila alba din urna Uj,

¢; = probabilitatea sa extregem o bila neagra din urna U;,

pentru 1 <7 < nsicup; +¢ = 1. Extragem n bile, cate una din fiecare
urna, si vrem sa calculam probabilitatea evenimentului

Z, : <printre cele n bile extrase, k£ sunt albe si n — k sunt negre> .

Solutie. Pentru a simplifica prezentarea, consideram pentru inceput cazul
particular n = 4 si calculam probabilitatea de a avea k = 3 bile albe si o
bila neagra (n — k = 1). Pentru ¢ € Ny, consideram evenimentele A; :<bila
extrasd din urna U; este albd> . Atunci evenimentele complementare A; vor
fi <bila extrasa din urna U; este neagra> .

Evenimentele care exprima extractiile favorable sunt:

B, = ANA,NA;N A,
By, = AiNA,NA;N Ay,
B; = AiNA,NA;N Ay,
By, = ANA,NA;N Ay,

evenimentele din componenta fiecarui produs fiind total independente. Prin
urmare, probabilitatile evenimentelor favorable sunt

P(Bl) = P1P2P344, P(B2) = P1P243P4,
P(Bs) = P192P3P4, P(B4) = q1P2P3P4-

Mai departe, evenimentul Z3 poate fi scris ca si
Z3= By UByUB3U By.

Intrucat evenimentele din aceasta suma sunt incompatibile, probabilitatea
ceruta va fi suma probabilitatilor P(B;),

P(Z3) = p1papsqa + P1P2G3pa + D1GoPspa + q1p2pspa. (2.10)
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Daca se considera polinomul

Qua(z) = (M + @) (P22 + ¢2) (P32 + ¢3) (Paz + qu),
atunci P(Z3) reprezintd coeficientul lui 2% din polinomul Q(z).
In cazul general, consideram polinomul

n

Qu(x) = [[ (e + @)

=1

si folosim un rationament similar pentru a arata ca probabilitatea P(Zy) este
coeficientul lui 2% din Q,(z).

Observatia 2.5 Daca toate urnele sunt identice, atunci p; = p, ¢; = q §i
polinomul Q,(x) se reduce la

Qn(r) = (px +q)".

Y &k nk
(Y.

care este exact probabilitatea din schema binomiala. Intr-adevar, faptul ca
urnele sunt identice este echivalent cu situatia cand avem o urna $i reintro-
ducem bila in urna dupa fiecare extragere.

Coeficientul lui x* va fi

2.6 Variablile aleatoare

Exista multe definitii pentru variabila aleatoare (v.a.), din care o vom adopta
pe urmatoarea:

Definitia 2.6 O variabila care ia valori care depind de rezultatul unui expe-
riment, astfel depinzand de sansa, este numita variabila aleatoare. Aceasta
este de fapt o functie cu valori reale definita pe spatiul de selectie.

De exemplu, numarul de bacterii pe o unitate de suprafata in studiul
efectului unui medicament, numarul de votanti in favoarea anumitui candidat
sunt variabile aleatoare.

Definitia 2.7 Fie X o variabila aleatoare. Functia de distributie (sau
functtia de repartitie) a v.a. X este definita prin F : R — [0, 1],

F(z) = P(X < ), pentru orice v € R.

Din punctul de vedere al teoriei probabilitatilor, o variabila aleatoare este
complet caracterizata de functia sa de repartitie. Ea se considera cunoscuta
atunci cand functia sa de repartitie este cunoscuta. Functia de repartitie F
definita mai sus urmatoarele proprietati:

Pl. Pla< X <b)=F()— F(a), pentruoricea,beR, a<b.
Demonstratie. Daca se considera evenimentele

A a< X <b,

B : X <,
C : X <a,
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avem B=AUC si ANC = 0. Astfel, P(B) = P(A) + P(C) si prin

urmare

P(A) = P(B) — P(C) = P(X < b) — P(X < a) = F(b) — F(a).

P2. Functia F este crescatoare.
Demonstratie. Fie x1 < x9. Atunci P(z; < X < x9) > 0, de unde,
folosind P1, F(x9) — F(z2) > 0.

P3. Functia F este continua la stanga:

F(x —0) = F(x), pentru orice x € R.

P4. lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T—r—00 T—r00

In practica exista doua tipuri de variabile aleatoare: discrete i continue.

2.6.1 Variabile aleatoare discrete

Definitia 2.8 O variabila aleatoare X se numeste discreta (v.a.d.) daca
poate lua doar un numdar finit sau numarabil de valori. Astfel, ea este de-
terminata de valorile sale xy,xs, ..., &, (Sau T1,9,...) si de probabilitatile
pi = P(X = z;) cu care ia aceste valori. Valorile p; trebuie sa satisfaca

dpi=1

Deci, o v.a.d. poate fi scrisa ca si

r1 Lo ... Tp -
X ) i > 0, i =1,
( Pr P2 ... Dn ) b ;p
daca ia un numar finit de valori, sau ca si
1 X9 ... Tp ... -
X . ) 7 > 07 7 = 17

daca multimea valorilor sale este numarabila. Pentru a nu considera de fiecare
data cazuri separate, vom adopta uneori a doua notatie pentru o v.a. finita,
admitand ca p; = 0 pentrui =n+ 1,n+ 2,.... In acest caz vom nota

X =A{z1,29,...,2,,...} sau X = {xy,29,...,2,}.
Definitia 2.9 Functia fx : X — {p1,p2, .-, Dny-- -},
fx(ﬂfi) =DPi = P(X = sz’)>

se numeste functie de probabilitate a v.a.d. X.

Functia de probabilitate fx defineste complet variabila aleatoare X.

Propozitia 2.5 Cu notatiile de mai sus avem

F(z) = Zpi.

x;<x
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F(x) 4
1

P3

pzT

p1T '

X110 X, X3 X, X

Figura 2.1: Functia de repartitie a unei variabile aleatoare discrete.

Demonstratie. Fie k£ € N astfel incat z;, < x < xp,1. Atunci
F(z) = P(X <ux)
= PX=2 UX=2,U ... UX=uy)

k
= p1+p2+~-+pkzzpz’: Zpi-
i=1

r;<x

Definitia 2.10 Variabilele aleatoare X siY se numesc independente daca
P X=z,Y=y) =P X=u1) PY =vy).

Variabilele aleatoare X, ..., X, se numesc total independente daca pentru
orice m < n gi orice m-uplu (iy,49, ..., 0m), 1 <11 <iyg < ... <1, <n avem

P(,XP,L1 :QEl,Xi2 :.I'Q,...,Xim :LCm)

2.6.2 Variabile aleatoare continue

Definitia 2.11 O v.a. se numeste absolut continud daca functia sa de
distributie F poate fi scrisa ca si

H@:/fﬂﬂﬁ

In acest caz, functia f: R — R se numeste functtia densitate a distributies.

Intrucat lim F(x) = 1, functia densitate trebuie sa satisfaca egalitatea

/_Zf(x)dx: 1.

Alte proprietati imediate ale unei v.a. continue sunt:

ngX<m:mm—m@:/f@m%
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Un exemplu de distributie continua des intalnit in practica este distributia
normald, numita si distributia lui Gauss:®

fla) = 1 i)

2mo

Aceasta distributie de probabilitate are o importanta majora in multe do-

Figura 2.2: Cateva functii densitate normale.

menii. Ea consta dintr-o familie de distributii de aceeasi forma generala,
depinzand de doi parametri: media p si deviatia standarde. Graficul sau se
numeste deseori clopotul lui Gauss, datorita faptului ca graficul functiei sale
densitate de probabilitate are forma unui clopot (vezi figura 2.2).

In continuare ne vom limita la variabile aleatoare discrete.

2.7 Suma variabilelor aleatoare

Definitia 2.12 Fie X,Y doua variabile aleatoare discrete. Suma lor este de
asemenea o v.a.d., notata X +Y, si definita prin

PX+Y=2)=) PX=x2Y=z—1), (2.11)
reX
Pentru suma a n variabile aleatoare X1,..., X, definitia poate fi adaptata

cu usurinta:

P(Xi+...+X,=2)=
Z P(Xlz.l’l,...,Xn,1:‘fn,l,Xn:Z—(;Ul—l—...—l—ﬂ?n,l).

T1EX,...,xn_1€EX 1
Daca X, Y sunt variabile aleatoare independente, suma (2.11) devine
PX+Y=2)=> P(X=ux)-PY =2z—-u).
zeX

Exemplul 2.6 Fiep € (0,1),q=1—p si fie X,Y v.a. independente gene-
rate de schema binomiala:

1 . J .
X ), e=0,...n, Y il o s ), 7=0,...,m.
((’;)qun—z) ' " ((j)pﬂqm ) ! "

°Carl Friedrich Gauss (GauB) (1777-1855), matematician si fizician german, care a
adus contributii semnificative iIn multe domenii, printre care teoria numerelor, analiza,
geometrie diferentiala, geodezie, magnetism, astronomie gi optica.
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Pentru suma X +Y avem

P(X+Y =k = Y P(X=j)-PY =k-—j)

In concluzie,
k

2.8 Exemple de variabile aleatoare discrete

2.8.1 Distributia binomiala

Definitia 2.13 Variabila aleatoare discreta X are o distributie binomaiala
cu parametrii n,p (n € N, p € (0,1)) daca functia sa de probabilitate este

fx:{0,1,...,n} — (0,1],

fx(k) = <Z)pkq”k pentru orice k € N,, U{0}, unde g=1—p. (2.12)

Definitia este corecta intrucat fx > 0 si > fx(k) = 1, ultima egalitate

k=0
rezultand din .
n _
> (k)pkq" =t =1
k=0
Cu notatiile din definitia 2.8, aceasta v.a. se poate scrie de asemenea

X : ((Z)p]:qn—k>’ ke{0,1,...,n}. (2.13)

Distributia binomiala poate fi definita astfel: presupunem ca repetam un
experiment de n ori gi ca experimentele individuale in aceasta serie de repetari
sunt total independente. Presupunem de asemenea ca in toate experimentele
un eveniment A are loc cu probabilitatea p, independenta de numarul expe-
rimentului. Atunci v.a. X va reprezenta numarul de aparitii ale lui A intr-o
asemenea serie de n experimente. Cum am vazut deja in paragraful 2.5.1,
functia de probabilitate fy este intr-adevar cea data in (2.12).

2.8.2 Distributia hipergeometrica

Definitia 2.14 Variabila aleatoare discreta X are o distributie
hipergeometrica cu parametrii n,a,b (n,a,b € N, n < a, n < b) daca
functia sa de probabilitate este fx :{0,1,...,n} — (0,1],

(i) (o)
(*2)

fx(k) = , pentru orice k € {0,1,...,n}. (2.14)
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Definitia este corecta, intrucat fx > 0si > fx(k) = 1. Ultima egalitate are

k=0
loc din identitatea lui Vandermonde®

2005 -(0) 219

care rezulta prin identificarea coeficientului lui 2" din egalitatea
(1+2)"" = (1+2)*(1 +z).

V. a. hipergeometrica poate fi generata folosind schema hipergeometrica (a
se vedea paragraful 2.5.3).

2.8.3 Distributia lui Poisson

Definitia 2.15 Variabila aleatoare discreta X are o distributie

Poisson” cu parametrul A > 0 dacd functia sa de probabilitate este fx :

{0,1,2,...} — (0,1],

= —e .
k!

fx(k) (2.16)

Avem fx > 0si

(o] oo k
> Ixlk) = e‘*Z% =e et =1,
k=0 '

deci definitia este corecta.

2.8.4 Distributia geometrica

Definitia 2.16 Variabila aleatoare discreta X are o distributie geome-
trica cu parametrul p € (0,1] daca functia sa de probabilitate este fx : N —
(0,1],

fx(k) =pd"™", pentru orice k €N si cuq=1—p. (2.17)

Distributia geometrica poate fi generata astfel: consideram un experiment
si fie A un eveniment care poate avea loc ca si rezultat al experimentului.
Fie p = P(A). Repetam experimentul independent, pana la prima aparitie
a lui A si notam cu A; evenimentul care consta in aparitia lui A in al i-lea
experiment, ¢ = 1,2, .... Atunci, pentru variabila aleatoare X reprezentand
numarul de experimente efectuate pana la prima aparitie a lui A, avem

fx(k) = P(X =k) = P(AiNA; 0.0 A1 N A) =pg*.
Desigur, fx > 0 si

e p
D e l= =1,
k=1 q

seria implicata fiind cea geometrica.

6 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), muzician si chimist francez.
"Siméon Denis Poisson (1781-1840), matematician si fizician francez.
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2.8.5 Distributia binomiala negativa

Definitia 2.17 Variabila aleatoare discreta X are o distributie binomziala
negativd, sau binomiald cu exponent negativ cu parametrul p € (0,1],
daca functia sa de probabilitate este

fx:{n,n+1,...} = (0,1],

R (2.18)

n—1
pentru orice k € {n,n+1,...}, g=1—p.

Pentru a demonstra corectitudinea, folosim seria binomiala generalizata

ala—1) , ala—1)(a—2) 4

(1+x)* = 14+axr+ ST + al x° +
e o '
= Z ( .)acj cua€R, |z <1. (2.19)
=0 \J

Aici (j‘) reprezinta numarul binomial

<a> ala—1)...(a—j+1)

i) J!

Y

definit in formula (1.9), pag. 14.
In cazul particular z = —q, o« = —n , seria (2.19) devine

L—grn i(n+j—1) i(nzizl)

=0

N i(n—1> ’

k=

<.

3

de unde
fo pPrl—g =1

$i prin urmare v.a. este deﬁmta corect.

V.a. binomiala cu exponent negativ poate fi generata astfel: consideram
un experiment si fie A un eveniment care poate avea loc ca si rezultat al
acestuia. Fie p = P(A) > 0. Repetam experimentul independent, pana cand
evenimentul A are loc de n ori, dupa care ne oprim. X este variabila aleatoare
care reprezinta numarul de experimente efectuate pana cand A s-a realizat de
n ori. Valorile posibile pentru X sunt intr-adevar n,n+1,n+2,.... Atunci,
pentru un k (k > n) fixat, fx(k) poate fi calculata astfel:

fx(k) = P(X = k) = P(A}"; N Ay),
unde A,{; si AZj sunt evenimentele

Ap . <A are loc in al k-lea experiments

A1 ¢ <Aareloc de n — 1 ori in primele k — 1 experimentes .
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Probabilitatile lor sunt, folosind schema binomiala (vezi paragraful 2.5.1),
P(A) = b
k-1 kE—1
PATh = ( )p”‘l(l —p)FHmnl) = ( )p”‘lq'“‘”'

n—1 n—1
Intrucat aceste evenimente sunt independente, formula (2.18) este demon-

strata.

2.8.6 Distributia urnelor lui Poisson

Definitia 2.18 Variabila aleatoare discreta X urmeaza distributia urne-

lor lui Poisson cu parametrii p; € (0,1], 1 € {1,...,n} daca functia sa de
probabilitate este fx :{0,1,...,n} — (0,1],

fx (k) = D, (2.20)
pentru toti k € {0,1,...,n}, unde py, este coeficientul lui z* din polinomul

n

Qul) = [[ (i + -

i=1
Aici ¢; = 1 — p;. Aceasta v.a. este bine definita intrucat fx > 0 si

n

Zﬁk = Qn(1) = H(pz +4q) =1

i=1

Aceasta distributie este generata de schema urnelor lui Poisson (vezi para-
graful 2.5.5).

2.9 Valoarea medie si varianta unei variabile
aleatoare discrete

Fie X o v.a.d. cu valorile posibile 1, zs, ..., x,,..., si fie pp = P(X = ) si
1€ N.

Definitia 2.19 Numarul

7
Q; = E T Pk
k

daca seria converge absolut, se numeste momentul de ordin i al lui X.

Numarul '
pi =Y (tp —on)'pr,
k

se numeste momentul centrat de ordin i al lui X.

De o importanta deosebita sunt momentele oy si po.
Definitia 2.20 Numarul

Q1 = E Tk Pk,
k

se numeste expectata sau valoarea asteptata sau valoarea medie sau
media lui X gi este notat cu E(X) sau M(X).
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Valoarea medie este o masura a centrului de distributie, in sensul urmator:
daca py sunt interpretate ca gi mase asociate punctelor z; € R, atunci £(X)
este centrul de masa al acestui sitem, pe axa reala:

a = B(X) = Zg;f’“.

Exemplul 2.7 Daca se considera variabila aleatoare

< (o ).o

reprezentand numarul fetei apare cand se arunca un zar, atunci valoarea sa
medie este

k=1 k=1
Definitia 2.21 Numarul ps se numeste varianta lui X si este notat cu
var (X) sau D*(X). Astfel,
var(X) = 3 (an — ) py = B (X — B(X))?).
k

Radacina patrata a variantei este numita deviatia standard sau disper-
sta, gi este notata cu o(X) sau D(X):

o(X) = var(X).

Inainte de a prezenta proprietatile de baza ale expectantei si variantei, dam
urmatoarea definitie.

Tk

Definitia 2.22 Fie X : ( ) , kel owvad,ieNgiaeR., Atunci

Pk
variabilele aleatoare a + X, aX si X* sunt definite, respectiv, ca si

a+ X (a+xk>7 kel,
Pk

aX (”k) kel
P

Xi (x’“),kel.
Dk

Propozitia 2.6 Fxpectanta si varianta au urmatoarele proprietati:

P1. FE(a) =a, dacd a este v.a. constantd a : ().

P2. FE(aX)=aE(X).
P3. E(X+Y)=EX)+ E(Y); Intr-adevar, daca Z = X +Y,
X: (xk), keN,, Y: (yk), k € N,,, atunci Z : (:U¢+yj)’
Dk Tk Dij
cupy; =P X =uw,Y=y;), i€ N, jeN,,. Astfel,

n m

E(Z) = ZZ(% + )i = Z% Zpij + Zyj Zpij-
=1 =1 =1 =1

i=1 j=1
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Dar

Spii = P(Z=ai+y)+...+ P(Z =i+ ym)
j=1

= PZ=x+y U ...UZ=2;+Yn)

pentru tofii € N,,. Analog calculam )" | p;; = rj, pentru orice j € Ny,

de unde concluzia

E(X+Y)=> azpi+» yr;=EX)+EY).
i=1 j=1

P4. E(aX +bY)=aBE(X)+bE(Y), E (21 aiXi) — 21 a; (X))

P5. E(X — E(X))=0.

P6. Daca X > 0, atunci E(X) > 0.

P6’. Daca X >Y, atunci E(X) > E(Y).

P7. war(X) = ay —a? = E(X?) — (E(X))*. Intr-adevir,
var(X) =

B
= B(X?-2B(X)-X + (BE(X))?)
= E(X?

P8. war(aX +b) = a*var(X). Intr-adevdr,

var(aX +b) = E((aX +b— E(aX +b))?)
= E((aX+b—aBE(X)-1)?)
B (X - E(X)))
= a®var(X).

Consecinte:
var(b) = 0,
var (X +b) = war(X),
var(aX) = a*var(X).

P9. Daca X,Y sunt v.a. independente, E(X -Y) = E(X)E(Y).

Intr-adevar, fie

X: (%), keN,, Y: (yk)’ kEeN,,. Atunci X -Y : (wiy])’
" " Dij

cu
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Atunct

n m

EX-Y) = Z Z TilYipij = Z Z TilYjpir'

i=1 j=1 i=1 j=1
i=1 j=1
P9’. Daca X;, i € Ny sunt v.a.d. total independente, atunci
i=1 i=1

Observatia 2.6 Daca doua v.a.d. nu sunt independente, proprietatea P9
nu are loc in general.

Deviatia standard si varianta sunt o masura a imprastierii unei distributjii
in jurul valorii medii.

2.10 Covarianta

Cum am vazut, este important sa calculam varianta unei sume de v.a., cu-
noscand variantele termenilor sumei. Pentru aceasta, avem nevoie cateva
rezultate preliminare. Incepem cu urmatoarea definitie.

Definitia 2.23 Fie X,Y doud v.a. astfel incit E(X), E(Y),
E(X -Y),var(X) si var(Y) ezista. Covarianta lui X siY este definita
PTIN
cov(X,)Y)=FE(X - EX))- (Y —EY))). (2.21)
Propozitia 2.7 Covarianta are urmatoarele proprietati:
P1l. cov(X,X) = var(X).
P2. cov(X,)Y)=EX" Y)—-EX)E®Y).
P2’. Daca X §i'Y sunt independente, atunci cov(X,Y) = 0.
P3. Daca X;, 1 € N, atunci
var < Z XZ) = Z var (X;) + 2 Z cov(X;, X;). (2.22)
i=1 i=1 1<i<j<n

Demonstratie. Avem, folosind P4 din propozitia 2.6 pag. 50,

W(Zfixi) _ E((ixi_iimxi))?)
- E((éXi—E(Xi)Y).

Folosind apoi formula
n 2 n

<Zai) —Za?—i-Z Z a;a;,

i=1 i=1 1<i<j<n

pentru a; = X; — E(X;), se obfine concluzia.
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Definitia 2.24 Variabilele aleatoare Xy, Xo, ..., X, se numesc necorelate
daca
cov(X;, X;) =0, pentru i # j.

In acest moment putem sa dam un rezultat privind varianta sumei de varia-
bile aleatoare. Mai precis, are loc urmatorul rezultat.

Propozitia 2.8 Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
P4. V.a. total independente sunt necorelate.

P5. Daca Xq,...,X, sunt v.a. necorelate, atunci
var( Xy + Xo+ ...+ X,) = var(Xy) +var(Xy) + ... +var(X,).

Demonstratie Al doilea termen din membrul drept al egalitatii (2.22)
se anuleaza.

P6. var(X +Y) =var(X) +wvar(Y) daca si numai daca
cov(X,Y) =0.

2.11 Valori medii si variante pentru cateva
variabile aleatoare discrete

Distributia binomiala

Teorema 2.9 Daca X este a v.a.d. avand o distributie binomiala data in
(2.13), atunci
E(X) =np, var (X) =npq.

Demonstratie.
n
EX)=) k g
(X) kEO <k)pq

Pentru a calcula aceasta suma, derivam formula binomiala in raport cu x
" /n
(g+px)" =) <k)p’“w’“qn’“,
k=0
obtinand

~ AN
n(g+px)"'p= Z (k>pkq Fleah=t, (2.23)
k=1

Pentru x = 1, avem
E(X) =n(p+q)" 'p=mnp.

Apoi, folosind proprietatea P7 din propozitia 2.6,
var (X) = E(X?) — (E(X))?, (2.24)

unde

n n -
E(X2) _ Z ]{72 (k)pkqn k"
k=0
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Daca inmultim identitatea (2.23) cu z, o derivam (in raport cu x) si apoi
inlocuim z = 1, obtinem

E(X?) =np(1+ (n—1)p).
inlocuind in (2.24), in final obtinem concluzia

var (X) = np (1 +np — p) — n*p* = npq.

Distributia hipergeometrica

Teorema 2.10 Daca X este o v.a.d. avand o distributie hipergeometrica
data in (2.14), atunci

a+b—n a b
E(X) = np, UW’(X):WPCIm7 Cup= et b q= ot b
Demonstratie.
1 - a b
X) = (a+b> Zk(k> (n— k)
n k=0
Intrucat

k (Z) - a(z - 1) (2.25)

n

0= g a1 () =

n k=1

putem scrie

unde in ultima egalitate am folosit identitatea Vandermonde (2.15). Dupa
simplificari, are loc concluzia.
Pentru varianta mai intai evaluam

E(X?) = (aib) an’f2 (Z) <n E k:)

n k=1

- (Zk()( )+k;k<’“‘”(2)<nfk)>'

Folosind (2.25) si relatia

kw—1wﬁ>:am—1Wﬁ:Z). (2.26)

din nou dintr-o identitate de tip Vandermonde, obtinem
+b—1 ala—1)fa+b—2
Bix - & (@
= e ) e (05)
a(a —
+b)

__n 1)
R R Ay P s vy

(a

Inlocuind acum E(X) si F(X?) in formula (2.24) si efectuand calculele,
obtinem concluzia. [ |
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Distributia Poisson

Teorema 2.11 Daca X este o v.a.d. avand o distributie Poisson data in
(2.16), atunci
E(X)=X wvar(X)=A\

Demonstratie.
E(X)=e g_okk' = Xe E (k—l)':)\e et = A

2 e oM e, A
=1

k=0 k
o )\k—l e )\kz—l
-
= A k=D 2
k=1 =
> /\k:—? o )\k—l

Distributia geometrica

Teorema 2.12 Daca X este o v.a.d. avand o distribulie geometrica data in
(2.17), atunci

E(X)==~, wvar(X)=-"L.
p
Demonstratie.
> I p 1
(%) ,; l—q/, (1=9¢? p

E(X*) =p) k"
k=1

Pentru a evalua aceasta suma, consideram seria de puteri

= 1
ket = :
,; (1—q)?

o Inmultim cu ¢ si apoi derivam egalitatea in raport cu . Obtinem
o !/
>t = (), e
— )2 — 3
— 1-9?/, (1-4q

Prin inlocuire in F(X?) obtinem concluzia. |




CAPITOLUL 2. PROBABILITATI DISCRETE 26

Distributia binomiala negativa

Teorema 2.13 Daca X este o v.a.d. avand o distributie binomiala negativa,
data in (2.18), atunci

E(X)=2, wvar(X)=".
P p
Demonstratie. In acest caz, daca folosim metodele anterioare, calculele se
complica destul de mult. De aceea vom folosi o alta methoda pentru calculul
expectantei si dispersiei. Mai precis, vom scrie v.a. X ca si o suma de
variabile aleatoare total independente ale caror valori medii i variante pot
fi calculate mai usor.
Deci, consideram urmatoarea variabila aleatoare:

X7 = nr. de experimente efectuate pana la prima aparitie a lui A,
Xr = ur. of experimente efectuate intre a (k — 1)-a

si a k-a aparitie a lui A,

pentru k = 2,3, ...,n. Aceste v.a. sunt total independente si au o distributie
geometricca cu acelagi parametru p.
Conform teoremei 2.17 avem

pentru orice k € N,,.
Intrucat valoarea medie a sumei de v.a. este egala cu suma valorilor medii
(vezi P9’ pag. 52), avem

E(X)=FE(X1)+...+ E(X,) =nE(X;) = g,

si astfel formula pentru E(X) este demonstrata.
Pentru varianta avem

n

var(X) =var(Xy) + ... +var(X,) =n-var(Xy) = p_g)
datorita faptului ca v.a. Xj, Xs,..., X, sunt total independente (vezi for-
mula (2.8)). =

Distributia urnelor lui Poisson

Teorema 2.14 Daca X este o v.a.d. avand distributia urnelor lui Poisson,
data in definitia 2.18, atunci

E(X) = Zpk, var(X) = Zpqu.
k=1 k=1

Demonstratie. In acest caz metodele directe duc din nou la calcule foarte
complicate, deci vom folosi aceeasi idee de a scrie X ca si suma de n variabile
aleatoare total independente.
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Deci, fie Xj (1 < k < n) v.a. reprezentand numarul de bile albe extrase
din urna Uy. Atunci X}, sunt total independente si X poate fi scris ca si

X=X1+Xo+...X,.

Variabila aleatoare X} are distributia
Pr 4k

E(X%) = p, E(X,f) =pg, var(Xg) = prqr, pentru k € N,

Un calcul simplu arata ca

de unde

E(X) = ZE(Xk)ZZPk,
var(X) = Zva'r(Xk):Zpqu.

In final sa observam ca, in cazul cand urnele sunt identice (pr = p), obtinem,
aga cum era de asteptat, expectanta si variata distributiei binomiale. ]

2.12 Inegalitatea lui Markov. Teorema lui
Chebasev

Propozitia 2.15 (Inegalitatea lui Markov) 8Fie X o variabild
aleatoare si fie a > 0. Atunci

E(|X|?
P(x| > a) < 20 (2.27)
a
Demonstratie. Fie Z, o v.a.
{ 1, daca |X| > a,
Ly = <
0, n rest.
Aceastd v.a. satisface inegalitatea | X|* > a? - Z,, din care rezulta ci
E(|X|*) > a®E(Z,) = a*P(|X| > a).
[

Urmatorul rezultat, cunoscut sub numele de teorema lui Cebagev?, poate
fi folosita pentru determinarea unei margini inferioare pentru probabilitatea
ca o variabila aleatoare Y sa apartina unui interval [u — ko, p+ ko] din jurul
valorii medii p.

8 Andrey Markov (1856-1922), matematician rus.
9Pafnuty Lvévich Cebagev (1821-1894), matematician rus.
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Teorema 2.16 (Cebasev) FieY o variabild aleatoare cu valoarea medie
si varianta o finite. Atunci, pentru orice constantd 1 > 0, avem

1
P(lY —p| = e10) < = (2.28)

ok
1

Demonstratie. Daca in inegalitatea (2.27) seia X =Y — E(Y) si a = €0,
concluzia se obtine imediat. ]

Inegalitatea (2.28) se poate scrie de asemenea ca si

P(lY —p| <e0) >1— é,
sau, daca se noteaza ¢ = ey,
P(lY —E(Y)|>¢) < varg(QY)’ sau
P(lY —EY)[<e) > 1- Vagy) (2.29)

Exemplul 2.8 Numarul de clienti care intra intr-un magazin intr-o zi, notat
cu'Y, a fost observat pentru o perioadd lunga de timp si s-a gasit ca exista
in medie de 20 clienti, cu o deviatie standard de 2 clienti'®. Probabilitatea
distributier lui Y este necunoscuta. Ce se poate spune despre probabilitatea
ca a doua zi'Y sd fie intre 16 si 247

Solutie. Trebuie sa gasim P(16 <Y < 24). Pentru orice € > 0, inegalitatea
(2.29) se poate scrie ca i

2
P(u—e<Y<u—|—€)21—a—2.
€
Pentru p = 20 gi 0 = 2, rezulta ca p —e = 16 §i p+ ¢ = 24 daca ¢ = 4.
Astfel,

Aceasta inseamna ca totalul clientilor de a doua zi va fi intre 16 i 24 cu o
probabilitate de cel putin 3/4.
Sa observam ca, daca o ar fi fost egal cu 1,
1 15
Plle<Y <24)>1——==—.
( )2 42 16
Deci valoarea lui o are un efect considerabil asupra probabilitatilor asociate
cu intervale.

2.13 Legile numerelor mari

Legile numerelor mari (LNM), numite si teoremele de aur ale calculului pro-
babilitatilor, sunt teoreme care descriu stabilitatea pe termen lung a unei
variabile aleatoare. De exemplu, cand se arunca un zar de un anumit numar
de ori, media punctelor va fi stabila in jurul valorii medii 3.5 (vezi exemplul
2.7, pag. 50), atunci cand numarul de aruncari devine mare.

10Modul de estimare al deviatiei standard dupsd multe observatii este subiectul statisticii
matematice, netratat in acest material.
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Forme ale LNM

Legile numerelor mari exista in doua forme: legea slaba a numerelor mari
(LSNM) si legea tare a numerelor mari (LTNM). Ambele afirma ca
media de selectie converge catre valoarea medie, diferenta dintre ele fiind
tipul de convergenta.

Definitia 2.25 Un gir (X,,)nen de variabile aleatoare converge in proba-
bilitate cdtre o variabild aleatoare X (si notam X, == X) dacd

lim P (|X, — X|) <e=1, pentru orice € > 0. (2.30)

n—oo
Un sir (X,)nen de variabile aleatoare converge aproape sigur la o varia-
bild aleatoare X (si notaim X, =% X) dacd

P ( lim X, = X) =1, pentru orice € > 0. (2.31)

n—oo

Se poate arita ci, dacd X, —3 X, atunci X,, — X, dar implicatia inversi
nu este adeviratd in general. Totusi, se poate ariita ci, dacd X, — X,
atunci existd un subsir (X,,),oy astfel incat X,, —= X. Din aceste mo-
tive, convergenta in probabilitate este numita convergenta slaba, in timp ce
convergenta aproape sigura este cunoscuta cu numele de convergenta tare.

Definitia 2.26 (Legea slaba a numerelor mari) Un sir (X,,)nen de va-
riabile aleatoare cu E(X,) < oo pentru orice n € N se supune LSNM
daca

1 n
=3 (Xy - B(Xy) 20, adicd
n

k=1

lim P(% (Xk— E(Xp) <e) =1, Ve>D0. (2.32)

n—oo
k=1
In continuare dam cateva teoreme referitoare la LSNM.

Teorema 2.17 (LSNM, Markov) Fie (X,)nen un sir de variabile alea-
toare satisfacand urmatoarea condifiei (cunoscutd ca gi conditia lui Markov):

1
lim —wvar(X; +Xo+ ...+ X,) =0.

n—oo 1
Atunci (X,,)nen se supune LSNM.
Demonstratie. Pentru n € N consideram media

— 1
Xn:ﬁ(X1+X2+...+Xn).

Atunci, avem

P(%iXk_E(Xk)25> < P<%iXk_E<Xk) Z€>
: — P([X, - B(X,)| > )

var (X,)  var(X, + ...+ X))
2 n2e2 :
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In ultima egalitate am folosit inegalitatea lui Cebagev data in teorema 2.16,
pentru Y = X,,. Daca facem n — oo se obtine

1 n
lim P <— ZXk — E(X%) > 8) = 0, pentru orice € > 0,

care este echivalent cu (2.32), de unde deducem ca girul (X,,)nen se supune
LSNM. |

Teorema 2.18 (LSNM, Cebasev) Fie (X, )nen un sir de variabile alea-
toare independente doua cate doua, pentru care exista constanta reala 0 <
M < oo astfel incat

var(X,) < M, pentru orice n € N.

Atunci girul (X,)nen se supune LSNM.

Demonstratie. Concluzia rezulta imediat din faptul ca

1 1 M
ﬁvar(Xl +...+X,) = = (var(Xy) + ... +var(X,)) < —

si din teorema precedenta. |

Teorema 2.19 (LSNM, Poisson) Daca intr-un gir de repetari indepen-
dente ale unui experiment probabilitatea ca un eveniment A sa aiba loc la
fiecare incercare este p, atunci pentru orice € > 0 avem

lim P(‘%—p‘<6>:1,

n—o0
unde m,, este numarul de aparitii ale evenimentului A tn n tncercari.

Teorema lui Poisson afirma ca girul de frecvente relative m,, /n ale aparitiei
unui eveniment tinde in probabilitate catre probabilitatea evenimentului.
Demonstratie. Pentru un experiment consideram variabila aleatoare

10
X ,cug=1-—p,
(50 ) ena=1-0

care ia valoarea 1 daca evenimentul A are loc i 0 in caz contrar. Un calcul
simplu arata ca F(X) = p si var(X) = pg. Atunci, pentru fiecare incercare
consideram o variabila aleatoare X,, = X si observam ca

1 L
X1+ Xot.. . +X)="2 4 BX,)=L=p

n —
n n n

X
Sirul de v.a. (X, )nen satisface conditia lui Markov:

1
—Zvar(Xi) S RN 0, n — oo,

prin urmare, aplicand teorema lui Markov concluzia rezulta imediat. ]
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Definitia 2.27 (Legea tare a numerelor mari) Un sir (X,,)nen de vari-
abile aleatoare, cu E(X,) < oo pentru orice n € N, se supune LTNM
daca

P(Jim 3 (X - B(X,) =0) = 1. (2.33)

Vom enunta fara demonstratie doua rezultate privind LTNM.

Teorema 2.20 (Kolmogorov) Daca (X,,)nen este un sir de variabile alea-
toare independente satisfacand

o L
JI_EEOZEWT(X’f) < 00,

k=1
atuncy

1 <
— > (Xx - B(Xy)) “%0,
[

adica girul (X, )nen se supune LTNM.

Teorema 2.21 (Kolmogorov) Fie (X, )nen un sir de variabile aleatoare
independente i identic distribuite, astfel incit E(X,) = pu < co. Atunci

%ZXk ﬂ) L,
k=1

adica sirul (X,)nen se supune LTNM.

2.14 Probleme rezolvate

Problema 2.1 (Problema zilei de nastere) Cate persoane trebuie sa fie
intr-o sald ca sa putem paria in mod favorabil (cu o probabilitate de succes
mai mare decat 0.5) ca exista cel putin doud persoane care au aceeasi zi de
nastere?

In teoria probabilitatilor aceasta problema se mai numeste paradozul
ziler de nastere. Exista 365 zile de nastere posibile, deci am fi tentati sa
credem ca ar fi nevoie de jumatate din acest numar, 183. Rezultatul este
oarecum surprinzator, de fapt numarul cerut fiind 23. Pentru 60 sau mai
multe persoane, probabilitatea este mai mare decat 99%, totusi nu poate fi
100% decat daca exista 366 persoane.

Solutie. Fie p, probabilitatea ca, intr-o sala cu n persoane, sa nu existe
nici o zi de nagtere care sa se repete. Presupunem ca pentru fiecare persoana
exista 365 zile de nastere posibile, toate egal probabile.!’ Atunci

365-364-...- (365 —n+1)

Pn 365" ‘

1 Chiar dacd am presupus ca cele 365 zile de nastere pot si cada in orice zi, evidentele
statistice arata ca acest lucru nu este adevarat.
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Pentru problema noastra, trebuie sa gasim valoarea minima a lui n pentru
care 1 — p, > 0.5 (sau, echivalent p, < 0.5). Evaluand ¢, = 1 — p,, pentru
diferite valori ale lui n, gasim ca

n=15 ¢, = 25.29% n=30 q,=T70.63%
n=20 gq,=41.14% n=40 ¢, =89.12%
n=21 gq,=44.36% n=50 ¢,=97.03%
n=22 gq,=47.56% n=>57 ¢,=299.01%
n=23 q,=50.72% n=100 g, = 99.99996%

Problema 2.2 (Aceeasi zi de nastere cu tine) Care este probabilitatea
ca intr-o sald cu n persoane cineva sa aibd aceeasi zi de nastere ca si tine?

Solutie. Fie g, probabilitatea evenimentului contrar A,,, ca nimeni din sala
sa nu aiba aceeasi zi de nastere cu tine. Atunci A, poate fi scris ca si un
produs de n evenimente independente,

A, =B, NByN---N By,

unde By (1 < k < n) este evenimentul <persoana k nu are aceeasi zi de
nastere ca tine > . Probabilitatea fiecarui B}, este

364

PP = 565

intrucat exista 364 cazuri favorabile (toate zilele dintr-un an, cu exceptia zilei
tale) si 365 cazuri posibile. Prin urmare, probabilitatea ceruta va fi

364"
n=log=1— (=) .
° ¢ (365>

Calculul arata ca, pentru n = 23 persoane, probabilitatea este sqo3 =
6.1%, si s, incepe sa devina mai mare decat 0.5 pentru n > 253, care este
semnificativ mai mare decat 365/2 = 185.5.

Problema 2.3 (Partida neterminata) Aceasta este o veche si clasica pro-
blema din teoria probabilitatilor.

Consideram doud echipe, A si B, presupuse de forte egale. Ele sunt in
competitie pentru un premiu, primit de prima echipa care castiga n jocuri.
Dupa ce A a castigat i jocuri si B a castigat j jocuri (i,j < n), competifia
este intrerupta in mod neasteptat si trebuie sa decidem cum sa se imparta
premaiul in bani.

Solutie. Aceasta problema a starnit mult interes inca de la inceputurile isto-
riei teoriei probabilitatilor. Lista urmatoare ne da sugestii despre proportia
pe care A trebuie sa o primeasca.

Pacioli (1494) : /(i +j),
Tartaglia (1556) : (n+1—j)/2n,
Forestani (1603) : (2n—1+1i—j)/(4n — 2).

Problema a fost rezolvata de catre Fermat i Pascal in 1654, corespondenta
dintre acegtia care a condus in final la gasirea solutiei problemei este prezen-
tata in [5]. Ideea a fost ca fiecare echipa sa primeasca o fractie din premiu
egala cu probabilitatea ca aceasta sa castige jocurile ramase. Deci, numarul
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de jocuri de care A are nevoie ca sa castige este k| = n — ¢ gi numarul de
jocuri de care B are nevoie ca sa castige este ko = n — j. Numarul maxim
de jocuri care trebuie jucate in meciul ramas este ky + ko — 1.

Pentru a castiga competitia in exact m jocuri, A trebuie sa castige ultimul
jocsi k1 — 1 din primele m — 1 jocuri. Conform schemei binomiale (pag. 39),
probabilitatea de a castiga k; — 1 din cele m — 1 jocuri ramase este

(D6

prin urmare probabilitatea ca A sa castige in m jocuri va fi 27™ (Zj)

Posibilele valori pentru m sunt ki, ky +1,...,k + ko — 1. In concluzie,
probabilitatea ca A sa castige este

“%?11 m—1
2m \ky —1)°
m=k1

Analog, probabilitatea ca B sa castige este

“gfilcn—1)

= 2m \ky — 1

Problema 2.4 (Experimente de capturare si recapturare) Un

biolog merge la un iaz i captureaza K = 60 pesti, . marcheaza pe fiecare cu
o pata de vopsea st le da drumul inapot in iaz. Dupa o vreme se intoarce i
captureaza o alta mulfime de n = 50 pesti, gasind k = 12 pesti marcati si
n — k = 38 pesti nemarcati. Care este cea mai buna estimare a biologului
despre marimea populafiei de pesti din iaz? (Presupunem cd nici un pegte
nu intra sau iese din iaz intre cele doud vizite).

Solutie. Fie N numarul de pesti din iaz. Probabilitate de a obtine k pesti
marcati i n — k nemarcati dintr-o selectie de n pesti este (folosind schema
hipergeometrica pag. 40)

0
o)

n

Pentru a estima populatia, alegem N astfel incat sa maximizeze py. Un
calcul simplu ne arata ca

N - K N —n
N—-K—(n—k) N

PN =DPN-1"

deci inegalitatea

va fi echivalenta cu

In concluzie, pentru
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probabilitatea py va fi maximizata.
Kn

Sa mentionam cd, in cazul cand N = 5%, avem egalitatea

?

=
s |

care inseamna ca proportia de pesti marcati din populatie coincide cu proportia
de pesti marcati din selectie.
In exemplul nostru N = 950

2 = 250, deci probabilitatea py este maximi-
zata pentru N = 250.

Problema 2.5 5% din barbati si 0.25% din femei au o forma de daltonism.
Care este probabilitatea ca o persoand daltonista sa fie barbat?

Solutie. Consideram experimentul de a testa o persoana la intamplare si fie
evenimentele

A :  <«<persoana testata este daltonistas ,
By : <persoana testata este femeie> |
B> : <«<persoana testata este barbat> .

Atunci S = {Bjy, By} este un (SCE) intrucat By N By = 0 si By U By = E,
E fiind evenimentul sigur <o persoana este testata » . Deci, A are loc
impreuna cu unul (si numai unul) din evenimentele lui S. Conform formulei
probabilitatii totale avem

P(A) = P(By) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|By).
Probabilitatile implicate aici sunt

1 5 1 0.25
P(B) =5, PAB) =155, P(B) =5 PAB) =5

prin urmare P(A) = 2.62%.

Presupunem acum ca experimentul de testare a fost realizat si evenimen-
tul A a avut loc, adica persoana testata este daltonista. Ni se cere probabi-
litatea P(By|A), adica probabilitatea ca persoana sa fie barbat, stiind deja
ca este daltonista. Aceasta poate de asemenea fi interpretata ca si proba-
bilitatea ca realizarea evenimentului A sa fie datorata evenimentului Bs din
(SCE) S. Pentru a calcula probabilitatea ceruta folosim formula lui Bayes

P(Bi) - P(A|B1)
P(A)

P(Bo|A) = =0.9523. ..,

astfel probabilitatea ca o persoana daltonista sa fie barbat este 95.23%.

Problema 2.6 (Genetica) O femeie are un frate bolnav de hemofilie i
dot parinti care nu au hemofilie. Daca ea are doi baieti sanatosi, care este
probabilitatea ca ea sa fie purtatoare?

Solutie. Este cunoscut faptul ca hemofilia este cauzata de o gena recisiva h
pe cromozomul X i ca o femeie are ultima pereche de cromozomi X X, in
timp ce un barbat are XY. Un copil va mosteni un cromozom de la mama
si unul de la tata.
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Intrucat fratele este bolnav, el trebuie s fie XY (unde X" este de la
mama si Y de la tatd). Din faptul cd mama este sanatoasa, deducem ca ea
este este X" X, Aceasta pentru ca gena sanatoasa H este dominantd peste
gena recisiva h si deci, intrucat mama este purtatoare, ea are o gena bolnava
h. Tata trebuie s& aiba prin urmare XY, pentru ca daca ar avea X"Y ar
insemna ca este bolnav.

In concluzie, parintii sunt X* X7 si XY

In aceasta situatie, copiii lor ar putea fi:

xXhxH" xHxH xhy XxXHy

Deci, pentru o fiica, sansele sa fie purtatoare sunt 50%. Daca ea este purtatoare,
atunci probabilitatea ca fiii sai sa aiba boala este 50% (intrucat fiii sai pot fi
sau XY sau X7Y).

Deci, sa consideram urmatoarele evenimente:

B : <«femeia este purtatoare >

A . <«femeia are doi fii sanatosi >

Ni se cere probabilitatea P(B|A), care poate fi calculata cu formula lui
Bayes. Mai intai folosim formula probabilitatii totale

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) = +1-

1
2 8

e
N | —

Probabilitatea P(A|B) a fost calculatd in felul urmaitor: ea este X" X prin

urmare un fiu poate fi sau X"Y (caz in care este bolnav), sau X" X (caz in

care este sanatos). Deci probabilitatea ca un fiu sa fie sanatos este 1/2.
Acum, formula lui Bayes ne da

p(B|a) = TABIPB) M}f&? (B) _

g.

olen|ool—

Problema 2.7 Daca cineva joaca la ruleta si pariaza 1 €' pe negru, atunci
castiga 1 € cu probabilitatea % st pierde 1 €' cu probabilitatea ;—g.

a) Care este valoarea asteptata a castigului?

b) Daca ruleta este una americand, unde probabilitatea de castig este
timp ce probabilitatea de a pierde este %,
asteptata a castigului?

c) O persoand joaca la ruleta americand $i pariaza 1 § pe negru de 19 ori.
Care este valoarea asteptata a castigului sau?

Solutie.

18
387 m

care este in acest caz valoarea

a) V.a. reprezentand castigul este
1 -1
37 37

18 19

Valoarea ei medie va fi

Aceasta inseamna ca pierde in medie 2.70 centi in fiecare joc.
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b) In cazul al doilea, v.a. reprezentand castigul este
1 -1
Y : ( 18 20 )
38 38

18 20
E(Y) =150+ (=1)- 5o = ~0.05268.

(dublul celei din primul caz !!!).

si valoarea sa medie va fi

c) Pentru i € Nyg, fie Y; v.a. reprezentand castigul la al i-lea joc. Atunci
E(Y;) = E(Y) = —%, de unde expectanta cerutd va fi

EYi+...+Yi9)=EY1)+...+ E(Y) =19 (;—82> = —18.

Problema 2.8 Un barbat nu cumpara niciodata bilet de autobuz. El presu-
pune ca exista o probabilitate de 0.05 de a fi prins. Prima amenda nu costa
nimic, a doua costa 20 lei, si amenzile urmatoare costa 40 lei fiecare. In
aceste ipoteze, care este costul asteptat a 100 de calatorii fara sa plateasa, in
comparatie cu costul a 100 bilete de autobuz, daca biletul pentru o calatorie
costa 2 lei?

Solutie. Fie p = 0.05 probabilitatea sa fie prins o data. V.a. reprezentand
suma datorata in cazul cand nu plateste niciodata bilet este

< 0 20 20+40-1 ... 20+40k ... 20+40-98>
Do +D1 P2 D3 e Dk+2 e D100
unde p;, = (120)pk(1 — p)199=* " Atunci
& 100 k+2 98—k :
E(X) = ;(20 + 40k) (k . 2)]? (1 —p)** = 140.98 lei,

care este mai mic decat suma cheltuita in cazul in care plateste fiecare
calatorie (200 lei). Pentru a calcula suma, am folosit argumente similare
cu cele din calculul valorii medii a distributiei binomiale.

Problema 2.9 Presupunem ca, atunct cand cineva calatoreste cu autobuzul,
costul uner calatorit este 2 lei i ca exista o probabilitate p de a fi controlat.
De fiecare data cand o persoana este prinsa fara bilet, amenda este 40 lei.
Care este valoarea mazxima a lui p pentru costul astptat a 100 calatorit fara
sa plateasca biletul este mai mica decat 200 lei (suma platita in cazul in care
cumpara de fiecare data bilet)?

Solutie. V.a. reprezentand suma platita in cazul cand nu plateste niciodata

bilet este 0k
X : , k=0,1,...,100,
<(120)pk(1 _ p)loo—k)

prin urmare daca se considera v.a. X = %X , atunci X va avea o distributie
binomiala. Conform teoremei 2.9, valoarea sa medie va fi F(X) = 100p, de
unde F(X) = 4000p. Inegalitatea 4000p < 200 implica

200

= —0.05.
P 4000



Capitolul 3

Teoria grafurilor

3.1 Introducere

3.1.1 Grafuri

In lumea reala, multe din situatii pot fi descrise prin intermediul unei di-
agrame care consta dintr-o multime de puncte impreuna cu segmente care
unesc anumite perechi de puncte. De exemplu, punctele pot fi centre de
comunicatii si liniile pot fi legaturi, sau punctele pot fi persoane si segmen-
tele pot uni perechi de prieteni. In asemenea diagrame suntem interesati
in principal daca doua puncte sunt sau nu unite printr-un segment. O re-
prezentare matematica a situatiilor de acest tip ne conduce la conceptul de
graf.

Definitia 3.1 Un graf G consta dintr-o multime (finita) V', ale carei ele-
mente se numesc varfuri, st o multime E de perechi neordonate cu com-
ponentele in V', ale carei elemente se numesc muchii. De obicei se scrie
G = (V, E) iar muchiile se noteaza {x,y} sau mai scurt xy, unde z,y € V.

Observatia 3.1 Intr-un graf, muchia xy coincide cu muchia yx si admitem
ca muchie si o pereche xx.

Exemplul 3.1 G = (V,E), cu

V =A{a,b,c,d, f}, E={ab, ad, bf, cd, df}.
Definitia 3.2 Fie G = (V, E) un graf.

Spunem ca doud varfuri x,y € V sunt adiacente (sau vecine) daca xy
este muchie.

O muchie este o mulfime de unul sau doua varfuri distincte numite extre-
matats.

Daca un varf v este extremitate pentru muchia e, atunci spunem ca v este
incident muchiei e si despre e spunem ca este incidenta varfului v.

O bucla intr-un varf v este o muchie care uneste varful v cu el insugi. O
muchie proprie este o muchie care uneste doud extremitati diferite.

Un graf fara bucle se numeste graf simplu.
Graful G' = (V' E') este numit subgraf al lui G daca V' CV ¢i E' C E.

Daca Vy CV, graful format de varfurile lui Vi st toate muchiile din E intre
aceste varfuri este numit subgraf indus de multimea varfurilor V.

67
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Figura 3.1: Reprezentarea grafului din exemplul 3.1.

Un subgraf de acoperire al grafului G este un subgraf care contine toate
varfurile lui G.

Graful G se numeste complet daca xy € E pentru orice x,y € V, x # y.

Observatia 3.2 Fie G = (V, E) un graf i fie G mulfimea tuturor subgrafu-
rilor grafului G. Pe G se poate defini urmatoarea relatie:

H, < Hy <= H,; subgraf al lui H,. (3.1)

Se poate demonstra cu usurinta ca (G, =) este mulfime partial ordonatd.
Pentru definitia relatiei de ordine partiale si mai multe detalii despre relati,
a se vedea anexa A, pag. 138.

3.1.2 Gradul unui varf. Teorema lui Euler pentru gra-
furi

Definitia 3.3 Gradul unui varf v intr-un graf simplu G = (V,E) este
numarul de muchii ale lui G incidente in v. Acesta va fi notat cu 0(v) sau
deg(v).

Intr-un graf cu bucle, se considerad ca fiecare bucld in v aduce o contributie
egala cu 2 la 6(v).

Pentru graful din exemplul 3.1, gradele sunt

5(a) =2, 6(b) =2, 6(c) =1, 8(d) = 3, 5(f) = 2.

Relatia dintre suma gradelor si numarul de muchii este dat de teorema
lui Euler!.

Teorema 3.1 (Euler) Suma wvalorilor lui 6(v), luatd dupa toate varfurile
unui graf G = (V, E), este egald cu dublul numarului de muchii:

> 6(v) =2|E|.

Demonstratie. O muchie e = zy aduce o contributie 2 la gradul total: 1 la
d(x) sillad(y). |

O consecinta imediata a teoremei lui Euler este urmatorul corolar:

Corolarul 3.2 Intr-un graf, exista un numar par de varfuri care au grad
mpar.

Leonhard Euler (1707-1783), matematician si fizician elvetian.
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3.1.3 Lanturi, lanturi simple, lanturi elementare, ci-
cluri in grafuri

Frecvent folosim grafurile ca si modele pentru situatii practice in care sunt
implicate trasee. In aceste situatii, varfurile reprezinta orase/jonctiuni si
fiecare muchie reprezinta un drum sau o alta forma de comunicatie. Prin
urmare avem nevoie sa introducem cateva notiuni suplimentare, pentru a
putea manevra aceste situatii practice.

Definitia 3.4 ?Fie G = (V, E) un graf.
Un lant de lungime k (k € N) in G este un gir
w = (Vg, €1, V1, €2,Va, . .., €k, V),

ai carui termeni sunt alternativ varfuri si muchii, astfel incat, pentru
1 < @ <k, extremitatile lui e; sunt v;_1 $i v;. Spunem cd w este
un lant intre vy $i vy sau un (vo,v) — lang. Lantul w este deseori
reprezentat doar prin sirul de varfuri (v, vy, ...,vx) sau prin girul de
muchii (€1, €a,...,eL).

Un lant wy in G este numit un sublant al lui w daca wy este un sir wy =
(Viy €i41, Vi1, - - -, €5,0;) de termeni consecutivi ai lui w.

Un lant simplu in G este un lant lant in care toate muchiile (dar nu
neapdrat gi varfurile) sunt distincte.

Un lant elementar in G este un lant in care toate varfurile (si implicit
toate muchiile) sunt distincte, cu exceplia primului gi al ultimului, care
pot sa coincida.

Vom folosi de asemenea cuvintele lant/lant simplu/lant elementar pen-
tru a numi un graf sau subgraf ale caruit varfuri si muchii apartin
lantului respectiv.

Un lant/lant simplu/lant elementar in G este numit tnchis daca primul gi
ultimul varf coincid. Un lant/lant simplu/lant elementar care nu este
inchis se numeste deschas.

Un ciclu in G este un lant simplu inchis. Un ciclu elementar in G este
un lant elementar inchis din G.

Distanta dintre doud varfuri x,y € V, notata d(x,y) sau dist(z,y), este
manimul lungimilor tuturor lanturilor din G, dintre x siy .

Definitia 3.5 Fie wy = (x1,%2,...,%k), wa = (Y1, Y2, - ., Yp) doud lanfuri
dintr-un graf G = (V, E), astfel incat xy = y;. Lantul

w1 U we = (T1, T2, ..., Tk, Y2, - -, Yp)

se numeste reuniunea sau concatenarea lanturilor wy si ws.

Daca un lant w contine un sublant inchis W', atunci w poate fi redus la un

lant notat w — W', prin indepdrtarea din w a varfurilor si muchiilor din

W', cu exceptia primului i ultimului varf.

2Notiunile corespunzitoare din limba englezi sunt: walk = lant, closed walk = lant
inchis, trail = lant simplu, path = lant elementar, cycle = ciclu elementar, closed
trail = ciclu
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In continuare dam cateva proprietati ale lanturilor unui graf.

Propozitia 3.3 Orice lant w intre doua varfuri distincte x,y este fie un lant
elementar, fie contine un sublant inchis al lui w.

Demonstratie. Daca w nu este un lant, elementar, atunci un subsir al lui w
cuprins intre doua varfuri repetate defineste un sublant inchis al lui w. W

Propozitia 3.4 Daca exista lant intre x siy in G, atunci exista de asemenea
un lant elementar intre x si y in G.

Demonstratie. Daca lantul w nu este elementar, el contine un sublant
inchis wy. Lantul w — w; este fie elementar, fie contine un sublant w,. In
cazul al doilea, consideram (w — w;) — wy si repetam procedura (un numar
finit de ori), pana cand obtinem un lant elementar. ]

Propozitia 3.5 Orice ciclu C' contine un ciclu elementar.

Demonstratie. Fie C* un lant inchis de lungime minima. Atunci C* nu
are nici un lant inchis propriu deoarece singurele sale varfuri care se repeta
sunt primul gi ultimul. In concluzie, C* este un ciclu elementar. ]

Observatia 3.3 Aceasta proprietate nu este adevarata daca C este doar un
lant inchis.

Pentru rezultatul urmator, trebuie sa introducem o noua terminologie.

Definitia 3.6 O multime de cicluri elementare care nu au muchii comune
C1,Cy, ..., C, este numita descompunere a lantului simplu inchis 7, daca
aceste cicluri elementare sunt sublanturi pentru T $i daca reuniunea multimilor
muchiilor lor coincide cu multimea muchiilor din T (cu alte cuvinte {Cy, Csy, ..., Cy,}
formeaza o partitie a multimii de muchii din ).

Propozitia 3.6 Un lant simplu inchis poate fi descompus in cicluri elemen-
tare fara muchii in comun.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupa & (k = numarul de muchii).
Pentru k£ = 1, lantul simplu este o bucla. Presupunem proprietatea adevarata
pentru orice lanturi simple inchise cu < m muchii i fie 7 un lant simplu inchis
cu m + 1 muchii. Conform propozitiei 3.5, 7 contine un ciclu elementar C.
Atunci 7 — C' este un lant simplu inchis avand < m muchii. Din ipoteza
inductiei, 7 — C' poate fi descompus in cicluri elementare fara muchii comune
si prin urmare 7 poate fi scris ca si reuniunea acestor cicluri elementare
disjuncte si C. [ ]

Definitia 3.7 (Operatii cu grafuri) Fie G = (V, E) un graf.

Prin stergerea unet muchii e € E din graful graf G, se obtine un subgraf
notat G — e, care contine toate varfurile lui G si toate muchiile lui G,
cu exceptia lui e.

Prin stergerea unui varf x € V din graful G, se obfine un subgraf
notat G — x, care contine toate varfurile lui G cu exceptia lui x si toate
muchiile lui G cu exceptia celor incidente in x.
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Prin addaugarea unei muchii e; = vy ¢ E la graful G, se obline un alt
graf, notat G + ey, cu multimea varfurilor VU {x} U {y} si multimea
muchiilor E'U {e;}.

3.1.4 Conectivitate in grafuri
Definitia 3.8 Fie G = (V, E) un graf.

G se numeste conex daca, pentru oricare doud varfuri x,y, exista un lant
intre x $1 .

O componenta conexd (sau simplu componentd) a lui G este un subgraf
conex maximal® S al lui G, in sensul ca S nu este un subgraf propriu
al nici unui subgraf conex al lui G.

O muchie e € E se numeste muchie taietura sau bridge daca prin
inlaturarea lui e creste numarul de componente conexe.

Cand un graf de dimensiuni mici este dat printr-un desen, este destul de
usor sa precizam daca este conex sau nu. Totusi, cand un graf are dimensiuni
mari sau cand este dat in alt mod (de exemplu prin matricea sa de incidenta),
avem nevoie de algoritmi eficienti pentru a decide daca este conex sau nu.
Un asemenea algoritm este prezentat in paragraful 3.2.1, pag. 81.

Urmatoarea teorema afirma ca orice graf G care nu este conex poate
fi descompus in componente conexe. Importanta sa este semnificativa deoa-
rece multe proprietati ale grafurilor pot fi stabilite pentru fiecare componenta
conexa a sa. Din acest motiv, teoremele despre grafuri sunt deseori demon-
strate doar pentru grafuri conexe.

Teorema 3.7 (de descompunere in subgrafuri conexe) Pentru orice
graf G = (V, E) exista un numar (finit) de k subgrafuri conexe G; = (V;, E;),
1 € Ny, cu urmatoarele proprietati:

1. VinV; =0, E,NE;=0, pentru orice i,j € Ng, i # j,

k k
2. V=V, E=lJE.
=1 j

=1

Demonstratie. Pe multimea de varfuri V' definim urmatoarea relatie:
r~Yy <= r=y sau existaun (z,y)— lant. (3.2)

Aceasta relatie este o relatie de echivalenta pe V', numita relatia de accesi-
bilitate. Ea induce o partitie {Vi, Vs, ..., Vi } pe multimea de varfuri V' (vezi
anexa 3.9.4). Pentru fiecare i € Ng, notam cu G; = (V;, E;) graful indus de

submultimea de varfuri V.
k

Apoi trebuie sd aratam cd E;NE; = 0 si |J E; = E. Presupunem ca exista
i=1
s # t astfel incat B, N E; # () si fie e = zy € E, N E;. Atunci z,y € V, NV},
k
care este o contradictie. Ramane sa aratam incluziunea £ C |J E;. Fie

i=1
e=xy € F. Dacaz €V giy eV, cus #t, atunci din conexitatea grafului

3Pentru definitia unui element maximal a se vedea anexa 3.9.4, pag. 139. Relatia de
ordine in acest caz este cea definitd in (3.1).
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deducem ca exista un lant intre z si y, adica intre un varf din Vj si un varf
din V;, care este o contradictie cu faptul ca V, si V; apartin unor clase de

echivalenta diferite. In concluzie x,y apartin aceleiasi clase de equivalenta
k

V;. Astfel, e € E; C |J E;. |

=1

O consecinta imediata a teoremei 3.7 este urmatorul corolar.

Corolarul 3.8 (Descompunerea in componente conexe)
Grafurile G; = (E;,V;), i € Ny, induse de clasele de echivalenta ale relatiei
de accesibilitate (3.2), sunt componentele conexe ale grafului G.

Demonstratie. Presupunem ca exista un subgraf conex al lui G, notat
G = (V' E'), astfel incat G; < G’. Vom demonstra ca G' = G;.

Din G; X G avem V; C V' gi E; C E'. Presupunem ca exista z € V' \ V.
Deoarece G; <X G’ ¢i G',G; sunt conexe, varful z este de asemenea conec-
tat cu toate varfurile din V;, in contradictie cu constructia lui V;. Apoi, fie
e=xy € E'. Din V' = V; avem z,y € V;, si prin urmare e € F;, deoarece
(Vi, E;) este graful indus pe submultimea de varfuri V;. In concluzie, E’ C E;,
si astfel demonstratia este incheiata. ]

Acest corolar ne sugereaza urmatoarea definitie alternativa pentru o com-
ponenta conexa.

Definitia 3.9 O componentd conexd a unui graf G = (V,E) este un
subgraf indus de o clasa de echivalenta a relatiei de accesibilitate pe V.

3.1.5 Multigrafuri, grafuri orientate si multigrafuri orien-
tate

In practica exista situatii (ca de exemplu retelele electrice), cand trebuie
considerate mai multe muchii intre doua varfuri. In aceasta situatie este
nevoie de extinderea notiunii de graf la o noua notiune, care sa admita mai
multe muchii intre aceeasi pereche de varfuri.

Definitia 3.10 Muchiile multiple (de asemenea numite muchii pa-
ralele), sunt doua sau mai multe muchii care sunt incidente aceloragi
doua varfuri.

Un multigraf este un graf care poate avea muchii multiple.

Matematic, un multigraf este alcatuit din:

- 0o multime V' de varfuri,

- 0 multime E de perechi neordonate cu componentele in V', ale carei
elemente se numesc muchii,

- o functie p : F — NU{0}, u(xy) = numarul de muchii cu extremitatile
x,y.

De obicei, un multigraf se noteaza cu G = (V, E, ). Terminologia intro-
dusa in definitiile 3.2, 3.4, este valabila si pentru multigrafuri, cu observatia
ca din cele trei notatii date pentru lanturi (vezi pag. 69), este corecta doar
cea in care sunt specificate atat varfurile cat si muchiile. Vom admite de
asemenea existenta buclelor, iar pentru un multigraf fara bucle folosim ter-
minologia multigraf simplu.
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Figura 3.2: Graful orientat din exemplul 3.2.

Conceptele de grafuri si multigrafuri pot sa nu fie suficiente. De exemplu,
cand avem de-a face cu probleme de trafic, este necesar sa cunoastem care
strazi ale retelei au sens unic si in ce directie se poate circula. Evident, doar
un graf al retelei de strazi nu ne este de folos intr-o asemenea situatie. Ceea
ce avem nevoie este un graf in care fiecare muchie are o anumita orientare —
un graf orientat.

Definitia 3.11 Un graf orientat (sau un digraf) D consta dintr-o mulfime
(finita) V', ale carei elemente se numesc varfuri, si o mulfime A, A CV xV,
ale carei elemente se numesc arce. De obicei se scrie D = (V, A) i arcele
se noteazd (x,y), cu x,y € V.

Spre deosebire de muchii, arcele sunt perechi ordonate. Astfel, un arc (z,y)
unegte varfurile z si y intr-o anumita directie (de la = spre y). Sa mai
mentionam faptul ca, pentru x # y, arcul (z,y) nu coincide cu arcul (y, x).

Exemplul 3.2 D = (V, A), cu

V = {a,b,c,d, [},
E = {(a,b),(b,c),(c,d),(f,d),(fb),(f a),(a,f),(fb)}.

Definitia 3.12 Fie D = (V, A) un graf orientat.

Doua sau mai multe arce care unesc aceeasi pereche de varfuri in aceeasi
directie se numesc arce multiple (Dar doud arce care unesc aceeasi
pereche de varfuri in directii opuse nu sunt arce multiple !).

Un arc care uneste un varf cu el insusi se numeste bucla.
Un graf orientat fara bucle se numeste simplu.

Doua varfuri unite printr-un arc intr-o directie oarecare se numesc adia-
cente.

Varfurile sunt incidente arcului care le uneste.

Un arc este incident spre gi dinspre varfurile pe care le uneste.
Extremitatea initiala a unui arc este varful din care pleaca arcul.
Extremitatea finala a unui arc este varful spre care se indreapta arcul.

Un subgraf orientat (sau subdigraf) al lui D este un graf orientat ale
carut varfuri si arce sunt varfuri si arce ale lui D.

Daca Vi C V', subgraful orientat construit cu varfurile lui Vi si toate arcele
din A care unesc aceste varfuri se numeste subgraf orientat indus

de V1.
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Graful suport al unui graf orientat este graful obtinut prin inlocuirea tu-
turor arcelor din graful orientat prin muchi.

Gradul exterior al unui varf x este numarul de arce incidente dinspre
x. Gradul interior al unui varf x este numarul de arce incidente
spre x. Buclele aduc o contributie egala cu 1 la fiecare din aceste
grade.

Observatia 3.4 Fie D = (V, A) un graf orientat si fie D multimea tuturor
subgrafurilor digrafului D. Ca si in cazul grafurilor, pe D se poate introduce
urmatoarea relatie:

H, <X Hy <= H, subgraf orientat al lui Hs. (3.3)
Se poate arata ca (D, <) este o multime partial ordonatad.

Teorema 3.9 (Teorema lui Euler pentu grafuri orientate)
Suma gradelor interioare si a gradelor exterioare ale varfurilor unui graf sunt
ambele egale cu numarul de arce.

Demonstratie. Fiecare arc aduce urmatoarele contributii:
- unu, la gradul exterior al varfului spre care este incident,
- unu, la gradul interior al varfului dinspre care este incident. |

3.1.6 Drumuri, drumuri simple, drumuri elementare,
cicluri in grafuri orientate

Definitia 3.13 * Fie D = (V, A) un graf orientat.

Un drum de lungime k (k € N) in D este o succesiune finita
w = (vg,a1,V1,...,a5, V) ai carei termeni sunt alternativ varfuri gi
arce, astfel incat, pentru © € Ny, arcul a; are extremitatea initiald v;_1
st extremitatea finala v;. Spunem ca w este un drum de la vy la vy sau
un (vg, vg)— drum.

Ca si in cazul grafurilor, un drum w = (vg,ay, vy, ...,a, V) poate fi
dat de asemenea doar prin sirul varfurilor sale w = (vg,v1, ..., V) Sau
prin sirul arcelor sale w = (ay, ..., a).

Un drum simplu orientat in D este un drum in care toate arcele (dar
nu neaparat varfurile) sunt distincte.

Un drum elementar orientat in D este un drum in care toate varfurile
(si implicit toate arcele) sunt distincte, cu exceptia primului si ultimu-
lut, care pot sa coincida.

Un drum/drum simplu/drum elementar in D se numeste inchis daca

primul st ultimul varf coincid.

Un drum simplu inchis in D se numeste ciclu (cateodata ciclu orientat
sau circuit).

4Notiunile corespunzitoare din limba englezd in cazul grafurilor orientate sunt: di-
graph = graf orientat, (dar existd de asemenea terminologia <oriented grafs , care
inseamna si nu se traduce prin graf orientat !), walk = drum, closed walk = drum inchis,
trail = drum simplu, path = drum elementar, cycle = ciclu elementar, closed trail = ciclu
ortentat, circuit.
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Figura 3.3: Un graf orientat si componentele sale conexe.

Un drum elementar inchis in D se numeste ciclu elementar.

Terminologia introdusa in definitiile 3.5 si 3.7 este de asemenea valabila,
inlocuind muchiile cu arce.

3.1.7 Conectivitate si conectivitate tare in grafuri orien-
tate

Privind conectivitatea unui graf orientat, lucrurile sunt putin diferite fata de
cazul grafurilor.

Definitia 3.14  Un graf orientat conex este un graf orientat al carui
graf suport este un graf conex. Un graf orientat neconex este un
graf orientat care nu este conex.

Un graf orientat este tare conex daca exista un drum care uneste orice
pereche orientata de varfuri.

Un graf orientat este conex daca graful sau suport este conex.

O componenta tare conexa a unui graf orientat D este un subgraf tare
conex maximal S al lui D, in sensul ca S nu este un subgraf propriu
al nici unui subgraf orientat tare conex al lui D.

Sa mentionam faptul ca daca un graf orientat este tare conex, atunci el
este conex, dar implicatia inversa nu este adevarata in general.

Teorema 3.10 (Descompunerea unui graf orientat itn componente

tare conexe) Pentru orice graf orientat D = (V, A), exista o partitie {V1, Va, ..

a multimii V', astfel incat subgrafurile orientate D; = (V;, A;), induse de V;,
sunt componentele tare conexe ale lui D.

Demonstratie. Definim relatia ~ pe V, prin

o~ s i san exista un drum, atat de la
R =J v; la vy, cat i de lav; la v;.

Atunci ~ este o relatie de echivalenta pe V', numita relafia de accesibilitate
reciproca. Aceasta induce o partitie {V;, | € Ny} a lui V. Pentru | € Ny,

aVk’}
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consideram subgrafurile orientate D; = (V, 4;) induse de V;. Fie s € N;.
Vom demonstra ca D, este tare conex.

Deci fie v;,v; € Vi, v; # v;. Deoarece v;,v; apartin aceleiasi clase de
echivalenta, vom avea v; ~ v;. Astfel, exista drumurile wy = (v;,...,v;) si
wy = (vj,...,v;), cu arce din A. Demonstram ca aceste drumuri au toate
arcele in A,. Presupunem constrariul, ca exista z* ¢ V; astfel incat

wi = (V... ", 05).

Atunci ws = (v;, ..., x*) este un drum de la v; la 2% si wy = (2%, ..., v;) U wo
este un drum de la z* la v;. Prin urmare, * = v;, care este o contradictie
cu z* ¢ V;. In concluzie, atat wy cat si wy sunt drumuri cu arce din Ay, deci
D, = (V;, Ay) este un subgraf tare conex.

Faptul ca D, este maximal poate fi aratat folosind acelasi rationament ca
si In demonstratia corolarului 3.8. |

Ca gi pentru grafuri, are loc urmatoarea definitie alternativa a unei com-
ponente tare conexe.

Definitia 3.15 O componenta tare conexa a unui graf orientat D =
(V, A) este un subfraf orientat indus de o clasa de echivalentd a relatiei de
accesibilitate reciproca pe V.

Observatia 3.5 In cazul grafurilor orientate, nu exista in mod necesar o
partitier a multimit de arce, adica

k
U A; # A, in general.
i=1

Aceasta inseamnd ca in anumite grafuri orientate exista arce care nu
apartin niciunuia din subgrafurile orientate ale partitiei. Aceste arce au
urmdtoarea proprietate (vezi figura 8.3):

Daca Vi, V5 sunt multimile de varfuri a doua componente tare conexe ale
lui D, atunci toate arcele intre V] si V, au aceeasi orientare (fie toate dinspre
V) fie toate spre V}).

Spre deosebire de grafurile orientate, in grafuri exista intotdeauna o partifie
a muchiilor, asa cum am putut vedea in teorema 3.7.

Desigur, in practica este necesar cateodata sa consideram multigrafuri
orientate. Definitia va fi similara cu cea a multigrafurilor.

Definitia 3.16 Un multigraf orientat este un graf orientat care poate
avea arce multiple.

Matematic, un multigraf orientat consta din:

- 0o multime V' de varfuri,

- o multime A C V x V de perechi ordonate cu componentele in V', ale
carei elemente se numesc arce,

- o functie p: A = N, p((z,y)) = numarul de arce de la = la y.

De obicei, un multigraf orientat se noteaza cu D = (V, A, ). Termi-
nologia introdusa in definitiile 3.2 si 3.4 este de asemenea valabila pentru
multigrafuri orientate.
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Figura 3.4: Graful G si graful orientat D din exemplul 3.3.

3.2 Reprezentarea grafurilor

Exista mai multe moduri de a reprezzenta un graf/graf orientat: desen, ma-
trice de adiacenta, matrice de incidenta, lista muchiilor incidente (respectiv
listele arcelor care vin si care pleaca).

3.2.1 DMatrice de adiacenta

Definitia 3.17 Matricea de adiacenta Ag a grafului (grafului orientat, mul-
tigrafului, multigrafului orientat) G' cu multimea de varfuri V= {vy,vq, ..., v,}
este o matrice de dimensiune n X n cu elementele
(Ag)s; — numarul de (v;,vj)— muchii (arce), dacda i # j,
i = numdrul de bucle tn v; dacd i = j,

pentru i, j € N,,.

Pe parcursul acestui paragraf vom folosi termenul de graf (resp. graf
orientat) si pentru pentru multigrafuri (resp. multigrafuri orientate).

Exemplul 3.3 Pentru graful G st graful orientat D din figura 3.4, matricele
de adiacenta sunt, respectiv,

V1 Vo U3 Vg V1 V2 U3 Uy
vuf2 1 10 vi /{2 0 1 0

vl 1.0 0 3 v 1 001
Aa = vs| 1 0 0 1 |’ Ap = vzl 1.0 00
wu\N0 3 10 u\N0 2 1 0

Cateva proprietati imediate ale matricelor de adiacenta sunt:

1. Matricea de adiacenta a unui graf (graf orientat) simplu sunt 0 si 1, cu
0 pe diagonala principala;

2. Matricea de adiacenta a unui graf este simetrica;

3. Daca D = (V, A) este un graf orientat cu V' = {vy, ..., v,} si elementele
matricei de adiacenta sunt a;;, 7, j € N,,, atunci

> " ai; = gradul exterior(v;), > a;; = gradul interior(v;).
Jj=1 i=1
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Daca in matricea din exempul 3.3 vrem numarul de lanturi de lungime 2
dintre doua varfuri, putem sa numaram cu usurinta ca exista doua asemenea
(v1,v9)— lanturi, niciun (ve,vs)— lant, 4 (ve,vs)— lanturi, s.a.m.d. Daca se
construiegte o matrice al carei element «; ; (i, € N,,) reprezinta numarul de
(vi, vj)— lanturi de lungime 2, aceasta matrice va fi egala cu

6 2 2 4
2 10 4 0
2 4 2 0 ’
4 0 0 10

reprezentand exact AZ. In general, are loc urméatoarea proprietate:

Propozitia 3.11 Fie G un graf (graf orientat) cu multimea de varfuri V =
{v1,v9,...,0,} si fie Ag matricea sa de adiacenta. Atunci valoarea elemen-
tului al(-;) al puterii v a matricei Ag este egala cu numarul de (v;,v;)— lanturi
(drumuri) de lungime r.

Demonstratie. Prin inductie dupa r. Pentru r = 1, proprietatea este
adevarata. Presupunem ca ea este adevarat pentru r. Avem

n

+1
ai; V= ey,

k=1
In al k-lea termen al acstei sume, factorul al(,:) reprezinta numarul de (v;, vg)—
lanturi de lungime r si factorul ay; reprezinta numarul de (v, v;)— lanturi de
lungime 1. Prin urmare, produsul ag,:)akj este egal cu numarul de (v;,v;)-
lanturi de lungime r + 1, cu penultimul varf v,. Insumand dupa k, obtinem
numarul total de (v;,v;)- lanturi de lungime r + 1, si astfel concluzia este

demonstrata. [ ]

Observatia 3.6 Fgalitatea ag) = 0 nu implica existenta unui (v;,v;)-lant
de lungime < p.

Propozitia 3.11 ne permite sa decidem daca un graf este conex (sau daca
un graf orientat este tare conex). Daca un graf este conex, trebuie sa existe
lanturi (elementare) intre oricare doua varfuri. Lungimea fiecarui lant, va fi
< n —1, altfel un varf ar fi vizitat mai mult de o singura data. In concluzie,
are loc urmatorul rezultat.

Propozitia 3.12 Daca A este matricea de adiacenta a unui graf (sau graf
orientat) G cu n varfuri si

To1 = A+ A2+ + AL

atunci G este conez (respectiv tare conex) daca si numai dacd fiecare element
ne-diagonal al lui T, este > 0.

Demonstratie. Fie A" = (agf))meNn pentru k € Ny, Tho1 = (tij)ijen, S
fie i,j € N,, i # J.

= Presupunem ca G este tare conex. Atunci exista un (v;,v;) - lant, de o

k)

anumita lungime k, k € N,,_;. Astfel, az(j > 0 si prin urmare ¢;; > 0.
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< Daca t;; > 0, atunci exista k£ € N,,_; astfel incat ag;) > 0. Deci, exista un

(vi,vj) — lant (de lungime k), prin urmare G este tare conex. -

Pentru graful orientat din exemplul 3.3 avem

4 0 20 8 040 4 0 20
22 20 6 0 2 4 2220
2 _ 3 _ _
Ab = OOOO’AD_ 0000’7;’_ 000 O0])"
200 2 4 4 40 200 2

prin urmare graful orientat D nu este tare conex, si aceasta pentru ca nu
exista nici un lant intre vs i orice alt varf.

In cazul In care suntem interesati doar daca exista cel putin un (v;,v;) -
lant si nu ne interesaza numarul lanturilor, putem folosi matrice booleene.
O matrice de adiacenta booleana a unui graf (graf orientat) G' cu multimea
de varfuri V' = {vy,...,v,} are elementele

b — 1, daca exista cel putin o muchie (arc) (v;,v;),
* 0, 1in rest.

Pentru graful din exemplul 3.3, matricele booleene sunt

1110 1010
100 1 100 1
Be=| 19001 |"22=1 00 0 0
0110 0110

Puterile si sumele acestor matrice vor fi calculate utilizand aritmetica boo-
leand®. In aceastd aritmeticd, numerele sunt 1 si 0 (cateodatd folosite ca si
adevarat si fals), suma si produsul notate @ si ®, si definite ca si

[0 1 o]0 1
0[0 1 000
111 1 110 1

Avantajul aritmeticii booleene in programare este ca necesita mai putina
memorie gi timp. Operatiile ® si ® pentru matrice booleene sunt definite ca
si in cazul matricelor reale, cu & in loc de + , ® in loc de -, si au proprietatile

AP A=A,

AlI=10A=A,

A (BaC)=A0B®AGC.
Pentru o matrice booleana B vom folosi notatiile

BY =pBe B, BPF=BPUYeB, pentrup> 3.

Exemplul 3.4 Consideram graful orientat din figura 3.5. Matricea sa boo-
leana de adiacenta va fi

sy

I
—HOo o oo
—_ o o =
coo—~ o
e I i R
co oo

0

°Dupa numele lui George Boole (1815-1864), matematician si filozof britanic, inventa-
torul algebrei booleene, baza aritmeticii calculatoarelor.
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Figura 3.5: Graful orientat din exemplul 3.4.

si atunci, cu notatia Ry = B ® B2 @ BBl @ BH,
10110 01011
00010 01000
BA=101010],B8%=100100],
00100 00010
01001 10110
11110 11111
00100 01110
B=100010],Ry=]01110
01000 01110
01011 11111

Are loc un rezultat similar celui dat in propozitia 3.11, anume:

Propozitia 3.13 Fie B matricea booleanda a unui graf (graf orientat) cu

n varfuri g1 fie p € N. Notam cu al[?] elementele matricei B si cu TZ[-‘?]

elementele matricei R, = B® B2 @ ... ® BP\. Sunt adevirate urmdatoarele
afirmatii, pentru i % j:

1. Daca ag-?] =1, atunci exista un (v;,v; )- lant de lungime = p,

2. Daca aZL?] =0, atunci nu exista niciun (v;,v;) - lant de lungime = p,

[

3. Daca 7‘5-] =1, atunci exista un (v;,v;) - lant de lungime < p,

4. Daca 7‘5] =0, atunci nu existda niciun (v;,v;) - lant de lungime < p.
Demonstratie. Demonstratia se face analog cu cea din propozitia 3.11. B

Calcularea sumei R, = B @ BPl @ ... @ BP! poate fi prea costisitoare
pentru n mare. Putem deduce aceleasi concluzii ca si in 3. si 4., folosind
matricea B, = I ®R, in loc de R,. Aceasta matrice schimba doar diagonala
principala, in schimb are urmatoarea proprietate:

Propozitia 3.14 Daca B este o matrice booleana si C'= 1 & B, atunci
cPl=T1oBaB¥®...0B",  pentru orice p € N.

Demonstratie. Prin inductie. Pentru p = 1, concluzia este adevarata.
Presupunem ca este adevarata pentru p. Avem

el = cloc=(1oBeB?0...eB")o (IoB)
= Io(BoB) e BYeBYae.. o ((BYqoBW) g Bk
IeoBoB¥q... .o BPY
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si folosind principiul inductiei, concluzia este demonstrata. ]

O aplicatie importanta a acestei proprietati este urmatoarea: Date fiind
doua varfuri distincte v;, v; ale unui graf (graf orientat), se poate determina
lungimea unui (v;, v;) - lant de lungime minima, calculand successiv puterile
booleene ale lui C' i inregistrand prima aparitie a unui 1 pe pozitia (i, j).
Odat# ce 1 apare pe o anumita pozitie (i,) din CPl, va apirea pe aceeasi
pozitie in toate matricele CP'1 cu p/ > p.

De fapt, existd o metodd mai rapids, in care se evalueaza puterile CP?,
cW ..., C®l ... & anumite puteri booleene intermediare dintre puterile 2°
si 2571 unde pozitia (4, j) se schimba din 0 in 1. De exemplu, si presupunem
ca minimumul lungimii unui (v;, v;) — lant este 51, dar este necunoscut. Mai
intai calculam CP, ¢, CB Cll OB g3sind elementele

cg] = cgé] = cg] = cgq = 05’-2] = 0.

Apoi, pentru C1% gasim CE?ZH =1 (deci s = 5), prin urmare exista un (v;, v;) -
lant de lungime [, cu 32 < [ < 64.

Mai departe, calculim CB2 © C2" pentru k = 1,2,3,4 (in general cal-
culam pentru k£ < s — 1, pana la prima aparitie a lui 1). In cazul nostru

C£§2+2] _ 052+4] _ CZ[;;2+8} _ C£§2+16] ~0,
deci 48 < | < 64. Apoi, calculam C*¥ © o, pentru £ = 1,2 (in general
pentru k < s — 2, pana apare 1) si gasim CE‘.SJFQ] =0, CZ[Z;SH] = 1. Astfel,

. . A VRN 51
50 < | < 52, si avem nevoie de inca un calcul sa gasim [, anume cgj T

In total, am efectuat 6+4+2+1=13 operatii, in loc de 50 necesare pentru a
calcula puterile booleene succesive ale lui C' pana la 51.

Puterile booleene ale matricei C' sunt de asemenea utile pentru determina-
rea componentelor tare conexe ale unui graf orientat (respectiv componentele
unui graf). Mai precis are loc urmatorul rezultat.

Teorema 3.15 (Metoda lui Foulkes de gasire a componentelor) Fie G
un graf (graf orientat) simplu cu m muchii (arce), B matrice sa booleand de
adiacenta, C = I & B, si p € N astfel incat 2P > m. Atunci doud varfuri
distncte v;, v; sunt situate in aceeasi componentd (tare) conexda a lui G dacd
si numai dacd lindile i si j din C'*) sunt identice.

Demonstratie. Fie i # j si fie ay; elementul (4,75) al matricei C*"l. Orice
lant din G are cel mult m arce, deci, daca «;; = 0, atunci nu existd niciun
(Ui, Uj) - lang.

= Presupunem ca v;,v; sunt situate in aceeasi componenta. Atunci este
imediat faptul ca a;; = ay; = oy = aj; = 1. Fie v # i, v # j.

Daca «;, = 1, exista un (v;,v,)— lant in G. Deoarece exista de aseme-
nea un (v;,v;) — lant, reuniunea acestor doua lanturi va fi un (v;,v,) -
lant, si prin urmare o, = 1.

Daca «;, = 0, presupunem ca «;, = 1, deci exista un (v;,v,)— lant.
Ca si inainte, deducem ca exista un (v;, v,) — lant, care este o reuniune
a (v;,v;) — lantului cu acest (vj,v,)— lant. Astfel, a;, = 1, care este o
contradictie. Prin urmare, o, = 0.

In concluzie, in ambele cazuri obtinem o;, = «;,, Insemnand ca liniile
.. . p . .
i sij din C?*! coincid.
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Figura 3.6: Graful din exemplul 3.5.

< Presupunem ca o;, = «;, pentru toti v.

Din a;; = 1 deducem aj; = 1, prin urmare exista un (v;,v;) — lant.
In acelagi mod, din «;; = 1 deducem ca «;; = 1, de unde exista un
(vi,v;) — lant. In concluzie, v; i v; sunt situate in aceeasi componenta
conexa.

Pentru graful din exemplul 3.4 avem C¥ = R,, deci graful are doui
componente tare conexe, una continand varfurile vy, v5 si cealalta continand

varfurile vq, v3, vy4.

3.2.2 Matrice de incidenta

Definitia 3.18 (Matrice de incidentd a unui graf) Fie
G=(V,E) un graf cu V_-=A{v1,vq,...,0,} i E ={ey,eq,...,en}. Matricea
de incidenta a grafului G este o matrice I de dimensiune nxm cu elementele

0, daca v; nu este extremitate a muchiei e,
(Ig)ij = 1, dacdv; e extremitatea lui e; sie; e muchie proprie,
2, daca e; este o bucla in v;.

pentru i, j € N,,.

Exemplul 3.5 Pentru graful din figura 3.6, matricea de incidenta este

€1 €2 €3 €4 €5 €g €7 €3
nnlf22100001
;o_ v/ 00111100
““wlooo01 1110
vuu\0 00 O0O0O0T171

Cateva proprietati ale matricei de incidenta a unui graf sunt:

1. Suma elementelor de pe orice linie a matrice de incidenta este egala cu
gradul varfului corespunzator, daca o bucla este considerata ca avand

gradul 2;

2. Sum elementelor de pe orice coloana a unei matrice de incidenta este
2;

3. Matricea de incidenta a unui graf G cu n > 2 varfuri are rangul n — p,
unde p este numarul de componente conexe ale lui G.
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Figura 3.7: Graful din exemplul 3.6.

Definitia 3.19 (Matricea de incidenta a unui graf orientat) Fie D =
(V, A) un graf orientat cu V= {vy,v9,...,0,} si A ={as,a9,...,an}. Ma-
tricea de incidenta a grafului D este o matrice Ip de dimensiune n X m cu
elementele

0, daca v; nu este extremitate a arcului a;,
1) 1, daca v; este extremitatea finala a arcului a;,
(Ip)i; = —1, daca v; este extremitatea initiala a arcului a;,
2, daca a; este o bucla in v;.

pentru v, 5 € N,,.

Exemplul 3.6 Pentru graful din figura 3.7, matricea de incidenta este

a; as as Qg as ag ay as
vnlf22 1 0 0 0 0 -1
,_ w00 -1 1 1 -1 0 0
P w00 0-1-1 1-1 0
u\00 0 0 0 0 1 1

O proprietate imediata este ca intr-un graf orientat fara bucle, suma pe
fiecare coloana este zero.

3.3 Arbori, sortare si cautare

Definitia 3.20

Un arbore este un graf conex fara cicluri.
Orice subgraf conex al unui arbore se numeste subarbore.

O padure este un graf fara cicluri (sau, echivalent, o mulfime de arbori).
In figura 3.8 sunt date exemple de arbori. In continuare vom da cateva
proprietati simple ale arborilor.

Teorema 3.16 Intr-un arbore T, oricare doud varfuri distincte x,y sunt
conectate printr-un lant unic.

Demonstratie. Intrucat T este conex, exista un (z, y) — lant, notat (v, vy, ..., v,),
cu vg = x,v, = y. Daca exista un alt (z,y)— lant, (ug,uq,...,us), cu
uyg = x,us = y, atunci fie i cel mai mic indice pentru care u; 1 # vii1.

Deoarece ambele lanturi se termina in y, ele se vor intalni inca o data, si fie
J cel mai mic indice astfel incat j > 4 si v; = u;, pentru un anumit k. Atunci

(Viy Vig1y o, Vj, U1, - - -, Uir1, ;) este un ciclu in 7', contrar ipoteze. [ |



CAPITOLUL 3. TEORIA GRAFURILOR 84

Figura 3.8: Exemple de arbori.
Vie1 Vi1
VO V1 Vi e oo Vj V,-
X S——— ® © © ® 0 0 mmm—— y
uO u1 ui LI uk uS
Ui Uk-1

Teorema 3.17 Graful obtinut din arborele T = (V, E) prin eliminarea oricarei
muchii are doud componente, fiecare dintre acestea fiind un arbore.

Demonstratie. Presupunem ca wv € E, E' = F \ {uw}, si fie S = (V, E').
Definim

Vi ={x € V: unicul (z,v)— lant din 7" trece prin u}.

Pentru orice x € Vi, unicul (z,v)— lant trebuie sa se termine si sa inceapa
cu muchia wo, altfel T ar contine un ciclu (..., u,v,..., ).

Fie Vo = V'\ V1. Fiecare varf din Vj este unit cu u printr-un lant din S si
fiecare varf din V5 este unit cu v in S. In concluzie V; si V5 sunt multimile de
varfuri ale celor doua componente ale lui S. Fiecare componenta este (prin
definitie) conexa si ea nu contine niciun ciclu, intrucat in 7" nu exista cicluri.
Astfel, cele doua componente sunt arbori. |

Teorema 3.18 Daca T = (V, E) este un arbore, atunci |E| = |V|— 1.

Demonstratie. Prin inductie dupa |V].

Daca |V| = 1, concluzia are loc, deoarece unicul arbore care exista in
acest caz nu are cicluri.

Presupunem concluzia adevarata pentru un arbore cu < k varfuri. Fie
T un arbore cu |V| = k + 1 si fie uv o muchie a lui 7. Daca T} = (V4, E4)
si Ty = (Vi, Es) sunt arborii obtinuti prin eliminarea muchiei uv din T' (vezi
teorema 3.17), avem

Vil + Vol = V] si |Ei|+ |Eo| = |E]
Astfel,
|E| = |Er| + By +1=|Vi| =1+ |Vo| =1+ 1= V]| -1

In a doua egalitate aplicam ipoteza inductiei pentru arborii 77 si 75. |

Observatia 3.7 Concluziile teoremelor 3.16-3.18 furnizeaza cateva moduri
alternative de a defini un arbore.
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arbore —— arbore cu radacina

nivel 0

nivel 1

nivel 2

nivel 3

Figura 3.9: Constructia arborelui cu radacina intr-un varf dat r.

3.3.1 Arbori cu radacina

Frecvent, un varf al unui arbore poate avea un rol special dintr-un anumit
punct de vedere. De exemplu, intr-un arbore genealogic al unei familii re-
gale, putem pune in evidenta pozitia speciala a regelui punandu-1 in varful
arborelui, si pe toti fiii «<subs parintii lor.® In general varful cu rol special
se numeste radacina si se asociaza o directie fiecarei muchii, anume de la
parinte la fiu.

Definitia 3.21 Un arbore orientat este un graf orientat al carui graf
suport este un arbore.

Un arbore cu radacina sau arborescenta este un arbore orientat in care
exista un varf special v, numit radacina, astfel incat pentru orice alt
varf v, ezista un drum (unic) de la r la v.

Atunci cand se deseneaza un arbore cu radacina, sagetile de pe arce de obicei
se omit, deoarece directia arcului este intotdeuna <de la> radacina. De
asemenea rezulta ca drumul de la radacina la un varf dat este unic.

Definitia 3.22 Intr-un arbore cu radacinag, addncimea sau nivelul unui
varf v, notata depth(v), este distanta de la radacing, adicd lungimea
unicului drum de la radacina la v. Astfel, radacina are nivelul 0.

Un wvarf intr-un arbore cu radacina se numeste frunza daca se afla la
nivelul i (i > 0) gi nu este adiacent niciunui varf de la nivelul i 4 1.

Un varf care nu este o frunza este un varf interior.

Inaltimea unui arbore cu radacina este cel mai mare numar k pentru care
niwelul k nu este vid.

Daca varful x precede imediat varful y pe drumul de la radacing la y, atunci
x este parintele sau tatal lui y siy este coptlul sau fiul lui x.

Fie x,y varfuri distincte ale unui arbore cu radacindg. Atunciy se numeste
descendent al lui x (si v se numeste predecesor al luiy) daca x este
situat pe unicul drum de la radacina la y.

Fiecare varf (cu exceptia radacinii) are un unic tata, dar un varf poate avea
un numar arbitrar de fii (inclusiv 0). Deci, un varf este o frunza daca si
numai daca nu are nici un fiu. De asemenea, un varf este tata daca si numai

6S4 mentiondm ca, atunci cand se alcituieste un arbore genealogic, istoricii pun de
obicei regele pe pozitia cea mai joasa si descendentii deasupra lui, tocmai ca sa se reproduca
forma unui arbore adevarat. Cele doua versiuni sunt, desigur, echivalente.
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daca este un varf interior. Arborii cu radacina sunt de fapt grafuri orientate,
directiile arcelor fiind de la un tata la fiul sau. Pentru simplicitate, vom
omite sagetile si terminologia pentru grafuri orientate.

Definitia 3.23 Daca intr-un arbore cu radacina fiecare tata are cel mult
m fit, spunem ca avem un arbore m-ar cu radacinag. In particular, pentru
m = 2, arborele se va numi binar, tar cand m = 3 se va numi ternar.
Un arbore cu radacina m-ar, in care fiecare tatda are exact m fii, se numeste
complet.

3.3.2 Arbori de decizie

Incepem acest paragraf cu urmatoarea teorema:

Teorema 3.19 Inaltimea unui arbore m-ar cu radacinag cu k frunze este cel
putin log,, k.

Demonstratie. Fie h inaltimea arborelui. Inegalitatea ceruta
h >log,, k (3.4)

este echivalentd cu m" > k, deci ar fi suficient sa aratiam ca un arbore m— ar
cu radacing, de inaltime A, are cel mult m” frunze.

Aratam acest lucru prin inductie dupa h. Daca h = 0, arborele are un
singur varf, care este atat frunza cat si tata, deci k = 1, si astfel inegalitatea
este adevarata. Presupunem acum ca inegalitatea este adevarata pentru
0 < h < hg si fie T un arbore m-ar cu radacina cu inaltime hg + 1. Daca
notam radacina cu r, atunci arborele T — r (vezi definitia 3.7, pag. 70) va
fi format din cel mult m arbori Ti,...,T,, ale caror radacini sunt varfurile
de la nivelul 1 din T'. Fiecare T; este astfel arbore cu radacina, de inaltime
< hy. Din ipoteza inductiei, fiecare din acesti 7; arbori are cel mult m"°
frunze. Frunzele lui T coincid cu frunzele arborilor 71, ...,T,,, prin urmare
numarul de frunze din 7' va fi mai mic decat m - m/0 = mho+t,

In concluzie, conform principiului inductiei, inegalitatea k& < m” este
adevarata pentru orice h > 0. [ |

Observatia 3.8 In general numarul log,, k nu este intreg. Inegalitatea (3.4)
poate fi rescrisa ca i
h > [log,, kT, (3.5)

unde pentru un numdar real x, se noteazd cu [x| cel mai mic numar intreg z
astfel incat z > x.

Teorema 3.19 se poate aplica in studiul arborilor de decizie. Un arbore de
decizie este un arbore m-ar in care:
e fiecare varf interior reprezinta o decizie,

e rezultatele posible ale deciziei sunt reprezentate prin muchiile care unesc
varfurile situate la nivelul urmator,

e frunzele arborelui reprezinta rezultatele finale ale procedurii.
In cazul cand rezultatele deciziei sunt doar adevarat sau fals (0 sau 1),
avem de-a face cu un arbore de decizie binar.
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Figura 3.10: Arborele de decizie pentru exemplul 3.7.

Exemplul 3.7 (Problema falsei monede) Presupunem cd avem o mo-
neda autentica etichetata cu 0 st n alte monede, indentice cu 0 in aparenta,
cu exceptia faptului ca sunt etichetate 1,2,...,n. Se suspecteaza ca una din
monezi poate fi falsa — fie prea usoara fie prea grea. Sa se arate ca sunt
necesare cel putin [logs(2n+1)| cantariri pe o balantd, pentru a decide care
moneda (dacd exista vreuna) este falsa, si de asemenea sa se decida daca
ea este mai vwoard sau mai grea. Sa se realizeze o procedurd care foloseste
exact acest numar de cantariri, cand n = 4.

Solutie. Exista 2n + 1 rezultate (frunze ale arborelui de decizie), anume
G 1H 1L 2H 2L ... nH nlL,

unde GG inseamna ca toate monezile sunt bune, kH inseamna ca moneda k
este mai grea gi kL inseamna ca moneda k este mai ugoara.

Avem nevoie de un arbore ternar de decizie, deoarece exista trei rezultate
posible ale fiecarei decizii, atunci cand se cantaresc doua multimi de monezi:

< : multimea de monezi din stanga este mai ugoara
= : multimile de monezi au aceeasi greutate

> : multimea de monezi din stanga este mai grea

Conform teoremei 3.19, inaltimea arborelul de decizie va fi
> Tlogy(2n +1)].

In cazul n = 4, Inaltimea va fi > 2. Procedura care efectueaza doar doua
cantariri este ilustrata in figura 3.10.

In finalul acestui paragraf mentionam ca in problemele de decizie margi-
nea inferioara [log,, k| data in (3.5) este una teoretica. In anumite situatii
este posibila constructia unei proceduri din care sa se poata trage concluzia
cu doar [log,, k] decizii, dar exista de asemenea situatii cand acest numar
nu poate fi atins.

3.3.3 Arbori de sortare

Vrem sa ordonam crescator o lista x1, s, ..., x, de numere doua cate doua
distincte. Algoritmii folositi pentru a rezolva aceasta problema presupun
compararea a doua numere si (daca e cazul) schimbarea intre ele. Acest fel
de procedura se poate reprezenta printr-un arbore de decizie, unde un varf
contine o comparatie a doua numere, x; si x;. Deoarece exista doua rezultate
posibile (x; < z; si x; > z;), arborele de decizie este unul binar.
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Figura 3.11: Arborele binar asociat listei X.

Un algoritm simplu folosit pentru sortare este aga-numitul algoritm bobble
sort, unde se compara de fiecare data doua numere consecutive, schimbandu-
le intre ele daca nu sunt in ordinea ceruta.

Algoritm 1 (Algoritm bobble sort)
pentru j =1,...,n
pentrut=1,...,n—j
daca x; > x;1q schimba x;, x;11

Un algoritm mult mai eficient, care folosegte arbori binari si are nevoie de
mai putine comparatii, este algoritmul heap-sort. In continuare vom descrie
pasii acestui algoritm.

Construirea unui arbore neordonat

Incepem prin a ataga elementele listei X = {zy,x9,...,2,} varfurilor
unui arbore binar, astfel:

r; radacina — nivel 0

To,r3 — nivel 1

T4, Ts, Tg, Ty — nivel 2

Astfel, in acest arbore, xj este tata pentru xor $i xopi1, cand 2k +1 < n.
Ultimul nivel este de obicei incomplet, iar daca n este par, atunci z,,/, are
doar un fiu.

Algoritmul heap-sort continua in felul urmator: mai intai, arborele nesor-
tat este transformat intr-un tip special de arbore pa care il vom numi heap.
Apoi heap-ul este transformat intr-o lista ordonata yq, s, . .., Yn.

Definitia 3.24 Un heap este un arbore binar, cu un numar x; asociat
fiecarui varf si cu proprietatea ca fiecare tata este mai mic decat fiir sai
(2 < @os, T; < Toiq1).

Transformarea unui arbore neordonat intr-un heap

Vom incepe sa comparam tatii (varfurile interne) in ordine inversa (de la
cel mai mare nivel spre radacind). Presupunem ca, atunci cand ajungem la
varful z, cei doi subarbori cu radacinile xgy, i xo511 au fost deja transformati
in heap-uri.

Daca xy < xpy1 §1 xx < Zory1 nu facem nimic, intrucat subarborele cu
radacina xj, este deja heap.

Daca nu, stocam x temporar si mutam pe cel mai mic dintre fiii sai xqy
i Topyq In varful vacant. Acest lucru creeaza o noua pozitie vacanta.
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Daca z, este mai mic decat fiii varfului vacant sau daca nu are fii, vom
ocupa pozitia vacanta cu xy.

Daca nu, ocupam pozitia vacanta cu cel mai mic dintre fii si con-
tinuaum. In final vom gasi un loc pentru z; cand am ajuns la o frunza, daca
nu inainte.

Fie heap(k,n) procedura care, dat fiind un varf z; cu proprietatea ca
arborii cu radacinile in gy, §i x9r, 1 sunt heap-uri, transforma subarborele cu
radacina xy intr-un heap. Aplicand aceasta procedura pentru k = [%n} , [%n] —
1,...,2,1, intregul arbore va fi transformat intr-un heap.

Transformarea unui heap intr-o lista ordonata

Intr-un heap, radacina are cea mai mica valoare, deci ea va fi primul
element y, al listei ordonate.

Locul vacant ramas la radacina este ocupat de ultima valoare z,, si vechea
frunza x,, este inlaturata.

Avem acum un arbore cu n — 1 varfuri si doi subarbori cu radacinile
x9 §i x3, care sunt heap-uri. Aplicam acum procedura heap(1,n-1) pentru
a reface proprietatea de heap a intregului arbore.

In noul arbore (care este heap) radacina are cea mai mica dintre valorile
ramase si aceasta este atribuita lui ys.

Ultima frunza este inlaturata.

Refacem acum heap-ul prin heap(1,n-2)
si asa mai departe.

Exemplul 3.8 Consideram lista
X ={79,27,81,49,50,11,99, 87,40, 95, 55, 73}

Arborele binar asociat acestei liste este reprezentat in figura 3.11, iar pasii
constructier primului heap sunt prezentati in figura 3.12. Pasul urmator este
prezentat in figura 3.13.

3.4 Arbori binari si coduri binare

3.4.1 Arbori binari

Definitia unui arbore binar a fost data la pag. 86. Intr-un arbore binar,
consideram ca un fiu poate fi sau un fiu stang, sau un fiu drept, cu alte
cuvinte vom face distinctie intre fii.

Definitia 3.25 Fie T = (V,E) un arbore binar si v € V. Un subar-
bore stang (drept) al virfului v este un subarbore binar indus de fiul stang
(drept) al lui v gi de toti descendentii acestora.

Deci, putem considera un arbore ca avand trei componente: radacina si
subarborii sai stang si drept. Acest lucru ne permite sa enuntam urmatoarea
proprietate recursiva a unui arbore binar: Daca T este un arbore binar de
inaltime A, atunci subarborii sai stang si drept au ambii inaltimea < h — 1,
cu egalitate pentru cel putin unul din ei. Demonstratia acestei proprietati
este imediata, prin inductie dupa h.

Observatia 3.9 Alte doua proprietati imediate ale arborilor binari sunt urmdatoarele:

2h+1

1. Un arbore binar complet de inaltime h are — 1 varfuri.



CAPITOLUL 3. TEORIA GRAFURILOR 90

@ 8
%
@ 8
»m
@ ®
VA,

®/@ © heap
%

Figura 3.12: Pasul 1: Transformarea listei neordonate X intr-un heap.
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Figura 3.13: Pasul 2: Extrgerea radacinii y; = 11, stergerea ultimei frunze
si constructia din nou a unui heap.

r

/ inaltimea=4

subarborele stang subarborele drept

Figura 3.14: Un arbore binar de inaltime 4, cu radacina in r, si subarborii
sai stang si drept de inaltime 3 resp. 2, cu radacinile ry resp. rs.

2. Orice arbore binar de indltime h are cel mult 2" — 1 varfuri.

Demonstratiile acestor proprietati rezulta imediat prin inductie.

3.4.2 Coduri binare

Pentru a codifica informatia, computerul foloseste siruri de cifre binare (biti).
Cel mai cunoscut mod de codificare este codificarea ASCII, care asociaza
fiecarui simbol gir format din 7 biti.

Definitia 3.26 Un cod binar este o asociere de siruri de bite unei mulfims
de simboluri.

Pentru anumite aplicatii, este de dorit sa avem codificari in care codurile
sa aiba lungime variabila. Deci sa consideram urmatoarele trei exemple de
codificari:

(1) 1 =00 29 —01 23—10 x4 — 11,

(CQ) r1 — 0 r9 — 10 T3 — 110 x4 — 1].1,

(63) ry — 0 Ty — 1 r3 — 00 xys — 01.

Codurile asociate sirului x;z3x124 sunt:
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(c1) 00100011,

(co) 01100111,

(e3) 000001.

Decodificarea se poate face in mod unic in primele doua codificari, in

timp ce 1n a treia codifcare, sirul de biti se poate decodifica
T1T1T1T121%2, dar si xzrsry. In concluzie, trebuie evitate aceste situatii
generate de faptul ca un cod este inceputul unui alt cod, si astfel nu se stie
unde incepe si unde se termina un cod. Pentru a evita aceasta ambiguitate,
introducem urmatoarea proprietate:

Definitia 3.27 Un cod prefix este un cod binar cu proprietatea ca niciun
cod al unut simbol nu este un subsir inifial al unui cod asociat altui simbol.
Numarul de biti dintr-un cod prefix al unui simbol se numeste lungimea
codulus.

Se poate vedea ca in a treia codificare, codul z; — 0 este gir initial al
codurilor z3 — 00 si x4 — 01, prin urmare (c3) nu este un cod prefix.

Constructia codurilor prefix poate fi realizata prin folosirea arborilor bi-
nari.

Constructia codurilor prefix

Fie T un arbore binar. Daca etichetam fiecare muchie stanga cu 0 si fiecare
muchie dreapta cu 1, atunci fiecarei frunze i se asociaza un cod format dintr-
un gir de etichete ale muchiilor care compun unicul drum de la radacina la
acea frunza. De exemplu,

literé‘ a b ¢ d e f g
cod ‘OOO 0010 0011 0101 011 100 101

Se poate constata ca orice drum de la radacina la frunza nu este un
subdrum initial pentru un alt drum de la radacina la o alta frunza, deci
codurile sunt coduri prefix.

Coduri Huffman

Intr-un cod prefix, este natural sa se doreasca folosirea mai putinor biti pentru
codificarea simbolurilor mai frecvente. O masura a eficientei unei codificari
este lungimea medie ponderata (LMP) a sa, unde lungimea fiecarui cod
este Inmultita cu frecventa simbolului pe care il codifica. In exemplul de mai
sus, daca frecventele sunt

litera ‘ a b ¢ d e f g
frecventd | 0.2 0.05 0.1 0.1 025 0.15 0.15 °

(3.6)

atunci lungimea medie ponderata este
3-02+4+4-005+4-014+4-01+3-025+3-0.15+3-0.15 = 3.25.

Coeficientii frecventelor sunt adancimile frunzelor correspunzatoare din ar-
bore.
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Definitia 3.28 Fie T un arbore binar $i sy, Ss,...,S frunzele sale, astfel
tncat frunzei s; 7 este asociatda ponderea w;. Atunci adancimea medie
ponderata (AMP) a arborelui binar T' este

W(T) = Z depth (s;) - w;.

Un algoritm pentru constructia unui cod prefix, ale carui cuvinte au cea mai
mica LMP posibild, a fost dat in 1952 de Huffman” in teza sa de doctorat la
MIT.

Algoritm 2 (Coduri prefir Huffman)
Intrare: o multime S = {s1,...,s} de simboluri
o lista W = {wy,...,w} de ponderi asociate lui S (w; — s;)
legire: un arbore binar reprezentand un cod prefix pentru mulfimea de simbo-
luri S, cu codurile avand LMP minima
. se initializeaza F' ca o padure de varfuri izolate cu etichetele
S1,...,8;, cu ponderile respective wq, ..., w;
pentrut=1,...,0—1
- alegem din padurea F' doi arbori, Ty si Ty cu cele mar mici
ponderi
- se creaza un nou arbore binar a carui radacindg are pe
Ty st T ca st subarbori stang, respectiv drept
- se eticheteaza muchia spre Ty cu 0 st muchia spre Ty cu 1
- se asociaza noului arbore ponderea w(Ty) + w(Th)
- se inlocuiesc arborii Ty st Ty din padurea F' cu noul arbore
. retur un arbore binar asociat listes W

Definitia 3.29 Arborele binar rezultat prin aplicarea algoritmului 2 va fi
numit arbore Huffman pentru lista de simboluri S. Codul prefiz care co-
respunde acestui arbore se va numi cod Huffman.

Exemplul 3.9 Consideram frecventele multimii de simboluri
S = {a,b,c,d,e, f,g}, date prin tabelul (3.6). Pasii algoritmului Huffman
sunt ilustrati in figurile 3.15 si 3.16. Codificarea Huffman va fi urmatoarea:

lz’terd‘ a b c d e f g
cod | 00 0010 0101 011 10 110 111

Lungimea medie ponderata a acestei codificari este

2:02+4-0054+4-01+3-01+2-0254+3-0.154+3-0.15 =2.7.

Schema de decodificare folosind arborele Huffman

Un cod dat determina un drum unic de la radacina la frunza corespunzatoare
acelui simbol. Pentru decodificare, se citegte codul de la stanga la dreapta
si se parcurge arborele pornind de la radacina. Cand se ajunge la o frunza,
simbolul corespunzator este inregistrat. Urmatorul bit incepe un nou drum
de la radacina la urmatorul simbol. Continuam pana cand toti bitii codului
au fost cititi.

"David Albert Huffman (1925-1999), inginer electronist american.
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a 0 1 e g
0 1 d
b c
0.25 0.3
f g
0.25 0.3
f g

Figura 3.15: Iteratiile 1-4 din algoritmul lui Huffman pentru exemplul 3.9.
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Figura 3.16: Iteratiile 5-6 din algoritmul lui Huffman pentru exemplul 3.9.

Exemplu: Prin decodificarea urmatoarelor giruri de biti
1100001010001110, 0100001111110011110, 11000010110011

se obtin respectiv sirurile de simboluri facade, baggage, faced.

Correctitudinea algoritmului Huffman

Trebuie sa demonstram ca algoritmul Huffman produce un cod prefix optimal
(cu cea mai mica LMP). Acest lucru se poate arata prin inductie, dar mai
intai avem nevoie de cateva rezultate preliminare.

Lema 3.20 Daca frunzelelor unui arbore binar le sunt asociate ponderi si
daca fiecarut varf interior i este asociata o pondere eqgala cu suma ponderilor
copiilor sai, atunci AMP a arborelui va fi egald cu suma ponderilor varfurilor

mtertoare:
W(T) = w(v)

vel

(am notat cu I multimea varfurilor interioare ale lui T').
Demonstratie. Pentru fiecare frunza (simbol) s, notam d, = depth(sy).
Contributia simbolului s; la membrul drept este wy - di, deoarece ponderea
wy apare la nivelele 0,1,2,...,d._1, deci de d, ori. Contributia lui s la
membrul stang va fi (din definitia 3.28) depth(sg) - wy = dywy. [ |

Teorema 3.21 Fie S = {s1,...,8} o mulfime de simboluri. Pentru orice
lista data de ponderi W = {wy,...,w;}, un arbore Huffman are cea mai
mica AMP posibila dintre toti arborii binari care au aceste ponderi asociate
frunzelor.

Demonstratie. Folosim inductia dupa [.
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Pentru [ = 2, arborele are o radacina cu ponderea w; + ws, suma pon-
derilor fiilor sai stang si drept, prin urmare AMP = 1-w; + 1 - wy si este
mininma.

Pentru [y > 2 dat, presupunem ca algoritmul 2 produce un arbore Hu-
fiman H cu AMP minima pentru orice lista [y de ponderi. Fie wy,wo, ..., w41
o lista de [y 4+ 1 ponderi gi presupunem ca w; si wy sunt cele mai mici doua
ponderi, alese primele de catre algoritm. Astfel, frunzele s; si so sunt frati.
Fie y tatal lor si fie H = H — s; — So. Atunci H coincide cu arborele obtinut
prin aplicarea algoritmului Huffman pentru multimea {y, s3, S4, ..., Si,+1},
cu w(y) = wy + wsy. Dar,

depth(s;) = depth(sy) = depth(y) +1, (in H)

prin urmare
lo+1

W(H) = Zdepth(si)-wi

lo+1

= depth(sy) - wy + depth(sy) - wa + Y depth(s;) - w;
i—3
lo+1

= w; + wy + depth(y) - (wy + wy) + Z depth(s;) - w;
i—3

Din ipoteza inductiei, H este optimal intre toti arborii binari care au

ponderile wy + w9, ws, ..., w;,+1 asociate frunzelor.
Presupunem acum ca 7T™ este un arbore binar optimal pentru ponde-
rile wq, wy, ws, ..., wy4+1. Fie z un varf interior al lui 7%, cu cea mai mare

adancime, si notam cu z si v copiii sai. Fara sa pierdem generalitatea, putem
presupune ca ponderile lui z si v sunt w; si wo, deoarece in caz contrar am fi
putut schimba ponderile lor cu w; si wy pentru a produce un arbore cu AMP
mai mica.

Consideram arborele T = T* — z — v. Atunci

Dar T este un arbore binar cu frunzele avand ponderile w; +ws, ws . . . Wiy+1,
sl prin urmare _ o
W(T) > W(H).
Astfel, W(T*) > W(H) si in consecinta H este optimal. |

3.5 Arbori de acoperire

Definitia 3.30 Un arbore de acoperire pentru graful G = (V, E) este un
subgraf de acoperire 8 care este un arbore.

Intrebarea care se pune in mod natural este: dat fiind un graf conex, exista
un arbore de acoperire, si in caz afirmativ, cum se poate construi un arbore
de acoperire?

Inainte de a prezenta cateva metode de constructie a arborilor de acope-
rire, avem nevoie de cateva notiuni.

8Definitia 3.2, pag. 67.
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Figura 3.17: Un graf si unul din arborii sai de acoperire.

-~  gemmmmmmmmmanaa e tree vertices
B ®  non-tree vertices

S — tree edges

. --=- frontier edges

.............. N — non-tree edges

Figura 3.18: Un arbore intr-un graf gi muchiile sale frontiera.

Definitia 3.31 Fie G = (V, E) un graf si Gy = (Vi, E1) un subgraf al lui G.
O muchie a lut G se numeste a muchie frontiera pentru G in G, daca ea
are o extremitate in Vi si cealalta extremitate in V \ V7.

Multi algoritmi de constructie a arborilor de acoperire se bazeaza pe urmatorul
rezultat.

Propozitia 3.22 Fie G = (V, E) un graf, T un arbore care este un subgraf
al grafului G, si e o muchie frontierd pentru T'. Atunci subgraful ® T + e este
de asemenea un arbore.

Demonstratie. Adaugarea unei muchii frontiera e la arborele T" nu poate
crea un ciclu, intrucat una din extremitatile lui e nu apartine lui 7. |

Sa mentionam ca adaugarea muchiei e la T" implica si adaugarea unui varf
nou in 7.

Constructia de baza a arborilor

In schema de baza pentru constructia arborilor se folosesc etichete pentru
varfuri, pentru a marca ordinea in care varfurile au fost adaugate arborelui.
Prin etichetarea varfurilor intelegem atribuirea etichetelor 0,1,2,...n—1
(cateodata 1,2,...,n) celor n varfuri ale grafului.

Definitia 3.32 Fie G = (V, E) un graf si v € V un varf. Componenta
lui © tn G, notata Cg(x), este subgraful lui G indus de multimea de varfuri
care sunt accesibile din x.

9Vezi definitia 3.7, pag. 70.
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Astfel, daca un graf G = (V, E) este conex, atunci Cg(z) = G pentru
orice x € V. Reciproc, daca exista x € V astfel incat Cg(z) = G, atunci
graful G este conex.

In continuare prezentam un algoritm de baza pentru constructia unui
arbore de acoperire pentru componenta Cg(x). Acesta incepe cu o muchie
si adauga arborelui muchii frontiera succesiv, pana cand sunt adaugate toate
varfurile grafului dat.

Algoritm 3 (Algoritm de bazd pentru constructia unui arbore de
acoperire, cu etichetarea véarfurilor)
Intrare: un graf G = (V, E) si un varf initial u € V.
lesire: wun arbore de acoperire T pentru Cg(u) si o etichetare a varfurilor
pentru Ca(u).
. se initializeaza arborele T cu varful u
. se eticheteaza cu 0 varful u
. se initializeaza contorul de etichetare 1 = 1
. cat timp T nu acopera Ce(u)
se alege o muchie frontiera e pentru T
fie v extremitatea muchier e care nu apartine lui T
se adauga muchia e si varful v arborelui T
- se eticheteaza cu i pe varful v
-1=1+1
. retur arbore T si etichetarea varfurilor lui Ce(u)

Observatia 3.10 (unicitatea) Sa mentionam pentru inceput ca, fara re-
guli de alegere a unei muchii frontiera, arborele generat de algoritmul 3 nu
este unic. Unicitatea depinde de anumite prioritati asociate muchiilor sau
varfurilor.

Observatia 3.11 Ori de cate ori este aplicat algoritmul 3, arborele de aco-
perire rezultat poate fi privit ca si un arbore orientat cu radacina u.

Propozitia 3.23 Daca o executie a algoritmului 8 incepe cu un varf v al
grafului G, atunci subgraful constand din varfurile etichetate si muchiile ar-
borelui este un arbore de acoperire al componentei Ce(v).

Corolarul 3.24 Un graf este conex daca si numai daca algoritmul 3 etiche-
teaza toate varfurile sale.

In cazul in care graful G' nu este conex, vom obtine un algoritm de constructie
a unei paduri.

Definitia 3.33 O padure de acoperire a unui graf G este o multime de
arbori, astfel incat fiecare arbore este un arbore de acoperire a cate unei
componente conexe a lui G.

Pentru constructia unei paduri dam urmatorul algoritm de baza.

Algoritm 4 (Algoritm de baza pentru constructia unei paduri, cu
etichetarea varfurilor)
Intrare: un graf G = (Vi, Eg)
lesire: o padure de acoperire F' a lut G $i o etichetare a varfurilor lui G.
. se initializeaza padurea F' cu graful vid
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Figura 3.19: Arborele DFS.

. se initializeaza contorul componenter cut =1

. cat timp padurea F nu acoperd pe G (nu are inca |Vg| varfuri)
- se alege un varf v care nu este in padurea F
- se foloseste algoritmul pentru arbori, pentru a construi un

arbore de acoperire Ty in Cg(v)

se adund |Vg| la fiecare eticheta a varfurilor arborelui T,

se adauga arborele Ty la padurea F
-t=t+1

. retur padurea F g1 etichetarea varfurilor lur G

3.5.1 Cautare in adancime si cautare in largime

Cautarea in adancime si cautarea in largime sunt de fapt algoritmi de con-
struire de arbori de acoperire, bazati pe algoritmul 3. Chiar daca ei sunt
folositi cateodata pentru a cauta ceva, cuvantul «de cautare> ne poate oa-
recum induce in eroare, dar este prea inradacinat ca sa-1 putem schimba.

Cautare in adancime (DFS)

Ideea algoritmului DFS'? este de a selecta o muchie frontiers incident celui
mai recent varf adaugat in arborele partial (adica varfului cu cea mai mare
eticheta). Cand acest lucru nu este posibil, algoritmul se intoarce la penul-
timul varf adaugat (adica parintele) si incearca din nou. Astfel, cautarea
avanseaza adanc in graf (de unde numele in adancime).

In continuare vom descrie algoritmul DFS. Un exemplu de arbore DFS
este ilustrat in figura 3.19. In timpul algoritmului, eticheta asociata unui
varf w se noteaza cu df (w).

Algoritm 5 (Cautare in adancime)
Intrare: un graf conex G = (V, E) si un varf de plecare v € V
lesire: wun arbore de acoperire in adancime T si o etichetare a varfurilor lui
G
. se nitializeaza arborele T cu varful v
. se inifializeazd mulfimea de muchii frontierd pentru T cu ()
df(v) =0
. se tnitializeaza contorul de etichete i = 1
. cat timp T nu acoperda pe G (nu are inca |V| varfuri)
- se actualizeaza mulfimea muchiilor frontiera pentru T
- fie e 0 muchie frontiera pentru T a carei extremitate etichetata

10DFS este prescurtarea termenului englez Depth-First Search, folosit pentru ciutarea
in adancime.
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Figura 3.20: Arborele BFS.

are cel mat mare numar df posibil.
- fie w extremitatea neetichetata a muchiei e
- se adaugda muchia e ($i varful w) arborelui T
- df (w) =
-1=1+1
. retur arborele T impreund cu numerele df

Cautare in largime (BFS)

In timp ce in DF'S se avanseaza de la varful curent la un nou varf ori de cate
ori este posibil, in BFS! se verifica toate varfurile adiacente varfului curent
inainte de a trece la urmatorul. Selectionarea muchiilor frontiera se va face
cat mai aproape cu putinta de varful initial, sau, in termeni de prioritati,
muchiile frontiera incidente varfurilor avand cea mai mica eticheta posibila
vor avea cea mai mare prioritate. Un exemplu de arbore BFS este dat in
figura 3.20.

Algoritm 6 (CAautare in largime)
Algoritmul este identic cu algoritmul 5 (DFS), cu exceptia cuvintelor cel
mat mare, care se inlocuiesc cu cel mat mic.

Propozitia 3.25 Cand BFS este aplicat unui graf conex G = (V| E), extre-
mitatile fiecarei muchit din G care nu apartine arborelui sunt fie la acelai
nivel, fie la nivele consecutive (sau, echivalent, dacd se noteaza cu r varful
de plecare, distantele'® la r sunt fie egale, fie diferd cu unu,).

Demonstratie. Fie 7' = (V| E’) un arbore de acoperire rezultat prin apli-
carea algoritmului BFS pornind din varful r.
Presupunem ca exista muchia e = zy € E'\ E’ astfel incat

dir,z) =p, d(r,y)=p+s, s> 1.

Daca se noteaza cu w unicul lant in 7" dintre r i z, atunci w U e formeaza
un lant, intre r gi y de lungime p+ 1 < p+ s, contradictie cu proprietatea ca
p + s este lungimea celui mai scurt lant dintre r si y. ]

Teorema 3.26 (proprietatea de arbore al distantelor) FieG = (V, E)
graf si fie T arborele construit aplicand algoritmul BFS, pornind din varful
v € V. Atunci pentru orice varf x, d(v,x) este egald cu lungimea unicului

BFS este prescurtarea termenului englez Breadth-First Search folosit pentru cautarea
in largime.
2Definitia distantei dintre doua varfuri a fost data la pag. 69.
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Figura 3.21: Un graf si un arbore economic al sau.

lant in T dintre v si x. Cu alte cuvinte, arborele obtinut prin algoritmul BES
pornind din v este un arbore al distantelor fata de v.

Demonstratie. Reamintim ca d(v,z) este distanta dintre v si x, adica
lungimea celui mai scurt lant in G dintre v si z.
Notam k = d(v, ). Construim partitia lui V' alcatuita din clasele

l(p)={y eV, dv,y)=p}, p=0,1,2,....m.

Prin urmare x € {,(k) si parintele sau in 7" va fi un varf y; € ¢,(k — 1).
Parintele lui y; in 7' va fi un varf y, € £,(k —2), iar continuand in acest mod
ajungem la varful y; € ¢,(0), adica y, = v. Prin urmare am construit lantul
< Uy Yk—1,Yk—25- - -, Y2, Y1, € > in T, de lungime k. |

3.5.2 Grafuri cu ponderi si arbori economici

Definitia 3.34 Un graf cu ponderi este un graf in care fiecarei muchii @
se asociazd un numdar, numit ponderea sa. Ponderea muchiei e va fi notata
cu w(e).

Grafurile cu ponderi apar frecvent in aplicatii; in grafurile de comunicatii
ele pot reprezenta costuri de transport, timp de calatorie, distanta spatiala,
pretul comunicatiei sau al intretinerii.

Presupunem ca mai multe calculatoare avand o locatie fixa trebuie le-
gate intre ele pentru a forma o retea (vezi figura 3.21). Costul crearii unei
conexiuni directe intre o pereche de calculatoare este cunoscut pentru fiecare
pereche posibila gi este reprezentat prin ponderea muchiei. Desigur avem ne-
voie de cea mai ieftina conexiune. Daca asociem un graf in care varfurile sunt
calculatoarele, iar muchiile sunt cablurile care le leaga si ponderea fiecarei
muchii este costul conexiunii, atunci scopul nostru va fi sa determinam un
arbore de acoperire de pondere minima.

Definitia 3.35 Fie G = (V, E) un graf conex cu ponderi, T = (V, Ey) un

arbore de acoperire al lui G $i w = (eq, ea,...,e,) un lant in G.
Ponderea lantului w = (eq,eq,...,e,) este suma ponderilor muchiilor
sale:

n

w(w) = Z w(e;).

=1
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Figura 3.22: Arborele economic obtinut cu algoritmul 7.

Ponderea arborelut de acoperire T este suma ponderilor muchiilor
sale:

ecFy

Un arbore Ty, pentru care w(Tnm) este minim se numeste arbore de
acoperire minima sau arbore economic. Deci,

W(Tin) = min{w(7T), Tarbore de acoperire al lui G}.

Problema arborelui economic: Fie G graf conex cu ponderi. Sa se
gaseasca un arbore de acoperire al lui G a carui pondere sa fie minima.

O solutie naiva ar fi sa scriem toti arborii de acoperire, sa calculam pon-
derile lor gi sa-1 alegem pe cel de pondere minima. In acest caz, daca graful
G are n varfuri si este complet, atunci existd n" 2 arbori de acoperire,'® care
sunt imposibil de analizat in timp real. Prin urmare este nevoie de algoritmi
mai eficienti pentru gasirea unui arbore economic.

Un asemenea algoritm este cunoscut sub numele de algoritmul lui Prim.
Acest algoritm a fost descoperit pentru prima oars in 1930 de catre Jarnik!4 si
mai tarziu, independent, de catre Prim® in 1957 si Dijkstra in 1959. De aceea
mai este cateodata numit algoritmul DJP sau algoritmul lui Jarnik.

Algoritm 7 (Algoritmul lui Prim)
Intrare: un graf conex cu ponderi G = (V, F)
lesire: un arbore economic T’
. se alege un varf arbitrar s al grafulur G
. se initializeaza arborele Prim T cu varful s
. se inifializeazd mulfimea muchiilor frontierd cu ()
. cat timp T nu acopera graful G (nu are inca |V| varfuri)
- se actualizeaza multimea de muchii frontiera pentru T’
- fie e o muchie frontierd cu cea mai mica pondere w(e)
- se adauga muchia e la arborele T
. retur arborele Prim T

13 Acest rezultat este cunoscut ca si formula lui Cayley referitoare la arbori de acoperire.
14Vojtech Jarnik (1897-1970), matematician ceh.
5Robert Clay Prim (b. 1921), matematician si calculatorist american.
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Pentru graful din figura 3.22; pasii algoritmului Prim pornind cu varful s
sunt dati in urmatorul tabel:

pas | muchii frontiera | muchii adaugate
1 sd, sa, sc sc
2 | cd,ca,ch,sa,sd, sb ac
3 ab, be, cd, sb, sd cd
4 ab, be, db, sb sb

Teorema 3.27 (Corectitudinea algoritmului lui Prim) Arborele rezul-
tat in urma aplicaric algoritmulus lui Prim este un arbore economic.

Demonstratie. Fie G = (V| FE) un graf conex cu ponderi, T arborele rezul-
tat prin aplicarea algoritmului Prim grafului G §i Y un arbore economic al
lui G. Notam cu Ty = (Vj, E)) arborele lui Prim construit dupa k iteratii.

Pentru simplicitate incepem cu cazul in care toate muchiile au ponderi
diferite.

® Daca Y =T, atunci T este un arbore economic. Daca nu, ar trebui sa
obtinem o contradictie.

Deci, presupunem Y # T. Fie e prima muchie considerata de algoritm,
care este iIn 7" dar nu in Y. Fie T; = (V;, E;) multimea de varfuri conectate
de muchiile adaugate inaintea lui e. Prin urmare, o extremitate a lui e este
in V; si cealalta nu este in V;. Deoarece Y este un arbore de acoperire al lui
G, exista un lant in Y care uneste cele doua extremitati ale lui e. Cand ne
deplasam de-a lungul acestui lant, trebuie sa intalnim o muchie f care uneste
un varf din V; cu un varf care nu e in V;. La a (i + 1) - a iteratie, cand e
a fost adaugata la T', f a fost o muchie frontiera, deci f ar fi putut fi si ea
adaugata la T'. Deoarece f nu a fost adaugata, putem trage concluzia ca

w(f) > wle). (3.7)

Consideram acum subgraful Y1 =Y — f + e, care este un arbore.
Intr-adevar, Y + e are un ciclu care contine pe f, i prin urmare Y +¢e— f nu
are nici un ciclu si este conex. Sa mai observam ca Y; are in T' cu o muchie
mai mult decat avea Y. Pentru Y; avem

w(Y1) = w(Y) —w(f) +w(e) <w(Y), (3-8)

care este o contradictie cu faptul ca Y este un arbore economic. Deci, T' =Y
si prin urmare 7' este un arbore economic.

Pentru a finaliza demonstratia, trebuie sa consideram cazul in care admi-
tem ponderi egale. Demonstratia de mai sus functioneaza, pana in punctul
in care tragem concluzia (3.7). Aceasta va fi inlocuita cu w(f) > w(e), si
prin urmare inegalitatea (3.8) se schimba in w(Y;) < w(Y). In acest punct
nu vom mai avea o contradictie, ci concluzia ca Y; este de asemenea un ar-
bore economic. Vom «inlocui> acum Y cu Y] §i vom repeta demonstratia
din punctul ®, pentru <noul> arbore economic Y. Intrucat Y; are in 1" cu
o muchie mai mult decat Y, algoritmul se va termina dupa cel mult |V| —1
pasi, unde in punctul ® trebuie sa avem Y =T |

Incheiem cu mentiunea ca, in cazul in care oricare doua muchii au ponderi
diferite, arborele economic este unic. In cazul cand avem ponderi egale, este
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posibil sa existe mai multi arbori economici, iar algoritmul lui Prim va gasi
pe unul dintre ei.

Un alt algoritm folosit pentru gasirea unui arbore economic a fost dat de
Kruskal'® in 1956. Algoritmul ordoneaza la inceput muchiile dupa ponderile
lor si apoi ia din aceasta lista cate o muchie si o adauga la graful partial, cu
conditia ca aceasta sa nu inchida un ciclu.

Algoritm 8 (Algoritmul lui Kruskal)
Intrare: un graf conex cu ponderi G = (V, E).
legire: un arbore economic T
. se initializeaza graful Kruskal K ca o padure unde fiecare varf
din V este un arbore separat
. se creazd o mullime S confinand toate muchiile din G
. cat timp S este nevida
- se elimina muchia cu cea mai mica pondere din S
- dacd acea muchie nu inchide un ciclu in K (in cazul cand ar
fi adaugata la K ), atunci se adauga la K
- altfel se elimina
. retur arbore Kruskal K

Observatia 3.12 La pasul in care se verifica daca muchia e inchide un ciclu,
se verifica de fapt daca ea conecteaza doi arbori diferiti ai paduric K. Cand e
este adaugata grafului K, ea va uni cei dot arbori intr-un singur arbore. Daca
graful G nu este conex, atunci algoritmul 8 nu creeaza un arbore economic,
ct o padure economica.

Teorema 3.28 (Corectitudinea algoritmului Kruskal) Fie G un graf
conex cu ponderi si fie K un subgraf al lui G care rezulta din aplicarea algo-
ritmului Kruskal. Atunci K este un arbore economic.

Demonstratie. Mai intai, prin constructie, K nu poate avea cicluri. Apoi
K este conex. Intr-adevar, daca presupunem ca K are doua componente,
atunci intr-un punct al algoritmului se adauga muchia de pondere minima
care uneste cele doua componente. Astfel, K este un arbore de acoperire al
lui G.

Pentru simplitate, incepem cu cazul in care toate muchiile au ponderi
diferite. Fie Y un arbore economic.

% Daca Y = K, atunci K este un arbore economic. Daca nu, ar trebui
sa obtinem o contradictie.

Deci sa presupunem ca Y # K. Fie e prima muchie considerata de algo-
ritm, care este in K dar nu in Y si fie K; graful construit pana in momentul
cand a fost adaugata muchia e. Atunci Y +e are un ciclu (nu se poate adauga
o muchie la un arbore de acoperire si sa se obtina tot un arbore). Acest ciclu
contine o alta muchie f care, la pasul din algoritm in care e a fost adaugata
la K;, nu a fost considerata de catre algoritm. Motivul pentru care f nu a
fost considerata este ca w(f) > w(e), si nu pentru ca f ar fi inchis un ciclu.
(Intr-adevar, daca f ar fi inchis un ciclu daca ar fi fost adaugata la K, atunci
Y ar fi continut un ciclu, anume K; + f. Deci f a fost o muchie frontiera la
inceputul iteratiei (i + 1)).

16 Josef Bernard Kruskal (b. 1928), matematician si statistician american.
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Subgraful Y7 = Y + e — f este de asemenea un arbore de acoperire, cu
ponderea

w(Y1) = w(Y) +w(e) —w(f) <w(Y), (3.9)

care este o contradictie cu faptul ca Y este un arbore economic. Astfel
presupunerea K # Y este falsa, deci K =Y, prin urmare K este un arbore
economic.

In incheiere, trebuie sa consideram de asemenea cazul cand anumite pon-
deri sunt egale. Repetam rationamentul de mai sus, dar in momentul cand
am ajuns la inegalitatea (3.9), aceasta se transforma in

wY1) = wY) +w(e) —w(f) <w().

Aceasta va implica faptul ca Y] este de asemenea arbore economic. In acest
caz vom <inlocui> Y cu Yj si vom repeta demonstratia din punctul % cu
<noul> Y, pana cand vom obtine Y = K. |

Observatia 3.13 O alta argumentare pentru corectitudine va fi data in exem-
plul 3.16, pag. 112.

3.5.3 Arbore de acoperire minima in grafuri orientate

Definitia 3.36 Fie D = (V, A) un graf orientat. Un arbore de acoperire
cu rdaddacind al lui D este un arbore cu radacing (vezi definitia 3.21, pag.
85) care contine toate varfurile lui D.

Propozitia 3.29 Fie D = (V, A) un graf orientat tare conex i fie r un varf
arbitrar. Atunci exista un arbore de acoperire al lui D, cu radacina r.

Ca si in cazul grafurilor, putem asocia unui graf orientat D = (V, A) o
functie pondere w : A — R, , si putem obtine un graf orientat cu ponderi.
Ponderea grafului D este definita ca si

a€A

Pentru un graf orientat tare conex cu ponderi D = (V, A) si un varf fixat
r € V, vrem sa gasim un arbore orientat de acoperire minima 7*(r), cu
radacina r, in sensul ca

w(T(r)) < w(T(r)),

pentru orice alt arbore de acoperire T'(r) al lui D, cu radacina r. Un algoritm
pentru a construi un asemenea arbore cu radacina a fost descoperit de Chu
si Liu in 1965 si apoi independent de Edmonds in 1967. Inainte de a da acest
algoritm, introducem cateva notatii.

Pentru o multime de varfuri U C V, introducem urmatoarele notatii:

A (U) = {z€eV:(r,u)e AsiueU},
ATU) = {z€eV:(u,z)eAsiuecU}.
Astfel, A= (U) este multimea extremitatilor initiale ale arcelor cu extremita-

tea finala in U si AT (U) este multimea extremitatilor finale ale arcelor cu
extremitatea finala in U.
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Algoritm 9 (Chu, Liu, Edmonds)
Intrare: - un graf orientat tare conex D = (V, A) cu
ponderea w : A — R,
- un varfr
lesire: un arbore de acoperire minima orientat, cu radacina r
. pentru fiecare varf v diferit de r, alegem arcul cu extremitatea
finala v, de pondere minima
. fie S mulfimea arcelor selectate (cate un arc pentru fiecare v)
. se initializeaza M = S
. cat timp T = (V, M) nu este arbore
- fie C un ciclu orientat in T, notat C' = {vy,ve, ..., vk, v1}
- pentru orice v; € A~ (C) \ C se calculeaza
w(i, C) = min{w(i, v;) + w(C) —w(vj_1,v;), v; € AT(1)NC},
unde v;_y este extremitatea initiald a arcului (vi_1,v;) al lui
C, cu extremitatea finald v;
- alegem ig € A (C) pentru care w(iy,C) este minim
- fie vj, € C pentru care
w(io, C) = wio, vj,) + w(C) — w(vjy-1,v5,)
-M=M - (Ujo—lvvjo) + (Uiovvjo)
. retur M, arborele de acoperire cerut, cu radacina r

Teorema 3.30 (Corectitudinea algoritmului Chu-Liu-Edmonds) Arborele
cu radacing obtinut prin aplicarea algoritmului 9 unui graf orientat D =

(V, A) pentru un varf de plecare v € V' este arborele de acoperire minima
pentru D, cu radacina r.

Demonstratie. Mai intai observam ca numarul de arce din S este |V|—1 si
ramane neschimbat in timpul algoritmului. Prin urmare, in momentul cand
graful 7" nu mai contine cicluri, el va fi un arbore de acoperire cu radacina.
Aratam ca, atunci cand functia pondere este injectiva, arborele de acoperire
cu radacina are pondere minima. Cand ponderea nu este injectiva, folo-
sim acelagi rationament ca si in demonstratia teoremei 3.27 (corectitudinea
algoritmului Prim).

Fie T arborele rezultat in urma aplicarii algoritmului 9 si fie 7% = T*(r)
arborele de acoperire minima cu radacina r. Presupunem ca T*(r) # T.
Atunci exista arcele a; = (i,j) € T*\ T si as = (k,j) € T.

Daca as € S, atunci w(ay) < w(ay). Daca as ¢ S, atunci j este varf al
unui ciclu C' = {v;,vj11,...,vj_1,v;} din S, v; = j. Din criteriul de selectie
al arcului ay € T, tragem concluzia ca

w(k,j) +w(C) —w(vj1,v;) <w(i,j) +w(C) —w(vj_1,v;),

de unde w(az) < w(a;). Notam cu T; arborele cu radacina obtinut din 7*
prin inlocuirea arcului a; cu arcul as. Atunci w(77) < w(T™), care contrazice
minimalitatea lui 7. |

Exemplul 3.10 Consideram graful orientat din figura 3.23 (stanga) si aplicam
algoritmul 9, cu varful de plecare r.
La primul pas, multimea S este

S ={(r1),(4,2),(2,3),(8,4),(2,5),(5,6),(1,7),(6,8)}.
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Figura 3.23: Stanga: Graful tare conex orientat din exemplul 3.10. Dreapta:
multimea S (linie groasa) si arcele candidate pentru inlocuirea unui arc din
ciclul C' (linie punctata).

Aceasta multime de arce formeaza ciclul C' = (2,5,6,8,4,2) (figura 3.23,
dreapta) de pondere w(C) = 200 . Multimea A~ (C) a extremitatilor initiale
ale arcelor cu extremitatea finala in C este

AT(C) ={1,3,7},
si pentru fiecare din varfurile acestei mulfimi calculam
AT () NC =1{2,5}, AT(3)NC = {4}, AT(7)nC = {8}.
Atunci

w(l,C) = min{w(l,v;) + 200 — w(vj_1,v;), v; =2,5}
= min{60 + 200 — 20, 70 4+ 200 — 40} = 230,

w(3,C) = w(3,4) + 200 — w(8,4) = 230,

w(7,0) = w(7,8)+ 200 — w(6,8) = 210.

Deci, ig = 7,v;, = 8 gi arcul (6,8) va fi inlocuit cu arcul (7,8). In acest
moment

M = {(r,1),(4,2),(2,3),(8,4),(2,5),(5,6),(1,7),(7,8)},

st formeaza un arbore de acoperire orientat, care are ponderea minima egald
cu 210, deci algoritmul se opreste.

3.5.4 Lant minim. Algoritmul lui Dijkstra

O alta problema de optimizare este problema lantului de lungime minima.
Data fiind, de exemplu, o retea de cai ferate care conecteaza anumite orase,
se cere sa se determine cel mai scurt drum dintre doua orage date din aceasta
retea. Formularea problemei este urmatoarea:

Problema lantului minim (PLM): Fie s, ¢ varfuri ale unui graf conex
cu ponderi GG. Sa se gaseasca un lant Intre s si ¢t a carui pondere sa fie
minima.

Observatia 3.14 Daca ponderile sunt toate egale cu 1, atunci problema se
reduce la gasirea unui lant intre s si t care sa contina un numar minim de
muchii. Aceasta versiune a problemei lanfului minim a fost deja rezolvata cu
algoritmul BFS.
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Problema (PLM) a fost rezolvatd in 1959 de citre Dijkstra.!” De fapt algo-
ritmul sau realizeaza mai mult decat cere problema: gaseste cel mai scurt
lant, de la un varf dat s la fiecare din celelalte varfuri ale grafului.

Definitia 3.37 Fie G = (V, E) un graf cu ponderi. Distanta dintre doud
varfuri x,y € V, notatda cu dist(x,y), este lungimea celui mai scurt lang
dintre cele doua varfuri.

Ideea algoritmului este sa construim un arbore Dijkstra, pornind de la un
varf dat s, adaugand, la fiecare iteratie, o muchie frontiera a carei extremitate
care nu e in arbore sa fie cat mai aproape de s. Pentru simplitate, odata ce
varful s este fixat, pentru un varf arbitrar  vom nota dist(s, ) cu dist(z). La
fiecare iteratie se adauga o muchie (si implicit un varf) la arborele Dijkstra, si
atunci se scrie o eticheta pe noul varf. Astfel, varfurile din arborele Dijkstra
la o iteratie data sunt acelea pentru care cel mai scurt lant de la s a fost deja
gasit.

Fie P-valoarea unei muchii frontiera e

P(e) = dist(z) + w(e),

unde x este extremitatea etichetata a lui e. Muchiei cu cea mai mica P-valoare
ii este data cea mai mare prioritate. Mai mult, P-valoarea muchiei cu cea
mai mare prioritate va da distanta de la s la extremitatea neetichetata a lui
e. Algoritmul eticheteaza fiecare varf al arborelui cu distanta dintre varful s
si acel varf.

Algoritm 10 (lant minim Dijkstra)
Intrare: un graf conex G = (V, E) ponderi nenegative si s € V
lesire: — un arbore de acoperire T al lui G, cu radacina s, in care drumul
(unic) de la s la fiecare varf v este cel mai scurt drum de la s la v in G
— o etichetare a varfurilor, care da distanta de la s la fiecare varf
. se initializeaza arborele Digkstra T cu varful s
. se initializeazd multimea de muchii frontierd pentru T cu ()
. dist(s) =0
. se scrie eticheta 0 pe varful s
. cat timp arborele T' nu acopera inca graful G
- pentru fiecare e muchie frontiera pentru T
fie x extremitatea etichetata a muchiei e
P(e) = dist(x) + w(e)
- fie €* o muchie frontiera pentru T cu cea mai mica P-valoare
- fie y extremitatea neetichetata a muchiei e*
- se adauga muchia e* (si varful y) la arborele T
- dist(y) = P(e*)
- se scrie eticheta dist(y) pe varful y
. retur arbore Dikstra T si o etichetare a varfurilor acestuia

Teorema 3.31 (corectitudinea algoritmului Dijkstra) Fie G un graf conex
cu pondert st T arborele Diykstra rezultat din aplicarea algoritmulut 10, por-
nind din varful s. Atunci, pentru orice varf x al lui T, unicul lant in T intre

s g1 x este cel mai scurt lant in G intre s si x.

1"Edsger Wybe Dijkstra ['deikstra] (1930-2002), calculatorist olandez.
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% ’\10 ( z(8) v \'1\0 ({

X x(20)
Figura 3.24: Arborii Dijkstra (linii groase) dupa pasii 2,3,4,5.
Demonstratie. Demonstratia urmeaza acelasi rationament ca cel folosit in
demonstratia teoremei 3.27. |

Exemplul 3.11 Consideram graful cu ponderi din figura 3.24. Daca aplicam
algoritmul 10 pornind din varful s, pasii sunt urmatorii:

Pasul 1 dist(s) =0,

P(sy) =16 = min =8, = adiugim sz, dist(z) = 8.
P(sw) =13

Pasul 2
P(sw) =13
P(sy) =16
P(zy) =15 o . o
Plav) =15 = win=13 = adaugim sw, dist(w) = 13,
P(zw) =19
P(zx) =25

Pasul 3
P(sy) =16
P(zy) =15
Pzr) =25 = min=15 = adaugam zy, dist(y) = 15.
P(zv) =18
P(wx) =27

Pasul 4
P(yz) =20
ﬁgiig _ fg = min = 18 = adaugam zv, dist(v) = 18.
P(wz) =27
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Pasul 5
P(wx) =27
P(yx) =20 . L . _
Plox) — 24 = min = 20 = adaugam yz, dist(z) = 20.
P(zx) =25

Pentru grafuri orientate, exista mai multi algoritmi pentru gasirea unui
arbore orientat al lanturilor minime. Printre acestia mentionam algoritmii
construiti de Moore-Dijkstra, Bellman-Kalaba si Ford, impreuna cu variatiile
lor.

3.6 Algoritmi de tip greedy

O problema de optimizare este o problema un care vrem sa gasim nu doar o
solutie, ci cea mai buna solutie.

Un algoritm de tip greedy (AG) este un algoritm care <se repede> ime-
diat la ce este «mai buns , fara sa-i pese de consecinte. Acesta repeta o
singura procedura, pana cand nu mai ramane nimic de facut.

Matematic, spunem ca alege solutia cea mai buna imediat (sau local),
fara sa ia In considerare efectele acestei decizii in viitor, dar sperand ca
alegand un optim local la fiecare pas, va putea sfargi prin a gasi un optim
global.

Exemplul 3.12 Presupunem ca vrem sa dam rest o suma de €6.39 folosind
cat mat putine bancnote st monede. Un algoritm greedy ar proceda astfel:
la fiecare pas, luam cea mai mare bancnota sau moneda posibila. Piesele
existente sunt

5€, 2€, 1€, 50¢, 20¢, 10¢, b5¢, 2¢, 1,
dect putem da restul astfel:
6.39 =5€+1€+20c+10c+5¢c+2-2¢c. (7 piese)

Pentru euro, algoritmul de tip greedy da intotdeauna solutia optima.
Dar, presupunem ca avem un sistem monetar imaginar, cu monedele 10u,
Tu, lu. Cu un AG, suma de 15u se plateste

150 =1-10u+5-1u (6piese).
Ezxista totusi un mod de a plati cu doar 8 monede, anume
1J5u=2-Tu+1-1u.
Deczi, algoritmul greedy da o solutie, dar nu o solufie optima.

Alte exemple de algoritmi greedy sunt algoritmii lui Prim, Kruskal si
Dijkstra, dar asa cum am putut vedea, ei ne conduc intotdeauna la solutia
optima. Deci, pentru anumite probleme de optimizare, un algoritm de tip
greedy poate totusi sa gasesca solutia optima.

Prin urmare, intrebarile care se pun in mod natural sunt: Cand un al-
goritm greedy gaseste solutia optima? Daca stim ca este posibl ca sa nu
gaseasca o solutie optima, de ce se mai foloseste? Vom da un raspuns partial
la prima intrebare in paragraful urmator. Privitor la a doua intrebare, mo-
tivul pentru care utilizam algoritmi greedy este ca de obicei acesti algoritmi
sunt rapizi, ugor de implementat, si deseori ne conduc la o aproximare relativ
buna a solutiei optime.
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3.6.1 Algoritm greedy pentru problema ponderii ma-
xime

Fie E' o multime finita gi Z o familie de submultimi ale lui £, numite multimi
admisibile. Atunci perechea S = (E,7) se numeste sistem admisibil de
(sub)multimi. Daca w : E — R, este o functie pondere, atunci pentru
submultimea N € 7 definim ponderea sa ca si

zeN

Problema P, a gasirii ponderii maxime este urmatoarea: Sa se gaseasca
o multime admisibila cu pondere maxima.

Un AG pentru rezolvarea acestei probleme este urmatorul:

Algoritm 11 (Algoritm greedy pentru P,.y)
Intrare: S = (F,Z) un sistem de submultimi admisibile
lesire: o solufie a lui Ppax (cel putin speram sa obtinem maximalitatea)
. se inifializeazda M = () si A=F
. cdt timp A # ()
- alegem e € A cu ponderea mazxima
-A=A-—ce¢
-daca M +e €L, atunct M = M + e
. retur multimea M

Deci, fiecare element e € E a fost considerat o singura data, fiind fie
adaugat, fie eliminat definitiv. Astfel, algoritmul este rapid si simplu, dar nu
e sigur ca ne conduce la solutia optima.

Exemplul 3.13 Fie E = {ey, ey, €3}, cu ponderile
wler) = 3, wley) = wles) = 2.

si L = {{e1},{e2}, {e2, e3}}.
Solutia problemei Py este M = {eq,e3}, avand w(M) = 4, in timp ce
solutia obtinuta cu algoritmul 11 este M = {e;}.

Motivul pentru care AG nu a gasit solutia optima este cauzat de faptul ca
nu exista nicio legatura intre multimile din Z.

Definitia 3.38 Un sistem de multimi S = (E,Z) se numeste ereditar daca
este inchis in raport cu incluziunea, adica,

dacai AeZ si A C A, atunci A’ € T.

Exemplul 3.14 Fie E = R3 si T multimea tuturor multimilor de vectori li-
niar independenti. Atunci S = (R3,T) este un sistem ereditar de submulfimi,
deoarece orice submulfime a unei multimi de vector: liniar independenti este
liniar independenta.

Exemplul 3.15 Fie G = (Vg, Eg) un graf $i T multimea de submultimi ale
lui Eq ale caror subgrafuri induse sunt subgrafuri aciclice ale lui G. Atunci
S = (Eg,T) este un sistem ereditar de mulfimi.
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Vi
Vg \ v,
Vg Vg
Va

Figura 3.25: Graful pentru problema planificarii.

In continuare vom considera problema P, pentru sisteme ereditare de
multimi.

Propozitia 3.32 Daca sistemul S = (E,T) are proprietatea ca pentru orice
w: E — Ry algoritmul de tip greedy 11 ne conduce la o solutie a lui Py,
atunci (E,T) este un sistem ereditar de multima.

Propozitia 3.33 Aplicind AG unui sistem ereditar de multimi (E,T) si
unei functii pondere w : E — R, obfinem o multime maximala, in sensul
ca

nu existd x € E astfel incat M U {x} € T.

Definitia 3.39 Un sistem ereditar de multimi M = (E,Z) se numeste ma-
troid daca satisface urmatoarea conditie, pe care o vom numi proprietatea
de crestere:

(AP) Daca 1,J €T si |I| < |J|, atunci exista e € J\ I
' astfel incat I U {e} € T.

Propozitia 3.34 Dacd un sistem ereditar de multimi (E,T) are proprietatea

ca, pentru orice pondere w : . — R, , AG conduce la o solutie a problemei

PLax, atunci acest sistem are de asemenea proprietatea de crestere.

Teorema 3.35 Un sistem de multimi (E,Z) are proprietatea cd, pentru
orice w : E— Ry un algoritm de tip greedy conduce la o solutie a prob-
memei Pyax dacd i numai daca (E,T) este un matroid.

Exemplul 3.16 (matroid) Fie G = (V,E) un graf si fie T mulfimea de
muchii cu proprietatea ca graful generat de aceste muchii nu contine cicluri.
Atunci § = (E,T) este un matroid.

Astfel, algoritmul lui Kruskal (pag. 104) ne conduce la un arbore economic.

3.6.2 Algoritm greedy pentru colorarea varfurilor

Presupunem ca vrem sa planificam gase lectii de cate oora V = {vy, va, ..., v}
Printre participanti, exista persoane care vor sa participe la vy si v9, v1 §i vy,
v3 §i U5, Vo §1 Vg, Vg §1 Vs, Us §1 v, v g1 vg. Cate ore sunt necesare pentru a
programa cele 6 lectii fara suprapuneri? Situatia poate fi reprezentata printr-
un graf (figura 3.25), ale carui varfuri sunt cele gase lectii i in care muchiile
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reprezinta posibilele suprapuneri. Un orar posibil care sa evite suprapunerile
este:

Oral Ora2 Ora3 Ora4

V1 Sl U3 Vg 8l Uy Vs Vg

Din punct de vedere matematic, construim o partitie a multimii V' in patru
parti, astfel incat nici o parte sa nu contina perechi de varfuri adiacente ale
grafului. De fapt, definim o functie

C: {0170277}3’”471}57’06} — {1727374}7

care asociaza fiecarui varf (lectie) ora programata pentru ea. De obicei vor-
bim despre culori asociate varfurilor si ceea ce este important este ca varfurile
care sunt adiacente in graf tebuie sa aiba culori diferite.

Definitia 3.40 O colorare a véarfurilor wunui graf G = (V,E) este o
functie ¢ : V. — N cu proprietatea

c(x) #cly) dacaxy € E.

Numarul cromatic al lui G, notat x(G), este definit ca si cel mai mic
numar natural k pentru care exista o colorare a varfurilor lut G folosind k
culori.

Revenind la figura 3.25, orarul nostru este echivalent cu o colorare a
varfurilor folosind patru culori. Dar numarul cromatic al grafului este trei,
intucat exista colorarea

Culoare 1 Culoare 2 Culoare 3
vy Vg §1 U5 U3, V4§ Vg

Mai mult, nu exista nici o colorare cu doar doua culori deoarece vy, vo, vg
sunt mutual adiacente, deci ele trebuie sa aiba culori diferite. In concluzie,
numarul cromatic al grafului este 3.

In general gasirea lui x(G) este o problema dificila i nu exista nici un
algoritm rapid (executabil in timp polinomial) care sa realizeze o asemenea
colorare. O metoda pentru colorarea varfurilor cu un numar rezonabil de
culori este de a asocia culori varfurilor in ordine, in asa fel incat fiecare varf
sa primeasca prima culoare care nu a fost asociata niciunuia din vecinii sai.
Astfel, se face cea mai buna alegere la fiecare pas, fara a privi inainte pentru
a vedea daca acea alegere nu va crea probleme mai tarziu. Cu alte cuvinte
se aplica un algoritm de tip greedy.

Algoritm 12 (Algoritm greedy pentru colorarea varfurilor)
Intrare: un graf G = (V,E) cu |[V]| =n
lesire: o colorare a varfurilor lut G
. asociaza culoarea 1 varfului vy
spentrut=2,....n
- fie S o multime vida de culori
-pentru g =1,...;1—1
daca v; s1v; sunt adiacente, atunci se adauga in S culoarea
lui v;
-k=1
- cat timp culoarea k este in S, executa k =k + 1
- se atribuie culoarea k varfului v;
. retur o culoare pentru fiecare varf din 'V
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v

Figura 3.26: A 3-partite graf (left) si a 3-partite complete graf (right).

In final vom da un rezultat privind numarul cromatic al unei clase parti-
culare de grafuri.

Definitia 3.41 Un graf se numeste planar daca el poate fi desenat in plan
fara ca muchiile sale sa se intersecteze.

Teorema 3.36 (Teorema celor patru culori) Orice hartd plana
poate fi colorata folosind patru culori, astfel incat acele regiuni care au in
comun o frontiera diferita de un punct sa nu aiba aceeasi culoare.

Acest rezultat a fost pentru prima oara formulat ca si conjectura'® in 1853
de catre Guthrie. La acea vreme nu a fost dificil sa se arate ca sunt suficiente
cinci culori. Teorema celor patru culori este prima teorema importanta care
a fost demonstrata cu ajutorul calculatorului. Deoarece a fost formulata ca si
conjectura, au existat multe incercari de a o demonstra, fiecare demonstratie
dovedindu-se dupa ani incorecta. In final, ea a fost demonstrata in 1976 de
catre Appel si Haken, folosind un algoritm al lui Koch. Demonstratia lor a
redus infinitatea de harti posible la 1936 configuratii (mai tarziu reduse la
1476), verificate una cate una de catre calculator. Mai tarziu, in 1996, s-a
demonstrat ca exista de fapt doar 633 configuratii posibile.

3.7 Grafuri bipartite

Definitia 3.42 Fier € N, r > 2. Un graf G = (V, E) se numeste r-partit
daca 'V admite o partitie inr clase astfel incat fiecare muchie are extremitatile
in clase diferite (sau, echivalent, varfurile din aceeasi clasa nu trebuie sa fie
adiacente).

Observatia 3.15 Un graf 2-partit este numit bipartit si se noteaza G =
(ViU Va, E), unde Vi si Vy sunt cele doua clase ale partitiei. O proprietate
imediata a unui graf bipartit este

Z deg(v) = Z deg(v).

In continuare vom da o caracterizare importanta a grafurilor bipartite.

18Tn matematici, o conjectura este o afirmatie care pare a fi adevirata, dar acest lucru
nu a fost inca demonstrat. De indatd ce o conjectura a fost demonstrata, este ridicata la
rangul de teorema si poate fi folosita ulterior fara riscuri in alte demonstratii matematice.
Pana in acel moment, matematicienii pot folosi conjectura, dar orice rezultat dedus din
aceasta este unul conjectural pana cand conjectura respectiva este clarificata.
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Figura 3.27: Graful din exemplul 3.17.

Teorema 3.37 ( de caracterizare a grafurilor bipartite) Un graf
este bipartit daca st numai daca nu contine cicluri de lungime impara.

Demonstratie.

= Fie G = (V1 UV, E) graf bipartit. Atunci sau G nu contine cicluri, sau,
daca exista un ciclu, el are varfurile succesiv in Vj si V5, cu ultimul
varf in aceeasi clasa cu primul. Un asemenea ciclu are un numar par
de muchii.

< Fie G = (V,E) un graf fara cicluri impare (G are prin urmare niciun
ciclu sau cicluri pare). Fie Gy = (Vp, Ey) o componenta conexa a lui G
si notam T arborele de acoperire obtinut prin algoritmul BF'S, pornind
dintr-un varf oarecare s € V4. Consideram multimile

Vi = {stu{xeV, d(z,s) = par},
Vo = {x €V, d(x,s) = impar}.

Atunci orice muchie ey € Tjy are o extremitate in V] si cealalta in V5.
Fie e = zy o muchie care nu apartine arborelui de acoperire. Atunci
d(z,s) si d(y,s) sunt fie egale, fie difera prin 1 (vezi propozitia 3.25).
Daca ar fi egale, e ar inchide un ciclu de lungime impara, fapt care ar
contrazice ipoteza. In consecinta

|d(z,5) = d(y,s)| = 1,

care implica faptul ca unul din varfurile x,y este in V; si celalalt este

n V5.
[ |

O aplicatie a grafurilor bipartite este atribiurea de locuri de munca (job
assignment). Daca X este o multime de persoane si Y o multime de locuri
de munca, astfel incat fiecare persoana din X este calificata pentru anumite
locuri de munca din Y, atunci intrebarea care se pune in mod firesc este: cum
se pot atribui persoanelor locuri de munca, astfel incat un numar maxim de
persoane sa primeasca locuri munca pentru care sunt calificate?

In limbajul grafurilor, consideram graful bipartit G = (X U Y, F), unde
xy € E daca si numai daca x este calificat pentru locul de munca y. O
asemenea atribuire se va numi cuplaj in G.

3.7.1 Cuplaje
Definitia 3.43 Fie G = (V, E) un graf.
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M, M,
X4 Y4 X4 Y4
X3 Y3 X3 Y3
X4 Ya X4 Ya
people jobs people jobs

Figura 3.28: CuplajeleM; si M.

O multime M C E se numeste cuplaj in G daca, oricum am alege doud
muchit din M, ele nu sunt adiacente in G.

Spunem ca un cuplaj M satureaza varful v € V', si ca v este saturat de
M, daca exista o muchie din M care este incidenta tn v; in caz contrar
spunem ca v este nesaturat de M.

Un cuplaj perfect este un cuplaj M in care orice varf al lui G este saturat
de M.

Daca e = zy € M, spunem ca M cupleaza pe x cuy (sau x este cuplat
cuy de catre M ).

Un cuplaj maxim este un cuplaj cu numar mazxim de muchii (nu exista
niciun alt cuplaj care sa aiba mai multe muchii).

Un cuplaj maximal este un cuplaj care nu este o submultime proprie a
unui alt cuplaj din G.

Exemplul 3.17 In graful din figura 3.27,

{b},{c}, {d},{e} sunt cuplaje care nu sunt maximale.
{b,d},{c,e} sunt cuplaje maxime,

{a} este cuplaj mazximal, dar nu cuplaj maxim.

Cel mai des intalnite aplicatii ale cuplajelor sunt programarea utilajelor si
atribuirea locurilor de munca.

3.7.2 Cuplaje in grafuri bipartite

Consideram graful bipartit din figura 3.28. Multimea M; = {z1ys3, 4y4} nu
este un cuplaj maxim, dar My = {x1ys, X3y3, T4y4} este un cuplaj maxim,
deoarece nu exista un alt cuplaj cu mai mult de trei muchii. Intr-adevar, daca
se considera ca X este o multime de persoane si Y este o multime de locuri
de munca, atunci este imposibil sa gasim pentru toate cele patru persoane
locuri de munca pentru care acestea sa fie calificate. Din cauza ca persoanele
{z1, 9,23} sunt colectiv calificate doar pentru doua locuri de munca y, si
y3, una din ele nu poate primi loc de munca, cu toate ca exista pretendenti
pentru toate locurile de munca.

In multe aplicatii se doreste, daca e posibil, gasirea unui cuplaj al lui G
care sa satureze toate varfurile din X.
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Definitia 3.44 Daca |M| = | X| (toate persoanele primesc locuri de munca),
spunem ca M este un cuplayj complet.

Desigur, M; si My nu sunt cuplaje complete. Primul pas in studierea
cuplajelor este sa decidem daca este posibila gasirea unui cuplaj complet.
Am vazut in exemplul anterior ca daca exista trei persoane si doua locuri de
munca, nu poate exista un cuplaj complet. Apoi, suntem interesati de gasirea
de conditii necesare si suficiente pentru existenta unui astfel de cuplaj.

Fie G = (X UY, E) un graf bipartit si S C X. Definim multimea tuturor
varfurilor adiacente varfurilor din S,

J(S) ={y €Y, pentru care exista x € S al. zy € E},

cu alte cuvinte multimea de locuri de munca pentru care persoanele din S
sunt colectiv calificate.

Observatia 3.16 Daca |J(S)| < |S|, atunci cineva din S nu va primi loc
de munca. Dect, daca J este un cuplaj complet, atunci

|J(S)| > |S]|, pentru orice S C X. (3.10)
Conditia data in (3.10) este cunoscuta sub numele de conditia lui Hall®.

Teorema 3.38 (Hall, 1935) In graful bipartit G = (X U Y, E) existd un
cuplaj complet dacd i numai daca este satisfacuta conditia lui Hall (3.10).

Demonstratie.

= Fie M un cuplaj complet si fie S C X. Varturile din Y cuplate de M
cu cele din S formeaza o submultime a lui J(S) de masura |S|. Astfel,

[ J(9)] = |5].

<  Presupunem ca |J(S)| > |S| pentru orice S C X. Dat fiind un cuplaj M
pentru care |M| < | X|, vom arata cum se poate construi un cuplaj M’
cu [M'| = |M|+ 1 (un astfel de cuplaj M’ va exista intotdeauna !).

Fie xg orice varf necuplat de catre M. Atunci

[J({zo})| = o} =1,

deci exista cel putin o muchie e = xpy; In M.
Daca y; este necuplat, atunci M’ = M U {e}.
Daca y, este cuplat de catre M, sa spunem cu x;, atunci

| J({zo, 21})| = [{wo, 21 }] = 2,

deci exista yo, y2 # y1, adiacent la xq sau ;.
Daca y, este necuplat, stop.
Daca ys este cuplat, sa spunem cu x5, repetam
rationamentul, deci exista ys, diferit de y; si ys,
adiacent la cel putin unul din varfurile xg, 1, zs.

Continuand in acest fel, trebuie 1n cele din urma sa
ne oprim la un varf necuplat y, (deoarece G este finit).

9Philip Hall (1904-1982), matematician englez.
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M M'

Y2

X1 Y1 X1

Xo Xo

Figura 3.29: Cuplajele M si M’ din demonstratia teoremei lui Hall. Muchia
r1y1 din M este inlaturata si muchiile xgy,, x1y> care nu sunt in M sunt
adaugate.

Fiecare y;, 1 € N,., este adiacent cel putin unuia din varfurile xg, x4, ..., x;_1,
prin urmare avem un lant

D= (Yr,Tr—1,Yr—1, .-, 21, Y1,To), In care x;y; € M.

Construim cuplajul M’ astfel incat muchia x;y; a lantului p sa nu
apartina lui M’ dar muchia alternanta sa apartina lui M’ (figura 3.29).

Intrucat muchiile terminale y,z,_1 si y1z¢ sunt ambele In M’, avem
|M’| = |M| + 1 (numarul muchiilor adaugate este egal cu unu plus
numarul muchiilor inlaturate).

|
Pe scurt, ideea demonstratiei este constructia unui lant ale carui muchii sunt
alternativ in M si in E\ M. In general, pentru un graf G = (V| F) si pentru
un cuplaj M din G, spunem ca un lant, este lant alternant pentru M daca
muchiile sale sunt alternativ in £\ M si M. Un lant crescator pentru
M este an lant alternant pentru M cu primul gi ultimul varf nesaturate de
M. De exemplu, un lant, crescator pentru cuplajul M din figura 3.29 este
(o, Y1, 1, 12)-

Sa observam ca, intrucat prima si ultima muchie a unui lant, crescator nu
apartin lui M, lantul are cu o muchie mai putin in M decat in £\ M.

Din demonstratia teoremei putem de asemenea deduce ca, in cazul in care
conditia lui Hall este satisfacuta si M nu este complet, atunci exista un lant
crescator pentru M .

Ideea demonstratiei constituie de asemenea un instrument practic pentru
constructia cuplajelor complete, furnizand de fapt un algoritm pentru aceasta
constructie.

Observatia 3.17 Teorema lui Hall este cunoscuta si sub numele de teo-
rema mariajulut, datorita urmatoarer interpretari: X este o mulfime de
barbati s1 Y este o multime de femei, unii dintre ei cunoscandu-se reciproc.
Se cere conditia ca fiecare barbal sa se insoare cu una din femeile pe care o
cunoagte. In teorema lui Hall, J(S) reprezinta mulfimea de femei cunoscute
de barbatit din S. Un cuplaj este o multime de perechi care se casdatoresc.
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3.7.3 Cuplaj maxim

In general, un graf bipartit nu va avea un cuplaj complet, deci problemele
care se ridica In acest caz sunt: cum se poate gasi masura maxima a unui
cuplaj si cum se poate face o atribuire din care sa rezulte ca cel mai mare
numar posibil de persoane primesc locuri de munca. Solutia se poate deduce
teorema lui Hall.

Mai intai sa observam ca, daca |S| > |J(S5)|, atunci anumite persoane nu
vor primi locuri de munca, de fapt exista cel putin |S|—|J(S)| persoane care
nu vor primi locuri de munca. Aceasta observatie ne sugereaza urmatoarea

definitie.

Definitia 3.45 Deficienta d a unui graf bipartit G = (X UY, E) este de-
finita ca st

d = max{|S| - |J(S)], SCX}.

Observatia 3.18 Pentru S =0 avem |S| = |J(S)| =0, deci d > 0. Atunci,
folosind deficienta, teorema lui Hall poate fi reformulata astfel: Fxista un
cuplaj complet daca st numai daca d = 0.

In urmatoarea teorema vom da un rezultat privind masura unui cuplaj maxim
in cazul general.

Teorema 3.39 Masura unui cuplaj mazxim M intr-un graf bipartit G = (XU
Y, E) este
|M| = |X]—d,

unde d este deficienta grafului G.
Demonstratie. Din definitia 3.45 deducem ca exista Sy C X astfel incat
S0l = [J(So)| = d.
In orice cuplaj, cel putin d elemente din Sy raman necuplate, deci
|M| < |X|—d.

Ramane sa aratam ca exista un cuplaj cu maxsura egala cu | X| — d.
Fie D o noua multime, cu masura |D| = d. Construim graful G* =
(X*UY* E*), cu

X* = X,
Y* = YUD,
E* = EUK,

unde K este multimea tuturor muchiilor posibile care leaga X si D. Atunci,
pentru graful G* avem J*(S) = D U J(S), de unde

[J5(9)] = [5] = d+|J(S)] = 5] = 0.

Astfel, G* satisface conditia lui Hall gi prin urmare G* are un cuplaj complet
M*.

Eliminand din M™* acele d muchii care au un varf in D, obtinem cuplajul
cerut in G. |
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Observatia 3.19 Teorema 3.39 nu este prea eficientda pentru gasirea masurii
unut cuplaj mazxim, din cauza ca pentru a calcula d trebuie examinate mai
intdi toate cele 21X submultimi ale lui X .

O abordare mai eficienta se bazeaza pe faptul ca, daca avem un lant alternant
pentru un cuplaj M, atunci putem construi un cuplaj mai bun M’. Pentru
a putea folosi aceasta idee, avem nevoie de urmatorul rezultat, cunoscut sub
numele de teorema lui Berge.

Teorema 3.40 (Berge,” 1957) Cuplajul M dintr-un graf G este un cuplaj
mazim daca si numai daca G nu contine niciun lant crescator pentru M.

Demonstratie.

= Fie M este un cuplaj maxim. Vom demonstra ca G nu contine niciun
lant crescator pentru M. Presupunem contrariul, anume ca G contine
un lant crescator in M, notat P = (e, eq,...,e9,11). Intrucat e; ¢ M,
deducem ca

€1,€3,... 62511 & M i eg,eq,...,605 € M.

Definim multimea M; C E obtinuta din M prin indepartarea muchiilor
€9, €4, ..., €9 51 adaugarea muchiilor ey, es3, ..., eq,11. Atunci M; este
un cuplaj in G care contine cu o muchie mai mult decat in M, fapt ce
contrazice maximalitatea lui M.

< Aratam ca, daca G nu contine niciun lant alternant pentru M, atunci
M este maxim. Presupunem ca M nu este maxim si fie M* un cuplaj
maxim. Atunci |[M*| > |M]|.

Fie F' multimea de muchii din

MAM* = (M UM\ (M0 M) = (M\ M) UM\ M).

Cu muchiile din F' formam un graf H, in care orice varf va avea gradul
unu sau doi, deoarece el poate fi incident cel mult unei muchii din
M si unei muchii din M*. Deci, componentele lui H sunt fie lanturi
elementare, fie cicluri elementare. In fiecare din aceste lanturi/cicluri,
muchiile din M alterneaza cu muchii care nu sunt in M. Astfel, in orice
ciclu, numarul de muchii din M (din M \ M*) este egal cu numarul de
muchii care nu sunt in M (sunt in M*\ M). Dar,

|M*[ > M = [MT\M[ > [M\ M7,

deci este imposibil ca in F' sa existe numai cicluri. In concluzie, exista
cel putin o componenta care este un lant cu un numar impar de muchii,
si acesta este un lant crescator pentru M. Aceasta este o contradictill

Din demonstratia teoremei lui Berge, putem deduce urmatorul algoritm
pentru gasirea unui cuplaj maxim:

20Claude Berge (1926-2002), matematician francez.
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Figura 3.30: O harta a oraselor si strazile care fac legatura intre ele.

Algoritm 13 (pentru gasirea unui cuplaj maxim)
Intrare: un graf G
lesire: un cuplaj maxim in G
. se initializeaza M cu orice muchie
« ® se cauta un lant crescator pentru M
Daca se gaseste un lant crescator, se construieste un
cuplaj mai bun M’ in modul descris in demonstratia
teoremei, si se revine la ®, cu M’ inlocuind pe M
Daca nu poate fi gasit niciun lant crescator, STOP: M este
cuplaj mazim.

Cautarea unui lant crescator se poate face printr-o procedura BFS mo-
dificata. Se alege un varf necuplat x si se construieste un arbore de lanturi
alternante <partiale> , pornind din xq, astfel:

1. La nivelul 1, inseram toate varfurile y,, ys, . .., yr adiacente lui z¢ in G.
Daca oricare din aceste varfuri y; este necuplat, STOP: (zy,y;) este un
lant, crescator.

2. Daca toate varfurile de la nivelul 1 sunt cuplate, se insereaza la nivelul
2 varfurile 1, o, ..., T} cu care acestea sunt cuplate.

3. La nivelul 3, se insereaza toate varfurile noi adiacente varfurilor de la
nivelul 2. Daca oricare din ele este necuplat, STOP: lantul care ne
conduce la acest varf x( este un lant crescator.

4. Daca toate varfurile de la nivelul 3 sunt cuplate, inseram varfurile cu
care acestea sunt cuplate la nivelul 4,
si asa mai departe.

Constructia se poate opri din cauza ca nu mai exista varfuri noi de inse-
rat la un nivel impar. Cand se intampla acest lucru, nu exista niciun lant
crescator din varful ales zy. Trebuie, totusi, sa repetam procedura pentru
orice varf necuplat din X inainte sa fim siguri ca nu putem gasi in GG niciun
lant, alternant G.

3.8 Grafuri hamiltoniene si euleriene

Pentru inceput sa mentionam ca toate rezultatele date in aceasta sectiune
pentru grafuri sunt de asemenea valabile si pentru multigrafuri, in afara de
cazul in care specificam contrariul.

Consideram harta din figura 3.30, a sase orage impreuna cu strazile dintre
ele. Un inginer constructor de autostrazi (E) doreste sa inspecteze toate
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strazile, indiferent de directie, fiind pregatit sa inceapa si sa termine in locuri
diferite. Prietenul sau, inspectorul (H), doreste si ia masa la restaurant in
fiecare orag. Fiecare din ei doreste sa-si realizeze scopul in mod cat mai
eficient cu putinta. Deci, scopul lui (E) se poate formula astfel: <«Doresc,
daca este posibil, sa vizitez fiecare strada o singura datas , in timp ce (H)
spune <Doresc, daca este posibil, sa vizitez fiecare orag o singura data si sa ma
intorc in punctul de plecare. Intrebarea este: Se pot gasi trasee convenabile
pentru fiecare dintre ei?
Pentru inspectorul (H), o posibilitate este lantul inchis

w = (p,q,t,s,u,1,p).

Pentru inginerul (E), fie z varful de plecare si y varful final, si presupunem
pentru moment ca x # y. El foloseste o muchie incidenta in x atunci cand
pleaca si apoi, de fiecare data cand se intoarce in x trebuie sa soseasca si
sa plece folosind muchii diferite. In acest mod, el foloseste un numar impar
de muchii in x, si astfel gradul lui x ar trebui sa fie un numar impar (z ar
trebui sa fie un varf impar). Analog, gradul lui y ar trebui sa fie si el numar
impar. Toate varfurile ramase ar trebui sa fie pare, deoarece de fiecare data
cand ajunge la un varf intermediar trebuie sa si plece din el, si prin urmare
foloseste doua muchii diferite.

In concluzie, un traseu pentru pentru (E), pornind si terminand in varfuri
distincte x si y este posibil daca si numai daca x si y sunt varfuri impare si
restul varfurilor sunt pare. In cazul nostru, gradele sunt

v |p
5(v) | 4

deci nu exista niciun traseu pentru (E).
Daca x = y, din nou nu exista nicio solutie, intrucat toate varfurile ar
trebui sa fie pare.

q r s t u
4 5 5 5 37

3.8.1 Grafuri hamiltoniene

In general, traseul lui (H) este un ciclu elementar care contine toate varfurile
unui graf dat. Asemenea cicluri au fost studiate pentru prima oara de catre
Hamilton,?! deci un ciclu cu aceasta proprietate se numeste ciclu hamilto-
nian. Un graf care este conex si contine un ciclu hamiltonian se numegte
graf hamiltonian. In cazul in care nu impunem restrictia ca varful initial
sa coincida cu varful final, un asemenea lant, elementar care viziteaza fiecare
varf exact o data se numeste lant hamiltonian.

In general, nu este ugor sa decidem daca un graf este hamiltonian sau
nu. Cateva rezultate care dau conditii suficiente pentru existenta unui lant
hamiltonian sunt urmatoarele:

Teorema 3.41 (Dirac,?* 1952) Un graf conex cu n > 2 varfuri este ha-
miltonian dacd fiecare varf al sau are gradul > n/2. Aceastd teorema este
valabila doar pentru grafuri, nu si pentru multigrafuri.

21'William Rowan Hamilton (1805-1865), matematician, fizician si astronom irlandez.
22Gabriel Andrew Dirac (1925-1984), matematician britanic.
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Teorema 3.42 (Ore,?® 1960) Un graf conex cun > 2 varfuri este hamilto-
nian daca suma gradelor oricaror varfur:t neadiacente este > n. O consecinta
immediata este ca toate grafurile complete sunt hamiltoniene.

Cea mai buna caracterizare a grafurilor hamiltoniene, care generalizeaza re-
zultatele precedente obtinute de Ore i Dirac, a fost data in 1972 de catre
Bondy?* si Cvéatal.?® Inainte de a da teorema trebuie si ddm urmitoarea
definitie.

Definitia 3.46 Dat fiind un graf G cu n varfuri, definim inchiderea lu:
G ca fiind graful construit in mod unic din G prin addaugarea, pentru orice
pereche de varfuri neadiacente x,y cu 6(x) + 6(y) > n, muchia xy.

Teorema 3.43 (Bondy-Chvaétal, 1972) Un graf este hamiltonian daca si
numai daca inchiderea sa este graf hamiltonian.

O consecinta a acestei teoreme este ca toate poliedrele regulate (tetra-
edru, cub, octaedru, dodecaedru, icosaedru), considerate ca gi grafuri, sunt
hamiltoniene.

Printre algoritmii folositi pentru constructia unui ciclu hamiltonian mentionam
algoritmul lui Ham.

3.8.2 Grafuri euleriene

Problema gasirii unui traseu pentru (E) a fost rezolvata rapid: raspunsul a
fost «<nus> . Aceasta problema a fost discutata pentru prima oara in 1736 de
catre Euler, in timp ce rezolva faimoasa problema a celor sapte poduri din
Konigsberyg.

Problema celor sapte poduri din Konigsberg este o problema renu-
mita de matematica, inspirata dintr-un fapt real. Orasul prusian Koénigsberg
(acum Kaliningrad, Rusia) era agezat pe raul Pregel, si includea doua insule
mari care erau conectate intre ele gi cu orasul principal prin sapte poduri
(figura 3.31). Intrebarea pe care gi-o puneau locuitorii era daca este posibila
construirea unui traseu care sa traverseze fiecare pod exact o data. In 1736,
Leonhard Euler a demonstrat ca acest lucru nu este posibil. In demonstratia
lui, Euler a formulat problema in limbajul teoriei grafurilor, abstractizand
problema astfel: mai intai a eliminat toate elementele cu exceptia bucatilor
de pamant si a podurilor care le conecteaza, si apoi a inlocuit fiecare bucata
de pamant cu un punct (varf), si fiecare pod cu o linie (muchie), ca in figura
3.32. Astfel, el avea sa introduca o noua structura matematica — graful.

Daca se calculeaza gradele varfurilor din graful problemei celor sapte
poduri (figura 3.32), se poate observa ca cerinta ca toate cele gsapte varfuri
sa aiba grad par nu este satisfacuta.

Definitia 3.47 Un lant simplu care parcurge fiecare muchie a grafului exact
o data se numeste lant eulerian.

Un lant eulerian care este inchis se numeste ciclu eulerian.

Un graf se numeste eulerian daca el contine un ciclu eulerian.

B@ystein Ore (1899-1968), matematician norvegian.
24John Adrian Bondy, matematician american.
Z5Vasek Chvétal (n. 1946), matematician ceh.



CAPITOLUL 3. TEORIA GRAFURILOR 124

Figura 3.32: Graful Konigsberg.

Asga cum am mentionat deja, Euler a observat ca o conditie necesara pentru
existenta ciclurilor euleriene este ca toate varfurile grafului sa aiba grad par;
aceasta inseamna ca graful Konigsberg nu este eulerian. In ceea ce priveste
existenta unui lant eulerian, fie toate varfurile, fie toate cu exceptia a doua
dintre ele ar trebui sa aiba gradul par. Intrebarea care se pune in mod natural
este daca aceste conditii neceasare sunt si suficiente.

Carl Hierholzer a publicat in 1873 prima caracterizare completa a grafuri-
lor euleriene, demonstrand ca de fapt grafurile euleriene sunt exact grafurile
care sunt conexe si in care orice varf are gradul par.

Teorema 3.44 (Hierholzer, 1873) Fie G = (V, E) un graf conex. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) G este eulerian,
b) Orice varf al lui G are grad par,
c) G este reuniune de cicluri care nu au muchii comune.

Demonstratie.

a) = b) Aceasta implicatie a fost deja discutata.

b) = ¢) Deoarece fiecare varf are grad par, G nu poate fi arbore, prin urmare
G contine un ciclu, notatCh.
Daca C; = G, atunci concluzia este demonstrata.

Daca nu, consideram graful G; = G — C;. Deoarece muchiile inlaturate
din G formeaza un ciclu, gradul in Gy al fiecarui varf din ' este redus
cu 2, i prin urmare fiecare varf al lui GGy este par. Astfel, G; nu este
arbore, prin urmare contine un ciclu Cs.
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Daca G = C1 U (', concluzia este demonstrata.

Daca nu, continuam in acelagi mod si ne vom opri in momentul in
care vom obtine faptul ca G =CL U Cy U ... UC,.

¢) = a) Fie T* un lant simplu inchis in G de lungime maxima. Conform
propozitiei 3.6, T™ este reuniune de cicluri fara muchii in comun.

Daca T™ include toate muchiile din G, atunci concluzia este demon-
strata.

Daca nu, atunci exista un ciclu, notat C', care nu face parte din 7.
Deoarece GG este conex, exista un varf v € C* N C si un lant elementar
inchis obtinut in felul urmator:

- traversand 7™ pana cand v este intanit pentru prima oara
- <Intorcandu-ne> in jurul lui C' inapoi in v
- traversand apoi portiunea ramasa din T

Construind acest lant, simplu, obtinem o contradictie cu maximalitatea
lui 7. In concluzie, existenta lui C' care nu face parte din T este falsa,

si prin urmare 7™ include toate muchiile din G. -

Constructia lanturilor si ciclurilor euleriene

Fiind dat un graf conex cu cel mult doua varfuri de grad impar, putem
construi un lant, eulerian sau un ciclu eulerian in acest graf cu ajutorul algo-
ritmului lui Fleury, care dateaza din 1883. incepem cu un varf de grad impar
(daca graful nu are nici unul, atunci incepem cu orice varf). La fiecare pas
alegem o muchie, care sa nu fie muchie taietura decat in cazul in care nu avem
alta posibilitate. Muchia aleasa este apoi stearsa. La sfargitul algoritmului
nu mai exista muchii ramase, iar succesiunea de muchii alese formeaza un
ciclu eulerian daca graful nu are varfuri de grad impar, sau un lant eulerian
daca graful are doua varfuri de grad impar.

Algoritm 14 (Fleury, 1883)
Intrare: - un graf conex G = (V, E), ale carui varfuri (a) au grade pare; (b)
exact doua varfuri x,y au grade impare
- un varf de pornire vy
lesire: (a) un ciclu eulerian; (b) un lant eulerian intre x $iy
. se seteazd lanful curent ca vid, varful curent ca si vy st A=FE
. cdt timp A # ()
- se selecteaza o muchie e incidenta varfului curent, dar alegand
o muchie taietura numai daca nu avem alta alternativa
se adauga e la lantul curent
- se seteaza varful curent ca $i cealalta extremitate muchier e
A=A\ {e}
- se sterg toate varfurile izolate
. retur un ciclu eulerian in cazul (a) i un lant eulerian intre x gi
y in cazul (b)
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Figura 3.33: Pasii din exemplul 3.18.

Exemplul 3.18 Consideram graful din figura 3.33 (stanga sus). Vom lua
varful A ca si varf de pornire. Primele muchii considerate in ciclul eulerian C
vor fi AB, BC,CD. In acest moment, graful ramas este desenat in figura 3.33
(dreapta sus) si varful curent este D. Muchia DA devine muchie taieturd,
deci vom lua in C muchiile DB, BE, EF, FG, graful ramas fiind cel din
figura 3.33 (stanga jos). Acum GK este o muchie tdieturd, prin urmare vom
alege GE, EH, HG, GK, KI. Apoi, ID este muchie taietura, deci alegem
1J, JK, KL, LI, ID, DA.

Ca si aplicatii ale grafurilor euleriene sa mentionam colectarea resturi-
lor menajere, maturarea strazilor, curatarea zapezii, efectuarea marcajelor
rutiere, impartirea corespondentei.

3.8.3 Problema postasului

In 1962, matematicianul chinez Meigu Guan a introdus problema gasirii celui
mai scurt ciclu care sa traverseze fiecare muchie a unui graf cel putin o data.
El avea in vedere un postag care vrea sa imparta corespondenta intr-o retea
de strazi si sa se intoarca la oficiul postal cat mai repede cu putinta. J.
Edmonds a poreclit aceasta problema problema postasului chinez.

Definitia 3.48 Intr-un graf cu ponderi, un ciclu optimal este un ciclu
care parcurge fiecare muchie a lui G cel putin o data si a carui pondere totala
este minima.

Desigur, daca fiecare varf al grafului are grad par, un ciclu eulerian este un
ciclu optimal. In caz contrar, anumite muchii trebuie parcurse de mai multe
ori. Deci, scopul este sa gasim un ciclu ale carui muchii repetate sa aiba
pondere minima. Acesta corespunde, de fapt, unui ciclu eulerian in graful
G*, format din G prin adaugarea unui numar de muchii egal cu numarul de
ori in care se re-parcurge o muchie.

In 1973, Edmonds si Johnson au rezolvat problema postasului chinez
folosind urmatorul algoritm:
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Algoritm 15 (Constructia unui ciclu optimal)
Intrare: un graf conex cu ponderi G
lesire: un ciclu optimal W
. se gaseste multimea S de varfuri impare din G
. pentru fiecare pereche de varfuri impare u,v € S, se gaseste
d(u,v)= distanta dintre u $i v
. se formeza un graf complet K cu varfurile lui S si in K se asociaza
ponderea d(u,v) fiecarei muchii uv
. se gaseste un cuplaj perfect M in K a carui pondere totala este minima
. pentru fiecare muchie e din M
- fie p lantul corespunzator cel mai scurt in G intre
extremitatile muchiei e
- pentru fiecare muchie f a lantului p, se adauga la graful G o
dublura a muchiei f, incluzand ponderea acesteia
. Fie G* graful eulerian format prin adaugarea la graful G a
muchiilor dublate din pasul anterior
. se construieste un ciclu eulerian W in G*. Acest ciclu va
corespunde ciclului optimal din graful original G.

Observatia 3.20 Optimalitatea ciclului rezulta din faptul ca am ales un cu-
plaj perfect de pondere minima, format din acele muchii care corespund celui
mai scurt lant in G.

a 6 b 7 c

3 2 3

d 6 e 5 f

5 6 4

g 10 h 5 i
G

b a 6 b 7 c
8 U 2| )2 3
d 11 ¢ d 6 5 f
6 ¢ 4| 4
8 5 6
12 9 5
h 10 h i
9 5
K G*

Figura 3.35: Graful complet K gi graful eulerian G*.

Exemplul 3.19 Consideram graful cu ponderi G din figura 3.34. Varfu-
rile de grad impar sunt b,d, f,h. Ele vor forma graful complet K din figura
3.85 (stanga). Un cuplaj perfect in K cu pondere minima este M = {bd, fh}.
Fiecare muchie din M reprezinta un drum in G: pentru muchia bd de pondere
8 avem drumul in G (b,e,d) (de lungime 8), in timp ce pentru muchia fh
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Figura 3.36: Graful asociat proiectului din exemplul 3.20.

de lungime 9 avem drumul (f,i,h). Graful G* este reprezentat in figura 3.35
(dreapta,).

In final, pentru a construi un ciclu Fulertan aplicam algoritmul lui Fleury
st obtinem

W: <a7b7c7f7e?b7e’d7€7h7i7f7i7h’g7d7a>‘

3.9 Retele

3.9.1 Drumuri critice

FieD = (V, A) un graf orientat si w : A — N o functie pondere reprezentand
costuri, distante sau timpi. Acest graf orientat poate fi folosit in planificarea
unui proiect, atunci cand proiectul poate fi impartit in activitati mai mici
legate intre ele. De exemplu, proiectul de constructie a unei case poate fi
impartit in mai multe activitati mici, cum ar fi turnarea fundatiei, ridicarea
zidurilor, montarea acoperigului, instalarea retelei electrice, etc. Aceste acti-
vitati sunt desigur legate, in sensul ca anumite activitati nu pot incepe pana
cand altele nu au fost realizate. Graful orientat asociat unui asemenea tip de
proiect se construieste astfel:

- arcele reprezinta activitati,
- varfurile reprezinta evenimente (un eveniment este indeplinirea unor acti-

vitati),

- ponderea unui arc este timpul necesar activitatii reprezentate de arcul
respectiv.

Exemplul 3.20 Vrem sa planificam activitatile oo, . . ., ag astfel incat tim-

pul total necesar pentru proiect sa fie minim, cunoscand conditiile de incepere
pentru fiecare din activitatile o :

Activitate o iy g oy Qs Qg Qp Qip
Timp necesar (zile) | 4 3 7 4 6 5 2 b
Conditii de incepere | — — a1 @ a a4 Q3 Q4

a5 Qg Qs

De exemplu, activitatea ag nu poate incepe pana cand activitatile oy si
as nu sunt indeplinite. Suntem interesati de gasirea numarului minim de zile
necesare pentru realizarea intregului proiect. Graful asociat proiectului este
cel din figura 3.36. In acest graf, varful s reprezinta evenimentul <inceperea
proiectului> , ¢t reprezinta evenimentul <proiectul este indeplinit> , iar un
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varf intermediar, de exemplu ¢, reprezinta evenimentul <activitatile ay si as
sunt indeplinites.

Pentru v € V notam cu F(v) momentul cel mai devreme la care poate
incepe activitatea corespunzatoare lui v. Astfel, avem

Apoi, pentru ¢, ambele activitati ay si as trebuie sa fie indeplinite, deci
E(q) = max{E(r) + w(r,q), E(p)+w(p,q)} = max{4+4, 3+6} =9.

In general, pentru calculul momentelor F(v) avem formulele

E(s) =0,
{ E(w) = max){E(u) +w(u,v)},

u€A= (v

unde A~ (v) este multimea extremitatilor initiale ale arcelor cu extremitatea
finala in v. Pentru restul varfurilor avem

E(z) = max{E(q) + w(q, z), E(r)+w(r,2)} =14,
E(t) = max{E(z) + w(z,t), E(q) +w(q,t)} = 16.

Prin urmare, cel mai devreme moment pentru indeplinirea lui ¢ este E(t) =
16, iInsemnand ca numarul minim de zile necesare proiectului este 16. De
fapt, acest numar reprezinta lungimea celui mai lung drum de la s la t, si se
poate gasi si prin aplicarea algoritmului BFS grafului orientat D.

Medoda descrisa anterior este o parte a unei tehnici numita analiza dru-
mului critic. Restul tehnicii este in felul urmator: pentru fiecare v € V', se
calculeaza numerele L(v), reprezentand cele mai tarzii momente pana la care
trebuie incepute activitatile (v, x), astfel incat proiectul sa fie terminat la
timp. Formulele pentru L(v) sunt:

L(t) = E(t),
{ L(v) = min {L(z)—w(v,z)},

€At (v)

unde A*(v) este multimea extremitatilor finale ale arcelor cu extremitatea
initiala in v. Astfel, despre o activitate (y, z) stim ca:

- nu poate incepe Inainte de momentul E(y), cel mai devreme;
- trebuie sa fie finalizata pana in momentul L(z), cel mai tarziu;

- timpul de realizare este w(y, z).

Definitia 3.49 Pentru o activitate (y, z), timpul de lansare F(y, z) este
definit prin
F(y,2) = L(2) = E(y) — w(y, 2).

Astfel, (y, z) poate incepe in orice moment dupa E(y) si inainte de E(y) +
F(y, z), fara a intarzia proiectul.

Definitia 3.50 O activitate (y, z) pentru care timpul de lansare F(y, z) este
zero se numeste critica.
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O activitate critica trebuie inceputa la cel mai devreme moment posibil E(y),

daca vrem ca proiectul sa fie terminat la timp. In graful orientat asociat

proiectului va exista cel putin un drum elementar de la s la t care consta

in intregime din activitati critice, si acest drum se numeste drum critic.

Acest drum elementar este de fapt unicul drum in arborele de acoperire BFS

asociat digrafului, unde prioritatea considerata este cea mai mare pondere.
In exemplul nostru, numerele L sunt:

L(t) = 16,

L(g) = min{L(t) — w(q,t), L(z) — w(g, 2)} = 9,

L(p) = L(q) — w(p,q) =3,

L(r) = min{L(z) — w(r, z), L(q) —w(r,q)} =5,

L(s) = min{L(r) —w(s,r), L(p) —w(s,p)} =0

Timpii de lansare vor fi:

F(s,r)=L(r)— E(s) —w(r,s) =5—-0—4 =1,
F(s,p) = L(p) — E(s) —w(p,s) =3—-0-3=0,
F(p,q) = L(q) — E(p) —w(p,q) =9 -3 -6 =0,
F(r.q) = L(q) = E(r) —w(r,q) =9 -4 —-4=1,
F(r,z)=L(z) — E(r) —w(r,z) =14 —4—-7=3,
F(z,t) = L(t) — E(z) —w(t,z) =16 — 14 — 2 = 0,
F(q,z)=L(z) — E(q) —w(q,2) =14 -9 —-5=0,
F(q,t) = L(t) — E(q) —w(q,t) =16 =9 —5 =

Prin urmare, activitatile (s,p) = s, (p,q) = as, (q,2) = ag, (2,t) = ar,
sunt activitati critice. Despre activitatile care nu sunt critice putem spune
urmatoarele:

(s,r) = aq poate incepe dupa momentul E(s) = 0 si inainte de momentul

E(s)+1=1,

(r,z) = a3 poate incepe dupa momentul E(r) = 4 gi inainte de momentul
E(r)+3=T1,

(r,q) = a4 poate incepe dupa momentul E(r) = 4 gi inainte de momentul
E(r)+1=5,

(q,t) = ag poate incepe dupa momentul E(r) = 9 gi inainte de momentul
E(r)+2=11.

Se poate construi cu ugurinta un drum critic:

(s,p,q, 2, t).

3.9.2 Flux si taietura

Intr-un graf orientat, multimea arcelor poate fi privita ca si o retea de con-
ducte prin care se transporta fluide, ponderea unui arc reprezentand in acest
caz capacitatea conductei. Intr-un asemenea graf, exista doua varfuri, s
(sursa) si t (scurgerea, destinatia), avand un rol special:

- toate arcele care contin s sunt orientate dinspre s;

- toate arcele care contin ¢ sunt orientate spre t.
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Figura 3.37: Reteaua din exemplul 3.21.

Deci, avem de-a face cu un graf conex orientat D = (V, A), o functie de
capacitate ¢ : A — R, o sursa s gi o destinatie t. Un asemenea graf se
va numi retea de transport, sau pe scurt retea.

Presupunem ca de-a lungul arcelor curge un fluid si fie f(z,y) cantitatea
de fluid care curge prin arcul (z,y). Cantitatea de fluid care ajunge la un
varf v ar trebui sa fie egala cu cantitatea care iese din v, exceptand varfurile
s i t. Daca definim

)y = > fla),

aceasta cerinta se poate scrie f*(v) = f~(v), pentru v # s,t. Trebuie cerut
de asemenea ca nici un arc sa nu transporte mai mult decat capacitatea sa.
In concluzie, putem da urmatoarea definitie:

Definitia 3.51 Un flux de la sursa s la destinatia t intr-o retea de transport
este o functie care atribuie arcului (x,y) un numar nenegativ f(x,y), astfel
incat:

a) fH(v) = f~(v), pentru v # s,t (legea conservarii);
b) f(z,y) < c(x,y), pentru orice (z,y) € A (legea fezabilitatii).
Desigur, nu este permisa acumularea de fluid in varfurile intermediare si

aceasta Inseamna
f=(s) = f*(1).

Valoarea comuna se va numi valoarea fluxului f si va fi notata cu val(f).

Exemplul 3.21 Consideram reteaua data in figura 3.37. Functia f definita
in tabelul urmator este un flux in aceasta retea de transport si are valoarea

val(f) = 8.

(z,y) | (s,0) (sb) (s,¢) (a,d) (b,d) (ct) (at) (ct) (dt)
fry) | 3 2 3 1 2 1 2 2 4

In continuare vom calcula valoarea maxima a unui flux pentru reteaua
data in figura 3.37.

Primul pas este gasirea unei margini superioare pentru aceasta valoare, in
functie de capacitati. Intrucat din s se poate transporta cantitatea 5+4+3 =
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12, fluxul ar trebui sa fie < 12. Ideea este sa partitionam multimea varfurilor
in doua parti, S continand s gi 7" continand ¢. Astfel, fluxul de la S la T va
fi egal cu fluxul de la s la t gi aceasta valoare comuna va fi val(f). Valoarea
val(f) poate fi scrisa ca si

val(f) = Z flz,y) — Z f(u,v),

zeS,yeT ueT, veS

unde prima suma reprezinta fluxul total de la S'la T" gi a doua suma reprezinta
fluxul total in directie inversa. In exemplul nostru, daca S = {s,a,b,c} si
T = {d,t}, atunci intr-adevar

val(f) = f(a,d) + f(a,t) + f(b,d) + f(c,d) + f(c,t) — 0 =S8.

Desigur, aceeasi valoare se obtine pentru partitia {S, T} cu S = {s,b}, T =
{a,c,d,t}:
val(f) = f(s,a) + f(s,¢) + f(b,d) —0 =8.

De asemenea, sa mentionam ca, pentru ultima partitie
val(f) < c(s,a) + (s, ¢) + ¢(b, d) = 10. (3.11)
In acest moment este necesar sa dam urmatoarea definitie.

Definitia 3.52 Intr-o retea D = (V, A), cu sursa s, destinatia t si functia
de capacitate ¢ : A — Ry, perechea (S,T) se numeste taietura daca {S, T}
este o partitie a lui V astfel incat s € S sit € T. Capacitatea taieturii
este definita ca si

cap (S,T) = Z c(x,y).

zeS,yeT

Putem deduce imediat urmatorul rezultat:

Teorema 3.45 Fie s sursa si t destinatia unei retele de transport. Daca
f A= Ry este un flux arbitrar de la s lat gi (S,T) este o taietura, atunci

val(f) < cap (S, T).

3.9.3 Flux maxim, taietura minima

O consecinta imediata a teoremei anterioare este urmatoarea: daca fy este
un flux cu valoare maxima si (Sp, 7p) este o taietura cu capacitate minima,
atunci

val(fo) < cap (So, To)

insemnand ca flux maxim < taietura minima. De fapt, cele doua valori sunt
egale, acest lucru fiind demonstrat mai tarziu in teorema 3.46.

Ideea folosita pentru constructia unui flux maxim este de a imbunatati
valoarea unui flux dat, daca acesta nu are cea mai mare valoare posibila.
Vom ilustra aceasta idee pentru reteaua din figura 3.37 si pentru fluxul din
exemplul 3.21.

Exista doua tipuri de imbunatatiri:
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Tipul 1: Consideram drumul elementar (s, a,t). Nici (s, a), nici (a,t) nu
transporta fluid la capacitatea lor maxima, deci putem mari fluxul pe ambele
arce, pana cand este atinsa capacitatea unuia dintre ele. Daca definim

fi(s,a) = 4,
f1 (a,t) = 3,
atunci arcul (a,t) este saturat. Mai departe, deoarece fluxurile pe ambele

arce au fost marite cu aceeasi cantitate, datorita legii conservarii pentru
varful a avem

f1($7y) = f(-T,y)

pe arcele ramase. Prin urmare, am obtinut un nou flux f; cu
val(fi) =val(f)+1=09.
Tipul 2: Consideram lantul (s, a,d, c,t) in graful suport.
Acest lant, nu este un drum in retea din cauza ca (d, ¢) nu este arc. Arcul
(c,d) are directie opusa drumului de la s la ¢, prin urmare putem reduce cu

1 fluxul pe (¢,d) si putem mari cu 1 fluxurile pe celelalte arce ale lantului,
fara sa violam legea conservarii. Astfel, putem defini un nou flux f5 ca si

MO MO
si fo = f1 pentru restul arcelor. Arcul (s,a) este astfel saturat si fluxul

pe (c,d) nu poate fi negativ, deci nu putem face o schimbare mai buna in
acest lant. Valoarea noului flux f; va fi

val(fa) = val(fy) + 1 = 10,

sl reprezinta valoarea maxima, aga cum s-a constatat in (3.11). Prin urmare,
fo este un flux maxim.

Lanturile (s, a,t) si (s,a,d, c,t) folosite pentru cresterea fluxurilor f si f;
sunt lanturi crescatoare ale fluxurilor respective.

Definitia 3.53 Dat fiind fluzul f intr-o retea, un lang
p=(s=21,Ta,..., T 1,7k = 1)
in graful suport se numeste lant crescator pentru f daca

f@i, xiv1) < (@i, xiv1) $1 (2, 2i401) € A (3.12)
sau f(@iv1,2) >0 si (wiq1,2;) € A, (3.13)

pentru 1 <i <k —1.

De fapt, (3.12) inseamna ca arcele orientate direct nu sunt folosite la intreaga
lor capacitate, in timp ce (3.13) inseamna ca arcele in sens invers transporta
<contra-fluid> . De fapt, un lant crescator pentru f este un lant care poate
fi <imbunatatit> . Dat fiind un asemenea lant, putem mari fluxul pe arcele
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directe si micgora fluxul pe arcele contrare cu aceeasi cantitate, fara a viola
legea conservarii.

Cea mai mare schimbare (fara a supraincarca arcele directe si fara a face
negativ fluxul prin arcele contrare) este minimul, pentru 1 < i < k — 1, al
cantitatilor

04(7,) _ C(ZEZ‘, xi—i—l) — f(Ii,J]Z‘+1), dacé (.TZ‘,ZEH_l) - A,
fmicy, ), daca (z;41, ;) € A.

Acest minim va fi notat cu « si va fi numit capacitate reziduala a lantului
p. Daca adunam « la fluxul prin arcele directe si scadem «a din fluxul prin
arcele contrare, obtinem fluxul f* cu

val(f*) = val(f) + a > val(f),

prin urmare f a fost marit.

In concluzie, existenta unui lant crescator de la s la t ne permite gasirea
unui nou flux f* cu valoarea val(f*) > wval(f). Aceasta idee va fi folosita
pentru a demonstra teorema urmatoare. In demonstratie avem nevoiede
urmatoarea definitie.

Definitia 3.54 Un lan{ crescator incomplet pentru f este un lan{ care
satisface conditiile (3.12) — (3.13) de lant crescator pentru f, cu exceptia
faptului ca varful final nu este t.

Teorema 3.46 (Teorema flux maxim taietura minima)
Valoarea maxima a unui fluxz de la s la t intr-o retea de transport este egala
cu minimul capacitatit unei taieturi care separa s sit:

flux maxim = taietura minimda.

Demonstratie. Fie f un flux maxim. Definim multimile de varfuri

S = {x €V, exista lant crescator incomplet pentru f, de la s la 2},

T=V\S.

Atunci t € T, altfel ar exista un lant crescator pentru f, dela s la t si f ar
putea fi marit, contrar ipotezei ca f este un flux maxim. Prin urmare (S, 7))
este o taietura.

Trebuie sa demonstram ca

cap (S,T) = val(f).

. Fie (z,y) un arc cu x € S, y € T. Din definitia lui S deducem ca exista
un lant crescator incomplet pentru f, de la s la z. Daca f(z,y) < c(z,vy),
atunci am putea extinde acest lant la y, contradictie cu y € T. In concluzie,

f(z,y) = c(z,y).

. Fie (u,v) un arc cu w € T, v € S. Atunci exista un lant crescator
incomplet pentru f, de la s la v. Daca f(u,v) > 0, am putea extinde lantul
incomplet la u, contradictie cu u € T Astfel,

f(u,v) =0.
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In concluzie,

val(f)= Y fley)— > fluv)= > cla,y)=cap(S.T).

zeS,yeT ueT,vesS zeS,yeT

Daca (S’,T") este o alta taietura, atunci
cap (8', ") > val(f) = cap (S,T),

de unde rezulta ca taietura (S, 7T) are capacitate minima. In consecinta teo-
rema este demonstrata. |

3.9.4 Algoritmi pentru gasirea unui flux maxim cu va-
lori intregi

Pe parcursul acestui paragraf vom considera reteaua D = (V, A) cu sursa s,
destinatia ¢ i functia de capacitate ¢ : A — R,..

Primul algoritm, construit de Ford si Fulkerson, se bazeaza pe ideea fo-
losita in demonstratia teoremei 3.46: dat fiind un flux f, cautam un lant
crescator pentru f si vom costrui un nou flux f*, cum s-a descris la pagina
134.

Pentru al doilea algoritm, construit de Edmonds gi Karp, avem nevoie de
urmatoarea definitie.

Definitia 3.55 Pentru un fluz f si un arbore T intr-o retea D = (V, A), un
arc (z,y) se numeste arc frontiera wtil pentru f daca:

reT, y%T §t f(w,y)<c(ai,y)
sau v¢T, yeT si f(x,y)>0.

Vom da in continuare algoritmul pentru constructia unui arbore 7', folosind
arce frontiera utile.

Algoritm 16 (Edmonds, Karp)
Intrare: o retfea D = (V, A) cu sursa s, destinatia t, functia de capacitate
c:A—Ngiun flur f: A— N
legire: un arbore T
. se initializeaza T = {s}
. se scrie eticheta 0 pe varful s
. 1=1
. cat timp T nu contine varful t st mar exista arce frontiera
utile pentu T
- se actualizeaza multimea arcelor fontiera utile
- fie a = (x,y) arcul frontierd util cu varful etichetat avand
cea mai mica valoare posibila
- se adauga la arborele T arcul a si extremitatea neetichetata
a arculut a
se ataseaza eticheta v varfului neetichetat al lui a
- i=i+1
. retur arbore T'

Legatura dintre arborele T' si fluxul maxim este data in urmatoarea teo-
rema.
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Teorema 3.47 Fie D = (V, A) o retea cu sursa s, destinafia t, funcfia de
capacitate ¢ : A — N gi fie f : A — N un flur. Daca arborele T rezultat prin
aplicarea algoritmului 16 contine destinatia t, atunci unicul lang in T de la s
la t este un lant crescator pentru f. Daca T nu contine t, atunci f este un
flux mazxim.

Demonstratia acestei teoreme poate fi gasita de exemplu in [13], iar faptul
ca fluxul ia valori intregi este o conditie esentiala.



Anexa A: Relatii binare

Produsul cartezian a doua multimi A si B este multimea

Ax B={(z,y), v € A,y € B}.

O relatie binara este un triplet (A, B, R), unde A, B sunt multimi
arbitrare si R C A x B.

Daca (z,y) € R, atunci spunem ca z este in relatie cu y (prin R).
Acest lucru se noteaza deseori cu x Ry.

Relatia (A, A, R), R C A x A se numeste relatie binara pe multimea A.

O relatie binara pe A se numeste:

. reflexiva daca x R x pentru orice x € A

. tranzitiva daca x Ry si y Rz implica x R z
. simetrica daca z Ry implica y Rx

. antisimetrica daca z Ry si y Rz implica x =y

A.1 Relatii de echivalenta

Definitia .1 O relatie R C A x A este o relatie de echivalenta pe A daca
R este reflexiva, tranzitiva st simetricad.

Exemplul .1 Fie R C7Z x Z, data prin
xRy <+— x—yeil,
unde 3Z = {3k, k € Z}. Atunci R este o relatie de echivalenta pe Z.

Definitia .2 Fie R o relatie de echivalentda pe o mulfime A si fie x € A.
Clasa de echivalenta a lui x, notata T sau R(x), este mulfimea

T={y€ A, xRy}.

Multimea tuturor claselor de echivalenta, notata A/ R, se numeste multime
cat:
A/R ={Z, x € A}.

Exemplul .2 Pentru relatia de echivalenta definita in exemplul .1,

0 = {3k, keZl,
T = {3k+1, keZl,
2 = {3k+2 keZ}.

Observam ca clasele de echivalentda sunt doud cate doua disjuncte si orice
numar intreg apartine uneia din aceste clase.

137



138

Definitia .3 O colectie de submultimi {S1,Ss,...,S,} ale unei multimi A
se numeste partitie a lui A dacd satisface urmdatoarele doud condifii:

e S;NS; =0, pentru orice 1 <i < j <mn,

S; = A.

-

1

7

Propozitia .48 Fie R o relatie de echivalenta pe o multime A si fie x,y € A.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. xRy,
2. T =y,
3. TNy #0.

Corolarul .49 Fie R o relatie de echivalenta pe o multime A. Atunci clasele
de echivalenta formeaza o partitie a lui A:

{Z, v € A} este o partitie.

Reciproc, data fiind o partitie {S1, Sz ..., Sy} a unei multimi A, ezistd o
relatie de echivalenta pe A. Aceasta este definita astfel:

xRy <<= dieN, astfelincat =,y € S;.

Exemplul .3 Clasele de echivalemﬁda, T,ﬁ din exemplul .2 formeaza o partitie
a lui Z. Intr-adevar,

N2=0, 1N2=0.

o)

Ulu2=Zs0Nn1=0,
In acest caz, multimea cat este

Z/R ={0,1,2} = Zs.

A.2 Relatii de ordine
Definitia .4 Fie A o mulfime si R C A x A.

R este o relatie de ordine partiala pe A daca R este reflexiva, tranzitiva
st antisimetrica. In acest caz, perechea (A, R) se numeste multime
ordonata partial, sau simplu multime ordonata.

R este relatie de ordine totala daca este o relatie de ordine parfiala si
pentru orice x,y € A avem x Ry sauy Rx (adicd oricare doua elemente
sunt comparabile prin relatia de ordine). In acest caz, perechea (A, R)
se numeste multime total ordonata.

Exemplul .4 (R, <) este o multime total ordonata, dar (P(R), C) este doar
o multime partial ordonata. Aici P(R) ={S, S C R}.
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Elemente speciale

In multimile partial ordonate pot exista anumite elemente care joaca un rol
special.

Definitia .5 Fie (A, <) o multime partial ordonata.
Elementul x € A se numeste cel mai mic element al lui A daca

x <y, pentru oricey € A.

Elementul z € A se numeste cel mai mare element al lui A daca

y <z, pentru orice y € A.

Elementul m € A se numeste element minimal pentru A daca

x < m pentru un anumit t € A — x=m.

Elementul M € A se numeste element maximal pentru A daca

M < x pentru un anumitx € A = x = M.

Ceea ce este important de mentionat despre un element maximal este faptul
ca nu este in general cel mai mare element, adica el nu este intotdeauna mai
mare decat toate celelalte elemente. Intr-adevar, consideram (A, C), cu

A= {{n}, ne N}

Ea consta doar din elemente maximale, dar nu are un cel mai mare element.
Mai mult, toate elementele lui A sunt minimale. Acest exemplu ne arata de
asemenea ca elementul maximal poate sa nu fie unic, si ca se poate intampla
ca un element sa fie maximal gi minimal in acelasi timp.

Daca o multime are un cel mai mare element, atunci acesta este uni-
cul element maximal. Reciproc, chiar daca o multime are doar un element
maximal, acesta nu este in mod necesar cel mai mare element.

Intr-o multime total ordonata, termenii element maximal si cel mai mare
element coincid.



Bibliografie

[1] M. Aigner, Discrete Mathematics, American Mathematical Society,
Rhode Island, 2007.

2] N. L. Biggs, Discrete Mathematics, Oxford University Press, 2005.

3] J.A. Bondy and U.S. Murty, Graph Theory with Applications, Elsevier
North-Holland, 1982.

[4] LN. Bronshtein, K.A. Semendyayev, Handbook of Mathematics, Spinger,
1997.

[5] K. Devlin Partida neterminata, Ed. Humanitas, Bucuresti 2015.

6] R. Durret, The Essentials of Probability, Duxbury Press, 1994.

(7] J. Gross, J. Yellen, Graph Theory and its Applications, CRC Press, 1999.
(8] H. Lisei, Probability Theory, Casa cartii de Stiinta, Cluj-Napoca, 2004.

9] H. Lisei, S. Micula, A. Soés, Probability Theory through Problems and
Applications, Cluj University Press, 2006.

[10] J. Michael, J. Gross, J. Grossman, S. Douglas (editors), Handbook of
Discrete and Combinatorial Mathematics, CRC Press, 2000.

[11] T. Mihoc, Calculul probabilitatilor si statistica matematica, litogr. Univ.
Babeg-Bolyai, 1994.

[12] D. Stirzaker, Elementary Probability, Cambridge University Press, 1995.
[13] N. Vornicescu, Grafe: teorie si algoritmi, Ed. Mediamira, 2005.

[14] D. Wackerly, W. Menderhall and R.L. Scheaffer, Mathematical Statistics
with Applications, Duxbury Press, 2001.

[15] Wikipedia: The Free Encyclopedia, http://www.wikipedia.org

140



	MATEMATICI SPECIALE
	Prefata
	Cuprins
	Capitolul 1 Metode de numarare
	1.1 Numararea ca si bijectie. Principiul cutiei
	1.2 Principii de baza
	1.3 Numararea perechilor
	1.4 Functii, cuvinte si selectii
	1.5 Design-uri
	1.6 Partitii si distributii
	1.7 Rezolvarea problemelor de numarare folosind relatii de recurenta
	1.8 Relatii de recurenta si functii generatoare
	1.9 Probleme rezolvate

	Capitolul 2 Probabilitati discrete
	2.1 Evenimente aleatoare
	2.2 Axiomele teoriei probabilitatilor
	2.3 Probabilitati conditionate si evenimente aleatoare independente
	2.4 Formula probabilitatii totale. Formula lui Bayes
	2.5 Scheme probabilistice
	2.6 Variablile aleatoare
	2.7 Suma variabilelor aleatoare
	2.8 Exemple de variabile aleatoare discrete
	2.9 Valoarea medie si varianta unei variabile aleatoare discrete
	2.10 Covarianta
	2.11 Valori medii si variante pentru cateva variabile aleatoare discrete
	2.12 Inegalitatea lui Markov. Teorema lui Chebasev
	2.13 Legile numerelor mari
	2.14 Probleme rezolvate

	Capitolul 3 Teoria grafurilor
	3.1 Introducere
	3.2 Reprezentarea grafurilor
	3.3 Arbori, sortare si cautare
	3.4 Arbori binari si coduri binare
	3.5 Arbori de acoperire
	3.6 Algoritmi de tip greedy
	3.7 Grafuri bipartite
	3.8 Grafuri hamiltoniene si euleriene
	3.9 Retele

	Anexa A: Relatii binare
	Bibliografie

