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Prefaţă

Cursul de Matematici Speciale, incluzând capitolele Combinatorică, Pro-
babilităţi discrete şi Teoria grafurilor, este inclus ı̂n programa de studii a
secţiei de Calculatoare şi Tehnologia Informaţiei ı̂n primul semestru al anului
ı̂ntâi. Capitolele mai sus menţionate sunt ramuri ale aşa-numitelor matema-
tici discrete, numite şi matematici finite, care se ocupă cu studiul obiectelor
matematice care au o structură discretă, ı̂n sensul că nu necesită noţiunea
de continuitate. Majoritatea obiectelor matematice studiate ı̂n matematicile
discrete sunt mulţimi finite sau infinit numărabile, cum ar fi grafurile finite
sau mulţimi de numere ı̂ntregi.

Matematicile discrete au căpătat un mare interes ı̂n ultimii ani dato-
rită aplicaţiilor sale ı̂n ştiinţele calculatoarelor. Conceptele din matematicile
discrete sunt utile ı̂n studiul sau descrierea obiectelor sau problemelor din
algoritmi şi limbaje de programare.

Pe lângă ramurile studiate aici, matematicile discrete mai includ: lanţuri
Markov, algoritmica (studiul metodelor de calcul), teoria complexităţii (stu-
diul limitărilor teoretice şi practice ale algoritmilor), logica (studiul raţionamentelor),
teoria mulţimilor, geometria discretă şi computaţională, teoria codificării şi
criptologia, optimizarea discretă, algebra liniară etc.

Această carte este este accessibilă oricărei persoane care are cunoştinţe
de matematică dobândite ı̂n liceu.

Cluj-Napoca, octombrie 2016 Daniela Roşca

3



Cuprins

1 Metode de numărare 7
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1.2 Principii de bază . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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3.9.2 Flux şi tăietură . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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Capitolul 1

Metode de numărare

In multe probleme din teoria probabilităţilor sau ştiinţa calculatoarelor avem
nevoie să calculăm numărul de evenimente rezultate ı̂n urma efectuării unui
experiment, a obiectelor sau a operaţiilor necesare unui algoritm. Acest
capitol prezintă câteva metode de bază legate de cele mai comune situaţii
ı̂ntâlnite ı̂n problemele de numărare.

1.1 Numărarea ca şi bijecţie. Principiul cu-

tiei

Cum putem număra o mulţime finită? In practică, de obicei indicăm obiectele
şi spunem unu, doi, trei etc, oprindu-ne atunci când am ajuns la ultimul
obiect. Din punct de vedere matematic, această metodă ı̂nseamnă a construi
o funcţie de la mulţimea pe care vrem să o numărăm la mulţimea Nn =
{1, 2, . . . , n}. Această funcţie trebuie să fie bijectivă: fiecare obiect trebuie
numărat o singură dată. In consecinţă, prima defininţie va fi:

Definiţia 1.1 Fie m ∈ N. Mulţimea A are m membri dacă există o bijecţie
de la A la Nm.

Pentru a arăta că prin numărare nu putem obţine rezultate diferite, avem
nevoie de aşa-numitul ≪principiu al cutiei≫ (al lui Dirichlet).

Teorema 1.1 (Principiul cutiei) Fie m ∈ N. Atunci pentru orice n ∈ N
este adevărată următoarea afirmaţie:

Dacă există o injecţie de la Nn la Nm, atunci n ≤ m.

O formulare echivalentă este următoarea: Dacă n > m, atunci nu există nici
o injecţie de la Nn la Nm. Aceasta ı̂nseamnă că, dacă n > m şi n obiecte sunt
introduse ı̂n m cutii, atunci (cel puţin) o cutie va conţine mai mult decât un
obiect.

Folosind principiul cutiei, următoarea definiţie determină o valoare unică
pentru m.

Definiţia 1.2 Dacă există o bijecţie ı̂ntre A şi Nm, atunci spunem că A are
măsura sau cardinalul m şi scriem

|A| = m.

In continuare ne vom numi n-mulţime o mulţime A cu n elemente şi o
k-submulţime a lui A o submulţime cu k elemente.

7
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Câteva aplicatţii ale principiului cutiei

Exemplul 1.1 In orice mulţime cu mai mult de 13 persoane, există cel puţin
două care au ziua de naştere ı̂n aceeaşi lună.

≪Cutiile≫ sunt aici cele 12 luni şi ≪obiectele≫ sunt pesoanele.

Exemplul 1.2 La o petrecere, ori de câte ore două persoane sunt prezentate
una alteia, ele ı̂şi dau mâna. Să se explice de ce la petrecere trebuie să fie
(cel puţin) două persoane care dau mâna de acelaşi număr de ori.

Soluţie. Notăm cu A mulţimea persoanelor de la petrecere, m = |A|, şi fie

f(x) = numărul de persoane din A cu care x dă mâna.

Valorile posible ale lui f(x) sunt 0, 1, . . . ,m−1, deci putem defini funcţia f :
A → B, cu B = {0, 1, · · · ,m−1}. Nu putem aplica principiul cutiei, deoarece
|A| = |B|. Dar, dacă există o persoană x∗ care dă mâna cu m− 1 persoane,
atunci fiecare dă mâna cu x∗, şi prin urmare nu există nici o persoană care să
nu fi dat mâna. In consecinţă, valorile 0 şi m− 1 nu pot fi luate simultan de
către o funcţie fixată f, deci |B| ≤ m−1. Din principiul cutiei deducem că f
nu este injectivă, deci există două persoane x1, x2 pentru care f(x1) = f(x2).
Deci x1 şi x2 dau mâna de acelasi număr de ori.

Această problemă poate fi formulată şi ı̂n felul următor: Să se arate că ı̂n
orice mulţime A de persoane există două care au acelaşi număr de prieteni
ı̂n A. Presupunem că |A| ≥ 2 şi că, dacă x este prieten cu x′, atunci x′ este
prieten cu x.

Desigur, metoda ≪a arăta si a indica numărul≫ nu este suficientă pentru a
număra mulţimi mai sofisticate, prin urmare e nevoie să studiem alte metode.

1.2 Principii de bază

Primul principiu este foarte simplu şi poate fi formulat matematic astfel:
Principiul 1 (principiul adunării) Dacă A şi B sunt mulţimi nevide

şi disjuncte, atunci
|A ∪B| = |A|+ |B|.

Evident, rezultatul poate fi extins la orice reuniune de mulţimi două câte
două disjuncte A1, A2, · · · , An adică

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|. (1.1)

Observaţia 1.1 Principiul adunării spune că, atunci când există n cazuri
astfel ı̂ncât al i-lea caz are ki opţiuni, pentru i = 1, 2, . . . , n, şi oricare două
cazuri nu au nici o opţiune ı̂n comun, atunci numărul total de opţiuni este

k1 + k2 + . . .+ kn.
O aplicaţie simplă a formulei (1.1) este o formă generalizată a principiului
cutiei: presupunem că un număr de obiecte sunt distribuite ı̂n n cutii şi Ai

reprezintă mulţimea obiectelor din cutia i, 1 ≤ i ≤ n. Intrucât mulţimile Ai

sunt disjuncte, numărul total de obiecte este |A1| + |A2| + · · · + |An|. Dacă
presupunem că nici o cutie nu conţine mai mult de k obiecte, numărul total
de obiecte este cel mult

k + k + · · ·+ k = nk.

Exprimând contrariul afirmaţiei de mai sus, obţinem principiul generalizat
al cutiei:
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Teorema 1.2 Dacă m obiecte sunt distribuite ı̂n n cutii şi m > nk, atunci
cel puţin o cutie conţine cel puţin k + 1 obiecte.

Exemplul 1.3 Intr-o competiţie ı̂n care echipele au cinci membri, regula
aste că membrii fiecărei echipe trebuie să aibă zilele de naştere ı̂n aceeaşi
lună. Câte persoane sunt necesare pentru a garanta că se poate construi o
echipă?

Soluţie. Aplicând principiul generalizat al cutiei, numărul de persoane este
strict mai mare decât 4 · 12, deci numărul minim de persoane este 49.

�
In cazul când mulţimile Ai nu sunt ı̂n mod necesar disjuncte, avem

următorul rezultat.
Principiul 2 (Principiul includerii şi al excluderii)DacăA1, A2, . . . , An

sunt mulţimi finite, atunci

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| = α1 − α2 + α3 − · · · (−1)n−1αn, (1.2)

unde αi este suma cardinalelor intersecţiilor de i mulţimi:

α1 =
n∑

i=1

|Ai|,

α2 =
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|,

· · ·

αn =

∣∣∣∣∣
n∩

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ .
Demonstrarea principiului includerii şi al excluderii se poate face prin inducţie
după n. Ca şi o consecinţă imediată are loc următorul rezultat.

Corolarul 1.3 Dacă A1, A2, . . . , An sunt submulţimi ale unei N -mulţimi
date X, atunci numărul de elemente care nu aparţin nici uneia din aceste
submulţimi este

|X \ (A1 ∪ . . . ∪ An)| = |X| − |A1 ∪ · · · ∪ An|
= N − α1 + α2 − . . .+ (−1)nαn. (1.3)

O aplicaţie a acestui principiu este problema deranjamentelor (a se vedea
secţiunea 1.9, pag. 30).

1.3 Numărarea perechilor

In practică avem nevoie câteodată să numărăm lucruri care pot fi descrise
ı̂n mod natural ca şi perechi de obiecte. De exemplu, vrem să calculăm
ı̂ncărcarea didactică pentru un an de studiu. Pentru a face acest lucru, con-
struim un tabel, unde fiecare linie corespunde unui student şi fiecare coloană
corespunde unei discipline. Dacă un student x participă la cursul y atunci
marcăm poziţia corespunzătoare (x, y) din tabel. Numărul total de semne
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este ı̂ncărcarea didactică.

student \ curs C1 C2 C3 · · · Cn suma pe linii
S1 X X ·
S2 X X ·
S3 X X X rx(S)
...

...
Sm X X ·

suma pe coloane · · cy(S) · · · · |S|

Problema noastră va fi numărarea unei submulţimi S a produsului cartezian
X × Y, unde X este mulţimea studenţilor şi Y este mulţimea disciplinelor.

Primul mod constă ı̂n a număra semnele de pe linia x şi a găsi totalul
pe linii rx(S), pentru fiecare x ∈ X. Numărul de elemente din of S poate fi
obţinut adunând toate sumele pe linii,

|S| =
∑
x∈X

rx(S). (1.4)

Al doilea mod constă ı̂n a calcula semnele din coloana y şi a calcula totalul
pe coloane cy(S), pentru fiecare y ∈ Y . In acest caz |S| poate fi obţinută
prin adunarea tuturor sumelor pe coloane,

|S| =
∑
y∈Y

cy(S). (1.5)

Evident, cele două sume trebuie să coincidă şi aceste două expresii pentru
|S| sunt deseori utilizate ı̂n practică pentru a verifica rezultate, sau ı̂n teorie
pentru a deduce anumite proprietăţi ale cardinalelor mulţimilor X şi Y.

Exemplul 1.4 Intr-o grupă sunt 24 fete. Fiecare fată cunoaşte 7 din băieţii
din grupă şi fiecare băiat cunoaşte 8 fete din grupă. Câţi băieţi sunt ı̂n grupă?

Soluţie. Notăm cu n numărul de băieţi. Construim un tablou unde plasăm
băieţii pe coloane şi fetele pe linii. De fiecare dată când băiatul x o cunoaşte
pe fata y, marcăm elementul (x, y). Egalând suma de pe linii cu suma de pe
coloane obţinem 8n = 7 · 24, deci există n = 21 băieţi.

Exemplul 1.5 Este posibil să se găsească o mulţime de submulţimi ale lui
N7 cu proprietatea că fiecare are 5 elemente şi fiecare element al lui N7

aparţine la exact 4 din aceste submulţimi?

Soluţie. Construim un tablou cu elementele 1, 2, . . . , 7 pe linii şi submulţimile
cerute A1, . . . , Ak ale lui N7 (k necunoscut ı̂n acest moment) pe coloane. Ori
de câte ori i ∈ Ak, marcăm poziţia (k, i). Totalul pe linii va fi 4 · 7 = 28, ı̂n
timp ce totalul pe coloane va fi 5 · k. Deoarece 5 nu este divizor al lui 28,
problema are răspuns negativ.

O consecinţă simplă a egalităţilor (1.4) şi (1.5) este al doilea principiu de
bază:

Principiul 3 (Principiul multiplicării) Date fiind mulţimile X şi Y ,
cardinalul mulţimii X × Y este dat de

|X × Y | = |X| · |Y |.

Evident, rezultatul poate fi extins la un produs finit de mulţimi:

|X1 ×X2 × . . .×Xn| = |X1| · |X2| · . . . · |Xn|.
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Observaţia 1.2 Principiul multiplicării spune că, atunci când o procedură
poate fi despărţită ı̂n n paşi, astfel ı̂ncât există k1 opţiuni pentru pasul 1, şi
astfel ı̂ncât, după efectuarea pasului i − 1 (i = 1, 2, . . . , n) există ki opţiuni
pentru pasul i, atunci numărul de moduri ı̂n care poate fi realizată procedura
este

k1 · k2 · . . . · kn.

1.4 Funcţii, cuvinte şi selecţii

In cele mai multe probleme de numărare avem un număr n de obiecte care
sunt distribuite ı̂n k clase sau grupuri. Numărul de moduri ı̂n care poate fi
făcută această distribuţie depinde de următoarele:

1. obiectele sunt distincte sau nu;
2. clasele sunt distincte sau nu;
3. ordinea obiectelor dintr-o clasă este relevantă sau nu;
4. ordinea claselor este relevantă sau nu;
5. obiectele pot fi folosite mai mult de o singură dată sau nu;
6. sunt admise clase vide sau nu.

Exerciţiu 1.4 Să se găsească un exemplu practic pentru fiecare din cazurile
enumerate mai sus.

1.4.1 Selecţii ordonate cu repetiţii (cuvinte)

Pentru o mulţime dată Y ̸= ∅, considerăm mulţimea {f, f : Nm → Y }.
Valorile luate de funcţia f determină m-uplul

(f(1), f(2), . . . , f(m)) ∈ Y × . . .× Y := Y m.

Reciproc, fiecare element din Y m este un m-uplu (y1, y2, . . . , ym) şi cores-
punde unei funcţii f : Nm → Y definită prin

f(1) = y1, f(2) = y2, . . . , f(m) = ym.

In concluzie, a defini o funcţie f : Nm → Y este echivalent cu a alege un
element din Y m. Dacă privim elementele mulţimii Y ca pe litere ale unui
alfabet, atunci secvenţa f(1), f(2), . . . f(m) poate fi privită ca cele m litere
ale unui cuvânt. De exemplu, dacă Y = {a, b, c, d}, cuvintele ≪pom≫ şi
≪alb≫ corespund, respectiv, funcţiilor f, g : N3 → Y definite prin

f(1) = p, f(2) = o, f(3) = m,

g(1) = a, g(2) = l, g(3) = b.

Definiţia 1.3 Un cuvânt de lungime m ı̂n alfabetul Y este o funcţie f :
Nm → Y.

Teorema 1.5 Fie X, Y mulţimi finite nevide şi fie

F = {f, f : X → Y }.

Dacă |X| = m şi |Y | = n, atunci

|F| = nm.



CAPITOLUL 1. METODE DE NUMĂRARE 12

Demonstraţie. Orice f ∈ F este determinat de m-uplul valorilor sale

(f(x1), f(x2), . . . , f(xm)) ∈ Y m.

Prin urmare, |F| = |Y m| = nm �
O formulare echivalentă a acestei teoreme este: Numărul cuvintelor de

lungime m dintr-un alfabet Y cu n symboluri este nm.

Exemplul 1.6 Intr-un alfabet cu 26 litere, există 263 cuvinte cu 3 litere,
presupunând că nu există nici o restricţie la formarea cuvintelor. O ilustrare
intuitivă a obţinerii acestui număr este următoarea:

|_______| |_______| |_______|

↑ ↑ ↑
26 moduri 26 26

Aici cele trei cutii reprezintă cele trei ≪poziţii≫ ale literelor cuvintelor, fiecare
din ele fiind ≪completat≫ independent ı̂n 26 moduri.

Prin urmare, există un alt mod de a interpreta o funcţie f : Nm → Y
(sau, echivalent, un cuvânt de lungime m ı̂n alfabetul Y ): Pentru a construi
cuvântul ≪pom≫, mai ı̂ntâi am selectat litera p din stoc, apoi o, apoi m.
Presupunem că avem un stoc nelimitat de litere. Astfel, fiecare cuvânt re-
prezintă o selecţie ordonată a literelor alfabetului Y = {a, b, . . . , z}, cu
repetiţii permise. In concluzie, putem enunţa următoarea teoremă.

Teorema 1.6 Numărul de selecţii ordonate cu repetiţie a m obiecte din n-
mulţimea Y este nm.

Exemplul 1.7 Dacă X este o m-mulţime, atunci numărul total de submulţimi
ale lui X este 2m.

Soluţie. Presupunem că X = {x1, x2, . . . , xm} şi fie Y alfabetul {0, 1}. Orice
submulţime S a lui X corespunde unui cuvânt de lungime n din alfabetul Y ,
definit de funcţia

f(i) =

{
1, dacă xi ∈ S,
0, dacă xi /∈ S.

De exemplu, dacă m = 7 şi S = {x2, x4, x5}, cuvântul este 0101100. In
concluzie, numărul de submulţimi distincte ale lui X coincide cu numărul de
cuvinte de lungime m din alfabetul {0, 1}, care este 2m.

1.4.2 Injecţii ca şi selecţii ordonate fără repetiţii

In unele situaţii ne este permis sa avem doar un obiect de fiecare tip. De
exemplu, dacă selectăm o echipă, nici un jucător nu poate fi selectat mai
mult de o singură dată.

A realiza o selecţie ordonată ı̂nseamnă a defini o funcţie f : Nm → Y,
cu f(i) reprezentând al i-lea obiect selectat. A permite repetiţii ı̂nseamnă
că este posibil să avem f(j) = f(k) pentru j ̸= k. A nu permite repetiţii
ı̂nseamnă a impune ca f să fie injectivă. Suntem interesaţi să determinăm
numărul de injecţii. Acest număr este dat ı̂n teorema următoare.
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Teorema 1.7 Numărul de selecţii ordonate fără repetiţii, a m obiecte dintr-
o mulţime Y cu n elemente, este egal cu numărul de injecţii
f : Nm → Y şi este dat de formula

n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1) =
n!

(n−m)!
. (1.6)

Demonstraţie. Valoarea f(1) poate fi atribuită ı̂n n moduri. Dacă nu ad-
mitem repetiţii, valoarea f(2) poate fi atribuită ı̂n n− 1 moduri, şi ı̂n final,
valoarea f(m) poate fi atribuită ı̂n n−m + 1 moduri. Din regula de multi-
plicare rezultă formula (1.6). �

Observaţia 1.3 Numerele n(n − 1) . . . (n − m + 1) apar destul de frecvent
ı̂n probleme de numărate, astfel că au primit următoarele denumiri:

nm := n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1)

sunt numite factoriale descendente1 (de n de lungime m). Analog se
consideră

nm := n(n+ 1)(n− 2) . . . (n+m− 1)

care se vor numi factoriale ascendente.2

Observaţia 1.4 Numărul nm este de fapt numărul de cuvinte de lungime
m ale căror litere, elemente din Y (cu |Y | = n), sunt diferite. Din acest
motiv, aceste cuvinte se numesc m-permutări ale lui Y sau aranjamente
de n luate câte m. De exemplu, 1234 şi 6512 sunt două 4-permutări ale lui
Y = {1, 2, . . . , 6}.

Exemplul 1.8 Câte cuvinte din 4 litere se pot forma dintr-un alfabet de 9
simboluri, dacă nici o literă nu se poate folosi mai mult de o singură dată?

Răspuns. 94 = 9 · 8 · 7 · 6 = 3024.

Exemplul 1.9 Pentru o clasă formată din 30 elevi, ı̂n câte moduri se pot
acorda premii la sfârşit de an, ştiind că există un premiu ı̂ntâi, un premiu
doi şi un premiu trei?

Răspuns. 303 = 30 · 29 · 28 = 24360.

1.4.3 Permutări

Presupunem că un număr de obiecte sunt aşezate aleator unul după altul.
Din punct de vedere matematic, acest lucru ı̂nseamnă a defini o funcţie de
la mulţimea de ≪poziţii≫ ocupate de obiecte, la mulţimea de obiecte.

Definiţia 1.4 O permutare a unei mulţimi finite X ̸= ∅ este o bijecţie
σ : X → X.

Pentru a simplifica scrierea, ı̂n mod frecvent se consideră, ı̂n loc de o n-
mulţime X arbitrară, mulţimea Nn. Mulţimea tuturor permutărilor lui Nn

va fi notată prin Πn. Ca o consecinţă immediată a teoremei 1.7, avem:

1In limba engleză falling factorials.
2In limba engleză rising factorials.
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Teorema 1.8 Numărul permutărilor mulţimii Nn este

|Πn| = n(n− 1) · . . . · 2 · 1 = n ! (1.7)

O permutare π ∈ Πn va fi notată cu

(π(1), π(2), . . . , π(n)) .

Exemplul 1.10 Patru persoane se pot aşeza ı̂n şir indian ı̂n 4! = 24 moduri.

Definiţia 1.5 O permutare π ∈ Πn se numeşte deranjament dacă π(i) ̸= i
pentru orice i ∈ Nn.

Astfel, (3, 2, 1) nu este deranjament al lui N3, dar (2, 3, 1) este deranjament.
Numărul de deranjamente va fi calculat ı̂n secţiunea 1.9, pag. 30.

1.4.4 Selecţii neordonate fără repetiţii

Presupunem că avem o mulţime X cu n obiecte şi selectăm k din ele. Re-
zultatul selecţiei este o k- submulţime Y . In acest model, important este
rezultatul selecţiei, şi nu procesul de selecţie. De asemenea, nu există posi-
bilitatea de repetiţie (fiecare membru al lui X este ı̂n Y sau nu şi nici un
membru nu poate fi selectat mai mult de o singură dată). De exemplu, dintr-
o clasă de 30 elevi, vrem să selectăm 3 elevi pentru a participa la o excursie
gratuită ı̂n jurul lumii. Desigur nimeni nu va fi interesat de ordinea ı̂n care
s-a făcut selecţia, ci doar de rezultatul selecţiei.

Numărul de selecţii neordonate fără repetiţii a k obiecte dintr-o
n- mulţime X, este numărul de k- submulţimi ale mulţimii X. In general,
acest număr este notat cu

(
n
k

)
(se citeşte combinări de n luate câte k) şi se

numeşte număr binomial3.

Teorema 1.9 Numărul binomial
(
n
k

)
are expresia(

n

k

)
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

nk

k!
=

n!

k!(n− k)!
. (1.8)

Demonstraţie. Cele k elemente ale k-submulţimii pot fi selectate ı̂n n(n−1)
· · · (n − k + 1) moduri, la fel cum am făcut pentru selecţiile ordonate fără
repetiţii. Aceste k obiecte pot fi permutate ı̂ntre ele ı̂n k! moduri. Deoarece
ordinea nu contează, alegem doar unul din cele k! moduri, astfel că ı̂n final
numărul de k-submulţimi ale unei n-mulţimi va fi

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.

�
O proprietate imediată este

(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.

Observaţia 1.5 Numărul binomial poate fi definit ı̂ntr-un caz mai general,
ca (

x

k

)
=

x(x− 1) . . . (x− k + 1)

k!
, (1.9)

pentru x ∈ R, k ∈ N ∪ {0}.
3In cele mai multe din cărţile româneşti se foloseşte notaţia Ck

n pentru numărul binomial(
n
k

)
.
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Exemplul 1.11 Dintr-o clasă de 30 elevi putem selecta o echipă de 7 elevi
care să participe la o excursie ı̂n

(
30
7

)
= 2035800 moduri.

Exemplul 1.12 (Numărarea şirurilor de biţi de lungime n cu exact
k zerouri) Care este numărul de şiruri de biţi de lungime n cu exact k
zerouri?

Soluţie. Fiecare şir de biţi este determinat prin alegerea unei
k- submulţimi a n- mulţimii de poziţii. Astfel, zerourile sunt plasate ı̂n aceste
k poziţii şi unităţile ı̂n cele n−k poziţii rămase, aşa cum s-a făcut ı̂n exemplul
1.7, pag. 12. In concluzie, numărul cerut este

(
n
k

)
.

1.4.5 Selecţii neordonate cu repetiţii

Suntem interesaţi acum de cazul selecţiilor neordonate cu repetiţii.

Exemplul 1.13 Să se scrie selecţiile neordonate de patru obiecte din mulţimea
{a, b, c}, cu repetiţii permise.

Soluţie. Există 15 asemenea selecţii şi acestea sunt:

aaaa aaab aaac aabb aabc
aacc abbb abbc abcc accc
bbbb bbbc bbcc bccc cccc

Cum se pot număra ı̂n cazul general? Ideea este să reprezentăm asemenea
selecţii ca şi cuvinte cu litere din alfabetul {0, 1}. De exemplu, cuvântul
asociat selecţiei abcc va fi 101011. Zerourile sunt markeri care separară
tipurile de obiecte, iar unităţile ne specifică numărul de obiecte din fiecare
tip. Dacă nu există nici obiect de un anumit tip, nu se pune nimic. Astfel,
ı̂n exemplul nostru, această asociere va fi

a b c c
1 0 1 0 1 1

Problema se reduce astfel la a determina numărul de şiruri de biţi de lungime
şase, care conţin exact două zerouri. Acest număr este

(
6
2

)
= 15 (a se vedea

exemplul 1.12, pag. 15).
In general, putem enunţa următoarea teoremă.

Teorema 1.10 Numărul de selecţii neordonate, cu repetiţii, a k obiecte dintr-
o mulţime de n obiecte este

(
n+k−1

k

)
.

Demonstraţie. Intrucât selecţiile sunt neordonate, fără a altera gene-
ralitatea problemei putem aranja obiectele astfel ca, ı̂n cadrul fiecărei selecţii,
toate obiectele de un anumit tip apar primele, urmate de obiectele de un alt
tip etc. După aceea, se poate asocia fiecărei selecţii câte un cuvânt de lungime
n + (k − 1) din alfabetul {0, 1}, aşa cum am explicat ı̂n exemplul anterior.
Presupunem că avem ni obiecte de tipul i. Primele n1 litere ale cuvânului
vor fi 1, urmate de un 0, următoarele n2 litere vor fi din nou 1, urmate de un
0, şi aşa mai departe. Dacă pentru un i avem ni = 0, atunci vom avea doi
markeri consecutivi. De exemplu, pentru selecţiile accc şi cccc cuvintele vor
fi 100111 şi respectiv 000111. Asocierea definită prin această regulă este o



CAPITOLUL 1. METODE DE NUMĂRARE 16

bijecţie de la mulţimea de selecţii la mulţimea de cuvinte de lungime n+k−1
care conţin exact n− 1 zerouri. In concluzie, numărul de cuvinte este(

n+ k − 1

n− 1

)
=

(
n+ k − 1

k

)
. (1.10)

�
Observaţia 1.6 Putem remarca faptul că a defini o selecţie neordonată cu
repetiţii a k obiecte dintr-o mulţime de n obiecte este echivalent cu a introduce
k bile identice ı̂n n cutii distincte. Intr-adevăr, construcţia de şiruri de biţi
poate fi făcută luând câte un 1 pentru fiecare bilă şi 0 ca marker care separă
cutiile.

Exemplul 1.14 Avem 6 feluri de prăjituri. Câte platouri diferite care să
conţină 10 prăjituri se pot alcătui? (presupunând că avem cel puţin 10
prăjituri din fiecare fel).

Răspuns.
(
15
5

)
= 3003.

Exemplul 1.15 Să se arate că, dacă sunt aruncate trei zaruri identice,
există 56 rezultate posibile. Câte rezultate există ı̂n cazul când sunt arun-
cate n asemenea zaruri?

Răspuns. Acest număr este
(
n+5
5

)
, ı̂n particular

(
8
5

)
= 56.

Exemplul 1.16 Presupunem că expresia (x1+x2+x3)
n este dezvoltată şi că

termenii asemenea sunt restrânşi, folosind regulile algebrice cunoscute. Care
este numărul de termeni din formula care rezultă?

Răspuns. Avem n de 1 (obiecte, corespunzând monoamelor xi), şi 2 markeri,
separând pe x1 de x2 şi respectiv pe x2 de x3. Astfel, numărul de şiruri de
biţi de lungime n+ 2 conţinând 2 zerouri şi n unităţi va fi

(
n+2
n

)
.

1.5 Design-uri

Un fabricant a dezvoltat un produs nou şi doreşte să evalueze n varietăţi ale
lui cerând anumitori consumatori să testeze aceste varietăţi. Este imposibil
din punct de vedere practic ca fiecare consumator să testeze toate varietăţile,
deci ar fi rezonabil să se impună următoarele condiţii:

(i) Fiecare consumator ar trebui să testeze acelaşi număr k de varietăţi;
(ii) Fiecare varietate ar trebui să fie testată de acelaşi număr r de consu-

matori.
De exemplu, dacă n = 8, k = 4, r = 3, o schemă posibilă ar fi să cerem

la 6 persoane să testeze varietăţile, după cum urmează:

1234 5678 1357 2468 1247 3658,

unde numărul 1, 2, . . . , 8 reprezintă varietăţile.

Definiţia 1.6 Fie X o n-mulţime. O mulţime B de k-submulţimi ale lui X
este un design cu parametrii (n, k, r) dacă fiecare membru al lui X aparţine
la exact r dintre submulţimile lui B.

Un element B ∈ B se numeşte un bloc al design-ului.
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Aşa cum am văzut ı̂n exemplul 1.5, pag.10, nu există nici un design cu
parametrii (7, 5, 4), deci este necesar să găsim condiţii asupra parametrilor
(n, k, r) care să asigure existenţa unui design cu aceşti parametri.

Prin urmare, să considerăm o n-mulţime X şi fie C o mulţime de k-
submulţimi ale lui X, nu neapărat un design. Ca şi ı̂n secţiunea 1.3, con-
struim un tablou (pentru cazul particular n = 6, k = 3). Un semn pe poziţia
(x,Ci) ı̂nseamnă x ∈ Ci. Pentru fiecare x ∈ X, fie r(x) numărul de apariţii
ale lui x ca şi element al unei submulţimilor Ci.

x \ C C1 C2 C3 C4 r(x)
1 X X X 3
2 X X 2
3 X 1
4 X X X 3
5 X 1
6 X X 2

3 3 3 3

Dacă presupunem că fiecare Ci este o k-submulţime a lui X, atunci pe fiecare
coloană totalul va fi k. Egalând totalul pe linii cu totalul pe coloane obţinem∑

x∈X

r(X) = | C| · k. (1.11)

Să presupunem acum că avem un design B cu parametrii (n, k, r). In acest
caz ı̂n egalitatea (1.11) ı̂nlocuim r(x) = r, obţinând

n · r = k · b, (1.12)

unde b = |B| este numărul de blocuri.
Mai mult, numărul total de k-submulţimi ale lui X este

(
n
k

)
, deci numărul

b de blocuri ar trebui să fie mai mic decât acest număr. In concluzie

b =
nr

k
≤
(
n

k

)
. (1.13)

Se poate demonstra că (1.12) şi (1.13) sunt de asemenea condiţii suficiente
pentru existenţa unui design. Mai precis, are loc teorema 1.11. Pentru
demonstraţia implicaţiei inverse şi alte proprietăţi ale designs-urilor, a se
consulta [2].

Teorema 1.11 Există un design cu parametrii (n, k, r) dacă şi numai dacă

k | nr şi r ≤
(
n− 1

k − 1

)
.

1.6 Partiţii şi distribuţii

In acest paragraf vom studia partiţii ale unei mulţimi ı̂n submulţimi (partiţii
de mulţimi), partiţii ı̂ntregi, şi distribuţii ale unei mulţimi de obiecte ı̂ntr-o
mulţime de cutii.



CAPITOLUL 1. METODE DE NUMĂRARE 18

1.6.1 Partiţii ale unei mulţimi ı̂n submulţimi (partiţii
de mulţimi)

Definiţia 1.7 Fie I ̸= ∅ o mulţime de indici, finită sau infinită. O partiţie
a unei mulţimi X este o familie H = {Xi, i ∈ I} de submulţimi nevide ale
lui X, astfel ı̂ncât

1. X =
∪
i∈I

Xi,

2. Xi sunt disjuncte două câte două.

Cu alte cuvinte, fiecare element x ∈ X trebuie să aparţină uneia şi numai
uneia din submulţimile Xi. Submulţimile Xi se mai numesc şi clasele sau
părţile partiţiei H.

Observaţia 1.7 A defini o partiţie a unei n- mulţimi X ı̂n k părţi este
echivalent cu a plasa n bile distincte ı̂n k cutii identice astfel ı̂ncât să nu
rămână goală nici o cutie (plasare surjectivă).

Exemplul 1.17 Familia H = {X1, X2, X3, X4}, unde

X1 = {1, 2, 9}, X2 = {3, 5, 7, 10}, X3 = {4}, X4 = {6, 8}

este o partiţie a lui N10.

Un alt exemplu de partiţie este dat ı̂n Apendicele A , pag.137, unde am
arătat şi cum o relaţie de echivalenţă determină o partiţie.

Desigur ne interesează să calculăm numărul de partiţii. Un prim rezultat
privind acest număr este următorul.

Teorema 1.12 Fie S(n, k) numărul de partiţii ale unei n-mulţimi X ı̂n k
părţi (numite şi k-partiţii), 1 ≤ k ≤ n. Atunci

1. S(n, 1) = 1,

2. S(n, n) = 1,

3. S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k), pentru 2 ≤ k ≤ n− 1.

Demonstraţie. Mai ı̂ntâi se constată cu uşurinţă că S(n, 1) = 1, deoarece
există doar o partiţie a lui X ı̂ntr-o singură parte, si anume H = {X}. La
fel, S(n, n) = 1, ı̂ntrucât din nou există doar o partiţie a lui X ı̂n n clase, si
anume H = {{x}, x ∈ X}.

Rămâne de demonstrat 3. Pentru aceasta, să fixăm z ∈ X. Cu z fixat,
distingem următoarele tipuri de partiţii:

Tipul 1: partiţii ı̂n care mulţimea {z} este o parte,
Tipul 2: partiţii ı̂n care partea care ı̂l conţine pe z are şi alte elemente.
Să calculăm numărul de partiţii de tipul 1. Dacă mulţimea {z} este

ı̂nlăturată din partiţie, obţinem o partiţie a (n−1)- mulţimii X \{z} ı̂n k−1
părţi, şi există S(n− 1, k − 1) astfel de partiţii. Reciproc, dată fiind o astfel
de partiţie, putem reconstitui partea {z}.

Să calculăm acum numărul de partiţii de tipul 2. Presupunem că H este
o partiţie de tipul 2 cu părţile X1, X2, . . . , Xk. Putem defini o pereche de
obiecte (i,H0), cu i luat astfel ı̂ncât z ∈ Xi şi cu H0 luată ca şi partiţie a
(n− 1)- mulţimii X \ {z} cu cele k părţi X1, . . . , Xi−1,
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Xi \{z}, Xi+1, . . . , Xk. Există k valori posibile pentru i şi S(n− 1, k) partiţii
posibile H0, deci avem kS(n − 1, k) asemenea perechi. Reciproc, dată fiind
o asemenea perche (i,H0), putem reda z părţii Xi şi reconstitui H.

Intrucât pentru un z fixat o partiţie poate fi fie de tipul 1 fie de tipul
2, prin adunarea numerelor obţinute pentru fiecare tip de partiţie se obţine
concluzia 3. �

Observaţia 1.8 Numerele S(n, k) sunt cunoscute ca şi numerele lui Stir-
ling4 de speţa a doua. Din nefericire nu există o formulă simplă pentru
aceste numere, dar folosind recurenţa 3 putem construi următorul tabel:

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1
· · ·

Exemplul 1.18 Mulţimea N5 are următoarele 2-partiţii, unde am ı̂nlocuit
∪ cu + şi am omis acoladele şi virgulele pentru a simplifica scrierea:

12345 = 1234 + 5, 1235 + 4, 1245 + 3, 1345 + 2, 2345 + 1,

124 + 35, 125 + 34, 134 + 25, 135 + 24, 145 + 23,

234 + 15, 235 + 14, 245 + 13, 345 + 12.

Intr-adevăr, am obţinut S(5, 2) = 15 partiţii.

1.6.2 Distribuţii, surjecţii şi numere multinomiale

Am văzut că o partiţie este echivalentă cu o plasare surjectivă de bile distincte
ı̂n cutii identice (neordonate). In cazul ı̂n care cutiile sunt ordonate, partiţia
se va numi distribuţie. Astfel, a defini o distribuţie ı̂nseamnă a plasa obiecte
distincte ı̂n cutii distincte, astfel ı̂ncât nici o cutie să nu rămână goală, sau,
echivalent, a defini o surjecţie de la mulţimea bilelor la mulţimea cutiilor.

In exemplul 1.17, pag. 18 avem plasarea

cutia 1: 1, 2, 9; cutia 2: 3, 5, 7, 10; cutia 3: 4; cutia 4: 6, 8,

care defineşte surjecţia D : X → N4 dată de

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D(x) 1 1 2 3 2 4 2 4 1 2

.

In concluzie, problema numărării distribuţiilor este echivalentă cu pro-
blema numărării surjecţiilor. In acest moment putem demonstra următorul
rezultat.

4James Stirling (1692-1770), matematician scoţian.
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Teorema 1.13 Fie S mulţimea surjecţiilor de la o n-mulţime X la o k-
mulţime Y . Atunci

|S| = k! · S(n, k). (1.14)

Demonstraţie. Fiecare surjecţie D : X → Y induce o partiţie a lui X ı̂n
k părţi. Dacă o asemenea partiţie este dată, există k! surjecţii care o pot
genera, ı̂ntrucât cele k părţi se pot atribui celor k elemente ale lui Y un orice
mod bijectiv. In concluzie, are loc formula (1.14). �

Exemplul 1.19 Să se calculeze numărul de moduri ı̂n care se pot ı̂mpărţi
cărţile la jocul de Bridge.

Re-formulare. Avem 52 obiecte (cărţi de joc) şi patru cutii (cei patru jucători),
şi trebuie să distribuim câte 13 cărţi fiecărui jucător. In acest joc contează ce
cărţi primeşte fiecare jucător. Astfel, nu vom cere determinarea numărului de
partiţii ale 52-mulţimii X ı̂n patru 13-submulţimi, ci numărul de funcţii sur-
jective de la 52-mulţimea X la 4-mulţimea Y = {N,E, S,W} cu proprietatea
că fiecare ≪cutie≫ a lui Y primeşte 13 obiecte din X.

Mai general, putem cere numărul de surjecţii de la o n-mulţime la o k-
mulţime de cutii {y1, y2, . . . , yk} cu proprietatea că

n1 obiecte sunt introduse ı̂n prima cutie y1,
n2 obiecte sunt introduse ı̂n a doua cutie y2,
· · ·
nk obiecte sunt introduse ı̂n a k-a cutie yk.

Acest număr este notat cu (
n

n1, n2, . . . , nk

)
(1.15)

şi este numit număr multinomial. In continuare vom da o formulă pentru
acest număr.

Teorema 1.14 Date fiind numerele ı̂ntregi pozitive (> 0) n, n1, n2, . . . , nk

satisfăcând condiţia n1 + n2 + . . .+ nk = n, avem(
n

n1, n2, . . . , nk

)
=

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
. (1.16)

Demonstraţie. Mai ı̂ntâi aranjăm obiectele ı̂n X = {x1, x2, . . . , xn} astfel:

xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n),

unde π este o permutare a lui Nn. Apoi definim o surjecţie de la X la Y prin
introducerea primelor n1 obiecte din listă ı̂n prima cutie (y1), a următoarelor
n2 obiecte ı̂n a doua cutie (y2), . . . , a ultimelor nk obiecte ı̂n ultima cutie
(yk). Se obţine aceeaşi surjecţie dacă se permută primele n1 obiecte ı̂ntre ele
ı̂n orice mod. Acest lucru poate fi făcut ı̂n n1! moduri. Astfel, din cele n!
permutări π, există n1! · n2! · . . . · nk! care vor induce o surjecţie dată. In
concluzie, numărul de surjecţii proprietatea specificată este ı̂ntr-adevăr cel
din formula (1.16). �
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Observaţia 1.9 Numărul multinomial (1.15) mai apare şi sub terminologia

numărul de permutări cu repetiţii, a n =
k∑

i=1

ni simboluri de k tipuri

distincte, unde ni sunt de tipul i, i = 1, 2, . . . , k.

Observaţia 1.10 Teorema 1.14 rămâne adevărată şi ı̂n cazul când una sau
mai multe din numerele ni sunt zero. In acest caz, simbolul din (1.15) este
definit ca şi numărul de funcţii de la o n-mulţime la o mulţime de k ≪cutii≫ ,
cu proprietatea că ni obiecte sunt plasate ı̂n cutia i, pentru i = 1, . . . , k.
In acest caz funcţiile nu sunt ı̂n mod necesar surjecţii, ı̂ntrucât admitem ca
anumit numere ni să fie zero. Cu convenţia 0! = 1, formula (1.16) rămâne
adevărată.

Exemplul 1.20 Câte cuvinte de 10 litere se pot forma din literele cuvântului
MATEMATICA?

Soluţie. Fiecare cuvânt corespunde unei surjecţii de la mulţimea {x1, x2, . . . , x10}
la mulţimea de 6 ≪cutii≫ {A,C,E, I,M, T}, astfel ı̂ncât trei obiecte merg
ı̂n ≪cutia≫ A, un obiect ı̂n ≪cutia≫ C, un obiect un ≪cutia≫ E, un obiect
ı̂n ≪cutia≫ I, două obiecte ı̂n ≪cutia≫ M şi două obiecte un ≪cutia≫ T.
Numărul total de cuvinte va fi(

10

3, 1, 1, 1, 2, 2

)
=

10!

3!1!1!1!2!2!
= 151200.

Să observăm că ı̂n cazul particular k = 2 numărul multinomial coincide cu
numărul binomial. Din acest motiv este de aşteptat să existe o generalizare
a teoremei binomiale (a binomului lui Newton). Această generalizare este
cunoscută ca şi teorema multinomială.

Teorema 1.15 (Teorema multinomială) Fie n, k numere ı̂ntregi pozitive
(> 0). Atunci

(x1 + x2 + . . .+ xk)
n =

∑(
n

n1, n2, . . . , nk

)
xn1
1 xn2

2 . . . xnk
k , (1.17)

unde suma este luată după toate k-uplele de numere ı̂ntregi nenegative (≥ 0)
(n1, n2, . . . , nk) astfel ı̂ncât n1 + n2 + . . .+ nk = n.

Demonstraţie. Atunci când se calculează membrul stâng, termenul xn1
1 xn2

2 · · · xnk
k

apare prin alegerea de ni ori a factorului xi, i = 1, 2, . . . , k. Cu alte cuvinte,
termenul xn1

1 xn2
2 · · · xnk

k corespunde unei funcţii de la mulţimea de n factori
(monoame) la mulţimea {x1, x2, · · · , xk}, cu proprietatea că că ni factori
merg ı̂n xi, pentru i = 1, 2, . . . , k. Există(

n

n1, n2, . . . , nk

)
asemenea funcţii, şi prin urmare acesta este numărul de termeni
xn1
1 xn2

2 · · · xnk
k din produs. �
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1.6.3 Partiţii ı̂ntregi

Definiţia 1.8 Fie n ∈ N. Suma n = n1 + n2 + . . . + nk, cu ni ∈ N, se va
numi o k-partiţie (̂ıntreagă) a numărului n. Numărul de k-partiţii ale lui
n va fi notat cu P (n, k).

Observaţia 1.11 A defini o k-partiţie ı̂ntreagă a lui n este echivalent cu a
introduce n bile identice ı̂n k cutii identice, astfel ı̂ncât nici o cutie să nu
rămână goală (plasare surjectivă).

Pentru numărul P (n, k) nu există nici o formulă de recurenţă acceptabilă,
similară celei din teorema 1.12 pentru numerele lui Stirling S(n, k), care să
ne permită calculul imediat al numerelor P (n, k).

Exemplul 1.21 4-partiţiile lui 8 sunt:

5 + 1 + 1 + 1, 4 + 2 + 1 + 1, 3 + 3 + 1 + 1, 3 + 2 + 2 + 1, 2 + 2 + 2 + 2.

Se pot considera de asemenea k-partiţii ı̂ntregi ordonate, dacă, de exem-
plu, se consideră că 3 + 3 + 1 + 1 ̸= 3 + 1 + 3 + 1. Astfel, construcţia unei
k-partiţii ı̂ntregi ordonate a lui n este echivalentă cu plasarea a n bile identice
ı̂n k cutii distincte, astfel ı̂ncât nici o cutie să nu rămână goală.

Problema numărării partiţiilor ı̂ntregi ordonate nu poate fi rezolvată ı̂n
mod similar cu cazul partiţiilor ordonate de mulţimi, unde s-a ı̂nmulţit
numărul S(n, k) de partiţii neordonate de mulţimi cu numărul k! ı̂n care
părţile se pot permuta ı̂ntre ele (a se vedea teorema 1.13). Intr-adevăr, pen-
tru 3 + 1 + 1 nu există 6 = 3! partiţii ordonate distincte, cu numai trei:
3 + 1 + 1, 1 + 3+ 1, 1 + 1+ 3. Prin urmare, trebuie folosită o altă abordare.

Teorema 1.16 Numărul k-partiţiilor ı̂ntregi ordonate ale lui n este
(
n−1
k−1

)
.

Demonstraţie. Observăm că fiecare k-partiţie ordonată a lui n este echi-
valentă cu introducerea a n bile identice ı̂n k cutii distincte, astfel ı̂ncât nici
o cutie să nu rămână goală. Deci, ı̂ncepem prin a plasa câte o bilă ı̂n fiecare
cutie. Astfel, rămân de plasat arbitrar cele n−k bile rămase ı̂n k cutii. Şirul
de biţi asociat (a se vedea secţiunea 1.4.5, pag. 15) va conţine n− k unităţi
şi k− 1 zerouri. Numărul de şiruri de biţi de lungime n− k+ k− 1 = n− 1,
cu exact k − 1 zerouri, este intr-adevăr

(
n−1
k−1

)
. �

Exemplul 1.22 3-partiţiile ordonate ale lui 6 sunt:

4 + 1 + 1, 1 + 4 + 1, 1 + 1 + 4, 3 + 2 + 1, 3 + 1 + 2,

2 + 3 + 1, 2 + 1 + 3, 1 + 3 + 2, 1 + 2 + 3, 2 + 2 + 2.

Avem ı̂ntr-adevăr
(
5
2

)
= 10 partiţii ordonate.

1.7 Rezolvarea problemelor de numărare fo-

losind relaţii de recurenţă

Exemplul 1.23 (Problema turnurilor din Hanoi) Avem trei suporturi
numerotate 1,2,3 şi pe unul din suporturi avem aşezate n discuri, fiecare mai
mic ı̂n diametru decât cel situat sub el. O mişcare permisă constă ı̂n a muta
un disc de pe un suport pe altul, astfel ı̂ncât un disc să nu fie aşezat peste un
disc cu suport mai mic. Câte mutări permise sunt necesare pentru a muta
cele trei discuri de pe un suport pe altul?
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Soluţie. Pentru a rezolva problema mutării tuturor discurilor de pe suportul
1 pe suportul 2, executăm următoarele:

1. (recursiv) Rezolvăm problema mutării a n − 1 discuri de pe suportul 1
pe suportul 3;

2. mutăm discul n pe suportul 2;

3. (recursiv) Rezolvăm problema mutării a n − 1 discuri de pe suportul 3
pe suportul 2.

Fie an numărul de mutări necesare pentru a muta n discuri de pe un
suport pe altul. Obţinem următoarea relaţie de recurenţă

an = 2an−1 + 1, a1 = 1.

Avem, a2 = 3, a3 = 7, deci se poate ghici cu uşurinţă că an = 2n − 1, fapt
care se poate demonstra imediat prin inducţie.

Ce se ı̂ntâmplă ı̂nsă dacă se obţine o relaţie de recurenţă unde este impo-
sibil să ghicim termenul general? Pentru aceste situaţii avem nevoie de teorii
mai sofisticate.

1.8 Relaţii de recurenţă şi funcţii

generatoare

1.8.1 Recurenţe liniare

Fie k ∈ N. Un tip simplu de recurenţă este

un+k = α1un+k−1 + α2un+k−2 + . . .+ αkun, n ≥ 0. (1.18)

cu αi, i = 1, 2, . . . , k, numere reale date astfel ı̂ncât αk ̸= 0. Aceasta este
numită recurenţă liniară de ordin k şi o formulă explicită pentru termenul
general un se poate găsi ori de câte ori u0, u1, . . . , uk−1 sunt daţi. Pentru a
dovedi acest lucru e nevoie să demonstrăm mai ı̂ntâi următoarea lemă.

Lema 1.17 Mulţimea de şiruri care satisfac relaţia de recurenţă (1.18) este
un spaţiu vectorial de dimensiune k.

Demonstraţie. Dacă (an)n şi (bn)n satisfac (1.18), atunci un calcul simplu
arată că α · (an)n şi (an + bn)n satisfac (1.18), deci avem un spaţiu liniar.
Pentru a găsi dimensiunea lui, e nevoie să găsim o bază formată din k şiruri.

Ideea este să asociem ecuaţia caracteristică R(x) = 0, unde

R(x) = xk − α1x
k−1 − . . .− αk−1x− αk. (1.19)

Sunt posibile următoarele situaţii privind rădăcinile lui R:

1. Dacă r1 este o rădăcină a lui R, atunci şirul (un)n, unde un = rn1 , satisface
(1.18). Intr-adevăr, avem rk1 = α1r

k−1
1 + . . . + αk−1r1 + αk şi, după

ı̂nmulţirea acestei egalităţi cu rn1 , rezultă concluzia.

2. Dacă r1 este o rădăcină dublă nenulă a lui R, atunci şirul (bn)n, unde
bn = n rn1 , satisface (1.18). Intr-adevăr, dinR(r1) = R′(r1) = 0 obţinem

k rn+k
1 = α1(k − 1)rn+k−1

1 + . . .+ αk−1r
n+1
1 ,

rn+k
1 = α1r

n+k−1
1 + . . .+ αk−1r

n+1
1 + αkr

n
1 .

Dacă se ı̂nmulţeşte a doua egalitate cu n şi se adună aceste două ega-
lităţi, se obţine concluzia.
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3. Dacă r1 este o rădăcină cu multiplicitatea p pentru R, atunci şirurile (un)n
cu

un ∈ {rn1 , n rn1 , n
2rn1 , . . . , n

p−1rn1}
sunt soluţii pentru (1.18). Pentru a arăta acest lucru se folosesc aceleaşi
argumente ca şi ı̂n cazul anterior.

4. Dacă r1,2 = α± iβ = ea±b i sunt rădăcini complexe ale lui R, atunci putem
scrie

r1 = eaebi = ea(cos b+ i sin b),

şi prin urmare rn1,2 = ean(cos b n ± i sin b n). In acest caz şirurile (cn)n
şi (dn)n, date de

cn =
1

2
(rn1 + rn2 ) = ean cos b n,

dn =
1

2
(rn1 − rn2 ) = ean sin b n,

sunt soluţii reale pentru (1.18).

5. Dacă r1,2 = α ± βb i sunt rădăcini complexe pentru R cu multiplicitatea
p, atunci ı̂n acelaşi mod putem arăta că

cn, dn, n cn, n dn, n
2cn, n

2dn, . . . , n
p−1cn, n

p−1dn

satisfac relaţia de recurenţă (1.18).

In concluzie, celor k rădăcini ale lui R li se pot asocia soluţii liniar inde-
pendente ale recurenţei. Soluţia generală (Yn)n a recurenţei (1.18) va fi o
combinaţie liniară a acestor soluţii. Coeficienţii combinaţiei liniare vor fi
determinaţi ı̂n mod unic din condiţile ≪iniţiale≫ Y0 = u0, . . . , Yk−1 = uk−1.
De exemplu, ı̂n cazul când R sunt rădăcini reale şi distincte, soluţia generală
este (Yn)n, cu Yn = β1r

n
1 + β2r

n
2 + . . . + βkr

n
k . Constantele reale βi vor fi

determinate ı̂n mod unic din condiţiile Yi = ui, i = 1, . . . , k, care se pot scrie
astfel:

β1 + β2 + . . .+ βk = u0,

β1r1 + β2r2 + . . .+ βkrk = u1,
...

β1r
n−1
1 + β2r

n−1
2 + . . .+ βkr

n−1
k = uk−1.

Necunoscutele β1, . . . , βk sunt unic determinate deoarece determinantul sis-
temului este nenul (fiind un determinant Vandermonde asociat rădăcinilor
distincte ri). Se poate demonstra că acest determinant este nenul şi ı̂n restul
cazurilor. �

1.8.2 Funcţii generatoare

Aşa cum s-a văzut deja ı̂n exemplul 1.23, soluţia unei probleme de numărare
(şi nu numai) poate fi exprimată ca şi un şir (un)n. In asemenea cazuri, un
mod uzual de a rezolva acest tip de probleme se bazează pe reprezentarea lui
(un)n ca şi o serie de puteri

gu(x) =
∞∑
n=0

unx
n. (1.20)
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In această situaţie, gu se foloseşte sub denumirea de funcţie generatoare5

pentru şirul (un)n. (Este desigur necesar ca seria să conveargă dacă gu este
definită ca şi funcţie de x. Dacă gu este privită ca şi un element al unui inel
de polinoame, o asemenea convergenţă nu este necesară). In unele cazuri e
posibil ca seria (1.20) să se reducă la sumă finită, şi atunci gu este un polinom.

Exemplul 1.24 Fie m ∈ N fixat şi fie un numărul de n-submulţimi ale unei
m-mulţimi. Se ştie (a se vedea secţiunea 1.4.4, pag. 14) că

un =

(
m

n

)
,

de unde funcţia generatoare va fi

gu(x) =
m∑

n=0

(
m

n

)
xn = (1 + x)m.

In cazul când formula de recurenţă este dată pentru (un)n, funcţia gene-
ratoare poate fi utilă pentru determinarea unei expresii generale pentru un.
Metoda are trei paşi:

(i) din relaţia de recurenţă deducem o ecuaţie pentru gu(x),

(ii) se rezolvă ecuaţia pentru gu(x),

(iii) se găseşte o formulă pentru coeficienţii un ai lui gu(x) (prin descompunere
ı̂n fracţii simple sau prin teorema binomială) ı̂n felul următor: Dacă se
pot determina gu şi seria sa de puteri, pentru a găsi un vom identifica
coeficienţii seriei de puteri.

Observaţia 1.12 Pentru recurenţa liniară şi omogenă studiată ı̂n paragraful
precedent, se pot utiliza de asemenea funcţii generatoare, dar această metodă
necesită mai multe calcule decât folosirea polinomului caracteristic.

1.8.3 Recurenţe liniare neomogene

In unele cazuri metoda funcţilor generatoare poate fi folosită pentru rezolva-
rea recurenţelor liniare şi neomogene. O asemenea recurenţă este

un+2 = aun+1 + bun + f(n), u0, u1 daţi. (1.21)

Aplicabilitatea metodei depinde de forma particulară a funcţiei f . Fie

gu(x) =
∞∑
n=0

unx
n.

Dacă se ı̂nmulţeşte această identitate cu (a+ bx) se obţine

(a+ bx)gu(x) = au0 + (au1 + bu0)x+ (au2 + bu1)x
2 + . . .

+(aun + bun−1)x
n + . . .

5Funcţile generatoare au fost introduse de către De Moivre şi Euler la ı̂nceputul secolului
XVIII.



CAPITOLUL 1. METODE DE NUMĂRARE 26

Din (1.21) deducem că

au1 + bu0 = u2 − f(0),

au2 + bu1 = u3 − f(1),
...

aun + bun−1 = un+1 − f(n− 1).

Inlocuind această expresie se obţine, după gruparea termenilor şi după ı̂nmulţirea
egalităţii cu x,

x(a+ bx)gu(x) = au0x+
∞∑
n=1

un+1x
n+1 −

∞∑
n=1

f(n− 1)xn+1. (1.22)

In acest moment e nevoie să determinăm suma seriei de puteri

∞∑
n=1

f(n− 1)xn+1 = h(x).

Dacă nu putem găsi această sumă h, metoda eşuează.
Presupunem că am găsit h. Ne concentrăm pe (1.22) şi ı̂nlocuim prima

sumă din membrul drept cu gu(x)− u0 − u1x. Astfel, (1.22) devine

gu(x) =
−u0 + (au0 − u1)x− h(x)

bx2 + ax− 1
. (1.23)

Dezvoltând această funcţie ı̂n serie de puteri şi identificând coeficientul lui
xn, vom obţine o expresie generală pentru un.

Exemplul 1.25 Să se găsească termenul general un al recurenţei

un+2 = −un+1 + 2un + n, cu u0 = −2, u1 = 1.

Soluţie. Din calculele de mai sus, efectuate pentru cazul general, găsim

h(x) =
∞∑
n=1

(n− 1)xn+1 = x3

∞∑
n=2

(n− 1)xn−2 =
x3

(1− x)2
,

Apoi, din (1.23),

gu(x) =
−2 + 3x

(1− x)3(2x+ 1)
=

A

(1− x)3
+

B

(1− x)2
+

C

1− x
+

D

2x+ 1
,

cu A = 1
3
, B = −7

9
, C = −14

27
, D = −28

27
. Mai departe, scriem

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn | · C

1

(1− x)2
=

∞∑
n=0

(n+ 1)xn | ·B

1

(1− x)3
=

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)xn | · A

1

2x+ 1
=

∞∑
n=0

(−1)n(2x)n | ·D
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Identificând coeficientul lui xn se obţine

un =
A

2
(n+ 1)(n+ 2) +B(n+ 1) + C +D(−1)n2n

=
1

54

(
9n2 − 15n− 52− 7(−1)n2n+3

)
.

Observaţia 1.13 Intr-un caz mai general, când recurenţa liniară şi neomo-
genă este

un+k = a1un+k−1 + a2un+k−2 + . . .+ akun + g(n),

cu u0, u1, . . . , uk−1 daţi, ı̂ncepem cu calculul lui

(1 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k−1)gu(x)

şi sperăm din nou că termenii care conţin g(n) pot fi manipulaţi ı̂n mod
convenabil.

1.8.4 Recurenţa lui Catalan

Dacă vrem să calculăm numărul un de arbori binari cu n vârfuri (a se vedea
paragraful 3.4.1), ajungem la următoarea relaţie de recurenţă cunoscută sub
numele de recurenţa lui Catalan6.

un+1 = u0un + u1un−1 + . . .+ ukun−k + . . .+ unu0.

cu u0 = u1 = 1. Numărul un se numeşte al n-lea număr al lui Catalan .
Să observăma că numărul de termeni din această recurenţă nu este constant,
ca şi ı̂n cazurile precedente.

Considerăm funcţia generatoare

gu(x) =
∞∑
n=0

unx
n.

Avem

g2u(x) = (u0 + u1x+ u2x
2 + . . .)(u0 + u1x+ u2x

2 + . . .)

= u0 + 2u0u1x+ (u0u2 + u2
1 + u2u0)x

2 + . . .

+ (u0un + u1un−1 + . . .+ unu0)x
n + . . .

= u0 + u2x+ u3x
2 + . . .+ un+1x

n + . . . ,

de unde deducem că

xg2u(x) = x+
∞∑
n=2

unx
n,

şi mai departe
xg2u(x)− gu(x) + 1 = 0.

Rezolvând această ecuaţie obţinem

gu1(x) =
1 +

√
1− 4x

2x
, gu2(x) =

1−
√
1− 4x

2x
.

6Eugène Charles Catalan (1814-1894), matematician belgian.
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Deoarece gu(0) = u0 = 1, singura soluţie va fi

gu(x) =
1−

√
1− 4x

2x
.

Dezvoltăm acum funcţia gu folosind formula

(1− y)α = 1 +
α

1!
y +

α(α− 1)

2!
y2 + . . .+

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
yn + . . .

pentru α = 1/2 şi y = −4x.
Coeficientul lui xn va fi

un =
1 · 3 · . . . · (2n− 1)

2n+2(n+ 1)!
4n+1 =

1

n+ 1

(
2n

n

)
.

1.8.5 Câteva proprietăţi ale funcţiilor generatoare

Teorema 1.18 (Convoluţia) Dacă un se poate scrie ca şi o convoluţie de
şiruri (an)n şi (bn)n, adică

un =
n∑

k=0

akbn−k,

atunci
gu(x) = ga(x)gb(x).

Demonstraţie. Dacă evaluăm gagb,

ga(x)gb(x) = (a0 + a1x+ . . .+ anx
n + . . .)(b0 + b1x+ . . .+ bnx

n + . . .),

coeficientul lui xn va fi ı̂ntr-adevăr

a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0 =
n∑

k=0

akbn−k.

�

Teorema 1.19 Dacă

bn =
n∑

k=0

ak,

atunci

gb(x) =
ga(x)

1− x
.

Demonstraţie. Folosind seria geometrică obţinem

ga(x)

1− x
= (a0 + a1x+ . . .+ anx

n + . . .)(1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . .)

= a0 + (a0 + a1)x+ (a0 + a1 + a2)x
2 + . . .

+ (a0 + a1 + . . .+ an)x
n + . . .

deci coeficientul lui xn va fi ı̂ntr-adevăr bn =
n∑

k=0

ak. �
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Teorema 1.20 Dacă

bn =
∞∑
k=1

an+k, n ≥ 0,

atunci

gb(x) =
ga(1)− ga(x)

1− x
.

Demonstraţie. Fie ha(x) = ga(1)− ga(x). Seria sa de puteri se poate scrie
∞∑
n=0

cnx
n, cu

c0 = g(1)− a0 = a1 + a2 + . . . ,

cn = −an, pentru n ≥ 1.

Conform teoremei 1.19 avem

ha(x)

1− x
=

∞∑
n=0

bnx
n, cu bn =

n∑
k=0

ck = c0 +
n∑

k=1

(−ak) =
∞∑
k=1

an+k.

�

1.9 Probleme rezolvate

Problema 1.1 (Bile identice ı̂n cutii distincte cu un număr arbi-
trar de bile ı̂n cutii) Numărul de moduri ı̂n care k bile identice pot fi
introduse ı̂n n cutii distincte, cu un număr arbitrar de bile ı̂n fiecare cutie
este

(
n+k−1

k

)
.

Soluţie. Numărul cerut poate fi găsit prin aplicarea directă a teoremei 1.10,
pag. 15.

Problema 1.2 Care este numărul de soluţii ı̂ntregi nenegative ale ecuaţiei

x1 + x2 + . . .+ x6 = 10?

Soluţie. A se vedea exempul 1.14, pag. 16 sau problema 1.1. Numărul cerut
va fi din nou

(
15
5

)
.

Problema 1.3 (Bile identice ı̂n cutii distincte cu nici o cutie goală)
Numărul de moduri ı̂n care k bile identice pot fi introduse ı̂n n cutii distincte,
cu un număr arbitrar de bile ı̂n fiecare cutie şi nici o cutie goală, este

(
k−1
n−1

)
.

Soluţie. Folosim ideea din demonstraţia teoremei 1.10, pag. 15. Introducem
o bilă ı̂n fiecare cutie, ı̂ntrucât nu admitem cutii goale. Astfel, rămâne să
introducem cele k− n bile rămase ı̂n n cutii, ı̂n acelaşi mod ı̂n care s-a făcut
ı̂n problema precedentă. Acest număr este prin urmare(

n− 1 + k − n

n− 1

)
=

(
k − 1

n− 1

)
.

Problema 1.4 Care este numărul de soluţii ı̂ntregi pozitive (> 0) ale ecuaţiei

x1 + x2 + . . .+ x6 = 10?
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Soluţie. Conform problemei 1.3, numărul cerut este
(
9
5

)
.

Problema 1.5 Care este numărul de soluţii ı̂ntregi nenegative ale ecuaţiei

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 36,

unde x1 ≥ 4, x4 ≥ 7.

Soluţie. Problema poate fi reformulată astfel: Care este numărul de moduri
ı̂n care 36 bile identice pot fi introduse ı̂n 5 cutii distincte, cu cel puţin 4 bile
ı̂n prima cutie şi cel puţin 7 bile ı̂n a patra cutie?

Incepem prin a introduce 4 bile ı̂n prima cutie şi 7 bile ı̂n cutia a patra.
Rămân 25 bile care trebuie introduse arbitrar ı̂n 5 cutii, şi acest lucru se
poate face ı̂n

(
29
4

)
moduri (a se vedea problema 1.1).

Problema 1.6 (Problema deranjamentelor) O secretară ineficientă tre-
buie să introducă n scrisori ı̂n n plicuri adresate. In câte moduri poate realiza
faptul de a introduce fiecare scrisoare ı̂ntr-un plic greşit?

Soluţie. Trebuie să calculăm numărul de deranjamente ale permutării Πn

(definiţia 1.5, pag. 14). Fie π : Nn → Nn permutarea definintă prin

π(i) = j, dacă scrisoarea i este introdusă ı̂n plicul j.

Conform corolarului 1.3, pag. 9, numărul de deranjamente va fi

dn = n!− α1 + α2 − α3 · · ·+ (−1)nαn,

unde αk este numărul de permutări care fixează k poziţii. Spunem că o
permutare π fixează poziţia j dacă π(j) = j.

Putem alege k poziţii ı̂n
(
n
k

)
moduri. Pentru fiecare fixare a k poziţii,

există (n− k)! permutări ale poziţiilor rămase, prin urmare

αk =

(
n

k

)
(n− k)! =

n!

k!
.

Astfel

dn = n!

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)n

1

n!

)
.

Problema 1.7 (Poker) In jocul de poker există 52 cărţi de joc şi un jucător
primeşte 5 cărţi. Să se găsească numărul de cazuri posibile pentru fiecare din
următoarele mâini:
a. Chintă regală (A, K, Q, J, 10 de aceeaşi culoare);
b. Chintă de culoare (5 cărţi consecutive de aceeaşi culoare, dar nu chintă
regală);
c. Careu (oricare patru cărţi de acelaşi rang şi a cincea carte arbitrară);
d. Full house (3 cărţi de acelaşi rang şi ı̂ncă o pereche de alt rang);
e. Culoare (oricare 5 cărţi de aceeaşi culoare, dar nu chintă regală sau chintă
de culoare);
f. Chintă (oricare 5 cărţi consecutive, dar nu toate de aceeaşi culoare);
g. Trei de acelşi fel (3 cărţi de acelaşi rang şi 2 cărţi de 2 ranguri diferite);
h. Două perechi (câte 2 cărţi de 2 ranguri diferite şi a cincea carte de alt
rang);
i. O pereche (2 cărţi de un rang, plus 3 cărţi de 3 alte ranguri diferite).
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Soluţie.
a. 4 (există 4 alegeri pentru o culoare (♣,♢,♡,♠) şi câte o chintă regală

pentru fiecare culoare).
b. 4·9 = 36 (4 alegeri pentru o culoare, pentru fiecare culoare 9 moduri de

a obţine 5 cărţi ı̂n ordine: (A, 2, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5, 6), (3, 4, 5, 6, 7), . . . , (9, 10, J,Q,K)).
c. 13 · 48 = 624 (13 alegeri pentru un rang, un mod de a selecta 4 cărţi

din acest rang, 48 moduri de a selecta a cincea carte).
d. 13 ·

(
4
3

)
· 12 ·

(
4
2

)
= 3744 (13 moduri de a selecta un rang pentru cele

3 cărţi,
(
4
3

)
moduri de a alege 3 cărţi din acest rang, 12 moduri de a selecta

un rang pentru pereche şi
(
4
2

)
moduri de a obţine o pereche din acest rang).

e. 4
(
13
5

)
− 40 = 5108 (4 moduri de a selecta o culoare,

(
13
5

)
moduri de a

alege 5 cărţi dintr-o culoare; scădem chinta regală şi chinta de culoare).
f. 10 · 45 − 40 = 10200 (10 moduri de a alege 5 ranguri consecutive şi 4

moduri de a alege o carte din fiecare rang; scădem chinta regală şi chinta de
culoare).

g. 13
(
4
3

)(
12
2

)
· 42 = 54912 (13 moduri de a selecta un rang,

(
4
3

)
moduri de

a alege 3 cărţi dintr-un rang,
(
12
2

)
moduri de a alege celelalte ranguri şi 42

moduri de a alege o carte din fiecare din aceste 2 ranguri).
h.
(
13
2

)(
4
2

)(
4
2

)
·44 = 123 552 (

(
13
2

)
moduri de a selecta 2 ranguri,

(
4
2

)
moduri

de a alege 2 cărţi din fiecare din aceste ranguri, 44 moduri de a alege a cincea
carte).

i. 13
(
4
2

)(
12
3

)
· 43 = 1098 240 (13 moduri de a alege un rang,

(
4
2

)
moduri de

a alege 2 cărţi din acest rang,
(
12
3

)
moduri de a alege câte o carte din fiecare

din aceste ranguri).
Să menţionăm că există

(
52
5

)
= 2598 960 moduri de a alege 5 cărţi.

Numărul de mâini care nu aparţin nici uneia din situaţiile menţionate ante-
rior va fi 1 302 540, care este puţin mai mare decât

(
52
5

)
/2 = 1 299 480.



Capitolul 2

Probabilităţi discrete

2.1 Evenimente aleatoare

Multe procese din natură, societate, economie, medicină etc. depind de şansă,
adică rezultatul unui proces nu poate fi prevazut cu exactitate. Cursul de
schimb valutar dintr-o anumită zi din viitor, presiunea arterială a unei per-
soane la un moment dat, sunt doar două exemple. Asemenea evenimente
aleatoare nu pot fi prevăzute cu exactitate, dar frecvenţa relativă cu care
apar ı̂ntr-o serie lungă de repetări ale experimentului este de obicei stabilă.
Evenimentele care au această proprietate se numesc evenimente aleatoare sau
stochastice. Teoria probabilităţilor ne furnizează modele matematice pentru
asemenea fenomene aleatoare.

Un experiment aleator este un proces ı̂n care mai multe rezultate sunt
posibile, astfel că nu putem spune dinainte care va fi rezultatul experimen-
tului.

Spunem că două rezultate sunt incompatibile dacă ele nu pot avea loc
simultan. Posibilele rezultate două câte două incompatibile ale unui experi-
ment se numesc evenimentele elementare ale experimentului. Mulţimea
evenimentelor elementare este notată cu E şi este numită spaţiu de selecţie.
De exemplu, ı̂n experimentul aruncării unui zar o singură dată, evenimen-
tele elementare sunt e1, e2, . . . , e6, unde ei este evenimentul ≪apare faţa i≫ .
Deci, spaţiul de selecţie va fi E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}. Dacă se consideră
experimentul testării duratei de funcţionare a unui bec, există o infinitate
de evenimente elementare ex, x ∈ [0,∞), ex fiind evenimentul ≪durata de
funcţionare este x minute≫ .

Intrucât acest material este dedicat matematicilor discrete, vom considera
ı̂n continuare doar experimente cu un număr finit sau numărabil de rezultate.

Pe lângă evenimentele elementare, suntem desigur interesaţi de eveni-
mente mai complexe, de exemplu, atunci când este aruncat un zar, apariţia
unui număr par. Fie un experiment dat şi fie E mulţimea evenimentelor sale
elementare. Orice submulţime a lui E este numită eveniment. Un eveni-
ment A are loc dacă şi numai dacă unul din evenimentele elementare care
intră ı̂n componenţa lui A are loc. De exemplu, ı̂n experimentul aruncării
unui zar, mulţimea A = {e2, e4, e6} poate fi interpretată ca fiind evenimentul
≪apare un număr par≫ . Intr-adevăr, acest eveniment are loc ı̂n aruncarea
unui zar dacă şi numai dacă unul din evenimentele elementare conţinute ı̂n
A are loc.

Deoarece E ⊆ E şi ∅ ⊆ E, E şi ∅ pot de asemenea fi privite ca şi
evenimente, conform definiţiei unui eveniment. Intrucât mulţimea E este

32
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alcătuită din toate evenimentele elementare şi ı̂n orice experiment are loc
exact un eveniment elementar, E are loc ı̂ntotdeauna. De aceea E va fi
numit evenimentul sigur. Pe de altă parte, ∅ nu conţine nici un eveniment
elementar, prin urmare nu are loc niciodată. Prin urmare el va fi numit
evenimentul imposibil.

Fie A1, A2, . . . , An ⊆ E evenimente. Atunci:

1. A1 ∪ . . .∪An este un eveniment numit suma sau reuniunea evenimen-
telor Ai, care are loc exact atunci când cel puţin unul din evenimentele
A1, . . . , An are loc.

2. A1∩ . . .∩An este un eveniment numit produsul sau intersecţia eveni-
mentelor Ai, care are loc dacă şi numai dacă A1, . . . , An au loc simultan.

Evenimentele A1, A2 ⊆ E se numesc incompatibile dacă A1 ∩ A2 = ∅ (A1

şi A2 nu pot avea loc simultan).
Deoarece A = E \ A ⊆ E, A este de asemenea un eveniment. El are loc
exact atunci când A nu are loc. Evenimentul A va fi numit evenimentul
complementar lui A.

In final să menţionăm că toate proprietăţile operaţiilor ∪,∩ şi comple-
mentaritate valabile pentru mulţimi vor fi de asemenea valabile pentru eve-
nimente.

2.2 Axiomele teoriei probabilităţilor

Definiţia 2.1 (Kolmogorov) 1 Fie E un spaţiu de selecţie asociat unui
experiment aleator şi fie P(E) = {A, A ⊆ E}. O măsură de probabilitate
pe E este o funcţie P : P(E) → [0, 1] care satisface următoarele condiţii
(axiome):

1. P (E) = 1,

2. P

(
∞∪
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P (Ak) dacă Ak sunt evenimente două câte două dis-

juncte (incompatibile).

Consecinţe
Fie E un spaţiu de selecţie asociat unui experiment aleator şi fie A,B ⊆ E

evenimente. Au loc următoarele proprietăţi:

1. P (∅) = 0.

2. P

(
n∪

k=1

Ai

)
=

n∑
k=1

P (Ak) dacă Ak, k = 1, . . . , n, sunt evenimente două

câte două incompatibile.

3. P (A) = 1− P (A),

4. P (B \ A) = P (B)− P (A ∩B).
Dacă A ⊆ B, atunci P (B \ A) = P (B)− P (A).

5. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

6. Dacă A ⊆ B, atunci P (A) ≤ P (B).

1Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903–1987), matematician rus.
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7. Dacă Ai, i = 1, . . . , n, sunt evenimente arbitrare, atunci

P

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n

P (Ai ∩ Aj)+∑
1≤i<j<k≤n

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)− · · · − (−1)n P (A1 ∩ . . . ∩ An).

8. P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B).

9. P

(
∞∪
k=1

Ai

)
≤

∞∑
k=1

P (Ak).

Demonstraţie.

1. Luând ı̂n condiţia 2. A1 = E, Ak = ∅, pentru k > 1, obţinem

P (E) = P (E) +
∞∑
i=2

P (∅), deci P (∅) = 0.

2. Luăm ı̂n condiţia 2. Ak = ∅, pentru k > n.

3. Avem 1 = P (E) = P (A ∪ A) = P (A) + P (A).

4. Scriem B = (A ∩B) ∪ (B \A). Deoarece A ∩B şi B \A sunt disjuncte,
avem P (B) = P (A ∩B) + P (B \ A), de unde concluzia.

5. Scriem A∪B = A∪(B\A), deci P (A∪B) = P (A)+P (B\A). Inlocuind
P (B \ A) din proprietatea precedentă, obţinem concluzia.

6. Folosind proprietatea 4 pentru cazul A ⊆ B, obţinem 0 ≤ P (B \ A) =
P (B)− P (A), de unde inegalitatea cerută.

7. Această proprietate poate fi demonstrată prin inducţie după n. �

Observaţia 2.1 Definiţia 2.1 a fost dată de Kolmogorov şi ne vom referi
la 1. şi 2. ca şi la axiomele lui Kolmogorov. Există şi alte definiţii ale
probabilităţii, folosind unele din proprietăţile 1.-9., caz ı̂n care axiomele lui
Kolmogorov apar ca şi consecinţe.

Propoziţia 2.1 Dacă natura unui experiment este astfel ı̂ncât acesta are
doar un număr finit de evenimente elementare, şi dacă ele sunt egal proba-
bile, atunci din axiomele lui Kolmogorov rezultă că probabilitatea unui eve-
niment A este

P (A) =
numărul de evenimente elementare favorabile lui A

numărul tuturor evenimentelor elementare
. (2.1)

Formula (2.1) a fost folosită de Laplace2 pentru a defini probabilitatea.
Demonstraţie. Vom arăta că o probabilitate definită prin axiomele lui
Kolmogorov satisface (2.1).

2Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), matematician şi astronom francez.
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Pentru ı̂nceput considerăm spaţiul de selecţie E = {e1, . . . , en} cu ei eve-
nimente elementare egal probabile. Atunci

1 = P (E) = P (e1 ∪ . . . ∪ en) =
n∑

i=1

P (ei) = nP (ej), (2.2)

de unde

P (ej) =
1

n
pentru orice j ∈ Nn.

In a treia egalitate din (2.2) am folosit faptul că evenimentele elementare sunt
incompatibile. Mai departe, fie A ⊆ E, A = e1 ∪ e2 ∪ . . .∪ ek. Probabilitatea
lui A va fi

P (A) = P (e1 ∪ e2 ∪ . . . ∪ ek) =
k∑

j=1

P (ej) = k · 1
n
=

k

n
.

Intr-adevăr, k este numărul de evenimente elementare favorabile lui A şi n
este numărul total de evenimente elementare. In concluzie, (2.1) este demon-
strată. �

Exemplul 2.1 Două zaruri sunt aruncate simultan şi există un premiu atunci
când suma feţelor este ≥ 10. Care este probabilitatea de a câştiga premiul?

Solution. Spaţiul de selecţie asociat experimentului va fi

E = {e11, e12, . . . , e16, e21, e22, . . . , e26, . . . , e61, e62, . . . , e66},

ı̂n timp ce evenimentul A de a avea suma feţelor ≥ 10 poate fi scris ca şi

A = {e46, e55, e56, e64, e65, e66}.

Astfel,

P (A) =
|A|
|E|

=
6

36
=

1

6
.

2.3 Probabilităţi condiţionate şi

evenimente aleatoare independente

Probabilitatea unui eveniment aleator A este alterată, ı̂n general, când se
cunoaşte faptul că un alt eveniment aleator B cu P (B) ̸= 0 a avut loc.
Probabilitatea evenimentului A, cu condiţia că B (cu P (B) ̸= 0) a avut loc
deja, este notată cu P (A|B) şi este numită probabilitatea evenimentului
A condiţionată de evenimentul B.

Exemplul 2.2 Presupunem că avem două urne, U1 conţinând 5 albe şi 5
bile negre şi U2 conţinând o bilă albă şi 9 bile negre. Realizăm experimentul
de a alege la ı̂ntâmplare una din urne şi de a scoate, la ı̂ntâmplare, o bilă din
această urnă. Apoi considerăm următoarele evenimente:

B : ≪bila extrasă este albă≫ ,

Ai : ≪bila a fost extrasă din urna i≫ , i = 1, 2.

Atunci

P (B|A1) =
5

10
=

1

2
, P (B|A2) =

1

10
.
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In general, probabilităţile condiţionate sunt definite prin relaţiile

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, dacă P (B) ̸= 0,

P (B|A) =
P (A ∩B)

P (A)
, dacă P (A) ̸= 0,

care implică

P (A ∩B) = P (B) · P (A|B) = P (A) · P (B|A). (2.3)

Definiţia 2.2 Două evenimente aleatoare A,B se numesc independente
(unul de celălalt) atunci când realizarea unuia nu influenţează ı̂n nici un fel
probabilitatea de realizare a celuilalt, adică atunci când P (A|B) = P (A).

Astfel, pentru evenimentele independente A,B avem

P (A ∩B) = P (A) · P (B). (2.4)

Definiţia 2.3 Evenimentele aleatoare A1, . . . , An se numesc total
independente dacă pentru orice m ≤ n şi orice m-uplu (i1, i2, . . . , im), 1 ≤
i1 < i2 < . . . < im ≤ n are loc

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aim) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aim).

Definiţia 2.4 Evenimentele aleatoare A1, . . . , An se numesc două
câte două independente dacă Ai şi Aj sunt independente pentru orice
i ̸= j.

Este imediat faptul că evenimentele total independente sunt independente
două câte două. Totusi, implicaţia inversă nu este adevărată ı̂n general, aşa
cum arată următorul exemplu.

Exemplul 2.3 Fie E = {e1, e2, e3, e4} un spaţiu de selecţie, unde toate eve-
nimentele elementare ei au probabilitatea P (ei) = 1/4. Considerăm eveni-
mentele A = e1 ∪ e2, B = e1 ∪ e3, C = e1 ∪ e4. Vom arăta că evenimentele
A,B,C sunt două câte două independente, dar nu sunt total independente.

Pe de o parte, P (A) = P (B) = P (C) = 1/2,

P (A ∩B) = P (e1 ∪ (e2 ∩ e3)) = P (e1 ∪ ∅) = P (e1) =
1

4
,

şi analog P (A ∩ C) = P (B ∩ C) = 1/4. In concluzie

P (A ∩B) = P (A) · P (B),

P (A ∩ C) = P (A) · P (C),

P (B ∩ C) = P (B) · P (C),

deci evenimentele A,B,C sunt două câte două independente.
Pe de altă parte,

P (A ∩B ∩ C) = P (e1) =
1

4
, P (A) · P (B) · P (C) =

1

8
,

deci A,B,C nu sunt total independente.
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Teorema 2.2 Fie A1, A2, . . . , An evenimente aleatoare. Atunci

P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) =

P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2) · . . . · P (An|A1 ∩ . . . ∩ An−1).

Demonstraţie. Demonstraţia este imediată folosind inducţia după n şi for-
mula (2.3). �

O consecinţă imediată este

Corolarul 2.3 Dacă evenimentele A1, A2, . . . , An sunt total independente,
atunci

P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) = P (A1) · P (A2) · . . . · P (An).

2.4 Formula probabilităţii totale.

Formula lui Bayes3

Definiţia 2.5 Fie E un spaţiu de selecţie asociat unui experiment aleator.
O mulţime S = {A1, A2, . . . , An} de evenimente aleatoare se numeşte sistem
complet de evenimente (SCE) pentru E dacă

1. E = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An,

2. Ai ∩ Aj = ∅, pentru i ̸= j.

Un (SCE) se poate defini ı̂n mod analog pentru o mulţime numărabilă de
evenimente.

Teorema 2.4 (Legea probabilităţii totale) Fie E un spaţiu de selecţie
asociat unui experiment, S = {A1, A2, . . . , An} un (SCE) şi B un eveniment
aleator. Atunci

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai) · P (B|Ai). (2.5)

Formula (2.5) este cunoscută sub numele de formula probabilităţii totale
(FTP).
Demonstraţie. Avem

B = E ∩B = (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) ∩B

= (A1 ∩B) ∪ (A2 ∩B) ∪ . . . ∪ (An ∩B).

Intrucât evenimentele Ai ∩ B din ultima sumă sunt două câte două incom-
patibile, se obţine că

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai ∩B).

Mai departe, folosirea formulei (2.3) pentru probabilităţile P (Ai ∩ B) ne
conduce la concluzia (2.5). �

Observaţia 2.2 Să menţionăm că evenimentul B are loc ı̂mpreună cu unul
(şi numai unul) din evenimentele unui SCE.

3Thomas Bayes (1702-1762), matematician britanic.
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Exemplul 2.4 Avem trei urne de tipul 1 (conţinând două bile albe şi şase
bile negre) şi o urnă de tipul 2 (conţinând o bilă albă şi opt bile negre). Se
alege o urnă la ı̂ntâmplare şi apoi din urna aleasă se extrage o bilă. Care
este probabilitatea evenimentului B: ≪bila extrasă este albă≫ ?

Soluţie. Considerăm evenimentele Ai: ≪este aleasă o urnă de tipul i≫ , i =
1, 2. Atunci S = {A1, A2} va fi un SCE, ı̂ntrucât E = A1∪A2 şi A1∩A2 = ∅.
Evenimentul B are loc ı̂mpreună cu unul din evenimentele din S. Conform
formulei probabilităţii totale avem

P (B) = P (A1) · P (B|A1) + P (A2) · P (B|A2).

Inlocuind P (A1) = 3/4, P (A2) = 1/4, P (B|A1) = 2/8, P (B|A2) = 1/9,
obţinem P (B) = 31/144.

Presupunem că ipotezele teoremei probabilităţii totale sunt satisfăcute.
Atunci putem cere să se calculeze probabilitatea evenimentuluiAi, condiţionată
de faptul că evenimentul B a avut loc. Această probabilitate va fi

P (Ai|B) =
P (Ai) · P (B|Ai)

P (B)
=

P (Ai) · P (B|Ai)
n∑

k=1

P (Ak) · P (B|Ak)
. (2.6)

Această formulă este cunoscută sub numele de formula lui Bayes. Ea
este utilizată pentru a evalua probabilităţile evenimentelor Ai care formează
un (SCE), după ce se cunoaşte rezultatul unui experiment. De fapt acestea
sunt probabilităţile cauzelor realizării unui eveniment.

Formula lui Bayes conţine probabilităţile

P (Ai), P (B|Ai), i ∈ Nn,

care pot fi calculate ı̂naintea efectuării experimentului. Din acest motiv ele
se numesc probabilităţi a priori.

Executând experimentul, constatăm că evenimentul B a avut loc şi vrem
să stabilim probabilităţile

P (Ai|B), pentru i = 1, . . . , n,

unde P (Ai|B) reprezintă probabilitatea ca realizarea lui B să fie datorată
apariţiei evenimentului Ai (B să se fi realizat ı̂mpreună cu Ai). Aceste pro-
babilităţi se numesc probabilităţi a posteriori.

Exemplul 2.5 In experimentul din exemplul 2.4, presupunem că a fost ex-
trasă o bilă albă (B s-a realizat). Care este probabilitatea ca bila extrasă sa
fi provenit dintr-o urnă de tipul 1 (probabilitatea ca să se fi realizat datorită
evenimentului A1)?

Soluţie. Aplicând formula lui Bayes obţinem

P (A1|B) =
P (A1) · P (B|A1)

P (B)
=

3
4
· 1
4

31
144

=
27

31
.
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2.5 Scheme probabilistice

2.5.1 Schema binomială

Presupunem că avem o urnă conţinând N1 bile albe şi N2 bile negre. Extra-
gem o bilă, observăm culoarea sa şi apoi o reintroducem ı̂n urnă. Evident,
compoziţia urnei rămâne neschimbată de la o extragere la alta. Dacă notăm
cu A evenimentul ≪bila extrasă este albă≫ , atunci A va fi evenimentul ≪bila
extrasă este neagră≫ şi probabilităţile acestor evenimente vor fi

P (A) =
N1

N
= p, P (A) =

N2

N
= q, cu N = N1 +N2.

Desigur, p+ q = 1 şi p, q rămân neschimbate de la o extragere la alta.
Efectuăm n asemenea extracţii conform procedurii descrise mai sus. Ce-

rem probabilitatea evenimentului

Xk : ≪printre cele n bile extrase, k sunt albe şi n− k sunt negre≫ .

Soluţie. O successiune favorabilă de evenimente A,A este evenimentul

B = A A . . . A︸ ︷︷ ︸ A A . . . A︸ ︷︷ ︸ .
k ori n− k ori

Astfel, P (B) = pkqn−k. Intrucât există
(
n
k

)
esemenea evenimente favorabile

cu k apariţii ale lui A şi n− k apariţii ale lui A (vezi exemplul 1.12, pag. 15)
şi ı̂ntrucât aceste

(
n
k

)
evenimente sunt incompatibile, avem

P (Xk) =

(
n

k

)
pkqn−k, pentru k = 0, 1, . . . , n.

Observaţia 2.3 Probabilitatea P (Xk) este coeficientul lui xk din polinomul
φn(x) = (p x + q)n. Din acest motiv, funcţia φn se numeşte funcţia genera-
toare pentru schema binomială.

Schema binomială a fost studiată pentru prima oară de Bernoulli4. Din acest
motiv, ea este se mai numeşte şi schema lui Bernoulli. O aplicare a acestei
scheme este prezentată ı̂n paragraful 2.14, pag. 62.

2.5.2 Schema multinomială

Această schemă este o generalizare a schemei binomiale. Presupunem că se
dă o urnă care conţine N bile de k culori notate c1, c2, . . . , ck. Mai precis,
există Ni bile de culoarea ci, pentru i ∈ Nk, N1 + . . .+Nk = N . Ca ı̂n cazul
anterior, extragem o bilă, observăm culoarea ei şi o reintroducem ı̂n urnă.
Dacă se notează cu Ai evenimentul ≪bila extrasă are culoarea ci≫ , atunci

pi = P (Ai) =
Ni

N
, pentru i ∈ Nk

şi S = {A1, A2, . . . , Ak} va fi un sistem complet de evenimente, cu evenimen-
tul sigur E : ≪o bilă este extrasă≫ . Evident, p1 + p2 + . . .+ pk = 1.

4James Bernoulli (cunoscut şi ca Jacob I) (1654-1705), matematician elveţian.
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Efectuăm n extrageri ı̂n modul descris mai sus. Cerem probabilitatea
evenimentului

Xn1,...,nk
: ≪printre cele n bile extrase, ni au culoarea ci, pentru i ∈ Nk≫ .

Desigur, n1 + n2 + . . .+ nk = n.
Soluţie. Vom arăta că

P (Xn1,n2,...,nk
) =

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
· pn1

1 pn2
2 . . . pnk

k . (2.7)

O succesiune favorabilă de evenimente A1, A2, . . . , Ak este evenimentul

B = A1 A1 . . . A1︸ ︷︷ ︸ A2 A2 . . . A2︸ ︷︷ ︸ . . . Ak Ak . . . Ak︸ ︷︷ ︸ .
n1 ori n2 ori nk ori

Probabilitatea acestui eveniment este P (B) = pn1
1 pn2

2 . . . pnk
k . Intrucât există(

n

n1, n2, . . . , nk

)
asemenea evenimente favorabile cu ni apariţii ale culorii ci pentru 1 ≤ i ≤ n
(vezi teorem 1.14, pag. 20) şi ı̂ntrucât aceste evenimente sunt incompatibile,
formula (2.7) are loc.

Teorema 1.15 ne permite să facem următoarea observaţie.

Observaţia 2.4 Probabilitatea ı̂n (2.7) este coeficientul lui
xn1
1 xn2

2 . . . xnk
k al polinomului ı̂n k variabile

Φn(x1, x2, . . . , xk) = (p1x1 + p2x2 + . . .+ pkxk)
n.

Datorită aceastui fapt, această funcţie se numeşte funcţia generatoare a
schemei multinomiale.

2.5.3 Schema hipergeometrică

Presupunem că avem o urnă conţinând N bile, din care N1 sunt albe şi
N2 = N −N1 sunt negre. Se extrag n bile succesiv, fără a le reintroduce ı̂n
urnă. Se cere probabilitatea evenimentului

Yn1,n2 : ≪printre cele n bile extrase, n1 sunt albe şi n2 sunt negre≫ .

Soluţie. Dacă notăm bilele albe cu a1, a2, . . . , aN1 , şi bilele negre cu b1, b2, . . . , bN2 ,
există

(
N
n

)
moduri de a extrage n bile dintr-o urnă de N bile şi o succesiune

favorabilă de bile este de forma

ai1 , ai2 , . . . , ain1
, bj1 , bj2 , . . . , bjn2

.

Există
(
N1

n1

)
moduri de a extrage n1 bile albe dintr-un total de N1 bile albe.

Pentru fiecare succesiune fixată de bile albe, există
(
N2

n2

)
moduri de a extrage

n2 bile negre dintr-un total de N2 bile negre. Deci, ı̂n total există(
N1

n1

)(
N2

n2

)
extracţii favorabile şi prin urmare probabilitatea cerută este

P (Yn1,n2) =

(
N1

n1

)(
N2

n2

)(
N
n

) =

(
N1

n1

)(
N2

n2

)(
N1+N2

n1+n2

) . (2.8)
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2.5.4 Schema hipergeometrică generalizată

Schema hipergeometrică se poate generaliza ı̂n felul următor: se presupune
că o urnă conţine N bile de k culori, notate c1, c2, . . . , ck. Mai precis, există
Ni bile de culoarea ci (1 ≤ i ≤ n) şi N1 + . . . +Nk = N . Se extrag n bile şi
se cere probabilitatea evenimentului

Yn1,...,nk
: ≪printre cele n bile extrase, ni au culoarea ci, i ∈ Nk≫ .

Desigur, n1 + n2 + . . .+ nk = n.
Argumente similare cu cele folosite la schema hipergeometrică ne conduc

la formula

P (Yn1,n2,...,nk
) =

(
N1

n1

)(
N2

n2

)
. . .
(
Nk

nk

)(
N
n

) . (2.9)

2.5.5 Schema urnelor lui Poisson

In această schemă avem n urne notate Ui, 1 ≤ i ≤ n, fiecare conţinând bile
albe şi negre, dar ı̂n proporţii diferite. Introducem următoarele notaţii:

pi = probabilitatea să extragem o bilă albă din urna Ui,

qi = probabilitatea să extregem o bilă neagră din urna Ui,

pentru 1 ≤ i ≤ n şi cu pi + qi = 1. Extragem n bile, câte una din fiecare
urnă, şi vrem să calculăm probabilitatea evenimentului

Zk : ≪printre cele n bile extrase, k sunt albe şi n− k sunt negre≫ .

Soluţie. Pentru a simplifica prezentarea, considerăm pentru ı̂nceput cazul
particular n = 4 şi calculăm probabilitatea de a avea k = 3 bile albe şi o
bilă neagră (n − k = 1). Pentru i ∈ N4, considerăm evenimentele Ai :≪bila
extrasă din urna Ui este albă≫ . Atunci evenimentele complementare Ai vor
fi ≪bila extrasă din urna Ui este neagră≫ .

Evenimentele care exprimă extracţiile favorable sunt:

B1 = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4,

B2 = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4,

B3 = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4,

B4 = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4,

evenimentele din componenţa fiecărui produs fiind total independente. Prin
urmare, probabilităţile evenimentelor favorable sunt

P (B1) = p1p2p3q4, P (B2) = p1p2q3p4,

P (B3) = p1q2p3p4, P (B4) = q1p2p3p4.

Mai departe, evenimentul Z3 poate fi scris ca şi

Z3 = B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4.

Intrucât evenimentele din această sumă sunt incompatibile, probabilitatea
cerută va fi suma probabilităţilor P (Bi),

P (Z3) = p1p2p3q4 + p1p2q3p4 + p1q2p3p4 + q1p2p3p4. (2.10)
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Dacă se consideră polinomul

Q4(x) = (p1x+ q1)(p2x+ q2)(p3x+ q3)(p4x+ q4),

atunci P (Z3) reprezintă coeficientul lui x3 din polinomul Q4(x).
In cazul general, considerăm polinomul

Qn(x) =
n∏

i=1

(pix+ qi)

şi folosim un raţionament similar pentru a arăta că probabilitatea P (Zk) este
coeficientul lui xk din Qn(x).

Observaţia 2.5 Dacă toate urnele sunt identice, atunci pi = p, qi = q şi
polinomul Qn(x) se reduce la

Qn(x) = (px+ q)n.

Coeficientul lui xk va fi (
n

k

)
pkqn−k,

care este exact probabilitatea din schema binomială. Intr-adevăr, faptul că
urnele sunt identice este echivalent cu situaţia când avem o urnă şi reintro-
ducem bila ı̂n urnă după fiecare extragere.

2.6 Variablile aleatoare

Există multe definiţii pentru variabila aleatoare (v.a.), din care o vom adopta
pe următoarea:

Definiţia 2.6 O variabilă care ia valori care depind de rezultatul unui expe-
riment, astfel depinzând de şansă, este numită variabilă aleatoare. Aceasta
este de fapt o funcţie cu valori reale definită pe spaţiul de selecţie.

De exemplu, numărul de bacterii pe o unitate de suprafaţă ı̂n studiul
efectului unui medicament, numărul de votanţi ı̂n favoarea anumitui candidat
sunt variabile aleatoare.

Definiţia 2.7 Fie X o variabilă aleatoare. Funcţia de distribuţie (sau
functtia de repartiţie) a v.a. X este definită prin F : R → [0, 1],

F (x) = P (X < x), pentru orice x ∈ R.

Din punctul de vedere al teoriei probabilităţilor, o variabilă aleatoare este
complet caracterizată de funcţia sa de repartiţie. Ea se consideră cunoscută
atunci când funcţia sa de repartiţie este cunoscută. Funcţia de repartiţie F
definită mai sus următoarele proprietăţi:

P1. P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a), pentru orice a, b ∈ R, a < b.
Demonstraţie. Dacă se consideră evenimentele

A : a ≤ X < b,

B : X < b,

C : X < a,
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avem B = A ∪ C şi A ∩ C = ∅. Astfel, P (B) = P (A) + P (C) şi prin
urmare

P (A) = P (B)− P (C) = P (X < b)− P (X < a) = F (b)− F (a).

P2. Funcţia F este crescătoare.
Demonstraţie. Fie x1 ≤ x2. Atunci P (x1 ≤ X < x2) ≥ 0, de unde,
folosind P1, F (x2)− F (x2) ≥ 0.

P3. Funcţia F este continuă la stânga:

F (x− 0) = F (x), pentru orice x ∈ R.

P4. lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1.

In practică există două tipuri de variabile aleatoare: discrete şi continue.

2.6.1 Variabile aleatoare discrete

Definiţia 2.8 O variabilă aleatoare X se numeşte discretă (v.a.d.) dacă
poate lua doar un număr finit sau numărabil de valori. Astfel, ea este de-
terminată de valorile sale x1, x2, . . . , xn (sau x1, x2, . . .) şi de probabilităţile
pi = P (X = xi) cu care ia aceste valori. Valorile pi trebuie să satisfacă∑

i pi = 1.

Deci, o v.a.d. poate fi scrisă ca şi

X :

(
x1 x2 . . . xn

p1 p2 . . . pn

)
, pi > 0,

n∑
i=1

pi = 1,

dacă ia un număr finit de valori, sau ca şi

X :

(
x1 x2 . . . xn . . .
p1 p2 . . . pn . . .

)
, pi > 0,

∞∑
i=1

pi = 1,

dacă mulţimea valorilor sale este numărabilă. Pentru a nu considera de fiecare
dată cazuri separate, vom adopta uneori a doua notaţie pentru o v.a. finită,
admiţând că pi = 0 pentru i = n+ 1, n+ 2, . . .. In acest caz vom nota

X = {x1, x2, . . . , xn, . . .} sau X = {x1, x2, . . . , xn}.

Definiţia 2.9 Funcţia fX : X → {p1, p2, . . . , pn, . . .},

fX(xi) = pi = P (X = xi),

se numeşte funcţie de probabilitate a v.a.d. X.

Funcţia de probabilitate fX defineşte complet variabila aleatoare X.

Propoziţia 2.5 Cu notaţiile de mai sus avem

F (x) =
∑
xi<x

pi.



CAPITOLUL 2. PROBABILITĂŢI DISCRETE 44

Figura 2.1: Funcţia de repartiţie a unei variabile aleatoare discrete.

Demonstraţie. Fie k ∈ N astfel ı̂ncât xk < x ≤ xk+1. Atunci

F (x) = P (X < x)

= P (X = x1 ∪ X = x2 ∪ . . . ∪ X = xk)

= p1 + p2 + . . .+ pk =
k∑

i=1

pi =
∑
xi<x

pi.

�

Definiţia 2.10 Variabilele aleatoare X şi Y se numesc independente dacă

P (X = x, Y = y) = P (X = x) · P (Y = y).

Variabilele aleatoare X1, . . . , Xn se numesc total independente dacă pentru
orice m ≤ n şi orice m-uplu (i1, i2, . . . , im), 1 ≤ i1 < i2 < . . . < im ≤ n avem

P (Xi1 = x1, Xi2 = x2, . . . , Xim = xm)

= P (Xi1 = x1) · P (Xi2 = x2) · . . . · P (Xim = xm).

2.6.2 Variabile aleatoare continue

Definiţia 2.11 O v.a. se numeşte absolut continuă dacă funcţia sa de
distribuţie F poate fi scrisă ca şi

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

In acest caz, funcţia f : R → R se numeşte functţia densitate a distribuţiei.

Intrucât lim
x→∞

F (x) = 1, funcţia densitate trebuie să satisfacă egalitatea∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1.

Alte proprietăţi imediate ale unei v.a. continue sunt:

P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx,

P (X = a) = 0.
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Un exemplu de distribuţie continuă des ı̂ntâlnit ı̂n practică este distribuţia
normală, numită şi distribuţia lui Gauss:5

f(x) =
1√
2πσ

· e−
1
2(

x−µ
σ )

2

.

Această distribuţie de probabilitate are o importanţă majoră ı̂n multe do-
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Figura 2.2: Câteva funcţii densitate normale.

menii. Ea constă dintr-o familie de distribuţii de aceeaşi formă generală,
depinzând de doi parametri: media µ şi deviaţia standardσ. Graficul său se
numeşte deseori clopotul lui Gauss, datorită faptului că graficul funcţiei sale
densitate de probabilitate are forma unui clopot (vezi figura 2.2).

In continuare ne vom limita la variabile aleatoare discrete.

2.7 Suma variabilelor aleatoare

Definiţia 2.12 Fie X, Y două variabile aleatoare discrete. Suma lor este de
asemenea o v.a.d., notată X + Y , şi definită prin

P (X + Y = z) =
∑
x∈X

P (X = x, Y = z − x), (2.11)

Pentru suma a n variabile aleatoare X1, . . . , Xn, definiţia poate fi adaptată
cu uşurinţă:

P (X1 + . . .+Xn = z) =∑
x1∈X1,...,xn−1∈Xn−1

P (X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = z − (x1 + . . .+ xn−1).

Dacă X,Y sunt variabile aleatoare independente, suma (2.11) devine

P (X + Y = z) =
∑
x∈X

P (X = x) · P (Y = z − x).

Exemplul 2.6 Fie p ∈ (0, 1), q = 1− p şi fie X, Y v.a. independente gene-
rate de schema binomială:

X :

(
i(

n
k

)
piqn−i

)
, i = 0, . . . , n, Y :

(
j(

m
j

)
pjqm−j

)
, j = 0, . . . ,m.

5Carl Friedrich Gauss (Gauß) (1777-1855), matematician şi fizician german, care a
adus contribuţii semnificative ı̂n multe domenii, printre care teoria numerelor, analiză,
geometrie diferenţială, geodezie, magnetism, astronomie şi optică.
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Pentru suma X + Y avem

P (X + Y = k) =
k∑

j=0

P (X = j) · P (Y = k − j)

=
k∑

j=0

(
n

j

)
pjqn−j ·

(
m

k − j

)
pk−jqm−(k−j)

= pkqn+m−k

k∑
j=0

(
n

j

)(
m

k − j

)
= pkqn+m−k

(
m+ n

k

)
.

In concluzie,

X + Y :

(
k(

m+n
k

)
pkqm+n−k

)
, i = 0, . . . ,m+ n.

2.8 Exemple de variabile aleatoare discrete

2.8.1 Distribuţia binomială

Definiţia 2.13 Variabila aleatoare discretă X are o distribuţie binomială
cu parametrii n, p (n ∈ N, p ∈ (0, 1)) dacă funcţia sa de probabilitate este
fX : {0, 1, . . . , n} → (0, 1],

fX(k) =

(
n

k

)
pkqn−k pentru orice k ∈ Nn ∪ {0}, unde q = 1− p. (2.12)

Definiţia este corectă ı̂ntrucât fX > 0 şi
n∑

k=0

fX(k) = 1, ultima egalitate

rezultând din
n∑

k=0

(
n

k

)
pkqn−k = (p+ q)n = 1.

Cu notaţiile din definiţia 2.8, această v.a. se poate scrie de asemenea

X :

(
k(

n
k

)
pkqn−k

)
, k ∈ {0, 1, . . . , n}. (2.13)

Distribuţia binomială poate fi definită astfel: presupunem că repetăm un
experiment de n ori şi că experimentele individuale ı̂n această serie de repetări
sunt total independente. Presupunem de asemenea că ı̂n toate experimentele
un eveniment A are loc cu probabilitatea p, independentă de numărul expe-
rimentului. Atunci v.a. X va reprezenta numărul de apariţii ale lui A ı̂ntr-o
asemenea serie de n experimente. Cum am văzut deja ı̂n paragraful 2.5.1,
funcţia de probabilitate fX este ı̂ntr-adevăr cea dată ı̂n (2.12).

2.8.2 Distribuţia hipergeometrică

Definiţia 2.14 Variabilă aleatoare discretă X are o distribuţie
hipergeometrică cu parametrii n, a, b (n, a, b ∈ N, n ≤ a, n ≤ b) dacă
funcţia sa de probabilitate este fX : {0, 1, . . . , n} → (0, 1],

fX(k) =

(
a
k

)(
b

n−k

)(
a+b
n

) , pentru orice k ∈ {0, 1, . . . , n}. (2.14)
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Definiţia este corectă, ı̂ntrucât fX > 0 şi
n∑

k=0

fX(k) = 1. Ultima egalitate are

loc din identitatea lui Vandermonde6

n∑
k=0

(
a

k

)(
b

n− k

)
=

(
a+ b

n

)
, (2.15)

care rezultă prin identificarea coeficientului lui xn din egalitatea

(1 + x)a+b = (1 + x)a(1 + x)b.

V. a. hipergeometrică poate fi generată folosind schema hipergeometrică (a
se vedea paragraful 2.5.3).

2.8.3 Distribuţia lui Poisson

Definiţia 2.15 Variabila aleatoare discretă X are o distribuţie
Poisson7 cu parametrul λ > 0 dacă funcţia sa de probabilitate este fX :
{0, 1, 2, . . .} → (0, 1],

fX(k) =
λk

k!
e−λ. (2.16)

Avem fX > 0 şi

∞∑
k=0

fX(k) = e−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= e−λ · eλ = 1,

deci definiţia este corectă.

2.8.4 Distribuţia geometrică

Definiţia 2.16 Variabila aleatoare discretă X are o distribuţie geome-
trică cu parametrul p ∈ (0, 1] dacă funcţia sa de probabilitate este fX : N →
(0, 1],

fX(k) = p qk−1, pentru orice k ∈ N şi cu q = 1− p. (2.17)

Distribuţia geometrică poate fi generată astfel: considerăm un experiment
şi fie A un eveniment care poate avea loc ca şi rezultat al experimentului.
Fie p = P (A). Repetăm experimentul independent, până la prima apariţie
a lui A şi notăm cu Ai evenimentul care constă ı̂n apariţia lui A ı̂n al i-lea
experiment, i = 1, 2, . . . . Atunci, pentru variabila aleatoare X reprezentând
numărul de experimente efectuate până la prima apariţie a lui A, avem

fX(k) = P (X = k) = P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak−1 ∩ Ak) = p qk−1.

Desigur, fX > 0 şi
∞∑
k=1

p qk−1 =
p

1− q
= 1,

seria implicată fiind cea geometrică.

6Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796), muzician şi chimist francez.
7Siméon Denis Poisson (1781-1840), matematician şi fizician francez.



CAPITOLUL 2. PROBABILITĂŢI DISCRETE 48

2.8.5 Distribuţia binomială negativă

Definiţia 2.17 Variabila aleatoare discretă X are o distribuţie binomială
negativă, sau binomială cu exponent negativ cu parametrul p ∈ (0, 1],
dacă funcţia sa de probabilitate este
fX : {n, n+ 1, . . .} → (0, 1],

fX(k) =

(
k − 1

n− 1

)
pnqk−n, (2.18)

pentru orice k ∈ {n, n+ 1, . . .}, q = 1− p.

Pentru a demonstra corectitudinea, folosim seria binomială generalizată

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + . . .

=
∞∑
j=0

(
α

j

)
xj cu α ∈ R, |x| < 1. (2.19)

Aici
(
α
j

)
reprezintă numărul binomial(

α

j

)
=

α(α− 1) . . . (α− j + 1)

j !
,

definit ı̂n formula (1.9), pag. 14.
In cazul particular x = −q, α = −n , seria (2.19) devine

(1− q)−n =
∞∑
j=0

(
n+ j − 1

j

)
qj =

∞∑
j=0

(
n+ j − 1

n− 1

)
qj

=
∞∑
k=n

(
k − 1

n− 1

)
qk−n,

de unde
∞∑
k=n

fX(k) = pn(1− q)−n = 1

şi prin urmare v.a. este definită corect.
V.a. binomială cu exponent negativ poate fi generată astfel: considerăm

un experiment şi fie A un eveniment care poate avea loc ca şi rezultat al
acestuia. Fie p = P (A) > 0. Repetăm experimentul independent, până când
evenimentul A are loc de n ori, după care ne oprim. X este variabila aleatoare
care reprezintă numărul de experimente efectuate până când A s-a realizat de
n ori. Valorile posibile pentru X sunt ı̂ntr-adevăr n, n+1, n+2, . . .. Atunci,
pentru un k (k ≥ n) fixat, fX(k) poate fi calculată astfel:

fX(k) = P (X = k) = P (An−1
k−1 ∩ A1

k),

unde A1
k şi An−1

k−1 sunt evenimentele

A1
k : ≪A are loc ı̂n al k-lea experiment≫ ,

An−1
k−1 : ≪A are loc de n− 1 ori ı̂n primele k − 1 experimente≫ .
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Probabilităţile lor sunt, folosind schema binomială (vezi paragraful 2.5.1),

P (A1
k) = p,

P (An−1
k−1) =

(
k − 1

n− 1

)
pn−1(1− p)(k−1)−(n−1) =

(
k − 1

n− 1

)
pn−1qk−n.

Intrucât aceste evenimente sunt independente, formula (2.18) este demon-
strată.

2.8.6 Distribuţia urnelor lui Poisson

Definiţia 2.18 Variabila aleatoare discretă X urmează distribuţia urne-
lor lui Poisson cu parametrii pi ∈ (0, 1], i ∈ {1, . . . , n} dacă funcţia sa de
probabilitate este fX : {0, 1, . . . , n} → (0, 1],

fX(k) = p̃k, (2.20)

pentru toţi k ∈ {0, 1, . . . , n}, unde p̃k este coeficientul lui xk din polinomul

Qn(x) =
n∏

i=1

(pix+ qi).

Aici qi = 1− pi. Această v.a. este bine definită ı̂ntrucât fX > 0 şi

n∑
k=0

p̃k = Qn(1) =
n∏

i=1

(pi + qi) = 1.

Această distribuţie este generată de schema urnelor lui Poisson (vezi para-
graful 2.5.5).

2.9 Valoarea medie şi varianţa unei variabile

aleatoare discrete

Fie X o v.a.d. cu valorile posibile x1, x2, . . . , xn, . . ., şi fie pk = P (X = xk) şi
i ∈ N.

Definiţia 2.19 Numărul

αi =
∑
k

xi
k pk,

dacă seria converge absolut, se numeşte momentul de ordin i al lui X.
Numărul

µi =
∑
k

(xk − α1)
ipk,

se numeşte momentul centrat de ordin i al lui X.

De o importanţă deosebită sunt momentele α1 şi µ2.

Definiţia 2.20 Numărul

α1 =
∑
k

xk pk,

se numeşte expectaţa sau valoarea aşteptată sau valoarea medie sau
media lui X şi este notat cu E(X) sau M(X).
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Valoarea medie este o măsură a centrului de distribuţie, ı̂n sensul următor:
dacă pk sunt interpretate ca şi mase asociate punctelor xk ∈ R, atunci E(X)
este centrul de masă al acestui sitem, pe axa reală:

α1 = E(X) =

∑
xk pk∑
pk

.

Exemplul 2.7 Dacă se consideră variabila aleatoare

X :

(
k
1/6

)
k∈N6

reprezentând numărul feţei apare când se aruncă un zar, atunci valoarea sa
medie este

E(X) =
6∑

k=1

k · pk =
1

6

6∑
k=1

k = 3.5 .

Definiţia 2.21 Numărul µ2 se numeşte varianţa lui X şi este notat cu
var (X) sau D2(X). Astfel,

var (X) =
∑
k

(xk − α1)
2 pk = E

(
(X − E(X))2

)
.

Rădăcina pătrată a varianţei este numită deviaţia standard sau disper-
sia, şi este notată cu σ(X) sau D(X):

σ(X) =
√

var (X).

Inainte de a prezenta proprietăţile de bază ale expectanţei şi varianţei, dăm
următoarea definiţie.

Definiţia 2.22 Fie X :

(
xk

pk

)
, k ∈ I, o v.a.d., i ∈ N şi a ∈ R. Atunci

variabilele aleatoare a+X, aX şi X i sunt definite, respectiv, ca şi

a+X :

(
a+ xk

pk

)
, k ∈ I,

aX :

(
a xk

pk

)
, k ∈ I,

X i :

(
xi
k

pk

)
, k ∈ I.

Propoziţia 2.6 Expectanţa şi varianţa au următoarele proprietăţi:

P1. E(a) = a, dacă a este v.a. constantă a :
(
a
1

)
.

P2. E(aX) = aE(X).

P3. E(X + Y ) = E(X) + E(Y ); Intr-adevăr, dacă Z = X + Y,

X :

(
xk

pk

)
, k ∈ Nn, Y :

(
yk
rk

)
, k ∈ Nm, atunci Z :

(
xi + yj
pij

)
,

cu pij = P (X = xi, Y = yj), i ∈ N, j ∈ Nm. Astfel,

E(Z) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(xi + yj)pij =
n∑

i=1

xi

m∑
j=1

pij +
m∑
j=1

yj

n∑
i=1

pij.
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Dar

m∑
j=1

pij = P (Z = xi + y1) + . . .+ P (Z = xi + ym)

= P (Z = xi + y1 ∪ . . . ∪ Z = xi + ym)

= P (X = xi) = pi,

pentru toţi i ∈ Nn. Analog calculăm
∑n

i=1 pij = rj, pentru orice j ∈ Nm,
de unde concluzia

E(X + Y ) =
n∑

i=1

xipi +
m∑
j=1

yjrj = E(X) + E(Y ).

P4. E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ), E

(
n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

aiE(Xi)

P5. E(X − E(X)) = 0.

P6. Dacă X ≥ 0, atunci E(X) ≥ 0.

P6’. Dacă X ≥ Y, atunci E(X) ≥ E(Y ).

P7. var (X) = α2 − α2
1 = E(X2)− (E(X))2 . Intr-adevăr,

var (X) = E
(
(X − E(X))2

)
= E

(
X2 − 2E(X) ·X + (E(X))2

)
= E(X2)− 2E(X) · E(X) + (E(X))2

= E(X2)− (E(X))2.

P8. var (aX + b) = a2var (X). Intr-adevăr,

var (aX + b) = E
(
(aX + b− E(aX + b))2

)
= E

(
(aX + b− aE(X)− b)2

)
= E

(
a2(X − E(X))2

)
= a2var (X).

Consecinţe:
var (b) = 0,

var (X + b) = var (X),

var (aX) = a2var (X).

P9. Dacă X, Y sunt v.a. independente, E(X · Y ) = E(X)E(Y ).

Intr-adevăr, fie

X :

(
xk

pk

)
, k ∈ Nn, Y :

(
yk
rk

)
, k ∈ Nm. Atunci X · Y :

(
xiyj
pij

)
,

cu

pij = P (X = xi ∩ Y = yj) = P (X = xi) · P (Y = yj) = pirj.
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Atunci

E(X · Y ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

xiyjpij =
n∑

i=1

m∑
j=1

xiyjpirj

=

(
n∑

i=1

xipi

)(
m∑
j=1

yjrj

)
= E(X)E(Y ).

P9’. Dacă Xi, i ∈ Ns sunt v.a.d. total independente, atunci

E

(
s∏

i=1

Xi

)
=

s∏
i=1

E(Xi).

Observaţia 2.6 Dacă două v.a.d. nu sunt independente, proprietatea P9
nu are loc ı̂n general.

Deviaţia standard şi varianţa sunt o măsură a ı̂mprăştierii unei distribuţii
ı̂n jurul valorii medii.

2.10 Covarianţa

Cum am văzut, este important să calculăm varianţa unei sume de v.a., cu-
noscând varianţele termenilor sumei. Pentru aceasta, avem nevoie câteva
rezultate preliminare. Începem cu următoarea definiţie.

Definiţia 2.23 Fie X,Y două v.a. astfel ı̂ncât E(X), E(Y ),
E(X · Y ), var (X) şi var (Y ) există. Covarianţa lui X şi Y este definită
prin

cov (X, Y ) = E ((X − E(X)) · (Y − E(Y ))) . (2.21)

Propoziţia 2.7 Covarianţa are următoarele proprietăţi:

P1. cov (X,X) = var (X).

P2. cov (X, Y ) = E(X · Y )− E(X)E(Y ).

P2’. Dacă X şi Y sunt independente, atunci cov (X,Y ) = 0.

P3. Dacă Xi, i ∈ Nn, atunci

var
( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

var (Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

cov (Xi, Xj). (2.22)

Demonstraţie. Avem, folosind P4 din propoziţia 2.6 pag. 50,

var
( n∑

i=1

Xi

)
= E

(( n∑
i=1

Xi −
n∑

i=1

E(Xi)
)2)

= E
(( n∑

i=1

Xi − E(Xi)
)2)

.

Folosind apoi formula( n∑
i=1

ai

)2
=

n∑
i=1

a2i + 2
∑

1≤i<j≤n

aiaj,

pentru ai = Xi − E(Xi), se obţine concluzia.
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Definiţia 2.24 Variabilele aleatoare X1, X2, . . . , Xn se numesc necorelate
dacă

cov (Xi, Xj) = 0, pentru i ̸= j.

In acest moment putem să dăm un rezultat privind varianţa sumei de varia-
bile aleatoare. Mai precis, are loc următorul rezultat.

Propoziţia 2.8 Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

P4. V.a. total independente sunt necorelate.

P5. Dacă X1, . . . , Xn sunt v.a. necorelate, atunci

var (X1 +X2 + . . .+Xn) = var(X1) + var(X2) + . . .+ var(Xn).

Demonstraţie Al doilea termen din membrul drept al egalităţii (2.22)
se anulează.

P6. var(X + Y ) = var(X) + var(Y ) dacă şi numai dacă
cov(X,Y ) = 0.

2.11 Valori medii şi varianţe pentru câteva

variabile aleatoare discrete

Distribuţia binomială

Teorema 2.9 Dacă X este a v.a.d. având o distribuţie binomială dată ı̂n
(2.13), atunci

E(X) = np, var (X) = np q.

Demonstraţie.

E(X) =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
pkqn−k.

Pentru a calcula această sumă, derivăm formula binomială ı̂n raport cu x

(q + p x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
pkxkqn−k,

obţinând

n(q + p x)n−1p =
n∑

k=1

(
n

k

)
pkqn−kkxk−1. (2.23)

Pentru x = 1, avem
E(X) = n(p+ q)n−1p = np.

Apoi, folosind proprietatea P7 din propoziţia 2.6,

var (X) = E(X2)− (E(X))2 , (2.24)

unde

E(X2) =
n∑

k=0

k2

(
n

k

)
pkqn−k.
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Dacă ı̂nmulţim identitatea (2.23) cu x, o derivăm (̂ın raport cu x) şi apoi
ı̂nlocuim x = 1, obţinem

E(X2) = np (1 + (n− 1)p).

inlocuind ı̂n (2.24), ı̂n final obţinem concluzia

var (X) = np (1 + np− p)− n2p2 = np q.

�

Distribuţia hipergeometrică

Teorema 2.10 Dacă X este o v.a.d. având o distribuţie hipergeometrică
dată ı̂n (2.14), atunci

E(X) = np, var (X) = np q
a+ b− n

a+ b− 1
, cu p =

a

a+ b
, q =

b

a+ b
.

Demonstraţie.

E(X) =
1(

a+b
n

) n∑
k=0

k

(
a

k

)(
b

n− k

)
.

Întrucât

k

(
a

k

)
= a

(
a− 1

k − 1

)
, (2.25)

putem scrie

E(X) =
1(

a+b
n

) n∑
k=1

a

(
a− 1

k − 1

)(
b

n− k

)
= a

(
a+b−1
n−1

)(
a+b
n

) ,

unde ı̂n ultima egalitate am folosit identitatea Vandermonde (2.15). După
simplificări, are loc concluzia.

Pentru varianţă mai ı̂ntâi evaluăm

E(X2) =
1(

a+b
n

) n∑
k=1

k2

(
a

k

)(
b

n− k

)

=
1(

a+b
n

) ( n∑
k=1

k

(
a

k

)(
b

n− k

)
+

n∑
k=2

k(k − 1)

(
a

k

)(
b

n− k

))
.

Folosind (2.25) şi relaţia

k(k − 1)

(
a

k

)
= a(a− 1)

(
a− 2

k − 2

)
. (2.26)

din nou dintr-o identitate de tip Vandermonde, obţinem

E(X2) =
a(

a+b
n

)(a+ b− 1

n− 1

)
+

a(a− 1)(
a+b
n

) (
a+ b− 2

n− 2

)
=

n

a+ b
+ n(n− 1)

a(a− 1)

(a+ b)(a+ b− 1)
.

Inlocuind acum E(X) şi E(X2) ı̂n formula (2.24) şi efectuând calculele,
obţinem concluzia. �
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Distribuţia Poisson

Teorema 2.11 Dacă X este o v.a.d. având o distribuţie Poisson dată ı̂n
(2.16), atunci

E(X) = λ, var(X) = λ.

Demonstraţie.

E(X) = e−λ

∞∑
k=0

k
λk

k!
= λe−λ

∞∑
k=1

k
λk−1

(k − 1)!
= λe−λeλ = λ.

Apoi evaluăm E(X2), obţinând

E(X2) = e−λ

∞∑
k=0

k2λ
k

k!
= λe−λ

∞∑
k=1

k
λk−1

(k − 1)!

= λe−λ

(
∞∑
k=1

(k − 1)
λk−1

(k − 1)!
+

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

)

= λ2e−λ

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
+ λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

= λ2e−λeλ + λe−λeλ = λ(λ+ 1).

In final, var(X) = E(X2)− (E(X))2 = λ(λ+ 1)− λ2 = λ. �

Distribuţia geometrică

Teorema 2.12 Dacă X este o v.a.d. având o distribuţie geometrică dată ı̂n
(2.17), atunci

E(X) =
1

p
, var(X) =

q

p2
.

Demonstraţie.

E(X) = p
∞∑
k=1

kqk−1 = p

(
1

1− q

)′

q

=
p

(1− q)2
=

1

p
.

E(X2) = p
∞∑
k=1

k2qk−1.

Pentru a evalua această sumă, considerăm seria de puteri

∞∑
k=1

kqk−1 =
1

(1− q)2
,

o ı̂nmulţim cu q şi apoi derivăm egalitatea ı̂n raport cu q. Obţinem

∞∑
k=1

k2qk−1 =

(
q

(1− q)2

)′

q

=
1 + q

(1− q)3
.

Prin ı̂nlocuire ı̂n E(X2) obţinem concluzia. �
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Distribuţia binomială negativă

Teorema 2.13 Dacă X este o v.a.d. având o distribuţie binomială negativă,
dată ı̂n (2.18), atunci

E(X) =
n

p
, var(X) =

nq

p2
.

Demonstraţie. In acest caz, dacă folosim metodele anterioare, calculele se
complică destul de mult. De aceea vom folosi o altă methodă pentru calculul
expectanţei şi dispersiei. Mai precis, vom scrie v.a. X ca şi o sumă de
variabile aleatoare total independente ale căror valori medii şi varianţe pot
fi calculate mai uşor.

Deci, considerăm următoarea variabilă aleatoare:

X1 = nr. de experimente efectuate până la prima apariţie a lui A,

Xk = nr. of experimente efectuate ı̂ntre a (k − 1)-a

şi a k-a apariţie a lui A,

pentru k = 2, 3, . . . , n. Aceste v.a. sunt total independente şi au o distribuţie
geometriccă cu acelaşi parametru p.

Conform teoremei 2.17 avem

E(Xk) =
1

p
, var(Xk) =

q

p2
,

pentru orice k ∈ Nn.
Intrucât valoarea medie a sumei de v.a. este egală cu suma valorilor medii

(vezi P9’ pag. 52), avem

E(X) = E(X1) + . . .+ E(Xn) = nE(X1) =
n

p
,

şi astfel formula pentru E(X) este demonstrată.
Pentru varianţă avem

var(X) = var(X1) + . . .+ var(Xn) = n · var(X1) =
nq

p2
,

datorită faptului că v.a. X1, X2, . . . , Xn sunt total independente (vezi for-
mula (2.8)). �

Distribuţia urnelor lui Poisson

Teorema 2.14 Dacă X este o v.a.d. având distribuţia urnelor lui Poisson,
dată ı̂n definiţia 2.18, atunci

E(X) =
n∑

k=1

pk, var(X) =
n∑

k=1

pkqk.

Demonstraţie. In acest caz metodele directe duc din nou la calcule foarte
complicate, deci vom folosi aceeaşi idee de a scrie X ca şi sumă de n variabile
aleatoare total independente.
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Deci, fie Xk (1 ≤ k ≤ n) v.a. reprezentând numărul de bile albe extrase
din urna Uk. Atunci Xk sunt total independente şi X poate fi scris ca şi

X = X1 +X2 + . . . Xn.

Variabila aleatoare Xk are distribuţia

Xk :

(
1 0
pk qk

)
.

Un calcul simplu arată că

E(Xk) = pk, E(X2
k) = pk, var(Xk) = pkqk, pentru k ∈ Nn,

de unde

E(X) =
n∑

i=1

E(Xk) =
n∑

i=1

pk,

var(X) =
n∑

i=1

var(Xk) =
n∑

i=1

pkqk.

In final să observăm că, ı̂n cazul când urnele sunt identice (pk = p), obţinem,
aşa cum era de aşteptat, expectanţa şi variaţa distribuţiei binomiale. �

2.12 Inegalitatea lui Markov. Teorema lui

Chebâşev

Propoziţia 2.15 (Inegalitatea lui Markov) 8Fie X o variabilă
aleatoare şi fie a > 0. Atunci

P (|X| ≥ a) ≤ E(|X|2)
a2

. (2.27)

Demonstraţie. Fie Za o v.a.

Za =

{
1, dacă |X| ≥ a,
0, ı̂n rest.

Această v.a. satisface inegalitatea |X|2 ≥ a2 · Za, din care rezultă că

E(|X|2) ≥ a2E(Za) = a2P (|X| ≥ a).

�

Următorul rezultat, cunoscut sub numele de teorema lui Cebâşev9, poate
fi folosită pentru determinarea unei margini inferioare pentru probabilitatea
ca o variabilă aleatoare Y să aparţină unui interval [µ− kσ, µ+ kσ] din jurul
valorii medii µ.

8Andrey Markov (1856-1922), matematician rus.
9Pafnuty Lvóvich Cebâşev (1821-1894), matematician rus.
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Teorema 2.16 (Cebâşev) Fie Y o variabilă aleatoare cu valoarea medie µ
şi varianţa σ2 finite. Atunci, pentru orice constantă ε1 > 0, avem

P (|Y − µ| ≥ ε1σ) ≤
1

ε21
. (2.28)

Demonstraţie. Dacă ı̂n inegalitatea (2.27) se ia X = Y −E(Y ) şi a = ε1σ,
concluzia se obţine imediat. �

Inegalitatea (2.28) se poate scrie de asemenea ca şi

P (|Y − µ| < ε1σ) ≥ 1− 1

ε21
,

sau, dacă se notează ε = σε1,

P (|Y − E(Y )| ≥ ε) ≤ var(Y )

ε2
, sau

P (|Y − E(Y )| < ε) ≥ 1− var(Y )

ε2
. (2.29)

Exemplul 2.8 Numărul de clienţi care intră ı̂ntr-un magazin ı̂ntr-o zi, notat
cu Y , a fost observat pentru o perioadă lungă de timp şi s-a găsit că există
ı̂n medie de 20 clienţi, cu o deviaţie standard de 2 clienţi10. Probabilitatea
distribuţiei lui Y este necunoscută. Ce se poate spune despre probabilitatea
ca a doua zi Y să fie ı̂ntre 16 şi 24?

Soluţie. Trebuie să găsim P (16 < Y < 24). Pentru orice ε > 0, inegalitatea
(2.29) se poate scrie ca şi

P (µ− ε < Y < µ+ ε) ≥ 1− σ2

ε2
.

Pentru µ = 20 şi σ = 2, rezultă că µ − ε = 16 şi µ + ε = 24 dacă ε = 4.
Astfel,

P (16 < Y < 24) ≥ 1− 22

42
=

3

4
.

Aceasta ı̂nseamnă că totalul clienţilor de a doua zi va fi ı̂ntre 16 şi 24 cu o
probabilitate de cel puţin 3/4.

Să observăm că, dacă σ ar fi fost egal cu 1,

P (16 < Y < 24) ≥ 1− 1

42
=

15

16
.

Deci valoarea lui σ are un efect considerabil asupra probabilităţilor asociate
cu intervale.

2.13 Legile numerelor mari

Legile numerelor mari (LNM), numite şi teoremele de aur ale calculului pro-
babilităţilor, sunt teoreme care descriu stabilitatea pe termen lung a unei
variabile aleatoare. De exemplu, când se aruncă un zar de un anumit număr
de ori, media punctelor va fi stabilă ı̂n jurul valorii medii 3.5 (vezi exemplul
2.7, pag. 50), atunci când numărul de aruncări devine mare.

10Modul de estimare al deviaţiei standard după multe observaţii este subiectul statisticii
matematice, netratat ı̂n acest material.
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Forme ale LNM

Legile numerelor mari există ı̂n două forme: legea slabă a numerelor mari
(LSNM) şi legea tare a numerelor mari (LTNM). Ambele afirmă că
media de selecţie converge către valoarea medie, diferenţa dintre ele fiind
tipul de convergenţă.

Definiţia 2.25 Un şir (Xn)n∈N de variabile aleatoare converge ı̂n proba-

bilitate către o variabilă aleatoare X (şi notăm Xn
p−→ X) dacă

lim
n→∞

P (|Xn −X|) < ε = 1, pentru orice ε > 0. (2.30)

Un şir (Xn)n∈N de variabile aleatoare converge aproape sigur la o varia-
bilă aleatoare X (şi notăm Xn

a.s.−→ X) dacă

P
(
lim
n→∞

Xn = X
)
= 1, pentru orice ε > 0. (2.31)

Se poate arăta că, dacă Xn
a.s.−→ X, atunci Xn

p−→ X, dar implicaţia inversă
nu este adevărată ı̂n general. Totuşi, se poate arăta că, dacă Xn

p−→ X,
atunci există un subşir (Xnk

)k∈N astfel ı̂ncât Xnk

a.s.−→ X. Din aceste mo-
tive, convergenţa ı̂n probabilitate este numită convergenţă slabă, ı̂n timp ce
convergenţa aproape sigură este cunoscută cu numele de convergenţă tare.

Definiţia 2.26 (Legea slabă a numerelor mari) Un şir (Xn)n∈N de va-
riabile aleatoare cu E(Xn) < ∞ pentru orice n ∈ N se supune LSNM
dacă

1

n

n∑
k=1

(Xk − E(Xk))
p−→ 0, adică

lim
n→∞

P
( 1
n

n∑
k=1

(Xk − E(Xk)) < ε
)
= 1, ∀ε > 0. (2.32)

In continuare dăm câteva teoreme referitoare la LSNM.

Teorema 2.17 (LSNM, Markov) Fie (Xn)n∈N un şir de variabile alea-
toare satisfăcând următoarea condiţiei (cunoscută ca şi condiţia lui Markov):

lim
n→∞

1

n2
var (X1 +X2 + . . .+Xn) = 0.

Atunci (Xn)n∈N se supune LSNM.

Demonstraţie. Pentru n ∈ N considerăm media

Xn =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn) .

Atunci, avem

P

(
1

n

n∑
k=1

Xk − E(Xk) ≥ ε

)
≤ P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk − E(Xk)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
= P

(∣∣Xn − E(Xn)
∣∣ ≥ ε

)
≤

var
(
Xn

)
ε2

=
var(X1 + . . .+Xn)

n2ε2
.
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In ultima egalitate am folosit inegalitatea lui Cebâşev dată ı̂n teorema 2.16,
pentru Y = Xn. Dacă facem n → ∞ se obţine

lim
n→∞

P

(
1

n

n∑
k=1

Xk − E(Xk) ≥ ε

)
= 0, pentru orice ε > 0,

care este echivalent cu (2.32), de unde deducem că şirul (Xn)n∈N se supune
LSNM. �

Teorema 2.18 (LSNM, Cebâşev) Fie (Xn)n∈N un şir de variabile alea-
toare independente două câte două, pentru care există constanta reală 0 <
M < ∞ astfel ı̂ncât

var(Xn) ≤ M, pentru orice n ∈ N.

Atunci şirul (Xn)n∈N se supune LSNM.

Demonstraţie. Concluzia rezultă imediat din faptul că

1

n2
var(X1 + . . .+Xn) =

1

n2
(var(X1) + . . .+ var(Xn)) ≤

M

n

şi din teorema precedentă. �

Teorema 2.19 (LSNM, Poisson) Dacă ı̂ntr-un şir de repetări indepen-
dente ale unui experiment probabilitatea ca un eveniment A să aibă loc la
fiecare ı̂ncercare este p, atunci pentru orice ε > 0 avem

lim
n→∞

P
(∣∣∣mn

n
− p
∣∣∣ < ε

)
= 1,

unde mn este numărul de apariţii ale evenimentului A ı̂n n ı̂ncercări.

Teorema lui Poisson afirmă că şirul de frecvenţe relativemn/n ale apariţiei
unui eveniment tinde ı̂n probabilitate către probabilitatea evenimentului.
Demonstraţie. Pentru un experiment considerăm variabila aleatoare

X :

(
1 0
p q

)
, cu q = 1− p,

care ia valoarea 1 dacă evenimentul A are loc şi 0 ı̂n caz contrar. Un calcul
simplu arată că E(X) = p şi var(X) = pq. Atunci, pentru fiecare ı̂ncercare
considerăm o variabilă aleatoare Xn = X şi observăm că

Xn =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn) =

mn

n
şi E(Xn) =

np

n
= p.

Şirul de v.a. (Xn)n∈N satisface condiţia lui Markov:

1

n2

n∑
i=1

var(Xi) =
pq

n
−→ 0, n → ∞,

prin urmare, aplicând teorema lui Markov concluzia rezultă imediat. �
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Definiţia 2.27 (Legea tare a numerelor mari) Un şir (Xn)n∈N de vari-
abile aleatoare, cu E(Xn) < ∞ pentru orice n ∈ N, se supune LTNM
dacă

1

n

n∑
k=1

(Xk − E(Xk))
a.s.−→ 0, adică

P
(
lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
Xk − E(Xk)

)
= 0
)
= 1. (2.33)

Vom enunţa fără demonstraţie două rezultate privind LTNM.

Teorema 2.20 (Kolmogorov) Dacă (Xn)n∈N este un şir de variabile alea-
toare independente satisfăcând

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k2
var(Xk) < ∞,

atunci
1

n

n∑
k=1

(Xk − E(Xk))
a.s.−→ 0,

adică şirul (Xn)n∈N se supune LTNM.

Teorema 2.21 (Kolmogorov) Fie (Xn)n∈N un şir de variabile aleatoare
independente şi identic distribuite, astfel ı̂ncât E(Xn) = µ < ∞. Atunci

1

n

n∑
k=1

Xk
a.s.−→ µ,

adică şirul (Xn)n∈N se supune LTNM.

2.14 Probleme rezolvate

Problema 2.1 (Problema zilei de naştere) Câte persoane trebuie să fie
ı̂ntr-o sală ca să putem paria ı̂n mod favorabil (cu o probabilitate de succes
mai mare decât 0.5) că există cel puţin două persoane care au aceeaşi zi de
naştere?

In teoria probabilităţilor această problemă se mai numeşte paradoxul
zilei de naştere. Există 365 zile de naştere posibile, deci am fi tentaţi să
credem că ar fi nevoie de jumătate din acest număr, 183. Rezultatul este
oarecum surprinzător, de fapt numărul cerut fiind 23. Pentru 60 sau mai
multe persoane, probabilitatea este mai mare decât 99%, totuşi nu poate fi
100% decât dacă există 366 persoane.

Soluţie. Fie pn probabilitatea ca, ı̂ntr-o sală cu n persoane, să nu existe
nici o zi de naştere care să se repete. Presupunem că pentru fiecare persoană
există 365 zile de naştere posibile, toate egal probabile.11 Atunci

pn =
365 · 364 · . . . · (365− n+ 1)

365n
.

11Chiar dacă am presupus că cele 365 zile de naştere pot să cadă ı̂n orice zi, evidenţele
statistice arată că acest lucru nu este adevărat.
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Pentru problema noastră, trebuie să găsim valoarea minimă a lui n pentru
care 1 − pn > 0.5 (sau, echivalent pn < 0.5). Evaluând qn = 1 − pn pentru
diferite valori ale lui n, găsim că

n = 15 qn = 25.29% n = 30 qn = 70.63%
n = 20 qn = 41.14% n = 40 qn = 89.12%
n = 21 qn = 44.36% n = 50 qn = 97.03%
n = 22 qn = 47.56% n = 57 qn = 99.01%
n = 23 qn = 50.72% n = 100 qn = 99.99996%

Problema 2.2 (Aceeaşi zi de naştere cu tine) Care este probabilitatea
ca ı̂ntr-o sală cu n persoane cineva să aibă aceeaşi zi de naştere ca şi tine?

Soluţie. Fie qn probabilitatea evenimentului contrar An, ca nimeni din sală
să nu aibă aceeaşi zi de naştere cu tine. Atunci An poate fi scris ca şi un
produs de n evenimente independente,

An = B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bn,

unde Bk (1 ≤ k ≤ n) este evenimentul ≪persoana k nu are aceeaşi zi de
naştere ca tine ≫ . Probabilitatea fiecărui Bk este

P (Bk) =
364

365
,

ı̂ntrucât există 364 cazuri favorabile (toate zilele dintr-un an, cu excepţia zilei
tale) şi 365 cazuri posibile. Prin urmare, probabilitatea cerută va fi

sn = 1− qn = 1−
(
364

365

)n

.

Calculul arată că, pentru n = 23 persoane, probabilitatea este s23 =
6.1%, şi sn ı̂ncepe să devină mai mare decât 0.5 pentru n ≥ 253, care este
semnificativ mai mare decât 365/2 = 185.5 .

Problema 2.3 (Partida neterminată) Aceasta este o veche şi clasică pro-
blemă din teoria probabilităţilor.

Considerăm două echipe, A şi B, presupuse de forţe egale. Ele sunt ı̂n
competiţie pentru un premiu, primit de prima echipă care câştigă n jocuri.
După ce A a câştigat i jocuri şi B a câştigat j jocuri (i, j < n), competiţia
este ı̂ntreruptă ı̂n mod neaşteptat şi trebuie să decidem cum să se ı̂mpartă
premiul ı̂n bani.

Soluţie. Această problemă a stârnit mult interes ı̂ncă de la ı̂nceputurile isto-
riei teoriei probabilităţilor. Lista următoare ne dă sugestii despre proporţia
pe care A trebuie să o primească.

Pacioli (1494) : i/(i+ j),

Tartaglia (1556) : (n+ i− j)/2n,

Forestani (1603) : (2n− 1 + i− j)/(4n− 2).

Problema a fost rezolvată de către Fermat şi Pascal ı̂n 1654, corespondenţa
dintre aceştia care a condus ı̂n final la găsirea soluţiei problemei este prezen-
tată ı̂n [5]. Ideea a fost ca fiecare echipă să primească o fracţie din premiu
egală cu probabilitatea ca aceasta să câştige jocurile rămase. Deci, numărul
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de jocuri de care A are nevoie ca să câştige este k1 = n − i şi numărul de
jocuri de care B are nevoie ca să câştige este k2 = n − j. Numărul maxim
de jocuri care trebuie jucate ı̂n meciul rămas este k1 + k2 − 1.

Pentru a câştiga competiţia ı̂n exactm jocuri, A trebuie să câştige ultimul
jocşi k1 − 1 din primele m− 1 jocuri. Conform schemei binomiale (pag. 39),
probabilitatea de a câştiga k1 − 1 din cele m− 1 jocuri rămase este(

m− 1

k1 − 1

)(
1

2

)m−1

,

prin urmare probabilitatea ca A să câştige ı̂n m jocuri va fi 2−m
(
m−1
k1−1

)
.

Posibilele valori pentru m sunt k1, k1 + 1, . . . , k1 + k2 − 1. In concluzie,
probabilitatea ca A să câştige este

k1+k2−1∑
m=k1

1

2m

(
m− 1

k1 − 1

)
.

Analog, probabilitatea ca B să câştige este

k1+k2−1∑
m=k2

1

2m

(
m− 1

k2 − 1

)
.

Problema 2.4 (Experimente de capturare si recapturare) Un
biolog merge la un iaz şi capturează K = 60 peşti, ı̂i marchează pe fiecare cu
o pată de vopsea şi le dă drumul ı̂napoi ı̂n iaz. După o vreme se ı̂ntoarce şi
capturează o altă mulţime de n = 50 peşti, găsind k = 12 peşti marcaţi şi
n − k = 38 peşti nemarcaţi. Care este cea mai bună estimare a biologului
despre mărimea populaţiei de peşti din iaz? (Presupunem că nici un peşte
nu intră sau iese din iaz ı̂ntre cele două vizite).

Soluţie. Fie N numărul de peşti din iaz. Probabilitate de a obţine k peşti
marcaţi şi n − k nemarcaţi dintr-o selecţie de n peşti este (folosind schema
hipergeometrică pag. 40)

pN =

(
K
k

)(
N−K
n−k

)(
N
n

) .

Pentru a estima populaţia, alegem N astfel ı̂ncât să maximizeze pN . Un
calcul simplu ne arată că

pN = pN−1 ·
N −K

N −K − (n− k)
· N − n

N
,

deci inegalitatea
pN
pN−1

≥ 1

va fi echivalentă cu

N ≤ Kn

k
.

In concluzie, pentru

N =

[
Kn

k

]
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probabilitatea pN va fi maximizată.
Să menţionăm că, ı̂n cazul când N = Kn

k
, avem egalitatea

K

N
=

k

n
,

care ı̂nseamnă că proporţia de peşti marcaţi din populaţie coincide cu proporţia
de peşti marcaţi din selecţie.

In exemplul nostru N = 60·50
12

= 250, deci probabilitatea pN este maximi-
zată pentru N = 250.

Problema 2.5 5% din bărbaţi şi 0.25% din femei au o formă de daltonism.
Care este probabilitatea ca o persoană daltonistă să fie bărbat?

Soluţie. Considerăm experimentul de a testa o persoană la ı̂ntâmplare şi fie
evenimentele

A : ≪persoană testată este daltonistă≫ ,

B1 : ≪persoană testată este femeie≫ ,

B2 : ≪persoană testată este bărbat≫ .

Atunci S = {B1, B2} este un (SCE) ı̂ntrucât B1 ∩ B2 = ∅ şi B1 ∪ B2 = E,
E fiind evenimentul sigur ≪o persoană este testată ≫ . Deci, A are loc
ı̂mpreună cu unul (şi numai unul) din evenimentele lui S. Conform formulei
probabilităţii totale avem

P (A) = P (B1) · P (A|B1) + P (B2) · P (A|B2).

Probabilităţile implicate aici sunt

P (B1) =
1

2
, P (A|B1) =

5

100
, P (B2) =

1

2
P (A|B2) =

0.25

100
,

prin urmare P (A) = 2.62%.
Presupunem acum că experimentul de testare a fost realizat şi evenimen-

tul A a avut loc, adică persoana testată este daltonistă. Ni se cere probabi-
litatea P (B2|A), adică probabilitatea ca persoana să fie bărbat, ştiind deja
că este daltonistă. Aceasta poate de asemenea fi interpretată ca şi proba-
bilitatea ca realizarea evenimentului A să fie datorată evenimentului B2 din
(SCE) S. Pentru a calcula probabilitatea cerută folosim formula lui Bayes

P (B2|A) =
P (B1) · P (A|B1)

P (A)
= 0.9523 . . . ,

astfel probabilitatea ca o persoană daltonistă să fie bărbat este 95.23%.

Problema 2.6 (Genetică) O femeie are un frate bolnav de hemofilie şi
doi părinţi care nu au hemofilie. Dacă ea are doi băieţi sănătoşi, care este
probabilitatea ca ea să fie purtătoare?

Soluţie. Este cunoscut faptul că hemofilia este cauzată de o genă recisivă h
pe cromozomul X şi că o femeie are ultima pereche de cromozomi XX, ı̂n
timp ce un bărbat are XY . Un copil va moşteni un cromozom de la mamă
şi unul de la tată.
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Intrucât fratele este bolnav, el trebuie să fie XhY (unde Xh este de la
mamă şi Y de la tată). Din faptul că mama este sănătoasă, deducem că ea
este este XhXH . Aceasta pentru că gena sănătoasă H este dominantă peste
gena recisivă h şi deci, ı̂ntrucât mama este purtătoare, ea are o genă bolnavă
h. Tata trebuie să aibă prin urmare XHY , pentru că dacă ar avea XhY ar
ı̂nsemna că este bolnav.

In concluzie, părinţii sunt XhXH şi XHY .
In această situaţie, copiii lor ar putea fi:

XhXH XHXH XhY XHY .

Deci, pentru o fiică, şansele să fie purtătoare sunt 50%. Dacă ea este purtătoare,
atunci probabilitatea ca fiii săi să aibă boala este 50% (̂ıntrucât fiii săi pot fi
sau XhY , sau XHY ).

Deci, să considerăm următoarele evenimente:

B : ≪femeia este purtătoare ≫

A : ≪femeia are doi fii sănătoşi ≫

Ni se cere probabilitatea P (B|A), care poate fi calculată cu formula lui
Bayes. Mai ı̂ntăi folosim formula probabilităţii totale

P (A) = P (A|B)P (B) + P (A|B)P (B) =
1

4
· 1
2
+ 1 · 1

2
=

5

8
.

Probabilitatea P (A|B) a fost calculată in felul următor: ea este XhXH , prin
urmare un fiu poate fi sau XhY (caz ı̂n care este bolnav), sau XhXH (caz ı̂n
care este sănătos). Deci probabilitatea ca un fiu să fie sănătos este 1/2.

Acum, formula lui Bayes ne dă

P (B|A) = P (A|B)P (B)

P (A)
=

1
8
5
8

=
1

5
.

Problema 2.7 Dacă cineva joacă la ruletă şi pariază 1 C pe negru, atunci
câştigă 1 C cu probabilitatea 18

37
şi pierde 1 C cu probabilitatea 19

37
.

a) Care este valoarea aşteptată a câştigului?

b) Dacă ruleta este una americană, unde probabilitatea de câştig este 18
38
, ı̂n

timp ce probabilitatea de a pierde este 20
38
, care este ı̂n acest caz valoarea

aşteptată a câştigului?

c) O persoană joacă la ruleta americană şi pariază 1 $ pe negru de 19 ori.
Care este valoarea aşteptată a câştigului său?

Soluţie.

a) V.a. reprezentând câştigul este

X :

(
1 −1
18
37

19
37

)
.

Valoarea ei medie va fi

E(X) = 1 · 18
37

+ (−1) · 19
37

= −0.0270.

Aceasta ı̂nseamnă că pierde ı̂n medie 2.70 cenţi ı̂n fiecare joc.
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b) In cazul al doilea, v.a. reprezentând câştigul este

Y :

(
1 −1
18
38

20
38

)
şi valoarea sa medie va fi

E(Y ) = 1 · 18
38

+ (−1) · 20
38

= −0.0526 $.

(dublul celei din primul caz !!!).

c) Pentru i ∈ N19, fie Yi v.a. reprezentând câştigul la al i-lea joc. Atunci
E(Yi) = E(Y ) = − 2

38
, de unde expectanţa cerută va fi

E(Y1 + . . .+ Y19) = E(Y1) + . . .+ E(Y19) = 19 ·
(
−2

38

)
= −1 $.

Problema 2.8 Un bărbat nu cumpără niciodată bilet de autobuz. El presu-
pune că există o probabilitate de 0.05 de a fi prins. Prima amendă nu costă
nimic, a doua costă 20 lei, şi amenzile următoare costă 40 lei fiecare. In
aceste ipoteze, care este costul aşteptat a 100 de călătorii fără să plăteasă, ı̂n
comparaţie cu costul a 100 bilete de autobuz, dacă biletul pentru o călătorie
costă 2 lei?

Soluţie. Fie p = 0.05 probabilitatea să fie prins o dată. V.a. reprezentând
suma datorată ı̂n cazul când nu plăteşte niciodată bilet este

X :

(
0 20 20 + 40 · 1 . . . 20 + 40 k . . . 20 + 40 · 98

p0 + p1 p2 p3 . . . pk+2 . . . p100

)
,

unde pk =
(
100
k

)
pk(1− p)100−k. Atunci

E(X) =
98∑
k=0

(20 + 40k)

(
100

k + 2

)
pk+2(1− p)98−k = 140.98 lei,

care este mai mic decât suma cheltuită ı̂n cazul ı̂n care plăteşte fiecare
călătorie (200 lei). Pentru a calcula suma, am folosit argumente similare
cu cele din calculul valorii medii a distribuţiei binomiale.

Problema 2.9 Presupunem că, atunci când cineva călătoreşte cu autobuzul,
costul unei călătorii este 2 lei şi că există o probabilitate p de a fi controlat.
De fiecare dată când o persoană este prinsă fără bilet, amenda este 40 lei.
Care este valoarea maximă a lui p pentru costul aştptat a 100 călătorii fără
să plătească biletul este mai mică decât 200 lei (suma plătită ı̂n cazul ı̂n care
cumpără de fiecare dată bilet)?

Soluţie. V.a. reprezentând suma plătită ı̂n cazul când nu plăteşte niciodată
bilet este

X :

(
40k(

100
k

)
pk(1− p)100−k

)
, k = 0, 1, . . . , 100,

prin urmare dacă se consideră v.a. X̃ = 1
40
X, atunci X̃ va avea o distribuţie

binomială. Conform teoremei 2.9, valoarea sa medie va fi E(X) = 100p, de
unde E(X) = 4000p. Inegalitatea 4000p ≤ 200 implică

pmax =
200

4000
= 0.05 .



Capitolul 3

Teoria grafurilor

3.1 Introducere

3.1.1 Grafuri

In lumea reală, multe din situaţii pot fi descrise prin intermediul unei di-
agrame care constă dintr-o mulţime de puncte ı̂mpreună cu segmente care
unesc anumite perechi de puncte. De exemplu, punctele pot fi centre de
comunicaţii şi liniile pot fi legături, sau punctele pot fi persoane şi segmen-
tele pot uni perechi de prieteni. In asemenea diagrame suntem interesaţi
ı̂n principal dacă două puncte sunt sau nu unite printr-un segment. O re-
prezentare matematică a situaţiilor de acest tip ne conduce la conceptul de
graf.

Definiţia 3.1 Un graf G constă dintr-o mulţime (finită) V , ale cărei ele-
mente se numesc vârfuri, şi o mulţime E de perechi neordonate cu com-
ponentele ı̂n V , ale cărei elemente se numesc muchii. De obicei se scrie
G = (V,E) iar muchiile se notează {x, y} sau mai scurt xy, unde x, y ∈ V .

Observaţia 3.1 Intr-un graf, muchia xy coincide cu muchia yx şi admitem
ca muchie şi o pereche xx.

Exemplul 3.1 G = (V,E), cu

V = {a, b, c, d, f}, E = {ab, ad, bf, cd, df} .
Definiţia 3.2 Fie G = (V,E) un graf.

Spunem că două vârfuri x, y ∈ V sunt adiacente (sau vecine) dacă xy
este muchie.

O muchie este o mulţime de unul sau două vârfuri distincte numite extre-
mităţi.

Dacă un vârf v este extremitate pentru muchia e, atunci spunem că v este
incident muchiei e şi despre e spunem că este incidentă vârfului v.

O buclă ı̂ntr-un vârf v este o muchie care uneşte vârful v cu el ı̂nsuşi. O
muchie proprie este o muchie care uneşte două extremităţi diferite.

Un graf fără bucle se numeşte graf simplu.

Graful G′ = (V ′, E ′) este numit subgraf al lui G dacă V ′ ⊆ V şi E ′ ⊆ E.

Dacă V1 ⊆ V , graful format de vârfurile lui V1 şi toate muchiile din E ı̂ntre
aceste vârfuri este numit subgraf indus de mulţimea vârfurilor V1.

67
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Figura 3.1: Reprezentarea grafului din exemplul 3.1.

Un subgraf de acoperire al grafului G este un subgraf care conţine toate
vârfurile lui G.

Graful G se numeşte complet dacă xy ∈ E pentru orice x, y ∈ V , x ̸= y.

Observaţia 3.2 Fie G = (V,E) un graf şi fie G mulţimea tuturor subgrafu-
rilor grafului G. Pe G se poate defini următoarea relaţie:

H1 ≼ H2 ⇐⇒ H1 subgraf al lui H2. (3.1)

Se poate demonstra cu uşurinţă că (G,≼) este mulţime parţial ordonată.
Pentru definiţia relaţiei de ordine parţiale şi mai multe detalii despre relaţii,
a se vedea anexa A, pag. 138.

3.1.2 Gradul unui vârf. Teorema lui Euler pentru gra-
furi

Definiţia 3.3 Gradul unui vârf v ı̂ntr-un graf simplu G = (V,E) este
numărul de muchii ale lui G incidente ı̂n v. Acesta va fi notat cu δ(v) sau
deg(v).

Intr-un graf cu bucle, se consideră că fiecare buclă ı̂n v aduce o contribuţie
egală cu 2 la δ(v).

Pentru graful din exemplul 3.1, gradele sunt

δ(a) = 2, δ(b) = 2, δ(c) = 1, δ(d) = 3, δ(f) = 2.

Relaţia dintre suma gradelor şi numărul de muchii este dat de teorema
lui Euler1.

Teorema 3.1 (Euler) Suma valorilor lui δ(v), luată după toate vârfurile
unui graf G = (V,E), este egală cu dublul numărului de muchii:∑

v∈V

δ(v) = 2|E|.

Demonstraţie. O muchie e = xy aduce o contribuţie 2 la gradul total: 1 la
δ(x) şi 1 la δ(y). �

O consecinţă imediată a teoremei lui Euler este următorul corolar:

Corolarul 3.2 Intr-un graf, există un număr par de vârfuri care au grad
impar.

1Leonhard Euler (1707-1783), matematician şi fizician elveţian.
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3.1.3 Lanţuri, lanţuri simple, lanţuri elementare, ci-
cluri ı̂n grafuri

Frecvent folosim grafurile ca şi modele pentru situaţii practice ı̂n care sunt
implicate trasee. In aceste situaţii, vârfurile reprezintă oraşe/joncţiuni şi
fiecare muchie reprezintă un drum sau o altă formă de comunicaţie. Prin
urmare avem nevoie să introducem câteva noţiuni suplimentare, pentru a
putea manevra aceste situaţii practice.

Definiţia 3.4 2Fie G = (V,E) un graf.

Un lanţ de lungime k (k ∈ N) ı̂n G este un şir

ω = ⟨v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk⟩,

ai cărui termeni sunt alternativ vârfuri şi muchii, astfel ı̂ncât, pentru
1 ≤ i ≤ k, extremităţile lui ei sunt vi−1 şi vi. Spunem că ω este
un lanţ ı̂ntre v0 şi vk sau un (v0, vk) – lanţ. Lanţul ω este deseori
reprezentat doar prin şirul de vârfuri ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ sau prin şirul de
muchii ⟨e1, e2, . . . , ek⟩.

Un lanţ ω1 ı̂n G este numit un sublanţ al lui ω dacă ω1 este un şir ω1 =
⟨vi, ei+1, vi+1, . . . , ej, vj⟩ de termeni consecutivi ai lui ω.

Un lanţ simplu ı̂n G este un lanţ lanţ ı̂n care toate muchiile (dar nu
neapărat şi vârfurile) sunt distincte.

Un lanţ elementar ı̂n G este un lanţ ı̂n care toate vârfurile (şi implicit
toate muchiile) sunt distincte, cu excepţia primului şi al ultimului, care
pot să coincidă.

Vom folosi de asemenea cuvintele lanţ/lanţ simplu/lanţ elementar pen-
tru a numi un graf sau subgraf ale cărui vârfuri şi muchii aparţin
lanţului respectiv.

Un lanţ/lanţ simplu/lanţ elementar ı̂n G este numit ı̂nchis dacă primul şi
ultimul vârf coincid. Un lanţ/lanţ simplu/lanţ elementar care nu este
ı̂nchis se numeşte deschis.

Un ciclu ı̂n G este un lanţ simplu ı̂nchis. Un ciclu elementar ı̂n G este
un lanţ elementar ı̂nchis din G.

Distanţa dintre două vârfuri x, y ∈ V , notată d(x, y) sau dist(x, y), este
minimul lungimilor tuturor lanţurilor din G, dintre x şi y .

Definiţia 3.5 Fie ω1 = ⟨x1, x2, . . . , xk⟩, ω2 = ⟨y1, y2, . . . , yp⟩ două lanţuri
dintr-un graf G = (V,E), astfel ı̂ncât xk = y1. Lanţul

ω1 ∪ ω2 = ⟨x1, x2, . . . , xk, y2, . . . , yp⟩

se numeşte reuniunea sau concatenarea lanţurilor ω1 şi ω2.

Dacă un lanţ ω conţine un sublanţ ı̂nchis ω′, atunci ω poate fi redus la un
lanţ notat ω−ω′, prin ı̂ndepărtarea din ω a vârfurilor şi muchiilor din
ω′, cu excepţia primului şi ultimului vârf.

2Noţiunile corespunzătoare din limba engleză sunt: walk = lanţ, closed walk = lanţ
ı̂nchis, trail = lanţ simplu, path = lanţ elementar, cycle = ciclu elementar, closed
trail = ciclu
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In continuare dăm câteva proprietăţi ale lanţurilor unui graf.

Propoziţia 3.3 Orice lanţ ω ı̂ntre două vârfuri distincte x, y este fie un lanţ
elementar, fie conţine un sublanţ ı̂nchis al lui ω.

Demonstraţie. Dacă ω nu este un lanţ elementar, atunci un subşir al lui ω
cuprins ı̂ntre două vârfuri repetate defineşte un sublanţ ı̂nchis al lui ω. �

Propoziţia 3.4 Dacă există lanţ ı̂ntre x şi y ı̂n G, atunci există de asemenea
un lanţ elementar ı̂ntre x şi y ı̂n G.

Demonstraţie. Dacă lanţul ω nu este elementar, el conţine un sublanţ
ı̂nchis ω1. Lanţul ω − ω1 este fie elementar, fie conţine un sublanţ ω2. In
cazul al doilea, considerăm (ω − ω1) − ω2 şi repetăm procedura (un număr
finit de ori), până când obţinem un lanţ elementar. �

Propoziţia 3.5 Orice ciclu C conţine un ciclu elementar.

Demonstraţie. Fie C∗ un lanţ ı̂nchis de lungime minimă. Atunci C∗ nu
are nici un lanţ ı̂nchis propriu deoarece singurele sale vârfuri care se repetă
sunt primul şi ultimul. In concluzie, C∗ este un ciclu elementar. �

Observaţia 3.3 Această proprietate nu este adevărată dacă C este doar un
lanţ ı̂nchis.

Pentru rezultatul următor, trebuie să introducem o nouă terminologie.

Definiţia 3.6 O mulţime de cicluri elementare care nu au muchii comune
C1, C2, . . . , Cn este numită descompunere a lanţului simplu ı̂nchis τ , dacă
aceste cicluri elementare sunt sublanţuri pentru τ şi dacă reuniunea mulţimilor
muchiilor lor coincide cu mulţimea muchiilor din τ (cu alte cuvinte {C1, C2, . . . , Cn}
formează o partiţie a mulţimii de muchii din τ).

Propoziţia 3.6 Un lanţ simplu ı̂nchis poate fi descompus ı̂n cicluri elemen-
tare fără muchii ı̂n comun.

Demonstraţie. Demonstrăm prin inducţie după k (k = numărul de muchii).
Pentru k = 1, lanţul simplu este o buclă. Presupunem proprietatea adevărată
pentru orice lanţuri simple ı̂nchise cu≤ mmuchii şi fie τ un lanţ simplu ı̂nchis
cu m + 1 muchii. Conform propoziţiei 3.5, τ conţine un ciclu elementar C.
Atunci τ − C este un lanţ simplu ı̂nchis având ≤ m muchii. Din ipoteza
inducţiei, τ −C poate fi descompus ı̂n cicluri elementare fără muchii comune
şi prin urmare τ poate fi scris ca şi reuniunea acestor cicluri elementare
disjuncte şi C. �

Definiţia 3.7 (Operaţii cu grafuri) Fie G = (V,E) un graf.

Prin ştergerea unei muchii e ∈ E din graful graf G, se obţine un subgraf
notat G− e, care conţine toate vârfurile lui G şi toate muchiile lui G,
cu excepţia lui e.

Prin ştergerea unui vârf x ∈ V din graful G, se obţine un subgraf
notat G−x, care conţine toate vârfurile lui G cu excepţia lui x şi toate
muchiile lui G cu excepţia celor incidente ı̂n x.
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Prin adăugarea unei muchii e1 = xy /∈ E la graful G, se obţine un alt
graf, notat G + e1, cu mulţimea vârfurilor V ∪ {x} ∪ {y} şi mulţimea
muchiilor E ∪ {e1}.

3.1.4 Conectivitate ı̂n grafuri

Definiţia 3.8 Fie G = (V,E) un graf.

G se numeşte conex dacă, pentru oricare două vârfuri x, y, există un lanţ
ı̂ntre x şi y.

O componentă conexă (sau simplu componentă) a lui G este un subgraf
conex maximal3 S al lui G, ı̂n sensul că S nu este un subgraf propriu
al nici unui subgraf conex al lui G.

O muchie e ∈ E se numeşte muchie tăietură sau bridge dacă prin
ı̂nlăturarea lui e creşte numărul de componente conexe.

Când un graf de dimensiuni mici este dat printr-un desen, este destul de
uşor să precizăm dacă este conex sau nu. Totuşi, când un graf are dimensiuni
mari sau când este dat ı̂n alt mod (de exemplu prin matricea sa de incidenţă),
avem nevoie de algoritmi eficienţi pentru a decide dacă este conex sau nu.
Un asemenea algoritm este prezentat ı̂n paragraful 3.2.1, pag. 81.

Următoarea teoremă afirmă că orice graf G care nu este conex poate
fi descompus ı̂n componente conexe. Importanţa sa este semnificativă deoa-
rece multe proprietăţi ale grafurilor pot fi stabilite pentru fiecare componentă
conexă a sa. Din acest motiv, teoremele despre grafuri sunt deseori demon-
strate doar pentru grafuri conexe.

Teorema 3.7 (de descompunere ı̂n subgrafuri conexe) Pentru orice
graf G = (V,E) există un număr (finit) de k subgrafuri conexe Gi = (Vi, Ei),
i ∈ Nk, cu următoarele proprietăţi:

1. Vi ∩ Vj = ∅, Ei ∩ Ej = ∅, pentru orice i, j ∈ Nk, i ̸= j,

2. V =
k∪

i=1

Vi, E =
k∪

i=1

Ei.

Demonstraţie. Pe mulţimea de vârfuri V definim următoarea relaţie:

x ∼ y ⇐⇒ x = y sau există un (x, y)− lanţ. (3.2)

Această relaţie este o relaţie de echivalenţă pe V , numită relaţia de accesi-
bilitate. Ea induce o partiţie {V1, V2, . . . , Vk} pe mulţimea de vârfuri V (vezi
anexa 3.9.4). Pentru fiecare i ∈ Nk, notăm cu Gi = (Vi, Ei) graful indus de
submulţimea de vârfuri Vi.

Apoi trebuie să arătăm că Es∩Et = ∅ şi
k∪

i=1

Ei = E. Presupunem că există

s ̸= t astfel ı̂ncât Es ∩ Et ̸= ∅ şi fie e = xy ∈ Es ∩ Et. Atunci x, y ∈ Vs ∩ Vt,

care este o contradicţie. Rămâne să arătăm incluziunea E ⊆
k∪

i=1

Ei. Fie

e = xy ∈ E. Dacă x ∈ Vs şi y ∈ Vt cu s ̸= t, atunci din conexitatea grafului

3Pentru definiţia unui element maximal a se vedea anexa 3.9.4, pag. 139. Relaţia de
ordine ı̂n acest caz este cea definită ı̂n (3.1).
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deducem că există un lanţ ı̂ntre x şi y, adică ı̂ntre un vârf din Vs şi un vârf
din Vt, care este o contradicţie cu faptul că Vs şi Vt aparţin unor clase de
echivalenţă diferite. In concluzie x, y aparţin aceleiaşi clase de equivalenţă

Vj. Astfel, e ∈ Ej ⊆
k∪

i=1

Ei. �

O consecinţă imediată a teoremei 3.7 este următorul corolar.

Corolarul 3.8 (Descompunerea ı̂n componente conexe)
Grafurile Gi = (Ei, Vi), i ∈ Nk, induse de clasele de echivalenţă ale relaţiei
de accesibilitate (3.2), sunt componentele conexe ale grafului G.

Demonstraţie. Presupunem că există un subgraf conex al lui G, notat
G′ = (V ′, E ′), astfel ı̂ncât Gi ≼ G′. Vom demonstra că G′ = Gi.

Din Gi ≼ G avem Vi ⊆ V ′ şi Ei ⊆ E ′. Presupunem că există x ∈ V ′ \ Vi.
Deoarece Gi ≼ G′ şi G′, Gi sunt conexe, vârful x este de asemenea conec-
tat cu toate vârfurile din Vi, ı̂n contradicţie cu construcţia lui Vi. Apoi, fie
e = xy ∈ E ′. Din V ′ = Vi avem x, y ∈ Vi, şi prin urmare e ∈ Ei, deoarece
(Vi, Ei) este graful indus pe submulţimea de vârfuri Vi. In concluzie, E ′ ⊆ Ei,
şi astfel demonstraţia este ı̂ncheiată. �

Acest corolar ne sugerează următoarea definiţie alternativă pentru o com-
ponentă conexă.

Definiţia 3.9 O componentă conexă a unui graf G = (V,E) este un
subgraf indus de o clasă de echivalenţă a relaţiei de accesibilitate pe V .

3.1.5 Multigrafuri, grafuri orientate şi multigrafuri orien-
tate

In practică există situaţii (ca de exemplu reţelele electrice), când trebuie
considerate mai multe muchii ı̂ntre două vârfuri. In această situaţie este
nevoie de extinderea noţiunii de graf la o nouă noţiune, care să admită mai
multe muchii ı̂ntre aceeaşi pereche de vârfuri.

Definiţia 3.10 Muchiile multiple (de asemenea numite muchii pa-
ralele), sunt două sau mai multe muchii care sunt incidente aceloraşi
două vârfuri.

Un multigraf este un graf care poate avea muchii multiple.

Matematic, un multigraf este alcătuit din:
· o mulţime V de vârfuri,
· o mulţime E de perechi neordonate cu componentele ı̂n V , ale cărei

elemente se numesc muchii,
· o funcţie µ : E → N∪ {0}, µ(xy) = numărul de muchii cu extremităţile

x, y.
De obicei, un multigraf se notează cu G = (V,E, µ). Terminologia intro-

dusă ı̂n definiţiile 3.2, 3.4, este valabilă şi pentru multigrafuri, cu observaţia
că din cele trei notaţii date pentru lanţuri (vezi pag. 69), este corectă doar
cea ı̂n care sunt specificate atât vârfurile cât şi muchiile. Vom admite de
asemenea existenţa buclelor, iar pentru un multigraf fără bucle folosim ter-
minologia multigraf simplu.
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Figura 3.2: Graful orientat din exemplul 3.2.

Conceptele de grafuri şi multigrafuri pot să nu fie suficiente. De exemplu,
când avem de-a face cu probleme de trafic, este necesar să cunoaştem care
străzi ale reţelei au sens unic şi ı̂n ce direcţie se poate circula. Evident, doar
un graf al reţelei de străzi nu ne este de folos ı̂ntr-o asemenea situaţie. Ceea
ce avem nevoie este un graf ı̂n care fiecare muchie are o anumită orientare –
un graf orientat.

Definiţia 3.11 Un graf orientat (sau un digraf) D constă dintr-o mulţime
(finită) V , ale cărei elemente se numesc vârfuri, şi o mulţime A, A ⊆ V ×V ,
ale cărei elemente se numesc arce. De obicei se scrie D = (V,A) şi arcele
se notează (x, y), cu x, y ∈ V .

Spre deosebire de muchii, arcele sunt perechi ordonate. Astfel, un arc (x, y)
uneşte vârfurile x şi y ı̂ntr-o anumită direcţie (de la x spre y). Să mai
menţionăm faptul că, pentru x ̸= y, arcul (x, y) nu coincide cu arcul (y, x).

Exemplul 3.2 D = (V,A), cu

V = {a, b, c, d, f},
E = {(a, b), (b, c), (c, d), (f, d), (f, b), (f, a), (a, f), (f, b)} .

Definiţia 3.12 Fie D = (V,A) un graf orientat.

Două sau mai multe arce care unesc aceeaşi pereche de vârfuri ı̂n aceeaşi
direcţie se numesc arce multiple (Dar două arce care unesc aceeaşi
pereche de vârfuri ı̂n direcţii opuse nu sunt arce multiple !).

Un arc care uneşte un vârf cu el ı̂nsuşi se numeşte buclă.

Un graf orientat fără bucle se numeşte simplu.

Două vârfuri unite printr-un arc ı̂ntr-o direcţie oarecare se numesc adia-
cente.

Vârfurile sunt incidente arcului care le uneşte.

Un arc este incident spre şi dinspre vârfurile pe care le uneşte.

Extremitatea iniţială a unui arc este vârful din care pleacă arcul.

Extremitatea finală a unui arc este vârful spre care se ı̂ndreaptă arcul.

Un subgraf orientat (sau subdigraf) al lui D este un graf orientat ale
cărui vârfuri şi arce sunt vârfuri şi arce ale lui D.

Dacă V1 ⊂ V , subgraful orientat construit cu vârfurile lui V1 şi toate arcele
din A care unesc aceste vârfuri se numeşte subgraf orientat indus
de V1.
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Graful suport al unui graf orientat este graful obţinut prin ı̂nlocuirea tu-
turor arcelor din graful orientat prin muchii.

Gradul exterior al unui vârf x este numărul de arce incidente dinspre

x. Gradul interior al unui vârf x este numărul de arce incidente
spre x. Buclele aduc o contribuţie egală cu 1 la fiecare din aceste
grade.

Observaţia 3.4 Fie D = (V,A) un graf orientat şi fie D mulţimea tuturor
subgrafurilor digrafului D. Ca şi ı̂n cazul grafurilor, pe D se poate introduce
următoarea relaţie:

H1 ≼ H2 ⇐⇒ H1 subgraf orientat al lui H2. (3.3)

Se poate arăta că (D,≼) este o mulţime parţial ordonată.

Teorema 3.9 (Teorema lui Euler pentu grafuri orientate)
Suma gradelor interioare şi a gradelor exterioare ale vârfurilor unui graf sunt
ambele egale cu numărul de arce.

Demonstraţie. Fiecare arc aduce următoarele contribuţii:
· unu, la gradul exterior al vârfului spre care este incident,
· unu, la gradul interior al vârfului dinspre care este incident. �

3.1.6 Drumuri, drumuri simple, drumuri elementare,
cicluri in grafuri orientate

Definiţia 3.13 4 Fie D = (V,A) un graf orientat.

Un drum de lungime k (k ∈ N) ı̂n D este o succesiune finită
ω = ⟨v0, a1, v1, . . . , ak, vk⟩ ai cărei termeni sunt alternativ vârfuri şi
arce, astfel ı̂ncât, pentru i ∈ Nk, arcul ai are extremitatea iniţială vi−1

şi extremitatea finală vi. Spunem că ω este un drum de la v0 la vk sau
un (v0, vk)– drum.

Ca şi ı̂n cazul grafurilor, un drum ω = ⟨v0, a1, v1, . . . , ak, vk⟩ poate fi
dat de asemenea doar prin şirul vârfurilor sale ω = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ sau
prin şirul arcelor sale ω = ⟨a1, . . . , ak⟩.

Un drum simplu orientat ı̂n D este un drum ı̂n care toate arcele (dar
nu neapărat vârfurile) sunt distincte.

Un drum elementar orientat ı̂n D este un drum ı̂n care toate vârfurile
(şi implicit toate arcele) sunt distincte, cu excepţia primului şi ultimu-
lui, care pot să coincidă.

Un drum/drum simplu/drum elementar ı̂n D se numeşte ı̂nchis dacă
primul şi ultimul vârf coincid.

Un drum simplu ı̂nchis ı̂n D se numeşte ciclu (câteodată ciclu orientat
sau circuit).

4Noţiunile corespunzătoare din limba engleză ı̂n cazul grafurilor orientate sunt: di-
graph = graf orientat, (dar există de asemenea terminologia ≪oriented graf≫ , care
ı̂nseamnă şi nu se traduce prin graf orientat !), walk = drum, closed walk = drum ı̂nchis,
trail = drum simplu, path = drum elementar, cycle = ciclu elementar, closed trail = ciclu
orientat, circuit.
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Figura 3.3: Un graf orientat şi componentele sale conexe.

Un drum elementar ı̂nchis ı̂n D se numeşte ciclu elementar.

Terminologia introdusă ı̂n definiţiile 3.5 şi 3.7 este de asemenea valabilă,
ı̂nlocuind muchiile cu arce.

3.1.7 Conectivitate şi conectivitate tare ı̂n grafuri orien-
tate

Privind conectivitatea unui graf orientat, lucrurile sunt puţin diferite faţă de
cazul grafurilor.

Definiţia 3.14 Un graf orientat conex este un graf orientat al cărui
graf suport este un graf conex. Un graf orientat neconex este un
graf orientat care nu este conex.

Un graf orientat este tare conex dacă există un drum care uneşte orice
pereche orientată de vârfuri.

Un graf orientat este conex dacă graful său suport este conex.

O componentă tare conexă a unui graf orientat D este un subgraf tare
conex maximal S al lui D, ı̂n sensul că S nu este un subgraf propriu
al nici unui subgraf orientat tare conex al lui D.

Să menţionăm faptul că dacă un graf orientat este tare conex, atunci el
este conex, dar implicaţia inversă nu este adevărată ı̂n general.

Teorema 3.10 (Descompunerea unui graf orientat ı̂n componente
tare conexe) Pentru orice graf orientat D = (V,A), există o partiţie {V1, V2, . . . , Vk}
a mulţimii V , astfel ı̂ncât subgrafurile orientate Di = (Vi, Ai), induse de Vi,
sunt componentele tare conexe ale lui D.

Demonstraţie. Definim relaţia ∼ pe V, prin

vi ∼ vj ⇐⇒ i = j sau
există un drum, atât de la
vi la vj, cât şi de la vj la vi.

Atunci ∼ este o relaţie de echivalenţă pe V , numită relaţia de accesibilitate
reciprocă. Aceasta induce o partiţie {Vl, l ∈ Nk} a lui V . Pentru l ∈ Nk,
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considerăm subgrafurile orientate Dl = (Vl, Al) induse de Vl. Fie s ∈ Nk.
Vom demonstra că Ds este tare conex.

Deci fie vi, vj ∈ Vs, vi ̸= vj. Deoarece vi, vj aparţin aceleiaşi clase de
echivalenţă, vom avea vi ∼ vj. Astfel, există drumurile ω1 = ⟨vi, . . . , vj⟩ şi
ω2 = ⟨vj, . . . , vi⟩, cu arce din A. Demonstrăm că aceste drumuri au toate
arcele ı̂n As. Presupunem constrariul, că există x∗ /∈ Vs astfel ı̂ncât

ω1 = ⟨vi, . . . , x∗, . . . , vj⟩.

Atunci ω3 = ⟨vi, . . . , x∗⟩ este un drum de la vi la x∗ şi ω4 = ⟨x∗, . . . , vj⟩ ∪ ω2

este un drum de la x∗ la vi. Prin urmare, x∗ = vi, care este o contradicţie
cu x∗ /∈ Vs. In concluzie, atât ω1 cât şi ω2 sunt drumuri cu arce din As, deci
Ds = (Vs, As) este un subgraf tare conex.

Faptul că Ds este maximal poate fi arătat folosind acelaşi raţionament ca
şi ı̂n demonstraţia corolarului 3.8. �

Ca şi pentru grafuri, are loc următoarea definiţie alternativă a unei com-
ponente tare conexe.

Definiţia 3.15 O componentă tare conexă a unui graf orientat D =
(V,A) este un subfraf orientat indus de o clasă de echivalenţă a relaţiei de
accesibilitate reciprocă pe V .

Observaţia 3.5 In cazul grafurilor orientate, nu există ı̂n mod necesar o
partiţiei a mulţimii de arce, adică

k∪
i=1

Ai ̸= A, ı̂n general.

Aceasta ı̂nseamnă că ı̂n anumite grafuri orientate există arce care nu
aparţin niciunuia din subgrafurile orientate ale partiţiei. Aceste arce au
următoarea proprietate (vezi figura 3.3):

Dacă V1, V2 sunt mulţimile de vârfuri a două componente tare conexe ale
lui D, atunci toate arcele ı̂ntre V1 şi V2 au aceeaşi orientare (fie toate dinspre
V1 fie toate spre V1).

Spre deosebire de grafurile orientate, ı̂n grafuri există ı̂ntotdeauna o partiţie
a muchiilor, aşa cum am putut vedea ı̂n teorema 3.7.

Desigur, ı̂n practică este necesar câteodată să considerăm multigrafuri
orientate. Definiţia va fi similară cu cea a multigrafurilor.

Definiţia 3.16 Un multigraf orientat este un graf orientat care poate
avea arce multiple.

Matematic, un multigraf orientat constă din:
· o mulţime V de vârfuri,
· o mulţime A ⊆ V × V de perechi ordonate cu componentele ı̂n V , ale

cărei elemente se numesc arce,
· o funcţie µ : A → N, µ ((x, y)) = numărul de arce de la x la y.
De obicei, un multigraf orientat se notează cu D = (V,A, µ). Termi-

nologia introdusă ı̂n definiţiile 3.2 şi 3.4 este de asemenea valabilă pentru
multigrafuri orientate.
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Figura 3.4: Graful G şi graful orientat D din exemplul 3.3.

3.2 Reprezentarea grafurilor

Există mai multe moduri de a reprezzenta un graf/graf orientat: desen, ma-
trice de adiacenţă, matrice de incidenţă, lista muchiilor incidente (respectiv
listele arcelor care vin şi care pleacă).

3.2.1 Matrice de adiacenţă

Definiţia 3.17 Matricea de adiacenţă AG a grafului (grafului orientat, mul-
tigrafului, multigrafului orientat) G cu mulţimea de vârfuri V = {v1, v2, . . . , vn}
este o matrice de dimensiune n× n cu elementele

(AG)ij =

{
numărul de (vi, vj)– muchii (arce), dacă i ̸= j,
numărul de bucle ı̂n vi dacă i = j,

pentru i, j ∈ Nn.

Pe parcursul acestui paragraf vom folosi termenul de graf (resp. graf
orientat) şi pentru pentru multigrafuri (resp. multigrafuri orientate).

Exemplul 3.3 Pentru graful G şi graful orientat D din figura 3.4, matricele
de adiacenţă sunt, respectiv,

AG =

v1 v2 v3 v4
v1
v2
v3
v4


2 1 1 0
1 0 0 3
1 0 0 1
0 3 1 0

 , AD =

v1 v2 v3 v4
v1
v2
v3
v4


2 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0
0 2 1 0

 .

Câteva proprietăţi imediate ale matricelor de adiacenţă sunt:

1. Matricea de adiacenţă a unui graf (graf orientat) simplu sunt 0 şi 1, cu
0 pe diagonala principală;

2. Matricea de adiacenţă a unui graf este simetrică;

3. Dacă D = (V,A) este un graf orientat cu V = {v1, . . . , vn} şi elementele
matricei de adiacenţă sunt aij, i, j ∈ Nn, atunci

n∑
j=1

aij = gradul exterior(vi),
n∑

i=1

aij = gradul interior(vj).
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Dacă ı̂n matricea din exempul 3.3 vrem numărul de lanţuri de lungime 2
dintre două vârfuri, putem să numărăm cu uşurinţă că există două asemenea
(v1, v2)– lanţuri, niciun (v2, v4)– lanţ, 4 (v2, v3)– lanţuri, ş.a.m.d. Dacă se
construieşte o matrice al cărei element αi,j (i, j ∈ Nn) reprezintă numărul de
(vi, vj)– lanţuri de lungime 2, această matrice va fi egală cu

6 2 2 4
2 10 4 0
2 4 2 0
4 0 0 10

 ,

reprezentând exact A2
G. In general, are loc următoarea proprietate:

Propoziţia 3.11 Fie G un graf (graf orientat) cu mulţimea de vârfuri V =
{v1, v2, . . . , vn} şi fie AG matricea sa de adiacenţă. Atunci valoarea elemen-

tului a
(r)
ij al puterii r a matricei AG este egală cu numărul de (vi, vj)– lanţuri

(drumuri) de lungime r.

Demonstraţie. Prin inducţie după r. Pentru r = 1, proprietatea este
adevărată. Presupunem că ea este adevărat pentru r. Avem

a
(r+1)
ij =

n∑
k=1

a
(r)
ik akj.

In al k-lea termen al acstei sume, factorul a
(r)
ik reprezintă numărul de (vi, vk)–

lanţuri de lungime r şi factorul akj reprezintă numărul de (vk, vj)– lanţuri de

lungime 1. Prin urmare, produsul a
(r)
ik akj este egal cu numărul de (vi, vj)–

lanţuri de lungime r + 1, cu penultimul vârf vk. Insumând după k, obţinem
numărul total de (vi, vj)– lanţuri de lungime r + 1, şi astfel concluzia este
demonstrată. �

Observaţia 3.6 Egalitatea a
(p)
ij = 0 nu implică existenţa unui (vi, vj)–lanţ

de lungime < p.

Propoziţia 3.11 ne permite să decidem dacă un graf este conex (sau dacă
un graf orientat este tare conex). Dacă un graf este conex, trebuie să existe
lanţuri (elementare) ı̂ntre oricare două vârfuri. Lungimea fiecărui lanţ va fi
≤ n− 1, altfel un vârf ar fi vizitat mai mult de o singură dată. In concluzie,
are loc următorul rezultat.

Propoziţia 3.12 Dacă A este matricea de adiacenţă a unui graf (sau graf
orientat) G cu n vârfuri şi

Tn−1 = A+A2 + . . .+An−1,

atunci G este conex (respectiv tare conex) dacă şi numai dacă fiecare element
ne-diagonal al lui Tn−1 este > 0.

Demonstraţie. Fie Ak = (a
(k)
ij )i,j∈Nn pentru k ∈ Nn−1, Tn−1 = (tij)i,j∈Nn şi

fie i, j ∈ Nn, i ̸= j.

⇒ Presupunem că G este tare conex. Atunci există un (vi, vj) – lanţ, de o

anumită lungime k, k ∈ Nn−1. Astfel, a
(k)
ij > 0 şi prin urmare tij > 0.
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⇐ Dacă tij > 0, atunci există k ∈ Nn−1 astfel ı̂ncât a
(k)
ij > 0. Deci, există un

(vi, vj) – lanţ (de lungime k), prin urmare G este tare conex.
�

Pentru graful orientat din exemplul 3.3 avem

A2
D =


4 0 2 0
2 2 2 0
0 0 0 0
2 0 0 2

 , A3
D =


8 0 4 0
6 0 2 4
0 0 0 0
4 4 4 0

 , T3 =


4 0 2 0
2 2 2 0
0 0 0 0
2 0 0 2

 ,

prin urmare graful orientat D nu este tare conex, şi aceasta pentru că nu
există nici un lanţ ı̂ntre v3 şi orice alt vârf.

In cazul ı̂n care suntem interesaţi doar dacă există cel puţin un (vi, vj) –
lanţ şi nu ne interesază numărul lanţurilor, putem folosi matrice booleene.
O matrice de adiacenţă booleană a unui graf (graf orientat) G cu mulţimea
de vârfuri V = {v1, . . . , vn} are elementele

bij =

{
1, dacă există cel puţin o muchie (arc) (vi, vj),
0, ı̂n rest.

Pentru graful din exemplul 3.3, matricele booleene sunt

BG =


1 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

 , BD =


1 0 1 0
1 0 0 1
0 0 0 0
0 1 1 0

 .

Puterile şi sumele acestor matrice vor fi calculate utilizând aritmetica boo-
leană5. In această aritmetică, numerele sunt 1 şi 0 (câteodată folosite ca şi
adevărat şi fals), suma şi produsul notate ⊕ şi ⊙, şi definite ca şi

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 1

⊙ 0 1
0 0 0
1 0 1

Avantajul aritmeticii booleene ı̂n programare este că necesită mai puţină
memorie şi timp. Operaţiile ⊕ şi ⊙ pentru matrice booleene sunt definite ca
şi ı̂n cazul matricelor reale, cu ⊕ ı̂n loc de + , ⊙ ı̂n loc de ·, şi au proprietăţile

A⊕ A = A,

A⊙ I = I ⊙ A = A,

A⊙ (B ⊕ C) = A⊙B ⊕ A⊙ C.

Pentru o matrice booleană B vom folosi notaţiile

B[2] = B ⊙B, B[p] = B[p−1] ⊙B, pentru p ≥ 3.

Exemplul 3.4 Considerăm graful orientat din figura 3.5. Matricea sa boo-
leană de adiacenţă va fi

B =


0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
1 0 0 1 0

 ,

5După numele lui George Boole (1815-1864), matematician şi filozof britanic, inventa-
torul algebrei booleene, baza aritmeticii calculatoarelor.
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Figura 3.5: Graful orientat din exemplul 3.4.

şi atunci, cu notaţia R4 = B ⊕B[2] ⊕B[3] ⊕B[4],

B[2] =


1 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 1

 , B[3] =


0 1 0 1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 1 1 0

 ,

B[4] =


1 1 1 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1

 , R4 =


1 1 1 1 1
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
1 1 1 1 1

 .

Are loc un rezultat similar celui dat ı̂n propoziţia 3.11, anume:

Propoziţia 3.13 Fie B matricea booleană a unui graf (graf orientat) cu

n vârfuri şi fie p ∈ N. Notăm cu a
[p]
ij elementele matricei B[p] şi cu r

[p]
ij

elementele matricei Rp = B ⊕ B[2] ⊕ . . .⊕ B[p]. Sunt adevărate următoarele
afirmaţii, pentru i ̸= j:

1. Dacă a
[p]
ij = 1, atunci există un (vi, vj )- lanţ de lungime = p,

2. Dacă a
[p]
ij = 0, atunci nu există niciun (vi, vj) - lanţ de lungime = p,

3. Dacă r
[p]
ij = 1, atunci există un (vi, vj) - lanţ de lungime ≤ p,

4. Dacă r
[p]
ij = 0, atunci nu există niciun (vi, vj) - lanţ de lungime ≤ p.

Demonstraţie. Demonstraţia se face analog cu cea din propoziţia 3.11. �
Calcularea sumei Rp = B ⊕ B[2] ⊕ . . . ⊕ B[p] poate fi prea costisitoare

pentru n mare. Putem deduce aceleaşi concluzii ca şi ı̂n 3. şi 4., folosind
matricea Bp = I ⊕Rp ı̂n loc de Rp. Această matrice schimbă doar diagonala
principală, ı̂n schimb are următoarea proprietate:

Propoziţia 3.14 Dacă B este o matrice booleană şi C = I ⊕B, atunci

C [p] = I ⊕B ⊕B[2] ⊕ . . .⊕B[p], pentru orice p ∈ N.

Demonstraţie. Prin inducţie. Pentru p = 1, concluzia este adevărată.
Presupunem că este adevărată pentru p. Avem

C [p+1] = C [p] ⊙ C =
(
I ⊕B ⊕B[2] ⊕ . . .⊕B[p]

)
⊙ (I ⊕B)

= I ⊕ (B ⊕B)⊕ (B[2] ⊕B[2])⊕ . . .⊕ (B[p] ⊕B[p])⊕B[p+1]

= I ⊕B ⊕B[2] ⊕ . . .⊕B[p+1],
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şi folosind principiul inducţiei, concluzia este demonstrată. �

O aplicaţie importantă a acestei proprietăţi este următoarea: Date fiind
două vârfuri distincte vi, vj ale unui graf (graf orientat), se poate determina
lungimea unui (vi, vj) – lanţ de lungime minimă, calculând successiv puterile
booleene ale lui C şi ı̂nregistrând prima apariţie a unui 1 pe poziţia (i, j).
Odată ce 1 apare pe o anumită poziţie (i, j) din C [p], va apărea pe aceeaşi
poziţie ı̂n toate matricele C [p′] cu p′ ≥ p.

De fapt, există o metodă mai rapidă, ı̂n care se evaluează puterile C [2],
C [4], . . . , C [2s], . . . şi anumite puteri booleene intermediare dintre puterile 2s

şi 2s+1, unde poziţia (i, j) se schimbă din 0 ı̂n 1. De exemplu, să presupunem
că minimumul lungimii unui (vi, vj) – lanţ este 51, dar este necunoscut. Mai
ı̂ntâi calculăm C [2], C [4], C [8], C [16], C [32], găsind elementele

c
[2]
ij = c

[4]
ij = c

[8]
ij = c

[16]
ij = c

[32]
ij = 0.

Apoi, pentru C [64] găsim c
[64]
ij = 1 (deci s = 5), prin urmare există un (vi, vj) –

lanţ de lungime l, cu 32 < l ≤ 64.
Mai departe, calculăm C [32] ⊙ C [2k], pentru k = 1, 2, 3, 4 (̂ın general cal-

culăm pentru k ≤ s− 1, pâna la prima apariţie a lui 1). In cazul nostru

c
[32+2]
ij = c

[32+4]
ij = c

[32+8]
ij = c

[32+16]
ij = 0,

deci 48 < l ≤ 64. Apoi, calculăm C [48] ⊙ C [2k], pentru k = 1, 2 (̂ın general

pentru k ≤ s − 2, până apare 1) şi găsim c
[48+2]
ij = 0, c

[48+4]
ij = 1. Astfel,

50 < l ≤ 52, şi avem nevoie de ı̂ncâ un calcul să găsim l, anume c
[51]
ij = 1.

In total, am efectuat 6+4+2+1=13 operaţii, ı̂n loc de 50 necesare pentru a
calcula puterile booleene succesive ale lui C până la 51.

Puterile booleene ale matricei C sunt de asemenea utile pentru determina-
rea componentelor tare conexe ale unui graf orientat (respectiv componentele
unui graf). Mai precis are loc următorul rezultat.

Teorema 3.15 (Metoda lui Foulkes de găsire a componentelor) Fie G
un graf (graf orientat) simplu cu m muchii (arce), B matrice sa booleană de
adiacenţă, C = I ⊕ B, şi p ∈ N astfel ı̂ncât 2p ≥ m. Atunci două vârfuri
distncte vi, vj sunt situate ı̂n aceeaşi componentă (tare) conexă a lui G dacă
şi numai dacă liniile i şi j din C [2p] sunt identice.

Demonstraţie. Fie i ̸= j şi fie αij elementul (i, j) al matricei C [2p]. Orice
lanţ din G are cel mult m arce, deci, dacă αij = 0, atunci nu există niciun
(vi, vj) – lanţ.

⇒ Presupunem că vi, vj sunt situate ı̂n aceeaşi componentă. Atunci este
imediat faptul că αii = αij = αji = αjj = 1. Fie ν ̸= i, ν ̸= j.

Dacă αiν = 1, există un (vi, vν) – lanţ ı̂n G. Deoarece există de aseme-
nea un (vj, vi) – lanţ, reuniunea acestor două lanţuri va fi un (vj, vν) –
lanţ, şi prin urmare αjν = 1.

Dacă αiν = 0, presupunem că αjν = 1, deci există un (vj, vν) – lanţ.
Ca şi ı̂nainte, deducem că există un (vi, vν) – lanţ, care este o reuniune
a (vi, vj) – lanţului cu acest (vj, vν) – lanţ. Astfel, αiν = 1, care este o
contradicţie. Prin urmare, αjν = 0.

In concluzie, ı̂n ambele cazuri obţinem αiν = αjν , ı̂nsemnând că liniile
i şi j din C [2p] coincid.
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Figura 3.6: Graful din exemplul 3.5.

⇐ Presupunem că αiν = αjν pentru toţi ν.

Din αii = 1 deducem αji = 1, prin urmare există un (vj, vi) – lanţ.
In acelaşi mod, din αjj = 1 deducem că αij = 1, de unde există un
(vi, vj) – lanţ. In concluzie, vi şi vj sunt situate ı̂n aceeaşi componentă
conexă.

�
Pentru graful din exemplul 3.4 avem C [4] = R4, deci graful are două

componente tare conexe, una conţinând vârfurile v1, v5 şi cealaltă conţinând
vârfurile v2, v3, v4.

3.2.2 Matrice de incidenţă

Definiţia 3.18 (Matrice de incidenţă a unui graf) Fie
G = (V,E) un graf cu V = {v1, v2, . . . , vn} şi E = {e1, e2, . . . , em}. Matricea
de incidenţă a grafului G este o matrice IG de dimensiune n×m cu elementele

(IG)ij =


0, dacă vi nu este extremitate a muchiei ej,
1, dacă vi e extremitatea lui ej şi ej e muchie proprie,
2, dacă ej este o buclă ı̂n vi.

pentru i, j ∈ Nn.

Exemplul 3.5 Pentru graful din figura 3.6, matricea de incidenţă este

IG =

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
v1
v2
v3
v4


2 2 1 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1

 .

Câteva proprietăţi ale matricei de incidenţă a unui graf sunt:

1. Suma elementelor de pe orice linie a matrice de incidenţă este egală cu
gradul vârfului corespunzător, dacă o buclă este considerată ca având
gradul 2;

2. Sum elementelor de pe orice coloană a unei matrice de incidenţă este
2;

3. Matricea de incidenţă a unui graf G cu n ≥ 2 vârfuri are rangul n− p,
unde p este numărul de componente conexe ale lui G.
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Figura 3.7: Graful din exemplul 3.6.

Definiţia 3.19 (Matricea de incidenţă a unui graf orientat) Fie D =
(V,A) un graf orientat cu V = {v1, v2, . . . , vn} şi A = {a1, a2, . . . , am}. Ma-
tricea de incidenţă a grafului D este o matrice ID de dimensiune n ×m cu
elementele

(ID)ij =


0, dacă vi nu este extremitate a arcului aj,
1, dacă vi este extremitatea finală a arcului aj,

−1, dacă vi este extremitatea iniţială a arcului aj,
2, dacă aj este o buclă ı̂n vi.

pentru i, j ∈ Nn.

Exemplul 3.6 Pentru graful din figura 3.7, matricea de incidenţă este

ID =

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
v1
v2
v3
v4


2 2 1 0 0 0 0 −1
0 0 −1 1 1 −1 0 0
0 0 0 −1 −1 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 1

 .

O proprietate imediată este că ı̂ntr-un graf orientat fără bucle, suma pe
fiecare coloană este zero.

3.3 Arbori, sortare şi căutare

Definiţia 3.20

Un arbore este un graf conex fără cicluri.

Orice subgraf conex al unui arbore se numeşte subarbore.

O pădure este un graf fără cicluri (sau, echivalent, o mulţime de arbori).
In figura 3.8 sunt date exemple de arbori. In continuare vom da câteva

proprietăţi simple ale arborilor.

Teorema 3.16 Intr-un arbore T , oricare două vârfuri distincte x, y sunt
conectate printr-un lanţ unic.

Demonstraţie. Intrucât T este conex, există un (x, y) – lanţ, notat ⟨v0, v1, . . . , vr⟩,
cu v0 = x, vr = y. Dacă există un alt (x, y) – lanţ, ⟨u0, u1, . . . , us⟩, cu
u0 = x, us = y, atunci fie i cel mai mic indice pentru care ui+1 ̸= vi+1.
Deoarece ambele lanţuri se termină ı̂n y, ele se vor ı̂ntâlni ı̂ncă o dată, şi fie
j cel mai mic indice astfel ı̂ncât j > i şi vj = uk pentru un anumit k. Atunci
⟨vi, vi+1, . . . , vj, uk−1, . . . , ui+1, vi⟩ este un ciclu ı̂n T , contrar ipotezei. �



CAPITOLUL 3. TEORIA GRAFURILOR 84

Figura 3.8: Exemple de arbori.

Teorema 3.17 Graful obţinut din arborele T = (V,E) prin eliminarea oricărei
muchii are două componente, fiecare dintre acestea fiind un arbore.

Demonstraţie. Presupunem că uv ∈ E, E ′ = E \ {uv}, şi fie S = (V,E ′).
Definim

V1 = {x ∈ V : unicul (x, v) – lanţ din T trece prin u}.

Pentru orice x ∈ V1, unicul (x, v) – lanţ trebuie să se termine şi să ı̂nceapă
cu muchia uv, altfel T ar conţine un ciclu ⟨x, . . . , u, v, . . . , x⟩.

Fie V2 = V \V1. Fiecare vârf din V1 este unit cu u printr-un lanţ din S şi
fiecare vârf din V2 este unit cu v ı̂n S. In concluzie V1 şi V2 sunt mulţimile de
vârfuri ale celor două componente ale lui S. Fiecare componentă este (prin
definiţie) conexă şi ea nu conţine niciun ciclu, ı̂ntrucât ı̂n T nu există cicluri.
Astfel, cele două componente sunt arbori. �

Teorema 3.18 Dacă T = (V,E) este un arbore, atunci |E| = |V | − 1.

Demonstraţie. Prin inducţie după |V |.
Dacă |V | = 1, concluzia are loc, deoarece unicul arbore care există ı̂n

acest caz nu are cicluri.
Presupunem concluzia adevărată pentru un arbore cu ≤ k vârfuri. Fie

T un arbore cu |V | = k + 1 şi fie uv o muchie a lui T . Dacă T1 = (V1, E1)
şi T2 = (V2, E2) sunt arborii obţinuţi prin eliminarea muchiei uv din T (vezi
teorema 3.17), avem

|V1|+ |V2| = |V | şi |E1|+ |E2| = |E|.

Astfel,

|E| = |E1|+ |E2|+ 1 = |V1| − 1 + |V2| − 1 + 1 = |V | − 1.

In a doua egalitate aplicăm ipoteza inducţiei pentru arborii T1 şi T2. �

Observaţia 3.7 Concluziile teoremelor 3.16–3.18 furnizează câteva moduri
alternative de a defini un arbore.
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Figura 3.9: Construcţia arborelui cu rădăcina ı̂ntr-un vârf dat r.

3.3.1 Arbori cu rădăcină

Frecvent, un vârf al unui arbore poate avea un rol special dintr-un anumit
punct de vedere. De exemplu, ı̂ntr-un arbore genealogic al unei familii re-
gale, putem pune ı̂n evidenţă poziţia specială a regelui punându-l ı̂n vârful
arborelui, si pe toţi fiii ≪sub≫ părinţii lor.6 In general vârful cu rol special
se numeşte rădăcină şi se asociază o direcţie fiecărei muchii, anume de la
părinte la fiu.

Definiţia 3.21 Un arbore orientat este un graf orientat al cărui graf
suport este un arbore.

Un arbore cu rădăcină sau arborescenţă este un arbore orientat ı̂n care
există un vârf special r, numit rădăcină, astfel ı̂ncât pentru orice alt
vârf v, există un drum (unic) de la r la v.

Atunci când se desenează un arbore cu rădăcină, săgeţile de pe arce de obicei
se omit, deoarece direcţia arcului este ı̂ntotdeuna ≪de la≫ rădăcină. De
asemenea rezultă că drumul de la rădăcină la un vârf dat este unic.

Definiţia 3.22 Intr-un arbore cu rădăcină, adâncimea sau nivelul unui
vârf v, notată depth(v), este distanţa de la rădăcină, adică lungimea
unicului drum de la rădăcină la v. Astfel, rădăcina are nivelul 0.

Un vârf ı̂ntr-un arbore cu rădăcină se numeşte frunză dacă se află la
nivelul i (i ≥ 0) şi nu este adiacent niciunui vârf de la nivelul i+ 1.

Un vârf care nu este o frunză este un vârf interior.

Inălţimea unui arbore cu rădăcină este cel mai mare număr k pentru care
nivelul k nu este vid.

Dacă vârful x precede imediat vârful y pe drumul de la rădăcină la y, atunci
x este părintele sau tatăl lui y şi y este copilul sau fiul lui x.

Fie x, y vârfuri distincte ale unui arbore cu rădăcină. Atunci y se numeşte
descendent al lui x (şi x se numeşte predecesor al lui y) dacă x este
situat pe unicul drum de la rădăcină la y.

Fiecare vârf (cu excepţia rădăcinii) are un unic tată, dar un vârf poate avea
un număr arbitrar de fii (inclusiv 0). Deci, un vârf este o frunză dacă şi
numai dacă nu are nici un fiu. De asemenea, un vârf este tată dacă şi numai

6Să menţionăm că, atunci când se alcătuieşte un arbore genealogic, istoricii pun de
obicei regele pe poziţia cea mai joasă şi descendenţii deasupra lui, tocmai ca să se reproducă
forma unui arbore adevărat. Cele două versiuni sunt, desigur, echivalente.
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dacă este un vârf interior. Arborii cu rădăcină sunt de fapt grafuri orientate,
direcţiile arcelor fiind de la un tată la fiul său. Pentru simplicitate, vom
omite săgeţile şi terminologia pentru grafuri orientate.

Definiţia 3.23 Dacă ı̂ntr-un arbore cu rădăcină fiecare tată are cel mult
m fii, spunem că avem un arbore m-ar cu rădăcină. In particular, pentru
m = 2, arborele se va numi binar, iar când m = 3 se va numi ternar.
Un arbore cu rădăcină m-ar, ı̂n care fiecare tată are exact m fii, se numeşte
complet.

3.3.2 Arbori de decizie

Incepem acest paragraf cu următoarea teoremă:

Teorema 3.19 Inălţimea unui arbore m-ar cu rădăcină cu k frunze este cel
puţin logm k.

Demonstraţie. Fie h ı̂nălţimea arborelui. Inegalitatea cerută

h ≥ logm k (3.4)

este echivalentă cu mh ≥ k, deci ar fi suficient să arătăm că un arbore m– ar
cu rădăcină, de ı̂nălţime h, are cel mult mh frunze.

Arătăm acest lucru prin inducţie după h. Dacă h = 0, arborele are un
singur vârf, care este atât frunză cât şi tată, deci k = 1, şi astfel inegalitatea
este adevărată. Presupunem acum că inegalitatea este adevărată pentru
0 ≤ h ≤ h0 şi fie T un arbore m-ar cu rădăcină cu ı̂nălţime h0 + 1. Dacă
notăm rădăcina cu r, atunci arborele T − r (vezi definiţia 3.7, pag. 70) va
fi format din cel mult m arbori T1, . . . , Tm ale căror rădăcini sunt vârfurile
de la nivelul 1 din T . Fiecare Ti este astfel arbore cu rădăcină, de ı̂nălţime
≤ h0. Din ipoteza inducţiei, fiecare din aceşti Ti arbori are cel mult mh0

frunze. Frunzele lui T coincid cu frunzele arborilor T1, . . . , Tm, prin urmare
numărul de frunze din T va fi mai mic decât m ·mh0 = mh0+1.

In concluzie, conform principiului inducţiei, inegalitatea k ≤ mh este
adevărată pentru orice h ≥ 0. �

Observaţia 3.8 In general numărul logm k nu este ı̂ntreg. Inegalitatea (3.4)
poate fi rescrisă ca şi

h ≥ ⌈logm k⌉, (3.5)

unde pentru un număr real x, se notează cu ⌈x⌉ cel mai mic număr ı̂ntreg z
astfel ı̂ncât z ≥ x.

Teorema 3.19 se poate aplica ı̂n studiul arborilor de decizie. Un arbore de
decizie este un arbore m-ar ı̂n care:

• fiecare vârf interior reprezintă o decizie,

• rezultatele posible ale deciziei sunt reprezentate prin muchiile care unesc
vârfurile situate la nivelul următor,

• frunzele arborelui reprezintă rezultatele finale ale procedurii.
In cazul când rezultatele deciziei sunt doar adevărat sau fals (0 sau 1),

avem de-a face cu un arbore de decizie binar.
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Figura 3.10: Arborele de decizie pentru exemplul 3.7.

Exemplul 3.7 (Problema falsei monede) Presupunem că avem o mo-
nedă autentică etichetată cu 0 şi n alte monede, indentice cu 0 ı̂n aparenţă,
cu excepţia faptului că sunt etichetate 1, 2, . . . , n. Se suspectează că una din
monezi poate fi falsă – fie prea uşoară fie prea grea. Să se arate că sunt
necesare cel puţin ⌈log3(2n+ 1)⌉ cântăriri pe o balanţă, pentru a decide care
monedă (dacă există vreuna) este falsă, şi de asemenea să se decidă dacă
ea este mai uw̧oară sau mai grea. Să se realizeze o procedură care foloseşte
exact acest număr de cântăriri, când n = 4.

Soluţie. Există 2n+ 1 rezultate (frunze ale arborelui de decizie), anume

G 1H 1L 2H 2L . . . nH nL,

unde G ı̂nseamnă că toate monezile sunt bune, kH ı̂nseamnă că moneda k
este mai grea şi kL ı̂nseamnă că moneda k este mai uşoară.

Avem nevoie de un arbore ternar de decizie, deoarece există trei rezultate
posible ale fiecărei decizii, atunci când se cântăresc două mulţimi de monezi:

< : mulţimea de monezi din stânga este mai uşoară

= : mulţimile de monezi au aceeaşi greutate

> : mulţimea de monezi din stânga este mai grea

Conform teoremei 3.19, ı̂nălţimea arborelul de decizie va fi
≥ ⌈log3(2n+ 1)⌉.

In cazul n = 4, ı̂nălţimea va fi ≥ 2. Procedura care efectuează doar două
cântăriri este ilustrată ı̂n figura 3.10.

In finalul acestui paragraf menţionăm că ı̂n problemele de decizie margi-
nea inferioară ⌈logm k⌉ dată ı̂n (3.5) este una teoretică. In anumite situaţii
este posibilă construcţia unei proceduri din care să se poată trage concluzia
cu doar ⌈logm k⌉ decizii, dar există de asemenea situaţii când acest număr
nu poate fi atins.

3.3.3 Arbori de sortare

Vrem să ordonăm crescător o listă x1, x2, . . . , xn de numere două câte două
distincte. Algoritmii folosiţi pentru a rezolva această problemă presupun
compararea a două numere şi (dacă e cazul) schimbarea ı̂ntre ele. Acest fel
de procedură se poate reprezenta printr-un arbore de decizie, unde un vârf
conţine o comparaţie a două numere, xi şi xj. Deoarece există două rezultate
posibile (xi < xj şi xi > xj), arborele de decizie este unul binar.
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Figura 3.11: Arborele binar asociat listei X.

Un algoritm simplu folosit pentru sortare este aşa-numitul algoritm bobble
sort, unde se compară de fiecare dată două numere consecutive, schimbându-
le ı̂ntre ele dacă nu sunt ı̂n ordinea cerută.

Algoritm 1 (Algoritm bobble sort)
pentru j = 1, . . . , n

pentru i = 1, . . . , n− j
dacă xi > xi+1 schimbă xi, xi+1

Un algoritm mult mai eficient, care foloseşte arbori binari şi are nevoie de
mai puţine comparaţii, este algoritmul heap-sort. In continuare vom descrie
paşii acestui algoritm.

Construirea unui arbore neordonat

Incepem prin a ataşa elementele listei X = {x1, x2, . . . , xn} vârfurilor
unui arbore binar, astfel:

x1 rădăcina – nivel 0
x2, x3 – nivel 1
x4, x5, x6, x7 – nivel 2
· · ·
Astfel, ı̂n acest arbore, xk este tată pentru x2k şi x2k+1, când 2k+1 ≤ n.

Ultimul nivel este de obicei incomplet, iar dacă n este par, atunci xn/2 are
doar un fiu.

Algoritmul heap-sort continuă ı̂n felul următor: mai ı̂ntâi, arborele nesor-
tat este transformat ı̂ntr-un tip special de arbore pa care ı̂l vom numi heap.
Apoi heap-ul este transformat ı̂ntr-o listă ordonată y1, y2, . . . , yn.

Definiţia 3.24 Un heap este un arbore binar, cu un număr xi asociat
fiecărui vârf şi cu proprietatea că fiecare tată este mai mic decât fiii săi
(xi < x2i, xi < x2i+1).

Transformarea unui arbore neordonat ı̂ntr-un heap

Vom ı̂ncepe să comparăm taţii (vârfurile interne) ı̂n ordine inversă (de la
cel mai mare nivel spre rădăcină). Presupunem că, atunci când ajungem la
vârful xk, cei doi subarbori cu rădăcinile x2k şi x2k+1 au fost deja transformaţi
ı̂n heap-uri.

Dacă xk < xk+1 şi xk < x2k+1 nu facem nimic, ı̂ntrucât subarborele cu
rădăcina xk este deja heap.

Dacă nu, stocăm xk temporar şi mutăm pe cel mai mic dintre fiii săi x2k

şi x2k+1 ı̂n vârful vacant. Acest lucru creează o nouă poziţie vacantă.
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Dacă xk este mai mic decât fiii vârfului vacant sau dacă nu are fii, vom
ocupa poziţia vacantă cu xk.

Dacă nu, ocupăm poziţia vacantă cu cel mai mic dintre fii şi con-
tinuăum. In final vom găsi un loc pentru xk când am ajuns la o frunză, dacă
nu ı̂nainte.

Fie heap(k,n) procedura care, dat fiind un vârf xk cu proprietatea că
arborii cu rădăcinile ı̂n x2k şi x2k+1 sunt heap-uri, transformă subarborele cu
rădăcina xk ı̂ntr-un heap. Aplicând această procedură pentru k =

[
1
2
n
]
,
[
1
2
n
]
−

1, . . . , 2, 1, ı̂ntregul arbore va fi transformat ı̂ntr-un heap.

Transformarea unui heap ı̂ntr-o listă ordonată

Intr-un heap, rădăcina are cea mai mică valoare, deci ea va fi primul
element y1 al listei ordonate.

Locul vacant rămas la rădăcină este ocupat de ultima valoare xn şi vechea
frunză xn este ı̂nlăturată.

Avem acum un arbore cu n − 1 vârfuri şi doi subarbori cu rădăcinile
x2 şi x3, care sunt heap-uri. Aplicăm acum procedura heap(1,n-1) pentru
a reface proprietatea de heap a ı̂ntregului arbore.

In noul arbore (care este heap) rădăcina are cea mai mică dintre valorile
rămase şi aceasta este atribuită lui y2.

Ultima frunză este ı̂nlăturată.
Refacem acum heap-ul prin heap(1,n-2)

şi asa mai departe.

Exemplul 3.8 Considerăm lista

X = {79, 27, 81, 49, 50, 11, 99, 87, 40, 95, 55, 73}

Arborele binar asociat acestei liste este reprezentat ı̂n figura 3.11, iar paşii
construcţiei primului heap sunt prezentaţi ı̂n figura 3.12. Pasul următor este
prezentat ı̂n figura 3.13.

3.4 Arbori binari şi coduri binare

3.4.1 Arbori binari

Definiţia unui arbore binar a fost dată la pag. 86. Într-un arbore binar,
considerăm că un fiu poate fi sau un fiu stâng, sau un fiu drept, cu alte
cuvinte vom face distincţie ı̂ntre fii.

Definiţia 3.25 Fie T = (V,E) un arbore binar şi v ∈ V . Un subar-
bore stâng (drept) al vârfului v este un subarbore binar indus de fiul stâng
(drept) al lui v şi de toţi descendenţii acestora.

Deci, putem considera un arbore ca având trei componente: rădăcina şi
subarborii săi stâng şi drept. Acest lucru ne permite să enunţăm următoarea
proprietate recursivă a unui arbore binar: Dacă T este un arbore binar de
ı̂nălţime h, atunci subarborii săi stâng şi drept au ambii ı̂nălţimea ≤ h − 1,
cu egalitate pentru cel puţin unul din ei. Demonstraţia acestei proprietăţi
este imediată, prin inducţie după h.

Observaţia 3.9 Alte două proprietăţi imediate ale arborilor binari sunt următoarele:

1. Un arbore binar complet de ı̂nălţime h are 2h+1 − 1 vârfuri.
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Figura 3.12: Pasul 1: Transformarea listei neordonate X ı̂ntr-un heap.
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Figura 3.13: Pasul 2: Extrgerea rădăcinii y1 = 11, ştergerea ultimei frunze
şi construcţia din nou a unui heap.

Figura 3.14: Un arbore binar de ı̂nălţime 4, cu rădăcina ı̂n r, şi subarborii
săi stâng şi drept de ı̂nălţime 3 resp. 2, cu rădăcinile r1 resp. r2.

2. Orice arbore binar de ı̂nălţime h are cel mult 2h+1 − 1 vârfuri.

Demonstraţiile acestor proprietăţi rezultă imediat prin inducţie.

3.4.2 Coduri binare

Pentru a codifica informaţia, computerul foloseşte şiruri de cifre binare (biţi).
Cel mai cunoscut mod de codificare este codificarea ASCII, care asociază
fiecărui simbol şir format din 7 biţi.

Definiţia 3.26 Un cod binar este o asociere de şiruri de biţi unei mulţimi
de simboluri.

Pentru anumite aplicaţii, este de dorit să avem codificări ı̂n care codurile
sa aibă lungime variabilă. Deci să considerăm următoarele trei exemple de
codificări:

(c1) x1 → 00 x2 → 01 x3 → 10 x4 → 11,
(c2) x1 → 0 x2 → 10 x3 → 110 x4 → 111,
(c3) x1 → 0 x2 → 1 x3 → 00 x4 → 01.

Codurile asociate şirului x1x3x1x4 sunt:
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(c1) 00100011,
(c2) 01100111,
(c3) 000001.
Decodificarea se poate face ı̂n mod unic ı̂n primele două codificări, ı̂n

timp ce ı̂n a treia codifcare, şirul de biţi se poate decodifica
x1x1x1x1x1x2, dar şi x3x3x4. In concluzie, trebuie evitate aceste situaţii
generate de faptul că un cod este ı̂nceputul unui alt cod, şi astfel nu se ştie
unde ı̂ncepe şi unde se termină un cod. Pentru a evita această ambiguitate,
introducem următoarea proprietate:

Definiţia 3.27 Un cod prefix este un cod binar cu proprietatea că niciun
cod al unui simbol nu este un subşir iniţial al unui cod asociat altui simbol.
Numărul de biţi dintr-un cod prefix al unui simbol se numeşte lungimea
codului.

Se poate vedea că ı̂n a treia codificare, codul x1 → 0 este şir iniţial al
codurilor x3 → 00 şi x4 → 01, prin urmare (c3) nu este un cod prefix.

Construcţia codurilor prefix poate fi realizată prin folosirea arborilor bi-
nari.

Construcţia codurilor prefix

Fie T un arbore binar. Dacă etichetăm fiecare muchie stângă cu 0 şi fiecare
muchie dreaptă cu 1, atunci fiecărei frunze i se asociază un cod format dintr-
un şir de etichete ale muchiilor care compun unicul drum de la rădăcină la
acea frunză. De exemplu,

literă a b c d e f g
cod 000 0010 0011 0101 011 100 101

Se poate constata că orice drum de la rădăcină la frunză nu este un
subdrum iniţial pentru un alt drum de la rădăcină la o altă frunză, deci
codurile sunt coduri prefix.

Coduri Huffman

Intr-un cod prefix, este natural să se dorească folosirea mai puţinor biţi pentru
codificarea simbolurilor mai frecvente. O măsură a eficienţei unei codificări
este lungimea medie ponderată (LMP) a sa, unde lungimea fiecărui cod
este ı̂nmulţită cu frecvenţa simbolului pe care ı̂l codifică. In exemplul de mai
sus, dacă frecvenţele sunt

literă a b c d e f g
frecvenţă 0.2 0.05 0.1 0.1 0.25 0.15 0.15

, (3.6)

atunci lungimea medie ponderată este

3 · 0.2 + 4 · 0.05 + 4 · 0.1 + 4 · 0.1 + 3 · 0.25 + 3 · 0.15 + 3 · 0.15 = 3.25.

Coeficienţii frecvenţelor sunt adâncimile frunzelor correspunzătoare din ar-
bore.
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Definiţia 3.28 Fie T un arbore binar şi s1, s2, . . . , sl frunzele sale, astfel
ı̂ncât frunzei si ı̂i este asociată ponderea wi. Atunci adâncimea medie
ponderată (AMP) a arborelui binar T este

W(T ) =
l∑

i=1

depth (si) · wi.

Un algoritm pentru construcţia unui cod prefix, ale cărui cuvinte au cea mai
mică LMP posibilă, a fost dat ı̂n 1952 de Huffman7 ı̂n teza sa de doctorat la
MIT.

Algoritm 2 (Coduri prefix Huffman)
Intrare: o mulţime S = {s1, . . . , sl} de simboluri

o listă W = {w1, . . . , wl} de ponderi asociate lui S (wi → si)
Ieşire: un arbore binar reprezentând un cod prefix pentru mulţimea de simbo-
luri S, cu codurile având LMP minimă

� se iniţializează F ca o pădure de vârfuri izolate cu etichetele
s1, . . . , sl, cu ponderile respective w1, . . . , wl

� pentru i = 1, . . . , l − 1
- alegem din pădurea F doi arbori, T0 şi T1 cu cele mai mici
ponderi

- se crează un nou arbore binar a cărui rădăcină are pe
T0 şi T1 ca şi subarbori stâng, respectiv drept

- se etichetează muchia spre T0 cu 0 şi muchia spre T1 cu 1
- se asociază noului arbore ponderea w(T0) + w(T1)
- se ı̂nlocuiesc arborii T0 şi T1 din pădurea F cu noul arbore

� retur un arbore binar asociat listei W

Definiţia 3.29 Arborele binar rezultat prin aplicarea algoritmului 2 va fi
numit arbore Huffman pentru lista de simboluri S. Codul prefix care co-
respunde acestui arbore se va numi cod Huffman.

Exemplul 3.9 Considerăm frecvenţele mulţimii de simboluri
S = {a, b, c, d, e, f, g}, date prin tabelul (3.6). Paşii algoritmului Huffman
sunt ilustraţi ı̂n figurile 3.15 şi 3.16. Codificarea Huffman va fi următoarea:

literă a b c d e f g
cod 00 0010 0101 011 10 110 111

Lungimea medie ponderată a acestei codificări este

2 · 0.2 + 4 · 0.05 + 4 · 0.1 + 3 · 0.1 + 2 · 0.25 + 3 · 0.15 + 3 · 0.15 = 2.7.

Schema de decodificare folosind arborele Huffman

Un cod dat determină un drum unic de la rădăcină la frunza corespunzătoare
acelui simbol. Pentru decodificare, se citeşte codul de la stânga la dreapta
şi se parcurge arborele pornind de la rădăcină. Când se ajunge la o frunză,
simbolul corespunzător este ı̂nregistrat. Următorul bit ı̂ncepe un nou drum
de la rădăcină la următorul simbol. Continuăm până când toţi biţii codului
au fost citiţi.

7David Albert Huffman (1925-1999), inginer electronist american.
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Figura 3.15: Iteraţiile 1-4 din algoritmul lui Huffman pentru exemplul 3.9.
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Figura 3.16: Iteraţiile 5-6 din algoritmul lui Huffman pentru exemplul 3.9.

Exemplu: Prin decodificarea următoarelor şiruri de biţi

1100001010001110, 0100001111110011110, 11000010110011

se obţin respectiv şirurile de simboluri facade, baggage, faced.

Correctitudinea algoritmului Huffman

Trebuie să demonstrăm că algoritmul Huffman produce un cod prefix optimal
(cu cea mai mică LMP). Acest lucru se poate arăta prin inducţie, dar mai
ı̂ntâi avem nevoie de câteva rezultate preliminare.

Lema 3.20 Dacă frunzelelor unui arbore binar le sunt asociate ponderi şi
dacă fiecărui vârf interior ı̂i este asociată o pondere egală cu suma ponderilor
copiilor săi, atunci AMP a arborelui va fi egală cu suma ponderilor vârfurilor
interioare:

W(T ) =
∑
v∈I

w(v)

(am notat cu I mulţimea vârfurilor interioare ale lui T ).

Demonstraţie. Pentru fiecare frunză (simbol) sk, notăm dk = depth(sk).
Contribuţia simbolului sk la membrul drept este wk · dk, deoarece ponderea
wk apare la nivelele 0, 1, 2, . . . , dk−1, deci de dk ori. Contribuţia lui sk la
membrul stâng va fi (din definiţia 3.28) depth(sk) · wk = dkwk. �

Teorema 3.21 Fie S = {s1, . . . , sl} o mulţime de simboluri. Pentru orice
listă dată de ponderi W = {w1, . . . , wl}, un arbore Huffman are cea mai
mică AMP posibilă dintre toţi arborii binari care au aceste ponderi asociate
frunzelor.

Demonstraţie. Folosim inducţia după l.
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Pentru l = 2, arborele are o rădăcină cu ponderea w1 + w2, suma pon-
derilor fiilor săi stâng şi drept, prin urmare AMP = 1 · w1 + 1 · w2 şi este
mininmă.

Pentru l0 ≥ 2 dat, presupunem că algoritmul 2 produce un arbore Hu-
ffmanH cu AMPminimă pentru orice listă l0 de ponderi. Fie w1, w2, . . . , wl0+1

o listă de l0 + 1 ponderi şi presupunem că w1 şi w2 sunt cele mai mici două
ponderi, alese primele de către algoritm. Astfel, frunzele s1 şi s2 sunt fraţi.
Fie y tatăl lor şi fie H = H − s1 − s2. Atunci H coincide cu arborele obţinut
prin aplicarea algoritmului Huffman pentru mulţimea {y, s3, s4, . . . , sl0+1},
cu w(y) = w1 + w2. Dar,

depth(s1) = depth(s2) = depth(y) + 1, (̂ın H)

prin urmare

W(H) =

l0+1∑
i=1

depth(si) · wi

= depth(s1) · w1 + depth(s2) · w2 +

l0+1∑
i=3

depth(si) · wi

= w1 + w2 + depth(y) · (w1 + w2) +

l0+1∑
i=3

depth(si) · wi

= w1 + w2 +W(H).

Din ipoteza inducţiei, H este optimal ı̂ntre toţi arborii binari care au
ponderile w1 + w2, w3, . . . , wl0+1 asociate frunzelor.

Presupunem acum că T ∗ este un arbore binar optimal pentru ponde-
rile w1, w2, w3, . . . , wl0+1. Fie x un vârf interior al lui T ∗, cu cea mai mare
adâncime, şi notăm cu z şi v copiii săi. Fără să pierdem generalitatea, putem
presupune că ponderile lui z şi v sunt w1 şi w2, deoarece ı̂n caz contrar am fi
putut schimba ponderile lor cu w1 şi w2 pentru a produce un arbore cu AMP
mai mică.

Considerăm arborele T = T ∗ − z − v. Atunci

W(T ∗) = W(T ) + w1 + w2.

Dar T este un arbore binar cu frunzele având ponderile w1+w2, w3 . . . , wl0+1,
şi prin urmare

W(T ) ≥ W(H).

Astfel, W(T ∗) ≥ W(H) şi ı̂n consecinţă H este optimal. �

3.5 Arbori de acoperire

Definiţia 3.30 Un arbore de acoperire pentru graful G = (V,E) este un
subgraf de acoperire 8 care este un arbore.

Intrebarea care se pune ı̂n mod natural este: dat fiind un graf conex, există
un arbore de acoperire, şi ı̂n caz afirmativ, cum se poate construi un arbore
de acoperire?

Inainte de a prezenta câteva metode de construcţie a arborilor de acope-
rire, avem nevoie de câteva noţiuni.

8Definiţia 3.2, pag. 67.
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Figura 3.17: Un graf şi unul din arborii săi de acoperire.

Figura 3.18: Un arbore ı̂ntr-un graf şi muchiile sale frontieră.

Definiţia 3.31 Fie G = (V,E) un graf şi G1 = (V1, E1) un subgraf al lui G.
O muchie a lui G se numeşte a muchie frontieră pentru G1 ı̂n G, dacă ea
are o extremitate ı̂n V1 şi cealaltă extremitate ı̂n V \ V1.

Mulţi algoritmi de construcţie a arborilor de acoperire se bazează pe următorul
rezultat.

Propoziţia 3.22 Fie G = (V,E) un graf, T un arbore care este un subgraf
al grafului G, şi e o muchie frontieră pentru T . Atunci subgraful 9 T + e este
de asemenea un arbore.

Demonstraţie. Adăugarea unei muchii frontieră e la arborele T nu poate
crea un ciclu, ı̂ntrucât una din extremităţile lui e nu aparţine lui T . �

Să menţionăm că adăugarea muchiei e la T implică şi adăugarea unui vârf
nou ı̂n T .

Construcţia de bază a arborilor

In schema de bază pentru construcţia arborilor se folosesc etichete pentru
vârfuri, pentru a marca ordinea ı̂n care vârfurile au fost adăugate arborelui.
Prin etichetarea vârfurilor ı̂nţelegem atribuirea etichetelor 0, 1, 2, . . . n−1
(câteodată 1, 2, . . . , n) celor n vârfuri ale grafului.

Definiţia 3.32 Fie G = (V,E) un graf şi x ∈ V un vârf. Componenta
lui x ı̂n G, notată CG(x), este subgraful lui G indus de mulţimea de vârfuri
care sunt accesibile din x.

9Vezi definiţia 3.7, pag. 70.
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Astfel, dacă un graf G = (V,E) este conex, atunci CG(x) = G pentru
orice x ∈ V . Reciproc, dacă există x ∈ V astfel ı̂ncât CG(x) = G, atunci
graful G este conex.

In continuare prezentăm un algoritm de bază pentru construcţia unui
arbore de acoperire pentru componenta CG(x). Acesta ı̂ncepe cu o muchie
şi adaugă arborelui muchii frontieră succesiv, până când sunt adăugate toate
vârfurile grafului dat.

Algoritm 3 (Algoritm de bază pentru construcţia unui arbore de
acoperire, cu etichetarea vârfurilor)
Intrare: un graf G = (V,E) şi un vârf iniţial u ∈ V .
Ieşire: un arbore de acoperire T pentru CG(u) şi o etichetare a vârfurilor
pentru CG(u).

� se iniţializează arborele T cu vârful u
� se etichetează cu 0 vârful u
� se iniţializează contorul de etichetare i = 1
� cât timp T nu acoperă CG(u)

- se alege o muchie frontieră e pentru T
- fie v extremitatea muchiei e care nu aparţine lui T
- se adaugă muchia e şi vârful v arborelui T
- se etichetează cu i pe vârful v
- i = i+ 1

� retur arbore T şi etichetarea vârfurilor lui CG(u)

Observaţia 3.10 (unicitatea) Să menţionăm pentru ı̂nceput că, fără re-
guli de alegere a unei muchii frontieră, arborele generat de algoritmul 3 nu
este unic. Unicitatea depinde de anumite priorităţi asociate muchiilor sau
vârfurilor.

Observaţia 3.11 Ori de câte ori este aplicat algoritmul 3, arborele de aco-
perire rezultat poate fi privit ca şi un arbore orientat cu rădăcina u.

Propoziţia 3.23 Dacă o execuţie a algoritmului 3 ı̂ncepe cu un vârf v al
grafului G, atunci subgraful constând din vârfurile etichetate şi muchiile ar-
borelui este un arbore de acoperire al componentei CG(v).

Corolarul 3.24 Un graf este conex dacă şi numai dacă algoritmul 3 etiche-
tează toate vârfurile sale.

In cazul ı̂n care graful G nu este conex, vom obţine un algoritm de construcţie
a unei păduri.

Definiţia 3.33 O pădure de acoperire a unui graf G este o mulţime de
arbori, astfel ı̂ncât fiecare arbore este un arbore de acoperire a câte unei
componente conexe a lui G.

Pentru construcţia unei păduri dăm următorul algoritm de bază.

Algoritm 4 (Algoritm de bază pentru construcţia unei păduri, cu
etichetarea vârfurilor)

Intrare: un graf G = (VG, EG)
Ieşire: o pădure de acoperire F a lui G şi o etichetare a vârfurilor lui G.
� se iniţializează pădurea F cu graful vid
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Figura 3.19: Arborele DFS.

� se iniţializează contorul componentei cu t = 1
� cât timp pădurea F nu acoperă pe G (nu are ı̂ncă |VG| vârfuri)

- se alege un vârf v care nu este ı̂n pădurea F
- se foloseşte algoritmul pentru arbori, pentru a construi un
arbore de acoperire Tt ı̂n CG(v)

- se adună |VF | la fiecare etichetă a vârfurilor arborelui Tt

- se adaugă arborele Tt la pădurea F
- t = t+ 1

� retur pădurea F şi etichetarea vârfurilor lui G

3.5.1 Căutare ı̂n adâncime şi căutare ı̂n lărgime

Căutarea ı̂n adâncime şi căutarea ı̂n lărgime sunt de fapt algoritmi de con-
struire de arbori de acoperire, bazaţi pe algoritmul 3. Chiar dacă ei sunt
folosiţi câteodată pentru a căuta ceva, cuvântul ≪de căutare≫ ne poate oa-
recum induce ı̂n eroare, dar este prea ı̂nrădăcinat ca să-l putem schimba.

Căutare ı̂n adâncime (DFS)

Ideea algoritmului DFS10 este de a selecta o muchie frontieră incidentă celui
mai recent vârf adăugat ı̂n arborele parţial (adică vârfului cu cea mai mare
etichetă). Când acest lucru nu este posibil, algoritmul se ı̂ntoarce la penul-
timul vârf adăugat (adică părintele) şi ı̂ncearcă din nou. Astfel, căutarea
avansează adânc ı̂n graf (de unde numele ı̂n adâncime).

In continuare vom descrie algoritmul DFS. Un exemplu de arbore DFS
este ilustrat ı̂n figura 3.19. In timpul algoritmului, eticheta asociată unui
vârf w se notează cu df(w).

Algoritm 5 (Căutare ı̂n adâncime)
Intrare: un graf conex G = (V,E) şi un vârf de plecare v ∈ V
Ieşire: un arbore de acoperire ı̂n adâncime T şi o etichetare a vârfurilor lui
G

� se iniţializează arborele T cu vârful v
� se iniţializează mulţimea de muchii frontieră pentru T cu ∅
� df(v) = 0
� se iniţializează contorul de etichete i = 1
� cât timp T nu acoperă pe G (nu are ı̂ncă |V | vârfuri)

- se actualizează mulţimea muchiilor frontieră pentru T
- fie e o muchie frontieră pentru T a cărei extremitate etichetată

10DFS este prescurtarea termenului englez Depth-First Search, folosit pentru căutarea
ı̂n adâncime.
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Figura 3.20: Arborele BFS.

are cel mai mare număr df posibil.
- fie w extremitatea neetichetată a muchiei e
- se adaugă muchia e (şi vârful w) arborelui T
- df(w) = i
- i = i+ 1

� retur arborele T ı̂mpreună cu numerele df

Căutare ı̂n lărgime (BFS)

In timp ce ı̂n DFS se avansează de la vârful curent la un nou vârf ori de câte
ori este posibil, ı̂n BFS11 se verifică toate vârfurile adiacente vârfului curent
ı̂nainte de a trece la următorul. Selecţionarea muchiilor frontieră se va face
cât mai aproape cu putinţă de vârful iniţial, sau, ı̂n termeni de priorităţi,
muchiile frontieră incidente vârfurilor având cea mai mică etichetă posibilă
vor avea cea mai mare prioritate. Un exemplu de arbore BFS este dat ı̂n
figura 3.20.

Algoritm 6 (Căutare ı̂n lărgime)
Algoritmul este identic cu algoritmul 5 (DFS), cu excepţia cuvintelor cel

mai mare, care se ı̂nlocuiesc cu cel mai mic.

Propoziţia 3.25 Când BFS este aplicat unui graf conex G = (V,E), extre-
mităţile fiecărei muchii din G care nu aparţine arborelui sunt fie la acelaţi
nivel, fie la nivele consecutive (sau, echivalent, dacă se notează cu r vârful
de plecare, distanţele12 la r sunt fie egale, fie diferă cu unu).

Demonstraţie. Fie T = (V,E ′) un arbore de acoperire rezultat prin apli-
carea algoritmului BFS pornind din vârful r.

Presupunem că există muchia e = xy ∈ E \ E ′ astfel ı̂ncât

d(r, x) = p, d(r, y) = p+ s, s > 1.

Dacă se notează cu ω unicul lanţ ı̂n T dintre r şi x, atunci ω ∪ e formează
un lanţ ı̂ntre r şi y de lungime p+ 1 < p+ s, contradicţie cu proprietatea că
p+ s este lungimea celui mai scurt lanţ dintre r şi y. �

Teorema 3.26 (proprietatea de arbore al distanţelor) Fie G = (V,E)
graf şi fie T arborele construit aplicând algoritmul BFS, pornind din vârful
v ∈ V . Atunci pentru orice vârf x, d(v, x) este egală cu lungimea unicului

11BFS este prescurtarea termenului englez Breadth-First Search folosit pentru căutarea
ı̂n lărgime.

12Definiţia distanţei dintre două vârfuri a fost dată la pag. 69.
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Figura 3.21: Un graf şi un arbore economic al său.

lanţ ı̂n T dintre v şi x. Cu alte cuvinte, arborele obţinut prin algoritmul BFS
pornind din v este un arbore al distanţelor faţă de v.

Demonstraţie. Reamintim că d(v, x) este distanţa dintre v şi x, adică
lungimea celui mai scurt lanţ ı̂n G dintre v şi x.

Notăm k = d(v, x). Construim partiţia lui V alcătuită din clasele

ℓv(p) = {y ∈ V, d(v, y) = p}, p = 0, 1, 2, . . . ,m.

Prin urmare x ∈ ℓv(k) şi părintele său ı̂n T va fi un vârf y1 ∈ ℓv(k − 1).
Părintele lui y1 ı̂n T va fi un vârf y2 ∈ ℓv(k− 2), iar continuând ı̂n acest mod
ajungem la vârful yk ∈ ℓv(0), adică yk = v. Prin urmare am construit lanţul
< v, yk−1, yk−2, . . . , y2, y1, x > ı̂n T , de lungime k. �

3.5.2 Grafuri cu ponderi şi arbori economici

Definiţia 3.34 Un graf cu ponderi este un graf ı̂n care fiecărei muchii i
se asociază un număr, numit ponderea sa. Ponderea muchiei e va fi notată
cu w(e).

Grafurile cu ponderi apar frecvent ı̂n aplicaţii; ı̂n grafurile de comunicaţii
ele pot reprezenta costuri de transport, timp de călătorie, distanţa spaţială,
preţul comunicaţiei sau al ı̂ntreţinerii.

Presupunem că mai multe calculatoare având o locaţie fixă trebuie le-
gate ı̂ntre ele pentru a forma o reţea (vezi figura 3.21). Costul creării unei
conexiuni directe ı̂ntre o pereche de calculatoare este cunoscut pentru fiecare
pereche posibilă şi este reprezentat prin ponderea muchiei. Desigur avem ne-
voie de cea mai ieftină conexiune. Dacă asociem un graf ı̂n care vârfurile sunt
calculatoarele, iar muchiile sunt cablurile care le leagă şi ponderea fiecărei
muchii este costul conexiunii, atunci scopul nostru va fi să determinăm un
arbore de acoperire de pondere minimă.

Definiţia 3.35 Fie G = (V,E) un graf conex cu ponderi, T = (V,E1) un
arbore de acoperire al lui G şi ω = ⟨e1, e2, . . . , en⟩ un lanţ ı̂n G.

Ponderea lanţului ω = ⟨e1, e2, . . . , en⟩ este suma ponderilor muchiilor
sale:

w(ω) =
n∑

i=1

w(ei).
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Figura 3.22: Arborele economic obţinut cu algoritmul 7.

Ponderea arborelui de acoperire T este suma ponderilor muchiilor
sale:

w(T ) =
∑
e∈E1

w(e).

Un arbore Tmin pentru care w(Tmin) este minim se numeşte arbore de
acoperire minimă sau arbore economic. Deci,

w(Tmin) = min{w(T ), Tarbore de acoperire al lui G}.

Problema arborelui economic: Fie G graf conex cu ponderi. Să se
găsească un arbore de acoperire al lui G a cărui pondere să fie minimă.

O soluţie naivă ar fi să scriem toţi arborii de acoperire, să calculăm pon-
derile lor şi să-l alegem pe cel de pondere minimă. In acest caz, dacă graful
G are n vârfuri şi este complet, atunci există nn−2 arbori de acoperire,13 care
sunt imposibil de analizat ı̂n timp real. Prin urmare este nevoie de algoritmi
mai eficienţi pentru găsirea unui arbore economic.

Un asemenea algoritm este cunoscut sub numele de algoritmul lui Prim.
Acest algoritm a fost descoperit pentru prima oară ı̂n 1930 de către Jarǹık14 şi
mai târziu, independent, de către Prim15 ı̂n 1957 şi Dijkstra ı̂n 1959. De aceea
mai este câteodată numit algoritmul DJP sau algoritmul lui Jarǹık.

Algoritm 7 (Algoritmul lui Prim)
Intrare: un graf conex cu ponderi G = (V,E)
Ieşire: un arbore economic T

� se alege un vârf arbitrar s al grafului G
� se iniţializează arborele Prim T cu vârful s
� se iniţializează mulţimea muchiilor frontieră cu ∅
� cât timp T nu acoperă graful G (nu are ı̂ncă |V | vârfuri)

- se actualizează mulţimea de muchii frontieră pentru T
- fie e o muchie frontieră cu cea mai mică pondere w(e)
- se adaugă muchia e la arborele T

� retur arborele Prim T

13Acest rezultat este cunoscut ca şi formula lui Cayley referitoare la arbori de acoperire.
14Vojtěch Jarǹık (1897-1970), matematician ceh.
15Robert Clay Prim (b. 1921), matematician şi calculatorist american.
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Pentru graful din figura 3.22, paşii algoritmului Prim pornind cu vârful s
sunt daţi ı̂n următorul tabel:

pas muchii frontieră muchii adăugate
1 sd, sa, sc sc
2 cd, ca, cb, sa, sd, sb ac
3 ab, bc, cd, sb, sd cd
4 ab, bc, db, sb sb

Teorema 3.27 (Corectitudinea algoritmului lui Prim) Arborele rezul-
tat ı̂n urma aplicării algoritmului lui Prim este un arbore economic.

Demonstraţie. Fie G = (V,E) un graf conex cu ponderi, T arborele rezul-
tat prin aplicarea algoritmului Prim grafului G şi Y un arbore economic al
lui G. Notăm cu Tk = (Vk, Ek) arborele lui Prim construit după k iteraţii.

Pentru simplicitate ı̂ncepem cu cazul ı̂n care toate muchiile au ponderi
diferite.

~ Dacă Y = T, atunci T este un arbore economic. Dacă nu, ar trebui să
obţinem o contradicţie.

Deci, presupunem Y ̸= T . Fie e prima muchie considerată de algoritm,
care este ı̂n T dar nu ı̂n Y . Fie Ti = (Vi, Ei) mulţimea de vârfuri conectate
de muchiile adăugate ı̂naintea lui e. Prin urmare, o extremitate a lui e este
ı̂n Vi şi cealaltă nu este ı̂n Vi. Deoarece Y este un arbore de acoperire al lui
G, există un lanţ ı̂n Y care uneşte cele două extremităţi ale lui e. Când ne
deplasăm de-a lungul acestui lanţ, trebuie să ı̂ntâlnim o muchie f care uneşte
un vârf din Vi cu un vârf care nu e ı̂n Vi. La a (i + 1) - a iteraţie, când e
a fost adăugată la T , f a fost o muchie frontieră, deci f ar fi putut fi şi ea
adăugată la T . Deoarece f nu a fost adăugată, putem trage concluzia că

w(f) > w(e). (3.7)

Considerăm acum subgraful Y1 = Y − f + e, care este un arbore.
Intr-adevăr, Y +e are un ciclu care conţine pe f , şi prin urmare Y +e−f nu
are nici un ciclu şi este conex. Să mai observăm că Y1 are ı̂n T cu o muchie
mai mult decât avea Y . Pentru Y1 avem

w(Y1) = w(Y )− w(f) + w(e) < w(Y ), (3.8)

care este o contradicţie cu faptul că Y este un arbore economic. Deci, T = Y
şi prin urmare T este un arbore economic.

Pentru a finaliza demonstraţia, trebuie să considerăm cazul ı̂n care admi-
tem ponderi egale. Demonstraţia de mai sus funcţionează, până ı̂n punctul
ı̂n care tragem concluzia (3.7). Aceasta va fi ı̂nlocuită cu w(f) ≥ w(e), şi
prin urmare inegalitatea (3.8) se schimbă ı̂n w(Y1) ≤ w(Y ). In acest punct
nu vom mai avea o contradicţie, ci concluzia că Y1 este de asemenea un ar-
bore economic. Vom ≪̂ınlocui≫ acum Y cu Y1 şi vom repeta demonstraţia
din punctul ~, pentru ≪noul≫ arbore economic Y . Intrucât Y1 are ı̂n T cu
o muchie mai mult decât Y , algoritmul se va termina după cel mult |V | − 1
paşi, unde ı̂n punctul ~ trebuie să avem Y = T . �

Incheiem cu menţiunea că, ı̂n cazul ı̂n care oricare două muchii au ponderi
diferite, arborele economic este unic. In cazul când avem ponderi egale, este
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posibil să existe mai mulţi arbori economici, iar algoritmul lui Prim va găsi
pe unul dintre ei.

Un alt algoritm folosit pentru găsirea unui arbore economic a fost dat de
Kruskal16 ı̂n 1956. Algoritmul ordonează la ı̂nceput muchiile după ponderile
lor şi apoi ia din această listă câte o muchie şi o adaugă la graful parţial, cu
condiţia ca aceasta să nu ı̂nchidă un ciclu.

Algoritm 8 (Algoritmul lui Kruskal)
Intrare: un graf conex cu ponderi G = (V,E).
Ieşire: un arbore economic T

� se iniţializează graful Kruskal K ca o pădure unde fiecare vârf
din V este un arbore separat

� se crează o mulţime S conţinând toate muchiile din G
� cât timp S este nevidă

- se elimină muchia cu cea mai mică pondere din S
- dacă acea muchie nu ı̂nchide un ciclu ı̂n K (̂ın cazul când ar
fi adăugată la K), atunci se adaugă la K

- altfel se elimină
� retur arbore Kruskal K

Observaţia 3.12 La pasul ı̂n care se verifică dacă muchia e ı̂nchide un ciclu,
se verifică de fapt dacă ea conectează doi arbori diferiţi ai pădurii K. Când e
este adăugată grafului K, ea va uni cei doi arbori ı̂ntr-un singur arbore. Dacă
graful G nu este conex, atunci algoritmul 8 nu creează un arbore economic,
ci o pădure economică.

Teorema 3.28 (Corectitudinea algoritmului Kruskal) Fie G un graf
conex cu ponderi şi fie K un subgraf al lui G care rezultă din aplicarea algo-
ritmului Kruskal. Atunci K este un arbore economic.

Demonstraţie. Mai ı̂ntâi, prin construcţie, K nu poate avea cicluri. Apoi
K este conex. Intr-adevăr, dacă presupunem că K are două componente,
atunci ı̂ntr-un punct al algoritmului se adaugă muchia de pondere minimă
care uneşte cele două componente. Astfel, K este un arbore de acoperire al
lui G.

Pentru simplitate, ı̂ncepem cu cazul ı̂n care toate muchiile au ponderi
diferite. Fie Y un arbore economic.

⋆ Dacă Y = K, atunci K este un arbore economic. Dacă nu, ar trebui
să obţinem o contradicţie.

Deci să presupunem că Y ̸= K. Fie e prima muchie considerată de algo-
ritm, care este ı̂n K dar nu ı̂n Y şi fie Ki graful construit până ı̂n momentul
când a fost adăugată muchia e. Atunci Y +e are un ciclu (nu se poate adăuga
o muchie la un arbore de acoperire şi să se obţină tot un arbore). Acest ciclu
conţine o altă muchie f care, la pasul din algoritm ı̂n care e a fost adăugată
la Ki, nu a fost considerată de către algoritm. Motivul pentru care f nu a
fost considerată este că w(f) > w(e), şi nu pentru că f ar fi ı̂nchis un ciclu.
(Intr-adevăr, dacă f ar fi ı̂nchis un ciclu dacă ar fi fost adăugată la Ki, atunci
Y ar fi conţinut un ciclu, anume Ki + f . Deci f a fost o muchie frontieră la
ı̂nceputul iteraţiei (i+ 1)).

16Josef Bernard Kruskal (b. 1928), matematician şi statistician american.
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Subgraful Y1 = Y + e − f este de asemenea un arbore de acoperire, cu
ponderea

w(Y1) = w(Y ) + w(e)− w(f) < w(Y ), (3.9)

care este o contradicţie cu faptul că Y este un arbore economic. Astfel
presupunerea K ̸= Y este falsă, deci K = Y , prin urmare K este un arbore
economic.

In ı̂ncheiere, trebuie să considerăm de asemenea cazul când anumite pon-
deri sunt egale. Repetăm raţionamentul de mai sus, dar ı̂n momentul când
am ajuns la inegalitatea (3.9), aceasta se transformă ı̂n

w(Y1) = w(Y ) + w(e)− w(f) ≤ w(Y ).

Aceasta va implica faptul că Y1 este de asemenea arbore economic. In acest
caz vom ≪̂ınlocui≫ Y cu Y1 şi vom repeta demonstraţia din punctul ⋆ cu
≪noul≫ Y , până când vom obţine Y = K. �

Observaţia 3.13 O altă argumentare pentru corectitudine va fi dată ı̂n exem-
plul 3.16, pag. 112.

3.5.3 Arbore de acoperire minimă ı̂n grafuri orientate

Definiţia 3.36 Fie D = (V,A) un graf orientat. Un arbore de acoperire
cu rădăcină al lui D este un arbore cu rădăcină (vezi definiţia 3.21, pag.
85) care conţine toate vârfurile lui D.

Propoziţia 3.29 Fie D = (V,A) un graf orientat tare conex şi fie r un vârf
arbitrar. Atunci există un arbore de acoperire al lui D, cu rădăcina r.

Ca şi ı̂n cazul grafurilor, putem asocia unui graf orientat D = (V,A) o
funcţie pondere w : A → R+, şi putem obţine un graf orientat cu ponderi.
Ponderea grafului D este definită ca şi

w(D) =
∑
a∈A

w(a).

Pentru un graf orientat tare conex cu ponderi D = (V,A) şi un vârf fixat
r ∈ V , vrem să găsim un arbore orientat de acoperire minimă T ∗(r), cu
rădăcina r, ı̂n sensul că

w(T ∗(r)) ≤ w(T (r)),

pentru orice alt arbore de acoperire T (r) al lui D, cu rădăcina r. Un algoritm
pentru a construi un asemenea arbore cu rădăcină a fost descoperit de Chu
şi Liu ı̂n 1965 şi apoi independent de Edmonds ı̂n 1967. Inainte de a da acest
algoritm, introducem câteva notaţii.

Pentru o mulţime de vârfuri U ⊆ V , introducem următoarele notaţii:

A−(U) = {x ∈ V : (x, u) ∈ A şi u ∈ U} ,
A+(U) = {x ∈ V : (u, x) ∈ A şi u ∈ U} .

Astfel, A−(U) este mulţimea extremităţilor iniţiale ale arcelor cu extremita-
tea finală ı̂n U şi A+(U) este mulţimea extremităţilor finale ale arcelor cu
extremitatea finală ı̂n U .
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Algoritm 9 (Chu, Liu, Edmonds)
Intrare: - un graf orientat tare conex D = (V,A) cu

ponderea w : A → R+

- un vârf r
Ieşire: un arbore de acoperire minimă orientat, cu rădăcina r

� pentru fiecare vârf v diferit de r, alegem arcul cu extremitatea
finală v, de pondere minimă

� fie S mulţimea arcelor selectate (câte un arc pentru fiecare v)
� se iniţializează M = S
� cât timp T = (V,M) nu este arbore

- fie C un ciclu orientat ı̂n T , notat C = {v1, v2, . . . , vk, v1}
- pentru orice vi ∈ A−(C) \ C se calculează
w(i, C) = min{w(i, vj) + w(C)− w(vj−1, vj), vj ∈ A+(i) ∩ C},
unde vj−1 este extremitatea iniţială a arcului (vj−1, vj) al lui
C, cu extremitatea finală vj

- alegem i0 ∈ A−(C) pentru care w(i0, C) este minim
- fie vj0 ∈ C pentru care
w(i0, C) = w(i0, vj0) + w(C)− w(vj0−1, vj0)

- M = M − (vj0−1, vj0) + (vi0 , vj0)
� retur M , arborele de acoperire cerut, cu rădăcina r

Teorema 3.30 (Corectitudinea algoritmului Chu-Liu-Edmonds) Arborele
cu rădăcină obţinut prin aplicarea algoritmului 9 unui graf orientat D =
(V,A) pentru un vârf de plecare r ∈ V este arborele de acoperire minimă
pentru D, cu rădăcina r.

Demonstraţie. Mai ı̂ntâi observăm că numărul de arce din S este |V |−1 şi
rămâne neschimbat ı̂n timpul algoritmului. Prin urmare, ı̂n momentul când
graful T nu mai conţine cicluri, el va fi un arbore de acoperire cu rădăcină.
Arătăm că, atunci când funcţia pondere este injectivă, arborele de acoperire
cu rădăcină are pondere minimă. Când ponderea nu este injectivă, folo-
sim acelaşi raţionament ca şi ı̂n demonstraţia teoremei 3.27 (corectitudinea
algoritmului Prim).

Fie T arborele rezultat ı̂n urma aplicării algoritmului 9 şi fie T ∗ = T ∗(r)
arborele de acoperire minimă cu rădăcina r. Presupunem că T ∗(r) ̸= T.
Atunci există arcele a1 = (i, j) ∈ T ∗ \ T şi a2 = (k, j) ∈ T.

Dacă a2 ∈ S, atunci w(a2) < w(a1). Dacă a2 /∈ S, atunci j este vârf al
unui ciclu C = {vj, vj+1, . . . , vj−1, vj} din S, vj = j. Din criteriul de selecţie
al arcului a2 ∈ T , tragem concluzia că

w(k, j) + w(C)− w(vj−1, vj) < w(i, j) + w(C)− w(vj−1, vj),

de unde w(a2) < w(a1). Notăm cu T1 arborele cu rădăcină obţinut din T ∗

prin ı̂nlocuirea arcului a1 cu arcul a2. Atunci w(T1) < w(T ∗), care contrazice
minimalitatea lui T ∗. �

Exemplul 3.10 Considerăm graful orientat din figura 3.23 (stânga) şi aplicăm
algoritmul 9, cu vârful de plecare r.

La primul pas, mulţimea S este

S = {(r, 1), (4, 2), (2, 3), (8, 4), (2, 5), (5, 6), (1, 7), (6, 8)}.
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Figura 3.23: Stânga: Graful tare conex orientat din exemplul 3.10. Dreapta:
mulţimea S (linie groasă) şi arcele candidate pentru ı̂nlocuirea unui arc din
ciclul C (linie punctată).

Această mulţime de arce formează ciclul C = ⟨2, 5, 6, 8, 4, 2⟩ (figura 3.23,
dreapta) de pondere w(C) = 200 . Mulţimea A−(C) a extremităţilor iniţiale
ale arcelor cu extremitatea finală ı̂n C este

A−(C) = {1, 3, 7},

şi pentru fiecare din vârfurile acestei mulţimi calculăm

A+(1) ∩ C = {2, 5}, A+(3) ∩ C = {4}, A+(7) ∩ C = {8}.

Atunci

w(1, C) = min{w(1, vj) + 200− w(vj−1, vj), vj = 2, 5}
= min{60 + 200− 20, 70 + 200− 40} = 230,

w(3, C) = w(3, 4) + 200− w(8, 4) = 230,

w(7, C) = w(7, 8) + 200− w(6, 8) = 210.

Deci, i0 = 7, vj0 = 8 şi arcul (6, 8) va fi ı̂nlocuit cu arcul (7, 8). In acest
moment

M = {(r, 1), (4, 2), (2, 3), (8, 4), (2, 5), (5, 6), (1, 7), (7, 8)},

şi formează un arbore de acoperire orientat, care are ponderea minimă egală
cu 210, deci algoritmul se opreşte.

3.5.4 Lanţ minim. Algoritmul lui Dijkstra

O altă problemă de optimizare este problema lanţului de lungime minimă.
Dată fiind, de exemplu, o reţea de căi ferate care conectează anumite oraşe,
se cere să se determine cel mai scurt drum dintre două oraşe date din această
reţea. Formularea problemei este următoarea:

Problema lanţului minim (PLM): Fie s, t vârfuri ale unui graf conex
cu ponderi G. Să se găsească un lanţ ı̂ntre s şi t a cărui pondere să fie
minimă.

Observaţia 3.14 Dacă ponderile sunt toate egale cu 1, atunci problema se
reduce la găsirea unui lanţ ı̂ntre s şi t care să conţină un număr minim de
muchii. Această versiune a problemei lanţului minim a fost deja rezolvată cu
algoritmul BFS.
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Problema (PLM) a fost rezolvată ı̂n 1959 de către Dijkstra.17 De fapt algo-
ritmul său realizează mai mult decât cere problema: găseşte cel mai scurt
lanţ de la un vârf dat s la fiecare din celelalte vârfuri ale grafului.

Definiţia 3.37 Fie G = (V,E) un graf cu ponderi. Distanţa dintre două
vârfuri x, y ∈ V , notată cu dist(x, y), este lungimea celui mai scurt lanţ
dintre cele două vârfuri.

Ideea algoritmului este să construim un arbore Dijkstra, pornind de la un
vârf dat s, adăugând, la fiecare iteraţie, o muchie frontieră a cărei extremitate
care nu e ı̂n arbore să fie cât mai aproape de s. Pentru simplitate, odată ce
vârful s este fixat, pentru un vârf arbitrar x vom nota dist(s, x) cu dist(x). La
fiecare iteraţie se adaugă o muchie (şi implicit un vârf) la arborele Dijkstra, şi
atunci se scrie o etichetă pe noul vârf. Astfel, vârfurile din arborele Dijkstra
la o iteraţie dată sunt acelea pentru care cel mai scurt lanţ de la s a fost deja
găsit.

Fie P -valoarea unei muchii frontieră e

P (e) = dist(x) + w(e),

unde x este extremitatea etichetată a lui e.Muchiei cu cea mai mică P -valoare
ı̂i este dată cea mai mare prioritate. Mai mult, P -valoarea muchiei cu cea
mai mare prioritate va da distanţa de la s la extremitatea neetichetată a lui
e. Algoritmul etichetează fiecare vârf al arborelui cu distanţa dintre vârful s
şi acel vârf.

Algoritm 10 (lanţ minim Dijkstra)
Intrare: un graf conex G = (V,E) ponderi nenegative şi s ∈ V
Ieşire: – un arbore de acoperire T al lui G, cu rădăcina s, ı̂n care drumul
(unic) de la s la fiecare vârf v este cel mai scurt drum de la s la v ı̂n G

– o etichetare a vârfurilor, care dă distanţa de la s la fiecare vârf
� se iniţializează arborele Dijkstra T cu vârful s
� se iniţializează mulţimea de muchii frontieră pentru T cu ∅
� dist(s) = 0
� se scrie eticheta 0 pe vârful s
� cât timp arborele T nu acoperă ı̂ncă graful G

- pentru fiecare e muchie frontieră pentru T
fie x extremitatea etichetată a muchiei e
P (e) = dist(x) + w(e)

- fie e∗ o muchie frontieră pentru T cu cea mai mică P -valoare
- fie y extremitatea neetichetată a muchiei e∗

- se adaugă muchia e∗ (şi vârful y) la arborele T
- dist(y) = P (e∗)
- se scrie eticheta dist(y) pe vârful y

� retur arbore Dijkstra T şi o etichetare a vârfurilor acestuia

Teorema 3.31 (corectitudinea algoritmului Dijkstra) Fie G un graf conex
cu ponderi şi T arborele Dijkstra rezultat din aplicarea algoritmului 10, por-
nind din vârful s. Atunci, pentru orice vârf x al lui T , unicul lanţ ı̂n T ı̂ntre
s şi x este cel mai scurt lanţ ı̂n G ı̂ntre s şi x.

17Edsger Wybe Dijkstra [’dεikstra] (1930-2002), calculatorist olandez.
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Figura 3.24: Arborii Dijkstra (linii groase) după paşii 2,3,4,5.

Demonstraţie. Demonstraţia urmează acelaşi raţionament ca cel folosit ı̂n
demonstraţia teoremei 3.27. �

Exemplul 3.11 Considerăm graful cu ponderi din figura 3.24. Dacă aplicăm
algoritmul 10 pornind din vârful s, paşii sunt următorii:

Pasul 1 dist(s) = 0,
P (sz) = 8
P (sy) = 16
P (sw) = 13

⇒ min = 8, ⇒ adăugăm sz, dist(z) = 8.

Pasul 2
P (sw) = 13
P (sy) = 16
P (zy) = 15
P (zv) = 18
P (zw) = 19
P (zx) = 25

⇒ min = 13 ⇒ adăugăm sw, dist(w) = 13.

Pasul 3
P (sy) = 16
P (zy) = 15
P (zx) = 25
P (zv) = 18
P (wx) = 27

⇒ min = 15 ⇒ adăugăm zy, dist(y) = 15.

Pasul 4
P (yx) = 20
P (zx) = 25
P (zv) = 18
P (wx) = 27

⇒ min = 18 ⇒ adăugăm zv, dist(v) = 18.
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Pasul 5
P (wx) = 27
P (yx) = 20
P (vx) = 24
P (zx) = 25

⇒ min = 20 ⇒ adăugăm yx, dist(x) = 20.

Pentru grafuri orientate, există mai mulţi algoritmi pentru găsirea unui
arbore orientat al lanţurilor minime. Printre aceştia menţionăm algoritmii
construiţi de Moore-Dijkstra, Bellman-Kalaba şi Ford, ı̂mpreună cu variaţiile
lor.

3.6 Algoritmi de tip greedy

O problemă de optimizare este o problemă un care vrem să găsim nu doar o
soluţie, ci cea mai bună soluţie.

Un algoritm de tip greedy (AG) este un algoritm care ≪se repede≫ ime-
diat la ce este ≪mai bun≫ , fără să-i pese de consecinţe. Acesta repetă o
singură procedură, pănă când nu mai rămâne nimic de făcut.

Matematic, spunem că alege soluţia cea mai bună imediat (sau local),
fără să ia ı̂n considerare efectele acestei decizii ı̂n viitor, dar sperând că
alegând un optim local la fiecare pas, va putea sfârşi prin a găsi un optim
global.

Exemplul 3.12 Presupunem că vrem să dăm rest o sumă de C6.39 folosind
cât mai puţine bancnote şi monede. Un algoritm greedy ar proceda astfel:
la fiecare pas, luăm cea mai mare bancnotă sau monedă posibilă. Piesele
existente sunt

5C, 2C, 1C, 50 c, 20 c, 10 c, 5 c, 2 c, 1 c,

deci putem da restul astfel:

6.39 = 5C + 1C + 20 c+ 10 c+ 5 c+ 2 · 2 c. (7 piese)

Pentru euro, algoritmul de tip greedy dă ı̂ntotdeauna soluţia optimă.
Dar, presupunem că avem un sistem monetar imaginar, cu monedele 10u,

7u, 1u. Cu un AG, suma de 15u se plăteşte

15u = 1 · 10u+ 5 · 1u (6piese).

Există totuşi un mod de a plăti cu doar 3 monede, anume

15u = 2 · 7u+ 1 · 1u.

Deci, algoritmul greedy dă o soluţie, dar nu o soluţie optimă.

Alte exemple de algoritmi greedy sunt algoritmii lui Prim, Kruskal şi
Dijkstra, dar aşa cum am putut vedea, ei ne conduc ı̂ntotdeauna la soluţia
optimă. Deci, pentru anumite probleme de optimizare, un algoritm de tip
greedy poate totuşi sa găsescă soluţia optimă.

Prin urmare, ı̂ntrebările care se pun ı̂n mod natural sunt: Când un al-
goritm greedy găseşte soluţia optimă? Dacă ştim că este posibl ca să nu
găsească o soluţie optimă, de ce se mai foloseşte? Vom da un răspuns parţial
la prima ı̂ntrebare ı̂n paragraful următor. Privitor la a doua ı̂ntrebare, mo-
tivul pentru care utilizăm algoritmi greedy este că de obicei aceşti algoritmi
sunt rapizi, uşor de implementat, şi deseori ne conduc la o aproximare relativ
bună a soluţiei optime.
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3.6.1 Algoritm greedy pentru problema ponderii ma-
xime

Fie E o mulţime finită şi I o familie de submulţimi ale lui E, numitemulţimi
admisibile. Atunci perechea S = (E, I) se numeşte sistem admisibil de
(sub)mulţimi. Dacă w : E → R+ este o funcţie pondere, atunci pentru
submulţimea N ∈ I definim ponderea sa ca şi

w(N) =
∑
x∈N

w(x).

Problema Pmax a găsirii ponderii maxime este următoarea: Să se găsească
o mulţime admisibilă cu pondere maximă.

Un AG pentru rezolvarea acestei probleme este următorul:

Algoritm 11 (Algoritm greedy pentru Pmax)
Intrare: S = (E, I) un sistem de submulţimi admisibile
Ieşire: o soluţie a lui Pmax (cel puţin sperăm să obţinem maximalitatea)

� se iniţializează M = ∅ şi A = E
� cât timp A ̸= ∅

- alegem e ∈ A cu ponderea maximă
- A = A− e
- dacă M + e ∈ I, atunci M = M + e

� retur mulţimea M

Deci, fiecare element e ∈ E a fost considerat o singură dată, fiind fie
adăugat, fie eliminat definitiv. Astfel, algoritmul este rapid şi simplu, dar nu
e sigur că ne conduce la soluţia optimă.

Exemplul 3.13 Fie E = {e1, e2, e3}, cu ponderile

w(e1) = 3, w(e2) = w(e3) = 2,

şi I = {{e1}, {e2}, {e2, e3}}.
Soluţia problemei Pmax este M = {e2, e3}, având w(M) = 4, ı̂n timp ce

soluţia obţinută cu algoritmul 11 este M = {e1}.

Motivul pentru care AG nu a găsit soluţia optimă este cauzat de faptul că
nu există nicio legătură ı̂ntre mulţimile din I.

Definiţia 3.38 Un sistem de mulţimi S = (E, I) se numeşte ereditar dacă
este ı̂nchis ı̂n raport cu incluziunea, adică,

dacă A ∈ I şi A′ ⊆ A, atunci A′ ∈ I.

Exemplul 3.14 Fie E = R3 şi I mulţimea tuturor mulţimilor de vectori li-
niar independenţi. Atunci S = (R3, I) este un sistem ereditar de submulţimi,
deoarece orice submulţime a unei mulţimi de vectori liniar independenţi este
liniar independentă.

Exemplul 3.15 Fie G = (VG, EG) un graf şi I mulţimea de submulţimi ale
lui EG ale căror subgrafuri induse sunt subgrafuri aciclice ale lui G. Atunci
S = (EG, I) este un sistem ereditar de mulţimi.
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Figura 3.25: Graful pentru problema planificării.

In continuare vom considera problema Pmax pentru sisteme ereditare de
mulţimi.

Propoziţia 3.32 Dacă sistemul S = (E, I) are proprietatea că pentru orice
w : E → R+ algoritmul de tip greedy 11 ne conduce la o soluţie a lui Pmax,
atunci (E, I) este un sistem ereditar de mulţimi.

Propoziţia 3.33 Aplicând AG unui sistem ereditar de mulţimi (E, I) şi
unei funcţii pondere w : E → R, obţinem o mulţime maximală, ı̂n sensul
că

nu există x ∈ E astfel ı̂ncât M ∪ {x} ∈ I.

Definiţia 3.39 Un sistem ereditar de mulţimi M = (E, I) se numeşte ma-
troid dacă satisface următoarea condiţie, pe care o vom numi proprietatea
de creştere:

(AP ) :
Dacă I, J ∈ I şi |I| < |J |, atunci există e ∈ J \ I

astfel ı̂ncât I ∪ {e} ∈ I.

Propoziţia 3.34 Dacă un sistem ereditar de mulţimi (E, I) are proprietatea
că, pentru orice pondere w : E → R+, AG conduce la o soluţie a problemei
Pmax, atunci acest sistem are de asemenea proprietatea de creştere.

Teorema 3.35 Un sistem de mulţimi (E, I) are proprietatea că, pentru
orice w : E → R+ un algoritm de tip greedy conduce la o soluţie a prob-
memei Pmax dacă şi numai dacă (E, I) este un matroid.

Exemplul 3.16 (matroid) Fie G = (V,E) un graf şi fie I mulţimea de
muchii cu proprietatea că graful generat de aceste muchii nu conţine cicluri.
Atunci S = (E, I) este un matroid.

Astfel, algoritmul lui Kruskal (pag. 104) ne conduce la un arbore economic.

3.6.2 Algoritm greedy pentru colorarea vârfurilor

Presupunem că vrem să planificăm şase lecţii de câte o oră V = {v1, v2, . . . , v6}.
Printre participanţi, există persoane care vor să participe la v1 şi v2, v1 şi v4,
v3 şi v5, v2 şi v6, v4 şi v5, v5 şi v6, v1 şi v6. Câte ore sunt necesare pentru a
programa cele 6 lecţii fără suprapuneri? Situaţia poate fi reprezentată printr-
un graf (figura 3.25), ale cărui vârfuri sunt cele şase lecţii şi ı̂n care muchiile
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reprezintă posibilele suprapuneri. Un orar posibil care să evite suprapunerile
este:

Ora 1 Ora 2 Ora 3 Ora 4
v1 şi v3 v2 şi v4 v5 v6

Din punct de vedere matematic, construim o partiţie a mulţimii V ı̂n patru
părţi, astfel ı̂ncât nici o parte să nu conţină perechi de vârfuri adiacente ale
grafului. De fapt, definim o funcţie

c : {v1, v2, v3, v4, v5, v6} → {1, 2, 3, 4},

care asociază fiecărui vârf (lecţie) ora programată pentru ea. De obicei vor-
bim despre culori asociate vârfurilor şi ceea ce este important este că vârfurile
care sunt adiacente ı̂n graf tebuie să aibă culori diferite.

Definiţia 3.40 O colorare a vârfurilor unui graf G = (V,E) este o
funcţie c : V → N cu proprietatea

c(x) ̸= c(y) dacă xy ∈ E.

Numărul cromatic al lui G, notat χ(G), este definit ca şi cel mai mic
număr natural k pentru care există o colorare a vârfurilor lui G folosind k
culori.

Revenind la figura 3.25, orarul nostru este echivalent cu o colorare a
vârfurilor folosind patru culori. Dar numărul cromatic al grafului este trei,
ı̂ntucât există colorarea

Culoare 1 Culoare 2 Culoare 3
v1 v2 şi v5 v3, v4 şi v6

Mai mult, nu există nici o colorare cu doar două culori deoarece v1, v2, v6
sunt mutual adiacente, deci ele trebuie să aibă culori diferite. In concluzie,
numărul cromatic al grafului este 3.

In general găsirea lui χ(G) este o problemă dificilă şi nu există nici un
algoritm rapid (executabil ı̂n timp polinomial) care sa realizeze o asemenea
colorare. O metodă pentru colorarea vârfurilor cu un număr rezonabil de
culori este de a asocia culori vârfurilor ı̂n ordine, ı̂n aşa fel ı̂ncât fiecare vârf
să primească prima culoare care nu a fost asociată niciunuia din vecinii săi.
Astfel, se face cea mai bună alegere la fiecare pas, fără a privi ı̂nainte pentru
a vedea dacă acea alegere nu va crea probleme mai târziu. Cu alte cuvinte
se aplică un algoritm de tip greedy.

Algoritm 12 (Algoritm greedy pentru colorarea vârfurilor)
Intrare: un graf G = (V,E) cu |V | = n
Ieşire: o colorare a vârfurilor lui G

� asociază culoarea 1 vârfului v1
� pentru i = 2, . . . , n

- fie S o mulţime vidă de culori
- pentru j = 1, . . . , i− 1
dacă vj şi vi sunt adiacente, atunci se adaugă ı̂n S culoarea
lui vj

- k = 1
- cât timp culoarea k este ı̂n S, execută k = k + 1
- se atribuie culoarea k vârfului vi

� retur o culoare pentru fiecare vârf din V
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Figura 3.26: A 3-partite graf (left) şi a 3-partite complete graf (right).

In final vom da un rezultat privind numărul cromatic al unei clase parti-
culare de grafuri.

Definiţia 3.41 Un graf se numeşte planar dacă el poate fi desenat ı̂n plan
fără ca muchiile sale să se intersecteze.

Teorema 3.36 (Teorema celor patru culori) Orice hartă plană
poate fi colorată folosind patru culori, astfel ı̂ncât acele regiuni care au ı̂n
comun o frontieră diferită de un punct să nu aibă aceeaşi culoare.

Acest rezultat a fost pentru prima oară formulat ca şi conjectură18 ı̂n 1853
de către Guthrie. La acea vreme nu a fost dificil să se arate că sunt suficiente
cinci culori. Teorema celor patru culori este prima teoremă importantă care
a fost demonstrată cu ajutorul calculatorului. Deoarece a fost formulată ca şi
conjectură, au existat multe ı̂ncercări de a o demonstra, fiecare demonstraţie
dovedindu-se după ani incorectă. In final, ea a fost demonstrată ı̂n 1976 de
către Appel şi Haken, folosind un algoritm al lui Koch. Demonstraţia lor a
redus infinitatea de hărţi posible la 1936 configuraţii (mai târziu reduse la
1476), verificate una câte una de către calculator. Mai târziu, ı̂n 1996, s-a
demonstrat că există de fapt doar 633 configuraţii posibile.

3.7 Grafuri bipartite

Definiţia 3.42 Fie r ∈ N, r ≥ 2. Un graf G = (V,E) se numeşte r-partit
dacă V admite o partiţie ı̂n r clase astfel ı̂ncât fiecare muchie are extremităţile
ı̂n clase diferite (sau, echivalent, vârfurile din aceeaşi clasă nu trebuie să fie
adiacente).

Observaţia 3.15 Un graf 2-partit este numit bipartit şi se notează G =
(V1 ∪ V2, E), unde V1 şi V2 sunt cele două clase ale partiţiei. O proprietate
imediată a unui graf bipartit este∑

v∈V1

deg(v) =
∑
v∈V2

deg(v).

In continuare vom da o caracterizare importantă a grafurilor bipartite.

18In matematică, o conjectură este o afirmaţie care pare a fi adevărată, dar acest lucru
nu a fost ı̂ncă demonstrat. De ı̂ndată ce o conjectură a fost demonstrată, este ridicată la
rangul de teoremă si̧ poate fi folosită ulterior fără riscuri ı̂n alte demonstraţii matematice.
Până ı̂n acel moment, matematicienii pot folosi conjectura, dar orice rezultat dedus din
aceasta este unul conjectural până când conjectura respectivă este clarificată.
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Figura 3.27: Graful din exemplul 3.17.

Teorema 3.37 ( de caracterizare a grafurilor bipartite) Un graf
este bipartit dacă şi numai dacă nu conţine cicluri de lungime impară.

Demonstraţie.

⇒ Fie G = (V1 ∪ V2, E) graf bipartit. Atunci sau G nu conţine cicluri, sau,
dacă există un ciclu, el are vârfurile succesiv ı̂n V1 şi V2, cu ultimul
vârf ı̂n aceeaşi clasă cu primul. Un asemenea ciclu are un număr par
de muchii.

⇐ Fie G = (V,E) un graf fără cicluri impare (G are prin urmare niciun
ciclu sau cicluri pare). Fie G0 = (V0, E0) o componentă conexă a lui G
şi notăm T0 arborele de acoperire obţinut prin algoritmul BFS, pornind
dintr-un vârf oarecare s ∈ V0. Considerăm mulţimile

V1 = {s} ∪ {x ∈ V, d(x, s) = par},
V2 = {x ∈ V, d(x, s) = impar}.

Atunci orice muchie e0 ∈ T0 are o extremitate ı̂n V1 şi cealaltă ı̂n V2.
Fie e = xy o muchie care nu aparţine arborelui de acoperire. Atunci
d(x, s) şi d(y, s) sunt fie egale, fie diferă prin 1 (vezi propoziţia 3.25).
Dacă ar fi egale, e ar ı̂nchide un ciclu de lungime impară, fapt care ar
contrazice ipoteza. In consecinţă

|d(x, s)− d(y, s)| = 1,

care implică faptul că unul din vârfurile x, y este ı̂n V1 şi celălalt este
ı̂n V2. �

O aplicaţie a grafurilor bipartite este atribiurea de locuri de muncă (job
assignment). Dacă X este o mulţime de persoane şi Y o mulţime de locuri
de muncă, astfel ı̂ncât fiecare persoană din X este calificată pentru anumite
locuri de muncă din Y , atunci ı̂ntrebarea care se pune ı̂n mod firesc este: cum
se pot atribui persoanelor locuri de muncă, astfel ı̂ncât un număr maxim de
persoane să primească locuri muncă pentru care sunt calificate?

In limbajul grafurilor, considerăm graful bipartit G = (X ∪ Y,E), unde
xy ∈ E dacă şi numai dacă x este calificat pentru locul de muncă y. O
asemenea atribuire se va numi cuplaj ı̂n G.

3.7.1 Cuplaje

Definiţia 3.43 Fie G = (V,E) un graf.
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Figura 3.28: CuplajeleM1 şi M2.

O mulţime M ⊆ E se numeşte cuplaj ı̂n G dacă, oricum am alege două
muchii din M , ele nu sunt adiacente ı̂n G.

Spunem că un cuplaj M saturează vârful v ∈ V , şi că v este saturat de
M , dacă există o muchie din M care este incidentă ı̂n v; ı̂n caz contrar
spunem că v este nesaturat de M .

Un cuplaj perfect este un cuplaj M ı̂n care orice vârf al lui G este saturat
de M .

Dacă e = xy ∈ M, spunem că M cuplează pe x cu y (sau x este cuplat
cu y de către M).

Un cuplaj maxim este un cuplaj cu număr maxim de muchii (nu există
niciun alt cuplaj care să aibă mai multe muchii).

Un cuplaj maximal este un cuplaj care nu este o submulţime proprie a
unui alt cuplaj din G.

Exemplul 3.17 In graful din figura 3.27,

{b}, {c}, {d}, {e} sunt cuplaje care nu sunt maximale.

{b, d}, {c, e} sunt cuplaje maxime,

{a} este cuplaj maximal, dar nu cuplaj maxim.

Cel mai des ı̂ntâlnite aplicaţii ale cuplajelor sunt programarea utilajelor şi
atribuirea locurilor de muncă.

3.7.2 Cuplaje in grafuri bipartite

Considerăm graful bipartit din figura 3.28. Mulţimea M1 = {x1y3, x4y4} nu
este un cuplaj maxim, dar M2 = {x1y2, x3y3, x4y4} este un cuplaj maxim,
deoarece nu există un alt cuplaj cu mai mult de trei muchii. Intr-adevăr, dacă
se consideră că X este o mulţime de persoane şi Y este o mulţime de locuri
de muncă, atunci este imposibil să găsim pentru toate cele patru persoane
locuri de muncă pentru care acestea să fie calificate. Din cauză că persoanele
{x1, x2, x3} sunt colectiv calificate doar pentru două locuri de muncă y2 şi
y3, una din ele nu poate primi loc de muncă, cu toate că există pretendenţi
pentru toate locurile de muncă.

In multe aplicaţii se doreşte, dacă e posibil, găsirea unui cuplaj al lui G
care să satureze toate vârfurile din X.
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Definiţia 3.44 Dacă |M | = |X| (toate persoanele primesc locuri de muncă),
spunem că M este un cuplaj complet.

Desigur, M1 şi M2 nu sunt cuplaje complete. Primul pas ı̂n studierea
cuplajelor este să decidem dacă este posibilă găsirea unui cuplaj complet.
Am văzut ı̂n exemplul anterior că dacă există trei persoane şi două locuri de
muncă, nu poate exista un cuplaj complet. Apoi, suntem interesaţi de găsirea
de condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa unui astfel de cuplaj.

Fie G = (X ∪Y,E) un graf bipartit şi S ⊆ X. Definim mulţimea tuturor
vârfurilor adiacente vârfurilor din S,

J(S) = {y ∈ Y, pentru care există x ∈ S a.̂ı. xy ∈ E},

cu alte cuvinte mulţimea de locuri de muncă pentru care persoanele din S
sunt colectiv calificate.

Observaţia 3.16 Dacă |J(S)| < |S|, atunci cineva din S nu va primi loc
de muncă. Deci, dacă J este un cuplaj complet, atunci

|J(S)| ≥ |S|, pentru orice S ⊆ X. (3.10)

Condiţia dată ı̂n (3.10) este cunoscută sub numele de condiţia lui Hall19.

Teorema 3.38 (Hall, 1935) In graful bipartit G = (X ∪ Y,E) există un
cuplaj complet dacă şi numai dacă este satisfăcută condiţia lui Hall (3.10).

Demonstraţie.

⇒ Fie M un cuplaj complet şi fie S ⊆ X. Vârfurile din Y cuplate de M
cu cele din S formează o submulţime a lui J(S) de măsură |S|. Astfel,
|J(S)| ≥ |S|.

⇐ Presupunem că |J(S)| ≥ |S| pentru orice S ⊆ X. Dat fiind un cuplaj M
pentru care |M | < |X|, vom arăta cum se poate construi un cuplaj M ′

cu |M ′| = |M |+ 1 (un astfel de cuplaj M ′ va exista ı̂ntotdeauna !).

Fie x0 orice vârf necuplat de către M . Atunci

|J({x0})| ≥ |{x0}| = 1,

deci există cel puţin o muchie e = x0y1 ı̂n M .
Dacă y1 este necuplat, atunci M ′ = M ∪ {e}.
Dacă y1 este cuplat de către M , să spunem cu x1, atunci

|J({x0, x1})| ≥ |{x0, x1}| = 2,

deci există y2, y2 ̸= y1, adiacent la x0 sau x1.
Dacă y2 este necuplat, stop.
Dacă y2 este cuplat, să spunem cu x2, repetăm
raţionamentul, deci există y3, diferit de y1 şi y2,
adiacent la cel puţin unul din vârfurile x0, x1, x2.
. . .
Continuând ı̂n acest fel, trebuie ı̂n cele din urmă să
ne oprim la un vârf necuplat yr (deoarece G este finit).

19Philip Hall (1904-1982), matematician englez.
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Figura 3.29: Cuplajele M şi M ′ din demonstraţia teoremei lui Hall. Muchia
x1y1 din M este ı̂nlăturată şi muchiile x0y1, x1y2 care nu sunt ı̂n M sunt
adăugate.

Fiecare yi, i ∈ Nr, este adiacent cel puţin unuia din vârfurile x0, x1, . . . , xi−1,
prin urmare avem un lanţ

p = ⟨yr, xr−1, yr−1, . . . , x1, y1, x0⟩, ı̂n care xiyi ∈ M.

Construim cuplajul M ′ astfel ı̂ncât muchia xiyi a lanţului p să nu
aparţină lui M ′, dar muchia alternantă să aparţină lui M ′ (figura 3.29).

Intrucât muchiile terminale yrxr−1 şi y1x0 sunt ambele ı̂n M ′, avem
|M ′| = |M | + 1 (numărul muchiilor adăugate este egal cu unu plus
numărul muchiilor ı̂nlăturate).

�
Pe scurt, ideea demonstraţiei este construcţia unui lanţ ale cărui muchii sunt
alternativ ı̂n M şi ı̂n E \M . In general, pentru un graf G = (V,E) şi pentru
un cuplaj M din G, spunem că un lanţ este lanţ alternant pentru M dacă
muchiile sale sunt alternativ ı̂n E \ M şi M . Un lanţ crescător pentru
M este an lanţ alternant pentru M cu primul şi ultimul vârf nesaturate de
M . De exemplu, un lanţ crescător pentru cuplajul M din figura 3.29 este
⟨x0, y1, x1, y2⟩.

Să observăm că, ı̂ntrucât prima şi ultima muchie a unui lanţ crescător nu
aparţin lui M , lanţul are cu o muchie mai puţin ı̂n M decât ı̂n E \M .

Din demonstraţia teoremei putem de asemenea deduce că, ı̂n cazul ı̂n care
condiţia lui Hall este satisfăcută şi M nu este complet, atunci există un lanţ
crescător pentru M .

Ideea demonstraţiei constituie de asemenea un instrument practic pentru
construcţia cuplajelor complete, furnizând de fapt un algoritm pentru această
construcţie.

Observaţia 3.17 Teorema lui Hall este cunoscută şi sub numele de teo-
rema mariajului, datorită următoarei interpretări: X este o mulţime de
bărbaţi şi Y este o mulţime de femei, unii dintre ei cunoscându-se reciproc.
Se cere condiţia ca fiecare bărbat să se ı̂nsoare cu una din femeile pe care o
cunoaşte. In teorema lui Hall, J(S) reprezintă mulţimea de femei cunoscute
de bărbaţii din S. Un cuplaj este o mulţime de perechi care se căsătoresc.
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3.7.3 Cuplaj maxim

In general, un graf bipartit nu va avea un cuplaj complet, deci problemele
care se ridică ı̂n acest caz sunt: cum se poate găsi măsura maximă a unui
cuplaj şi cum se poate face o atribuire din care să rezulte că cel mai mare
număr posibil de persoane primesc locuri de muncă. Soluţia se poate deduce
teorema lui Hall.

Mai ı̂ntâi să observăm că, dacă |S| > |J(S)|, atunci anumite persoane nu
vor primi locuri de muncă, de fapt există cel puţin |S|− |J(S)| persoane care
nu vor primi locuri de muncă. Această observaţie ne sugerează următoarea
definiţie.

Definiţia 3.45 Deficienţa d a unui graf bipartit G = (X ∪ Y,E) este de-
finită ca şi

d = max{|S| − |J(S)|, S ⊆ X}.

Observaţia 3.18 Pentru S = ∅ avem |S| = |J(S)| = 0, deci d ≥ 0. Atunci,
folosind deficienţa, teorema lui Hall poate fi reformulată astfel: Există un
cuplaj complet dacă şi numai dacă d = 0.

In următoarea teoremă vom da un rezultat privind măsura unui cuplaj maxim
ı̂n cazul general.

Teorema 3.39 Măsura unui cuplaj maxim M ı̂ntr-un graf bipartit G = (X∪
Y,E) este

|M | = |X| − d,

unde d este deficienţa grafului G.

Demonstraţie. Din definiţia 3.45 deducem că există S0 ⊆ X astfel ı̂ncât

|S0| − |J(S0)| = d.

In orice cuplaj, cel puţin d elemente din S0 rămân necuplate, deci

|M | ≤ |X| − d.

Rămâne să arătăm că există un cuplaj cu măxsura egală cu |X| − d.
Fie D o nouă mulţime, cu măsura |D| = d. Construim graful G∗ =

(X∗ ∪ Y ∗, E∗), cu

X∗ = X,

Y ∗ = Y ∪D,

E∗ = E ∪K,

unde K este mulţimea tuturor muchiilor posibile care leagă X şi D. Atunci,
pentru graful G∗ avem J∗(S) = D ∪ J(S), de unde

|J∗(S)| − |S| = d+ |J(S)| − |S| ≥ 0.

Astfel, G∗ satisface condiţia lui Hall şi prin urmare G∗ are un cuplaj complet
M∗.

Eliminând din M∗ acele d muchii care au un vârf ı̂n D, obţinem cuplajul
cerut ı̂n G. �
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Observaţia 3.19 Teorema 3.39 nu este prea eficientă pentru găsirea măsurii
unui cuplaj maxim, din cauză că pentru a calcula d trebuie examinate mai
ı̂ntâi toate cele 2|X| submulţimi ale lui X.

O abordare mai eficientă se bazează pe faptul că, dacă avem un lanţ alternant
pentru un cuplaj M , atunci putem construi un cuplaj mai bun M ′. Pentru
a putea folosi această idee, avem nevoie de următorul rezultat, cunoscut sub
numele de teorema lui Berge.

Teorema 3.40 (Berge,20 1957) Cuplajul M dintr-un graf G este un cuplaj
maxim dacă şi numai dacă G nu conţine niciun lanţ crescător pentru M .

Demonstraţie.

⇒ Fie M este un cuplaj maxim. Vom demonstra că G nu conţine niciun
lanţ crescător pentru M . Presupunem contrariul, anume că G conţine
un lanţ crescător ı̂n M , notat P = ⟨e1, e2, . . . , e2s+1⟩. Intrucât e1 /∈ M,
deducem că

e1, e3, . . . , e2s+1 /∈ M şi e2, e4, . . . , e2s ∈ M.

Definim mulţimea M1 ⊆ E obţinută din M prin ı̂ndepărtarea muchiilor
e2, e4, . . . , e2s şi adăugarea muchiilor e1, e3, . . . , e2s+1. Atunci M1 este
un cuplaj ı̂n G care conţine cu o muchie mai mult decât ı̂n M , fapt ce
contrazice maximalitatea lui M .

⇐ Arătăm că, dacă G nu conţine niciun lanţ alternant pentru M , atunci
M este maxim. Presupunem că M nu este maxim şi fie M∗ un cuplaj
maxim. Atunci |M∗| > |M |.
Fie F mulţimea de muchii din

M∆M∗ = (M ∪M∗) \ (M ∩M∗) = (M \M∗) ∪ (M∗ \M).

Cu muchiile din F formăm un graf H, ı̂n care orice vârf va avea gradul
unu sau doi, deoarece el poate fi incident cel mult unei muchii din
M şi unei muchii din M∗. Deci, componentele lui H sunt fie lanţuri
elementare, fie cicluri elementare. In fiecare din aceste lanţuri/cicluri,
muchiile din M alternează cu muchii care nu sunt ı̂n M . Astfel, ı̂n orice
ciclu, numărul de muchii din M (din M \M∗) este egal cu numărul de
muchii care nu sunt ı̂n M (sunt ı̂n M∗ \M). Dar,

|M∗| > |M | ⇒ |M∗ \M | > |M \M∗|,

deci este imposibil ca ı̂n F să existe numai cicluri. In concluzie, există
cel puţin o componentă care este un lanţ cu un număr impar de muchii,
şi acesta este un lanţ crescător pentru M . Aceasta este o contradicţie.�

Din demonstraţia teoremei lui Berge, putem deduce următorul algoritm
pentru găsirea unui cuplaj maxim:

20Claude Berge (1926-2002), matematician francez.
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Figura 3.30: O hartă a oraşelor şi străzile care fac legătura ı̂ntre ele.

Algoritm 13 (pentru găsirea unui cuplaj maxim)
Intrare: un graf G
Ieşire: un cuplaj maxim ı̂n G

� se iniţializează M cu orice muchie
� ~ se caută un lanţ crescător pentru M

Dacă se găseşte un lanţ crescător, se construieşte un
cuplaj mai bun M ′ ı̂n modul descris ı̂n demonstraţia
teoremei, şi se revine la ~, cu M ′ ı̂nlocuind pe M

Dacă nu poate fi găsit niciun lanţ crescător, STOP: M este
cuplaj maxim.

Căutarea unui lanţ crescător se poate face printr-o procedură BFS mo-
dificată. Se alege un vârf necuplat x0 şi se construieşte un arbore de lanţuri
alternante ≪parţiale≫ , pornind din x0, astfel:

1. La nivelul 1, inserăm toate vârfurile y1, y2, . . . , yk adiacente lui x0 ı̂n G.
Dacă oricare din aceste vârfuri yi este necuplat, STOP: ⟨x0, yi⟩ este un
lanţ crescător.

2. Dacă toate vârfurile de la nivelul 1 sunt cuplate, se inserează la nivelul
2 vârfurile x1, x2, . . . , xk cu care acestea sunt cuplate.

3. La nivelul 3, se inserează toate vârfurile noi adiacente vârfurilor de la
nivelul 2. Dacă oricare din ele este necuplat, STOP: lanţul care ne
conduce la acest vârf x0 este un lanţ crescător.

4. Dacă toate vârfurile de la nivelul 3 sunt cuplate, inserăm vârfurile cu
care acestea sunt cuplate la nivelul 4,
şi aşa mai departe.

Construcţia se poate opri din cauză ca nu mai există vârfuri noi de inse-
rat la un nivel impar. Când se ı̂ntâmplă acest lucru, nu există niciun lanţ
crescător din vârful ales x0. Trebuie, totuşi, să repetăm procedura pentru
orice vârf necuplat din X ı̂nainte să fim siguri că nu putem găsi ı̂n G niciun
lanţ alternant G.

3.8 Grafuri hamiltoniene şi euleriene

Pentru ı̂nceput să menţionăm că toate rezultatele date ı̂n această secţiune
pentru grafuri sunt de asemenea valabile şi pentru multigrafuri, ı̂n afară de
cazul ı̂n care specificăm contrariul.

Considerăm harta din figura 3.30, a şase oraşe ı̂mpreună cu străzile dintre
ele. Un inginer constructor de autostrăzi (E) doreşte să inspecteze toate
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străzile, indiferent de direcţie, fiind pregătit să ı̂nceapă şi să termine ı̂n locuri
diferite. Prietenul său, inspectorul (H), doreşte să ia masa la restaurant ı̂n
fiecare oraş. Fiecare din ei doreşte să-şi realizeze scopul ı̂n mod cât mai
eficient cu putinţă. Deci, scopul lui (E) se poate formula astfel: ≪Doresc,
dacă este posibil, să vizitez fiecare stradă o singură dată≫ , ı̂n timp ce (H)
spune ≪Doresc, dacă este posibil, să vizitez fiecare oraş o singură dată şi să mă
ı̂ntorc ı̂n punctul de plecare. Intrebarea este: Se pot găsi trasee convenabile
pentru fiecare dintre ei?

Pentru inspectorul (H), o posibilitate este lanţul ı̂nchis

ω = ⟨p, q, t, s, u, r, p⟩.

Pentru inginerul (E), fie x vârful de plecare şi y vârful final, şi presupunem
pentru moment că x ̸= y. El foloseşte o muchie incidentă ı̂n x atunci când
pleacă şi apoi, de fiecare dată când se ı̂ntoarce ı̂n x trebuie să sosească şi
să plece folosind muchii diferite. In acest mod, el foloseşte un număr impar
de muchii ı̂n x, şi astfel gradul lui x ar trebui să fie un număr impar (x ar
trebui să fie un vârf impar). Analog, gradul lui y ar trebui să fie şi el număr
impar. Toate vârfurile rămase ar trebui să fie pare, deoarece de fiecare dată
când ajunge la un vârf intermediar trebuie să şi plece din el, şi prin urmare
foloseşte două muchii diferite.

In concluzie, un traseu pentru pentru (E), pornind şi terminând ı̂n vârfuri
distincte x şi y este posibil dacă şi numai dacă x şi y sunt vârfuri impare şi
restul vârfurilor sunt pare. In cazul nostru, gradele sunt

v p q r s t u
δ(v) 4 4 5 5 5 3

,

deci nu există niciun traseu pentru (E).
Dacă x = y, din nou nu există nicio soluţie, ı̂ntrucât toate vârfurile ar

trebui să fie pare.

3.8.1 Grafuri hamiltoniene

In general, traseul lui (H) este un ciclu elementar care conţine toate vârfurile
unui graf dat. Asemenea cicluri au fost studiate pentru prima oară de către
Hamilton,21 deci un ciclu cu această proprietate se numeşte ciclu hamilto-
nian. Un graf care este conex şi conţine un ciclu hamiltonian se numeşte
graf hamiltonian. In cazul ı̂n care nu impunem restricţia ca vârful iniţial
să coincidă cu vârful final, un asemenea lanţ elementar care vizitează fiecare
vârf exact o dată se numeşte lanţ hamiltonian.

In general, nu este uşor să decidem dacă un graf este hamiltonian sau
nu. Câteva rezultate care dau condiţii suficiente pentru existenţa unui lanţ
hamiltonian sunt următoarele:

Teorema 3.41 (Dirac,22 1952) Un graf conex cu n > 2 vârfuri este ha-
miltonian dacă fiecare vârf al său are gradul ≥ n/2. Această teoremă este
valabilă doar pentru grafuri, nu şi pentru multigrafuri.

21William Rowan Hamilton (1805-1865), matematician, fizician şi astronom irlandez.
22Gabriel Andrew Dirac (1925-1984), matematician britanic.
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Teorema 3.42 (Ore,23 1960) Un graf conex cu n > 2 vârfuri este hamilto-
nian dacă suma gradelor oricăror vârfuri neadiacente este ≥ n. O consecinţă
immediată este că toate grafurile complete sunt hamiltoniene.

Cea mai bună caracterizare a grafurilor hamiltoniene, care generalizează re-
zultatele precedente obţinute de Ore şi Dirac, a fost dată ı̂n 1972 de către
Bondy24 şi Cvátal.25 Inainte de a da teorema trebuie să dăm următoarea
definiţie.

Definiţia 3.46 Dat fiind un graf G cu n vârfuri, definim ı̂nchiderea lui
G ca fiind graful construit ı̂n mod unic din G prin adăugarea, pentru orice
pereche de vârfuri neadiacente x, y cu δ(x) + δ(y) ≥ n, muchia xy.

Teorema 3.43 (Bondy-Chvátal, 1972) Un graf este hamiltonian dacă şi
numai dacă ı̂nchiderea sa este graf hamiltonian.

O consecinţă a acestei teoreme este că toate poliedrele regulate (tetra-
edru, cub, octaedru, dodecaedru, icosaedru), considerate ca şi grafuri, sunt
hamiltoniene.

Printre algoritmii folosiţi pentru construcţia unui ciclu hamiltonian menţionăm
algoritmul lui Ham.

3.8.2 Grafuri euleriene

Problema găsirii unui traseu pentru (E) a fost rezolvată rapid: răspunsul a
fost ≪nu≫ . Această problemă a fost discutată pentru prima oară ı̂n 1736 de
către Euler, ı̂n timp ce rezolva faimoasa problemă a celor şapte poduri din
Königsberg.

Problema celor şapte poduri din Königsberg este o problemă renu-
mită de matematică, inspirată dintr-un fapt real. Oraşul prusian Königsberg
(acum Kaliningrad, Rusia) era aşezat pe râul Pregel, şi includea două insule
mari care erau conectate ı̂ntre ele şi cu oraşul principal prin şapte poduri
(figura 3.31). Intrebarea pe care şi-o puneau locuitorii era dacă este posibilă
construirea unui traseu care să traverseze fiecare pod exact o dată. In 1736,
Leonhard Euler a demonstrat că acest lucru nu este posibil. In demonstraţia
lui, Euler a formulat problema ı̂n limbajul teoriei grafurilor, abstractizând
problema astfel: mai ı̂ntâi a eliminat toate elementele cu excepţia bucăţilor
de pământ şi a podurilor care le conectează, şi apoi a ı̂nlocuit fiecare bucată
de pământ cu un punct (vârf), şi fiecare pod cu o linie (muchie), ca ı̂n figura
3.32. Astfel, el avea să introducă o nouă structură matematică – graful.

Dacă se calculează gradele vârfurilor din graful problemei celor şapte
poduri (figura 3.32), se poate observa că cerinţa ca toate cele şapte vârfuri
să aibă grad par nu este satisfăcută.

Definiţia 3.47 Un lanţ simplu care parcurge fiecare muchie a grafului exact
o dată se numeşte lanţ eulerian.

Un lanţ eulerian care este ı̂nchis se numeşte ciclu eulerian.
Un graf se numeşte eulerian dacă el conţine un ciclu eulerian.

23Øystein Ore (1899-1968), matematician norvegian.
24John Adrian Bondy, matematician american.
25Vašek Chvátal (n. 1946), matematician ceh.
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Figura 3.31: O hartă a oraşului Königsberg şi a renumitelor sale poduri.

Figura 3.32: Graful Königsberg.

Aşa cum am menţionat deja, Euler a observat că o condiţie necesară pentru
existenţa ciclurilor euleriene este ca toate vârfurile grafului să aibă grad par;
aceasta ı̂nseamnă că graful Königsberg nu este eulerian. In ceea ce priveşte
existenţa unui lanţ eulerian, fie toate vârfurile, fie toate cu excepţia a două
dintre ele ar trebui să aibă gradul par. Intrebarea care se pune ı̂n mod natural
este dacă aceste condiţii neceasare sunt şi suficiente.

Carl Hierholzer a publicat ı̂n 1873 prima caracterizare completă a grafuri-
lor euleriene, demonstrând că de fapt grafurile euleriene sunt exact grafurile
care sunt conexe şi ı̂n care orice vârf are gradul par.

Teorema 3.44 (Hierholzer, 1873) Fie G = (V,E) un graf conex. Atunci
următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) G este eulerian,

b) Orice vârf al lui G are grad par,

c) G este reuniune de cicluri care nu au muchii comune.

Demonstraţie.

a) ⇒ b) Această implicaţie a fost deja discutată.

b) ⇒ c) Deoarece fiecare vârf are grad par, G nu poate fi arbore, prin urmare
G conţine un ciclu, notatC1.

Dacă C1 = G, atunci concluzia este demonstrată.

Dacă nu, considerăm graful G1 = G−C1. Deoarece muchiile ı̂nlăturate
din G formează un ciclu, gradul ı̂n G1 al fiecărui vârf din C1 este redus
cu 2, şi prin urmare fiecare vârf al lui G1 este par. Astfel, G1 nu este
arbore, prin urmare conţine un ciclu C2.
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Dacă G = C1 ∪ C2, concluzia este demonstrată.

Dacă nu, continuăm ı̂n acelaşi mod şi ne vom opri ı̂n momentul ı̂n
care vom obtine faptul că G = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cn.

c) ⇒ a) Fie T ∗ un lanţ simplu ı̂nchis ı̂n G de lungime maximă. Conform
propoziţiei 3.6, T ∗ este reuniune de cicluri fără muchii ı̂n comun.

Dacă T ∗ include toate muchiile din G, atunci concluzia este demon-
strată.

Dacă nu, atunci există un ciclu, notat C, care nu face parte din T ∗.
Deoarece G este conex, există un vârf v ∈ C∗ ∩C şi un lanţ elementar
ı̂nchis obţinut ı̂n felul următor:

- traversând T ∗ până când v este ı̂ntânit pentru prima oară

- ≪̂ıntorcându-ne≫ ı̂n jurul lui C ı̂napoi ı̂n v

- traversând apoi porţiunea rămasă din T ∗

Construind acest lanţ simplu, obţinem o contradicţie cu maximalitatea
lui T ∗. In concluzie, existenţa lui C care nu face parte din T ∗ este falsă,
şi prin urmare T ∗ include toate muchiile din G.

�

Construcţia lanţurilor şi ciclurilor euleriene

Fiind dat un graf conex cu cel mult două vârfuri de grad impar, putem
construi un lanţ eulerian sau un ciclu eulerian ı̂n acest graf cu ajutorul algo-
ritmului lui Fleury, care datează din 1883. Începem cu un vârf de grad impar
(dacă graful nu are nici unul, atunci ı̂ncepem cu orice vârf). La fiecare pas
alegem o muchie, care să nu fie muchie tăietură decât ı̂n cazul ı̂n care nu avem
altă posibilitate. Muchia aleasă este apoi ştearsă. La sfârşitul algoritmului
nu mai există muchii rămase, iar succesiunea de muchii alese formează un
ciclu eulerian dacă graful nu are vârfuri de grad impar, sau un lanţ eulerian
dacă graful are două vârfuri de grad impar.

Algoritm 14 (Fleury, 1883)
Intrare: - un graf conex G = (V,E), ale cărui vârfuri (a) au grade pare; (b)
exact două vârfuri x, y au grade impare

- un vârf de pornire v0
Ieşire: (a) un ciclu eulerian; (b) un lanţ eulerian ı̂ntre x şi y

� se setează lanţul curent ca vid, vârful curent ca şi v0 şi A = E
� cât timp A ̸= ∅

- se selectează o muchie e incidentă vârfului curent, dar alegând
o muchie tăietură numai dacă nu avem altă alternativă

- se adaugă e la lanţul curent
- se setează vârful curent ca şi cealaltă extremitate muchiei e
- A = A \ {e}
- se şterg toate vârfurile izolate

� retur un ciclu eulerian ı̂n cazul (a) şi un lanţ eulerian ı̂ntre x şi
y ı̂n cazul (b)
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Figura 3.33: Paşii din exemplul 3.18.

Exemplul 3.18 Considerăm graful din figura 3.33 (stânga sus). Vom lua
vârful A ca şi vârf de pornire. Primele muchii considerate ı̂n ciclul eulerian C
vor fi AB,BC,CD. In acest moment, graful rămas este desenat ı̂n figura 3.33
(dreapta sus) şi vârful curent este D. Muchia DA devine muchie tăietură,
deci vom lua ı̂n C muchiile DB, BE, EF , FG, graful rămas fiind cel din
figura 3.33 (stânga jos). Acum GK este o muchie tăietură, prin urmare vom
alege GE, EH, HG, GK, KI. Apoi, ID este muchie tăietură, deci alegem
IJ , JK, KL, LI, ID, DA.

Ca şi aplicaţii ale grafurilor euleriene să menţionăm colectarea resturi-
lor menajere, măturarea străzilor, curăţarea zăpezii, efectuarea marcajelor
rutiere, ı̂mpărţirea corespondenţei.

3.8.3 Problema poştaşului

In 1962, matematicianul chinez Meigu Guan a introdus problema găsirii celui
mai scurt ciclu care să traverseze fiecare muchie a unui graf cel puţin o dată.
El avea ı̂n vedere un poştaş care vrea să ı̂mpartă corespondenţa ı̂ntr-o reţea
de străzi şi să se ı̂ntoarcă la oficiul poştal cât mai repede cu putinţă. J.
Edmonds a poreclit această problemă problema poştaşului chinez.

Definiţia 3.48 Intr-un graf cu ponderi, un ciclu optimal este un ciclu
care parcurge fiecare muchie a lui G cel puţin o dată şi a cărui pondere totală
este minimă.

Desigur, dacă fiecare vârf al grafului are grad par, un ciclu eulerian este un
ciclu optimal. In caz contrar, anumite muchii trebuie parcurse de mai multe
ori. Deci, scopul este să găsim un ciclu ale cărui muchii repetate să aibă
pondere minimă. Acesta corespunde, de fapt, unui ciclu eulerian ı̂n graful
G∗, format din G prin adăugarea unui număr de muchii egal cu numărul de
ori ı̂n care se re-parcurge o muchie.

In 1973, Edmonds şi Johnson au rezolvat problema poştaşului chinez
folosind următorul algoritm:
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Algoritm 15 (Construcţia unui ciclu optimal)
Intrare: un graf conex cu ponderi G
Ieşire: un ciclu optimal W

� se găseşte mulţimea S de vârfuri impare din G
� pentru fiecare pereche de vârfuri impare u, v ∈ S, se găseşte

d(u, v)= distanţa dintre u şi v
� se formeză un graf complet K cu vârfurile lui S şi in K se asociază

ponderea d(u, v) fiecărei muchii uv
� se găseşte un cuplaj perfect M ı̂n K a cărui pondere totală este minimă
� pentru fiecare muchie e din M

- fie p lanţul corespunzător cel mai scurt ı̂n G ı̂ntre
extremităţile muchiei e

- pentru fiecare muchie f a lanţului p, se adaugă la graful G o
dublură a muchiei f , incluzând ponderea acesteia

� Fie G∗ graful eulerian format prin adăugarea la graful G a
muchiilor dublate din pasul anterior

� se construieşte un ciclu eulerian W ı̂n G∗. Acest ciclu va
corespunde ciclului optimal din graful original G.

Observaţia 3.20 Optimalitatea ciclului rezultă din faptul că am ales un cu-
plaj perfect de pondere minimă, format din acele muchii care corespund celui
mai scurt lanţ ı̂n G.

Figura 3.34: Graful cu ponderi G din exemplul 3.19.

Figura 3.35: Graful complet K şi graful eulerian G∗.

Exemplul 3.19 Considerăm graful cu ponderi G din figura 3.34. Vârfu-
rile de grad impar sunt b, d, f, h. Ele vor forma graful complet K din figura
3.35 (stânga). Un cuplaj perfect ı̂n K cu pondere minimă este M = {bd, fh}.
Fiecare muchie din M reprezintă un drum ı̂n G: pentru muchia bd de pondere
8 avem drumul ı̂n G ⟨b, e, d⟩ (de lungime 8), ı̂n timp ce pentru muchia fh
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Figura 3.36: Graful asociat proiectului din exemplul 3.20.

de lungime 9 avem drumul ⟨f, i, h⟩. Graful G∗ este reprezentat ı̂n figura 3.35
(dreapta).

In final, pentru a construi un ciclu Eulerian aplicăm algoritmul lui Fleury
şi obţinem

W = ⟨a, b, c, f, e, b, e, d, e, h, i, f, i, h, g, d, a⟩.

3.9 Reţele

3.9.1 Drumuri critice

FieD = (V,A) un graf orientat şi w : A → N o funcţie pondere reprezentând
costuri, distanţe sau timpi. Acest graf orientat poate fi folosit ı̂n planificarea
unui proiect, atunci când proiectul poate fi ı̂mpărţit ı̂n activităţi mai mici
legate ı̂ntre ele. De exemplu, proiectul de construcţie a unei case poate fi
ı̂mpărţit ı̂n mai multe activităţi mici, cum ar fi turnarea fundaţiei, ridicarea
zidurilor, montarea acoperişului, instalarea reţelei electrice, etc. Aceste acti-
vităţi sunt desigur legate, ı̂n sensul că anumite activităţi nu pot ı̂ncepe până
când altele nu au fost realizate. Graful orientat asociat unui asemenea tip de
proiect se construieşte astfel:

- arcele reprezintă activităţi,

- vârfurile reprezintă evenimente (un eveniment este ı̂ndeplinirea unor acti-
vităţi),

- ponderea unui arc este timpul necesar activităţii reprezentate de arcul
respectiv.

Exemplul 3.20 Vrem să planificăm activităţile α1, . . . , α8 astfel ı̂ncât tim-
pul total necesar pentru proiect să fie minim, cunoscând condiţiile de ı̂ncepere
pentru fiecare din activităţile αi:

Activitate α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α7

Timp necesar (zile) 4 3 7 4 6 5 2 5
Condiţii de ı̂ncepere – – α1 α1 α2 α4 α3 α4

α5 α6 α5

De exemplu, activitatea α6 nu poate ı̂ncepe până când activităţile α4 şi
α5 nu sunt ı̂ndeplinite. Suntem interesaţi de găsirea numărului minim de zile
necesare pentru realizarea ı̂ntregului proiect. Graful asociat proiectului este
cel din figura 3.36. In acest graf, vârful s reprezintă evenimentul ≪̂ınceperea
proiectului≫ , t reprezintă evenimentul ≪proiectul este ı̂ndeplinit≫ , iar un
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vârf intermediar, de exemplu q, reprezintă evenimentul ≪activităţile α4 şi α5

sunt ı̂ndeplinite≫.
Pentru v ∈ V notăm cu E(v) momentul cel mai devreme la care poate

ı̂ncepe activitatea corespunzătoare lui v. Astfel, avem

E(s) = 0, E(p) = 3, E(r) = 4.

Apoi, pentru q, ambele activităţi α4 şi α5 trebuie să fie ı̂ndeplinite, deci

E(q) = max{E(r) + w(r, q), E(p) + w(p, q)} = max{4 + 4, 3 + 6} = 9.

In general, pentru calculul momentelor E(v) avem formulele{
E(s) = 0,
E(v) = max

u∈A−(v)
{E(u) + w(u, v)} ,

unde A−(v) este mulţimea extremităţilor iniţiale ale arcelor cu extremitatea
finală ı̂n v. Pentru restul vârfurilor avem

E(z) = max{E(q) + w(q, z), E(r) + w(r, z)} = 14,

E(t) = max{E(z) + w(z, t), E(q) + w(q, t)} = 16.

Prin urmare, cel mai devreme moment pentru ı̂ndeplinirea lui t este E(t) =
16, ı̂nsemnând că numărul minim de zile necesare proiectului este 16. De
fapt, acest număr reprezintă lungimea celui mai lung drum de la s la t, şi se
poate găsi şi prin aplicarea algoritmului BFS grafului orientat D.

Medoda descrisă anterior este o parte a unei tehnici numită analiza dru-
mului critic. Restul tehnicii este ı̂n felul următor: pentru fiecare v ∈ V , se
calculează numerele L(v), reprezentând cele mai târzii momente până la care
trebuie ı̂ncepute activităţile (v, x), astfel ı̂ncât proiectul să fie terminat la
timp. Formulele pentru L(v) sunt:{

L(t) = E(t),
L(v) = min

x∈A+(v)
{L(x)− w(v, x)} ,

unde A+(v) este mulţimea extremităţilor finale ale arcelor cu extremitatea
iniţială ı̂n v. Astfel, despre o activitate (y, z) ştim că:

- nu poate ı̂ncepe ı̂nainte de momentul E(y), cel mai devreme;

- trebuie să fie finalizată până ı̂n momentul L(z), cel mai târziu;

- timpul de realizare este w(y, z).

Definiţia 3.49 Pentru o activitate (y, z), timpul de lansare F (y, z) este
definit prin

F (y, z) = L(z)− E(y)− w(y, z).

Astfel, (y, z) poate ı̂ncepe ı̂n orice moment după E(y) şi ı̂nainte de E(y) +
F (y, z), fără a ı̂ntârzia proiectul.

Definiţia 3.50 O activitate (y, z) pentru care timpul de lansare F (y, z) este
zero se numeşte critică.
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O activitate critică trebuie ı̂ncepută la cel mai devreme moment posibil E(y),
dacă vrem ca proiectul să fie terminat la timp. In graful orientat asociat
proiectului va exista cel puţin un drum elementar de la s la t care constă
ı̂n ı̂ntregime din activităţi critice, şi acest drum se numeşte drum critic.
Acest drum elementar este de fapt unicul drum ı̂n arborele de acoperire BFS
asociat digrafului, unde prioritatea considerată este cea mai mare pondere.

In exemplul nostru, numerele L sunt:

L(t) = 16,

L(q) = min{L(t)− w(q, t), L(z)− w(q, z)} = 9,

L(p) = L(q)− w(p, q) = 3,

L(r) = min{L(z)− w(r, z), L(q)− w(r, q)} = 5,

L(s) = min{L(r)− w(s, r), L(p)− w(s, p)} = 0.

Timpii de lansare vor fi:

F (s, r) = L(r)− E(s)− w(r, s) = 5− 0− 4 = 1,

F (s, p) = L(p)− E(s)− w(p, s) = 3− 0− 3 = 0,

F (p, q) = L(q)− E(p)− w(p, q) = 9− 3− 6 = 0,

F (r, q) = L(q)− E(r)− w(r, q) = 9− 4− 4 = 1,

F (r, z) = L(z)− E(r)− w(r, z) = 14− 4− 7 = 3,

F (z, t) = L(t)− E(z)− w(t, z) = 16− 14− 2 = 0,

F (q, z) = L(z)− E(q)− w(q, z) = 14− 9− 5 = 0,

F (q, t) = L(t)− E(q)− w(q, t) = 16− 9− 5 = 2.

Prin urmare, activităţile (s, p) = α2, (p, q) = α5, (q, z) = α6, (z, t) = α7,
sunt activităţi critice. Despre activităţile care nu sunt critice putem spune
următoarele:

(s, r) = α1 poate ı̂ncepe după momentul E(s) = 0 şi ı̂nainte de momentul
E(s) + 1 = 1,

(r, z) = α3 poate ı̂ncepe după momentul E(r) = 4 şi ı̂nainte de momentul
E(r) + 3 = 7,

(r, q) = α4 poate ı̂ncepe după momentul E(r) = 4 şi ı̂nainte de momentul
E(r) + 1 = 5,

(q, t) = α8 poate ı̂ncepe după momentul E(r) = 9 şi ı̂nainte de momentul
E(r) + 2 = 11.

Se poate construi cu uşurinţă un drum critic:

⟨s, p, q, z, t⟩.

3.9.2 Flux şi tăietură

Intr-un graf orientat, mulţimea arcelor poate fi privită ca şi o reţea de con-
ducte prin care se transportă fluide, ponderea unui arc reprezentând ı̂n acest
caz capacitatea conductei. Intr-un asemenea graf, există două vârfuri, s
(sursa) şi t (scurgerea, destinaţia), având un rol special:

- toate arcele care conţin s sunt orientate dinspre s;

- toate arcele care conţin t sunt orientate spre t.



CAPITOLUL 3. TEORIA GRAFURILOR 131

Figura 3.37: Reţeaua din exemplul 3.21.

Deci, avem de-a face cu un graf conex orientat D = (V,A), o funcţie de
capacitate c : A → R+, o sursă s şi o destinaţie t. Un asemenea graf se
va numi reţea de transport, sau pe scurt reţea.

Presupunem că de-a lungul arcelor curge un fluid şi fie f(x, y) cantitatea
de fluid care curge prin arcul (x, y). Cantitatea de fluid care ajunge la un
vârf v ar trebui sa fie egală cu cantitatea care iese din v, exceptând vârfurile
s şi t. Dacă definim

f+(v) =
∑

(x,v)∈A

f(x, v),

f−(v) =
∑

(v,y)∈A

f(v, y),

această cerinţă se poate scrie f+(v) = f−(v), pentru v ̸= s, t. Trebuie cerut
de asemenea ca nici un arc să nu transporte mai mult decât capacitatea sa.
In concluzie, putem da următoarea definiţie:

Definiţia 3.51 Un flux de la sursa s la destinaţia t ı̂ntr-o reţea de transport
este o funcţie care atribuie arcului (x, y) un număr nenegativ f(x, y), astfel
ı̂ncât:

a) f+(v) = f−(v), pentru v ̸= s, t (legea conservării);

b) f(x, y) ≤ c(x, y), pentru orice (x, y) ∈ A (legea fezabilităţii).

Desigur, nu este permisă acumularea de fluid ı̂n vârfurile intermediare şi
aceasta ı̂nseamnă

f−(s) = f+(t).

Valoarea comună se va numi valoarea fluxului f şi va fi notată cu val(f).

Exemplul 3.21 Considerăm reţeaua dată ı̂n figura 3.37. Funcţia f definită
ı̂n tabelul următor este un flux ı̂n această reţea de transport şi are valoarea
val(f) = 8.

(x,y) (s,a) (s,b) (s,c) (a,d) (b,d) (c,t) (a,t) (c,t) (d,t)
f(x,y) 3 2 3 1 2 1 2 2 4

In continuare vom calcula valoarea maximă a unui flux pentru reţeaua
dată ı̂n figura 3.37.

Primul pas este găsirea unei margini superioare pentru această valoare, ı̂n
funcţie de capacităţi. Intrucât din s se poate transporta cantitatea 5+4+3 =
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12, fluxul ar trebui să fie ≤ 12. Ideea este să partiţionăm mulţimea vârfurilor
ı̂n două părţi, S conţinând s şi T conţinând t. Astfel, fluxul de la S la T va
fi egal cu fluxul de la s la t şi această valoare comună va fi val(f). Valoarea
val(f) poate fi scrisă ca şi

val(f) =
∑

x∈S, y∈T

f(x, y)−
∑

u∈T, v∈S

f(u, v),

unde prima sumă reprezintă fluxul total de la S la T şi a doua sumă reprezintă
fluxul total ı̂n direcţie inversă. In exemplul nostru, dacă S = {s, a, b, c} şi
T = {d, t}, atunci ı̂ntr-adevăr

val(f) = f(a, d) + f(a, t) + f(b, d) + f(c, d) + f(c, t)− 0 = 8.

Desigur, aceeaşi valoare se obţine pentru partiţia {S, T} cu S = {s, b}, T =
{a, c, d, t}:

val(f) = f(s, a) + f(s, c) + f(b, d)− 0 = 8.

De asemenea, să menţionăm că, pentru ultima partiţie

val(f) ≤ c(s, a) + c(s, c) + c(b, d) = 10. (3.11)

In acest moment este necesar să dăm următoarea definiţie.

Definiţia 3.52 Intr-o reţea D = (V,A), cu sursa s, destinaţia t şi funcţia
de capacitate c : A → R+, perechea (S, T ) se numeşte tăietură dacă {S, T}
este o partiţie a lui V astfel ı̂ncât s ∈ S şi t ∈ T . Capacitatea tăieturii
este definită ca şi

cap (S, T ) =
∑

x∈S, y∈T

c(x, y).

Putem deduce imediat următorul rezultat:

Teorema 3.45 Fie s sursa şi t destinaţia unei reţele de transport. Dacă
f : A → R+ este un flux arbitrar de la s la t şi (S, T ) este o tăietură, atunci

val(f) ≤ cap (S, T ).

3.9.3 Flux maxim, tăietură minimă

O consecinţă imediată a teoremei anterioare este următoarea: dacă f0 este
un flux cu valoare maximă şi (S0, T0) este o tăietură cu capacitate minimă,
atunci

val(f0) ≤ cap (S0, T0)

ı̂nsemnând că flux maxim ≤ tăietură minimă. De fapt, cele două valori sunt
egale, acest lucru fiind demonstrat mai târziu ı̂n teorema 3.46.

Ideea folosită pentru construcţia unui flux maxim este de a ı̂mbunătăţi
valoarea unui flux dat, dacă acesta nu are cea mai mare valoare posibilă.
Vom ilustra această idee pentru reţeaua din figura 3.37 şi pentru fluxul din
exemplul 3.21.

Există două tipuri de ı̂mbunătăţiri:
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Tipul 1: Considerăm drumul elementar ⟨s, a, t⟩. Nici (s, a), nici (a, t) nu
transportă fluid la capacitatea lor maximă, deci putem mări fluxul pe ambele
arce, până când este atinsă capacitatea unuia dintre ele. Dacă definim

f1(s, a) = 4,

f1(a, t) = 3,

atunci arcul (a, t) este saturat. Mai departe, deoarece fluxurile pe ambele
arce au fost mărite cu aceeaşi cantitate, datorită legii conservării pentru
vârful a avem

f1(x, y) = f(x, y)

pe arcele rămase. Prin urmare, am obţinut un nou flux f1 cu

val(f1) = val(f) + 1 = 9.

Tipul 2: Considerăm lanţul ⟨s, a, d, c, t⟩ ı̂n graful suport.

Acest lanţ nu este un drum ı̂n reţea din cauză că (d, c) nu este arc. Arcul
(c, d) are direcţie opusă drumului de la s la t, prin urmare putem reduce cu
1 fluxul pe (c, d) şi putem mări cu 1 fluxurile pe celelalte arce ale lanţului,
fără să violăm legea conservării. Astfel, putem defini un nou flux f2 ca şi

şi f2 = f1 pentru restul arcelor. Arcul (s, a) este astfel saturat şi fluxul
pe (c, d) nu poate fi negativ, deci nu putem face o schimbare mai bună ı̂n
acest lanţ. Valoarea noului flux f2 va fi

val(f2) = val(f1) + 1 = 10,

şi reprezintă valoarea maximă, aşa cum s-a constatat ı̂n (3.11). Prin urmare,
f2 este un flux maxim.

Lanţurile ⟨s, a, t⟩ şi ⟨s, a, d, c, t⟩ folosite pentru creşterea fluxurilor f şi f1
sunt lanţuri crescătoare ale fluxurilor respective.

Definiţia 3.53 Dat fiind fluxul f ı̂ntr-o reţea, un lanţ

p = ⟨s = x1, x2, . . . , xk−1, xk = t⟩

ı̂n graful suport se numeşte lanţ crescător pentru f dacă

f(xi, xi+1) < c(xi, xi+1) şi (xi, xi+1) ∈ A (3.12)

sau f(xi+1, xi) > 0 şi (xi+1, xi) ∈ A, (3.13)

pentru 1 ≤ i ≤ k − 1.

De fapt, (3.12) ı̂nseamnă că arcele orientate direct nu sunt folosite la ı̂ntreaga
lor capacitate, ı̂n timp ce (3.13) ı̂nseamnă că arcele ı̂n sens invers transportă
≪contra-fluid≫ . De fapt, un lanţ crescător pentru f este un lanţ care poate
fi ≪̂ımbunătăţit≫ . Dat fiind un asemenea lanţ, putem mări fluxul pe arcele
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directe şi micşora fluxul pe arcele contrare cu aceeaşi cantitate, fără a viola
legea conservării.

Cea mai mare schimbare (fără a suprâıncărca arcele directe şi fără a face
negativ fluxul prin arcele contrare) este minimul, pentru 1 ≤ i ≤ k − 1, al
cantităţilor

α(i) =

{
c(xi, xi+1)− f(xi, xi+1), dacă (xi, xi+1) ∈ A,
f(xi+1, xi), dacă (xi+1, xi) ∈ A.

Acest minim va fi notat cu α şi va fi numit capacitate reziduală a lanţului
p. Dacă adunăm α la fluxul prin arcele directe şi scădem α din fluxul prin
arcele contrare, obţinem fluxul f ∗ cu

val(f ∗) = val(f) + α > val(f),

prin urmare f a fost mărit.
In concluzie, existenţa unui lanţ crescător de la s la t ne permite găsirea

unui nou flux f ∗ cu valoarea val(f ∗) > val(f). Această idee va fi folosită
pentru a demonstra teorema următoare. In demonstraţie avem nevoiede
următoarea definiţie.

Definiţia 3.54 Un lanţ crescător incomplet pentru f este un lanţ care
satisface condiţiile (3.12) – (3.13) de lanţ crescător pentru f , cu excepţia
faptului că vârful final nu este t.

Teorema 3.46 (Teorema flux maxim tăietură minimă)
Valoarea maximă a unui flux de la s la t ı̂ntr-o reţea de transport este egală
cu minimul capacităţii unei tăieturi care separă s şi t:

flux maxim = tăietură minimă.

Demonstraţie. Fie f un flux maxim. Definim mulţimile de vârfuri

S = {x ∈ V, există lanţ crescător incomplet pentru f, de la s la x} ,
T = V \ S.

Atunci t ∈ T , altfel ar exista un lanţ crescător pentru f , de la s la t şi f ar
putea fi mărit, contrar ipotezei că f este un flux maxim. Prin urmare (S, T )
este o tăietură.

Trebuie să demonstrăm că

cap (S, T ) = val(f).

� Fie (x, y) un arc cu x ∈ S, y ∈ T. Din definiţia lui S deducem că există
un lanţ crescător incomplet pentru f , de la s la x. Dacă f(x, y) < c(x, y),
atunci am putea extinde acest lanţ la y, contradicţie cu y ∈ T. In concluzie,

f(x, y) = c(x, y).

� Fie (u, v) un arc cu u ∈ T, v ∈ S. Atunci există un lanţ crescător
incomplet pentru f , de la s la v. Dacă f(u, v) > 0, am putea extinde lanţul
incomplet la u, contradicţie cu u ∈ T. Astfel,

f(u, v) = 0.
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In concluzie,

val(f) =
∑

x∈S, y∈T

f(x, y)−
∑

u∈T, v∈S

f(u, v) =
∑

x∈S, y∈T

c(x, y) = cap (S, T ).

Dacă (S ′, T ′) este o altă tăietură, atunci

cap (S ′, T ′) ≥ val(f) = cap (S, T ),

de unde rezultă că tăietura (S, T ) are capacitate minimă. In consecinţă teo-
rema este demonstrată. �

3.9.4 Algoritmi pentru găsirea unui flux maxim cu va-
lori ı̂ntregi

Pe parcursul acestui paragraf vom considera reţeaua D = (V,A) cu sursa s,
destinaţia t şi funcţia de capacitate c : A → R+.

Primul algoritm, construit de Ford şi Fulkerson, se bazează pe ideea fo-
losită ı̂n demonstraţia teoremei 3.46: dat fiind un flux f , căutăm un lanţ
crescător pentru f şi vom costrui un nou flux f ∗, cum s-a descris la pagina
134.

Pentru al doilea algoritm, construit de Edmonds şi Karp, avem nevoie de
următoarea definiţie.

Definiţia 3.55 Pentru un flux f şi un arbore T ı̂ntr-o reţea D = (V,A), un
arc (x, y) se numeşte arc frontieră util pentru f dacă:

x ∈ T, y /∈ T şi f(x, y) < c(x, y)

sau x /∈ T, y ∈ T şi f(x, y) > 0.

Vom da ı̂n continuare algoritmul pentru construcţia unui arbore T , folosind
arce frontieră utile.

Algoritm 16 (Edmonds, Karp)
Intrare: o reţea D = (V,A) cu sursa s, destinaţia t, funcţia de capacitate
c : A → N şi un flux f : A → N
Ieşire: un arbore T

� se iniţializează T = {s}
� se scrie eticheta 0 pe vârful s
� i=1
� cât timp T nu conţine vârful t şi mai există arce frontieră
utile pentu T
- se actualizează mulţimea arcelor fontieră utile
- fie a = (x, y) arcul frontieră util cu vârful etichetat având
cea mai mică valoare posibilă

- se adaugă la arborele T arcul a şi extremitatea neetichetată
a arcului a

- se ataşează eticheta i vârfului neetichetat al lui a
- i=i+1

� retur arbore T

Legătura dintre arborele T şi fluxul maxim este dată ı̂n următoarea teo-
remă.
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Teorema 3.47 Fie D = (V,A) o reţea cu sursa s, destinaţia t, funcţia de
capacitate c : A → N şi fie f : A → N un flux. Dacă arborele T rezultat prin
aplicarea algoritmului 16 conţine destinaţia t, atunci unicul lanţ ı̂n T de la s
la t este un lanţ crescător pentru f . Dacă T nu conţine t, atunci f este un
flux maxim.

Demonstraţia acestei teoreme poate fi găsită de exemplu ı̂n [13], iar faptul
că fluxul ia valori ı̂ntregi este o condiţie esenţială.



Anexa A: Relaţii binare

� Produsul cartezian a două mulţimi A şi B este mulţimea

A×B = {(x, y), x ∈ A, y ∈ B}.

� O relaţie binară este un triplet (A,B,R), unde A,B sunt mulţimi
arbitrare şi R ⊆ A×B.

� Dacă (x, y) ∈ R, atunci spunem că x este ı̂n relaţie cu y (prin R).
Acest lucru se notează deseori cu xR y.

� Relaţia (A,A,R), R ⊆ A×A se numeşte relaţie binară pe mulţimea A.

� O relaţie binară pe A se numeşte:

� reflexivă dacă xRx pentru orice x ∈ A

� tranzitivă dacă xR y şi y R z implică xR z

� simetrică dacă xR y implică y Rx

� antisimetrică dacă xR y şi y Rx implică x = y

A.1 Relaţii de echivalenţă

Definiţia .1 O relaţie R ⊆ A×A este o relaţie de echivalenţă pe A dacă
R este reflexivă, tranzitivă şi simetrică.

Exemplul .1 Fie R ⊆ Z× Z, dată prin

xR y ⇐⇒ x− y ∈ 3Z,

unde 3Z = {3k, k ∈ Z}. Atunci R este o relaţie de echivalenţă pe Z.

Definiţia .2 Fie R o relaţie de echivalenţă pe o mulţime A şi fie x ∈ A.
Clasa de echivalenţă a lui x, notată x̂ sau R⟨x⟩, este mulţimea

x̂ = {y ∈ A, xR y}.

Mulţimea tuturor claselor de echivalenţă, notată A/R, se numeşte mulţime
cât:

A/R = {x̂, x ∈ A}.

Exemplul .2 Pentru relaţia de echivalenţă definită ı̂n exemplul .1,
0̂ = {3k, k ∈ Z},
1̂ = {3k + 1, k ∈ Z},
2̂ = {3k + 2, k ∈ Z}.

Observăm că clasele de echivalenţă sunt două câte două disjuncte şi orice
număr ı̂ntreg aparţine uneia din aceste clase.
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Definiţia .3 O colecţie de submulţimi {S1, S2, . . . , Sn} ale unei mulţimi A
se numeşte partiţie a lui A dacă satisface următoarele două condiţii:

� Si ∩ Sj = ∅, pentru orice 1 ≤ i < j ≤ n,

�
n∪

i=1

Si = A.

Propoziţia .48 Fie R o relaţie de echivalenţă pe o mulţime A şi fie x, y ∈ A.
Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. xR y,

2. x̂ = ŷ,

3. x̂ ∩ ŷ ̸= ∅.
Corolarul .49 Fie R o relaţie de echivalenţă pe o mulţime A. Atunci clasele
de echivalenţă formează o partiţie a lui A:

{x̂, x ∈ A} este o partiţie.

Reciproc, dată fiind o partiţie {S1, S2 . . . , Sn} a unei mulţimi A, există o
relaţie de echivalenţă pe A. Aceasta este definită astfel:

xR y ⇐⇒ ∃ i ∈ Nn astfel ı̂ncât x, y ∈ Si.

Exemplul .3 Clasele de echivalenţă 0̂, 1̂, 2̂ din exemplul .2 formează o partiţie
a lui Z. Intr-adevăr,

0̂ ∪ 1̂ ∪ 2̂ = Z şi 0̂ ∩ 1̂ = ∅, 0̂ ∩ 2̂ = ∅, 1̂ ∩ 2̂ = ∅.

În acest caz, mulţimea cât este

Z/R = {0̂, 1̂, 2̂} = Z3.

A.2 Relaţii de ordine

Definiţia .4 Fie A o mulţime şi R ⊆ A× A.

R este o relaţie de ordine parţială pe A dacă R este reflexivă, tranzitivă
şi antisimetrică. În acest caz, perechea (A,R) se numeşte mulţime
ordonată parţial, sau simplu mulţime ordonată.

R este relaţie de ordine totală dacă este o relaţie de ordine parţială şi
pentru orice x, y ∈ A avem xR y sau y Rx (adică oricare două elemente
sunt comparabile prin relaţia de ordine). În acest caz, perechea (A,R)
se numeşte mulţime total ordonată.

Exemplul .4 (R,≤) este o mulţime total ordonată, dar (P(R),⊆) este doar
o mulţime parţial ordonată. Aici P(R) = {S, S ⊆ R}.
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Elemente speciale

În mulţimile parţial ordonate pot exista anumite elemente care joacă un rol
special.

Definiţia .5 Fie (A,≤) o mulţime parţial ordonată.

Elementul x ∈ A se numeşte cel mai mic element al lui A dacă

x ≤ y, pentru orice y ∈ A.

Elementul z ∈ A se numeşte cel mai mare element al lui A dacă

y ≤ z, pentru orice y ∈ A.

Elementul m ∈ A se numeşte element minimal pentru A dacă

x ≤ m pentru un anumit x ∈ A =⇒ x = m.

Elementul M ∈ A se numeşte element maximal pentru A dacă

M ≤ x pentru un anumit x ∈ A =⇒ x = M.

Ceea ce este important de menţionat despre un element maximal este faptul
că nu este ı̂n general cel mai mare element, adică el nu este ı̂ntotdeauna mai
mare decât toate celelalte elemente. Intr-adevăr, considerăm (A,⊆), cu

A = {{n}, n ∈ N}.

Ea constă doar din elemente maximale, dar nu are un cel mai mare element.
Mai mult, toate elementele lui A sunt minimale. Acest exemplu ne arată de
asemenea că elementul maximal poate să nu fie unic, şi că se poate ı̂ntâmpla
ca un element să fie maximal şi minimal ı̂n acelaşi timp.

Dacă o mulţime are un cel mai mare element, atunci acesta este uni-
cul element maximal. Reciproc, chiar dacă o mulţime are doar un element
maximal, acesta nu este ı̂n mod necesar cel mai mare element.

Într-o mulţime total ordonată, termenii element maximal şi cel mai mare
element coincid.
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