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Prefata

Lucrarea de fata se adreseaza studentilor din anul intai de la
specializérile cu profil mecanic din cadrul Universitatii Tehnice din Cluj-
Napoca.

Lucrarea trateaza o parte din notiunile teoretice aferente Staticii,
contindnd pe langa aspectele teoretice si probleme rezolvate, utile pentru
intelegerea notiunilor teoretice. Exemplele alese au un grad de dificultate
scazut spre mediu, fiind considerate foarte utile In intelegerea notiunilor
teoretice.

Tn primul capitol, intitulat Introducere sunt prezentate cateva definitii,
principiile mecanicii Newtoniene, diviziunile mecanicii, precum si sistemele
si unitdgile de masura utilizate in lucrare.

Capitolul al doilea, prezinta notiunile teoretice legate de calculul
vectorial si operatii cu vectori, Tn finalul capitolului fiind prezentate cateva
probleme rezolvate.

Al treilea capitol intitulat Reducerea fortelor trateaza aspectele
teoretice si practice ale reducerii sistemelor de forte. Sunt prezentate notiunile
de fortd si moment al fortei, cu aplicatii. De asemenea, sunt prezentate
aspectele teoretice si exemple privind reducerea sistemelor de forte
concurente, coplanare si paralele.

Capitolul al patrulea al lucrarii prezinta notiunile teoretice si o serie
de exemple legate de calculul centrului de masa, a momentelor de inertie
precum si modalitatea de aplicare a teoremelor lui Guldin — Pappus.

Urmatorul capitol prezintd aspecte privind statica punctului material,
tipurile de forte ce pot sa actioneze asupra punctului material precum si
aspecte privind echilibrul punctului material.

Capitolul al saselea trateaza notiunile teoretice §i practice ale
echilibrului solidului rigid. Sunt tratate frecarea de alunecare, frecarea de
rostogolire, frecarea de pivotare, frecarea in articulatii, frecarea firelor,
precum si rigiditatea firelor. In finalul acestui articol sunt prezentate cateva
probleme sugestive.

Ultimul capitol prezintd metodele de rezolvare (cu exemple) ale
problemelor legate de echilibrul sistemelor de solide rigide.
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I. Introducere

Mecanica, ca disciplind, studiaza miscarea mecanica a sistemelor de
corpuri materiale. Corpurile materiale sunt considerate puncte materiale
atunci cand dimensiunile lor sunt mici in raport cu mediul sau solide rigide
(nedeformabile) atunci cand dimensiunile lor sunt comparabile cu cele ale
mediului inconjurator.

In cadrul mecanicii, se studiaza miscarea corpurilor a ciror viteza este
mult mai micd decat viteza luminii. Migcarea este raportatd la sisteme de
referintd considerate inertiale, adica in miscare rectilinie si uniforma.

L 1. Definitii

Mecanica tehnica (teoreticd) - studiaza legile miscarii mecanice n scopul
aplicarii acestora in practicd, precum si echilibrul corpurilor materiale (de
diferite forme si dimensiuni), considerate nedeformabile si care se deplaseaza
cu diferite viteze.

Miscarea mecanica - reprezinta modificarea pozitiei unui corp solid in raport
cu un altul, considerat ca reper de referintd. Este cea mai simpla forma de
miscare a materiei, care nu are in vedere transformarile interne ale corpurilor.

Sistem de referinta - este un reper nedeformabil fata de care se raporteaza
pozitiile punctelor unui sistem material. In spatiul euclidian cu trei dimensiuni
cel mai frecvent utilizat este sistemul de referinta triortogonal drept. Definirea
pozitiei unui corp material se realizeaza utilizdnd un anumit numar de
parametri geometrici (distante si / sau unghiuri) care poartd numele de
coordonate.

Gradele de libertate a unui punct material sau a unui sistem de puncte
materiale reprezintd numarul de parametri geometrici independenti necesari
pentru a defini pozitia acestuia.

In figura 1.1 sunt ilustrati parametri in cazul celor trei sisteme de coordonate:
cartezian (figura 1.1.a), cilindric (figura 1.1.b), respectiv sferic (figura 1.1.c).
Tn sistemul de coordonate cartezian (figura 1.1.a) se aleg trei axe de
coordonate: X, y, z, perpendiculare intre ele. Notand cu 1,7, k versorii celor
trei axe, orice vector de pozitie 7 poate fi scris sub forma:

FT=n T+n J+r k (1.2)
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a) b) ©)
Figura 1.1. Sisteme de coordonate

Tn sistemul de coordonate cilindrice (figura 1.1.b), coordonatele sunt
proiectia p a vectorului 7 pe planul xOy, unghiul ¢ dintre axa x si proiectia
vectorului 7 pe planul xOy si z. Coordonatele se numesc cilindrice deoarece,
pastrand raza cilindrului constanta si modificand unghiul ¢ (de la 0 la 360°)
si z, se genereaza toate punctele unui cilindru.

Tn sistemul de coordonate sferic (figura 1.1.c), coordonatele sunt raza
r, unghiul ¢ dintre axa x si proiectia vectorului 7 pe planul xOy, respectiv
unghiul O dintre raza 7 si axa z. Coordonatele se numesc sferice deoarece
modificand raza de la 0 la r si modificand coordonatele 0 (de la 0 la 180°),
respectiv ¢ (de la 0 la 360°) se pot genera toate punctele unei sfere.

Intre coordonatele carteziene, cilindrice si sferice sunt valabile
relatiile:

X = pcos@ = rsinfcosp; y = psing = rsinfsing; z = z = rcosd; (1.2)

Modele mecanice — reprezintd schematizari ale corpurilor, ce retin
caracteristicile lor esentiale si le fac astfel proprii calculului matematic:
- punct material: un punct geometric dotat cu o masa;
- sistem discret de puncte materiale: un ansamblu de puncte materiale care
interactioneaza reciproc;
- continuu material: o regiune din spatiu din care delimitand un volum oricat
de mic, care contine materie; poate fi deformabil sau nedeformabil;
- solid rigid: un continuu material considerat nedeformabil;
- solid rigid omogen: un solid rigid la care materia este uniform repartizata si
care are aceleasi proprietati mecanice in tot corpul;
- sistem de solide rigide: un ansamblu de solide rigide ce interactioneaza
reciproc;
- bara: un solid rigid unidimensional care are una din dimensiuni, lungimea,
mult mai mare in raport cu celelalte doua;



- fir: o bara perfect flexibila si inextensibila sub actiunea fortelor care il
solicita;

- placa: un solid rigid bidimensional care are una din dimensiuni, grosimea,
mult mai mica in raport cu celelalte doua.

In mecanica, masa este evidentiati de doud proprietiti: gravitatia
(proprietatea corpurilor aflate in interactiune mecanicd, de a se atrage
reciproc) si inertia (proprietatea unui corp de a se opune oricarei schimbari a
starii sale fizice).

I.2. Principiile mecanicii clasice

Mecanica clasica se bazeaza pe principiile
formulate de Sir Isaac Newton (1642 — 1727), figura
1.2, in lucrarea “Philosophiae naturalis principia
mathematica” — in traducere “Principiile matematice
ale filosofiei naturale”, aparuta in 1687 (figura 1.3).

Principiul inertiei (Lex prima): “Un corp isi
mentine starea de repaus relativ sau de miscare
rectilinie uniforma atdt timp cdt asupra sa nu

Figura 1.2.

actioneaza alte corpuri sau forte care sa-i modifice
aceasta stare”. — ——
PHILOSOPHLE |
NATORALIS
Se defineste inerfia ca fiind capacitatea PRINCIPIA
corpurilor de a-si pastra starea de repaus sau de "_"_"'f";‘f:‘;"c:_J_
miscare rectilinie uniforma. 1. Newton introduce oo —|
notiunile de masa si cantitate de miscare, astfel: T 1
masa reprezinta masura inergiei corpurilor, respectiv j-:-;_.'_-'.}; ;:,;*J |
cantitatea de miscare (impuls) reprezinta produsul & R
dintre masa si viteza instantanee a corpurilor. Figura 1.3.

Principiul actiunii fortei (Lex secunda): “Variatia miscarii este
proportionala cu forfa motoare imprimata si este dirijata dupa linia de
actiune a fortei”.

Pornind de la acest enunt, Newton a stabilit legea fundamentald a
mecanicii, astfel:

F=m-a (1.3)



Principiul actiunii §i reactiunii (Lex tertia): “Atunci cand
interactioneaza doua corpuri, forta pe care primul corp o exercita asupra
celui de-al doilea, este egala si de sens contrar cu forta pe care al doilea corp
o exercita asupra primului corp”.

Principiul independentei actiunii fortelor (superpozitiei): “Daca
asupra unui corp actioneaza simultan mai multe forte, fiecare dintre acestea
imprima corpului o acceleratie, independent de prezenta celorlalte,
acceleratia rezultanta fiind suma vectoriala a acceleratiilor individuale:”

a=yr,a, sau F=Y"F, (1.4)

1.3. Diviziunile mecanicii

Mecanica se studiaza in trei parti clasice:
Statica studiaza fortele ce actioneaza asupra unui corp sau asupra unui sistem
de corpuri, facandu-se abstractie de miscare.
Cinematica studiaza miscarea corpurilor si a sistemelor de corpuri, facandu-
se abstractie de fortele ce actioneza asupra lor.
Dinamica studiaza miscarea corpurilor si a sistemelor de corpuri sub actiunea
fortelor, luand in considerare si masele lor.

1.4. Sisteme si unitdti de masurda

Marimile fizice sunt reprezentate printr-un scalar, urmat de unitatea
de masura a marimii fizice.

In cadrul Sistemului International de Unitati de Masura (S.I.) sunt
definite sase unitati fundamentale de masura, astfel: metrul [m] pentru
lungime, kilogramul [Kg] pentru masa, secunda [s] pentru timp, amperul
[A] pentru intensitatea curentului electric, gradul Kelvin [K] pentru
temperatura termodinamica, candela [cd] pentru intensitatea luminoasa.

Pentru studiul mecanicii, se utilizeaza trei unitdti de masura
fundamentale: metrul [m], kilogramul [Kg] si secunda [s].

Cu ajutorul unitatilor de masura fundamentale, se pot defini unitati de
masura derivate, care sunt exprimate prin relatii matematice simple in functie
de unitatile fundamentale, tinand cont de relatia de definitie a marimii
respective. Relatia prin care se deduce unitatea derivatd se numeste ecuatie
de dimensiuni si are forma:

[D] = LeMPTY (1.5)
unde: D reprezintd unitatea de masura derivatd; L,M,T reprezintd marimile
fizice fundamentale (L — lungime, M — masa, T — timp); a, B, y reprezinta
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numere rationale a caror valoare se deduce din relatia de definitie a unitatii

derivate.

In tabelul 1.1 sunt prezentate citeva din unitatile de masura derivate:

Tabelul 1.1. Unitéti de masurd derivate [1, pag. 10

Marime Simbol Relatia de Ecuatiade | Unitatea Denumirea
definitie dimensiuni | de masura unitatii de
(S.1.) (S.1.) masura
(S.1)
Viteza v v=Al/At LT? m/s metru pe secundd
Acceleratie a a=Av/At LT? m/s? metru pe secundi
la patrat
Unghiplan | o, B, 0 - - rad radian
Viteza o o=A0/At T rad/s | radian pe
unghiulara secunda
Acceleratie g e=Aw /At T? rad/s? | radian pe
unghiulara secunda
Forta F F=ma LMT? N Newton
Lucru L L = Flcosa L2MT? J Joule
mecanic
Putere N N=AL/At L2MT? W Watt
Impuls H H=mv LMT? Kgm/s Kilogram metru
pe secunda
Energie E E=mv?/2 L2MT2 J Joule
cineticd
Densitate p p=m/V LM Kg/m? | Kg/metru cub
Presiune p p=F/A LiMT2 N/m?= | Pascal
Pa
Momentul Mo Mo = Flsina L2MT Nm Newton metru
fortei
Moment Ko Ko = mvlsina L2MT™? Kgm?/s | Kilogram metru
cinetic patrat pe secunda
Moment de .
inertie 1| = Z ml? L2M kgme | Kilogram metru
. - patrat
mecanic i

In tabelul 1.2 sunt prezentati multipli si submultipli unitatilor de

masura:
Tabelul 1.2. Multipli si submultipli unitdtilor de masura
Prefix | deca |hecto| kilo | mega| giga | tera | peta | exa | zetta | yotta
Multipli  |Simbol h k M G T P E z Y
Factor 102 | 10% | 10° | 10° | 10%2 | 10% | 108 | 102 | 10*
Prefix | deci | centi | mili |micro| nano | pico [femto| atto | zepto|yocto
Submultipli |[Simbol c m u n p f a z y
Factor | 10! | 102 | 10° | 10®° | 10° | 102 | 1015 | 108 | 102! | 10%
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I1. Notiuni de calcul vectorial

Mecanica opereaza cu urmatoarele tipuri de marimi:
- marimi scalare — care sunt complet determinate prin valoarea lor numerica
(un numar pozitiv sau negativ) urmata de unitatea de masura.
Exemple de marimi scalare: masa, volumul, timpul, puterea, etc.
- marimi vectoriale — care sunt complet determinate prin valoare numerica,
directie, sens si punct de aplicatie;
Exemple de marimi vectoriale: impulsul, forta, momentul cinetic, etc.

Vectorii reprezintd entititi matematice, caracterizate prin mdrime,
directie, Sens si punct de aplicatie.

Se defineste directia dreptei d, multimea formata din dreapta d si toate
dreptele paralele cu d. Directia unui segment [AB], A # B este data de directia
dreptei AB. Segmentul [AB] poate fi parcurs de la A la B (un sens de
parcurgere) sau de la B la A (al doilea sens de parcurgere).

Un segment de dreapta [AB] se numeste segment orientat sau vector
legat si se noteazia AB, A fiind originea, iar B este extremitatea. Dreapta
determinata de punctele A si B se numeste dreapta suport.

Vectorul AA se numeste vector nul.

Se defineste lungimea sau norma vectorului AB numairul real si
pozitiv care reprezintd distanta d(A,B) dintre punctele A si B si se
simbolizeaza astfel: ||AB]|.

Un vector liber i, de norma 1 se numeste Versor.

Doi vectori se numesc ortogonali daca directiile lor sunt
perpendiculare.

In functie de punctul de aplicatie al vectorului, se deosebesc:

- vectori liberi (figura 2.1.a): a caror punct de aplicatie poate fi plasat oriunde
in spatiu §i care sunt caracterizati prin trei parametri scalari independenti —
proiectiile vectorului pe axele sistemului de coordonate;

- vectori alunecatori (figura 2.1.b): a caror punct de aplicatie este situat pe o
dreapta din spatiu, fiind caracterizati prin cinci parametri scalari independenti
— proiectiile vectorului pe cele trei axe de coordonate, respectiv coordonatele
punctului de intersectie al dreptei suport cu planul Oxy;

- vectori legati (figura 2.1.c): a caror punct de aplicatie este fix in spatiu si
care sunt caracterizati prin sase parametri scalari independenti — proiectiile
vectorului pe cele trei axe de coordonate si coordonatele punctului de
aplicatie;

12
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Figura 2.2. Reprezentarea vectorului V

Se considera un sistem cartezian de axe Oxyz (figura 2.2), cu versorii
L, ], k siun vector V, avand proiectiile V, V,, V, pe cele trei axe.
Expresia analitica a vectorului este:

V=V, 1+ V- J+V, -k (2.1)
Modulul vectorului este:
V=IVl= [VZ+V:+V? (2.2)

Cosinusii directori care definesc unghiurile dintre vectorul V si
directiile celor trei axe sunt dati de relatiile:

cos(V i)=Q=L cos(Vj)=V_y=V—y
v [VE+Vy+V7 Voo [vErviev?
== T v,
cos(V, k) = 2 = —2—, (2.3)
( ) 4 [V,?+Vy2+vz2
cos(V,1)% + cos(V,1)? + cos(V, E)Z =1 (2.4)
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Versorul vectorului V este un vector cu modulul 1 (unu), de aceeasi
directie si sens cu vectorul V, expresia fiind:

versl7=4=&-i+ﬁ-j+&-l_c (2.5)
v~ v v %
Tn cazul in care vectorul este
pozitionat intr-un plan, proiectiile
acestuia pe cele doud directii Se
determina cu ajutorul relatiilor (2.6) —
figura 2.3. Vy -
V., =V -cos(a) _
(2.6) g
V, =V -sin(a)

Figura 2.3

Daca un vector este definit prin extremitatile sale, care sunt punctele
A(Xa, Ya, Za) si B(xg, Y8, ZB), expresia analitica a vectorului este:

AB = (xg —x)T+ (g — ya)j + (z5 — za)k (2.7)
Versorul vectorului AB fiind dat de relatia:
versAB — AB _ (xp—xa)t+(yp-ya)j+(zp-2z4)k (2.8)

|4B| \/(xB_xA_)2+(YB_YA)2+(ZB_ZA)2
Sub forma matriceala, vectorul V se scrie astfel:

7=V V)

I1.1. Egalitatea a doi vectori

Doi vectori V; si V, care descriu / /
marimi fizice similare, se considera egali YA l_—-—"
cand au aceeasi marime, directie s$i S€NS _ /,,”’7
(figura 2.4). —=T7 /

Relatia de egalitate dintre vectori se / I _ ==

1 / -
scrie astfel: V, = V. M

De asemenea, pot fi comparati doi
vectori care descriu marimi fizice de acelasi / /
fel, dar care sunt definiti in puncte diferite Figura 2.4
din spatiu si la momente de timp diferite.

Daca vectorii au aceeasi marime, directie si sens atunci intre ei este o
relatie de echipolenta.
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1.2, Inmultirea unui vector cu un scalar

Se consideri un vector V si un scalar a (figura 2. 5). Vectorul rezultat
prin inmultirea vectorului V cu scalarul a are expresia: V; = a - V. Vectorul
rezultat are aceeasi directie cu vectorul V, acelasi sens cu vectorul V daci a >
0, respectiv sens contrar cu V daci a < 0. Modulul vectorului V; este dat de
produsul |V;| = |a| - [V].

Proprietatile Tnmultirii unui vector cu un scalar:

- Tnmultirea cu scalari este distributivd fatd de adunarea vectorilor:
aVy+V)=a -V, +a-V,;

Inmultlrea cu scalari este distributiva fatd de adunarea scalarilor: (a + ) -
V=a-V+p-V;
- asociativitatea scalarilor: a - (8- V) = (a - B)V;
- valoarea 1 este element neutru pentru inmultirea cu scalari: 1-V = V.

____________ I a-V(a>0)
____________ _ll__.>__________.
Y 217251
____________ _1__.»__________
Y
Figura 2.5

11.3. Suma (rezultanta) a doi sau mai mulfi vectori

Se considera doi vectori V;, respectiv V, (figura 2.6.a), vectorul
descris de relatia Vg = V; + V, se numeste vectorul sumi al vectorilor V;,
respectiv V.

Determinarea vectorului Vs poate fi realizatd utilizdnd fie metoda
paralelogramului (figura 2.6.a), fie metoda triunghiului (figura 2.6.b).

Daca se doreste adunarea a trei sau mai multi vectori se utilizeaza
succesiv regula triunghiului sau regula poligonului (figura 2.6.c).

Vo SN
2 1 N
————— B -
/\/B/ -7 41\]/'&’\’\]1 / -
L~ \ L= Vi +V) +V3
b) <)

Figura 2.6. Adunarea vectorilor
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Proprietatile operatiei de adunare a vectorilor:
- asociativitatea: (V; + V,) + V5 =V, + (V, + 15);
- comutativitatea: V; +V, =V, + Vy;
- vectorul nul 0 este element neutru pentru adunare;
- pentru orice vector V existd un vector —V pentru care:
V+ (=) =(=V)+V=0;
Valoarea numerica a sumei a doi vectori este:

VE=VE+2-Vy -V, cosa+ V3 (2.9)

Din figura 2.6.a se deduce ca: “doud forte aplicate in acelagsi punct al
unui rigid au o rezultanta aplicata in acelagi punct §i reprezentatda prin
diagonala paralelogramului care are ca laturi fortele”.

De asemenea, din figura 2.6.b, respectiv 2.6.c se deduce ca vectorul
rezultant se poate obtine si pe cale grafica.

Analizdnd figura 2.6.b si aplicand teorema sinusurilor pot fi
determinate relatii de legatura intre module si unghiuri, astfel:

no_ B Y (2.10)

sina sinf8 siny

11.4. Produsul scalar
Pr_odusul scalar a doi vectorE
Vl(le 1+ Vly J+ Vi k)
respectiv: ~
Vo(Vox " T+ Vo =T+ Vo - k)
este definit de relatia: 0

T K|
BeT= IRl cosy Q1) Vies

~

unde ¢ reprezintda unghiul dintre cei doi = = ~m
vectori (figura 2.7). V,
Rezultatul acestui produs este o Figura 2.7

marime scalard, interpretarea geometrica

fiind aceea ca produsul scalar a doi vectori reprezinta produsul dintre

marimea unui vector si proiectia celuilalt pe directia primului vector.
Expresia analitica a produsului scalar este:

Vi Vo =Vig Vor + Viy *Voy +Viz Vo, (2.12)
Unghiul format de cei doi vectori este dat de relatia:
cosg = K_1V—i — le'V2x+V1y'V2y+Vlz'sz (213)
AR

2 2 2 2 2 2
JV1x+V1y+VIZ-JV2x+V2y+VZZ

16



Proprietatile produsului scalar:
- comutativitatea: V; -V, =V, - Vy;
- distributivitatea fata de adunare: V; - (V, + V3) =V, -V, + V; - V3;
ma-(V V) =(a- V) Vo =V (a-Vy);
-V V= nF

Observatie: Doi vectori V; (Vy, - T+ Vi, - J+ Vi, - k), respectiv V, (Vo - T+
Vay T+ Vo, * k), sunt ortogonali dacd V; -V, =0, adicd Vi, - Vo, + V3, -
sz + VlZ ' VZZ = 0.

I1.5. Produsul vectorial

Produsul vectorial a doi vectori V,(Vy, T+ Viy T+ Vi k),
respectiv V, (Vyy - T+ Vyy, - J + Vo - k), reprezintd un vector, notat V; XV, ,
care are:
- mirimea definitd de relatia: V; XV, = |V,| - |V;]| - sing, unde ¢ reprezinti
unghiul dintre cei doi vectori;
- directia perpendiculara pe planul celor doi vectori;
- sensul stabilit cu regula surubului sau regula mainii drepte;
- originea in punctul de intersectie al celor doi vectori;

a) b)
Figura 2.8. Regula surubului drept (a) si a mainii drepte (b)

Expresia produsului vectorial se obtine cu ajutorul relatiei:

T 7k
I71><I72 = [Vix Viy Vig[=
Vox Vay Vo
(Vly Voz = Vi VZy) T+ Vg Vox = Vig - Vaz) -+ (le Voy = Viy VZx) “k

(2.14)
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Interpretarea geometricd a produsului vectorial este urmatoarea:
marimea produsului vectorial reprezinta aria paralelogramului a caror
laturi sunt cei doi vectori.

Proprietatile produsului vectorial:

- anticomutativitatea: V; xV, = —(V,xV,);

- distributivitate fatd de adunare: V; x(V, + V5) = V, XV, + V, xV; ;
-a- (L + V) = (a- V)XV, =Vix(a-V,);

-V x0 = 0xV, = 0;

-VxV, =0

Observatie: Doi vectori V; (Vy, - T+ Vi, - J+ Vi, - k), respectiv V, (Vo - T+
Vay * T + Va, - k), sunt coliniari daca V; xV, = 0.

11.6. Produsul mixt al trei vectori

Se considera trei vectori:
Vl(le T+ Vly A Vige ]E)’
Vy(Vay - T+ Voy " T+ Vo ]i)’
V3(Vay - T+ Vay -]+ V3, - k)
Produsul mixt al celor trei vectori este un scalar si este dat de relatia:

Vix Viy Viz
Vi, Vo, V3) =Vy - (VoxV3) = |Vax  Vay Vo (2.15)
Vax V3y V3

Proprietati:
- invariantd la permutiri circulare: (Vy,V,, V5 ) = (W5, Vy, V) = (V,, Vs, V4 );
- |(V,, V,, V3 )| reprezintd volumul paralelipipedului care are ca laturi vectorii
Vi, Vo, Vs;
- (V;,V,, V3 ) = 0 daci cei trei vectori sunt coplanari;

11.7. Dublul produs vectorial

Dublul produs vectorial a trei vectori se noteazi V; X (V,xV3) si este o
marime vectoriald care are directia normala la planul celor doi vectori din
paranteza si are expresia:

Vix(VoxVs) = (Vg - V3) - Vo — (Vy - V) + Vs, (2.16)
(M xV)xVy = (Vy - V3) -V = Vy - (V- V3) (2.17)
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11.8. Operatorul gradient

Gradientul unei functii scalare f(x) in raport cu o variabild vectoriala
x = (x4, %5, ..., Xn) se noteaza cu Vf unde V este vectorul operator diferential
nabla. Gradientul este un camp vectorial ale carui componente sunt derivatele
partiale ale lui f, astfel:

vf=(L,2L, . 2L) (2.18)

Ox, dx,” T Axy,

11.9. Operatorii A, d

Operatorul A exprima o marime aproximativa, care caracterizeaza o
madrime fundamentald finita, foarte mica dar care poate fi cuantificata prin
masurare.

Operatorul d este un operator diferential si exprima o marime care
existd dar care nu poate fi cuantificata prin masurare.

11.10. Probleme rezolvate

Problema nr. 2.1: Sa se reprezinte grafic, intr-un sistem de coordonate
25
—20‘.

20

R: Se desencaza un sistem de coordonate cartezian. Se stabileste un coeficient
de scara al desenului (de exemplu: 10 unitagi = 1 cm).

Pe axa Ox se marcheaza 25 unitati = 2,5 cm, pe axa Oy se marcheaza
-20 de unitati, adica se marcheaza 2,0 cm in sensul negativ al axei, iar pe axa
Oz se marcheaza 20 de unitati = 2,0 cm, in sensul pozitiv al axei (figura 2.9.a).

Se traseaza componentele V., 1, V, ale vectorului (figura 2.9.b).

Prin punctele marcate pe fiecare axa se traseaza linii paralele cu
celelalte axe, obtinadndu-se astfel un paralelipiped (desenat cu linie
intrerupta).

Vectorul V se obtine unind originea sistemului de coordonate O(0,0,0)
cu varful diagonal opus de coordonate P(V,, V,, V,) — figura 2.9.c.

cartezian, vectorul: V =
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z Z+
B |
3 % -
. IV, K
20 « |
—[ Y SN [
o vy Vy-ls y
/7
/7
D KV, 0
X ’X
a) b) c)

Figura 2.9. Reprezentarea grafici a vectorului V (25, —20, 20)

Problema nr. 2.2: Se considerd urmatorii vectori: @ = 6-1—3-]+4- k,
b=2-1+7], ¢ =5+j— k.Séase calculeze: a - b, unghiul dintre vectorii a si
b, axb, a- (bxc).
R: Pentru calculul produsului scalar se utilizeaza relatia:
a-b= ay by+ay,-b,+a,-b,
adicd: a-b=6-2+(-3)-1+4-0=12-3=9
Pentru calculul unghiului dintre vectorii @ si b se utlizeaza relatia:
a-b ay by+ay,-b,+a,-b,

lal- p| \/a§+a§+a§-\/b§+b§+b§

cosp =

adica:
ab 6:2+(—3)1+40 9
cosSQ = — = = = 0,516
@ lallbl  J62+(-3)2+4222+12+02  7,81-2,23 ’ !

@ = arccos(0,516) = 58,88°.

Produsul vectorial se obtine din relatia:

A
axb=|lax a, a,|=
by by b,

=(ay b, —a, by) T+(a, by—ay-b,) T+ (ay by—a,-by) k
adica:
axb=((-3)0-4-1)1+(4-2-6:0)-j+(6-1—(-3)-2)"
=—4-1+8-j+12-k

=

Produsul mixt al celor trei vectori este dat de relatia:

B ax Ay Az 16 -3 4
a-(bxc)=|bx by bf=2 1 0|=-6+40+0-0—-0—-6=28
& ¢y &l lo 5 -1
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Problema nr. 2.3: Se considera doua puncte A(2, 3), respectiv B(-4, 6). Se
cere sd se determine expresia analitica a vectorului AB, precum si unghiul o
(grade) pe care-1 face unghiul cu axa Ox.

R: Un vector definit prin extremitatile sale, care sunt punctele A(xa, YA, Za)
si B(xs, Y8, ZB), are expresia analitica:
AB = (xg — x)T+ (vp — YT + (25 — za)k
adica:
AB=((-9)-2)1+(6-3)7+(0—-0k=-6-T+3-]
Unghiul o se determina din relatia:
AB, 3
a =m—arctg <E > =7 — arctgg = 180° — 26,56° = 153,44°

X

Problema nr. 2.4: Se considerd doi vectori in plan A si B (figura 2.10). Se
cere sd se determine vectorul R = A + B analitic 1 grafic, utilizand regula

triunghiului. Valori numerice: |A] = 30, a = 25°, |B] = 45, B = 40°.

Figura 2.10.

R: Pentru rezolvarea pe cale analitica se utilizeaza relatia:
R* = |A]* +|BJ* — 2 |A] - |Bl - cos(y)
adica:
R? = 30% + 452 —2-30-45 - cos(165) = 74,38
Grafic se procedeaza ca in figura 2.10.b.

Problema nr. 2.5: O forta P = 10 kN este aplicata pe directie verticala asupra

unui cadru, asa cum este ilustrat in figura 2.11. Determinati fortele care
actioneaza in barele AB si AC.
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A 60° C

B 30°
— I_:’AC

30° °

P 120 v

C B 30°

60° P
AB A
Figura 2.11

R: Pentru rezolvare se aplica teorema sinusului, astfel:
P Pap P
sin(30°)  sin(30°) sin(120°)
de unde rezulta ca: P4,z = 10 kN, respectiv Py = 17,32 kN

Problema nr. 2.6: O forta F (F = 300 N) tensioneaza un cablu prins cu un
surub cu ochi (figura 2.12). Se cere sa se determine componentele

rectangulare a acestei forte.

+ 6m ‘4 6m
%@ %@
A —— \A_B A \; A_B

1S = > = >
- 0] B vy - 0] B vy

Y

A/X X

a) b)
Figura 2.12.

R: Expresia vectorului AB este urmitoarea:
AB=-5-T+6-J—3-k
Versorul directiei AB este dat de relatia:
AB  -5-i+6-j-3'k
lABl  \[(=5)2 + (6)? + (-3)?
= —0,59765 -1+ 0,71788 - j — 0,35859 - k
Expresia vectoriala a fortei F este datd de relatia:
F=F-u=-179,295-1+ 215,364 - j — 107,577 - k

u =
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II1. Reducerea fortelor
II1.1. Notiunea de forta

111.1.1. Introducere

Forta reprezintd marimea prin care se mdsoard interactiunea
mecanica dintre corpuri.

Atunci cand un corp, asupra caruia nu actioneaza niciun fel de forte,
se afla intr-o miscare liniara si uniforma, miscarea acestuia este evidentiata
d.p.d.v. cinematic printr-o marime vectoriala, numita viteza (considerata
constantd). Fenomenul de interactiune mecanicd, conduce la o variafie a
miscdrii mecanice, reprezentatd prin acceleratie (care este o marime
vectoriald).

Conform principiului al doilea al mecanicii (Newton), F = m- @,
rezultand astfel ca si forta este o marime vectoriald, caracterizatd prin: modul
(marime), directie, sens si punct de aplicatie.

Tipurile de forte pe care le putem intalni in mecanica sunt:

- forte exterioare: sunt exercitate de corpuri din afara sistemului considerat;

- forte interioare: sunt forte de interactiune dintre corpurile sistemului
considerat;

- forte direct aplicate: un exemplu ar fi greutatea;

- forte de legatura: sunt datorate restrictiilor geometrice impuse sistemului,

Asa cum s-a ardtat In subcapitolul 1.4, unitatea de masura a fortei in
S.1. este Newton-ul [N]. In tehnicd se mai intalneste si unitatea de masura
kilogram forta [Kgf], relatia dintre cele doud unitdti de masurd fiind:
1Kgf =981N.

Tn figura 3.1 este ilustrata o fortd oarecare F, ale carei proiectii pe axele
sistemului de coordonate sunt: F,, F, F;.

Figura 3.1. Forta oarecare reprezentata in sistem de coordonate ortogonal
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Ecuatia vectoriala a fortei este:

F=F T+FJ+Fk (3.1)
ecuatie care este echivalenta cu urmatoarea ecuatie in forma matriceala:
Fy
F=\E|=E K B) (3.2)
F,
Modulul fortei este dat de relatia:
F=.F?+F?+F? (3.3)

Orientarea oricarui vector este datd de versorul acestuia, astfel ca in

cazul fortel, expresia versorului fortei este data de relatia:
F_E . B - B
T F r+—J+7 k (3.4)
Valorile cosinusurilor directoare ale unghiurilor pe care forta le
formeaza cu axele sistemului de coordonate se obtin cu ajutorul relatiilor:

F. F, F,
cosa ==, cosp = Fy, cosy =~ (3.5)
Intre cosinusurile directoare existi relatia:
cos?a + cos?f + cos?’y =1 (3.6)

I11.1.2. Caracterul vectorial al fortei

Tn figura 3.2 este ilustratd o fortd care actioneaza asupra unui punct
material A. In acest caz, forta are un caracter de vector legat.

Tn figura 3.3 este ilustratd o fortd care actioneaza asupra unui corp
rigid oarecare. Experimental se constata ca, oriunde s-ar afla punctul de
aplicatie de-a lungul suportului de actiune A, efectul este acelasi. In acest caz,
forta are caracter de vector alunecitor.

=
N ; y 4
o I/ a) I/ b 3 o

Figura 3.2 Figura 3.3
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111.2. Momentul polar al fortei

O fortd ce actioneaza asupra unui
corp poate avea asupra acestuia urmatoarele
efecte: static (de deformare a corpului),
respectiv. dinamic (care poate fi de
translatie sau de rotatie).

Se considera o fortd reprezentatd

Mo
printr-un vector F, al carui punct de O\\d\,\
aplicatie A este situat pe axa suport (A) si
este definit prin vectorul de pozitie 7, in X (D)

raport cu polul O, ales arbitrar si considerat
fix (figura 3.4). ~

Momentul polar al fortei F in raport cu un pol O ales arbitrar, este
un vector My definit de produsul vectorial dintre vectorul de pozifie al
punctului de aplicatie al fortei 1, si forta F, astfel:

Momentul polar al fortei reprezinta marimea vectorialda care masoara
efectul de rotatie pe care il poate avea actiunea fortei de a roti rigidul in jurul
unei drepte perpendiculare in polul O pe planul definit de vectorii 7, si F.

Momentul polar este un vector legat, cu originea in punctul O, avand
suportul de-a lungul unei drepte perpendiculare in punctul O la planul definit
de vectorii 7, si F. Vectorul moment polar este astfel orientat incat vectorii
74, F 1 M, sd formeze un triedru drept orientat.

Modulul vectorului moment A
polar  este  egal cu aria _
paralelogramului format de vectorii
7, si F, astfel:

My =14 F - sina sau

My =F-d (3.8)
unde d reprezinta distanta de la polul
O la suportul fortei (figura 3.4). "/ _____>

In S.I. unitatea de masurd a
momentului este [N - m].

y;

Figura 3.4.

F(Fx, Fy, F2)
A(Xa, YA, Za)

Figura 3.5.

Observatie: momentul polar este nul daca F = 0 sau daca d = 0, adica daca
suportul fortei trece prin polul O.

Cunoscand proiectiile Fy, Fy, F; ale fortei, precum si coodonatele Xa,
Ya, Za ale punctului A de aplicatie al fortei in raport cu axele unui sistem de
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coordonate, se pot determina proiectiile My, My, M; ale vectorului moment
polar in raport cu acelasi sistem de coordonate, astfel:
Mo=M,i+M,-j+M, -k (3.9)
Pe baza acestor proiectii, numite momente axiale, pot fi determinate
modulul si orientarea momentului polar M,,.
Cunoscand expresiile analitice ale vectorilor 7, si F:
Fp=x4T+Ya-J+zyo'k, F=FT+E,-J+F k;
si expresia analitica a produsului vectorial, astfel:

B i j k
T_AXF =|Xa Ya Zy (310)
F, F, F

rezultd expresiile componentelor momentului polar, astfel:

M, Ya'E,—2z4F, My =y, F,—z,F,
Myl =24 F—x4F| sau My =2z, F —x4F (3.11)
M, Xa B, —ya-Fy M,=x,FE -y, F

Modulul vectorului moment polar se calculeaza cu relatia:
Mo = IZF I 172 (3.12)
Unghiurile a, B si y dintre dreapta suport si axele sistemului de
coordonate (figura 3.5) se determina cu ajutorul relatiilor:

Z

M M M
cosa = —=,cosf = —2,cosy === (3.13)
Mo Mo Mo

Problema nr. 3.1: Se considerd manivela din figura 3.6, asupra careia
actioneaza o forta F = 100 N. Tinand cont de dimensiunile geometrice ale
manivelei (in mm), se cere sa se determine momentul fortei F, in raport cu
punctul O.

Figura 3.6.
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R: Problema poate fi rezolvata in doua moduri.
I. Se determind componentele fortei F pe axele sistemului de coordonate,
astfel:

F=-100-7+0-7+0-k[N]

Respectiv, coordonatele punctului A (punctul de aplicatie al fortei), in
raport cu punctul O:

7, =0-7+40,100-7 + 0,050 - k [m]

Asa cum s-a ardtat anterior, momentul fortei F in raport cu punctul O
se determina cu ajutorul relatiei:

L L 3
Mo =TaXF = x4 Ya 2|
E. F, F
in care dupd inlocuiri se obtine:
__ ] j 3 _
—100 0 0 1
=-5J+10-k

Modulul momentului este:
M =./(-=5)2 + (10)2 = 11,180339 N - m

II. A doua varianta consta in utilizarea relatiei (3.8), adica a definitiei potrivit
careia momentul unei forte este egal cu produsul dintre modulul fortei si
bratul acesteia.

Bratul fortei reprezintd ipotenuza triunghiului dreptunghic al carui
catete au valorile: 0,100 m, respectiv 0,050 (= 0,020 + 0,030) m;

Valoarea ipotenuzei este:

d= \/(0,100)2 + (0,05)2 =0,11180339m
Momentul devine:
M=F-d=100-0,11180339 = 11,180339 N-m

Se observi ca valorile obtinute sunt identice.
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I11.2.1. Variatia momentului polar la schimbarea polului

Se considerd o fortda F, avand
punctul de aplicatic A, aflat pe dreapta
suport (D), momentul fortei in raport cu
un pol O fiind M,, (figura 3.7).

Determinarea momentului fortei
F la schimbarea polului din O in Og, se
realizeazd pornind de la expresia
momentului polar in raport cu polul Oq:

Mo, = x F = (7, + 0,0 )x F

. T (3.14)
Mg =FxF+0,0xF
dar: 7, xF =M, , deci:
Mg, =M +0,0xF (3.15)

Figura 3.7.

Relatia (3.15) reprezintd legea de variatie a momentului polar la
schimbarea polului: momentul polar in raport cu un pol nou O; este egal cu
Suma dintre momentul polar in raport cu vechiul pol si produsul vectorial
0,0xFE care poate fi considerat ca moment al fortei F aplicatd in polul O, in

raport cu acelasi pol O1.

Observatii:

1) Pentru ca momentul polar sa fie invariant la schimbarea polului, trebuie ca
termenul O,OxF =0. Dar n, si F =0, ceea ce insecamnd cd produsul se

anuleaza daca Ol_O =1-F , adica daca schimbarea polului se realizeazd pe
directia fortei.

2) Daca se inmulteste scalar relatia (3.15) cu versorul u al dreptei OT) se
obtine:

Mo, -0 =Mq T +(00xF)-U (3.16)
in care termenul (O,0xF)-o =0 deoarece vectorii O,0 si T sunt coliniari,
rezulta:

Mg -U=Mg-U=ct (3.17)
expresie care reprezintd teorema proiectiei momentelor: proiectiile
momentelor polare M, si M, ale fortei F in raport cu punctele O si O1, pe

dreapta 0,0 sunt constante.
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I11.2.2. Variatia momentului polar la schimbarea punctului de

aplicatie al fortei

Se consideri o fortd F al cirei
punct de aplicatie A se afld pe dreapta
suport (A), momentul fortei in raport
cu un pol O fiind M,, (figura 3.8).

Daca se modifica punctul de
aplicatie al fortei F din punctul A in
punctul Ai;, polul O ramanand
neschimbat, momentul polar al fortei
F aplicati in A1 in raport cu polul O
este dat de relatia:

(3.18)

M{ = Mg + AA x F

Figura 3.8.

(3.19)

relatie care reprezinta legea de variatie a momentului polar la schimbarea
punctului de aplicatie: momentul polar al fortei F in raport cu un pol O
neschimbat este egal cu suma dintre momentul polar al fortei aplicate in

punctul A in raport cu polul O si produsul EX F care reprezinta momentul
polar al fortei F aplicata in punctul Az in raport cu polul A.

Observatie : daca modificarea punctului de aplicatie are loc pe directia fortei,
adica forta aluneca pe suportul sdu, rezultd cd momentul polar este un

invariant deoarece termenul AA xF =0.
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111.3. Momentul axial al fortei

Se consideri o fortd F al
carei punct de aplicatie este A,
momentul fortei in raport cu un F(Fy, Fy, F2)
pol O fiind M,, (figura 3.9).
~ Momentul axial al forfei A(Xa, Ya, Zn)
F in raport cu axa (A), de versor
u, exprima capacitatea fortei de
a roti rigidul in jurul axei si
reprezintd proiectia pe axa a
momentului polar al fortei F
calculat in raport cu polul O
situat pe axa (A).

(o,B,7)

Fi 9.
Pe baza notatiilor din Igura 3.9
figura se poate scrie:
M, =My -0 =(f,xF)-T =(Fy,F,0)=M,-coss (3.20)

Observatii . momentul axial este un invariant fatd de schimbarea polului pe
axa, respectiv fata de operatia de alunecare a vectorului fortd de-a lungul
suportului sau.

Se considera un sistem de coordonate Oxyz, cu originea in punctul O.
Cunoscand componentele fortei proiectate pe axele sistemului de coordonate
Fx, Fy, Fz, respectiv coordonatele xa, ya, za ale punctului de aplicatie a fortei,
precum si valorile unghiurilor directoare o, S, y ale dreptei (A) in raport cu
sistemul de referinta considerat, sunt valabile urmatoarele relatii:

F=F i+F - J+F ki Ta=Xyi+Yya-i+zak; U=a-i+B-J+yk
Momentul axial M, se obtine prin dezvoltarea analitica a produsului
mixt:

a p vy
M, =X, VYa zA:a-(yA-FZ—zA-Fy)+,B-(zA-FX—XA-FZ)+;/-(XA-Fy—yA-FX)
FF R

(3.21)
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111.4. Cuplu de forte. Momentul unui cuplu

In figura 3.10 sunt
ilustrate dous forte F si —F egale
in modul, de sensuri contrare si
care au suporturile diferite si
paralele. Acestea formeaza un
cuplu de forte. Distanta d dintre
dreptele suport reprezinta bragul
cuplului, iar planul (P) care
contine cele doua drepte suport
reprezinta planul de actiune al Figura 3.10
cuplului de forte.

Marimea fizica ce descrie actiunea unui cuplu de forte, se numeste
momentul cuplului, iar valoarea acestuia Tn raport cu un pol oarecare O se
determind pornind de la expresia momentului polar:

Mo=I’A><|E+FB><(—|E)=(I’A—I’B)><IE (3.22)
Dar: F, -, = BA (figura 3.10), rezulti:
M, =BAxF (3.23)

Momentul cuplului de forte are caracter de vector liber si este
invariant la schimbarea polului. De asemenea, are directia normala la planul
cuplului (P), sensul fiind cel de Tnaintare al unui burghiu drept care se roteste
in sensul indicat de cuplu de forte. Modulul este dat de relatia:

My =BA-F-sine, sau Mg =F-d (3.24)

Problema nr. 3.2: Sa se determine

momentul cuplului de forte din figura y4 180 N
alaturatd [9] in raport cu punctul O si cu St | I
punctul A (figura 3.11). N |
4 — ¢ A
R: Tn raport cu punctul O, momentul % :
cuplului de forte se scrie: r_ _[r ______ 5
M, =180- (480 +120) =108 N-m  80N_y 10 X
Tn raport cu punctul A, momentul § |
cuplului de forte se scrie: .
Figura 3.11

M, =180 (240 +360) = 108 N - m

Observatie: cele doud momente sunt egale, ceea ce demonstreaza relatia
(3.24), conform careia momentul cuplului este egal cu produsul dintre
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modulul fortei si bratul cuplului. Indiferent de punctul ales, de pe bratul
cuplului, momentul cuplului va fi acelasi.

I11.5. Operarii elementare de echivalen¢a

Operatiile aplicate sistemelor de forte care nu modifica efectul lor
mecanic asupra corpurilor se numesc operayii elementare de echivalenya.
Acestea sunt:
1. Deplasarea punctului de aplicatie al fortei pe suportul ei;
2. Introducerea sau suprimarea a doua forte egale avand acelasi suport si
sensuri opuse;
3. Tnlocuirea a doua forte concurente prin rezultanta lor, conform regulii
paralelogramului;
4. Descompunerea unei forte dupa doua directii concurente si coplanare cu
suportul fortei in acelasi punct, dupa regula paralelogramului;
5. Tnlocuirea unui cuplu de forte cu momentul cuplului;

111.6. Reducerea fortelor

Asa cum s-a aratat anterior, o fortd aplicatd unui corp poate avea
asupra corpului pe langa efecte statice (de deformare) si efecte dinamice, care
pot fi de translatie si/sau de rotatie.

Tn figura 3.12 este ilustrat un corp asupra caruia actioneazi o singura
forta F al cirei punct de aplicatie este A si care isi are suportul de-a lungul
axei (A).

Reducerea acestei forte intr-un punct oarecare O, ales arbitrar in afara
axei (A), Inseamna a inlocui forta cu elemente mecanice al caror punct de
aplicatie este punctul O si care produc acelasi efect ca si forta datd F.

Figura 3.12.

Asa cum s-a aratat in subcapitolul I11.5, pot fi aplicate o serie de
operatii elementare de echivalentd care nu modificd efectul fortei asupra
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corpului. Astfel, in punctul O se introduc doua forte F si —F, avand suportul
(A1), paralel cu (A), avand modulul egal cu cel al fortei F aplicate in A.

Se observa ca forta data F de pe dreapta suport (A) si forta —F de pe
dreapta suport (A1) formeaza un cuplu de forte mecanic, echivalent cu
momentul cuplului:

M, —OAxF =FxF (3.25)

Astfel, se observi ci forta dati F se reduce in raport cu polul O la doui
elemente vectoriale:

- o forta F al carui suport este dreapta (A1), punctul de aplicatie in O, egala,
paralela si de acelasi sens cu forta data; ~

- un moment M, care reprezinta momentul fortei date F n raport cu polul
0;

Sistemul mecanic astfel obtinut, echivalent cu forta data, format din
vectorii F si Mg, , al ciror punct de aplicatie este polul O, se numeste torsor
de reducere al fortei F in raport cu polul O si se noteazi simbolic:

7= (F. M, ) (3.26)

Aceeasi metoda poate fi aplicata si in cazul unui sistem de "n" forte

oarecare care actioneaza asupra unui solid rigid, obtindndu-se un sistem

mecanic echivalent cu sistemul de forte dat, format din "2n" vectori
concurenti avand punctul de aplicatie in O, astfel :

F.F... R
M, M,,..M,
Prin insumarea elementelor celor doua sisteme de "n" vectori

concurenti, rezultd un vector rezultant si un vector moment rezultant al
sistemului de forte, astfel :

n n

R=YF. Mo=)(FxF) (3.27)
i=1 i=

Sistemul mecanic format din vectorii R si Mg al caror punct de

aplicatie este in polul O, este echivalent cu sistemul de forte dat si reprezinta
torsorul de reducere al sistemului de forge n raport cu polul O:

7 =(R.Mo) (3.28)

Expresiile analitice ale celor doi vectori care formeazad torsorul de
reducere se obtin pornind de la expresiile vectoriale ale acestora, astfel :

- pentru vectorul forta rezultanta : R=R, i+ R, - j+R, -k,
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Pe baza teoremei proiectiilor, componentele vectorului rezultant sunt:

n n n
R=Y>Fai R=>F; R=>F, (3.29)
i=1 i=1 i=1
Modulul vectorului forta rezultanta este dat de relatia :
R=,/R?+RZ+R? (3.30)
Unghiurile «, 3, y, formate de suportul rezultantei cu axele sistemului

de referinta sunt date de relatiile:

R Ry R
cosa=—2; cosfB=—L; COSy=—%; 3.31
a=—2 B== r== (3.31)
- pentru vectorul moment rezultant : Mg =M, -i + M v j+M, -k
Componentele vectorului moment rezultant se obtin prin dezvoltarea

n

analitica a produsului vectorial Z(ﬁ X Fi) si prin identificarea coeficiengilor
i=1

versorilor, astfel:

Mx:zMix:Z(yi R, -1, 'Fiy); My :ZMiy ZZ(Zi'Fix_Xi Fy )
i1

i=1 i=1 i=1 (3.32)
M, =2Miz ZZ(Xi Fy—¥i- Fix)
i=1 i=1
Modulul vectorului moment rezultant este dat de relatia :
Mo=yMZ+MZ+M?2 (3.33)
Unghiurile o, 3,7, dintre suportul vectorului moment rezultant si
axele sistemului de referinta sunt:

M
cosay = '\'\::X; cosﬂl:M—y; cosy, = I\'\;Z (3.34)
o o o

Proprietatile torsorului de reducere :
- vectorul rezultant R este un invariant Tn raport cu polul de reducere ;
- momentul rezultant M, variaza la schimbarea polului dupa legea de variatie

a momentului polar: My =M, +00xR ;.

- produsul scalar intre R si M, este o mirime constantd numitd trinom

invariant sau scalarul sistemului de forte dat ;

- dacd torsorul de reducere in raport cu un punct este nul, atunci el este nul in
raport cu oricare alt punct de reducere ;

- daca vectorul rezultant este nul, atunci vectorul moment rezultant este

invariant in raport cu polul de reducere (dacd R =0, atunci Mg =M,).
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Problema nr. 3.3: Determinati sistemul mecanic echivalent, n raport cu
punctul A, al sistemului de forte si momente din figura 3.13 [9].

35 kN-m

|
|
I
v z

Figura 3.13
R : Conform relatiilor (3.29) se poate scrie :

R, —ZFUC — 20 kN
n '=
ZFU, — _40kN
- Z = 12,65 kN
Jio

Expresia Vectorlala a rezultantei este :
R=-20-1-3797-7+12,65 kN
Pentru determinarea momentului rezultant se utilizeaza relatiile
(3.32), astfel:

= —37,97 kN

o

M,=0
M =20-" (1)+40 ! (2) 453 kN -
= = m
Ty
3
M, =40 - 2)—35=409kN '-m
g @

Expresia vectoriald a momentului rezultant este:
M =4530-7+ 40,90 -k kN - m

35



I11.7. Torsor minimal. Axa centraldi

Tn figura 3.14 se considera un
solid rigid, asupra caruia actioneaza
un sistem de n forte avand ca torsor
de reducere, in raport cu un pol de
reducere O, care este originea unui
sistem de coordonate Oxyz, doi

vectori R si M, care formeazi intre

ei unghiul a.
In cazul in care unghiul a

este nul, cei doi vectori R si M sunt

coliniari, situatie in care torsorul de
reducere se numeste torsor minimal.

Locul geometric al punctelor F,
in raport cu care un szst_en? de forte se Figura 3.14.
reduce la un torsor minimal este o
dreapta, aceasta poarta numele de
axa centrald.

Directia axei centrale este cunoscuta (este directia rezultantei R, insa
pentru a putea trasa aceastd dreaptd, trebuie sa se giseasca un punct care
apartine acestei drepte.

Axa centrala este situata la distanta r, de polul de reducere O, distanta

misuratd in sensul dat de produsul vectorial R x M, a cérei valoarea este data
de relatia:
R-Mgsina Mg sina
h=—%—, Sau lh=—"—vo

R R

Pentru determinarea expresiei analitice a axei centrale se utilizeaza
relatia vectoriala:

Mc =My —-FxR=1-R (3.35)
echivalenta cu trei ecuatii scalare :
M, 0 -z vy ||R, R,
My|-| z 0 —-x||R,|=2-R, (3.36)
M, -y x 0 |[R, R,

Relatiile (3.36) pot fi scrise sub forma unui sir de rapoarte egale :
M,-y-R,+z-R, M, -z-R;+x-R, M,-x-R +y-R,

R, R, R,
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Relatia (3.37) reprezinta forma analiticd a ecuatiei axei centrale, unde
X,y,z reprezintd coordonatele unui punct curent al axei. Momentul obtinut

prin reducerea unui sistem de forte in raport cu un punct de pe axa centrala
se numeste moment minim, si se noteaza cu K sau Mc.

Valoarea scalara a momentului minim se obtine inmulgind scalar cu
versorul rezultantei expresia:

M. =M, +COxR %
de unde rezulta :
MC:K:Mo‘R:MX'RX+MV'RV+MZ'RZ (3.39)
R JRZ+RZ+R?
sau
M. =K =M, -cosa (3.39)
Observatii .

- momentul minim este un invariant, fiind obtinut prin raportul a doi invarianti
(trinomul invariant si rezultanta) ;
- daca momentul minim este nul, atunci Mg LR, sistemul de forte

reducandu-se la o rezultanta unica n raport cu punctele axei centrale;

- indiferent de polul de reducere ales, raman invarianti: rezultanta R ,
trinomul invariant M, -R, momentul minim K, axa centrala ;

- dacd M,-R=0, adicA M, LR, rezultd cd M. =M, +(-FxR), adica
momentul rezultant este:

Mo = (FxF)=FxR (3.40)

Expresia (3.40) reprezinta teorema momentelor (sau teorema lui
Varignon) : cdnd un sistem de forte se reduce la o rezultantd unica in raport
cu punctele axei centrale, momentul rezultant al sistemului de forte in raport
cu un pol oarecare O este egal cu momentul rezultantei fortelor in raport cu
acelasi pol.
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111.8. Reducerea unui sistem de forte concurente

In cazul in care asupra unui rigid este aplicat un sistem de forte F;(i =
1,n) al caror suporturi se intersecteaza in acelasi punct, sistemul de forte se
numeste concurent (figura 3.15).
)

Figura 3.15. Figura 3.16.

Tn figura 3.16 este ilustrat un solid rigid asupra ciruia actioneazi un
sistem de forte concurente F;, (i = 1,n ), al caror punct de aplicatie este A.
Torsorul de reducere in raport cu punctul A este format din vectorii :

n n
R= Z F , respectiv M, = Z(Ox F) (3.41)
i=1 i=1
adica sistemul de forte concurente se reduce la o rezultantd unica.
In raport cu polul O, torsorul de reducere este format din vectorii :

n n
ﬁzzlllfi , respectiv M, zzll(Fx F)=TxR (3.42)

Trinomul invariant va avea expresia :

My -R=(FxR)-R=0 (3.43)
adicd momentul minim este nul.

Astfel, un sistem de forte concurente se reduce la o rezultanta unica in
raport cu punctele de pe axa centrala, care este chiar suportul rezultantei si
trece prin punctul de concurenta.

Observatie : Daci si vectorul rezultant este nul (R =0), atunci sistemul de
forte este echivalent cu zero, deci solidul rigid este in echilibru.
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Problema nr. 3.4 : Sa se determine rezultanta sistemului de forte din figura
3.17[9] :

A

y!
| 2= °00N F, =600 N
|
: 5 Il A/
I 4
)
L 0,2m -
| F. = 800 N
|
: 0,4m
|

Figura 3.17

R : Se determinad componentele fiecarei forte in parte, astfel :
Fi, = 600-cos(35°) = 491,49 N
Fi, = 600 -sin(35°) = 344,14 N
In cazul fortei F2 se utilizeaza componentele triunghiului dreptunghic
care are catetele 3 si 4 (ipotenuza 5):
4
F5, = =500 - T = —400 N
3
Fpy = 500-§= 300 N

In cazul fortei F3 se determina mai intai unghiul pe care il face forta
Fs cu verticala, tinand cont de elementele geometrice din figura, astfel :

) = 26,6°

)

0,4
F;, =800 - sin(26,6°) = 358,20 N
F3, = —800 - cos(26,6°) = —=715,32 N

a= arctg(

Insumand componentele fiecarei forte, se obtine :
R, = 449,69 N, R, =-7118N

adica : R =,/(449,69)2 + (—71,18)2 = 455,28 N
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I11.9. Reducerea unui sistem de forte coplanare

Tn figura 3.18 este ilustrat un solid rigid asupra cdruia actioneazi un
sistem de forte F;, (i = 1,n), situate Tntr-un plan (P). Se alege un sistem de
referintd cartezian Oxyz astfel incat planul xOy s coincida cu planul (P) in
care sunt fortele, astfel cd: F, =F, -U si z =0.

Figura 3.18.

Sistemul de forte se reduce, Tn raport cu polul O, la un torsor

§ = (§, I\WO) ale carui componente sunt:
Rx = i I:ix
i1
n
R,=>F, (3.44)
i1
R, = Zn: F, =0
i1
n
Z(Yi ‘R, -z Fiy): 0

|\/IX

Il
LN

respectiv : {M (z,-F,—x-F,)=0 (3.45)

y

|'[\“4:

N

(Xi ‘Fy—Yi- Fix)

<
M-

z

I
[iN
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Pe baza relatiilor de mai sus se observa cd vectorul rezultant R este si
el situat in planul fortelor, respectiv vectorul moment rezultant M, este
perpendicular pe planul fortelor (P).

Pe baza acestor considerente, rezulta ca produsul scalar M, -R =0,
astfel cd momentul minim este nul. Fiind valabila teorema lui Varignon,
sistemul de forte coplanare se reduce la o rezultantd unica in raport cu un
punct O; al axei centrale.

Astfel, ecuatia axei centrale devine :

z-R, -z.R, M,-X-R +y-R,
R, R, 0

z=0
{ (3.47)

(3.46)

de unde rezulta ca :

M,-x-R,+y-R,=0
Din cele prezentate anterior, rezultd ca axa centrald este o dreapta
situatd 1n planul fortelor xOy, care intersecteaza axele OX si Oy n punctele:

A{MZ ,0,0} respectiv B(O,—&,Oj (3.48)
Ry Rx

Sistemul de forte coplanare se reduce la o rezultanta unica, avand ca

. ) M
suport axa centrald situata la distanta d = ?Z de polul de reducere.

Observatii:
- daca momentul rezultant este nul (M, =0), axa centrala trece prin polul O;

- dacd rezultanta sistemului de forte este nuld (R =0), sistemul de forte
coplanare este echivalent cu un moment rezultant, avand caracter de vector
liber;

- rigidul se afla in echilibru daca rezultanta sistemului de forte este nula

(R =0), respectiv momentul rezultant este nul (M, =0).

Problema nr. 3.5: Sa se determine rezultanta si momentul rezultant pentru
sistemul de forte din figura 3.19.

Valorile numerice sunt:
F1 =55[N], F2 =50 [N], Fs =60 [N], F4 = 70 [N],
o1 =315° o2 =15°, 03 =45°, as = 105°.
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F3) Fi4)

6(

F(2)

50 | X
100 N\NF(1

Figura 3.19.

Se determina mai intdi componentele pe cele doua axe de coordonate
ale rezultantei R, adica Rx si Ry, pe baza relatiilor:

z Fi = F; - cos(ay) + F, - cos(ay) + F5 - cos(as) + F, - cos(ay)

4—
Z Fiy = F; - sin(ay) + F, - sin(ay) + F3 - sin(az) + F, - sin(a,)

i=1

Inlocuind se obtine:
R, = 55-c0s(315) + 50 - cos(15) + 60 - cos(45) + 70 - cos(105) =

R, =55-0,707 + 500,965+ 600,707 + 70 - (—0,259) = 38,885 +
48,250 + 42,420 - 18,130 =R, = 111,425 N

R, = 55-5in(315) + 50 - sin(15) + 60 - sin(45) + 70 - sin(105) =

R, =55-(-0,707) + 50- 0,259 + 60 - 0,707 + 70 - 0,965
= —38,885+ 12,950 + 42,420 + 67,550 =

R, = 84,035 N
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Rezultanta se obtine pe baza relatiei: R = /R + R/ , adica:

R= |RZ2+R%2=,111,4252 4 84,0352 =,/19477,412 = 139,561 N
y

n
Momentul rezultant se obtine pe baza relatiei: M, = Z(Xi Ry =Y Fix)
=1
, adica:

M, = (X1 “Fiy —y1- le) + (Xz “Foy — ¥2 'FZx) + (x3 "F3y — y3 'F3x)
+ (X4 “Fay =Yy F4x) =

M, = (50 - (—38.885) — 0-38,885) + (0 - 12,950 — 0 - 48,250)
+ (042,420 — 60 - 42,420)
+ (100 - 67,550 — 60 - (—18,130)) =

M, = —1944,250 + 0 + (—2545,200) + 7842,800 = 3353,350
M, = 3353,350 N-mm = 3,35335N-m

111.10. Reducerea unui sistem de forge paralele

In figura 3.20 este ilustrat un
solid rigid asupra caruia actioneaza un
sistem de forte F;, (i = 1,n), ale ciror
suporturi sunt paralele cu o directie
oarecare (A), de versor U. Tindnd cont
de faptul ca fortele care formeaza
sistemul de forte pot fi scrise sub
forma F; = F; - &, rezulti ci torsorul de
reducere in raport cu un punct oarecare
Oeste:

R=DR=DYFRT (349

respectiv:

Figura 3.20.

M, :Zn;rixﬁ:Zn:ﬁx(Fi-U)=Z(ﬁ-Fi)xU (3.50)

i=
Pe baza relatiilor (3.49) si (3.50) rezulta ca: M,-R=0, adica
momentul minim este nul, deci este valabild teorema lui Varignon, adica:
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D x(F-0)= FX(ZE -UJS&U [Zr F —F-ZFi]xU:O (3.51)
i=1 i=1 i=1 i=1
adica cei doi vectori care compun produsul vectorial sunt coliniari, deci:
Zﬁ.pi_r.ZFizﬂ.g (3.52)
i=1 i=1

pn fiind un parametru scalar oarecare.
Ecuatia vectoriala a axei centrale a sistemului de forte paralele devine:

20F

= i=1 H

n T n
2R 2F
i=1 i=1

U sau F=r.+A-0 (3.53)

=

n
D h-F
in care: fp == si j=__#

Daca sistemul de forte paralele este rotit in acelasi sens si cu un acelasi
unghi «, devenind paralel cu o noud directie (A’), fiecare fortd pastrandu-si

||

punctul de aplicatie si modulul, ecuatia vectoriald a axei centrale devine:
rM=r+A-U (3.54)
Analizand relatiile (3.53) si (3.54) se observa ca existd un punct C
prin care trece axa centrald a sistemului de forte, indiferent de orientarea
fortelor care-l compun.
Punctul fix C(xz,yc,zc), poartd numele de centrul fortelor paralele

si este definit de vectorul de pozitie:

(3.55)

Coordonatele punctului C se obtin prin scalarizarea relatiei vectoriale,
astfel :

in'Fi ZYi'Fi Zzi'Fi (3.56)
X = i=1n Dy = . i=L .
2.F
i=1
Observatie : Centrul fortelor paralele este un element intrinsec al sistemului
de forte dat, pozitia acestuia ramanind aceeasi in raport cu punctele de
aplicatie ale fortelor, indiferent de sistemul de referinta adoptat.

Ic =—

YR 3F

i=1
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Problema nr. 3.6 : Sa se determine rezultanta $i momentul rezultant in raport
cu punctul O, pentru sistemul de forte paralele din figura 3.21 [9].

SON

Figura 3.21

R : Expresiile rezultantei si ale momentului rezultant sunt :
R =(200+500—-300—-50):7 N=350-J N

M, = [50-(0,35) — 300 -(0,35)] - T+ [-50-(0,50) — 200- (0,50)] - k
=—-875-1—125-k N-m

Coordonatele punctului din planul perpendicular pe directiile fortelor,
in care suportul rezultantei intersecteaza planul se deduc din relatia :

7FXR= M,
adica :
(x-T+y-J+z-k)x350-7=-875-T— 125"k
deci :
350 x-k—350-z-1=-875-1—125-k
de unde rezulta :
350 x = —125,—-350-z = —87,5
adica :

x = —0,357 m, z=0,250m
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111.11. Cazuri de reducere

La reducerea unui sistem de forte se poate intalni una din urmatoarele
situatii:
- R=0,M, =0: sistemul de forte este nul, solidul rigid fiind in echilibru;
- R#0, M, =0: sistemul de forte este echivalent cu o rezultantd unica,

suportul acesteia fiind axa centrala care trece prin polul de reducere;
- R=0, M, #0: sistemul de forte este echivalent cu moment rezultant ;

-R#0,Mg#0, Mg-R=0:sistemul de forte este echivalent cu o rezultanta
unica, fata de orice punct de pe axa centrala, aceasta fiind situata intr-un plan

perpendicular pe M, la distanta d = % de polul O;

- R#0, My #0, M -R =0: reprezintd cazul general de reducere, sistemul de

forte fiind echivalent cu un torsor minimal avand ca suport axa centrala.
Aceasta este o dreapta paralelda cu suportul rezultantei, situata la distanta

Mg -sing] _ 5 s :
d =———— de polul de reducere, distanta care se masoara perpendicular
p

pe planul vectorilor R si M, , in sensul dat de produsul vectorial R x My .
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1VV. Geometria maselor

IV.1. Centrul de greutate si centrul maselor unui sistem de puncte
materiale

La suprafata Pamantului existd un camp gravitational terestru care
actioneaza asupra particulelor materiale si asupra obiectelor cu o fortad de
atractie:

G=m-g (4.1)
numita forta gravitationala sau forta de greutate, proportionala cu masa m; a
particulei.

Factorul de proportionalitate § reprezinta acceleratia gravitationala si
este o caracteristicd a intensitdtii campului §i variaza in raport cu pozifia
particulei fatd de Pamant (g = 9,781 m/s? la Ecuator + 9,831 m/s? la poli).

AC

ZA Vi
_ C(xc, Yc, zc)

rc _

M1(my) /VlMi(mi)
N\ S
G, Gi

(O y©
0 Mn(mn)
Gn
X
Figura 4.1.

Tntr-o zona restransi de la suprafata Pamantului, cAmpul gravitational
terestru se considera constant, atat ca directie cat si ca intensitate. Astfel, un
sistem de puncte materiale situat in interiorul acestei zone, se poate considera
aflat sub actiunea unui sistem de forte paralele si de acelasi sens. Un astfel de
sistem de forte paralele se reduce la o rezultantd unica, avand ca suport axa
centrala (figura 4.1).

Rezultanta reprezintd greutatea sistemului de puncte materiale si este
definita de relatia:

G=3G=Ym -§=M-g @2)



n
unde: M = Zmi reprezintd masa totald a sistemului de puncte materiale M, .
i=1

Centrul fortelor paralele G; , notat cu C se numeste centru de greutate

al sistemului de puncte materiale, pozitia acestuia in raport cu un pol O fiind

data de relatia:

iri'Gi Zn:mi'ri Zmi'ri

F. :izln— sau T = ':1n =it Y 4.3)
2.6 2.m
i-1 i1

Relatia (4.3) introduce o notiune mai generald si anume centrul
maselor unui sistem de puncte materiale.

Prin scalarizarea acestei expresii vectoriale rezulta relatiile cu ajutorul
carora se definesc coordonatele centrului maselor unui sistem de puncte
materiale:

imi X Zn:mi i
= i=1

Xc = M ;Yo =" M v L= M

Relatiile (4.4) sunt echivalente cu urmatoarele relatii de calcul ale
coordonatelor centrului maselor, in functie de tipul corpului omogen:
- pentru bare omoene:

anxi 0; Zn:yi -;
_ = . _ =

n
S
Xc = s Yo =m— s Z¢ ==

ili > ili |

i=1

(4.4)

- pentru placi omogene :
n n

in'Ai Zyi‘pﬁ Zzi'Ai

Xe=""fg—— 3 Yo="f S Lc="f—
2A 2A 2A
i=1 i i=1

- pentru volume omogene :

Zn:Xi Vi ZYi Vi Zzi Vi
_ia i1 i

— | . _ . — .
XC 5yC—n—sZC—n—a

_Zn:vi ZV‘ >V,

=}
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Tn figura 4.2 este reprezentat un solid rigid (din material nedeformabil)
sise considera un volum foarte mic AV, de masd Am,.S-anotatcu C; centrul

de greutate, al carui vector de pozitie este ¥ Tn raport cu originea unui sistem
de referinta.

Figura 4.2.

Presupunand rigidul format dintr-o multime de n asemenea particule,
pozitia centrului maselor se determina cu ajutorul relatiei:

Zn:ri'Ami
1

A= — (4.5)
> Am,
i=1
Pentru determinarea pozitiei exacte a centrului de masa al unui solid
rigid, se trece la limita expresia (4.5), obtinandu-se:
Ir-dm
o="5— 4.6
c I i (4.6)

Prin scalarizarea relatiei vectoriale (4.6) se obtin relatiile de definitie
a coordonatelor centrului de masa pentru un solid rigid neomogen:

Xe :J‘J)‘(%; Ye :J.J-yd;dn:n; Lc = j;d:]m (4.7)

A . i dm .
In cazul corpurilor omogene, se definesc: pvzd—v - densitate

dm . dm .
volumica; pa WA densitate superficiala; p, = o densitate liniara.
Pe baza acestor relatii, rezultd : dm=p, -dV = p, -dA=p, -dl .
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Deoarece corpurile sunt omogene, densitatile sunt marimi constante,
rezulta astfel urmétoarele relatii vectoriale pentru calculul pozitiei centrului
de masa:

j F-dv

r. = J - pentru volume omogene; (4.8)
I F-dA

fc= A - pentru arii (placi) omogene; (4.9)
j F-dl

= Idl - pentru linii (bare) omogene. (4.10)

Relatiile 4.8, 4.9, 4.10 sunt echivalente, fiecare dintre ele, cu céte trei
ecuatii scalare cu ajutorul carora se definesc coordonatele centrului maselor,
astfel:

_[X dv- le dv Iz-dv
_[dv v Yo = .[dv , Io= jdv - volume omogene; (4.11)

Xc = jdA ; yC:_[T; ZCI;;ZA - suprafete omogene;  (4.12)

_J.x-dll J.y-dll _jz-ou

Xe = v Yo =t Io= - linii (bare) omogene; 413
c Idl c c '[dl ( ) g ( )

Observatii :
- daca sistemul de puncte materiale admite un plan, o axa sau un centru de
simetrie, atunci centrul de masa se gaseste in acel plan, pe aceea axa, respectiv
n acel centru de simetrie;
- dacd un sistem de puncte materiale (S) este obtinut dintr-un numar de
subsisteme (S1), (S2), ..., (Sn) ale caror mase my, My, ... , mn i centre de
masi (C1), (C2), ..., (Cn) se cunosc, pozitia centrului de masa se determina
cu ajutorul relatiei :
M; - Ter + My 7oy + - +My, - Tep

My + My + -+ M,
- daca un sistem de puncte materiale (S) este obtinut dintr-un sistem (Sz) din
care lipseste un sistem (S:), pozitia centrului de masa se determina cu ajutorul
relatiei :

fC =
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7= My -7c1 — My -7

¢ M, —M,
- pozitia centrului de masd nu depinde de sistemul de coordonate ales,
depinzand doar de pozitia reciproca a punctelor materiale M; ;

IV.2. Teoremele lui Guldin — Pappus

Teoremele lui Guldin — Pappus se refera la ariile, respectiv volumele
suprafetelor, respectiv corpurilor de revolutie. O suprafatd de revolutie este
obtinuta prin rotatia unei curbe in jurul unei axe situata in planul curbei, dar
care nu intersecteazd curba. Un corp de revolutie este obtinut prin rotatia unei
suprafete plane in jurul unei axe situatd in planul suprafetei, dar care nu
intersecteaza suprafata.

Teorema | : Aria suprafetei y
generata prin rotirea unui arc de
curba plana in jurul unei axe din
planul curbei, dar pe care nu o
intersecteaza, este egala cu O
produsul dintre lungimea arcului
de curba si lungimea cercului

descris de cezztm{l de masa al Figura 4.3,
arcului de curba (figura 4.3) :
A=2-m-y; -1 (4.14)
Daci rotatia se face cu un unghi a < 2m, atunci relatia (4.14) devine :
A=a yc-1 (4.15)
n care unghiul a este masurat in radiani.
Teorema 11 : Volumul corpului y 4

generat prin rotirea unei suprafete
plane in jurul unei axe din planul
suprafetei, dar pe care nu o

1|
intersecteaza este egal cu produsul o ; | X:
dintre aria suprafetei i lungimea L
cercului descris de centrul de masa al j
arcului de curba (figura 4.4) :
V=2-m-y--A (4.16) Figura 4.4.
Daca rotatia se face cu un unghi a < 2m, atunci relatia (4.17) devine :
V=ay:-A (4.17)

n care unghiul o este masurat in radiani.
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1V.3. Momente statice. Teorema momentelor statice

Se considera un sistem de « n » puncte materiale M,, de mase m, a
caror coordonate in raport cu un sistem de referintd Oxyz sunt: x;y;;z,, (i =

1,n). Se defineste moment de masd al sistemului de puncte materiale o
expresie de forma :

Zmi X yP -2 (4.18)
i1

unde n,p,q sunt numere intregi si pozitive, valoarea n+ p+q numindu-se

ordinul momentului. Pentru:
a) n+p+q=0, momentul de masa are ordinul 0 si se numeste masa

n
sistemului: Y m =M ;
i=1
b) n+p+q=1, momentul de masa este de ordinul I, se numeste moment static:

n n n
Zmi'xi; zmi'yi; Zmi'zi (4.19)

i1 i1 i1
C) n+p+q=2, momentul de masa de este de ordinul I, se numeste moment de

inerfie.

Prin definitie, momentul static al unui sistem de puncte materiale in
raport cu un plan, o axa sau un pol reprezinta suma produselor dintre masele
punctelor materiale i distangele de la aceste puncte la planul, axa sau polul

considerat.
Astfel, expresia generald a momentului static este;

S= Zmi -8; - Tn cazul mediilor discontinue (4.20)
i=1
S= I5- dm - in cazul mediilor continue (4.21)

In functie de locul pani la care se misoara distanta, se disting:
a) Momente statice polare, - distanta se masoara pana la un pol:

5, &M M (4.22)
[rdm=M.r.

Observatie : momentul static polar este 0 marime vectoriala.
b) Momente statice axiale — distanta se masoara pana la o axa:

Zn;mi-\/yfﬂf; s Zn:mi'\/ziz"’_xiz; 5 Zn:mi'\lxi2+yi2; (4.23)
; =9 ;=9 i=t '
' I\/22+x2~dm. j,/x2+y2~dm.
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c) Momente statice planare — distanta se masoara pana la un plan:

YL P D3 )L L (4.24)
Iz.dm. IX~dm. Iydm

Pornind de la formulele care definesc coordonatele centrului de masa
pentru un sistem de puncte materiale, respectiv pentru un solid rigid, rezulta:

Zn:mi'xizM‘Xci Zn:mi‘yi=M'yc; Zn:mi~zi=M-zC (4.25)
i=1 i=1 i=1
si
J.x-dm:M-xC; fy-dm:M-yC; J.z~dm:M~zC (4.26)

Aceste relatii (4.25) si (4.26) exprima teorema momentelor statice :
momentul static al unui sistem material in raport cu un plan sau o0 axa este
egal cu produsul dintre masa intregului sistem presupusd concentratd in
centrul de masa al sistemului §i distanta de la centrul de masa la planul sau
axa respectiva. Se observa ca: daca momentul static al unui sistem material
in raport cu un plan sau o axd este nul, atunci centrul de masa al sistemului
se afla in planul sau pe axa respectiva.

1V.4. Momente de inertie. Raze de inertie

Se defineste momentul de inertie al unui sistem de puncte materiale
in raport cu un plan, o axa sau un pol, suma produselor dintre masele
punctelor materiale si patratul distangelor de la aceste puncte la planul, axa
sau polul considerat :

— 2
) [ =X ,m;-d; (4.27)
In raport cu un sistem de referinta cartezian se definesc :
- momente de inertie planare :
— 2 _ 2 _ 2
Ixoy = Z?:lmi " Zj 'Iyoz = Z?:lmi "X oz = 2?:1 m; -y (4-28)
- momente de inertie axiale :
_ 2 2 _ 2 2 _ 2 2
L =Xmiyi +20), L, = Ximymy(xf +z7), I, = Ximymi(xf +y7)
(4.29)
- moment de inertie polar :
Ip =X~ m;- (x?+y2+z7) (4.30)
- momente de inertie centrifugale :
Ly =X amyx; -y, Ly, =X ymi -y -z, Ly = Xioym; -z x; (4.31)

Se defineste raza de inertie (giratie) distanta la care trebuie plasata
intreaga masa a sistemului material M, concentrata intr-un singur punct la
un plan, o axa sau un pol pentu a obtine aceeasi valoare a momentului de
inertie planar, axial sau polar.
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Proprietatile momentelor de inertie :

- momentele de inertie planare, axiale sau polare sunt marimi pozitive, fiind
nule doar atunci cand sistemul de puncte materiale este continut in planul, pe
axa sau in polul fata de care se calculeaza;
- momentele de inserfie axiale sunt egale cu suma momentelor de inertie
planare, calculatd 1n raport cu planele a caror intersectie defineste axa
respectiva :

Ly = Loz + Lyoy, Iy = Lyoz + Loy, Iz = Ixoz + Iyoy (4.32)
- momentul de inertie polar se poate calcula cu una din relatiile urmatoare:

1
Ip = 2 (Ix +1, + Iz>’ Io = Loz + Ixoz + Ixoy,

lo = Lyoy + 1y = Iyoy + 1, = Lo, + 1, (4.33)
- momentele de inertie centrifugale pot fi pozitive, negative sau nule ;

Pentru calculul momentelor de inertie ale suprafetelor compuse se
parcurg urmatoarele etape :
- se descompune suprafata in figuri geometrice simple ;
- se determind pozitia centrului de masa pentru fiecare figura geometrica
simpla fata de un sistem de coordonate arbitrar ales ;
- se calculeaza momentele de inertie axiale si momentul de inertie centrifugal
in raport cu axele centrale, ale tututor figurilor simple, care insumate
determina momentele de inertie ale suprafefei compuse ;
- se determina pozitia axelor de inertie principale si valoarea momentelor
principale de inertie ;

IV.5. Probleme rezolvate

Pentru rezolvarea problemelor care necesita calculul pozitiei centrului
de greutate trebuie parcurse urmatoarele etape:
a) alegerea formulei de calcul, in functie de datele problemei :

Proprietatile si forma corpului
_ Omogen
Mediu Neomogen Linii Placi Volume
ifi ‘Mm; iFi 1 iri A ifi Vi
. . o= i=1 Fe= i=1 Fe= i=1 F= i=1
Discontinuu c n c n ¢ n ¢ n
2. m; 2l YA Vi
i=1 i=1 i=1 i=1
~ [r-dm [l _ [rdA _[rav
i -~ = fr =— r~= [P —
Continuu C jdm c jdl c JdA c jdV




b) alegerea in mod convenabil a sistemului de referinta;

c) in cazul mediului discontinuu se imparte corpul in figuri geometrice
regulate si pentru fiecare figura geometricd componentd se determina
coordonatele centrului de greutate, masa, precum si lungimea, aria sau
volumul si se aplica relatiile scalare de calcul;

d) Tn cazul mediului continuu: se alege convenabil un element infinitesimal
de masa, lungime, arie sau volum si se aplica relatiile scalare de calcul.

Problema nr. 4.1 : Sa se determine coordonatele
centrului de masa pentru o barda omogena de forma
unui arc de cerc (figura 4.5).

R : Axa Ox fiind axd de simetrie inseamna ca
coordonata y a centrului de masa este 0, deci
y=0

Elementul de masa, respectiv cel de

lungime au expresiile : Figura 4.5.
dm=p-dl,dl=R-df
Coordonata x a unui punct de pe bara se determina cu relatia :
x =R -cos0
Coordonata x a centrului de masa se determina conform relatiei

(4.13) :

[x-dl [R-cos@-dl [R-cosO-R-db Rz-ffacose-de
*TTJar T jar~ JR-d8  R-[~d8
sina — sin(—a) sina
I G

Problema nr. 4.2 : Determinarea centrului de
masa al sectorului de cerc (figura 4.6)

Pentru determinarea coordonatei X a
centrului de masa se utilizeaza relatia (4.12),
astfel :

n care :

x = 2 ‘R - cos6, respectiv dA = X8

Figura 4.6.
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Dupa inlocuiri se obtine :

. . 3
f%-R-cosH-Rd# R?'f_aaCOSH'dH 2 sina
Xc = fR.dQ.R = R “ 10 =§.R.T
— 7

Deoarece sectorul de cerc are ca si axa de simetrie axa OX, prin urmare
coordonata y a centrului de masa este 0.

Problema nr. 4.3 : Determinarea centrului de masa al unui con cu raza bazei
R siinaltimea h (figura 4.7) :

Deoarece axa Oz reprezinta axa
conului, deci este axa de simetrie rezulta ca
centrul de masa se afla pe aceastda axa, deci
coordonatele x si y ale centrului de masa sunt
nule.

Pentru determinarea coordonatei z a
centrului de masa, la distanta z fata de varful
conului se considera un volum elementar :

dv=m-r?-dz.

Din asemanarea triunghiurilor OO’A
si OO’ A’ rezulta :

r= % 7 Figura 4.7.

Coordonata z a centrului de masa se determina pe baza relatiei (4.11) :

h R \° 1
_fz-dv_foz'”'(ﬁ'z) 'dZ_fthS-dZ_Z'Z‘*lg 3

ic= = 2 = "h =1 =
Jdv fohn-(%-z)-dz fozz-dz §'Z3|g 4

Problema nr. 4.4 : Se cere sd se determine coordonatele centrului de greutate
pentru bara din figura 4.8 [9] :

Figura 4.8. Bara omogena

56



R : Se imparte bara in douda componente: 1 — sub forma de semicerc, 2 —

portiunea dreapta.
Coordonatele centrului de greutate se calculeaza cu ajutorul relatiilor:

_yirlityrly

_ X1'11+XZ'12 -
¢ = respectiv: yo = ==
Dar:
L, =R =150 2R3
1=T"R= Tmm,x; = = n'yl_
[, =300 mm,x, = =150 mm,y, = —150 mm

Aplicand relatiile se obtin coordonatele centrului de greutate:

1507222 4 (~150)-300
J— T — 0

Xc =
150-T+300

respectiv:
0-150-w+(—150)-300
Yo = T+(150):300 _ —58,3 mm
150-7+300

Problema nr. 4.5: Se cere sa se determine coordonatele centrului de greutate
pentru placa omogena din figura 4.9.

A
Yl 150 N
) L
»i 50 »
A A
o
[Ye)
o v _ -
:
y
o
N
\ 4 ) 4 >
0 X
10 | |y 60 N
Ll ) L

120 N

Figura 4.9. Placa omogena
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Se intocmeste urmatorul tabel, astfel:

] Xc Ye 2 Sem * *
Fig | Desen [mm] | [mm] A [mm-] N Xc * A yc* A
1 | 60| 55| 13200 + 792000 | 726000
2 B | 130 73,33 1650 | + 214500 | 121001.10
3 Q 50| 60| 2827.431| - | 141371.55 | 169645.86
4 | & 40| 10 1200 | - 48000 12000
TOTAL 10822,56 81712845 | 665355,24
_ 817128450 ____ - _ 665355240 _ "
*C T 0822,569 _ UM | Yo T Togagseg OO ™M

Problema nr. 4.6: Se cere sa se determine coordonatele centrului de greutate
pentru volumul omogen din figura 4.10 [9]:

o

\12

400 mm

Figura 4.10. Volum omogen
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R : Se intocmeste urmatorul tabel :

Fig | Desen [n)w(;w] [n):?n] [nﬁ?n] A[mm?] [S| xc*A | yc*A | zc*A
1 || 875 o 200 70000| + | 6125000 0[ 14000000
2 |l 0| 125 200 100000| + 0| 12500000| 20000000
3 D] 0] 21666 66,66 10000| - 0| 2166600 666600
TOTAL[  160000] | 6125000] 10333400] 33333400
6125000
Xc = ﬁ = 38,281 mm
_ 10333400 _
Ye= "1ggo00 70T
_ 33333400 .
e~ T1e0000 0™

Problema nr. 4.7: Pentru corpul din figura 4.11 (reprezentat in sectiune), se
cere sa se determine aria laterala si volumul.

t
[
—’__-1-—-§\§\
| ~<
| N\
| \
|
———|_‘s\
| \‘:%
| /
== E /
/To NS,
|
[
|
: |
: 45 |
%0
< %
Figura 4.11

R : Petru determinarea ariei corpului se utilizeaza relatia (4.14) :

A=2'm

xe el

Iar pentru determinarea volumului se utilizeaza relatia (4.16) :

V=27
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Se observda cd in ambele relatii apare valoarea coordonatei x a
centrului de masa.

Pentru calculul coordonatelor centrului de masa se realizeaza si se
completeaza tabelul urmator :

Nr. Figura Xi Zi A Xi* Aj Zi* A
Vb | 5| 25 675 50625,000 |  16875,000
2 | |e75] o 1350 91125,000 0,000
S| 5| s 675 50625,000 |  -16875,000
TOTAL : 2700 192375,000 0,000

| | Xc = 71,250 yc = 0,000

Lungimea conturului sectiunii este :
l=2-54,08+30+3-30=228,160 mm
Aria sectiunii este :
Ag = 2700 mm?
Lungimea cercului descris de centrul de masa este :
Le=2-m-xc=2-3,14159-71,250 = 447,676 mm
Tnlocuind valorile determinate anterior in relatiile pentru calculul ariei
si volumului se obtine :
A=Lc-1=102141,756 mm?
respectiv :
V =Ag-Lc =1208725,2 mm?3

Problema nr 4.8 : Calculul momentului de inertie pentru un dreptunghi.

Se considera un dreptunghi cu laturile b si h (figura 4.12), in care se
exprima un element de arie dA astfel :

dA=b-dz
Momentul de inertie axial, in raport cu axa Oy se calculeazd astfel :
h h
_(*eaa= [P rb-ar=top- g, <2 E
]y_f_ﬂz _f_az SRR
2 2
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i i
| |
| |
| |
| |
- __ L4 __10__ e el 41 _LY_
y | P AT 7
dA ! N 1
\ , | dA
IS | T
A | N v |
T © g :
' Yl LY
z, ) 2
a) b)
Figura 4.12
Raza de inertie este :
b h3
_h
f “bh 243
Elementul de sectiune este : dA = h - dy
Momentul de inertie axial, in raport cu axa Oz este :
b b
—(*yran= [Py n-dy=Ltonyop, -2
]z—f_éy —f_éy y=3 yl_g— B

2
Raza de inertie este :
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Problema nr. 4.9: Calculul
momentului de inertie pentru
un cerc.

R : Se considera un cerc de raza

R si se considera un element de

arie de forma unui inel de raza r

si grosime dr (figura 4.13),
astfel :

dA = 2w r-dr

Momentul de inertie
polar se calculeaza astfel :

Figura 4.13.
d d
—fisz—fi3d an _214|§_21d4 _ md*
Jo= ], rrad= ) rdr ) de=2rgrl =2ma\16) T 32
Din motive de simetrie, momentele de inertie axiale sunt egale, deci :
Jo md*
Jy=J:=%=—
2 64
Raza de inertie este :
, Jy d
I_y = lZ = Z = Z

Problema nr. 4.10: Calculul
momentului de inertie pentru 0 z4
sectiune circulara (figura 4.14).

|
A - /|-~\
g .. . /,/:///’/4/\/\///\>\
R: Utilizdnd relatiile obtinute ,////// | </\
H /
anterior, pentru calculul v N XN
. . . i / /
momentului de_ inertie p(_)lar s q| rATTD r(—)———r—;}___v
scade cercul interior din cel (\/\ . S g
. .o /
exterior, adica : \/\/> o 0
IS
nD* mwd* =w N AT
Jo ="y =z =gz (D' —dh P
32 32 32 -
Figura 4.14.
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Momentul de inertie axial :
nD* mwd* =
= :———:--D4_d4
Jy =1 64 64 64 ( )
Raza de inertic este :

S &-(D“—d“)_l i i
iy=1i,= n-(DZ—dZ)_Z"/(D + d?)

Problema nr. 4.11: Sa se calculeze momentele de inertie pentru placa
complexa din figura 4.15.

A
Y1 yT
120 X
C)A
N
X
30
=) S
/ S X
- X
o
(ep]
(o] X
<€ 50 >
Figura 4.15.

Se alege un sistem de referinta arbitrar O1X1y1 si se calculeaza pozitia

centrului de masa in raport cu acesta :
_Xx;A;  60-20-120+60-30-100+60-50-30

Xc

Y A; 20-120+50-100 + 50- 30
_ 144000 + 180000 + 90000 _ 414000
2400+ 3000+ 1500 6900
_XYyi-A; 140-20-120+80-30-100+15-50-30
Ye="va, 20-120 +50-100 +50- 30 B
_ 336000 + 240000 + 22500 598500 86739
240043000+ 1500 6900
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Tn continuare, se calculeazi momentele de inertie in raport cu axele
central Cxsi Cy :

50-303 30-1003
x =0 +50-30-71,7392 +T+ 30-100-6,739% +
120203

112500 + 7719726,181 + 2500000 + 136242,363 + 80000
+ 6808161,890 = 17356630,434 mm*

30-50% 100-30% 20-120°
= + +
12 12 12

]xy=0

= 3417500 mm*
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V. Statica punctului material
V.1. Punct material liber si supus la legdturi

Se considera un punct material, asupra caruia actioneaza un sistem de
forte, acestea sunt forte concurente si au caracter de vectori legati, punctul de
aplicatie al fiecdrei forte fiind punctul material asupra ciruia actioneaza. in
acest caz, sistemul de forte este echivalent cu o rezultanta unica, al carei
suport este axa centrald care trece prin punctul de concurenta.

p— n —
R==xF
i=1

Prin definitie, un punct material este liber atunci cand poate ocupa
orice pozitie in spatiu, nefiind supus la nici o restrictie de naturd geometrica,
pozitia lui fiind determinata exclusiv de sistemul de forte ce actioneaza asupra
lui.

Pentru ca un punct material liber sa fie in echilibru trebuie ca sistemul
de forte ce actioneaza asupa lui sa fie echivalent cu zero, adica:

— n —
R = 'ZlFi = O (51)
i=
Relatia vectoriala (5.1) este echivalenta cu trei ecuatii scalare:
R = >Fy =0
i=1
n
Ry = ElFiy =0 (5.2)
R,=3F,=0
i=1

Prin definitie, gradele de libertate (g.d.l.) reprezinta parametrii
scalari independenti, numiti si coordonate generalizate care determina in
mod univoc pozitia si orientarea unui Sistem material Tn raport cu un sistem
de referinta.

Astfel, pozitia unui punct material liber, raportatd la un sistem de
referinta cartezian Oxyz este definita prin trei parametri scalari independenti,
(coordonatele sale carteziene X,y,z), ceea ce inseamna ca punctul material
liber prezinta trei g.d.l.

Punctul material liber nu exista in realitate, in aplicatiile practice
punctul material fiind supus la legaturi, adica este obligat, prin constrangeri
geometrice, sa ocupe numai anumite pozitii in spatiu datoritd unor restrictii
care nu sunt legate de sistemul de forte ce actioneaza asupra punctului.

Asadar, legaturile reprezinta restrictiile care restrdng libertatea de
miscare a punctului sau a sistemului de puncte materiale.
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Legaturile implica doua aspecte: unul geometric — naterializat prin
reducerea numarului de grade de libertate si unul fizic — materializat prin
introducerea fortelor de legatura.

M

R=G
Figura 5.1.

Prin urmare, un punct material greu (cu masa) obligat sa ramana pe
suprafata interioara a unui cerc, poate ramane in echilibru : Tn punctul A (cel
mai de jos) daca cercul este luciu sau, intr-un punct oarecare M daca cercul
este aspru.

In primul caz se observd cd R=G =0, adica punctul nu este in
echilibru. Pentru ca punctul sa fie in echilibru, asupra sa trebuie sa mai
actioneze o forta L (cazul b) egali si direct opusd lui R, numiti forti de
legatura Sau reactiune.

Prin introducerea fortei de legatura, punctul material devine mecanic
echivalent cu un punct material liber.

Axioma legiturilor defineste operatiunea de suprimare a unei legaturi
si inlocuirea acesteia cu forte, astfel: orice legatura geometrica poate fi
intotdeauna inlocuiti cu o fortd L de legiituri sau reactiune.

Astfel, conditia de echilibru pentru punctul material supus la legaturi

este :
R+L=0 (5.3)
Relatia (5.3) este echivalenta cu trei ecuatii scalare:
R,+L,=0
R,+L, =0 (5.4)
R,+L,=0

Din figura 5.1.b se observi ca forta de legiturda L se descompune
dupa directia normalei, respectiv tangentei la legatura, rezultand

componentele N si T , astfel ca:

L=N+T (5.5)
unde: N - reprezinta reactiune normala si se opune deplasarii punctului pe
directia normalei la suprafatd, respectiv T - reprezintd forfa de frecare de
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alunecare si impiedica deplasarea (alunecarea) punctului dupa directia
tangentei suprafata.

Forta de frecare de alunecare variaza intre limitele [0, Tmax], unde
Toax = 4N si u>0. Coeficientul p de proportionalitate dintre forta de frecare
maximad si normala la suprafatd se numeste coeficient de frecare de
alunecare (adimensional).
Observatie : T=px-N reprezintd conditia de echilibru la limita de alunecare,
respectiv iar T < u-N reprezinta conditia de echilibru sub limita de alunecare.

V.2. Echilibrul punctului material rezemat pe o suprafata asprai

In figura 5.2. se considerd un
punct material M rezemat pe o
suprafatd () de ecuatie f(x y,x)=0,
consideratd fixa si indeformabild in
timp si caracterizata prin coeficientul
de frecare de alunecare u.

Pozitia punctului in raport cu
un sistem de referinta fix fiind definita
prin vectorul de pozitie :

F=x-i+y-j+z-k (5.6)

Tn acest caz punctul material Figura 5.2

are doua grade de libertate, adica

pozitia lui este caracterizata de doi parametri scalari independenti.
Asupra punctului material actioneaza un sistem de forte a caror

p— n —
rezultantd este : R = _ZlFi )
i=

Prin aplicarea axiomei legaturilor, se suprima legatura si se inlocuieste
cu o fortd de legatura L ale carei componente sunt: N dupi directia normalei
la suprafatd, respectiv T dupa directia tangentei la suprafata.

Deoarece vectorul gradient care defineste directia si sensul normalei
la suprafata in punctul M are expresia,

Vf:—-i+—-j+a—-k (5.7)

Rezulta ca se poate scrie:
N =A1-Vf (5.8)
unde 4 reprezinta un parametru scalar oarecare.
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Pe baza celor prezentate anterior, ecuatia vectoriala de echilibru este :
R+N+T =0 sau: R+A-Vf+T =0 (5.9)
la care se mai adauga conditia de echilibru cu frecare T<u-N.
Notéand unghiurile a si ¢ ca in figura, se pot scrie urmatoarele relatii:

T ; T
tga = N respectiv tge = % =pu (5.10)

unde ¢ poarta numele de unghi de frecare si are valori cuprinse intre

0<o<7).
Deoarece T<T

1 Tezultd cd tga <tgp sideci: a<g.
Din ultima relatia rezultd ca un punct material se afla in echilibru pe
o suprafata aspra atunci cand vectorul L (deci si vectorul R ) formeaza cu

normala la suprafata un unghi a.<¢.

Locul geometric al tuturor pozitiilor suportului fortei de legatura L
(deci si al rezultantei R si al axei centrale) este un con cu doud invelisuri
cu virful in punctul M, unghiul lavirf 2o si axa normala la suprafaga, numit
con de frecare.

Conditia necesara si suficientd ca un punct material sd se afle in
echilibru pe o suprafatd asprd, este ca suportul rezultantei fortelor aplicate
punctului sa se gaseascd in interiorul conului de frecare din acel punct.

V.3. Echilibrul punctului

In cazul punctului material, toate fortele care actioneazi asupra
acestuia sunt concurente, conditie pentru ca punctul sa fie in echilibru acestuia
este ca rezultanta fortelor sa fie nula.

Pentru rezolvarea problemelor de echilibru al punctului material se
parcurg urmatoarele etape :

- se marcheaza fortele exterioare (daca punctul material este liber) si cele de
legatura (daca punctul material este supus la legaturi);

- se alege in mod cat mai convenabil sistemul de referinta;

- se scriu ecuatiile scalare de echilibru;

- se rezolva sistemul de ecuatii, determindndu-se necunoscutele problemei.
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Problema nr. 5.1: In figura 5.1, greutatea G este sustinuti pe doi scripeti de
contragreutatile P1, respectiv P2. Se cere sa se determine pozitia de echilibru

a greutatii G.

-

Figura 5.1

R: Greutatea G are doud grade de libertate in planul vertical, reprezentate prin
unghiurile a si B, masurate fata de ax Ox.
Ecuatia vectoriala de echilibru este:

G+P +P,=0
care este echivalenta cu doua ecuatii scalare obtinute prin proiectia ecuatiei
vectoriale pe axele Ox, respectiv Oy:
{Ox: — P, cosf + P; - cosa =0
Oy: P, sinf + P, - sina— G =0
Rezolvand sistemul se obtine:
) G?>—P;+P? G? + P} — P?
sina = T-Pl' sinf = W
Pentru ca greutatea G sa fie in echilibrul trebuie ca sina <1 si sin <1
, adica:
G<P+P,,P,<G+P,PL<P,+G

ceea ce inseamna cd cele trei forte trebuie sa formeze un poligon inchis.
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V1. Statica solidului rigid

Tn realitate, In studiul echilibrului corpurilor, notiunea de punct
material este insuficienta. Este nevoie deci de introducerea unei notiuni noi,
aceea de corp material, care impreuna cu simplificarile necesare si admisibile
permit rezolvarea problemelor practice utilizand instrumentele mecanicii
teoretice.

Corpul material are cele trei dimensiuni: lungimea, latimea si
grosimea au ordine de marime comparabile §i are ca elemente caracteristice
un volum geometric si 0 masa distribuitd pe unitatea de volum, reprezentand
0 caracteristica a inertiei.

Un corp material este numit solid rigid daca raimane nedeformat fiind
supus actiunilor mecanice care au tendinta sa le schimbe forma.

In studiul echilibrului solidului rigid, la fel ca si in cazul punctului
material, se impune cunoasterea numarului de grade de libertate. Astfel, un
solid rigid poate fi considerat :

- liber, adica poate ocupa orice pozifie in spatiu ;

- supus la legaturi, adica este obligat sd respecte anumite restrictii
geometrice ;

Observatie . studiul echilibrului solidului rigid este asemanator cu cel al
echilibrului punctului material.

Forta reprezintd masura interactiunii dintre solidul rigid si alte corpuri
materiale. In studiul echilibrului solidului rigid se iau in considerare doua
mari categorii de forte :

- forte date sau forte exterioare active : nu depind de miscarea solidului rigid ;
- forte exterioare pasive : care depind de unele forte exterioare active sau sunt
determinate de miscarea solidului rigid.

Solidul rigid supus la legaturi este un solid rigid care are o interactiune
mecanica cu un corp, fie prin contact direct, fie prin intermediul unor forte
sau restrictii geometrice.

VI.1. Tipuri de forte

VI.1.1. Greutatea (forta de atractie a Pamdantului)

Greutatea reprezinta forta de atractie a Pamantului exercitatd asupra
oricarui corp aflat pe suprafata Pamantului sau in vecindtatea acestuia.
Greutatea unui corp situat la suprafata Pamantului este data de relatia:

G=m-g (6.1)
unde m reprezinta masa corpului, iar g reprezintd vectorul acceleratiei
gravitationale la suprafata Pdmantului, care este orientat spre centrul planetei
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si care are valoarea de 9,80665 m/s?. Valoarea reald a acesteia depinde de
pozitia geografica si de altitudine.

Unitatea de masurd pentru greutate, in Sistemul International, este
Newton-ul [N], insd in practica se exprima si in kilograme-forta [kgf]. Un
kilogram-forta reprezinta forta egald cu greutatea unui corp cu masa de 1 kg
la suprafata Pamantului, relatia dintre cele doua unitati de masura fiind:

1kgf =980665N

Observatie: Greutatea unui corp nu trebuie confundatd cu masa
acestuia.

Confuzia apare datorita faptului ca un corp care cantareste 1 kilogram-
fortd are masa de 1 kilogram. Diferenta dintre cele doua notiuni constad in
faptul ca masa este o marime scalara care exprima cantitativ inertia corpului,
iar greutatea este un vector care reprezinta masura unei interactiuni intre corp
si Pamant. Masa este o marime constanta, iar greutatea depinde de
intensitatea campului gravitational, adica de pozitia corpului — latitudine si
altitudine.

VI.1.2. Forta de apasare normala

Cand un corp se reazema pe o suprafata apare o fortd cu care suprafata
impinge corpul, notatid cu N, numita forti de apisare normali.

Orientarea fortei de apasare normala depinde de tipul suprafetei, asa
cum este ilustrat in figura 6.1.

_ _ N
1 \
e
— \\F _
- ToNG _
v G G G
a) orizontala b) verticala ¢) planinclinat  d) traiectorie circulara

Figura 6.1. Forta de apasare normala
VI.1.3. Forta de tensiune din fir
In cazul in care corpurile sunt suspendate sau actionate prin fire, apar
perechi de forte de tip actiune — reactiune (figura 6.2) care sunt egale ih modul

si de sens contrar. Firul se considera ideal, adica este inextensibil si nu are
masa.
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Figura 6.2
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VI.1.4. Forta de frecare la alunecare

Acest tip de forta apare la contactul dintre doud corpuri, atunci cand
un corp aluneca peste celalalt corp.

I I I I
1 i G i F1 i F2
| < I < | < I i
l 6 Efs l (_; Efsmax l 6 ?fsmax l 6
a) repaus b) repaus C) repaus d) miscare
Nu ) exista Forta de tractiune Cres!te forta de
forta de . tractiune
. mica .
tractiune < Forta de frecare | Frecare cinetica
Forta de frecare . .
" statica devine
statica .
maxima
G=N G=N
G = N F - F . F — F . F = chineticé
Ff — 0 — Mfstatica — fstatica max chineticé — }J-SN
Fstatica < IJSN Fstatica = HSN

Figura 6.3

In cazul in care cele doud corpuri sunt in repaus, nu exista deplasare
relativa intre acestea, deci nu existd fortd de frecare. Daca se trage de unul
dintre corpuri, apare o forta de frecare, numita forfa de frecare statica. Daca
forta cu care se trage corpul depdseste valoarea maxima a fortei de frecare
statice, corpul incepe sd se deplaseze, forta de frecare devenind fortd de
frecare cinetica, numita si forta de frecare la alunecare. Forta de frecare
cinetica este putin mai mica decat forta de frecare statica si este constanta pe
tot parcursul miscarii.
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Fortele de frecare sunt orientate in sens opus sensului de deplasare a
corpului.
Legile frecarii:
- forta de frecare statica maxima si forta de frecare la alunecare nu depind de
aria suprafetei de contact;
- forta de frecare este proportionald cu forta de apadsare normald care
actioneaza asupra suprafetei de contact, coeficientul de proportionalitate
numindu-se coeficient de frecare static, respectiv cinetic:

Fesmax = UsN, Fpe = pcN (6.2)

Caracteristicile coeficientului de frecare () la alunecare:
1. Coeficientul de frecare la alunecare are valori cuprinse intre 0 si 1.
2. Coeficientul de frecare la alunecare depinde de natura materialului din care
este confectionat corpul.
3. Coeficientul de frecare la alunecare depinde de gradul de prelucrare al
suprafetelor aflate in contact.

VI1.1.4. Forta elastica

Se consideri un fir extensibil, asupra ciruia se actioneazi cu o fortd F
constantd. Considerand deformarea eclastica, atunci cand actiunea fortei
inceteaza, firul revine la lungimea sa initiala. Conform legii lui Hooke, intre
forta de deformare si deformarca X a firului exista o relatic de
proportionalitate, astfel:

F=k-x (6.3)
coeficentul de proportionalitate k se numeste constantd elastici. Forta
deformatoare este aplicata firului, are acelasi sens cu deformarea firului.

Daca actiunea fortei deformatoare inceteaza, firul revine la lungimea
sa initiald datoritd fortei elastice. Forta elastica este proportionald cu
deformarea firului, dar n sens opus acesteia, astfel:

E,=—-k-x (6.4)

Cele mai des Intalnite situatii in care apar fortele elastice sunt acele in
care in cazul sistemelor mecanice analizate apar resorturi.

V1.2. Echilibrul solidului rigid liber
Solidul rigid liber poate ocupa orice pozitie in spatiu, nefiind supus la

nicio restrictie de naturd geometrica. Atunci cadnd un solid rigid liber se afla
in echilibru sub actiunea unui sistem de forte active (efectiv aplicate), pozitia
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lui de echilibru este determinata exclusiv de
sistemul de forte ce actioneaza asupra lui.

Solidul rigid liber prezinti sase
g.d.l. Acestea sunt translatiile si rotatiile in
lungul §i in jurul axelor unui sistem
cartezian de referinta.

Conditia necesara si suficientd ca un
solid rigid liber supus actiunii unui sistem
de forte oarecare F,(i=1—n) sa fie in
echilibru este ca, intr-un punct arbitrar din
spatiu, torsorul sistemului de forte sa fie nul:

{R_Z 0 (6.5)
My =0

Sistemul de ecuatii vectoriale este echivalent cu un sistem de sase
ecuafii cu sase necunoscute cu ajutorul caruia poate fi studiat echilibrul
solidului rigid liber:

Figura 6.4

R, =3 F, =0
i1
R, =3 F, =0
i1
R, =Y F, =0
65)
M, :Z(yi F,—z-Fy)=0
i1

n
MyZZ(Zi'Fix_Xi'Fiz)zo
i-1

M, ZZ(Xi'Fiy_yi'Fix)zo
i-1

Tn studiul staticii solidului rigid liber se pot intalni urmatoarele tipuri de
probleme:

- directa —se cunoaste sistemul de forte care actioneaza asupra rigidul si se
doreste determinarea pozitiei sale de echilibru;

- inversa —se cunoaste pozifia de echilibru a rigidului si se doreste
determinarea sistemului de forte care actioneaza asupra acestuia;

- mixtd — Se cunosc o parte din forte cat si din pozitia de echilibru si se
doreste determinarea celorlalte necunoscute ale sistemului de forte cat
si ale pozitiei de echilibru.
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Aceste probleme pot fi rezolvate daca numarul necunoscutelor scalare
care intervin in ecuatii nu depaseste: sase — in cazul unui sistem spatial de
forte, respectiv trei — in cazul unui sistem plan de forte.

Daca se considera planul fortelor ca fiind planul xOy atunci sistemul
ecuatiilor scalare de echilibru se reduce la

R =0
R, =0 (6.7)
M, =0

adica n aceasta situatie sunt disponibile doua ecuatii de proiectii si una de
momente in raport cu axa perpendicularad pe planul fortelor.

V1.3. Echilibrul solidului rigid supus la legdturi ideale

Pozitia si orientarea unui solid rigid depinde de: sistemul de forte
active care actioneaza asupra lui; caracteristicile geometrice si mecanice ale
corpului; existenta anumitor restrictii numite legaturi, existente independent
de sistemul de forte dat.

La fel ca si in cazul punctului material, in cazul solidului rigid
legitura reprezintd o restrictie de natura geometrica care limiteaza libertatea
de migcare a acestuia si care prezinta doud aspecte:

- unul geometric constand in reducerea numarului g.d.l.;
- unul fizic manifestat prin interactiunea mecanica intre corpurile in contact.

Cu toate ca 1n realitate zona de contact intre corpuri este
bidimensionala in general, pentru simplificarea modelarii contactul se
aproximeaza cu unul punctiform numit punct teoretic de contact. La el se
raporteaza toate elementele torsorului fortelor de legatura.

In mecanica exista urmatoarele tipuri de legaturi ale rigidului:

- simpla rezemare intr-un punct (reazemul simplu) : anuleaza translatia pe
directia reazemului ;

- articulatia sferica (spatiala): sunt anulate 3 grade de libertate, fiind posibile
doar rotatiile in jurul axelor sistemului de coordonate ;

- articulatia cilindrica (plana): sunt anulate doua din cele trei grade de libertate
ale solidului rigid fiind permisa numai rotatia in jurul unei axe perpendiculare
pe planul fortelor ;

- incastrarea spatiald si pland: suprima toate gradele de libertate, solidul rigid
nemaiavand nicio posibilitate de miscare ;

- legatura prin fir.

In tabelul urmator sunt sintetizate legaturile solidului rigid:
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Numarul
Legatura Simbol Reactiuni necunoscutelor
introduse
Reazemul simplu
N 1
TF77T7777777
Articulatia plana
AN 2
Articulatia sferica
AN 3
Incastrarea plani
— 3
Incastrarea spatiala
— 6

Studiul echilibrului solidului rigid supus la legéaturi se bazeaza pe
axioma legaturilor, astfel ca rigidul devine liber, asupra lui actionand doua
sisteme de forte:

- unsistem al fortelor active (date);

- un sistem al fortelor de legatura introduse ca echivalent mecanic

al legaturilor suprimate.

Reducand cele doua sisteme de forte in raport cu un punct arbitrar
ales, rezulta:

- un torsor al fortelor date format din vectorii [ﬁ, I\WO];

- un torsor al fortelor de legatura format din vectorii [L, MOL].

Astfel ecuatiile vectoriale de echilibru sunt:

{Rf -=0 (6.8)
My+My =0

Prin scalarizare se obtine un sistem de sase ecuatii cu sase necunoscute

cu ajutorul caruia poate fi studiat echilibrul solidului rigid supus la legaturi:
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R, +(L,=H)=0

R, +(L,=V)=0

R,+(L,=W)=0

M,+M}=0 (6.9)
M, +M; =0

M,+M-=0

Observatie . Acest tip de probleme sunt static determinate daca numarul
necunoscutelor scalare ce intervin in rezolvare este:
- <6 — pentru un rigid tridimensional solicitat de un sistem spatial de forte;
- <3 — pentru un rigid bidimensional solicitat de un sistem de forte situate in
planul sau.
Daca acest plan este, de ex., planul xOy, atunci sistemul ecuatiilor
scalare de echilibru se reduce la
R,+H =0
R, +V =0 (6.10)
M,+M-=0

V1.4. Echilibrul cu frecare al solidului rigid
Experimental se constata ca oricarei migcari sau tendinfe de miscare
relativa intre doud corpuri in contact se opune o fortd de rezistentd numita

forta de frecare.

()

Figura 6.5

Se considera un solid rigid (S), simplu rezemat in O si supus actiunii
unui sistem de forfe exterioare F, (j=1— p). Datorita deformatiei si
rugozitatii corpurilor in zona de contact, in realitate contactul se realizeaza

intr-o infinitate de puncte ale unei mici suprafete create in jurul punctului
teoretic de contact O. Aplicand axioma legaturilor, fiecare legatura
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geometricd punctiformd se suprima si se inlocuieste cu o fortd de legatura
n; (i=1—n), de modul si directie necunoscute.

Reducéind sistemul fortelor exterioare F; si a fortelor de legatura n,
in raport cu punctul teoretic de contact O, rezultd: un torsor al fortelor
exterioare [ﬁ, I\WO] si un torsor al fortelor de legatura [E, I\WOL].

Prin descompunerea acestora dupa normala la suprafatd si dupa o
directie din planul tangent la suprafatd in O se obtin componentele:

- pentru sistemul fortelor active [R,,R,,M,,M,];

- pentru sistemul fortelor de legatura [N,f, mp, I\W,]_

Ecuatiile vectoriale pentru echilibrul rigidului sunt:

L+R=0
Srn =l (6.11)
My, +My =0
Acestea sunt echivalente cu ecuatiile scalare:
R,=N
Re=T (6.12)
M, =M,
M, =M,

Interpretarea acestora este urmatoarea:

- componenta R, a sistemului de forte active tinde sa deplaseze solidul rigid
in directia normalei la suprafata de contact, deplasare impiedicata de
componenta N a sistemului fortelor de legiturd numiti reactiunea normali.
Aceasta are directia normala la suprafata si sensul contrar miscarii simple
suprimate;

- componenta R, a sistemului de forte active are tendinta de a deplasa corpul
in planul tangent la suprafata, deplasare care se numeste alunecare si care este
impiedicata de componenta T a sistemului fortelor de legatura numita forta
de frecare de alunecare;

- componenta M, a sistemului fortelor active reprezintd un cuplu ce are
tendinta de a roti rigidul in jurul normalei la suprafatd in punctul de contact,
rotafie care se numeste pivotare si care este impiedicatd de componenta

a sistemului fortelor de legatura numita moment al frecdarii de pivotare,
- componenta M, a sistemului fortelor active reprezintd un cuplu ce are

tendinta de a roti rigidul in jurul unei axe cuprinse in planul tangent la
suprafata, rotatie care poarta numele de rostogolire si care este impiedicata
de componenta M, a sistemului fortelor de legatura numita moment al

frecarii de rostogolire.
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VI1.4.1. Frecarea de alunecare

Aspectele teoretice legate de frecarea de alunecare au fost prezentate
n capitolul anterior.

Problema nr. 6.1: Pe un plan inclinat de unghi & = 30° este pozitionat un
corp de masa m. Pentru a mentine corpul in repaus pe planul inclinat trebuie
aplicata o forta in sus, paraleld cu planul de minim 15 N, iar pentru a deplasa
corpul in sus, de-a lungul planului inclinat, cu vitezd constantd trebuie
aplicata o forta in sus, paralela cu planul de 30 N.

Se cere sa se determine coeficientul de frecare la alunecare dintre corp
si plan (figura 6.6).

Figura 6.6

R: Cazul a): Tn figura 6.6.a corpul se afla in echilibru static, viteza acestuia
fiind nula (v = 0), corpul fiind mentinut in repaus pe planul inclinat cu ajutorul
fortei F1. Daca nu ar fi aplicatd aceasta forta corpul ar aluneca in jos, astfel ca
forta de frecare este orientata in sus, in acelasi sens cu forta Fi.
Se ataseaza planului un sistem de coordonate xOy, cu axa Ox orientata paralel
cu suprafata planului inclinat si cu sensul pozitiv in sensul de migcare (adica
in jos), si axa Oy perpendiculara pe suprafata planului inclinat, avand sensul
pozitiv in directia departarii de plan.
Ecuatia vectoriala de echilibru in acest caz este:
FF+F+G+N=0
careia ii corespund doud ecuatii scalare, corespunzatoare celor doua directii
Ox, respectiv Oy:
{Gt -F-F=0

N-G,=0
unde: G, =m-g-sin(a), Go,=m-g-cos(a), FF=pu-N=p-m-g-
cos(a),
adica:

m-g-sin(fa) —pu-m-g-cos(a) —F, =0
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Cazul b): Tn figura 6.6.b corpul se afli in echilibru dinamic, alunecénd in sus
de-a lungul planului inclinat cu viteza constanta (v = const. # 0), forta de
frecare fiind orientata in sens invers miscarii, adica in jos.

In acest caz, ecuatia vectoriala de echilibru este:

F,+F+G+N=0
careia 1i corespund doud ecuatii scalare, corespunzatoare celor doua directii
Ox, respectiv Oy:
FZ - Gt - Ff =0
{ N—-G,=0
unde: G,=m-g-sin(a), G,=m-g-cos(a), FF=pu-N=p-m-g-
cos(a), adica:
F,—m-g-sin(fe)—u-m-g-cos(a) =0

Din relatiile de mai sus se obtine un sistem de doud ecuatii cu doud

necunoscute m §i p:
{Fl =m-g-sin(fa) —u-m-g-cos(a)
F,=m-g-sin(a) +u-m-g-cos(a)

Rezolvand sistemul de ecuatii si inlocuind valorile fortelor si ale unghiului de
inclinare al planului, se obfine:
F,—F
Fi +F,

u=tgla)- = 0,192

Problema nr. 6.2.: O bara y
omogena de lungime | si greutate G i
se reazema de un perete vertical, in

punctul A, cu coeficientul de
frecare u, sipe o podea orizontala,
in punctul B, cu coeficentul de
frecare p,. Se cere sa se determine
unghiul a pe care-l face bara cu
orizontala, in pozitia de echilibru
(figura 6.7).

Figura 6.7

R : Asupra scarii actioneaza forta
exterioard G siun sistem al fortelor de legituri format din reactiunile normale
in punctele de reazem : N, si N si din fortele de frecare de alunecare : T, si
Tg.

Pentru ca bara sa fie in echilibru trebuie sa fie indeplinite urmatoarele
conditii :

{R+Z=0
M, +M;=0
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Ecuatiile vectoriale de echilibru sunt echivalente cu urmatoarele
ecuatii scalare (doud de proiectii si una de momente) :
Ox: Ny—Tg =0
Oy:Ng+T,—G=0

l
MA:NB-l-cosa—G-E-cosa—TB-l-sina=0

la care se adauga conditiile de echilibru cu frecare la limita de alunecare, in
punctele de contact :
T, < uy - Ny, respectivTg < u, - Np
Dupa inlocuiri rezulta :
Ox: Ny—pu,Ng =0
Oy:Ng+p,"Ny—G =0
l

MA:NB-l-cosa—G-E-cosa—uz-NB-l-sina=0

Din prima ecuatie se deduce valoarea pentru N, si se introduce in a

doua ecuatie, de unde se deduce valoarea pentru Ng, adica :
G

1+p 0wy
Se inlocuieste expresia obtinutd pentru N in ecuatia de momente
obtinandu-se :

Ng

G l G
—— - l-cosa —G-=-cosa— U, — - l-sina=0
1+ u, 2 214y
de unde rezulta :
tga_l_lh'.uz
2y

Problema nr. 6.3.: O scara
omogena de lungime | si greutate );
G se reazema de un perete

vertical, in punctul A, cu
coeficientul de frecare p, sipe o
podea orizontald, in punctul B,
cu coeficentul de frecare u,. Pe
scard urca un om cu greutatea Q
(figura 6.8).

Se cere sd se determine
unghiul a pe care-I face scara cu
orizontala, pentru pozitia de
echilibru, 1n  functic de
deplasarea d a omului pe scara.

Figura 6.8
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R : Asupra scirii actioneazi un sistem de forte exterioare (greutatea scirii G
si greutatea omului Q) si un sistem al fortelor de legituri (reactiunile normale
in punctele de reazem : N, si Np si din fortele de frecare de alunecare : T, si
Tg).
Pentru ca bara sa fie 1n echilibru trebuie sa fie indeplinite urmatoarele
conditii :
{ R+L=0
M,+M:=0
Ecuatiile vectoriale de echilibru sunt echivalente cu urmatoarele
ecuatii scalare (douad de proiectii si una de momente) :
Ox: Ny—Tg =0
Oy:Ng+T,—G—Q =0

MA:NB-l-cosa—G-é-cosa—Q-(l—d)-cosa—TB-l-sinaz0
la care se adauga conditiile de echilibru cu frecare la limita de alunecare, n
punctele de contact :
Ty < py - Ny, respectiv Ty < u, - Np
Dupa inlocuiri rezulta :
Ox: Ny—u, Ng =0
Oy:Ng+u,Ng—G—-Q =0

l
MA:NB-l-cosa—G-E-cosa—Q-(l—d)-cosa—uz-NB-l-sina=0

Din prima ecuatie se deduce valoarea pentru Ny si se introduce in a

doua ecuatie, de unde se deduce valoarea pentru Ng, adica :
G+Q

1+ p
Se inlocuieste expresia obtinutd pentru N in ecuatia de momente
obtinandu-se :
_GHQ ) cosa—Gtecosa—Q-(-d)-cosa -y —
1+ u, 2 Hz 1+m - w
l-sina =0
de unde rezulta :

Ng

T+p gy G +Q)
po (G+ Q)L |14y py

l
tga = -l—G-E—Q-(l—d)
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V1.4.2. Frecarea de rostogolire

Frecarea de rostogolire reprezinta un fenomen fizic real ce se
manifesta printr-un moment rezistent numit moment al frecarii de rostogolire.

Roata se poate rostogoli in doua situatii:
- sub actiunea unei forte orizontale F ce actioneaza asupra axului rotii — cazul
rotii trase;
- sub actiunea unui moment ™M avand ca suport axul rotii — cazul rotii
motoare.

Se considera un disc de raza r ce se rostogoleste pe un plan orizontal
aspru caracterizat de un coeficient al frecarii de alunecare .. Asupra lui

actioneaza un sistem de forte exterioare format din greutatea G si din forta
motoare F.

Datorita deformatiei si rugozitatii suprafetei, in realitate contactul are
loc pe o mica suprafati situata in jurul punctului teoretic de contact A. Tn baza
axiomeli legaturilor, fiecare legatura geometrica punctiforma se suprima si se
inlocuieste cu o reactiune normald n; (i=1—n) si o fortad de frecare f;

(i=1—n), ale caror rezultante sunt:

- reactiunea normald N actionind la o distanta e de punctul A. Suntem obligati
sa admitem existenta distantei e deoarece n caz contrar roata s-ar rostogoli la
o valoare oricat de mica a fortei F, lucru contrazis de practica;
- o fortd de frecare T al cérui suport se poate considera ca trece tangent la
suprafata prin punctul A.
Introducéand Tn A doua forte egale si direct opuse de modul N, se
observa ca sistemul fortelor de legaturd este mecanic echivalent cu:
- fortele N si T aplicate in A;
- un moment al frecarii de rostogolire M, =N -e.
Ecuatiile scalare de echilibru vor fi deci:
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(6.13)

Interpretarea lor este urmatoarea:
- forta motoare F are tendinta de a deplasa roata prin alunecare pe planul

orizontal, deplasare anulata de forta de frecare de alunecare T ;

- greutatea G are tendinta de a deplasa roata dupa directia normali la
suprafatd in A, deplasare anulati de reactiunea normala N;

- cuplul de marime F.r are tendinta de a roti roata in jurul axei normale la
planul sau in A, rotatie numita rostogolire si care este anulatd de momentul
frecarii de rostogolire M, .

Deoarece echilibrul nu are loc decét pentru valori limitate ale fortei
(crescand forta motoare echilibrul se rupe la un moment dat), rezultd ca
momentul frecarii de rostolire M, este limitat. Conform ecuatiilor scalare de
echilibru se poate scrie:

M,=N-e=G-e (6.14)

Avand in vedere ca greutate G este bine definita, rezultd ca de fapt
distanta e este limitata. Valoarea maxima a acestei distante se noteaza

€rax = S (6.15)
si poartd numele de coeficient al frecarii de rostogolire. EXpresia
momentului frecarii de rostogolire va fi deci:

M, <s-N (6.16)

Intre coeficientul frecarii de rostogolire s si coeficientul frecarii de
alunecare , exista o relatie de legatura ce poate fi stabilita plecand de la cea
de a treia ecuatie din sistemul ecuatiilor scalare de echilibru, dupa cum
urmeaza:

M, =F-r
S*N=T-r=u-N-r (6.17)
S=u-r.
Pentru ca roata sd ramana in echilibru este necesar ca F-r <M, .
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Problema nr. 6.4 : (cazul rotii trase)
Se considera roata de raza r si greutate
proprie G, asupra cireia actioneazi o
forti F (figura 6.10). Considerand
cunoscuti coeficientii de frecare la
alunecare, p si cel de rostogolire ug, se
cere si se determine valoarea fortei F

pentru care roata este in echilibru T
static. A T X
. 3 N N
R : In acest caz (al rotii trase), ecuatiile
vectoriale de echilibru sunt : Figura 6.10
R+L=0
{MA +Mtk=0
Care sunt echivalente cu trei ecuatii scalare :
Ox:F—-T=0
IOy: N—-G=0

MyM,—F-r=20

la care se adauga conditiile de echilibru cu frecare la limita de alunecare,

respectiv de rostogolire, adica :

T <u-N,respectivM, < u,-N
Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii se obgine :
- conditia ca roata sa nu alunece . F < u- G ;

- conditia ca roata sa nu se rostogoleasca : F < B.g ;

r
In cazul echilibrului, forta F trebuie sa fie mai mica decat cea mai

mica valoare dintre cele doud expresii.

Problema nr. 6.5: (cazul rotii
motoare) Se considerd roata de raza r
si greutate proprie G, asupra cireia
actioneaza o fortd F si un moment
motor M (figura 6.11). Considerand
cunoscuti coeficientii de frecare la
alunecare, p si cel de rostogolire ug, se
cere sa se determine valoarea
momentului motor M pentru a pune
roata 1n miscare si conditia ca
remorcarea sa fie posibila.
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R : In acest caz, ecuatiile vectoriale de echilibru sunt :
{R +L=0
M,+M:=0
care sunt echivalente cu trei ecuatii scalare :
Ox:F—-T=0
{ Oy:N—-G=0
My:Fr—M.+M=0
la care se adauga conditiile de echilibru cu frecare la limita de alunecare,
respectiv de rostogolire, adica :
T <u-N,respectivM, < u, N
Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii se obtine :
- conditia ca roata s nu alunece . F < u- G,
- condifia ca roata sa nu se rostogoleasca : M < —F -r + u, - G ;
Pentru a pune roata in miscare este necesar ca momentul motor sd aiba
marimea M = —F -r +u, - G.

Problema nr. 6.6 : Se considera roata
de razi r si greutate proprie G, asupra
cireia actioneazi o fortd F si un
moment motor M, (figura 6.12).
Considerand cunoscuti coeficientii de
frecare la alunecare, p si cel de
rostogolire ug, precum si valoarea
unghiului « al planului inclinat, se
cere sa se studieze conditiile de

echilibru. Figura 6.12

R : Sub actiunea momentului motor M, si a fortei F roata poate avea tendinta
de rostoglire in sus si 1n jos pe planul inclinat si tendinta de alunecare doar in
jos pe planul inclinat.

Ecuatiile vectoriale de echilibru sunt :
{R +L=0
M, + M5 =0
Care sunt echivalente cu trei ecuatii scalare :
Ox:T—F —G-sina=0
{Oy:N— G- cosa=0
Myp:My+ M, —T-r=0
la care se adauga conditiile de echilibru cu frecare la limita de alunecare,
respectiv de rostogolire, adica :
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T <pu-N,respectivM, < u, N
In ecuatia de momente, semnul + corespunde tendintei de rostogolire
n sus pe planul inclinat, respectiv semnul — corespunde tendintei de rostoglire
n jos pe planul inclinat.
Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii se obtine :
- conditia ca roata s nu alunece : F = G - (u - cosa — sina) ;

- conditia ca roata sa nu se rostogoleasca : My, = G - 1 - (,u + %) - cosa;

A M
Notandu-se ¢ = —2—,
G'r-cosa

-dacd F < G - (u- cosa — sina) nu este posibild alunecarea, dar :
- daca p — % <c<pu+ % roata este in echilibru ;

se deosebesc urmatoarele situatii posibile :

-daca u + % < c roata se rostogoleste 1n sus ;

-dacac < u— % roata se rostogoleste in jos ;

-dacda F > G - (u - cosa — sina) roata patineaza, dar :
- daca pu-— % <c<u+ % roata aluneca in jos fara sia se

rostogoleasca ;
-dacau + % < c roata aluneca in jos si se rostogoleste in sus ;

-dacac < u— % roata aluneca in jos si se rostogoleste in jos ;
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V1.4.3. Frecarea de pivotare

Frecarea de pivotare reprezinta
un fenomen fizic real manifestat printr-
un moment rezistent numit moment al
frecarii de pivotare.

Se considera un arbore vertical,
de sectiune transversala inelara, care se
reazema intr-un lagar. Suprafata inelara
de contact poartd numele de suprafata
de pivotare.  Asupra  arborelui
actioneazad un sistem de forte exterioare
care, in raport cu punctele axei de
simetrie se reduce la un torsor minimal
(Ro. M,,).

In baza axiomei legiturilor,
fiecare contact (legatura) punctiform al
suprafetei de pivotare se suprima si se
inlocuieste cu o reactiune normald
(i=1—>n) si o fortd de frecare de
alunecare t; (i=1—n). Figura 6.13

Acest sistem al fortelor de
legatura se reduce in raport cu punctele axei de simetrie la un torsor format
din:
- reactiunea normald N care anuleaza efectul componentei R, a torsorului

fortelor active;

- momentul frecérii de pivotare M, care anuleaza efectul componentei M, a

torsorului fortelor active.
Cu notatiile din figura, reactiunea normala pe elementul de arie dA va
fi. dN=p-dA
unde: - p reprezintd presiunea creata de fortele exterioare pe unitatea de
N .
- iRz —r? i’

- dA reprezinta elementul de arie : dA=p-dp-de.

suprafatd p= R—A’: =

Forta de frecare elementara, tangenta la cercul de raza p si dirijata in
sens contrar tendintei de rotatie imprimate de momentul fortelor active M, va
avea valoarea (considerand un coeficient de frecare de alunecare . constant
n toate punctele de contact):
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dT =p-dN =u- p-dA.
Momentul de frecare elementar datorat fortei de frecare elementara va
fi dM, = p-dT.
Momentul frecarii de pivotare pentru intreaga suprafatd de contact se
obtine prin integrare:

R 2z 3 3
R* —r
A A r 0
Tnlocuind p rezulta:
2 R:-rd
unde se introduce notatia :
2 R-18
k==-p-—— 6.19
3 1Ry (6.19)

Acest coeficient k poarta numele de coeficient al frecarii de pivotare
si se observa ca depinde atat de forma pivotului (prin cele doua raze) cdt si
de natura suprafetelor in contact (prin coeficientul frecarii de alunecare 4.

Expresia momentului frecarii de pivotare va fi deci: M, <k-N.

Pentru ca arborele sa ramana in echilibru este necesar ca M, <M .

Problema nr. 6.7: Se cere sa se deduca .,._!--.g\.\
expresia momentului frecarii de pivotare in ,./" : AN \B
cazul unui disc de frana, asupra caruia I oA ‘.\\.‘ \ ‘\ 0
actioneaza doua placute de frana. ‘i""""i"l ._'|',|.._i_i_¢._._i.
Placutele de frana actioneaza cu o A Nl ;R- ,"i
fortd P asupra discului, datoritd presiunii '\.\ :R\é\< /',/,'."
uniforme p cu care se actioneazi asupra S
placutelor. Figura 6.14

R: Se deduce expresia fortei de
apasare, astfel:

—o-A=p-[[“r-dr-do=P.["R2_R2).do =[R2 _R?)
P=p-A=p jojRir dr-dg =~ jO(Re Ri)de—z (R2-R?)-
Se deduce expresia momentului frecarii de pivotare, astfel:

M =2-Iy-p-r-dA=2prﬁj:er2-dr-d6’=2T'Up-(Re3—Ri3)~ﬁ

3 RE-RT)5
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M

_4uP (R-RY)

3 (RZ-R?)

Se observa ca momentul frecérii de pivotare nu depinde de unghiul B,
ci doar de dimensiunile placutei (prin razele Re, respectiv Rj) si de valoarea

fortei P cu care placutele actioneaza asupra discului.

V1.4.4. Frecarea in articulatii

Frecarea in articulatii reprezintda un
fenomen fizic complex, caracterizat in
acelasi timp prin rostogolire si alunecare
(cazul lagarului cu joc) sau numai prin
alunecare (cazul lagarului fara joc). Se va
prezenta Tn continuare cazul lagirului cu
joc.

Se considera un fus (1) de raza r
introdus intr-un lagar radial (2). Teoretic,
contactul are loc in toate punctele apartinand

Figura 6.15

generatoarei ce trece prin A. Pentru simplificare s-a considerat cazul unei
articulatii cilindrice plane. Asupra fusului actioneazd un sistem de forte
exterioare situat integral in planul discului, avand ca echivalent mecanic un

torsor format din:

- rezultanta R situatd in planul discului sub unghiul ¢ fatd de normala

principald v ;

- momentul rezultant M, orientat dupa axa perpendiculara in O pe planul
discului. Actiunii momentului M, se opune momentul de frecare din lagar

M . Suprimédnd legatura din A, elementele mecanic echivalente sunt N, T si

M, . Ecuatiile scalare de echilibru in raport cu sistemul de referinta (z,v )

considerat, sunt:
N—-R-.-cosa=0
T—-R-sinag=0

T<u-N
M, <s-N

Conform acestora rezulta:

tga<u
si

Mo <R-r-sina+s-N
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sau
MOSR-r-(sinaJr%cos(xj (6.23)

. 1 .
A si COSa = ————, se obtine:

1+ 42 1+ p?

Avand in vedere ca Sina =

p
My <——-R-r,

1+ 12

unde se introduce notatia : u' =

p+
r
1+ 1P
Coeficientul ' .poartd numele coeficient complex al frecarii din
articulatie si se observa ca fine sSeama atat de dimensiunea fusului (prin raza
r) cat si de cele doua tipuri de frecari (prin coeficientii , §iS).
Conform principiului actiunii si reactiunii momentul de frecare din
articulatie M este egal si direct opus lui M, . Expresia lui va fi deci:

M, <gr-R (6.24)

Analog, in cazul echilibrului, rezultanta fortelor exterioare R este
anulata de forta de legatura L a carei expresie este:

- L=vH?+V? 1in cazul articulatiei cilindrice;

L=vH?+V?+W? 1in cazul articulatiei sferice.
Astfel, momentul de frecare din articulatie poate fi pus sub forma:
- M, <g'-r-vH?+V? - pentru articulatia cilindrica,

- M, < -r-~JH?+V?+W? - pentru articulatia sferica.
Pentru ca fusul si rimand in echilibru este necesar ca Mg <M .

Observatie : Se precizeaza faptul cd fenomenele de frecare ce se produc intr-
un lagar sunt mult mai complexe. Cele prezentate mai sus se referd doar la
frecarea uscata. Cazul in care intre fus si lagar se introduce un lubrifiant poate
fi tratat numai cu ecuatiile de miscare ale fluidelor vascoase.

Problema nr. 6.8 : Se considera un corp cu masa de 50 kg, suspendat de un
capat al unui cablu trecut peste o roatd de diametru D = 120 mm. Roata este
sprijind pe doud lagare prin intermediul unui ax cu diametrul d = 15 mm.

Coeficientul de frecare statici intre arbore si lagar este is =0,4 (figura
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6.16.a). S& se determine valorile minime ale tensiunii din capatul liber al
cablului pentru cazul in care se doreste ridicarea corpului, respectiv coborarea
acestuia. Se considera ca nu exista alunecare intre cablu si roata.

Figura 6.16.

R: Forta de greutate a corpului se noteazd cu G si are valoarea:
G=50kg-9,8m/s? =490 N .

Cand corpul se afla in echilibru, valoarea fortei aplicate In capatul
liber al cablului va fi egald cu cea a fortei de greutate, adicd T =490 N,
punctul de contact dintre arbore si lagar fiind P1. Cresterea fortei aplicate in
capatul liber al cablului, va face ca roata sa se roteasca (in sensul acelor de
ceasornic), astfel ca punctul de contact se deplaseaza in jurul arborelui,
devenind P> (figura 6.16.b).

Valoarea  unghiului de  frecare se  determind  astfel:
ds =tan 1 ug =tan"10,4=21.8°

Distanta 7 masurata pe orizontala va avea valoarea:

d . d .
rf = sings == sin(21,8°)=7,5-0,37 = 2,77 mm
Scriind ecuatia de momente in raport cu punctul P, se obtine:
G-(60+2,77mm)—-T -(60—2,77 mm)=0

60+ 2,77 mm _490. 62,77
60—-2,77 mm 57,23

Cand corpul coboard, discul se deplaseazd in sens invers acelor de
ceasornic, punctul de contact se deplaseaza spre stanga.

In acest caz, ecuatia de mom. in raport cu puntul P> este:
G-(60—2,77mm)—T -(60+2,77 mm)=0

deunderezultaca: T=G- =537,43N

92



de unde rezulta ca:

_ 60—2,77 mm _ 490 57,23
60+ 2,77 mm 62,77

Diferenta dintre valoarea forei necesare ridicarii corpului si cea
necesara coborarii este de 90,68 N.

=446,75N

VI1.4.5. Frecarea firelor

Un caz des intalnit in practica il reprezintd situatia in care un fir este
trecut peste un tambur (disc fix), fiind in contact cu acesta sub un unghi .
Asupra firului actioneaza la capetele acestuia fortele Ty, respectiv T,, de
valori diferite. Diferenta dintre cele doua forte se datoreaza frecarii dintre fir
si disc, coeficientul de frecare la alunecare fiind u.

Cand tendinta de miscare este in sensul acelor de ceasornic (figura
6.17.a), T, > Ty, respectiv daca tendinta de miscare este in sens invers acelor
de ceasornic T, >T,.

Studiul fortelor se realizeazad in ipoteza ca firul este perfect flexibil,
inextensibil, iar greutatea acestuia este neglijabila.

Figura 6.17

Tn figura 6.17.a este ilustrat un fir trecut peste un tambur si se noteaza
cu B unghiul sub care se afla in contact cureaua si roata. Forta de frecare dintre
curea si roata are o variaza atat ca valoare, cat si ca directie. Din acest motiv,
in studiul fortelor se considera un element de curea, de lungime ds (figura
6.17.b).

Valoarea fortei de frecare este: dF = z-dN

Aceastd fortd se opune miscarii de alunecare a curelei si creste
valoarea tensiunii din curea dT .

Aplicand ecuatiile de echilibru corespunzatoare celor doud directii
Ox, respectiv Oy (figura 6.17.b), rezulta:
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ox: T 'Cos[d;J+y-dN —(r +dT)~cos[d7€)=O

(6.25)
Oy: dN—(T + dT)-sin(d;]—T -sin(d;J =0

Tinand cont de faptul cd pentru valori infinitezimale ale unghiului dé&

sunt valabile relatiile: sin(d;jzd;, cos(d;jzl, jar produsul a doi

. e do
termeni cu valori infinitezimale dT si > poate fi neglijat, rezultd ca

ecuatiile de mai sus pot fi scrise astfel:
u-dN =dT

6.26
dN=T-dT (6:20)

A ) . dT
Eliminand dN din cele doua relatii, rezulta: T do

Integrand aceastd ecuatie intre limitele T, (9=0)st Ty (0=25), S€
T.dT
T T

unde: T, T, reprezintd tensiunile din ramurile curelei, x4 reprezinta

coeficientul de frecare dintre curea si roata de curea, f reprezinta unghiul de
contact dintre curea si roata de curea (in radiani).
Trebuie remarcat faptul ca Ty nu depinde de diametrul tamburului, ci

de unghiul B de contact dintre fir si tambur.

obtine: U -Ioﬁdﬁ , adica: In% =u-pB deunderezulta: Ty =Tp e P

Daca se considera ambele sensuri de miscare, rezultd: To =T1-ei”'ﬂ

relatii care reprezinta relatiile lui Euler pentru frecarea firelor.
Firul va ramane in echilibru daca se indeplinesc conditiile:

e B <J2 coup (6.27)
T
Problema nr. 6.9 : In figurd, un corp cu masa de
50 kg este suspendat prin intermediul unei curele P

late, trecute peste un tambur fix. Se cere sd se
determine valorile limitd (minima si maxima) ale
fortei P cu care trebuie sd se actioneze asupra
celuilalt capat al curelei, astfel incét corpul sa nu se
deplaseze pe verticald. Coeficientul de frecare 50 kg
dintre curea si tambur este: 1 =0,25. Figura 6.18
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R: Forta de greutate a corpului se noteaza cu G si are valoarea:
G=50kg-9,8m/s? =490 N .

Relatia de legdtura intre fortele din ramurile curelei este Ty =Ty - et h
Baza logaritmului natural este e =2,718.

Unghiul de contact dintre curea si tambur este de 90° ( B =7/2).

Pentru deplasarea iminenta in sus a corpului, se considera T = Pryax
$1T,=G.

Aplicand relatia rezulta:

Poax =G -e## =490.2,718%257/2 _ 490 .1,480 = 725,2 N

Pentru deplasarea iminentd in jos a corpului, se considera T; =G si
T2 = PFin -

Aplicand relatia rezulta:

Pin =G/e”? =490/2,718%%57/2 = 490 /1,480 = 3311 N
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V1.4.6. Rigiditatea firelor

Tn figura 6.19 se considera
un disc de raza R articulat cilindric
in centrul sdu de masa O, cu raza
fusului din articulatie r,
coeficientul complex al frecarii din
articulatie fiind p'.

Pe disc este infasurat un
cablu care in realitate nu este
perfect flexibil, astfel ca acesta
opune o rezistentd la incovoiere
numitd  rigiditate  funiculara.
Aceasta se manifesta prin faptul ca
in zonele AA; si BB; unde cablul se
infasoard i se desfasoara de pe
scripete, curbura acestuia variaza
continuu pana la valoarea zero si nu
brusc cum ar fi posibil in cazul unei
flexibilitagi perfecte.

Figura 6.19

Prin urmare, in zona unde se aplica forta motoare T, , cablul se apropie
de axa de rotatie cu distanta e;, departandu-se cu distanta e> in zona unde

actioneaza forta rezistenta T,.

Ecuatiile scalare de echilibru Th acest caz sunt:

N — Tl — TZ =0
{Tll(R_el)_TZI(R‘l'ez)—‘Ll"N-r:0 (628)
de unde rezulta expresia fortei motoare :
= Rreptulr,
L= T (6.29)

Deoarece e1, €2, r sunt foarte mici, relatia de mai sus devine:

CR R e HEEd (o b RERNCED
Se introduc notatiile : A = 61%32, respectiv: k =141+ Z'P; u

Expresia de mai sus putand fi scrisa sub forma:
T,=k-T, (6.31)
Relatia de mai sus se utilizeaza in studiul echilibrului sistemelor de
scripeti. Prin coeficientul k se pune in evidenta atat rigiditatea funiculara cat
si frecarea din articulatie. Valorile acestui coeficient se determind pe cale

experimentala.
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VL.5. Echilibrul solidului rigid

Pentru rezolvarea problemelor de echilibru in cazul solidului rigid,
deoarece fortele care actioneaza asupra lui nu sunt, in general, concurente,
pentru echilibrul acestuia se impune conditia ca torsorul sistemului de forte
ce actioneaza asupra lui sa fie nul.

Pentru rezolvarea problemelor de echilibru al solidului rigid se
parcurg urmatoarele etape:

- se intocmeste schema mecanica in care se marcheaza fortele exterioare si de
legatura;

- se alege in mod convenabil un sistem de referinta;

- se scriu ecuatiile scalare de echilibru;

- se identifica necunoscutele problemei si se rezolva sistemul de ecuatii,
determinandu-se necunoscutele problemei.

Problema 6.10: Se consideri o bard AB, de lungime 2 - [, avand greutatea G,
articulata in punctul A si simplu rezemata de un perete vertical in punctul B
(figura 6.20.a). Se cere sa se determine reactiunile introduse de legaturi in
punctele A si B in functie de unghiul o de inclinare a barei fata de orizontala.

Figura 6.20.

R : Articulatia plani din punctul A se inlocuieste cu o reactiunile H, si V,, iar
reazemul simplu din punctul B se inlocuieste cu reactiunea normalid Np
(figura 6.20.b).
Ecuatiile de echilibru sunt:
Ox: Hy—Ng=0
Oy: V;—G=0
My: Ng-2l-sina—G-l-cosa =0

Rezolvand sistemul se obtine :
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( G
|HA=NB=E-ctga
QVA = G

| G

kNB= E-ctga

Problema nr. 6.11: Pentru grinda din figura 6.21 se cere sa se determine
reactiunile din punctele A si B. Exemplu numeric: P =500 N, P> =200 N, P3
=300 N.

P Ps
45° B
A
% 2m | 3m 2m
< < >
V5,
a)
A
y
_ Py P
Na : .
450
BV
_2m | 3m 2m
|« »le »
\4 52 Vg
b)
Figura 6.21.

R : In punctul A grinda se reazema, iar in punctul B, grinda este articulati
plan. Prin urmare, in punctul A se introduce reactiunea normald Ny, iar Tn
punctul B se introduc reactiunile Hg, respectiv V.
Ecuatiile de echilibru sunt:
Ox: Hg + P;-cos45° =0
Oy: Ny+Vg—P;-sin45°— P, —P; =0
Mg: Ny-7 —P;-sin45°-5—-P,-2=0
Din ultima ecuatie rezulta:
Ny-7 =P;-sin45°-5+ P, -2 =500-sin45°-5+ 200-2
N, = 107,650 N
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Introducand valoarea obtinuta pentru N, in cea de a doua ecuatie,
rezulta:

Vg = P; - sin45°+ P, + P; — Ny = 353,553 + 200 + 300 — 107,650
Vg = 745903 N
Din prima ecuatie rezulta:
Hg = —P; - cos45° = —353,553 N

Deci:
Hg = —353,553 N
Vg = 745903 N
N, =107,650 N
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VII. Echilibrul sistemelor de solide rigide

Prin definitie, un sistem de solide rigide reprezintd o mulfime finita de
,1”” corpuri materiale aflate 1n interactiune mecanica. Un sistem de ,,n” solide
rigide este 1n echilibru static, daca fiecare corp din componenta sa este in
echilibru, respectiv un sistem format din ,,n” corpuri materiale aflate in
echilibru, este la randul sau in echilibru.

Pentru rezolvarea problemelor de echilibru a sistemelor de solide
rigide se pot utiliza metode care se bazeaza pe:

- teorema echilibrului partilor;
- teorema solidificarii;

n cazul sistemelor de solide rigide, asupra rigidelor actioneazi trei
categorii de forte: fortele exterioare (fortele date), fortele de legatura
exterioard a sistemului de corpuri si fortele de legatura interioara, care apar
ntre elementele sistemului si care, conform principiului actiunii si reactiunii,
sunt egale si direct opuse.

VII. 1. Teorema echilibrului partilor (metoda izolarii corpurilor)

Pentru rezolvarea problemelor prin metoda izolarii corpurilor, se
parcurg urmatoarele etape:
- se izoleaza corpurile si se impune conditia pentru fiecare corp in parte ca
torsorul de reducere sa fie nul;
- se Tntocmesc schemele mecanice in care se reprezinta fortele exterioare, de
legatura exterioara si de legatura interioara;
- se alege in mod convenabil sistemul de referinta, pentru fiecare corp in parte;
- se scriu ecuatiile scalare de echilibru pentru fiecare corp n parte;
- se identificd necunoscutele problemei si se rezolva sistemul de ecuatii,
determinandu-se necunoscutele.

Problema nr. 7.1 : Se considera sistemul format dintr-un disc de greutate Q
si raza r i o barda de lungime 1, avdnd greutatea G. Discul este rezemat cu
frecare pe o suprafatd orizontald (in punctul A), iar bara este articulata in
punctul O cu discul si este rezemata fara frecare in punctul B, de un perete
vertical, fata de care se afla la unghiul a. Se cere sa se determine coeficientul
de frecare la alunecare p, respectiv coeficientul de frecare la rostogolire s, din
punctul B, astfel incat sistemul sa fie n echilibru. Se neglijeaza frecarea din
articulatia O (figura 7.1).
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c)

Figura 7.1.

R: Se separi corpurile si se inlocuiesc legaturile cu fortele de legatura. In
punctul A se introduc forta de frecare la alunecare T si momentul frecarii de
rostogolire My care se opun tendintelor de alunecare si rostogolire (figura
7.1.b).

In punctul O se introduc reactiunile Ho, respectiv Vo, iar in punctul B
se introduce reactiunea normala Ng (figura 7.1.c).
Se scriu ecuatiile de echilibru pentru fiecare corp in parte, astfel:

Ta-Hp=0
NaA-Q-Vg=0 Ho—Ng =0
- pentrudisc: {My—Hqg-r=0 pentrubard: {Vyj-G=0
Ta<u-Np I .
M, <5 Na G~E~sma—NB-I~c03a_O

. ) . g 9 1
Din ecuatia de momente scrisd pentru bara rezulta: Ng = s G 9.

Din primele doua ecuatii scrise pentru bara, rezulta:
1
VO =G, HO = NB :E-G'tga.
Tnlocuind expresia lui Vo in a doua ecuatie scrisa pentru disc, rezulta:
N A= Q +G

Tnlocuind expresia lui Ho in ecuatia de momente scrisa pentru disc si
inlocuind in ultima relatie termenii, rezulta:

1 )
5-(Q+G)-=-G-tga-r=0 sau s> .29
2 2 (Q+G)
In mod asemanitor, inlocuind termenii in a patra ecuatie scrisd pentru
disc, rezulta:
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1 1 G g
Z.Gtga<u-(Q+G) sau uxi. G192
g o9 u(Q+6) sa #2353 Q+0)

Relatiile deduse pentru S si u respectd relatia de legdturd intre

coeficientul frecarii de rostogolire si coeficientul frecarii de alunecare:
S=u-r

VII.2. Teorema solidificarii

Metoda se bazeaza pe ipoteza ca daca un sistem de solide rigide libere
sau supuse la legaturi este in echilibru static, atunci el poate fi considerat ca
un solid rigid unic obtinut prin solidificarea sistemului inifial.

Pentru aplicarea acestei metode se procedeaza astfel:

- se considera sistemul de solide rigide ca un singur corp material;

- asupra sistemului de solide rigide se aplica fortele exterioare (active) si se
introduc fortele si momentele corespunzatoare legaturilor acestuia;

- se alege Tn mod convenabil un sistem de referin{a;

- se scriu si se rezolva ecuatiile de echilibru static;

Metoda se aplica doar atunci cand se doreste cunoasterea reactiunilor
datorate legaturilor introduse.

Problema nr. 7.2 : In figura 7.2 este ilustrati o grinda cu zibrele asupra
careia actioneaza doua forte de modul P. Se cere sa se determine reactiunile
din punctele A si B.

Figura 7.2.

R: Pentru ca grinda cu zabrele sa formeze un ansamblu rigid, static
determinat si imobil, intre numarul barelor b si numarul nodurilor n trebuie
sa existe relatia

b=2-n-3,
conditie evident satisfacuta deoarece b=7sin=>5.
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Pentru determinarea reactiunilor exterioare se utilizeaza metoda
solidificarii conform careia se considera grinda ca un singur rigid, supus
actiunii fortelor exterioare (date) si a fortelor de legatura exterioara.

In punctul A se introduc reactiunile H,, respectiv V,, iar in punctul B
se introduce reactiunea Np.

Ecuatiile de echilibru sunt:

Hy=0
Vy+Ng—2-P=0
3a a

N, 2-q—P-——p-==0
pretd 2 2

Din ultima relatie, rezulta :
Ng =P
Tnlocuind expresia lui N in a doua ecuatie rezulti :
Vy=P
In final rezulta :
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