Adrian HOLHOS

Curs de

Matematici speciale

¥

U.T.PRESS
CLUJ-NAPOCA, 2018
ISBN 978-606-737-294-6



Adrian HOLHOS

Curs de

Matematici speciale

)

U.T. PRESS
CLUJ-NAPOCA, 2018
ISBN 978-606-737-294-6



Editura U.T.PRESS

Str. Observatorului nr. 34

C.P. 42, O.P. 2, 400775 Cluj-Napoca
Tel.:0264-401.999

e-mail: utpress@biblio.utclyj.ro
http://biblioteca.utcluj.ro/editura

Director: Ing. Calin D. Campean

Recenzia: Prof.dr. Alexandru Mitrea

Copyright © 2018 Editura U.T.PRESS
Reproducerea integrald sau partiald a textului sau ilustratiilor din aceastd carte este posibila
numai cu acordul prealabil scris al editurii U.T.PRESS.

ISBN 978-606-737-294-6


mailto:utpress@biblio.utcluj.ro
http://biblioteca.utcluj.ro/editura

Cuprins

Prefata %
1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai 1
1.1 Notiuni introductive . . . . . . . . .. 1
1.2 Ecuatii diferentiale de ordinul intai integrabile . . . . . . . . . .. ... ... .. 3
1.3 Modelarea matematica . . . . . . . . ... 5)
1.4 Alte ecuatii de ordinul intai integrabile . . . . . . . .. .. ... ... 10
1.5 Existenta, unicitate si stabilitate . . . . ... ... o000 00000 17
1.6 Exercitii . . . . . .. 25
2 Ecuatii diferentiale de ordin superior 29
2.1 Ecuatii diferentiale pentru care se poate reduce ordinul . . . . ... .. ... .. 29
2.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior . . . . . . .. .. .. ... 33
2.3 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti . . . . . .. .. .. ... ... 40
2.4 Ecuatii diferentiale Euler . . . . . . .. .00 A7
25 Exercitil . . . ... 20
3 Integrarea ecuatiilor prin serii de puteri 52
3.1 Metoda seriilor de puteri . . . . . . .. ..o 52
3.2 Ecuatia lui Bessel . . . . . . . .. 54
3.3 Ecuatii reductibile la ecuatia lui Bessel . . . . . .. ... ... ... 63
3.4 Exercitili . . . ..o 67
4 Sisteme de ecuatii diferentiale 71
4.1 Sisteme normale . . . . . .. L 71
4.2 Sisteme liniare cu coeficienti constanti . . . . . .. ..o L 72
4.3 Sisteme simetrice . . . . ... 87
4.4 Exercitili . . . . ... 89
5 Ecuatii cu derivate partiale 92
5.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai . . . . . . . .. ... .. ... .. .. 92
5.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi . . . . . .. ... .00 96
5.3 Exercitii . . . . ... 109
6 Numere complexe 112
6.1 Operatii cu numere complexe . . . . . . .. .. 112
6.2 Topologia planului complex . . . . . . . . ... 116

il



v

6.3
6.4

Functii elementare . . . . .. ... .. .. L.
Exercitii . . . . . . ..

Derivata si integrala unei functii complexe

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6

Functii olomorfe . . . . . . . ... ... ... ...
Reprezentari conforme . . . . . .. .. ... ... ... ..
Functii omografice . . . ... ... ... ... ... ...
Definitia integralei unei functii complexe . . . . . . .. ..
Formulele lui Cauchy . . . . . ... ... ... ... ....
Exercitii . . . . . . ..

Teorema reziduurilor

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6

Serii de puteri . . . . . . ...
Serii Laurent . . . . . . .. ...
Puncte singulare . . . . . ... ..o
Teorema reziduurilor . . . . .. ... .. .. ...
Aplicatii ale Teoremei reziduurilor . . . . . . . ... .. ..
Exercitii . . . . . . ...

Transformata Laplace

9.1
9.2
9.3
9.4

Definitia transformatei Laplace . . . . . . . .. .. .. ..
Proprietati ale transformatei Laplace . . . . . . .. .. ..
Inversa transformatei Laplace . . . . . .. ... ... ...
Exercitii . . . . . . ..o

Bibliografie

CUPRINS

123

............ 123
............ 127
............ 129
............ 131
............ 133
............ 135

137

............ 137
............ 140
............ 143
............ 144
............ 148
............ 149

152

............ 152
............ 154
............ 166
............ 168

169



Prefata

Aceasta carte se adreseaza studentilor din anul intai de la universitatile tehnice si contine
materia predata la disciplina Matematici Speciale la Facultatea de Inginerie Electrica.

Materialul este structurat in noua capitole si contine notiuni teoretice si exercitii aplicative
din trei domenii: ecuatii diferentiale, analiza complexa si transformata Laplace. La inceputul
fiecarui capitol sunt prezentate notiunile si rezultatele teoretice necesare, care sunt insotite
de exemple si aplicatii. La sfarsitul fiecarui capitol sunt date cateva exercitii pentru fixarea
notiunilor teoretice insotite de indicatii de rezolvare.

Am consultat cursuri predate mai demult de colegi dar si materiale predate la alte univer-
sitati din tara si din strainatate. Sper ca lucrurile prezentate in aceasta carte sa fie de folos
studentilor, colegilor si tuturor celor interesati de matematica gi de aplicatiile acesteia.

Doresc sa multumesc frumos domnului profesor Alexandru Mitrea pentru observatiile si

sugestiile care au dus la o imbunatatire a continutului si a prezentarii acestui material.

Cluj-Napoca,
Aprilie 2018 Autorul






Capitolul 1

Ecuatii diferentiale de ordinul intai

1.1 Notiuni introductive

1.1 Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala o ecuatie care contine derivate ale unei functii
necunoscute. Daca functia necunoscuta depinde de o singura variabila independenta, ecuatia se
numeste ecuatie diferentiala ordinara sau simplu ecuatie diferentiala, iar daca functia

necunoscuta depinde de mai multe variabile se numeste ecuatie cu derivate partiale.

1.2 Notatie. Deoarece in numeroase aplicatii variabila independenta este timpul, vom nota, in

cele mai multe cazuri, cu t variabila independenta. Functiile necunoscute le vom nota cu z, vy, 2,

dz d3z d"z

etc. Derivatele functiei necunoscute le vom nota cu z’, ", . . ., ™ sau cu T T

pentru
a pune in evidenta variabila independenta. In fizica si mecanica se folosesc uneori notatiile &

si & pentru derivatele lui x de ordinul unu si doi (unde timpul este variabila independenta).

1.3 Definitie. Ordinul unei ecuatii este ordinul cel mai mare al derivatelor functiei ne-

cunoscute, care apar in ecuatie.
1.4 Observatie. O ecuatie diferentiala de ordinul n are forma

F(t,z, o', 2", ... ™) =0. (1.1)

(") in functie de celelalte variabile, adica

Daca reusim sa explicitam pe x
™ = f(t,x, 2, ... x™Y)

atunci, spunem ca am adus ecuatia (1.1) la forma normala.
In particular, ecuatiile diferentiale de ordinul intai sunt de forma F (t,z,2') = 0 sau de

forma ' = f(t,x).
1.5 Definitie. Daca ecuatia diferentiala (1.1) se poate scrie sub forma
ao(t)z™ + a; ()" + - a1 ()2 + an(t)T = f(2)

atunci ecuatia se numeste liniara.
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1.6 Exemplu.

2" +Vta' + cost x = €' este o ecuatie diferentiali liniari de ordinul trei
y'y* =5t este o ecuatie diferentiala neliniara de ordinul intai

uly + u'y’z = 4uj,  este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi

1.7 Definitie. Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale (1.1) orice functie derivabila

xr : I — R, unde I C R este un interval, cu proprietatea ca
F(t,z(t),2'(t),...,2™(t)) =0, pentru orice t € I.

1.8 Definitie. Prin solutie generald a ecuatiei diferentiale (1.1) se intelege o solutie
x : I — R de forma
x(t) = o(t,C1,Cyy ..., Cy),

unde ¢ : [ XR™ — R este o functie care depinde efectiv de n constante arbitrare Cy, Cs, ..., C,,.
Prin solutie particulara a ecuatiei diferentiale (1.1) se intelege o solutie care se obtine din
solutia generala dand valori particulare constantelor Cv,Cs, ..., C,. Prin solutie singulara
a ecuatiei diferentiale (1.1) se intelege o solutie care nu poate fi obtinuta din solufia generald

printr-o particularizare a constantelor Ci,Csy, ..., C,,.

1.9 Definitie. Determinarea solutiei unei ecuatii diferentiale se numeste integrare a ecuatiei

diferentiale.
1.10 Definitie. Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curba integrala.

1.11 Exemplu. Ecuatia diferentiald neliniard de ordinul intai z = tz’ + (2/)? are solutia

generald z(t) = Ct + C2. Intr-adevar,
r—tr' — (2') =Ct+C*—tC - C*=0.

Printre solutiile particulare ale ecuatiei, sunt si functiile z;(t) = =3t + 9, xo(t) = —2t + 4,
x3(t) = —t+ 1, 24(t) = 0, z5(t) =t + 1, x6(t) = 2t + 4, z7(t) = 3t + 9, pentru ca se obtin
din solutia generala pentru C' = -3, ¢ = =2, ¢ = -1, C =0, C =1, C = 2, respectiv
C = 3. Curbele integrale corespunzatoare sunt drepte. Ele sunt desenate cu rosu in Figura 1.1.

Ecuatia are si solutia z(t) = —t%/4, pentru c&

12 t £\ 2 2 42 42
— /— )2 = —— — . —— — _—— = — — —_— — =
r —ta' — (2') 1 t ( 2) ( 2) 11371 0.

Se observa ca aceasta solutie este singulara pentru ca ea reprezinta o functie de gradul doi
si nu se poate obtine din solutia generala, care este o functie de gradul intai. In Figura 1.1,
curba integrala corespunzatoare solutiei singulare, este parabola desenata cu negru, care este

infaguratoarea familiei de drepte z = C't + C? (este tangenta la fiecare dreapta din familie).
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\/

Figura 1.1: Cateva dintre curbele integrale ale ecuatiei x = ta’ + (z')?

1.12 Definitie. Prin problema lui Cauchy relativ la ecuatia diferentiald (1.1) se intelege
determinarea unei solutii particulare x : I — R a ecuatiei (1.1) astfel incat fiind date xg,

T1,..., Tn1 ER sty €1 sa avem

l’(to) = 2o, l‘,(to) = T, ZL’H(to) = T9, c. Ilf(n_l)<t0) = Tn—1-

1.2 Ecuatii diferentiale de ordinul intai integrabile
Ecuatiile diferentiale de ordinul intai au forma generala normala ' = f(¢,z). Vom studia in
continuare cateva cazuri particulare.

Primitiva unei functii

Cel mai simplu exemplu de ecuatie diferentiala de ordinul intai este ecuatia

z' = f(1), (1.2)

unde f € C(I), iar I C R este un interval nevid. Solutia unei astfel de ecuatii se numeste

primitivd a functiei f si se noteaza [ f(t)dt.



In continuare,

/tadt:
1

/—dt:
t

/atdt:

1 1
/md’f—a

1
Jp—.

1
——dt =
/\/t2+a2

1
/mdt

1 df —
N

/sintdt =
/Costdt =

1.13 Exemplu.
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redam primitivele functiilor mai des intalnite.

ta-i—l
C R -1}, tel 0
1o a€R\{-1}, t€lC(0,00)
In|t|+ C, tel CR
at
—+C, R* 1}, teR
1I16L+ ac< +\{ }’ €
t
—arctan — + C, a#0,teR
a
N L P £0,te I CR\ {-a,a}
—In a —a,a
2a  |t+a ’ ’ ’
ln<t+\/t2+a2>+0, a0, tcR
:ln‘t+\/t2—a2‘—l—0, a>0,tel CR\[—a,d
ot
arcsin — + C, a>0,tel C(—a,a)
a
—cost+ C, teR
sint 4+ C, t e R.

Sa se rezolve problema lui Cauchy

214, 2(0)=2

Prin integrare prin parti obtinem

!
:/\/t2+4dt:/t’-\/t2+4dt:t\/t2+4—/t \/t2+4> dt

=tVit4+4—
:t\/t2+4—/\/t2+4dt+4

244 — 4
dt = Ve 1 / +

7= el

dt
VeE

=tvVt2+4—x(t) +4In(t + V2 + 4).

Obtinem solutia generala

z(t) = % WA+ Am(t+ VP +C

Conditia initiala ne arata ca 2 = x(0) = 2Iln2 + C, de unde C' = 2(1 —In2). Solutia problemei

lui Cauchy este:

x(t) = % [t\/tQ +4+4In(t+ V2 + 4)] +2(1 —1n2).
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Ecuatii cu variabile separabile
1.14 Definitie. FEcuatia diferentiala de ordinul intai
a' =g(t) - h(x) (1.3)

unde g € C(I), h € C(J) si I,J C R sunt intervale nevide, se numeste ecuatie cu variabile

separabile.

O astfel de ecuatie se rezolva scriind formal:

dzx
=~ —a(t)-h
3 = 9 - hlz)
de unde (desi % nu este o fractie), pentru x € J; unde J; este un subinterval al lui J pentru
care h(x) # 0, avem
dx
—— =g(t)dt

Prin integrare rezulta

Solutia se obtine in forma implicitd H(z) = G(t) + C, unde H(z) este o primitiva a functiei

1/h(z), iar G(t) este o primitiva a functiei g(¢).

1.15 Observatie. Daca ecuatia h(z) = 0 are radacina z( atunci © = zg este solutie singulara
a ecuatiei (1.3). Intr-adevir, findci 2/ = 0 se vede ci relatia (1.3) este identic verificatd de

functia constanta xz(t) = .

1.16 Exemplu. Sa se integreze ecuatia ' = ax, unde a este un parametru real.
Observam ca x = 0 este solutie a ecuatiei. Daca x # 0 putem separa variabilele
dx

dz
x'zax@a:azp(:)—:adt(i)ln|a:|:at+0(:)|x|:e“t+c(:>x::|:e“t+c.
x

Notand €} = +e € (—o0,0) U (0, 00) obtinem z = Ce*. Ingloband si solutia # = 0 obtinem

z(t) = Cre™, C; € R solutia generala a ecuatiei considerate.

1.3 Modelarea matematica

Pentru c& derivata 4% = 2/(t) unei functii = este viteza cu care cantitatea z = z(t) se schimba
in raport cu variabila independenta ¢, este natural ca relatii in care apar derivate sa descrie
schimbarile din univers. Astfel, procesele dinamice intalnite In natura si studiate In stiinte

(fizica, chimie, biologie, economie, etc.) se modeleaza folosind ecuatii diferentiale.

1.17 Definitie. Numim model matematic problema matematica atasata unei probleme con-
crete din lumea reala. Procesul prin care ajungem de la problema concreta la problema matem-

atica se numeste modelare matematica.
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Modelarea matematica implica cel putin trei pasi:

1. formularea unei probleme sau situatii din realitate in termeni matematici, obtinandu-se
astfel un model matematic;

2. analiza sau solutionarea problemei matematice;

3. interpretarea rezultatelor matematice obtinute in contextul din lumea reala.

Acest proces poate fi descris astfel:

v o formulare .
problema concreta model matematic
lanalizé
solutia problemei concrete — solutia modelului matematic
interpretare

Un model trebuie sa raspunda la doua cerinte:
a. sa fie suficient de complex si detaliat pentru a putea descrie cat mai bine problema reala;
b. sa fie suficient de simplu pentru a putea fi analizat matematic.
Daca modelul este prea complex, analiza lui este prea dificila si nu poate fi facuta, iar daca
modelul este prea simplu rezultatele pot fi lipsite de relevanta. Un model adecvat surprinde

intr-un mod simplu caracteristicile esentiale ale problemei concrete studiate.

1.18 Exemplu (Dinamica populatiei). Fie Py numarul de indivizi ai unei populatii (oameni,
insecte, bacterii, etc.) la momentul de timp ;. Se cere sa se determine numarul indivizilor
acestei populatii la momentul de timp ¢ > .

Fie P(t)numarul de indivizi la momentul de timp t. Presupunem ca rata natalitatii « si
mortalitatii f sunt constante. Aceste rate arata numarul de nasteri/decese per individ per
unitatea de timp.

Intr-o perioadi scurtd de timp At au loc, aproximativ, aP (t)At nagteri si SP(t)At decese.

Variatia populatiei in aceasta perioada de timp este
AP =~ (a — p)P(t)At.

Obtinem
_dP . AP

== A Ay
Notand k = a —  obtinem modelul

P'(t) = (a=P)P().

PI(t) = kP(t)
{ P(to) = P, (14)

model studiat in 1798 de Thomas Robert Malthus.

Integrand ecuatia cu variabile separabile se obtine solutia

P(t)=C-eM.
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Folosind conditia initiala rezulta Py = Ce** de unde P(t) = Pye*=%) pentru t > t,.

Sa presupunem ca o populatie de bacterii Escherichia Coli se dubleaza tot la 20 de minute.
Niste masuratori de laborator facute in cadrul unui experiment arata ca erau la un moment
dat 1,2 milioane de bacterii per ml de volum. Cate bacterii vor fi dupa o jumatate de ora, daca
se mentin conditiile existente?

Fie t timpul masurat in minute. Avem P(tq) = Py = 1,2-10°. Din conditia de multiplicare
P(to + 20) = 2P(ty) obtinem Pyefto+20=t) = 2B adics e?** = 2, de unde k = In2/20. Astfel,

dupa o jumatate de ora numarul de bacterii este
P(30 + tg) = Ppe® 30 = 1,2-10° - 2¢/2 ~ 3, 4 milioane.

Un alt model in dinamica populatiilor a fost studiat de belgianul Pierre Verhulst in 1838. El a

precizat ca populatia unei tari nu poate creste nelimitat ca in modelul lui Malthus din cauza

conditiilor de mediu. El a adaugat ipoteza ca rata de crestere k, scade proportional cu efectivul
atins de populatie. Astfel se obtine modelul logistic:

{ P(t)=(k—aP(t)-P(t), k>0,a>0 (15)

P(ty) = Pp.

Solutia acestei probleme Cauchy se obtine tot prin separarea variabilelor.

dP 1 /dP a-dP
— = dt = | = =t+InC’" < InP—1In(k—aP)=1 kt.
Pk —aP) k(P+k—aP> Finc P =k —aP)=hC+
De aici rezulta Okt
P Kt e
k—aP Ce 14 aCet
Folosind conditia initiald avem Py = kCe*° /(1+aCe**). Valoarea constantei este C' = Z’f—;ﬁ).

Astfel, populatia la momentul de timp t > ¢y va fi
kP,
(k — aPy)eki—to) + q Py’
El a notat ca populatia Belgiei in 1815 a fost 3 494 985, in 1824 a fost 3 816 249, iar in 1833 a
fost 4142 257. Sa verificam conform acestui model care este populatia in 1900, 1915 si in 2009.

P(t) =

Fie ty = 1815 si Fy = 3494 985. Pentru a afla parametrii a si k rezolvam sistemul

_ kP
{ P = (k—aPp)e~*(t1~t0) 4-q P

P2 — kP

(k—aPy)e~ k2=t +a Py

Fiindca t; —tg = 9 §i to — tg = 18, eliminand pe a din cele doua ecuatii, rezulta

P -9 Py —18k
P € P, €
1 — 9% o 1 — 18k "

Obtinem

1. (R P,—P
P, P —-F

F P} — PP,

P1 P0P1+P1P2—2P0P2

) ~ 0,01725033

~ 0,00715177
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In tabelul de mai jos avem estimérile conform modelului lui Malthus si Verhulst si erorile

relative.
’ An H P reala | P prognozata  Malthus ‘ P prognozata Verhulst
1815 || 3494 985 3494 985 — 3494 985 —
1824 | 3816249 3 816 249 — 3 816 249 —

1833 || 4142257 4167 044 0,59 % 4142 257 —
1820 || 3645894 3669 972 0,66 % 3672655 0,73 %
1845 | 4800 861 4 685 435 2,40 % 4577613 -4,65 %
1900 | 6719 000 8 019 397 19,35 % 6 358 094 -5,37 %
1915 || 7697000 9285 259 20,63 % 6735519| -12,49 %
2009 || 10 755 000 23263866 | 116,30 % 8030811 | -25,32 %

Populatia maxima conform modelului lui Verhulst este

k
lim P(t) = — ~ 8430 029.
a

t—o00

Aceasta valoare a fost depasita in realitate, dupa cum reiese si din tabel.

1.19 Exemplu (Dezintegrarea substantelor radioactive). S-a stabilit experimental ca o subs-
tanta radioactiva se dezintegreaza cu o viteza proportionala cu cantitatea de substanta exis-
tenta. Notand cu X () cantitatea de substanta existenta la momentul de timp ¢ si cu —k, unde

k > 0, coeficientul de proportionalitate, legea dezintegrarii radioactive se scrie
X'(t) = —kX(1).

Obtinem acelasi model ca cel al dinamicii populatiei cu 0 nasteri si £ decese. Solutia acestei
ecuatii este X (t) = Ce ™.

Metoda de datare cu carbon *C se bazeaza pe aceasta lege a dezintegrarii. Aceasta metoda
a fost introdusa de Willard Libby si echipa sa in 1947 (pentru care a primit premiul Nobel
pentru chimie in 1960) si poate fi descrisa astfel: Carbonul exista natural sub forma a trei
izotopi: 12C, 3C si MC, primii doi stabili si al treilea radioactiv, in urmatoarele proportii:
120-98,89%, 13C- 1,11%, *C-0,00000000010%. Astfel, pentru un singur atom de *C din
naturd exista aproximativ 1 000 000 000 000 atomi de carbon 2C. Carbonul 14 este produs
in atmosfera din azot sub influenta razelor solare. El se amesteca cu oxigenul din atmosfera
formand C'O,. Prin procesul de fotosinteza carbonul 4C este asimilat de plante. Prin hranirea
cu plante animalele incorporeaza in organismul lor *C. Cand animalele sau plantele mor,
pentru ca nu mai exista schimb de carbon cu mediul, cantitatea de carbon 14 existenta in ele
se diminueaza. Carbonul 14 prin dezintegrare formeaza inapoi azotul. Dupa o perioada de
aproximativ 5730 de ani cantitatea de carbon 14 se injumatateste. Masurand cantitatea de
carbon *(C' existents in planta sau animalul mort, obtinem informatii care ne permit calcularea

datei cand a murit. Sa presupunem ca incepem sa socotim timpul ¢ de la moartea organismului
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si notam cu X (¢) cantitatea de carbon (' existentd in acel organism la momentul ¢. Datorita
legii de dezintegrare a substantelor radioactive deducem c& X (t) = Ce *. Constanta C se
determina din

C = X(0)

si din faptul ca X (0) reprezinta cantitatea de carbon 14 existenta in organism in momentul
mortii acestuia. Stiind c& raportul r dintre cantitatea de carbon “C si carbon ?C ramane
aproximativ constant, masurand cantitatea ¢ de carbon 12 existenta in organism in momentul
descoperirii sale, obtinem

X(0)=r-c

Folosind perioada de injumatatire putem deduce valoarea constantei k:

1
5 X(0) = X(0)e™""0
de unde
_ 2 0000120968
T 5730 '

Notand cu 7" momentul descoperirii, avem X (T') = X (0)e ™ si deci

1. X(T) X(T)
T k‘ n (0) 8266, 6 hl e

ceea ce ne arata cat timp s-a scurs de la moartea acelui organism.

Metoda poate fi folosita pentru a data ramasitele unui organism viu sau orice contine carbon,
dar nu pentru datarea rocilor si metalelor. Cea mai controversata datare cu carbon 14 a fost
cea din 1988 cand Vaticanul a permis datarea giulgiului din Torino. Se crede ca aceasta panza
ar fi fost folosita la inmormantarea lui Hristos. Fibrele din bucata luata pentru a fi datata din
celebra panza de in contin intre 91,6% si 93% din cantitatea originald de carbon “C. Aceste

cantitati corespund perioadelor

T = —8266,64 - In0, 93 ~ 600

T = —8266,64 - In 0,916 ~ 725.

Fiindca testul a fost facut in 1988, bucata de panza dateaza din perioada 1263-1388. Raspunsul
oficial a plasat-o intre 1260 si 1390. Desi nimeni nu contesta validitatea datarii cu carbon 14,
multi contesta procedura folosita pentru datarea acestei panze. Unii spun ca bucata de panza
analizata ar fi fost adaugata la giulgiu ulterior (candva in perioada medievala). Altii spun
ca bucata analizata ar fi fost contaminata si astfel rezultatele testului cu carbon 14 nu sunt

relevante.

1.20 Observatie. Pentru o problema data se pot construi mai multe modele cu diferite grade de

fidelitate (vezi doua dintre modelele dinamicii populatiilor). Sa observam ca un model poate
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Figura 1.2: Stanga: imaginea fetei de pe giulgiul din Torino. Dreapta: negativul imaginii

servi la mai multe scopuri. Modelul malthusian al cresterii populatiei si legea dezintegrarii

substantelor radioactive sunt modelate de ecuatia

2 =ax, a € R constanta.

Acest model poate fi folosit si in economie pentru calcularea dobanzii compusa continuu si in

farmacie, pentru cantitatea de substante din medicamente aflata in sange la un moment dat.

1.4 Alte ecuatii de ordinul intai integrabile
Ecuatii omogene
1.21 Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala omogena o ecuatie de forma
o (
v _‘f(t)’
unde f € C(I), I CR interval nevid si f(y) # vy, pentru orice y € I.

Aceasta ecuatie se rezolva prin schimbarea de functie

?J:?

Avem 2/ = (t-y)' = y +t-y. Ecuatia care se obtine

y+t-y = f(y)

este cu variabile separabile. Nu ne ramane decat sa integram aceasta ecuatie i apoi sa revenim

la variabilele initiale.

1.22 Exemplu. Sa se integreze ecuatia tr’ = x 4+ V22 + t2.

Pentru t > 0 aducem ecuatia la forma
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care este o ecuatie omogena. Notam y = x/t. Avem x = ty si

dt
y+ty =y+ Vit 1= —— :—<:>1ny+\/y+ =Int+ C.
VY2 +1

v . . A PR YRY] . . . . . T _po—T .
Daca dorim solutia in forma explicita folosim functia sinus hiperbolic shx = “=— si avem

y+\/y7+—— )
Shln(y—i-\/y?ﬁ) y+/y2+1 y+2?J\/yT+y+1 1
2y +/y2 + 1)
2yy+\/yT
2y + 2+ 1)

ceea ce ne arata ca y = sh(C + Int), adica x(t) = tsh(C' + Int), pentru ¢t > 0. Dar aceasta este

echivalent cu

C+Int _ ,—C—Int €Ct _ e—Cl 1
2(t) =t ———— =t to e ooy,
2 2 2

Daca t < 0 ecuatia initiala se rescrie

-
T : y + 1,

care prin aceeasi substitutie ca gi pentru cazul de mai sus ne da y = sh(C” — In(—t)). Obtinem

solutia z(t) = % (e‘C'tQ — eC/), pentru ¢t < 0. Pentru ¢/ = —C, obtinem solutia generala pe R

() = % (ect2 - eic) |

Ecuatii reductibile la ecuatii omogene

1.23 Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala reductibila la ecuatie omogena o ecuatie

, (at+bx+c)
oo (EEEC)
at + fx +

de forma

unde a,b,c,a, 5,y sunt constante reale si f € C(I), I un interval real nevid.

Pentru integrarea acestor ecuatii consideram cazurile:

I. af — ba # 0. In acest caz, datorita conditiei puse, sistemul

at+bxr+c=0
at+pr+~v=0

are solutie unica, pe care o notam (g, zo). Facand schimbarea de variabila gi de functie

S:t—to
Yy=T—Zo
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de _
dat —

/—f( as+by+at0+ba:0+c)_f(as—i—by)_f(a—l—b%)
v = as+ By +ato+ Bro+v) " \as+By) " \a+pBL)

si tinand cont ca ' = dy = ¢/, rezultd ecuatia omogena

II. af —ba = 0. Notand cu A = £ = % si notand y = at + fx se obtine ecuatia cu variabile

separabile
Ay +c
y=a+ﬁf=&+ﬁf<y ).
y+y
1.24 Exemplu. Sa se integreze ecuatia '’ = %

Solutia sistemului
r+2=0
r+t—1=0

este (to, o) = (3,—2). Notam s =¢ — 3 si y = = + 2, obtinem

y: 2:

Separam variabilele si obtinem

2(14+22) s

1+ 22 s

1 2d d 1 d
( +Z> < 8<:><_+ )dZ:_—S<:>lnz—|—2arctgz:—lns+0.

Revenim la variabilele initiale si obtinem solutia in forma implicita

2
In (m+2)—|—2arctgL3—C’

Solutia singulara se obtine din z = 0, adica x(t) = —2.

1.25 Exemplu. Sa se integreze ' = sin(t — z).
Notam y =t — x. Rezulta ¢/ =1 — 2’ = 1 — siny. Separam variabilele si obtinem

dy

e —dtesriC= [
1 —siny

1 —siny

Facem schimbarea de variabile z = tg £. Rezulta

d 2 2 2
t+C / i s dZ:2/ 22:_ = — m = — T~ .
1— 2, 2 +1 (z—12  z-1 tgl-1 tg&t—1

Avem tg %t +1 = HLC, de unde x(t) =t + 2 arctg (HLC

obtin din siny = 1. Avem y = 2k + 7, adica z(t) = t — 2km — 7.

— 1). Solutiile singulare ale ecuatiei se
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Ecuatii liniare
1.26 Definitie. Se numeste ecuatie liniara de ordinul intai o ecuatie de forma
' +p(t)z = q(t),
unde p,q € C(I), I C R interval nevid.

t) dt

O ecuatjie liniard se rezolva inmultind ecuatia cu e/ ?® 4 gi privind membrul stang al ecuatjiei

ca derivata unui produs
!/
2 (el PO s a(p(t)el MO = q(t)el MO s (a(t) - T PON) — g(t)el O,
Integrand se obtine

z(t) - e PO = /q(t)efp(t)dt dt + C < z(t) = e~ [P (/ q(t)el POt qt 4 C’) :

O alta metoda de rezolvare este urmatoarea: se rezolva mai intai ecuatia liniara omogena,
adica ' + p(t)xr = 0, care este o ecuatie cu variabile separabile. Se obtine solutia ecuatiei
omogene z = Ce~JPMd Pentru a gisi solutia ecuatiei neomogene folosim metoda variatiei
constantei (Lagrange): ciutim solutia generald sub forma x = C(t)e~/P®d unde C(t)

este o functie necunoscuta in variabila .

1.27 Exemplu. Si se integreze ecuatia «/ — 2tz = 2tet”.

Avem p(t) = —2¢. Inmultim toat’ ecuatia cu e/ PO = ¢=* Se obtine
de ™ —oeVx =2 — (x : 6_t2>/ ==t =240 = a(t) = + O’
O alta rezolvare este urmatoarea: se rezolva mai intai ecuatia 2’ — 2tz = 0. Avem
x’zZ?ﬁx@%:2tx<:>%:2tdt<:>1na::t2+ln0<:>x:C’et2.
Cautam acum o solutie de forma x = C(t) - ¢”. Inlocuind in ecuatia neomogens
2 (t) = 2t (t) = 2te” & C'(H)e” + C(t)e" 2t — 2C(H)e! = 2te’” = C'(t) =2t = C(t) = >+ C.
Solutia generald a ecuatjiei liniare va fi x = (2 + C )el”.
Ecuatii Bernoulli
1.28 Definitie. Pentru a € R\ {0,1}, o ecuatie de forma
o +p(t)e = q(t)z, (1.6)

unde p,q € C(I), I interval nevid din R, se numeste ecuatie Bernoulli.
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1.29 Observatie. Pentru a@ = 0 ecuatia (1.6) este o ecuatie liniara, iar pentru a = 1, ea se

reduce la o ecuatie cu variabile separabile.

Pentru a > 0 ecuatia de tip Bernoulli admite solutia z(t) = 0, ¢ € I. Considerand un
subinterval I; C I unde z(t) # 0, t € I;, prin substitutia y = x'!7*, ecuatia (1.6) se transforma
intr-o ecuatie liniara.

O alta metoda de rezolvare este metoda variatiei constantei: se rezolva mai intai ecuatia

4t Pentru a gasi solutia

liniara omogeni, adicd 2’ + p(t)z = 0, care are solutia z = Ce~JP(®)
ecuatiei neomogene cautim solutia generald sub forma z = C(t)e=/P® 4 unde C(t) este o

functie necunoscuta in variabila ¢.

1.30 Exemplu. Si se integreze ecuatia 22/ sint + x cost = x3sin?t.
Solutia singulard a ecuatiei este = 0. Pentru a gasi solutia generala notdm y = 272 de

1
unde r =y~ 2. Avem

3, . 1 3 . 9 , cost )
—y 2-ysint+y 2cost =y 28It <y — —— -y = —sint.
sin ¢
Avem
ef 7Sict?itdt :e—lnsint _ 1
sint

Ecuatia se scrie

1y 1
<y'sint> =1 yisint:O_t@y:(C_t)Sintﬁx_QZ(C—t)sint,

Obtinem solutiile generale
+1

"= e

Pentru a determina solutia ecuatiei cu metoda variatiei constantei, rezolvam mai intai ecuatia

22'sint + x cost = 0. Avem

, . dr  —-cost 1, . C
2r'sint = —xcost <— — = - <~ Inxr=—Insint+InC <z = )
x 2sint 2 Vsint

v v . C(t T . ~ . U e eys . v .
Cautam solutia sub forma x = \/S% Inlocuim in ecuatia data initial si dupa niste calcule se

ajunge la ecuatia 2C"(t) = C3(t), care este cu variabile separabile.

dC +1
20 =P = -2 =-dt+=C?=—t+C <+ Ct) = :
c3 * Q C—t
Solutia ecuatiei Bernoulli este z = ——=L—.
(C—t)sint

Ecuatii Riccati
1.31 Definitie. O ecuatie Riccati este o ecuatie de forma
v’ = a(t)x® + b(t)x + c(t),

unde a,b,c € C(I), I C R interval nevid.
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Putem rezolva o astfel de ecuatie doar daca cunoastem o solutie particulara =* a acesteia.
Notand
r=a"+ -
)
se obtine o ecuatie cu functia necunoscuta y care va fi o ecuatie liniara.
1.32 Exemplu. Si se integreze ecuatia 2/ — 2tz + 22 = 5 — ¢, stiind ci admite o solutie de
forma x* = at + b.

Pentru ca z* este solutie avem
a — 2t(at + b) + a*t* + 2abt + b* =5 — ¢

de unde a = 1gi b ==+2. Notam x =t + 2+ i Rezulta ecuatia cu variabile separabile

dy 1 1 ]
— = di &= +-1 + o) =t 4+ O e y = O 1
+4y + 1 4 n(y 4> + y=e T3

Yy =44y + 1 <=
Asadar
r=t+2+ m.
Ecuatii cu diferentiala totala exacta

1.33 Definitie. O ecuatie cu diferentiala totala exacta este o ecuatie de forma
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0,

unde P,Q € CYD), D = I x J, I,J intervale reale nevide, astfel incat existd o functie
U(z,y) € C*(D) cu proprietatea ca U, = P gi UZ/J = Q.

Solutia unei astfel de ecuatii este data in forma implicita U(z,y) = C.

Conditia ca o ecuatie de forma P(z,y) dz+Q(z,y) dy = 0 sa fie cu diferentiala totala exacta
este ca P = Q. Daca aceastd conditie este verificata, ne rdmane de aflat functia U. Aceasta
se poate determina cu formula

Ulz,y) = /z P(t,yo) dt + /y Q(x,t)dt

o

sau

Ul = [ " Plty)di+ / " o t) dt,

To
unde (zg,y9) € D este ales arbitrar.
1.34 Exemplu. Si se integreze ecuatia (6xy — 2y3) dz + (322 — 62y?) dy = 0.

Notdm P(z,y) = 6xy — 2y° si Q(z,y) = 3z* — 6xy?. Verificim daci ecuatia datd este cu
diferentiala totald exacta. Trebuie ca P, = @Q',. Avem P, = 6z — 6y* = Q’,. Determindm acum
functia U. Alegem (z¢, o) = (0,0). Avem

@ y y
Ur,y) = / P(t,0) dt+/ Q(z,t)dt = / (32* —6xt®) dt = 32° - t
0 0

0

)
— 2 -3
0

Yy
= 32y —2xy°.
0

Solutia ecuatiei date este 322y — 2zy® = C.
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Ecuatii Lagrange
1.35 Definitie. O ecuatie Lagrange este o ecuatie de forma

r = to(r') + ('),

o, € C(I), I C R interval nevid. Pentru functia particulard ¢(u) = u, ecualia se numeste

ecuatie Clairaut.

Pentru a rezolva astfel de ecuatii facem schimbarea de functie p = /. Obtinem relatia

x = tp(p) + ¥ (p). Derivam in raport cu t relatia si obtinem
p=¢p) +t'(p) - +¢'(p) 1.

Deci

% - (t'(p) + ' (p)) = p — w(p).

Schimbam rolurile lui ¢ si p. Rezulta ecuatia liniara
, , dt
te'(p) +¢'(p) = (p — w(p)) e
1.36 Exemplu. Sa se integreze ecuatia x = 2tz’ + sin 2.

Notam z’ = p. Se obtine x = 2tp + sin p, iar prin derivare p = 2p 4 2tp’ + cosp - p/, care este
echivalenta cu p/(2t 4+ cosp) = —p. Daca p = 0 atunci solutia singulara a ecuatiei este x = 0.
Daca p # 0 atunci

dp dt 2 cosp

— (2t +cosp) = —p<= —p— =2 +cosp<=t + ~t=— .
dt( p)=-p P p , p

Inmultim ecuatia cu
2
24
efp p _621np _p2

si obtinem
(t-p*)" = —pcosp,
adica
t-p? = —/pcospdp = —(psinp+cosp+C).

Obtinem solutia parametrica a ecuatiei

t= —#(psinp—i—cosp—ir(}’)
r =2tp+sinp = —%(psinp—l—cosijC) + sin p.

1.37 Exemplu. Si se integreze ecuatia x = tx’ + (/)%
Aceasta ecuatie este o ecuatie Clairaut. Notam 2’ = p. Avem x = tp + p?. Prin derivare
rezulta p = p + tp’ + 2pp’, adica p'(t + 2p) = 0.

Daca p’ = 0, atunci p = C si obtinem solutia generala z = tC + C2.

2

Dacid t+2p = 0, avem t = —2p si @ = tp + p?> = —2p®> + p*> = —p?. Prin eliminarea

parametrului p avem p = —t/2 gi v = — (—%)2 = —%, care este solutia singulara a ecuatiei.
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1.5 Existenta, unicitatea si stabilitatea solutiilor ecuatiei
diferentiale de ordinul intai

Existenta si unicitatea solutiilor

In sectiunile precedente au fost studiate cateva clase de ecuatii de ordinul intai pentru care,
cel putin din punct de vedere teoretic, se poate determina efectiv solutia generala. In general,
pentru o ecuatie data, nu se poate determina nici macar o solutie particulara. De aceea este
foarte important sa se demonstreze existenta solutiilor, pentru ca apoi aceste solutii sa fie

determinate prin metode numerice.

1.38 Teorema (Teorema lui Picard de existenta si unicitate a solutiilor). Fie ecuatia diferen-

tiala de ordinul intai
x/ = f(t7 x)?

unde f: D — R este o functie continud pe domeniul D = [ty — a,to+ a] X [xg — b, 9 + b] care

verifica o conditie Lipschitz in raport cu x, adica exista L > 0 astfel incat
lf(t, ) — f(t,y)| < L-|lz—y|, pentru orice (t,x) € D gi (t,y) € D.

Atunci exista h > 0 i exista o unica functie derivabila ¢ : [to — h,to + h] — R care verifica

proprietatile

@'(t) = f(t,0(t), @(to) = xo.

Demonstratie. Problema este echivalenta cu ecuatia integrala
t

x(t) = xo +/ f(u, z(u)) du.
to

Intr-adevér, dacd « satisface 2/ = f(t, ) si (o) = 2o atunci prin integrare intre ¢, si ¢ obtinem

ecuatia integrala de mai sus. Reciproc, daca x satisface ecuatia integrala atunci daca facem

t =ty obtinem xz(ty) = zy, iar prin derivare (f este continua) obtinem a'(t) = f(t, z(t)).
Pentru rezolvarea ecuatiei integrale folosim metoda aproximatiilor succesive a lui Emile

Picard. Consideram sirul de functii (¢,) definit prin relatia de recurenta

on(t) = x0 + / flu,on_q1(u))du, n=1,2,... wo(t) = xo.

Fie M = max(;,)ep | f (¢, 2)| si h = min (a, 17).

I. Demonstram prin inductie ca pentru orice ¢ € [tg — h, tg + h] avem

|on(t) = zo| <b.
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intr—adevér, pentru n = 0 inegalitatea este adevarata. Pentru pasul de inductie

t t
on(t) — 0| = / £ty pur () du| < / [ty pns ()] du
to to
t b
gM/ dul=M |t —t|<M-h<M- - =b
to M

II. Demonstram ca girul (¢,,) este uniform convergent pe [ty — h,ty + h|. Consideram seria
de functii > 7 ¢, — @n_1, care are ca sir al sumelor partiale (S,) tocmai sirul (¢, — o).
Intr-adevar,

Sn:(pl_x0+()02_901+"'+30n_90n—1:(Pn_'ro-

Vom arata ca aceasta serie este uniform convergenta, ceea ce va demonstra ca (v, — xg) este
uniform convergent, deci si (p,) este uniform convergent. Pentru aceasta demonstram prin

inductie ca

|on(t) = ena(t)] <

M (Lt —ty)™
T.M’ pentru orice t € [ty — h,to + hl.

n!
Pentru n = 1 avem

M Lt —t

|p1(8) — o(t)] = | ol I3 1!

t
/ du
to

/t: f(u, o) du

Pentru pasul de inductie avem

i (t) — alt)] = / (s () — F (s pur ()] du

to

t
<|[ L lonw) — pars(@)] du
to
t _ n
co|[ M et du‘
o L n!

M (Lt —to|)" ™!

L (n+1)!

Din inegalitatea demonstrata rezulta ca

M (Lh)"

nt_n—t S_ )
oult) = pna (0] < 7+

pentru orice t € [tg — h, to + h.

Si pentru ca > 7, (L:!)n = el — 1, seria cu termenul general din membrul drept al inegalitatii
de mai sus este convergenta si conform criteriului lui Weierstrass obtinem ca seria >~ ¢, (t) —
©n—1(t) este uniform convergenta pe [ty — h,ty + hj.

III. Demonstram ca ¢(t) = lim,,_,o ©n(t) este solutie a problemei Cauchy considerate. Tre-

cem la limita in egalitatea

onlt) = 70 + / £ (11, g (1)) du
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si obtinem datorita uniform convergentei sirului (¢,) ca
t
gpt):xo—ir/ f(u, o(u
to
IV. Demonstram unicitatea solutiei obtinute. Presupunem ca ecuatia integrala mai are o

solutie ¥ = (), adica
t
to

M (Lt — to|)™*
L (n+1)!

Prin trecere la limita va rezulta ca |¢(t) — ¢ (t)| < 0, pentru orice t € [ty — h,to + h], adica

Demonstram prin inductie ca

lon(t) —(t)] < , pentru orice t € [ty — h,to + hl.

©(t) = 1(t), de unde rezulta unicitatea solutiei.

/f ) du

[ 1uenti) s 0] au

to
t

Pentru n = 0 avem

|po(t) = ()] = [$(t) — zo| =

<M - |t —tol.
Pentru pasul de inductie

|Pnta(t) = 9 (8)] =

< || L-len(u) = 9(u)] du

/M L|u o)™ | M (L=t
T YT 2

<L

]

1.39 Observatie. Metoda aproximatiilor succesive a lui Picard folosita in demonstratie consti-
tuie si 0 metoda de rezolvare a problemei Cauchy date. Fiecare termen al sirului (¢,,) reprezinta
o solutie aproximativa a problemei, cu eroarea estimata prin

M ( L h)n—i—l
t)—o(t) < — - ———, pentru orice t € [ty — h,ty + h

fonlt) = (0 < T - (3 P to =ty + 1.
1.40 Observatie. Intervalul de existenta a unei solutii poate fi mai mare in realitate, decat

intervalul garantat de teorema.

1.41 Exemplu. Fie problema Cauchy 2’ = tz?, z(1) = 2. Aceastd ecuatie cu variabile separa-
bile are solutia

() = 2_&# € (—vV2,v/2).
Functia f(t,z) = tz? este continud si lipschitziand pe D = [1 —a, 1+ a] x [2 — b,2 + b] pentru
orice a,b > 0 finite. Sa vedem care este intervalul maxim pe care este garantata existenta

solutiei conform teoremei. Avem

M = max tz* = (1 +a)(2+b)*.
(t,x)eD
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De aici
b b 1

M- (0+a)2+0)? ~81+a)

pentru ci 8 < (2 + b)?, pentru orice b. Valoarea maxima a lui

h : b , 1
=min (@, — | = min (¢, ———
M "8(1+a)

adica a = @ ~ 0,112. Teorema garanteaza existenta solutiei

se obtine cand a = ﬁ
pentru t € [1 —a,1 4 a] =~ [0,887, 1,112]. De fapt, solutia existd pentru t € (—v/2,v/2) ~

(—1,414, 1,414).

1.42 Observatie. Daca functia f(¢, ) din teorema nu este lipschitziana in raport cu z, atunci

ecuatia poate sa aiba mai multe solutii.

1.43 Exemplu. Sa se studieze existenta solutiilor ecuatiei ' = /|z| cu conditia initiala
z(0) = 0.
Observam ca x = 0 este solutie a problemei Cauchy date.

Sa consideram acum cazul cand x > 0. Ecuatia cu variabile separabile are solutia

dx (t —C)*

—=dt <= 2z =t-C < z=——"—.

NI Ve . 4
Pentru ¢4 > 0 functia

(t—01)2 >
wy=4 + 20
0, t < Cy
este solutie a ecuatiei initiale.
In cazul z < 0 avem
dx (t—C)?
=dt — 2vV—2r=t—-C <— r=—"—"—"".
V—z 4
Pentru Cy < 0 functia
o (t—02)2 <
wy={ 1 0 =G
0, t>Ch
este solutie a ecuatiei initiale.
Asadar, ecuatia are o infinitate de solutii, care sunt de forma
%7 t 2 Cl
[E(t) = 0, t e (02,01) Cy <0<y

_ (t—4C’2)2 t < Cy

9

Faptul ca nu are solutie unica se datoreaza faptului ca functia f(¢,x) = /|z| nu este lips-

chitziana in jurul originii, pentru ca

of

i

sup
z€(—e,€)

= sup = +00.
z€(—¢,€) 2 |CL’|
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1.44 Observatie. Daca functia f(¢,2) din teorema nu este continua in raport cu ¢, atunci
ecuatia poate sa aiba mai multe solutii sau sa nu aiba nici o solutie.

1.45 Exemplu. Sa se studieze existenta solutiilor problemei Cauchy tz’ = 2z, x(0) = x.
Prin separarea variabilelor obtinem solutia generals x = Ct2. Daci zy = 0 atunci problema
are o infinitate de solutii. Daca xy # 0 atunci problema nu are nici o solutie. Acest lucru se

datoreaza faptului ca f(¢,z) = 2 nu este continud in ¢ = 0.

Stabilitatea solutiilor

1.46 Observatie. Am vazut care sunt conditiile de existenta a unei solutii pentru ecuatia
diferentiala de ordinul intai. Ne intereseaza acum urmatoarea problema: daca perturbari mici
ale ecuatiei sau ale conditiilor initiale conduc la perturbari mici ale solutiei. Pentru a studia

acest lucru demonstram mai intai urmatorul rezultat.

1.47 Lema (Lema lui Gronwall). Fie o, 8, v : [a,b] — [0, 00) functii continue cu proprietatea

9

ca
¢
+/ B(uw)v(u)du,  pentru orice t € [a,bl.

Atunct

t
o(t) < at) + / a(u)B(w)el A qy,
Demonstratie. Fie g : [a,b] — R definita prin

olt) = e |  Buyou) du

Functia g este o functie derivabila cu proprietatea ca g(a) = 0 si

§(t) = e~ B gy (1) — Bty Si S / Blu

— 5(t)6_ Sy Blu)du | (U(t) —/ ﬁ(u)y(u) du) < Oz(t)ﬁ(t)e_ [l B(u) du

Folosind definitia lui g si inegalitatea obtinuta rezulta

t
/ ﬁ d'U/ _ ef B(u) du . g(t) = efa B(u) du/ gl(’u,) du

¢ ¢
< efaﬁ(“)d”/ a(u)ﬁ(u)eﬁﬁ(s)dsdu:/ a(u)B(u)ele P4 dy,
[l

1.48 Teorema (Teorema de dependenta de date). Fie f,g : D — R funclii continue pe
domeniul D = [tog — a,to+ a] X [xg — b, 0 + b]. Functia [ verifica o conditie Lipschitz in raport

cu a doua variabila, adica exista L > 0 astfel incat

lf(t,z) — f(t,y)| < L-|lxr—vy|, pentru orice (t,z) € D si (t,y) € D.
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Fie x siy functii cu proprietatile

x/(t) = f(t’ :L‘(t)), I(tO) = Xo,
y'(t) = glt,y(t), y(te) = wo

Atunct

M
() = y(8)] < o — ol - 0l T (eH070 1)

unde
M = sSup |f(t,$)—g(t,l’>|

(t,x)eD

Demonstratie. Avem

o) =90)] = oo+ | fuz()du—o = [ glwy(w)du

to

< |20 — yol + / [, 2(w) — glu, y(w))] du

< |xo — ol + /t [ (u 2() = f(u, y(u))] + 1 (u, y(w) = g(u, y(u))| du

<fan =l +| [ £ (1ot = st + 5 ) @]

Aplicdm Lema lui Gronwall pentru v = |z(t) — y(t)| + 3, a = |zg —yo| + ¥ si S =L

t M
/ (|x0 — Yo| + —) Le" = du .
to L

t

[z(t) —y(@)] + — < | |+M+
x(t) — — To — —
Yy I = 0 — %Yo 7

Presupunem ¢ > ty. Atunci

t
/ eL(t—u) du
to

|1'(t) - y(t)| < |ZL'O - y0| + (|$0 — y0| + %) <6L|t—t0| _ 1)

_ % (=0 — 1)

to

—L

t L(t—u)
:/ eFt=w qy = ¢
to

si

M
L|t— Li|t—
— ’xo_yo‘ .e It t0|+f(e It tOI_l).

Daca t <ty atunci

t
/ eL(t—u) du
to

1 pentru ca 2 — e~ * < e%, pentru orice a, va rezulta ca
) b

o(0) = 0] < boo = ol + (10 =l + 5 ) (1= 72

to

(1 o 6L(t—to)> — (1 _ e—L‘t—to‘)

to L(t—u)
= / el =) Qo = ¢
t _L

SIE

1
L

t

L

< |zo — yo| - X7l 4 % (eHlt=tol — 1)
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1.49 Observatie. Daca f coincide cu g atunci M = 0 si inegalitatea din teorema devine
(1) = y()| < |20 — yol - M0,

Sa observam ca daca |xg — yo| este o cantitate suficient de mica si ¢ se afld intr-un interval finit
atunci gi diferenta |x(t) — y(t)| este mica. In plus, daca o = yo atunci x si y coincid ceea ce

ne arata, intr-un alt mod, unicitatea solutiei problemei Cauchy.

1.50 Definitie. Fie I CR gi f : [ x R— R. FEcuatia

' = f(t,x) (1.7)

este stabila Hyers-Ulam daca exista cy > 0 astfel incat pentru orice € > 0 si pentru orice

functie deriwabila y care verifica
1y (t) — f(t,y(t)] <e, pentru oricet € I (1.8)
sa existe o solutie x a ecuatiei (1.7) astfel incat:
ly(t) — x(t)| < ecp,  pentru orice t € 1.

1.51 Observatie. Daca y este solutie a inegalitatii (1.8) atunci y verifica

\mw—wmwingww»mt

< |t —tole, pentruoricet € Igityel.

Intr-adevér, dacii notam g(t) = y/(t) — f(t,y(t)), atunci |g(t)| < e. Daca integram avem

/t g(u)du =y(t) — y(to) — /t F(u,y(u)) du.

t ¢
/ g(u)du / du
to to

1.52 Teorema (Teorema de stabilitate). Fie I = [a,b] un interval compact i f : I x R — R

De aici rezulta ca

y@—mm—[fWMwNu

= Sg §E|t—t0|

o functie continua, cu proprietatea ca verifica o conditie Lipschitz in cea de-a doua variabila.

Atunci ecuatia (1.7) este stabila Hyers-Ulam.

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Fie y o functie care verifica (1.8). Fie J un interval compact care-1
contine pe y(a). Conform Teoremei de existenta exista un interval compact [a, a + h] si o unica

functie derivabila x : [a,a + h] — J care verifica

?(t) = f(t,x(t), x(a) = y(a).

Prin integrare, obtinem reprezentarea

w@z%@+/fmﬂmmw
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Folosim Observatia 1.51 si obtinem

ly( Z‘y /fuy )du + y(a /fuy du—w()'
\y y(a) - / o () du| + / 0t y(00)) s — / ot ()

<(t—ae+ [ 1fluy() - fua)] du

<(t-a)e+ [ LeJyl) - ()] du

Folosim Lema lui Gronwall i obtinem

ly(t) — 2(t)] < (t —a)e + / (u— a)eL et~ du

t t
+/ eL(t—u) du]

_ g/t oLt=u) gy, — & (eL(t—a) _ 1) < = (eLh _ 1)
u L - L ’

L(t—u)

=(t—a)e+e¢ (u—a)e

1.53 Exemplu. Fie ¢, A > 0 i fie f : [0,00) — R o functie derivabila cu proprietatea
|f'(z) = Mf(z)] <&, pentru orice z > 0.

Atunci exista un unic k € R cu proprietatea ca ‘ f(z) — ke’\x‘ < %, pentru orice x > 0.

Notam g(z) = f'(x) — A f(x). Solutia acestei ecuatii liniare este

s = ([ ot so).

Consideram k = f(0) + fo e~ dt. Acesta este un numar real pentru ci

/Ooog(t)eAtdt’ < /000 lg(t)| e Mdt < 6/OOO e M- &
e (/Oxg(t)e—*t dt—l—f(())) - (f(O) —|—/Ooog(t)€—,\t dt) oA

(8] €—>\t o0
< e’\x/ lg(t)| e dt < ee? - Y

Avem

|f(m) - ke’\w‘ =

£
A

T

Presupunem ca exista si un ¢ € R cu proprietatea ca ‘ f(z) — ce*‘! < 5. Atunci

‘]{T—C|:€_/\x’k€/\x—c€/\x|:e_AxU{f@/\x—f( )+f( )—C@ |
L2
)\7

inegalitate care este adevarata pentru orice z > 0. Pentru z — oo, obtinem |k — ¢| < 0, adica

S 6—)@ (|k6)\x . f(CC)‘ + ‘f(l‘) . Ce)wl) S €_>\$

k = ¢, ceea ce arata unicitatea constantei k.
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1.6 Exercitii

Probleme propuse
1.1. Sa se arate ca x = acos(Ilnt) + bsin(Int) verifica relatia
t*2” +ta' +x =0.
1.2. Si se arate ci x = (t + /12 — 1)" verifica relatia
(t* — D)a" +ta' —n’x = 0.
Sa se gaseasca functiile x cu proprietatile
1.3. ' =t-cost, z(m)=0
14. 2 =t(1-1)% 2(1)=0
1.5. 2/ = ﬁ, limy o (t) = NG
1.6. 22/ =213, x(2)=-1
1.7. t' —t*Int +1=0
1.8. 2/(a' —1) =2
1.9. 2" = te
1.10. 2" = cos?t, 2'(0) =0, z(0) =0
1.11. 2" =+v1+12, 2/(0)=0, z(0) =0
1.12. Sa se rezolve problema Cauchy tx’ —xz =1, z(2) = 3.
1.13. Sa se gaseasca functia x care verifica proprietatile:
a) (2+e)z’s’ =€, z2(0)=0

b)r' =a™ +ad" " a>1, z(0)=0

AOtVI+a2+aV1+2-2' =0, z(1)=1

25

1.14. Care sunt solutiile singulare ale ecuatiei 2tv/1 — 22 = 2/(1 + ¢?)? Dar solutia generala?

1.15. Sa se integreze ecuatia 2% - sint + cos?t - Inx - 2’ = 0.

1.16. Si se integreze twxz’ = 1 — t2.

1.17. S4 se gaseasca solutia ecuatiei (12 —1)a’ —x = 0 care verifica conditia initiald 2/(0) = —1.
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1.18. Si se gdseasca toate solutiile ecuatiei 2/ = 2¢(1 — x)2.

1.19. Sa se determine solutia ecuatiei 2’ = (k — x)z, x(to) = xo.

1.20. Sa se integreze a'v/2 + 2t + 2 4 (t + 1)v/1 + 22 = 0.

1.21. O cana cu apa la temperatura de 100°C este adusa intr-o incapere cu temperatura
constanta 25°C'. Daca dupa 2 minute temperatura apei este de 85°C', care va fi temperatura ei

dupa 20 de minute?

1.22. Sa se integreze

a) (32° — 2z —y)dr + (2y — 2 + 3y*) dy = 0
b) (32%y + y*) dz + (2° + 32y*) dy = 0
c) 2e+y—1)de+(x—2y+1)dy =0

d) [zye™ (2 + zy) — v*] dz + [2%e™ (1 + 2y) — 2zy]dy = 0
)

e) (siny + ysinz)dx + (xcosy — cosx) dy = 0.

1.23. Sa se integreze

a)tr' =r+xnz —xlnt c)x':%—tg%
b)tl‘/:x+tCOSZ% d)tr' —z+t=0
1.24. Sa se integreze
, T+t
@)@ = t—x+2
b) (x+y+1)de+ 3z +3y —2)dy =0
) 2e—y+1)de+ 2y —x—1)dy =0
1.25. Sa se rezolve problemele Cauchy:
a) ta' +x = 5tsint, x(0)=0 b)t* +tr' =z, x(2)=1
c)tlnt-2' —x=3t"In’t, x(e)=0 d) tr' —x =t cost, x(m)=0
1.26. Sa se integreze
a) o' + 2tw = 2tz? b) 2’ — 2xe’ = 2¢/ze
c) t’r?y +tat =3 d) 2’ =2z + e g2

e) tza’ +2° = 61Int f) te’ +x = 4tz*
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1.27. Sa se integreze

a) v’ — 2 + 2e'x = e* + €', cu solutia particulara z* = ¢f

b) ' = —2 — x + 2°, cu solutie particulara constanta z* = a.

1.28. Sa se integreze

a) x =t(1 +a') + 2" b) x = 2tx' + Ina’
x 1
C)t:;‘l'ﬁ d)y=ay +ry1+y?

Indicatii la problemele propuse

1.1. Se calculeaza mai intai derivatele x’ si x”
A o

1.2. Se arata mai intai ca 2’ = Tag T

1.3. x(t) = tsint 4 cost + 1

1.4. Se face schimbarea de variabila u = 1 — ¢ sau se integreaza prin parti:

w(t)=2(1—t)* —2(1 —¢t)7

1.5. z(t) = \/éarctg*cf

1.6. 2(t)=2-2-¢

1.7. z(t) = 3t?Int — 3t* = Int + C

1.8. Se rezolva ecuatia y? —y — 2 =0; x1(t) =2t + C 5i 25(t) = —t +C

1.9. z(t) = (t—l)e—e + Cit + Gy

1.10. z(t) = 3t* — £ cos 2t + ¢

1.11. z(t) = <1+t2>m WI+E+4hit+vVI+8)+ 1.

1.12. z(t) =2t — 1.

1.13. a) z = {/3In 2= b) z =log, tg (a' + T —1). ¢) VI+ a2+ VI +12 =2V2.

1.14. z = £1 solugii singulare, z = sin (C'In(¢*> + 1)) solutie generala.
1.15, Hhe — L4 ¢

Cost

1.16. 22 =2Int — >+ C
117, a(t) = \ /157
1.18. z = 1 solutie singulara i v = 1 —

1.19. (t) = G~ b

—k(t— t0>+CCO

1.20. z =sh(C' — /1 + (t + 1)?

1.21. Se foloseste legea de racire a lui Newton: variatia temperaturii unui corp este proportio-

1 : v
7y solutie generald.

nala cu diferenta dintre temperatura T a corpului si temperatura M a mediului, adica

dT

kT - M.

Rezolvand ecuatia diferentiald, temperatura apei la momentul de timp ¢ este T'(t) = M +Ce~*t,
Din conditia T'(0) = 100, rezultd C' = 75. Din T(2) = 85, rezultd —k = $In2. Va rezulta
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. 4\ 10 ~ °
T(20) =25+75-(3) =~ 33°C.
1.22. a) ecuatie cu diferentiala totald exactd cu solutia 2® + y3 — 22 — ay + y? = C.
b) B3y +axy> =C. ¢c) 2 +ay—y* —zv+y=C. d) 2%ye™” —y*xr =C. e) wsiny —ycosx = C.
1.23. a) ecuatie omogeni cu solutia generald z(t) = te®! si x = t, = 0 solutii singulare.
b) ecuatie omogena cu solutia generala tg¢ = Inft| + C si v = t@ solutii singulare.
c) sinf = % si = krt solutii singulare d) x = t1n %

1.24. a) ecuatie reductibila la ecuatie omogena; solutia generala este

arctg fT_ll =1In (C\/(t +1)2 4 (x — 1)2) .

b) Ecuatia poate fi privita ca o ecuatie reductibila la ecuatii omogene. Pentru ca sistemul for-
mat de ecuatiile x+y+1 = 0 si 3z + 3y — 2 = 0 este incompatibil, facem schimbarea de functie
z=x+y. Avem dy = dz— dz. Ecuatia devine (3 — 2z) dz + (32 — 2) dz = 0. Aceasta este cu
variabile separabile. Solutia este 6z + 6y +51n |22+ 2y — 3| = 4o+ C si 22+ 2y = 3. ¢) Ecuatia
poate fi privita si ca o ecuatie cu diferentiala totala exacta cu solutia 2? —zy +y?> + o —y = C.

1.25. a) x = 2L _5cost b) x = -t + 2% ¢) o = (* — €*)Int d) z = ?sint + t cost + ¢

1.26. a) ecuatie Bernoulli cu solutia z(t) = C€+2+1 b) z = (C’eet — 1)2 c) x = —4—V0t+4tg
€6t _e—3t £/ C+3t2(2Int—1)

d) 2=/ e)z=Y""" ")z = m

1.27. a) s =e' + g5 b) ay =2, a9 = —1 §i 11 = 2 + 5525, T2 = — 1 + 55097

1.28. a) ecuatie Lagrange cu solutia sub forma parametrica t = —2p + 2 + Ce P gi

r=(-2p+2+cP)(1+p) +p*b)t= }% — }D siz = Inp+ % — 2 ¢) ecuatie Clairaut

cu solutia generald t = xC + C? gi solutia singulard 4t = —2% d) y = Cz +rV/1+C? i

2?4yt =2



Capitolul 2

Ecuatii diferentiale de ordin superior

2.1 Ecuatii diferentiale pentru care se poate reduce
ordinul
Ecuatii cu derivata de ordin superior cunoscuta

O ecuatie de forma
2 = f(1),

f € C(I), se rezolva prin integrarea succesiva a ecuatiei de n ori.

2.1 Exemplu. Si se integreze ecuatia 2" = te’.

Prin integrare avem
x = /tetdt = /t(et)/ dt = te' —/etdt:tet —e'+Cy = (t—1)e' + Ch.

Integrand inca o data, obtinem
z(t) :/(t— 1)et—|—Cldt:/(t—1) (e")’ dt+/C’1dt: (t—1)e' —e' + Cit + Cs.

Ecuatii din care lipsesc functia si primele derivate
O ecuatie de forma
F (t,x(k), e ,x(")) =0

din care lipsesc z si primele k—1 derivate, admite micgorarea ordinului prin substitutia z®* = p.

2.2 Exemplu. Curbura unei curbe plane in forma explicita y = y(x) se exprima cu formula

y"(x)

(1+ @)Y

Se stie ca un cerc cu raza r are curbura Kk = % Sa se determine toate curbele care au curbura
1

e

K =

29
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Rezolvam ecuatia
y'@) 1

(1+@@)?): "

Daca notam cu p = ¢/, obtinem ecuatia cu variabile separabile

P 1
(1+p?)z 1
Avem
dp _ dz (:)/ dp x4+
(1+p?)z 7 (1+4p?)2 ro

Cu substitutia p = tgt, rezulta

d dt dt 3
/—psz/LS:/ 5 -((:05275)2 :/costdt:sint:L.
(14p%)>2 ( t>* cos™ ¢ V1

1+

cos?t

Avem
p 90+C1<:> P’ _(I+Cl)2(:)p2_ (z + C1)?

2+ 1 r p2+1 72 2 (z+C)2

Rezulta

’ _\/ (.T+Cl)2 $+Cl

s — (z+Ch)? \/7”2 (x+C1)?

Notand r* — (z + C})? = u si integrand obtinem

33'+Cl /
do = —du- u—+Cy = r2 — (z+ C1)?
/\/7“2 33+01 2\/_ \/_ 2 \/ 1

Putem rescrie solutia in forma implicitd \/r2 — (z + C1)2 = Cy — y sau

($+Cl)2 + (y— Cz>2 :7"2,

care este ecuatia unui cerc de raza r si centru (—C4,C). Am obtinut ca cercurile de raza r

sunt singurele curbe plane care au curbura constanta %
Ecuatii din care lipseste variabila independenta

dzx d"x
F — ..., — | =0
(x’ at dt”)

din care lipseste variabila independenta ¢ se poate reduce la o ecuatie de ordin inferior folosind

O ecuatie de forma

schimbarea de variabila i de functie (t,z) — (z,p) unde 2’ = p = p(x). Derivatele lui x se

calculeaza in functie de p. De exemplu

" da’ do’  dz dp
T A TRl A
dz” d2” dx d
" = n — T . E = a(pp/) -p = (pp// _}_p/Q)p‘
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2.3 Exemplu. Si se integreze ecuatia (z”)? — 22/2" +1 = 0.

Observam ca este o ecuatie din care lipseste si x si t. Notam y = 2’ gi obtinem ecuatia
y"? — 2yy” +1 = 0 din care lipseste variabila independenta ¢t. Notdm p = 9/’ si consideram pe y
ca variabila independenta. Atunci y” = pf‘i—‘; = pp’. Ecuatia revine la p?> — 2ypp’ +1 = 0 care

este cu variabile separabile. Obtinem

241 2pd d
p,:p+ pdp _ dy

= — In(p*+1)=lny+InC, < p* +1 = Cy.

Prin urmare avem ecuatia cu variabile separabile

dy dy 2y/Cry —1
= = Ciy—l1l+— ——=dt <= —— =t + C
U =y =p=+Cuy Ty =1 c, +C2
cu solutia y = c% + CL(t + C5)2. Cum y = 2/, solutia generald a ecuatiei initiale va fi
1 C
x—/——i—— (t + Cy)? dt :5t+—1(t+02) + Cs.
1

Ecuatii omogene raportate la functie si derivatele sale

Fie ecuatia

F(t,z,a,... ,x(”)) =0
unde F este o functie omogeni de grad a in variabilele z, o/, ..., ™, adici
F (t,am,ozx/,...,ozx(”)) =o' F (t,x,x/,...,x(")) .

Considerand o = % rezulta

/ (n) 1
F(t,l,i,...,x—> :—-F(t,x,x',...,x(”)).
xa

T i

/ ()
F<t,1,£,...,x ):0,
X X

. v . . . . . / . . . A .
ecuatie a carui ordin se reduce prin substitutia u = Z.. Derivatele lui z se scriu in functie de u.

Asadar,

De exemplu
2" = (2) = (zu) = 2'u + 2/ =u® 4

= u® + 3uu’ +u”

T
—_— —_
T
:L,///
/ !/
" = (2") = (@'u+zu') = 2"u+ 22"u" + 2u” == —
T

2.4 Exemplu. Sa se rezolve problema Cauchy

o =o' + xa’ +22%, 2(0)=1, 2/(0)=1.
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Notam F(t,xz, 2. 2") = xx" — 2'? — xa’ — 22%t. Aceasta este o functie omogena in variabilele
) ) )
x, 2’ ¢i 2”. Intr-adevar,

2,12

/ " 1 / / / "
F(t,ar, a2, ar”) = o*x2” — o*2"? — o’z — 20°2°t = o*F(t,z, 7', 2").

Facem substitutia #’ = zu. Avem z” = z(u® + «'). Inlocuind in ecuatie se obtine
22 (u® + ) = 2 + 2*u + 227t
Din cauza conditiilor initiale solutia cautata nu poate fi solutia singulara x = 0. Impartim cu

2? §i avem

WHu =l u+ 2t = v —u=2t

Aceasta ecuatie liniard de ordinul intai o inmultim cu e~ si obtinem
(u . e’t), =e le=u-e = /Ztet dt = —2te ' 4+ 2 / e tdt = —2te”t — 27t 4+ (.

Avem u(t) = Cie! — 2(¢t + 1). Din conditiile initiale u(0) = 1, prin urmare 1 = C; — 2, adica

(7 = 3. Ecuatia care se obtine este o ecuatie cu variabile separabile

/
d
T3t — ot +1) = L =3¢t — 2t +1)dt <= Inz =3¢' — (¢t + 1)+ InCh.
T T
Are solutia z(t) = Cye? ~(+1D°  Din conditia initiald 1 = x(0) = Che?, rezulti Cy = e 2.

Solutia problemei Cauchy este z(t) = ¢3¢ ~(t+1°=2,

Ecuatii omogene in ¢ si dt

O ecuatie de forma

F(z,ta 22", .. t"2™) =0

se rezolva cu schimbarea de variabila ¢ = e®. Derivatele lui x se rescriu in functie de s. De
exemplu

de dx dt Lot I dx

—_—= —— — =0 e =1 T = —

ds dt ds ds

d%x d /dx d [dz dt , A%z dx
—— = (=) == =) — =) t=t2" + 12 = == - =
ds?  ds (ds) dt (ds) ds (tz) ds? ds
2.5 Exemplu. Sa se integreze ecuatia tx” = 2zz’ — 2/.

Inmultim ecuatia cu ¢ pentru a observa ci t2z” = 2xta’ — ta’ este omogend in ¢ si dt. Cu

schimbarea de variabila ¢ = e® se obtine

d’z  dx dz dx g
—_— - — =25 - — 2" = 2xw
ds? ds ds ds

Lipseste variabila independenta s. Notam p(z) = /. Avem z” = pp’. Ecuatia devine pp’ = 2zp.
Daca p = 0 atunci x = C. Daca p # 0 atunci ecuatia p’ = 2z se rescrie
dp

dx
_ _ _ 2 2
dx—2x<:>dp—2xdx —p=zr+C = P +C<:>x2+c—
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v _ . . . _l o _ 1 _ 1
Daca C' = 0 atunci, prin integrare, — = s + Cs, de unde x = T = T had

Daca C' = C7, atunci & -arctg &~ = s + (s, de unde z = Cy tg (Ci(Int + Cs)).

1+€201 (Int+C9)

Daca C' = —C?%, atunci —ln Lgl = s+ (5, de unde x = Clm'

2.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior
2.6 Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordin n > 1 o ecuatie de forma
2™ 4+ a ()" 4 a, (D)2 + an () = f(t),

unde ay, ..., a, : I — R sunt functii continue pe intervalul I CR. Daca f(t) = 0, pentru orice

t € I, atunci ecuatia este omogena, iar daca f este nenula atunci ecuatia este neomogena.
Pentru a studia aceasta ecuatie introducem operatorul
Liz) = 2™ +a;()x™ Y + -+ a, ()2 + an(t)z.

Atunci ecuatia diferentiala liniara de ordin superior se rescrie

2.7 Lema (Liniaritatea operatorului L). Fie x1,z9,...,2, @ I — R functii derivabile de
ordinul n pe I si Cy,Cy,...,C,, € R. Atunci

L[C’lxl + CQZEQ + 4 mem] = OlL[i’ﬂ + CQL[ZL‘Q] —+ -4 OmL[ZEm]

Demonstratie. Se demonstreaza prin inductie. Pentru m = 1 folosind proprietatea (Cf)*) =

Cf*) avem
L[Cl$1] = (Cll'l)(n) + al(t)<01$1)(n71) + -+ anl(t)<01$1)l + an(t)Clxl = C’lL[xl]
Pentru m = 2 avem

L[Clxl + 02372] = (Clxl + CQLCQ) + CL1( )(Clxl + szg)(nil) + -+ an(t)(C’lxl + CQLUQ)
(015(]1) + al( )(Oll’l)(n_l) 4+ 4+ an_l(t)(C'lxl)' + (ln<t>011'1+
(CQLL‘Q) -+ al( )(023:2)(71—1) + -+ an_l(t) (02332)/ + G,n(t)cga?z

= L[Clﬂfl] + L[CQSL’Q] = ClL[LEl] + CQL[$2]
Presupunem adevarata relatia pentru m si o demonstram pentru m + 1.

L[C’lxl + -+ Cm+1$m+1] = L[Cll’l + -+ mem] + L[C’m+1xm+1]

= ClL[fL‘l] + CZL['IQ] + -+ CmL[xm] + Cm+1L[xm+1}~
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2.8 Teorema (Teorema de existenta si unicitate). Fiind date functiile aq,...,a,, f de clasa
C(I) definite pe intervalul I C R, numerele reale ©o, @1, ..., on_1 $itg € I atunci existd o unica
functie ¢ : I — R care sa verifice relatiile

(

@M (@) 4+ ay () V() + -+ a1 (1)@ () + an(t)p(t) = f(t), pentru orice t € T
SO(tO) = Yo,
SDI(tO) = ¥1,

\ @(n_l)(to) = @n-1-

Demonstratie. Se transforma ecuatia intr-un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai si se

foloseste teorema de existenta si unicitate a solutiei sistemelor liniare. O]

2.9 Lema. Multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale liniare si omogene Llz| = 0 formeaza
un spatiu vectorial, adica dacd x1 $i x5 sunt solutii ale ecuatiei si Cp,Cy sunt numere reale,

atunci st Crxq + Coxy este solutie.
Demonstratie. Fiindca zy si xo sunt solutii avem L{z1] = 0 si L[xs] = 0. Prin urmare
L[Cizq + Cyxs) = C1L[x1] + CoL[x5] = 0.
O

Se pune intrebarea care este dimensiunea spatiului vectorial al solutiilor ecuatiei liniare
omogene si care functii formeaza o baza a sa. Pentru a afla raspunsul sa introducem urmatoarele

notiuni.

2.10 Definitie. Functiile xy,...x,, : I — R se numesc liniar independente pe I daca din
egalitatea

Clx1+"'+cmzm:07

unde C1,...,C,, € R, rezulta
Ci=Cy=---=0C,.

In caz contrar, functiile se numesc liniar dependente pe I. Mai exact, functiile x1, ... x,, sunt
liniar dependente pe I dacd existd m constante reale Cy, . .., Cy, nu toate zero (C3+---+C2 > 0)

cu proprietatea ca
Cia1(t) + Coxo(t) + -+ + Cpxn(t) =0, pentru orice t € 1.

2.11 Definitie. Pentru m > 2, se numeste wronskianul (determinantul lui Wronski) asociat

functiilor xy, . ..x,, derivabile de ordinul m — 1 pe I, determinantul
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2.12 Teorema. Pentru m > 2, fie x1,...Ty : I — R functii derivabile de m — 1 ori pe I,

care sunt liniar dependente pe I. Atunci wronskianul acestor functii este nul pe I.

Demonstratie. Pentru ca functiile x4, ..., z,, sunt liniar dependente rezulta ca exista constan-
tele C'y, ..., C,, nu toate nule cu proprietatea ca Cyxy + - - -+ Cpx,, = 0 pe I. Derivand relatia

de m — 1 ori si considerand un ¢ € I oarecare, se obtine sistemul

Cray(t) + -+ Cpal, (1) =0

Consideram sistemul de mai sus cu necunoscutele C1,...,C,,. Fiindca zi,...,x,, sunt liniar
dependente, stim ca sistemul omogen de mai sus are si o solutie nebanala. Aceasta inseamna

ca determinantul sistemului este nul. Dar determinantul sistemului este chiar wronskianul

functiilor x4, ...,z pe punctul ¢. Fiindca t a fost ales arbitrar, rezulta ca W(zy,...,z,) =0
pe I. O
2.13 Teorema. Daca x1, ..., xz, sunt solufii ale ecuatiei L{x] = 0 pe I si au wronskianul nenul
intr-un punct t* € I, atunci xq, ..., x, sunt liniar independente pe I si au wronskianul diferit

de zero in orice punct din I.

Demonstratie. Presupunem ca functiile sunt liniar dependente pe I. Atunci conform Teoremei
2.12 wronskianul este nul in orice punct din I. Acest fapt contrazice ipoteza ca W (t*) # 0.
Asadar, functiile xq, ..., z, sunt liniar independente pe I.

Presupunem prin absurd ca exista un punct ty € I astfel incat W (ty) = 0. Atunci sistemul

cu necunoscutele C1, ..., C, i determinantul W(xy,...,z,) nul
lel(to) + -+ Onl’n(to) =0

are o solutie nebanala. Asadar exista C',...,C, € R nu toate nule, care verifica relatiile de
mai sus. Fie atunci functia

f:él$1++énxn

Fiind o combinatie liniara a solutiilor z1, ..., z, avem L[Z] = 0. Pentru ca nu toate constantele
Cl,...,C, € R sunt zero, rezulta ca Z nu poate fi functia nula. Si totusi pentru functia z avem
verificate conditiile

Z(ty) =0, T'(to) =0,..., T V(ty) = 0.

Dar aceste conditii le verifica si functia nula zy = 0, care este o solutie a ecuatiei date. Pe de

alta parte, Teorema de existenta si unicitate ne asigura ca orice problema Cauchy are solutie
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unica. Noi am obtinut doua solutii distincte care verifica aceeasgi problema Cauchy. Aceasta

este o contradictie, care rezulta in urma presupunerii facute. Asadar wronskianul celor n solutii

independente nu se anuleaza deloc pe I. [l
2.14 Observatie. Fie z1,...x, solutii ale ecuatiei L[z] = 0. Avem doar doua posibilitati:

1. functiile 21, ...z, sunt liniar dependente pe I si atunci W (zy,...,z,) =0 pe I sau

2. functiile xq, ...z, sunt liniar independente pe I si atunci W(zy,...,x,) # 0 pe .

In cele ce urmeaza vom demonstra ca n, care este ordinul ecuatiei diferentiale liniare omogene
Llz] = 0, este i dimensiunea spatiului solutiilor acestei ecuatii i orice n solutii z1, ...z, liniar

independente formeaza o baza a acestui spatiu al solutiilor.

2.15 Teorema. Fie n solutii liniar independente x1, ..., x, pe I ale ecuatiei L[x] = 0. Atunci

orice functie ¢ : I — R care verifica L[] = 0 este de forma
¢ =Cixy + Cozg + - - - + Cray,
pentru niste constante reale C1, ..., C,.

Demonstratie. Fie ty € I un punct oarecare. Consideram sistemul

Cixi(to) + -+ - + Crxy(to) = ¢(to)
Cizy(to) + -+ + Cuy,(to) = ¢'(to)

Determinantul acestui sistem este wronskianul functiilor z,...,x,. Pentru ca aceste functii
sunt liniar independente pe I, rezulta ca W(xy,...,x,) # 0. Acest lucru ne arata ca sistemul

are solutie unica. Cu aceasta solutie a sistemului construim functia
wzolxl—l_""f—cnxn-

Avem

Y(to) = Crza(to) + -+ - + Cun(to) = (to)
si folosind celelalte relatii din sistem

W (to) = ¢'(to), -.-, ¥V (te) = "V (to).

Agadar functiile ¢ i ¢ verifica aceleasi conditii initiale. Ambele sunt solutii ale ecuatiei L[x] =

0. Conform teoremei de existenta si unicitate cele doua functii coincid pe I. Deci,

o =Cixy + Coxg + - - - 4+ Crxy,.
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2.16 Teorema. Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene L|x] = f(t) este
T =T+ T

unde xo este solutia generald a ecualiei omogene Lix] = 0 iar x, este o solutie particulard

oarecare a ecuafiei L[x] = f(t).

Demonstratie. Fie x, o solutie particulara oarecare a ecuatiei neomogene L[z] = f(t). Daca

facem schimbarea de functie x = z, + y atunci

Ly = Llx — xp] = Llz] = Llz,] = f(t) — f(t) = 0,

ceea ce ne conduce la o ecuatie omogena L[y] = 0. Daca xy este solutia generala a ecuatiei

omogene atunci obtinem solutia generala a ecuatiei neomogene sub forma x = z, + xo. [l

2.17 Observatie. Cunoagterea solutiei generale a ecuatiei neomogene se reduce la cunoasgterea
solutiei generale a ecuatiei omogene si a unei solutii particulare a ecuatiei neomogene. Prima
este asigurata de cunoasterea a n solutii liniar independente x4, ..., x,. Dupa cum vom vedea

acest lucru este suficient si pentru aflarea solutiei particulare a ecuatiei neomogene.

2.18 Teorema. Fie xq,...,x, solutii liniar independente ale ecuatiei omogene Llx] = 0 gi
f I — R o functie integrabila pe 1. Atunci exista functiile Cy(t),...,Cy(t) definite pe 1
astfel incat

r=Ci(t)x1(t) + -+ Cp(t)z,(2)

sa fie solufie a ecuatiei neomogene L[x] = f(t).

Demonstratie. Punem conditia cax = Cy(t)x(t)+- - -4+C,(t)x,(t) sa verifice ecuatia neomogena
Liz] = f(t). Calculam derivata

o =C ()2 () + -+ Cr()xl (t) + CLt)z1(t) + - - -+ CL (), (1).
Punem conditia C1(t)z1(t) + Cy(t)za(t) + ... Ch(t)2n(t) = 0. Prin derivare
2" = CLO)2(t) + -+ 4 Cu(B)ay(8) + Cr )z (1) + - - + Cp (), (1),
Punem conditia C}(t)x(t) + C5(t)z5(t) + ... Cl (t)x] (t) = 0. Continuand in acelasi fel
2D = C )2V @) + -+ Co®)2 V(@) + Ol () + -+ CL ()P (1),

Punem conditia C](8)z\" "2 (t) + CL()al" 2 (1) + ... C. )zl P (t) = 0. Mai derivam o data si

avern

2 = Cy ()" () + -+ Cu)a () + O )2V () + -+ O ()2 (1).
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Inlocuind aceste derivate in ecuatia Lz] = f(t) se obtine

Cr ()" V() + Oy )2y V() + ... CL)I () = f(2).

Ca urmare C7,...C), sunt solutii ale sistemului neomogen
[ Ci(D)aa(t) + -+ C(Han(t) =0
CiO)y (8) + - - - + O ()7, (1) =0

L Ci)a" V(to) + -+ CL®)z () = f(b).

Sistemul este compatibil determinat deoarece determinantul Wz, ..., x,) # 0 pe I. Rezolvand

sistemul si integrand se obtin functiile Cy (%), ..., Cy,(%). ]

2.19 Observatie. Metoda expusa mai sus se numeste metoda wvariatieir constantelor,
pentru ca ”variind constantele” adica inlocuind constantele cu functii s-a obtinut o solutie
particulara a ecuatiei omogene. Cu toate acestea, din ceea ce am demonstrat pana acum, am
reusit sa deducem doar structura generala a ecuatiilor liniare. Nu exista o metoda generala
pentru gasirea solutiei ecuatiilor liniare de ordin superior decat pentru cateva clase particulare

de ecuatii.

2.20 Exemplu. Si se rezolve ecuatia (t +1)>/t + 12" — (t+ 1)’ +x =t +1 -2yt + 1.
Observam ca este o ecuatie liniara de ordinul doi. Rezolvam mai intai ecuatia omogena

(t+1)2/t+12" — (t+ 1)a’ + 2 = 0. O solutie a ecuatiei se observa usor z = t + 1. Stim

ca ecuatia are doua solutii liniar independente. Pentru a gasi cea de-a doua solutie facem

schimbarea de functie x = (¢ 4+ 1)y. Obtinem ecuatia
t+1VE+ 1y +2(t+1)°VE+ 1y — (t+1)% =0.

Impértim cu (¢ + 1)% si notdm 3’ = p si obtinem (t + 1)y +1p' = p(1 — 2v/1 + 1). Aceasti

ecuatie este cu variabile separabile. Avem

dp  1-2i+1 2 Che™ Vit
_p:—+dt — hp=—=—-2n(t+1)+InC;, = p:(zlfe—i——l)Q'

P (t+1)vt+1 Vi+1

Rezulta

Ce_\/% et —2
R e b ey A

= 26116\/;7‘%1 (1 +

2
Solutia generald a ecuatiei omogene este (dupa o renumerotare a constantelor C := Cy, Cy :=
2C1)
w0 = Cy(t + 1) + Che Vit (t+1+2\/t+—1> .
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—2
Cea de-a doua solutie obtinuta xo = 2e V&1t (t + 142Vt + 1) este liniar independenta de solutia

x1 =t + 1 pentru ca wronskianul

—2
t+1 eviFt (t+ 1424/t +1 -
o [mom| [P AR

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene de forma
xfzaﬁy@+1%H2@-&%TG+1+%ﬁ:ﬁ):Gﬁ%xy+@@yx}
Derivam si punem conditia Ciz, + Cyx9 = 0. Obtinem ), = C17] + Cory si
x, = Cla) + Coyry + Craf + Coy.
Inlocuim in ecuatia neomogena si avem
t+1)°Vi+1al —(t+ a4z, =t+1—-2Vt+1.
Tinem seama de faptul ca x; si xo sunt solutii ale ecuatiei omogene si obtinem
(t+ 1)Vt + 1(Cla, + Chal) =t +1 — 2Vt + 1.

Derivatele C] si CY verifica sistemul

C’{xl + OéZL'Q =0
Clay + Chrly = =2V

T ()2
Avem
0 i)
t+1-2yt+1 /
it Y2 (t+1)> —4(t+1) 4
' — (t+1) _ O = i1 ’
! T T 20t + 1)2\E+ 1 ' Vit 1
)
1 2
T 0

5E/1 t+1f§\/t+l b1 9T ﬁ
Céz (t+1)2V/t+1 :( + Vi -+ )6 . 02:\/25_1_—1‘6\/%'

2t + )Vt + 1

T1 T2

/ /
Ty Ty

Solutia particulara va fi

4 2 -2
tp= (—VEFT L= ——— ) - (t+ 1)+ VI T Levirm . evi <t+1+2\/t+1>
P ( \/t+1)( )

=2t +1) —4VE+ L.

Solutia generala a ecuatiei neomogene va fi

x:x0+:cpzcl(t+1)+02w% <t+1+2\/t+1> — 4Vt + 1.
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2.3 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

2.21 Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti constanti o ecuatie

de forma

2™ a4 a2+ anr = f(0),
unde ay, . ..,a, € R sunt numere reale date, iar f € C(I), I C R interval nevid.
Pentru a studia aceasta ecuatie introducem operatorul
Liz] = 2™ + a1V + o a2 + ape.

Atunci ecuatia diferentiala liniara de ordin superior se rescrie

Notam cu
Piry=r"+ar" '+ +ap_1r +a,

polinomul caracteristic atasat lui L.
2.22 Lema. Au loc identitatile
Lle"] = " P(r)

my’+...+my(")> .

rt _rt
Lle"yl =e (P(r)y+ T o

Demonstratie. Prima relatie se obtine din a doua pentru functia y = 1. Fie z = ye™. Calculam

derivatele lui z, folosind formula lui Leibniz:

x(k) — C](C)y,rkert + C]iylrkflert + C]zy//rkaert I C]ljy(k)en

krk—1 k(k — 1)rk—2 E(k—1)---179
— et (rker S y/+ ( 2‘) y//_|___.+ ( k)' y(k))'
Avem
r=e"y
10
__rt -]
T =ce (ry—l— 1 >
x//_ert 7,2 +%,+2'1T0 "
- TR TR

krb=t o k(k —1)rh? k(k—1)---1r°
r / ( )7’ y// e ( ) r y(k))

n—1 n—2 0
nr n(n—1)r o nh—1)--1r (n))'
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Inmultim prima egalitate cu a,, a doua cu a,_1, ... si penultima cu a; si le adunam. Vom
obtine relatia a doua din Lema. O
2.23 Teorema. Daca polinomul caracteristic are n radacini reale distincte ry,...,r, atunci

solutia ecuatiei omogene L[x] =0 este
r=Ce - 4 Cpe™t

Demonstratie. Fie z;, = €', pentru k = 1,n. Acestea sunt solutii ale ecuatiei L[z] = 0 pentru

ca

L[zy] = Lle™] = "' P(ry) = €' -0 =0, pentru orice k = 1, n.

Este suficient sa aratam ca acestea sunt liniar independente. Pentru aceasta calculam wron-

skianul
1 To ... Tp emt er2t . ernt
T} xh ... riet et L et
W(Ilv 73771) - . -
n—1 n—1 n—1 —1 —1 _
xg ) xé L rprtent i Tler2t 0 pn—lemnt

Din fiecare coloana scoatem factor comun exponentiala si obtinem

1 1 ... 1
r r .o
W (x4 T,) = elmFrattra)t ! ? "
e
-1 -1 n—1
r L) Tn
Ultimul determinant este determinantul Vandermonde al numerelor rq,...,r, a carui valoare
este [ j(ri — r;). Fiindcd numerele 74, ...,r, sunt diferite si exponentiala nu se anuleaza
rezulta
n
_ pritret-+r
W(zy,. .. 2,) = e ”)H(ri—rj) # 0.
i>j
Aceasta ne arata ca solutiile z1, ..., z, sunt liniar independente. [l

2.24 Exemplu. Sa se integreze ecuatia z” + 2’ — 2z = 0.
Ecuatia caracteristica este r? +r — 2 = 0. Aceasta are radacinile r; = 1 si 7y = —2. Solutia

generald a ecuatiei este v = Cje’ + Che .

2.25 Observatie. Daca 1 = a + bi este o radacina pentru P(r) = 0 atunci gi conjugata
ry = a — bi este radacina a polinomului P. Scriem cei doi termeni corespunzatori din solutia
generala

Tio = Cre™t 4+ Cye™.

Solutia z; 2 este complexa cu constantele Cy, Cy numere complexe. Totusi putem inlocui aceasta
solutie complexa cu una reala. Vom alege constantele astfel incat x; o sa fie reala. Trecand la
conjugate avem

T19=T19 = Cre™ + Coe™ = C1e™" + Che™".
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Asadar C, = C. Cunotatia A=C, +C;, €Rsi B = i(Ch — C’l) € R avem

T19 = Oleﬁt + 0267"27& — Cle(a+bi)t + C_fle(afbi)t
= C1e”(cos bt + isinbt) + Cre™(cos bt — isin bt)
= e"[(Cy + C1) cos bt + (iCy — iCy) sin bt]

= e (Acosbt + Bsinbt).

2.26 Exemplu. Sa se integreze ecuatia x”” — 8z = 0.
Ecuatia caracteristica este 73 — 8 = 0. Aceasta are radicinile 7, = 2, 1y = —1 4+ /3 si

ry = —1 — iy/3. Solutia generald a ecuatiei este x = C1e? + e7(Cy cos v/3t + Cysin v/3t).

2.27 Teorema. Daca ry este radacina multipla de ordinul p > 2 a polinomului caracteristic P

atunci €™t te™t .. tP7e™t sunt solutii liniar independente ale ecuatiei L]z] = 0.

Demonstratie. Fiindca r; este radacina multipla de ordinul p > 2 a ecuatiei P(r) = 0 avem
P(ry) = 0,P'(ry) = 0,..., PP I(r)) = 0si PP(r)) # 0. Fie 2, = the"!, cu 0 < k <p— 1.
Avem

P(p_l)('f'l) P(p) (Tl) P(n)(fr’l)

Lizy] = et [ P(r)th 4+ 4+ ——2(tF)rD o )P T (k)

(4] (ro)t" + +<p_1)!() +p!()++n!()
Primii p termeni din paranteza sunt zero datorita derivatelor lui P, iar restul termenilor sunt
zero datoritd derivatelor lui t*. Asadar L[zi] = 0, pentru orice k cu valori de la 0 la p — 1.
Aceasta ne arata ca xj; sunt solutii. Pentru a arata ca sunt liniar independente pornim de la
egalitatea

Coe™ + Cyte™ + ... Cp_ltp_le”t =0.

Impérgim cu et # 0 gi obtinem ca polinomul Cy+ Cyt+ - - -+ C,_1#P~" ia valoarea zero pentru

orice ¢, ceea ce Inseamna ca polinomul este nul, adica Cp = C; = --- = C,_1 = 0. Aceasta ne
arata ca functiile xy sunt liniar independente. O]
2.28 Teorema. Daca rq,...,rs sunt radacinile polinomului caracteristic cu ordinele de multi-
plicitate py, ..., ps atunci solutia generald a ecuatiei L{z] = 0 se scrie sub forma

v = P(t)en 4o+ P(1)e,

unde Py, ..., P; sunt polinoame cu gradele py — 1,...,ps — 1.

Demonstratie. Daca ry este radacind de ordinul p; a polinomului caracteristic atunci P (t)e"?

este solutie a ecuatiei L[x] = 0, conform teoremei precedente, unde P; este un polinom de grad
p1—1. Ramane sa demonstram ca e, ... tPr—ternt erat  gpz=lerat st o gps—lerst gung

liniar independente. Presupunem ca

Pl (t)erlt + PQ(t)Ger —|— e + PS—1<t)€TS_1t _|_ Ps(t)erst — 0
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Demonstram ca P, ..., P, sunt nule.

Impartim cu e si derivam de p, ori. Ultimul termen dispare si avem

Qi(t)el T 4 Qi ()T =, (2.1)
unde @)1, ...,Qs_1 sunt polinoame de grade ca si Py,..., P,_; si sunt identic nule daca poli-
noamele corespunzatoare P, ..., P,_; sunt identic nule. Tntr—adevér, sa observam ca, de exem-
plu

dps
Qu(t) = I (A(D) - )

dtps
= C) Pi(t)(ry —ro)P + C) P{(t)(ry —rg)» 4 + C;’ijfpS)(t)-

Fiindca r; —ry # 0 rezulta ca Q1 are acelasi grad ca si P;. Mai mult, daca (), este identic zero
atunci derivata de ordinul p, a produsului Py (t) - e"1~"=) este identic zero, adica Py (t) - e("—7s)t
este un polinom de grad cel mult p, — 1. Dar acest lucru este posibil doar daca P, este identic
Zero.

Revenind la egalitatea (2.1) daca impartim cu e(™=177) gi derivim de p,_; se obtine
R, (t)e(Tl—T’sfl)t 4+ 4 RS_Q(t)e(TS*Q_TSﬂ)t _ 0,

unde Rq,..., R, o sunt polinoame de grade ca si (1, ..., Qs o si sunt identic nule daca poli-
noamele corespunzatoare (Jq, ..., Qs o sunt identic nule.

Repetand acest procedeu obtinem
Sy(t)em—rat = .

De aici deducem ca S; este polinomul nul, dar asta inseamna ca R; este nul, de unde (), este
nul, ceea ce implica faptul ca P; este nul.

Analog obtinem ca Ps, P, ..., P, sunt nule. Cu aceasta teorema este demonstrata. O

2.29 Observatie. In cazul in care r; = a + bi este o radacina complexa de ordinul p a poli-
nomului caracteristic, atunci 7; este de asemenea o radacina de ordinul p. Solutia reala core-

spunzatoare acestora este
__ _at p—1 p—1 :
r=e [(A0+Alt+~~+Ap,1t )cosbt+(Bo+Blt+~--+Bp,1t )smbt].

2.30 Exemplu. Si se integreze ecuatia £ — 426 + 62" — 42’ + x = 0.
Ecuatia caracteristica atasata este r* — 4r3 + 6r> —4r +1 = (r — 1)* = 0. Aceasta are

radacina multipla r; 234 = 1. Solutia generala a ecuatiei este

x = (C) + Cot + Cst? + Cyt?)e.
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2.31 Exemplu. Si se integreze ecuatia 2(® — 2 +220) — 22" + 2/ — 2 = 0.
Ecuatia caracteristica atasata este > —r* + 2r® — 292 + 7 — 1 = 0. Aceasta are radacinile

=1, 7193 =18l ry5 = —i. Solutia generala a ecuatiei este
x = Cie' + (Cy + Cst) cost + (Cy + Cst) sin .

2.32 Observatie. Daca avem de rezolvat o ecuatie liniara neomogena cu coeficienti constanti
Liz] = f(t) putem folosi metoda variatiei constantelor. Daca functia din membrul al doilea are

o forma speciala putem folosi gi urmatoarea metoda. Daca
f(t) = e™[Q(t) cos bt + R(t) sin bt]

unde @), R sunt polinoame de grad cel mult m, atunci daca r = a + bi este radacina de ordinul
s > 0 a ecuatjiei caracteristice P(r) = 0 atunci ecuatia neomogena L[z] = f(t) are o solutie
particulara de forma

x, = t°e™[S(t) cos bt + T'(t) sin bt]

unde S si T sunt polinoame de grad cel mult m, ale caror coeficienti se determina prin identi-

ficare.

2.33 Exemplu. Sa se integreze ecuatia x” + x = sint.

Rezolvam mai intai ecuatia omogena: z” + x = 0. Ecuatia caracteristica este r> +1 = 0
cu radacinile r; o = £¢. Solutia ecuatiei omogene este xy = Ccost + Cysint. Functia din
membrul drept al ecuatiei neomogene este f(t) = sint. Aceasta inseamna ca a = 0si b = 1,
Q(t) =0 R(t) = 1. Pentru ca r = a + bi = i este o radacina simpla a ecuatiei caracteristice
luam s = 1. Polinoamele @, R sunt de grad cel mult 0. Consideram pe S(t) = Asi T(t) = B

polinoame de grad cel mult 0 in forma cea mai generala. Solutia particulara se cauta sub forma
x, =t(Acost + Bsint).
Avem

x, = Acost + Bsint + t(—Asint 4 B cost)

x, = —2Asint + 2B cost + t(—Acost — Bsint).
Inlocuind in ecuatie rezulta
sint = x, + x, = —2Asint + 2B cost.

Prin identificarea coeficientilor 1 = —2A si 0 = 2B, deci z, = —%tcost. Solutia generala a

ecuatiel neomogene este

1
x=2x0+x, = Cicost + Cysint — étcost.
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2.34 Teorema. Dacd x; sunt solutii ale ecuatiilor L[z] = fi(t), i = 1,s atunci functia v =

T+ -+ x4 este solutie a ecuatiei L{z] = fi(t) + -+ + fs(t).
Demonstratie. Folosind liniaritatea operatorului avem

Llx] = Llxy + -+ 2] = Llzy] + - + L[zg] = fi(t) + -+ fo(t).

2.35 Exemplu. Sa se integreze ecuatia 2" + 22" +x = 1 + t2 + 4te’.

Rezolvim ecuatia omogena z” 4 22’ +x = 0. Ecuatia caracteristicd este 72 +2r +1 = 0, cu
radacina dubld 15 = —1. Solutia ecuatiei omogene este xo = (C; + Cat)e™. Pentru a rezolva
ecuatia neomogend notam fi(t) =1+t si fo(t) = te'.

Solutia particulard corespunzitoare ecuatiei z” + 22’ +x = 1 + 2 este de forma z; =
At? 4+ Bt +C,cacia=0,b=0, Q(t) = 1+t si s = 0 fiindea r = 0 nu este radicini a ecuatiei

caracteristice. Prin derivare rezulta
1+t =] + 22} + 21 = 2A + 2(2At + B) + At> + Bt + C = At* + t(4A + B) + 2A + 2B + C.

Prin identificarea coeficientilor avem A =1, B = —4 i C = 7. Deci oy = t* — 4t + 7.
Solutia particulara corespunzitoare ecuatiei 2" + 22’ + x = 4te! o cautam de forma z, =
(At + B)e!, cacia = 1, b = 0, Q(t) = 4t si s = 0 fiindcd r = 1 nu este radacind a ecuatiei

caracteristice. Prin derivare rezulta
dte' = afy + 220 + 19 = €' (At + B+ 2A) + 2e' (At + B + A) + €' (At + B) = ¢'(4At + 4B + 4A).

Prin identificarea coeficientilor avem A = 1, B = —1. Obtinem xz = e'(t — 1).

Solutia ecuatiei neomogene z” + 22’ + x = 1 + t* + 4tet este
T=x0+x + 7= (C1+Cot)e " +1* — 4t + T+ et —1).

2.36 Exemplu (Circuitul electric RLC). Consideram un circuit electric format dintr-o rezis-
tenta de 1 ohm legata in serie cu o bobina de 0,05 henri, un condensator cu capacitatea de
2/1010 farazi gi o sursa electromotoare care genereaza o tensiune de E(t) volti la momentul de
timp ¢. Daca notam cu @(t) sarcina electrica a condensatorului in coulombi la momentul ¢ si
I(t) intensitatea curentului in amperi a circuitului, atunci evolutia curentului in circuit se face
pe baza legii lui Kirchhoff
L%(t) + RI(t) + éQ@ = E(t).
Tinand cont de relatia @Q'(t) = I(¢) si derivand se obtine ecuatia diferentiala

1
LI" 4 RI'+ 21 = E'(1).
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R

EC) p

C

Figura 2.1: Circuitul RLC

Daca sursa este o baterie de 12 volti sa se afle intensitatea curentului in circuit dupa 0,01
secunde stiind ca la momentul initial 7(0) = 0 = Q(0).

Tensiunea fiind constanta avem FE’(t) = 0. Ecuatia diferentiala este

1
%[” + I’ + 5501 = 0.

Ecuatia caracteristica este 72 4 20r + 10100 = 0, care are radacinile r;, = —10 + 100i si
ro = —10 — 1007. Solutia va fi

I(t) = e (A cos 100t + B sin 100t).

Din conditiile initiale avem

E0
I'(0) = —10A + 100B = # = 240
Avem A=0gi B =2,4. Se obtine

I(t) = 2,4 sin 100¢.

Pentru ¢t = 0,01 avem 7(0) = 2,4 ¢ %! - sin1 ~ 1,82 amperi.

Daca circuitul este legat la o sursa de curent alternativ de 220 volti si 50 hertzi, care va fi
intensitatea dupa 0,01 secunde?

In cazul curentului alternativ E (t) = Epsinwt. Avem Fy = 220 §i w = 27-50 ~ 314 radiani

pe secunda. Avem ecuatia diferentiala
1
LI"+ RI' + 6] = wEycoswt <= I" +20I' +10100] = 4400w cos wt
Trebuie sa determinam o solutie particulara de forma I, = C coswt 4+ D sinwt. Avem

1Y + 201, + 101001, = cos wt(—Cw? + 20Dw 4 10100C) 4 sinwt(—Dw?® — 20Cw + 10100D).
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Prin identificarea coeficientilor obtinem
_ 4400w(10100 — w?)
(10100 — w?)? + 400w?

88000w?
(10100 — w?)? + 400w?

Cu acesti coeficienti determinati solutia generala va fi
I(t) = e (A cos 100t + Bsin 100t) + C cos wt + D sin wt.
Din conditiile initiale

10)=A+C=0

E(0
I'(0) = —104 + 100B + wD = # =0
obtinem A = —C'si B = (—Dw — 10C)/100. Intensitatea curentului la momentul ¢t = 0,01 este
Dw +10C .
100

1(0,01) = e (—C cos1 — sin 1) + C cos(0,01w) + Dsin(0, 01lw) ~ —239.

200 F
200 F
100 F

—100

=200

— 300

—4onF

Figura 2.2: Intensitatea curentului in circuit in cel de-al doilea caz

2.4 Ecuatii diferentiale Euler

2.37 Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala Euler o ecuatie de forma
"™ a2 p g, gt anr = f(1),
unde aq,...,a, € R sunt numere reale.

Metoda 1 de rezolvare. Pentru a studia aceasta ecuatie facem substitutia t = e® si introducem

operatorul S = %. Vom avea

e a IR T
s At ds e ™™ e "

d? d [d d [/d dt /
d_;:$<d_§):—<—$>-—:(tx’)-t:t%”ﬂx’ = 2" =55 -1z

, dx
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Demonstram prin inductie ca
"z = S(S—1)(S—2)...(S—n+1)z.

Presupunem relatia adevarata pentru n si o demonstram pentru n 4+ 1. Avem

2D = (2™ = (S(S = 1)(S —2)...(S—n+1)z-t7")
=(S(S—-1)...(S=n+Da), - t"+SS —-1)...(S—n+ 1z (—n)t "
=(S(S=1)...(S=n+z), s, -t =SS =1)...(S—n+ Dz -nt™"!
=5%(S—-1)...(S—n+Dr-t" ' =5(S-1)...(S—n+Dx-nt"!
Obtinem

() = (5 —1)(S—2)...(S—n+1)(S —n)z.

Inlocuind aceste relatii in ecuatia Euler se obtine o ecuatie liniara cu coeficienti constanti.

Metoda 2 de rezolvare. Cautam solutii sub forma x = t", rezolvand ecuatia omogena. Rezulta
o ecuatie caracteristica in r. Daca r = r; este solutie reala a ecuatiei caracteristice atunci x =
C1t™ este solutie a ecuatiei diferentiale. Daca r = a 4 bi sunt solutii ale ecuatiei caracteristice
atunci © = t%(Acos(blnt) + Bsin(blnt)) este solutie a ecuatiei lui Euler. Daca r = ry este o
solutie multipla de ordin s atunci z = t"2(Cy + C1Int 4+ ... Cs_ In®! t) este solutie. Pentru

ecuatia neomogena, daca
f(t) =t*[Q(Int) cos(blnt) + R(Int)sin(blnt)]

unde @), R sunt polinoame de grad cel mult m, atunci daca r = a + bi este radacina de ordinul
s > 0 a ecuatiei caracteristice P(r) = 0 atunci ecuatia neomogena L[z] = f(t) are o solutie

particulara de forma
zp, = (Int)*t*[S(Int) cos(blnt) + T'(Int) sin(blnt)]

unde S i T' sunt polinoame de grad cel mult m, ale caror coeficienti se determina prin identi-

ficare.

2.38 Observatie. La fel se trateaza o ecuatie Euler generalizata, care este de forma
(at + b)"z™ + ay(at +b)" 2D 4. 4 a,_(at 4 b)2' + anx = f(at +b),
unde a, b, aq,...,a, € R sunt numere reale.

2.39 Exemplu. Si se rezolve ecuatia t32"” + 2tz’ — 22 = tInt.

Metoda 1 de rezolvare Facem schimbarea de variabila ¢ = e®*. Avem

[S(S —1)(S —2)+2S — 2|z = se’.
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Ecuatia caracteristica a ecuatiei omogene este r(r—1)(r—2)+2(r—1) = 0 cu radacinile r; = 1,
r93 = 1 £ 4. Solutia ecuatiei omogene este x = Cie® + e® (Cycos s + Cysins). Cautam solutia
particulars sub forma x, = se*(As + B). Inlocuind in ecuatie avem
d3x d?x dx
P—3—L 44— 2z, =se’.
ds3 ds? ds

Prin identificarea coeficientilor rezulta A = 1/2 i B = 0. Solutia generala va fi

1
= Ce® +e* (Cycos s + Cosin s) + 55268.

Revenind in variabila ¢ solutia se scrie
1
x = Cit +t[Cycos(Int) + Cysin(Int)] + Etan t.

Metoda 2 de rezolvare Cautam solutii sub forma z = ¢". Rezolvam intai ecuatia omogena.
Rezulta ecuatia r(r — 1)(r —2) +2r — 2 = 0 cu radacinile r; = 1 gi 703 = 1 £4. Solutia ecuatiei
omogene este x, = Cit + t(Cycoslnt + Cysinlnt). Observam ca f(t) = tlnt este de forma
f(t) =t*[Q(Int) cos(blnt)+ R(Int)sin(blnt)] cu a = 1, b = 0 si @ polinom de gradul 1. Pentru
car = a+ b = 1 este radacina de ordinul 1 a ecuatiei caracteristice, solutia particulara are
forma z, =Int-t(Alnt + B). Inlocuind in ecuatie rezultd prin identificare A = 1 /2§ B=0.

Solutia generala ecuatiei Euler este
1
T =21z,+ 1z, =Cit+1t[Cycos(lnt) + Cysin(Int)] + §tln2 t.

2.40 Exemplu (Incovoierea unei placi circulare subtiri incastrata pe periferie, incarcata uni-

form). Linia de incovoiere a unui diametru mic, pentru incovoieri mici este data de

d? d
x2d—f2+xd—i—gp+kx3zo7 k>0,

unde ¢ = arctg (—%), este unghiul dintre normala in punctul (z,y) si axa OY. Solutia
particulara este ¢, = %kx?’. Ecuatia caracteristica este r(r — 1) + r — 1 = 0, cu radacinile
r12 = £1. Solutia generald este p = Ciz 4 Coz™! — %lm?’. Conditiile initiale ¢ = 0, pentru
x=0 (in mijloc) si pentru = R (la margine). Avem C; = $kR* ¢i Co = 0. Prin urmare

= %lm(RQ — x?). Incovoierea y pentru abscisa = se obtine prin integrarea

dy ;
dl‘_ gSO?

deci
v 1
y(x) = —/ tg {—ku(R2 — uQ)] du,
R 8
deoarece y trebuie sa se anuleze pentru = +R. Cum ¢ ia numai valori mici pentru incovoieri

slabe, putem dezvolta in serie pe tg¢:

L 3
tgg0290+§90 + ...

si avem
1
y = 3—2k;(R2 - %)% +

1

3/p2 _ .2\4 2 2
—61440k(R z°)*(4a* + R*) + ...
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2.5 Exercitii

Probleme propuse

2.1. Sa se integreze ecuatiile:

a)x":\/ll__t2 b) tz® — W =0
c) a' =t — (2")? d) 2" =1+ 22

ot
e)ta” =2’ +1* f)2x"—?—|—;
2.2. Sa se integreze
a) 32" — 22" —8x =0 b) 23 — 32" + 32 —2 =0
¢) 42" — 82"+ 5x =0 d) 2® + 62" + 112’ + 62 =0
)z — 423 1 132" = 2¢! ) a® 2" 4 20" + 20 = te!
g) 2® — 228 42" =2 h) 2" +22'+2=0
i) 2" — 42’ +5x = e 'sin2t §) 2® — 2" — 2’ + 1 = cost
k) 2" +a' — 2z = cht Da"+2' =t —e ' +é

2.3. Sa se integreze ecuatiile:

a) t?r" +ta' —x =2
b) (2t + 1)%2" — (2t + 1)a’ — 4z = In(2t + 1)

c) (t —2)%" —3(t —2)2’ +4x =1

Indicatii la problemele propuse

2.1. Ecuatii diferentiale pentru care se poate reduce ordinul
a) = tarcsint + /1 — 2 + Cyt + Cs.

b) C1t° + Cot3 + O5t? + Cyt + Cs

) tcl CQt—f—CQSl[E:ﬁ-f-Cl

d) ch(t +C1) + Gy

) +49f 4+ 0,

x

xr =

r =

r =

r =
f) 20 = t+01\/T201 CEn(t + Cy + /t(t +2C1)) + Co.
2.2.

X

T

T

@)

@

Ecuatii hmare cu coeficienti constanti
=C1e?+ 0, st

= e'(C} + Cat + C5t?)

=" (Crcost + Cysinl)

a)
b)

c)
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x = Cre t 4+ Che 2 + Cie™

x = Cy + Oyt + Cse? cos 3t + Cye?t sin 3t + %et

z = Cie " + Cycos V2t + Cysin V2t + (%t — %) et
) & = C + Cye! + Cste! + Che™ + Cste™ + 2t

h) z = C) + Che™ —t

i) 2 = Cre*cost + Coe*lsint + et (%5 cos 2t + 3—10 sin 2t)

j) x = Cie' + Cote! + Cse™ +  cost — 1sint

k) @ = Cre' + Cae™? + fte' — l_t

1) x=C) 4 Coe™ +te‘t+%et+§t3—t2+2t.

2.3. Ecuatii Euler a) x = Ct + Cy7 — 2

b) x=C1(2t + 1) + Coggmg — (20 +1) + ¢

¢)x=(t—2)*(Cy+Coln(t —2)) +t — 3.




Capitolul 3

Integrarea ecuatiilor diferentiale prin
serii

3.1 Metoda seriilor de puteri

In general, ecuatiile liniare cu coeficienti variabili nu pot fi integrate folosind un algoritm
asemanator ecuatiilor liniare cu coeficienti constanti. In acest caz se foloseste metoda seriilor
de puteri. Se presupune ca solutia este dezvoltabila in serie de puteri, adica se poate scrie sub

forma
oo

p(t)=cotet+ot’ +=> ct”

n=0
Reamintim cele mai uzuale proprietati ale seriilor de puteri:
1) suma a doud serii f(t) =Y 07 a,t™ si g(t) = >~ byt™ este

o0

F(t) +9(t) =Y (an +bu)t"

n=0
2) inmultirea cu o constanta
[e o]
a-f(t) = Za-ant”
n=0
3) identitatea a doua serii

f(t) = g(t), pentru orice t <= a, =b,, pentru orice n >0

4) schimbarea de indice k =n +r

D o
E apt" = E ap_ tF T
n=0 k=r

5) diferentiabilitatea termen cu termen

) = inant”_l
n=0

52
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Dandu-se ecuatia diferentiala, se cauta solutia sub forma unei serii de puteri. Se folosesc
proprietatile seriilor de puteri si se obtin niste relatii de recurenta pentru coeficientii ¢,. Din
aceste relatii, se determina coeficientii ¢,. Metoda este utila in special pentru ecuatiile liniare

de ordinul doi.

3.1 Exemplu. Sa rezolvam ecuatia z” + x = 0.

Cautam solutia sub forma

Atunci 2 = > jepn(n — 1)t" 2. Avem

4 x= Z can(n — 1)t" 2 + Z cnt™.
n=2 n=0

Cu schimbarea de indice n — 2 = m, rezulta

o 1= [en+ cmsa(m+ 2)(m + 1]t =0,

m=0

adica ¢, + ¢paa(m—+2)(m+1) = 0. Luand pe m sa fie par, relatia de recurenta intre coeficienti

devine
—Cof;
2k +2)(2k + 1)

Cop42 = (

Dand valori lui &

=0 . _"2_t . _T%4_~% . _ (=D
2 2.17 4 4'3 4!7 6 6.5 6! 3 P 2k (Qk)! .
Pentru m =2k — 1
c __ TC%
T 2k 4 1)2k
de unde
eG4 T _a =60 R G DA
T3 P53 5 Towe w7 MM T pg )
Inlocuind, solutia se scrie
x(t):cht”
n=0
1 (—=1)" 1 (—=1)"
= 1— 2o F— 3. 2n+1
CO( STRARE O T )+Cl( Z TR O T

= cgcost + cysint.
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3.2 Ecuatia lui Bessel

3.2 Definitie. Se numeste ecuatia lui Bessel o ecuatie diferentiala de forma
22" 4 ta’ + (1 — %)z = 0,
unde v > 0 este un numdr real, iar x = x(t) € C*(I), I C R interval nevid.

3.3 Observatie. Solutiile ecuatiei lui Bessel se numesc functit Bessel sau functii cilin-

drice. Ele modeleaza propagarea caldurii si a electricitatii intr-un cilindru.

Cautam solutia ecuatiei lui Bessel sub forma unei serii de puteri generalizate

o0

p(t) =17 cot”.

n=0

Inlocuind in ecuatie avem

Z cn(n + r)(n +r— 1)tn+r + ch(n + T)tn—i-r + ch(tn+r+2 _ V2tn+r) —0.
n=0 n=0 n=0

Aceasta relatie este echivalenta cu

Z co(n+r)(n+r— D" 4 cp(n + )" — e AT = — Z cnt" 2
n=0 n=0

Ssau

Z cal(n 4 7)? — VAT = — Z Cn_ot™",  pentru orice t.
n=0 n=2
Egaland coeficientii obtinem sistemul

co(r* —v?) =0
cal(r+1)2 =12 =0
cal(r+n)? — v = —c, 0, n>2.

Presupunand ¢y # 0 prima conditie ne conduce la ecuatia r* — v? = 0 cu solutiile , = v si
ro = —v. Vom determina in continuare solutia x; a ecuatiei lui Bessel corespunzatoare radacinii
r =v.

A doua relatie se scrie ¢;(2v + 1) = 0. Pentru ca v > 0 rezulta ¢; = 0 si inlocuind in cea
de-a treia relatie a sistemului deducem ca cop1 = 0, pentru orice k& numar natural. Ceilalti

coeficienti se obtin din relatia
Co - 4k(v + k) = —cop—a, k> 1.
Dand valori lui £ de la 1 pana la n si inmultind toate aceste egalitati, rezulta

CyrrCop-4"-nl-(v4+1)---(v+n)=(=1)"-co-ca - Copn
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adica
- (—1)™co (=) el'(v + 1)
T aply+ 1) (v4n) 2T 4n+1)
Notand ¢y = m se obtine solutia
o0 o0 (_1)7‘L t 2n+v
t) =t W= A - :

Solutia x; este produsul dintre o constanta arbitrara A si functia

w0 St (3)

numita functia luir Bessel de speta intai st ordin v.

Calculand raza de convergenta a seriei din formula lui J, obtinem

(=) (n+1!-T(v+n+2). 222ty
n!-T(v+n+1). 22ty (—1)ntt

= lim 4(n+1)(n+ 1+ v) = 0.
n—oo

R = lim

n—oo

Dar pentru ca v este real, domeniul de definitie al functiei J, este numai (0, 0o).
Vom determina, acum, solutia zy corespunzatoare solutiei r; = —v. Trebuie sa rezolvam

sistemul
c1(1-2v)=0
Cp-n(n—2v)=—cCp_o, n>2.
Avem urmatoarele cazuri posibile:

Cazul I Constanta 2v ¢ Z. Solutia se gaseste urmand pasii facuti in gasirea solutiei z.

Obtinem
_ (=1)"co
o 22l(1—v) ... (n—v)

Con

si

] _1)n ¢ 2n—v
nalt) = BJ,(1) = B ;0 n!- I‘((n —)V +1) (5) '

Cele doua solutii x; si x5 ale ecuatiei lui Bessel sunt liniar independente pentru ca wronskianul

W(Il, 1’2) =

7t

J(t) J_,(t) ‘ _2sinvm
Jo(t) I

este diferit de zero. Intr-adevar, scriind ca x; si xo sunt solutii ale ecuatiei lui Bessel

a2 (t) 4+t (t) + (2 — V) (t) = 0

Py (t) + tah(t) + (8 — v*)za(t) = 0
inmultind prima relatie cu —xz5(t) si a doua cu z;(t) si adunandu-le, se obtine

(a1 (t) - 25(t) — 2a(t) - 2{(B)] + tlza (1) - 2(t) — wa(t) - 2/ ()] = 0.
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Tinand cont ca W(t) = x1(t) - 24(t) — xa(t) - 2 (f) se obtine ecuatia
t-WH)+W(E) =0+ (t-W(t) =0,

cu solutia generala W (t) = C'/t. Ne ramane sa determinam valoarea constantei ce corespunde

solutiilor J, si J_,. Din dezvoltarile in serie

05ty () et ()5
) ()
<

t —v—1 2y " 1—1/+
2 2. T(2—v) \2

se obtine

C=lim t-[J,(t)- T2, (t) = J(t) - Jo(t)] = I‘(yl—i— 1) 2 r<_1y_ )y 4= —2812 =

pentruca'(v+1)=v-T'(v) si I'(v) - T(1 —v) = 7/sin7v.
Pentru ca v nu este numar intreg, constanta C' este nenula si astfel este demonstrata
independenta solutiilor J, si J_,. Ecuatia lui Bessel fiind o ecuatie liniara de ordinul doi,

are in acest caz, solutia generala
x(t) = AJ,(t) + BJ_,(1).

Cazul II Constanta 2v € Z, dar v ¢ Z. In acest caz 2v = 2p + 1, cu p € Z. Sistemul ce

trebuie rezolvat este
—2]) cCl = 0
Cp-nn—2p—1)=—c, 2, n>2.

Pentru n = 2p + 1 rezulta cop—1 = 0 si luand pe rand n = 2p — 1,2p — 3,...,3 se obtine
Cop—3 = Cop5="--=c1=0.

Scriind a doua ecuatie a sistemului pentru indicii 2p + 3,2p+5,...,2n + 1

Copts - (2p+3)2 = —copia

Cops - (2p+5)4 = —cgpi3

Cont1 - (2n+1)(2n — 2p) = —cop1
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si Inmultind membru cu membru aceste egalitati obtinem
. _ (—1)"Peyppn
T4 2n—2p)- (20 +3) - (2p+5) - (2n+ 1)

D
2P+2 F(p-i— )

Luand copq1 = se obtine

(17D
22pts . (n —p)- T (n+32)

Cont1 = ,  pentrun > p.

Pentru a determina coeficientii cu indice par scriem a doua ecuatie a sistemului pentru
indicii 2,4,...,2n

¢y 2(1—2p) = —

Cop * 271(271 - 2p - 1) = —Cop-2

si inmultim egalitatile membru cu membru. Dupa simplificari rezulta

(=1)"co
2-4--2n-(1=2p)-(3—=2p)---(2n—2p—1)

Con

B

Alegénd Co = m

obtinem

—-1)"B
Con = T (=1 ,  pentrun > 0.
22n—p—§ .n!- T (n —-p + %)

Scriem solutia ecuatiei

00 00 00
_p—1 on—p+1 oIm—p—L
ZL‘Q(t) =t P2 E Cntn = E an+1t NPT + E ant NPT

SV U o S G Vi B CA T
:Z Cont1t 2 T i\ 3
= T T pt )
> )P D £\ 2Pt
:Z T (n+2) (5> t By
n=p
00 ( 1 m (t)2m+p+2
- — B-J t
z (s
=D-J,..( ) +B-J_, ().

Fiinded v = p + § avem 241(t) = A - Jpy1(t). Fiindea Jy 1 si J_, 1 sunt liniar independente

(vezi cazul I), notand A; = A + D solutia ecuatiei lui Bessel z(t) = z1(t) + x2(t) se scrie

2(t) = Ay (8) + B J_, (1),
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Cazul III Constanta v este nula. Ecuatia lui Bessel in acest caz este
te" + o' +t-x=0.
Prima solutie este z1(t) = A - Jo(t). Cautam a doua solutie sub forma
zo(t) = Int - Jo(t) + y(t).

Inlocuind in ecuatia lui Bessel avem

2Jg(t)  Jo(t)
t

t{Int- Jy(t) + +y"()| +Int- J)(t) + Jolt) +y'(t) +t[Int- Jo(t) +y(t)] = 0.

Pentru ca Jj este solutie, rezulta
ty" (t) + ' (t) + ty(t) + 2J5(t) = 0.

Cautam solutia acestei ecuatii sub forma

y(t) = dut"
n=0
Stiind ca
= (1) ()
Jo(t) = Z 5
— (n!)* \2
obtinem

s s 1)y /20
£y n(n = D)dt" 2+ ) nd "ty dt" +2> ((m))z” <§) — 0.
n=2 n=1 n=0 n=1 :

Schimband indicii de insumare, avem

> s gy g\ 20
S Dt + 3o+ Dt + et 423 ()
n=1 n=0 n—1 — :

De aici se obtine sistemul

d, =0
don—1+ (2n+1)%dopy1 =0, n>1
dgn_g + (2”)2dgn + (ng)_;% =0, n>1

Folosind primele doua conditii se observa ca dz = 0 gi inductiv ds, 1 = 0, pentru n > 0. Pentru

coeficientii cu indici pari avem dy = —%0 + i si inductiv

do, = (=D"dy  (=1)" (1+%+...+%)
2n = (n!)222n - (nl)22%

y(0) = oS <(;!1)>: (%)2 Rt Ej;...+ 1 @2

Obtinem
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si in final

(=14t (t)zn'

n=1
Stiind ca gi in acest caz valoarea wronskianului este C'/t, ramane sa calculam valoarea constantei

C.

o (D7 (14i++1 2n
W(JO Ig) _ ‘]O(t) Jo(t) ' lnt + dOJO(t) - Zn:l ((n!§2 ) ) (%)
) 00 —Drn(14+i442 n—
Jy(t) Jy(t) e+ Jo<t> FdoJy(t) - Yoo, ) (=
14lqepl 2n

e o, S ()

- o (DPn(i4i+41 2n—1
Ty(0) () - o, S (o)

Rezultd C' = limy ot - W(Jy,x9) = limy JZ(t) = 1. Si In acest caz solutiile sunt liniar

independente. Dupa o rearanjare a termenilor solu’gia ecua’giei lui Bessel este

x(t) = Ado(t) + Blnt - Jo( BZ L+ >:_ +a) (%>2n

Cazul IV Constanta v este numar intreg dlferlt de zero. Fie v = p € N*. Avem

w0t ()L ()

n=0 n=0

N R
Jp(t);)n!-l“(—p—l—n—kl) (5) '

Fiindca lim,,_; 1/T'(=p +n + 1) = 0, pentru k de la 0 pana la p — 1, avem

Tl = i nl- F(<—_plrn +1) (%>2np - g:o (m +§9;!1.>;(+; +1) G)Zmp

n=p

_ 1y Z % (%) — (1) (1)

B
« (m+p)!

si

Acest lucru ne arata ca J, si J_, sunt liniar dependente cand p este intreg.

Pentru a gasi cea de-a doua solutie a ecuatiei lui Bessel folosim metoda lui Hankel. Pentru
v neintreg J, si J_, sunt solutii ale ecuatiei lui Bessel, deci si
cosvm + J,(t) — J_,(t)

sin v

Y, (t) =

este o solutie a ecuatiei lui Bessel. Pentru cazul cand v = p este intreg aceasta expresie este o
nedeterminare de tip 0/0 si aplicam regula lui I’'Hospital.
cosvm - J,(t) — J_,(t)

Y, (t) = lim
( ) v—=p sin vm
= lim —— sinvm - J, () + lim cosvm: %J”(t) — (%J_,,(t)
v—p T+ COS VT v—p T COS VT
110 0
—J(t —(=1)? - —J_,(¢t .
[(%J()V_p (1 5 <>V_J
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Demonstram ca Y,(t) este o solutie a ecuatiei lui Bessel. Pentru aceasta derivam in raport cu

v ecuatia lui Bessel cu J, si J_, ca solutii.

d [aJ, d [0J aJ,
2.— v . — v 2_ 2 . V_ . =
! dt2(au>+t dt(ay>+(t V) ov -y =0

d? [oJ_ d [0J_ 0J_
2 v 1 2 2 v -
t?( 5V)+t_t( SV)_I—(t —I/)~ y —2IJ-J_V—O.

inmul‘gim a doua egalitate cu — cos v gi adunam cele doua egalitati. Cu notatia

1[0 0
U,(t) = = [5Jl,(t) — COS VT - %J_V(t)

si

se obtine
d?U, dU, 2
- D +t- ” +(t2—y2)-U,,—?V-(J,,—COSWT-J,V):O.
Trecand la limita pentru v — p se obtine
d%y, dy,
t2. t-—2 .Y, =0
e g T )Y =0,

ceea ce ne arata ca Y, este solutie a ecuatiei lui Bessel. Pentru ca

J(t) LT L) — - T, (1) -1 L) J_.@)| 2
WY sin v sin v = — —_ ,
R VA 4 J N ] ey VA N | TR

rezulta ca, prin trecere la limita cu v — p, si solutiile J, si Y, sunt liniar independente.

Vom determina, acum expresia lui Y},. Sa observam ca

0= 5 [(f)” > i (3)

e () S (0) e

n=0

Folosim formula!
IM(m+1)

Tmt1) =7

! Aceasta se poate demonstra pornind de la egalitatea I'(z + 1) = I'(z). Logaritmam si apoi derivam si
Max+1) 1 I'(x)

obtinem relatia de recurenta Tz +1) - ) Rezulta
I’ 1 1 IV 1 1 I'(m-1 1 1 1 I’
M:f_s_ (m):7+ + (m )_. f_|_7+ T ()
'm+1) m T(m) m m-1 T(m-1) -1 1 T(1)

Stiind ca I'(1) = 1 rdmane de ardtat cd I''(1) = —v. Pornind de la egalitatea

B L(a)-T(b)  T®)-b T(a+b)—T(a) T(b+1) T(a+b)—T(a)
L) - B(a,b) =T(b) - Ta+b) T(a+b) b " D(a+b) b

rezulta prin trecere la limita cu b — 0 ca

T =m0 - By = tip [ (- s ) o= [ (- o)
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unde Hy =01 H,, =1+ % + -+ %, m > 1 sunt numere armonice gi v este limita girului

(H, — Inn), numita constanta lui Euler sau constanta lui Euler-Mascheroni. Obtinem

d oo (=) [\ Hpip —
—J,(t = J(t)-lIn— Z B it e v
oy 0| _ =) n2+n§ 2 \2 (n+p)
t X (=1)"Hyyyy [\
1 Jp(t) — -
(emg) -2 ()
Analog
d b= (=) [\ n—v+1
T ) = —J(t) Ins (=" (2 (n—v+1)
ov 2 = nl 2 I'?(n—v+1)
Folosind formulele?
Hy p—
lim —F’(n —v+1) (n—p)!ﬂf’ nzp
v=p I2(n —v+1) (=P (p—n—-1)!, n<p,
Pentru a = 1 aceasta egalitate se scrie 1;((11)) = fooo (e‘“c — p%a:) dz  Scizand cele doud relatii si facand
schimbarea de variabila ¢ = ﬁ avem
I"(a)_I"(l)_/OO 11 d;v_/ll—tal _/1 a1y .
L@ I Jo \1+z (Q+az)0e) z J, 1-t dt = 0 - Zt
& > 1 1 (1 1
o n _ jat+n—1 — _ — _ I,
/07;@ t ) dt 7;J<n+1 a+n) m2_21<m a—i—m—l)'
Integrand in raport cu a intre 1 gi 2 rezulta
(T T'W)N . r P N
/1 (I‘(a) — F(l)) da = InT'(a) ) T a ) InT'(2) —InI'(1) = V(1) = -T"(1)
si
1 (1 m+ 1 (1 m+1Y\
[ ) oS () (2wt -
pentru ca
i:l—l L—i—l:zn:l . ln(m+1)—Ilnm]=H, —In(n+1) =~
m=1 m m=1 m m=1

s

- . Intr-adevar
sSin Tz

ZPentru cazul cand n < p egalitatea se obtine cu ajutorul formulei T'(z) - T'(1 — z) =
F(n—1u+1) = % : F(V - 'fl) : SiH(V - Tl)ﬂ' §1

. 1 R : :
= lim (F(nu+1)> = 313;} — (D(v — n) - sin(v — n)m)
= % T'(p—n)sin(p — n)r + % -T'(p—mn) -mcos(p —n)mw

=T(p—n)-cos(p—n)r=(p—n-—1!(=1)P"".
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obtinem
0 +1 « (p—n—-1)!(t o
50| = (0 g+ I
o) (_1)71 E 2n—p . anp —
* nz:p n! (2) (n—p)!

Facand o schimbare de indice in ultima suma rezulta

; = (= (7 +1In %) () + (1) pi W (%)2”_”

5,70
4 (=1 . (—1)m'f[{m . (E)Qmﬂo

v=p

In final

1 o0 H + Hn+p> t 2n+p
4 (n+p)! 2 '

In cazul p = 0, urmand acelasi procedeu, se ajunge la

Yo(t) == % ('y+1n%) () —% 3 % (;>2n

n=0

Cu aceasta am demonstrat
3.4 Teorema. Solutia generald a ecuatiei lui Bessel
2" 4+t + (2 —1*)r =0, t>0, cuparametrul v € R

este
z(t)=A-J,(t)+ B-J_,(t), dacaiv ¢Z

unde J, este functia Bessel de speta intai

To(t) = g nl- r((u_i):z +1) (g)m”'

Daca v =p € Z atunci J_,, se inlocuieste cu functia Bessel de speta a doua

no=2 (o 1%) () - %Z pon-) (2)

1 00 H +Hn+p) (t)2n+P

_% - (n+p)! 2
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3.3 Ecuatii reductibile la ecuatia lui Bessel

In continuare, prezentam cateva tipuri de ecuatii care se reduc la ecuatia lui Bessel prin schim-
barea variabilei sau a functiei necunoscute.
Tip A Ecuatia
2"+t + (bt — *)r =0
se reduce la ecuatia lui Bessel prin schimbarea de variabila u = bt, b # 0. Pentru cazul cand

b = 0 ecuatia este de tip Euler.

3.5 Exemplu. S& se integreze ecuatia t?z” + ta’ + (4t — 2) z = 0.
Facem schimbarea de variabila v = 2t. Avem
_dr_dr du_dr
dt du dt du

”_i E _i 2% —Qi E %_4@
TS\ ) T @\ T T ) T T

Inlocuind in ecuatia initiala obtinem

w? d*x  u _dz )
Sl el T — )=
7 4du2+2 Zdu+(u )z =0

care este ecuatia lui Bessel pentru v = /2 si are solutia
x(t) = AJ z(u) + BJ_ z(u) = AJ 5(2t) + BJ_ 5(2t).

Tip B Ecuatia
22" +atz’ + (V1 — )r =0
se reduce la ecuatia de tip A prin schimbarea de functie z = tl_Tay.

3.6 Exemplu. Sa se integreze ecuatia tz” + (2p + 1)2’ + tz = 0.
Facem schimbarea de functie x =t 7 -y. Avem 2’ = —pt P~y 4+t Py/

si 2" =p(p+ 1)t7P 2y — 2pt P~y + ¢t7Py”. Atunci ecuatia devine
p(p+ Dt Py — 2pt Py 4Py —p(2p + Dy + (2p+ DY + Py = 0.
Inmultind toatd ecuatia cu tP*! obtinem
2y +ty' + (2 —pP)y =0
care are solutia generala y(t) = AJ,(t) + BY,(t), deci
z(t)=A-t7P- J,(t) + B-t77-Y,(1).

Tip C Ecuatia
22" + atz’ + (V1™ — Az =0

se reduce la ecuatia de tip B prin schimbarea de variabila t™ = u?.
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3.7 Exemplu (Ecuatia lui Airy). S& se integreze ecuatia 2" + 9k*tx = 0.

Inmultind cu 2 rezultd 22" + 9%k%3z = 0. Notdm * = u2. Avem

_de_do du_de 3,

dt  du dt  du 2

, d (dz 3 1 d*z 9 de 3 1

AR [ T [y Ny
dt \ du

N

- i L2
du24+u4

Ecuatia devine
,d*r  u dx

Ui + 3 + 4k*uPx = 0.
Cu schimbarea de functie x = u%y rezulta
dI 1 2 ;dy
w3t YT
d2£U 2 5 2 2 dy ;dzy
w:—gu 3y—|—§u 3@+u3—2.

Ecuatia se reduce la
1
w?y” 4+ uy + <4k2u2 — 5) y=0.
Cu schimbarea de variabila v = 2ku avem

%_@ dv dy

= — = .2k
du dv du dv
d*y d?y
= 4k?
du? dov?
Ecuatia se transforma in
dzy dy s 1
v ?—FUE—'—(U —§ y—O

2
d
cu solutia y(v) = AJ% (v) + BJ_%(’U). Ecuatia initiala are solutia

2(t) = VE ATy RtV + B - J_y (2ktVE)]

3.8 Exemplu. Ca si o aplicatie practica sa determinam cand o vergea verticala, cu densitatea
uniforma, libera la un capat si incastrata la celalalt se indoaie datorita propriei greutati. Fie
x = 0 la capatul liber al vergelei si fie x = L > 0 la baza. Fie 6(z) unghiul deviatiei vergelei in
punctul z. Din teoria elasticitatii se stie ca

d26

unde A = 2%, g fiind acceleratia gravitationala, p densitatea vergelei, £/ modulul lui Young

de elasticitate al materialului din care e facuta vergeaua si I momentul de inertie in sectiune

transversala. Din motive fizice sunt verificate urmatoarele conditii:
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pentru ca nu exista indoire la capatul liber al vergelei si nu exista deviere la capatul fix.

Conform calculelor din exemplul anterior, solutia generala a ecuatiei este

0(z) = \/E[A-Jé (;ﬁx\/}> +B-J_ @\/X:c\/})} .

W=

Pentru a aplica conditiile initiale, {inem cont de dezvoltarile

Ti(t) = i n! - r(r(;rl);r 1/3) @)2”“/3 - r(lg) <%)é a grl(g) (%)%é e

n=0

Ty () = i nl- F(7(z_—|—1>1n— 1/3) (%>2n_1/3 - r(lg) (%)_é - grl(g) (%)H e

n=0

si obtinem

O(x) = 14)\54 (x—ix4—|—...)+ B33 <1—éx3+...)
33F(§) 12

Conditia #'(0) = 0 ne arata ca A =0. Avem

0(z) = Byz-J_ @\/Xx\@ .

|

Conditia §(L) = 0 ne da J_%(g\/x . L2) = 0. Vergeaua se va indoi dac t = %\/X . L2 este
solutie a ecuatiei J_1 (t) = 0. Functia J_1 are o infinitate de zerouri pe (0,00). Prima radacina

pozitiva este t; ~ 1,86635. Vergeaua va incepe sa se indoaie pentru o lungime a vergelei mai

3, 0\ 3 EI\?
L1:< 1) %1,986-(—) .
2V A gp

2" +ax' + (*e™ - Hr =0

mare decat:

Tip D Ecuatia

se reduce la o ecuatie de tip C prin schimbarea de variabila e’ = u.

3.9 Exemplu. Si se integreze ecuatia " + (e* — a?)z = 0.
Notam e’ = u. Avem
dz _de du_dz , do
At du At dw  du

ZL’”—i % et _dZ_x €2t+% et_de u2_’_% u
dt \ du  du? du du? du

, dr dr du dx
Iz =

Ecuatia se transforma in

d? d
UQd_ul; + ud—z + (u? — a*)z =0

cu solutia x(u) = AJ,(u) + BY,(u) si deci

z(t)=A- J,(e") + B-Y,(e").



66 CAPITOLUL 3. INTEGRAREA ECUATIILOR PRIN SERII DE PUTERI
Tip E Ecuatia de tip Riccati
br' = at™ + z*

se transforma intr-o ecuatie de tip C prin schimbarea de functie z = —g .

3.10 Exemplu. Si se rezolve problema Cauchy 2/ = t* + 22, z(0) = 0.

Prin schimbarea de functie z = —y'/y, avem
y = —wy
"

y'=—ay — 'y =2y —y(t* + 2*) = —yt?

Am ajuns la ecuatia y” + t2y = 0 care este echivalents cu t2y” + t*y = 0 care este de tip C.

Notam u = t2. Avem

dy du dy

! =—=.2¢
T du At du
d dy dy

" 4t2 2.9
T aw? + du

Ecuatia devine

'du2+2.du 4

-

Cu schimbarea de functie y = u1 - z avem

d 1

d—zzz—lui_lmz—i—ui Z/

2

%:—gu}l_Q z+1u411 Loy i
u

Ecuatia devine

2
9 U 1

+ O =0.
u‘z wz' (4 16)

Cu schimbarea de variabila u = 2v ecuatia se scrie

1
2. 1
_—— :0
vz +vz+(v 16>Z ,

cu solutia z = A - Jy4(v) + B - J_1,4(v). Solutia initiala este

y(t) =Vt - [A Jl(;)JrB J(’j)]
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Pentru a obtine pe x = —y'/y calculam derivata lui y. Sa observam ca
t2 ! 00 (_1)n 1 2n+i ,
t . J _ — _ . t4n+1
(\[ 1(2)) Zn!.r(n+l+1)(4> (")
n=0 4
> 1) 1\ 2t
=D r( )1 (Z) -4(n+—)-t4”
~nl-I'(n+3+1) 4
N AN 4dn
_ZnLF(n—l—l) 4
n=0 4
0 _1\n 2n—2 2
—nl-T(n+1-7)\4 1\ 2
Vi () -y AN (tm)’
—a\ 2 B n!-T(n—1+1)\4
n=0 4
_y (1) ——
= 1
~nl-I'(n—7+1) \4

Deducem ca

Pentru ca z(0) = —

3.4 Exercitii

Probleme propuse
3.1. Sa se aplice metoda seriilor de puteri pentru integrarea ecuatiei
(1—*)2" —2ta’ + n(n + 1)z = 0.
Polinomul de grad n care este solutie a acestei ecuatii se numeste polinomul lui Legendre.
3.2. Sa se arate ca (Jo(t)) = —Ji(t).

3.3. Sa se demonstreze relatia (t*.J,(t))" = t*.J,_1(t).
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3.4. Sa se expliciteze Ji(t) si J_1(t).

3.5. Sa se determine solutiile ecuatiilor

a) 2" —ta' + (1 + )z =0 b) ta" + 52’ +txr =0

c) tr” — 1’ +36t°z = 0 d) t*z” — 5ta’ + (8 +t)x =0

e) 36t°x" 4 60tx’ 4 (9> — 5)z = 0) f) 168%2" + 24tx" + (1 4+ 144t%)z = 0
g) 2" + 3t + (1 + )z =0 h) 4t?x" — 12tz’ + (15 + 16t)xz =0
i) 16t%2" — (5 — 144t*)z = 0 j) 2t?2” — 3tz’ — 2(14 — t°)z = 0

k)" +t'z =0 ) 2" +4t°r =0
m) ta” + 22" +tx =0 n) t'a” + 252 =0

Indicatii la problemele propuse

3.1. Cautam solutia sub forma x(t) = > °°_ ¢, t"™". Se obtin relatiile

m=0
cor(r—1) =0,
a(r+1)r=0,

(m+r—n)(m+r+n+1)

Cm2 = (m+r+D(m+r+2) ™
Presupunand ca ¢y # 0 si ¢; # 0 se obtine r = 0 si
(2k—n)(2k+n+1) (2k+1—n)2k+2+n)
_ — k> 0.
C2k+2 (2k—|—1)(2k;+2) C2k, C2k+3 (2k+2)(2k+3) C2k+1, >0
Atunci
nn—2)---(n—2k+2)(n+1)(n+3)---(n+2k—1)
e = (=1) (2F)! 0
rn—1(n—=3)-(n—=2k+1)(n+2)(n+4) - (n+2k)
ot = (1) (2k + 1) ‘-

si ecuatia are doua solutii independente

knn—Z n=2k+2)(n+1)(n+3)---(n+2k—1) o
_COZ (2k)! !

n—2k+1)(n+2)(n+4)---(n+ Qk)t2k+1.

2a(t) :cll;(—l) (2k + 1)

Daca n este par atunci x; este polinom de grad n, iar x, este o serie infinita. Daca n este

impar, atunci x5 este polinom de grad n, iar x; este o serie infinita.

3.2. Avem <L T & (e
Jo<t>=;m(§> =2 Ty (5)
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si
[e'e] 2n—1 o] 2n—1
" t " t
0 =35 () ()
Cu schimbarea de indice n — 1 = m rezulta
e ) m+1 ¢ 2m—+1 o] —1)ym ¢ 2m+1
Z <_> Sy (_) — L),
— m+ )im! \ 2 “— mil'(m+2) \2
3.3. Avem
B i t2n+2y ! B io: (_1)77, Q(TL 4 I/)t2n+2l/_1
B y+n+ 1) 22ntv | —nl-(n+v)I'(v+n) 22ntv
e —1)" t2n+2u—1
- Z n! .(I‘(I/>+ n) 22ntv—1 = 1"Jy-a(t).
n=0
3.4. Avem

Intr-adevar,

Dar
1 1 1 1 1 1 1
F - 1 == — F — = e e — R _F -
(reg1) = (e g)r(oeg) == (3) (0-2) 57 (5)
13- 2n+1)yT . 2n+ D)7
o on+1 - 2n+1p|
Atunci

V2~ (D" e 2
J%(t)—\/— 0(2n+1)t * —\/%smt

)=tz (t%J% (t))l = \/%cost.

3.5. Prin schimbari de variabile si de functii se ajunge la ecuatia lui Bessel.
2) B, @ = ty, a(t) = t[AJo(t) + BYo(t)] b) B, & = t-1y, & =t [AJ (1) + BY; 1)
c) C,u=1t* B, x=ty, A, v=3u,

N

x(t) =t |AJ, (36%) + BJ_%(3t2)] = C'sin(362) + D cos(3t2)

d) C,u=+1, B,z =1, A, v=2u,z(t) =t* [A](2V1) + BY3(2/)]

e) C,u=1tVt, B,z =1t 3y,A v——u x(t) t- [AJ%< t§> —|—BJ_% %t%)]
£) C,u=1tvi B,z =t iy A, v=2u,z(t) = %[AJO <2t2)+BYO 213 ]
g) B,z =t"1y, x(t) =t [AJy (t) + BY, (1)].

w\H
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h) C, u =+t B, x = t?y, A, v =4u, 2(t) = > [AJl <4t%> + BY; (45)].

i) C,u=tVt, B, x =tzy, A, v=2u, x(t) = At~ 1 sin(2tv/1) + Bt~ 1 sin(26\/7).
HCu=1tt, B,z = t‘iy, A v= 2u x(t) = ta [AJs <— > + BJ_ 3 (— ’)]
k) C, u =1, B,x:t%y, A,v:%u, x()—tQ [AJ1 ( t3)+BJ (:1,) 3)

1) C, u=t31t, B,x:t%% A,v:%u, x()—t2 [AJ1 (— ) BJ_ 1 ( tg>]
m) B, z =t 'y, z(t) =t [Asint + Bcost].

n) C,u=t" B, z=try A, v=>5u z(t) =t [Asin 2 4+ Bcos?].

| S

(SIS



Capitolul 4

Sisteme de ecuatii diferentiale

4.1 Sisteme normale

4.1 Definitie. Se numeste sistem normal un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai

de forma
4
dﬂ?l
1, t,x,a:, y Ly
L it )
d
%—fé(t,xl,l’m . Tp)
dz,
- nt7'r7x7 ,xn,
W fa(t, 1, 22 )

unde x1,...,x, € C(I), I C R interval nevid, iar f1,..., f, sunt functii definite pe I x R™.

4.2 Exemplu (Modelul prada-pradator sau Ecuatiile Lotka-Volterra). Acest model a fost pro-
pus initial in 1910 de A. Lotka in studiul reactiilor chimice, iar apoi independent a fost studiat de
matematicianul V. Volterra in anii 1920 in analiza statistica a tipurilor de pesti din Marea Adri-
atica. Fie z(t) numarul populatiei prada la momentul de timp ¢ si y(¢) numarul pradatorilor.
Pentru a obtine un model cat mai simplu facem urmatoarele presupuneri:

1. in absenta pradatorilor, populatia prada creste cu rata dz/dt = az, a > 0.

2. 1n absenta pradei, populatia pradatorilor scade cu rata dy/dt = —by, b > 0.

3. cand ambele populatii sunt prezente, consumul pradei de catre pradatori duce la o
scadere in x proportionala cu xy (adica —pxy, p > 0) si o crestere in y proportionala cu zy
(adica gxry, ¢ > 0); motivul pentru care am luat proportionalitate cu produsul dintre z §i y
este urmatorul: daca oricare din populatii se dubleaza, frecventa intalnirilor dintre populatii se
dubleaza, iar daca ambele populatii se dubleaza, numarul intalnirilor creste de patru ori.

Se obtine sistemul

{ ' = axr — pxy
y' = —by + qzy.

71
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4.3 Definitie. Se numeste solutie a sistemului normal pe intervalul I o functie vectoriala

X = (x1,...,x,) ce verifica egalitatile
zi(t) = fi(t, 1 (t), 22(t), ..., xa(t)),  pentru orice i de la 1 lan $i orice t € 1.

4.4 Definitie. Se numeste problema Cauchy cerinta determinarii unei solutii a sistemulus

care verifica conditiile initiale:
ZL’i(to) = T4, ty € I, §i ;0 € R.

4.5 Observatie. Pentru un vector de functii z; € C*([I)

(1) Ax o [y (t)dt
X=1... definim = | §i/th:
T, (1) dn [ @, (t)dt
Sistemul se poate scrie sub forma vectoriala
dX

yri F(t, X) cu conditia initiala X (ty) = Xo.

4.6 Teorema (Teorema de existenta si unicitate). Daca functiile f; : D — R sunt continue
pe D = {(t,x1,...,2,) |t € [to —a,to+al|, z; € [r;9— bi,xi0+ b;| } si lipschitziene in raport

cu x1,...,T, pe D atunci exista o unica solutie a problemei Cauchy

dX
5 = F(t,X) cu conditia initiala X (to) = Xo.
definita pe intervalul [to — h,to + h] unde h = min(a, b;/M) cu M = max |f;(t,x1,...,2,)|.

Demonstratie. Demonstratia este analoaga cu cea din cazul ecuatiilor diferentiale de ordinul

intai. ]
4.7 Observatie. O ecuatie de ordin superior 2™ = f(t,z,2/,..., 2" Y) este echivalentd cu
sistemul )

/I

/

/

T =y,
/I
Lz, = [t m, . a).

Deci teorema de existenta si unicitate pentru sisteme se aplica si unei astfel de ecuatii.

4.2 Sisteme liniare cu coeficienti constanti

Un sistem liniar cu coeficienti constanti se poate scrie sub forma matriceala:

dX
— —AX+ F
dt T
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unde A este o matrice de n X n cu elemente numere reale, iar F' este o matrice coloana de n x 1,

care are ca si elemente, functiile f;(t) € C(I) definite pe un interval real nevid /.

X1 (t) ai1 Qi2 ... Mip fl (t)
X — I’Q(t) 7 A CL2'71 a/2'72 e (12‘,” 7 r_ fz(t)
Tn (t) Qp1 Gp2 ... Qpon fn (t)

Daca F' = 0, atunci sistemul este liniar omogen.
Vom prezenta in continuare trei metode de rezolvare: prima, metoda eliminarii succesive
a functiilor necunoscute, a doua, metoda vectorilor gi valorilor proprii, iar a treia metoda

matriceala. Vom descrie pe scurt cele trei metode gi le vom ilustra prin cateva exemple.

Metoda eliminarii succesive a necunoscutelor

Aceasta metoda consta in a obtine o ecuatie diferentiala liniara de ordinul n pentru una din
functiile necunoscute ale sistemului prin eliminarea celorlalte necunoscute.
4.8 Exemplu. Sa se integreze sistemul

' =z + 3y + 2¢
Y =3x+y+e+e 2,

Derivam prima ecuatie si obtinem
a" =’ + 3y + 2e' = 10z + 6y + Te' + 3e7 .

Eliminam pe y, inmultind prima ecuatie a sistemului cu -2 si adunand la relatia obtinuta

anterior. Rezulta ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti:
" — 22 — 8x = 3e' + 3,
care are solutia generala
_ 1 1,
= Che + Che ™ — Zet — —te™ 2,
3 2
Din prima ecuatie a sistemului, se obtine

1 2 1 1
Yy = g(x’ —x—2¢e") = Cre* — Che ™ — get + ite_% — 66_%,

4.9 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare
¥ =4r —y—2z
Yy =2r+y—2z
d=x—y+z
Metoda I
Eliminam functiile y si z. Pentru aceasta, rescriem prima ecuatie 4x — 2’ = y + 2z. Prin

derivare, avem

4’ — 2" =y +22 =2x+y—22+2@—y+2)=4r—y.
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Mai derivam inca o data relatia obtinuta
4" — 2" = 42" — 2x +y — 22) =42’ — 20—y + 2z

Rezolvam sistemul in necunoscutele y si z
y+2z = 4dx—2a
—y = 42’ —2" —4x
—y+2z = 42" — 2" — 42" + 2x

Rangul matricei sistemului
1 2

-1 0
-1 2

este 2. Pentru a avea un sistem compatibil, rangul matricei extinse este tot 2, adica determi-
nantul ei de ordinul 3 este zero. Obtinem ecuatia

1 2 4o — o'

-1 0 4o’ — 2" — 4z =0,

-1 2 42" — 2" — 42" + 2
adica 2 — 62" 4+ 112’ — 62 = 0. Ecuatia caracteristica este 3 — 6r% + 11r — 6 = 0. Folosind

schema lui Horner obtinem

(1 -6 11 -6
111 -5 6 0
211 -3 0
311 0
raddcinile r; = 1, 7o = 2 si 73 = 3. Atunci x = Cie! + Cre?® + Cse3. Folosind relatia

y =4z + 2" — 42’ rezultd y = Cief + Cse®, iar din 22 = 32’ — 2" se obtine z = C)e! + Cye?.
Metoda 11
Eliminam functiile x si z. Pentru aceasta, rescriem a doua ecuatie ' —y = 2x — 2z. Prin

derivare, avem
y'—y =22" -2 =204 —y—22) — 2(x —y+2) =62 —6z.
Derivand inca o data, se obtine
y" — " =18z — 18z.
Rezolvam sistemul in necunoscutele x si z

2r—22 = Yy —y
/! /

6r —6z = y' —vy
18x — 182z = ¢" —y”

Rangul matricei sistemului

18 —18
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este 1. Pentru a avea un sistem compatibil, rangul matricei extinse este tot 1, adica determi-

nantul ei de ordinul 3 este zero si toti minorii de ordinul 2 sunt de asemenea zero. Obtinem

ecuatiile

2 Yy — 2 " —

‘6 yy//_z/ =0, '18 y:%/_z// =0
adica ¢’ — 4y + 3y =0si vy —y" — 9y + 9y = 0. Ecuatiile caracteristice sunt r> —4r +3 =0
sir®—1r2—9r+9 = 0. Prima ecuatie are radacinile r, = 1,7y = 3, iar cea de-a doua
radacinile y = 1, 7o = 3 ¢i r3 = —3. Radacinile comune sunt 7y = 1 §i 7 = 3. Atunci

y = Ce! + Ose3t. Folosind faptul ca 2 — 2z = 3 — y = 2C5¢3 in prima ecuatie a sistemului
rezultd ecuatia 2’ — 2x = Cse3t — Clet. Rezolvand aceastd ecuatie liniard neomogena gasim

solutia z = Che? + C3e3t + Cyet. In final, din 2 — 2 = C3e® obtinem z = Cjel 4+ Che*.

Metoda valorilor si vectorilor proprii

Rezolvam intai sistemul omogen X’ = AX. Cautam solutia sub forma
X = ve', (4.1)

unde v este o matrice coloana de n x 1 cu elemente numere reale. Atunci X’ = rve™ = rX.

Sistemul X’ = AX este echivalent cu sistemul algebric
(A—=rl)v=0,. (4.2)

Acest sistem are solutii nebanale, daca det(A — r1l,) = 0. Solutiile acestei ecuatii sunt valorile
proprii ale matricei A, notate rq,...,r,. Consideram spatiul vectorilor proprii corespunzatori
valorii proprii 7;

%:{U|(A_ri[n)1):0n}> iE{l,...,n}.

Avem mai multe cazuri posibile.

I. Matricea A are valori proprii numere reale distincte. Pentru fiecare valoare proprie r;
se calculeaza vectorul propriu corespunzator v;, rezolvand sistemul (4.2) pentru r = r;. Di-
mensiunea fiecarui spatiu V; este 1, deci V; = Cjv;, unde C; este o variabila reala , iar compo-
nentele vectorului propriu v; sunt numere reale fixe. Solutia sistemului de ecuatii diferentiale

t

corespunzatoare valorii proprii r; este X = Cv;e™". Solutia generala a sistemului de ecuatii

diferentiale este

X = Cive™t + -+ Chupe™t.

II. Matricea A are doua valori proprii complex conjugate r1o = a £ bi cu ordinul 1 de
multiplicitate. Atunci vectorii proprii corespunzatori, sunt vectori conjugati v » = p=£iq, unde

p, ¢ sunt vectori coloana de numere reale. Pentru cd Y7 = v;e™? 51 Yy = v9€™! sunt solutii, atunci
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si X = % (Y1 +Y;) =ReY; si Xy = —% (Y1 — Y3) = ImY; vor fi solutii. Asadar, corespunzator

valorilor proprii 71 2, la solutia generala a sistemului se adauga
C1 X1 + Co Xy = Cre™ (pcosbt — gsinbt) + Che™ (q cos bt + psin bt) .

ITI. Matricea A are o valoare proprie reala r = r; care se repeta de m > 2 ori. Fie d
dimensiunea spatiului V;. In general avem 1 < d < m. Daca m = d atunci din spatiul V;
se pot alege vectorii proprii liniari independenti vy, ...,v,,. La solutia sistemului de ecuatii

diferentiale, corespunzator valorii proprii r;, se adauga solutia
Xi = (Crvy + -+ - + Cryvm)e™.

Daca d < m, fie k = m — d. Atunci din spatiul V; se pot alege d vectori proprii liniari
independenti, vy, ..., v4_1, vy astfel incat vy sa aiba proprietatea ca sistemul (A—r;I,,)v = v, este
compatibil. Solutia sistemului (A —17;1,)v = vy este primul vector asociat v41. Vectori asociati
Vdt+2s -+ - Vark = Upy se determina rezolvand, pe rand, sistemele (A — r;l,)Vara = Va1, - -,

(A —7il,)vask = Vgrx—1. La solutia sistemului se adauga solutia

t2
X, = (CIUI 4+ C’dvd)e” + Cd+1<Ud+1 + tvd)e” + Cyio (Ud+2 + tvge1 + gvd) et

tk
+ Catr (Ud+k + Vgqpp—1l + -0+ Evd) e

IV. Matricea A are doua valori proprii complexe conjugate care se repeta de m > 2 ori. In
acest caz se considera partea reala si imaginara a solutiilor obtinute la cazul ITI.

Fie X, solutia ecuatiei omogene X’ = AX. Procedand ca si in cazul ecuatiilor liniare
neomogene, se determina o solutie particulara X,. Solutia generala a sistemului X' = AX + F

este X = X, + X,,.

4.10 Exemplu. Sa se integreze sistemul

' =+ 3y + 2¢
Y =3z +y+e +e

1 3 2¢t
A= i F = .
{3 J ¥ Lt + e‘”}

Valorile proprii ale matricei A se determina rezolvand ecuatia

1—17r 3
3 1—1r

Fie

=0.

Radacinile ecuatiei sunt v = —2 si ro, = 4. Inlocuind r = —2 in sistemul (A —rl)v =0, unde

g}, obtinem 3a + 38 = 0, adica § = —a. Luand a = (], rezulta

vectorul propriu corespunzator si deci solutia corespunzatoare

v este vectorul coloana {

X1 = 016727& |i_11:| .
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Pentru r = 4 sistemul (4.2) se reduce la —3a + 33 = 0, adica a = . Luand a = Cy, rezulta
1
X2 = 0264t |: :| .
1
Solutia sistemului omogen este
o | 1 ar |1
XO:X1+X22016 1 +026 1 .
Pentru a rezolva sistemul neomogen, descompunem pe F' intr-o forma convenabila:

2¢e! 2 0
F = _ t —2t‘
ot = [ [

Solutia particulara X,, o alegem de forma

A
Xy = { B} e’
Inlocuind in sistemul initial se obtine A = —% si B= —%. Solutia X, se cauta de forma
At+B| _,
= e
2 |Ct+ D ’
deoarece —2 este valoare proprie. Inlocuind in sistemul neomogen X' = AX + F se obtine
A= —%, C = % si B+ D = —%‘ Putem alege B = 0si D = —% (altfel se renoteaza

Ch := C} + B i se ajunge la aceeasi forma a rezultatului). Solutia generala a sistemului va fi

_ 1 1 1,11 1 _ 3t
venones, oo [ []-f-pe[]

4.11 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =4r —y—2z
Yy =2r+y—2z

Z=r—y+z
Scriem sistemul sub forma matriciala:
T 4 -1 =2 T
yl=12 1 =2|-|y|.
z 1 -1 1 z
—_——  ————
X/ A X
Cautam solutia sub forma
o
X =8|
Y

Prin derivare X’ = rX. Atunci X' = AX este echivalent cu rX = AX adica (A —rl3)X = Os.

Sistemul acesta omogen are solutii nebanale daca det(A — rl3) = 0. Solutiile acestei ecuatii
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reprezinta valorile proprii ale matricei A. Determinam acum valorile proprii ale matricei A

rezolvand ecuatia

Adunand a doua coloana la prima avem

3—r —1 -2 1 -1 -2 1 -1 —2
3—r 1—=r =2|=B-r)|1l 1=r =2|=B-r)|0 2—7r 0
0 -1 1-r 0 -1 1-2A 0 -1 1-7r

Obtinem (3 —r)(2 — r)(1 —r) = 0, cu solutiile r = 1, 7o = 2 si r3 = 3. Vectorul propriu

corespunzator lui r; se determina rezolvand sistemul

Q 0 3a —f —2v =0 o a 1
(A-nrI)- || = |0] &{ 2a 2y =0 © a:g s |pl=all
y 0 a —f =0 N v 1

Vectorul propriu corespunzator lui r, se determina rezolvand sistemul

Q@ 0 20— —2y=0 _ 0 « 1

(A=ro)- [B] = |0 &< 2a-8-2y=0 & N & Bl =al0
a=r

¥ 0 a—0F—7=0 v 1

iar vectorul propriu corespunzator valorii proprii r3 se obtine din sistemul

! 0 a—pF—=2yv=0 B « 1
(A—r3l)- |B]| = |0 & 20—20-2y=0 & V:O & l =a|l
v 0 a—pF—-2v=0 a=p ~y 0
Atunci
T 1 1 1 C’let + 0262t + Cge?’t
Y| = C’let 1{ + 02€2t Of + Cg@gt 1] = C’let + O3€3t
z 1 1 0 C’let + 026%

4.12 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale liniare

' =2x—b5y—3z
/ _

Yy =—x—2y—3z
2 =3z + 15y + 12z,

Determinam valorile proprii ale matricei sistemului, rezolvand ecuatia

2—r -5 -3
-1 -2—-r =3 |=0.
3 15 12 —r

Scazand primele doua linii, se obtine

2-r -5 -3 2—r —5 -3 —3—r -5 -3
3—r 347 0 |=@-3)]-1 1 0 |=@r-3] o0 1 0
3 15 12—7 3 15 12—7 18 15 12—7

0.
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Rezultd ecuatia (r — 3)(r? — 9r + 18) = 0 cu rad4cinile r1 5 = 3 gi r3 = 6. Determinidm vectorii

proprii corespunzatori valorilor r; 5 din

Q 0 —a—58—-3v=0 Q -5 -3
(A—rI)- |8 = |0| ¢ —a—5—-3vy=0 ©a=-5-3v< [B|=0|1 |+y
ol 0 3a+58+9y=0 vy 0 1

Vectorul propriu corespunzator valorii proprii 73 se obtine din sistemul

o 0 —4a—58—-3y7=0 _ _ag o
A—r)- |8l =10l &d —a—-88-3v=0 & 707_5 s |8l =a
v 0 3a+ 158+ 67 =0 B v -3
Solutia este
x -5 -3
Y| = Clegt 1 + 0263t 0 + C366t 1
z 0 1 -3

4.13 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥=-2r—-—y+z
y =br—y+4z
2 =br+y+ 2z

-2 -1 1
Scriem sistemul sub forma matriciala: X’ = A- X, unde A = | 5 —1 4]|. Determinam
) 1 2

valorile proprii ale matricei A, rezolvand ecuatia

—2—r -1 1
5 —1-r 4 | =0.
5 1 2—r

Scadem din linia a treia, linia a doua si adunam a doua coloana la a treia:

—2-r -1 1 —2—-r -1 0
5 —1-r 4 |=| 5 —1—r 3—-r|=@B-r)2+r)=0.
0 241r —2-—r 0 2471 0
Obtinem solutiile ry = —2, ro = —2 gi r3 = 3. Cautam doi vectori corespunzatori valorii duble
N = Tg = —2. Avem
« 0 —-B+v=0 5= « 1
(A=rD)- [B]l =|0| &< ba+p+4y=0 & 7 o Bl =al-1
B=—a
¥ 0 ba+p+4vy=0 o -1

Fiindca am obtinut un singur vector propriu, determinam vectorul asociat rezolvand sistemul

Q 1 —B+v=1 Ben—1 « 1 0
(A-mD)- |8l = |-1] ! sa+B+dy=-1 « " 77" o gl =a|-1|+|-1

V=«

v -1 Sa+ [ +4y=-1 Y -1 0
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Vectorul propriu corespunzator valorii proprii r3 se determina din

a 0 —ba—pF+v=0 5= [«
(A—rD)- [B] = 0] ©{ 5a—48+4y=0 & "7 & 5| =p
y 0 dba+pf—v=0 N K

Solutia generala a sistemului este

T 1 1 0 0
yl| =Cre™ | =1 +Coe™ [t | =1 + | 1] | + Cse*
z —1 —1 0

4.14 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥=x+vy
Yy =—4r —2y+z
Z=dx+y-—2z.

Scriem sistemul sub forma matriciala: X' = A - X, unde

1 1 0
A=1-4 -2 1
4 1 =2

Determinam valorile proprii ale matricei, rezolvand ecuatia

1—r 1 0 1—r 1 0 1—r 1 0
O=|-4 —2—-r 1 |=|-4 —2—r 1 |=—(1+r]-4 -3-7 1|.
4 1 —2—r 0O —-1—-r —1-7r 0 0 1
Obtinem ecuatia (r+1)(r?+2r +1) = 0, cu radacinile r; = ry = r3 = —1. Ciutam trei vectori
corespunzatori valorii triple 71 93 = —1. Avem
« 0 20+ =0 5= 20 « 1
(A—=rI) - |pl =0 & —-da—-B+7=0 & __2a s |l =a|-2
v 0 4o +pB—~7=0 T v 2

Primul vector asociat se determina din

a 1 20+ 0 =1 3 %0+ 1 a 1 0

= 2«
(A-riD)-|8| = |-2| &1 —da—f+y=—-2 « [ "7 Bl =a|-2|+|1
y 2 da+B—y=2 y 2] -1

Primul vector asociat este [ 11]. Al doilea vector asociat se obtine din sistemul

« 0 204+ =10 5= —9a « 1 0
(A=rI)- |8 =]1 e ~da—FB+7=1 & :2a+1 Bl =a -2 + |0
7 1 da+B—y=-1 17 o 2 1
Solutia generala a sistemului este
x 1 1 0 .2 1 0 0
y| =Cre " | =2 +Che [t |2+ | 1 + Cae™ 3 2| +t| 1| +]0
z 2 2 -1 2 -1 1
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4.15 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

' =-=3x+5by— 5z
Y =3x—y+3z
z' = 8x — 8y + 10z.

Determinam valorile proprii ale matricei sistemului, rezolvand ecuatia

—3—r 5 -3 —3—-r 2—r =2+4r
0=| 3 —~1-r 3 |=| 3 2—-r 0 |=(2-10)>
8 -8 10—r 8 0 2—r
Matricea sistemului are valoarea proprie tripla r;23 = 2. Aflam vectorii corespunzatori re-

zolvand mai Intai sistemul

« 0 —da+568—-5y=0 « 1 -1
(A—rI)- || = |0| & 3a—30+37y=0 La=0—v< || =0|1]|+7| 0
¥ 0 8a—88+8y=0 y 0 1
1
Alegem acum un vector propriu din cei doi vectori obtinuti. Fie de exemplu |1|. Cel de-al
0
doilea vector propriu il alegem incat sistemul
Qq B—7
(A - 7’113) Bi| = 5
! gl

sa fie compatibil. Avem
—da1 +56 —dn =0 —7v
3ay =381+ 3 =0
8y — 861 + 871 = 1.

Sistemul este compatibil daca este respectata conditia 3v = 8. Scriind

e B—7 —% 3 -5
gl=1| B |=]|p|= 5|3
2l g 5 8
-5
obtinem ce de-al doilea vector propriu | 3 |. Vectorul asociat il gasim rezolvand sistemul
8
o -5 —5a 458 — b5y = -5 o B —~ 1
(A-rmD)- |8l =|3 | & 3a—36+3y=3 ©@a=5-v+1 |8l =| B |+]|0
y 8 8a — 88+ 8y =8 0 v 0
Solutia sistemului este
x 1 -5 -5

1
yl =Cre® [1] +Coe® | 3 | +Cse® |t | 3|+ |0
z 0 8 8 0
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4.16 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =dx —by+ 7z
Y =x—4y+ 9z
2= —4x + 5z.

Scriem sistemul sub forma matriciala: X' = A - X, unde

4 =57
A=11 -4 9
-4 0 5

Determinam valorile proprii, rezolvand ecuatia
4—r -5 7
0= 1 —-4—r 9 |=-4 ‘
—4 0 5—r

-5 7
—4—-r 9

4 —r -5

oonftsr 22

= —4(—45+28+T7r) + (5—7)(r* — 16 + 5).

Obtinem ecuatia —r3 4+ 5r2 — 17r + 13 = 0. Folosind schema lui Horner obtinem

-1 5 -17 13
14 13 0

1

solutia 7, = 1 si ecuatia —r? + 4r — 13 = 0, cu solutiile 7o = 2 4 3i si 73 = 2 — 3i. Vectorul

propriu corespunzator valorii proprii r; se determina din

! 0 3a =58 +T7y=0 . o 1
A-nrD)- 8] =0l ¢ a=53+9y=0 = ;__QQ = 8] =al2
v 0 —4da+4v=0 N v 1

Vectorii proprii pentru 79 i 73 1i cautam rezolvand sistemul

e 0 (2-3))a—58+T7y=0 a=9(3— 3i) e 3—3i
(A—rD)-|B] = 0] ©{ a-(6+3)8+97=0 < B=06(5-3i) < |B|=06]|5-23
v 0 —4da+(3-3i)y=0 v =4 vy 4

. 3—3i o . .. .. .
Vector propriu pentru ry este [5—31‘] . Pentru ca r3 este conjugata valorii proprii ry i vectorul
4

. o . . . 3431 . .
propriu corespunzator va fi conjugatul celuilalt, si anume [5233} . Putem scrie solutia sub forma

x 1 3—3i 3+ 31
Y| = C’let 2| + 026(2+3i)t 5—3t| + 036(273i)t 5+ 31
z 1 4 4
Dar, facand inmultirea
3— 3 3 -3
e300t 15— 3i| = e*(cos3t +isin3t) | |5] +i |—3
4 4 0
3 3 -3 3

=e?cos3t |5| +e*sin3t [3| +i | e cos3t | —3| +e*sin3t |4
4 0 0 5
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si considerand partea reala si imaginara, solutia se rescrie

T 1 3 3 -3 3
y| = Cret | 2| +Coe® | cosdt |5| +sindt [3| | + Cse* | cos3t | 3| +sindt |5
z 1 4 0 0 4

Metoda matriceala

Pentru o matrice A de n X n numere reale gi un numar ¢ € R definim
Al = — AF,
k!

k=0
Sa observam ca

d 2 5t ot At
E(e )_A+At+Aa+---_A L+ At + A5+ ) = A,
Atunci scriind sistemul neomogen sub forma X' — AX = F si inmultind la stanga aceasta

egalitate cu matricea nesingulara e~4* obtinem

d

U (6_AtX) =e AR

Prin integrare

t
e~ AX = / e MFdu+ Xy, unde Xo=X
0

t=0
Solutia generala a sistemului neomogen este

t
X =t {/ e AUF du} + e X,.
0

In particular, solutia sistemului omogen este
X, = e X,

Totul revine la a calcula matricea exponentiala e?. Sa observam ca puterea k a matricei A se

calculeaza utilizand forma Jordan A = PJP~1:
AF=A. A...A=pJjp'.pjp'...PpJP ' = pJFp1,

Cu aceasta reprezentare a matricei A* avem

At k k — Jt -1
e > k|A —P. Zkr] Pl=p.ct.pt,
0

Cu ajutorul acesteia, solutia sistemului omogen este
X, = Pe’'C,
unde C' = P~1X,. Solutia sistemului neomogen se scrie

t
X=X,+ Pe‘”/ e 7P F du.
0
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4.17 Exemplu. Sa se integreze sistemul

' =z + 3y + 2¢
Y =3r+y+e +e .

Fie .
1 3 2e 2 0
A= : F = I —2t — tF —2tF ]
{3 J v Lt + 6%} ‘ {J e [1] chime Th

Matricea A se poate scrie

A=PJP™', unde J:[é 02], P:{

Avem

Solutia ecuatiei omogene este

. Jtov 1 1 ‘ ett 0 ) Cl o 01€4t+026_2t
Xo=PetC = [1 —1] |0 e #| |Cy |[Cre*t — Che™]"

Pentru a obtine solutia neomogena, scriem

t t
/ e P F du = / e TUPTH (" Py + e F) du
0 0

t t
:/ —Ju eldu- P~ 1F1—|—/ JUG_QUdU'P_lFQ

0 0

t —3u t —6u
/ {6 8} du-P‘1F1+/ {e 0} du- P'F
0 0 eu 0 O 1
_1 1—e 3 0 113 +1 1—e 5 0 111
3 0 St—1 21| 6 0 6t 2 |—1

1 [—e3 0 3 1 [—e % 0 1 1177
_ - - — - D, D=—|"|.
6 { 0 63t:| M 1 { 0 6t] {—1} T 12 {—2}

Solutia particulara este

! 1 1 [—e2
X, = Pe‘”/ e /"PT Fdu = EP{ ﬂ : [3] + —P{ ‘ O_Qt} : [ ! } + Pe’'D
0

et 111 1 —e 2
il . P JtD
ok T 1 et B et
1 . 1 |1+6t] _o It

Y PR [
Solutia generala a sistemului este

1 1 111 1(1 110
X=X X —F 4t E -2t _ — t - -2t _ — —2t
%= :sHe L= e

Cbl>—‘

unde E1 01 + D1 Cl 12 §1 E2 02 + Dz 02 — le
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4.18 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =dr —y— 2z
Yy =2r+y—2z

d=x—y+z.
Scriem sistemul sub forma matriciala:
' 4 -1 =2 T
yIl=12 1 =2|-|y
z 1 -1 1 z
—— ———
X/ A X

Folosind calculele de la metoda II de rezolvare avem
1 00 1 11
J=10 20|, P=1|10 1
00 3 1 10

1. A n o o . .
Utilizand formula e* = >~ | %7 adevarata pentru orice z € C, obtinem

S L 0 0 e 0 0
e’ = 0 S, Ban 0 =10 €e* 0
0 0 S, E3n 0 0 ¢*
Cy
Notand P! X, = [g2i| obtinem
3
et 0 01 [C 111 Ciel
X=P-e" P ' Xg=P-|0 & 0| |[Co|=1|1 0 1|-|Cee*],
0 0 e [Cf 110 Cyedt
adica
x 1 1 1
y| = Cre |1| +Coe® 0] + Cse™ |1
z 1 11 0
4.19 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare
¥=-2rx—-—y+z
Yy =br—y+4z
7 =br+y+ 2z
-2 -1 1
Scriem sistemul sub forma matriciala: X’ = A- X, unde A= | 5 —1 4/|. Folosind calculele
5 1 2
de la metoda II de rezolvare avem
-2 1 0 (=2)" n(=2)1t 0
J=10 -2 0 si J'= 0 (=2)" 0
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n

Utilizand formula Y >° 25~ = ze®, obtinem

n=0 n!
o %(_z)n > o néln (=2~ 0 e te™® 0
e/t = 0 S E(=2)m 0 =10 e 0
0 0 S 3t 0o 0 e

c
Notand P71 X, = [g;} obtinem
3

1 0 0 e te™2 C Cre 2t 4 Cote 2
X=|-1 -1 1]|- 0 e 2t 0f-|[Cy| = —016_2t — 026_2t — Czte_% + Cg@gt
-1 0 1 0 0 €3t 03 —Cle_% — Cgte_% + C’ge?’t

4.20 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥y=x+y
/ —

Yy =—4dr —2y+ =z
Z=dr+y—2z.

Scriem sistemul sub forma matriciala: X’ = A - X, unde

1 1 0
A=|—-4 -2 1
4 1 -2
Avem ,
-1 1 0 1 0 0 et tet Let
J=]0 -1 1|, P=|-2 1 0f, =[]0 et tet
0o 0 -1 2 -1 1 0 0 et
Solutia este X = Pe’tC, adica
x 1 1 0 2 1 0 0
y| =Cre ™t | =2 +Che [t |2 + | 1 +Cse | = [-2] +t] 1| +]0
z 2 2 —1 2 -1 1

4.21 Exemplu. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =4x —by+ 7z
Yy =z —4y+9z
2= —4x + 5z.

Scriem sistemul sub forma matriciala: X' = A - X, unde

4 -5 7
A=11 -4 9
—4 0 b5
Avem
1 0 0 1 3 -3 et 0 0
J=10 2 3|, P=125 =3|, e"=10 e*cos3t e*sin3t
0 -3 2 1 4 0 0 —e?*sin3t e*cosdt
Solutia este X = Pe’tC, adica
T 1 3 3 -3 3
y| =Ciet |2 +Cy | €®cos3t |5 +e¥sin3t |3] | +C5 | e* cos3t |—-3| +e¥sin3t |5
z 1 4 0 0 4
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4.3 Sisteme simetrice

4.22 Definitie. Un sistem simetric este un sistem scris sub forma

d[El . dl’g . . dxn—l—l
filzy, o zn) o, ) Jos1(T1, o )’
unde fi,..., fos1 nu se anuleazd simultan pentru (xq, ..., T, 1) € R

Pentru rezolvarea sistemului se cauta integrale prime.

4.23 Definitie. Se numeste integrala prima a sistemului simetric, o functie F' neconstanta

ce ia valort constante pe orice solutie a sistemului, adica
F((L’l, v 7$n+1) =C.

Pentru a rezolva sistemul simetric este nevoie de determinarea a n integrale prime indepen-

dente, adica Fi, ... F, cu proprietatea ca exista n variabile (de exemplu 1, ..., x,) astfel incat
determinantul
Jay oF,
gn t Om
j23 J25
D(Fl,...,Fn): R Oz
D(zy,...,x,)
OFy OFy
Ox1 T Oxn

sa nu se anuleze. Teoretic aceasta inseamna ca din integralele prime respective se pot exprima
variabilele z1, ..., z, In functie de z, 1.

Pentru a determina integrale prime folosim urmatoarele metode:

1. daca doua rapoarte depind doar de doua necunoscute (eventual dupa simplificari) ele
reprezinta o ecuatie de ordinul intai care se rezolva,

2. daca dintr-o integrala prima se poate exprima o necunoscuta in functie de celelalte, se
ajunge uneori la cazul anterior;

3. se fac combinatii integrabile de forma

dxq o dl’n_,_l _ g1 dz; + -+ Gns1 d$n+1

i fan gifi+ -+ G fort
cu proprietatea ca g1 f1 + -+ + gny1furr = 0si g1 dry + -+ + g1 da,y 1 = dw. Va rezulta ca

dw = 0 adica w(zy,...,2,11) = C si astfel am obtinut o integrala prima.

4.24 Exemplu. Sa se rezolve sistemul
dx dy dz

22—y =z -y
Ultimele doud rapoarte ne arata cd —ydy = zdz. Integrand se obtine —y?/2 = 22/2 + (.
Dupi o redenumire a constantei obtinem y? + 22 = ). Aceasta este prima integrald prima.
Amplificand cu z al doilea raport si cu y al treilea raport si adunandu-le se obtine

dr zdy+ydz
22—y2_ 22—y2 :
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Dupa simplificarea numitorului avem dz = zdy + ydz = d(z - y), de unde = = zy + C5. Am
gasit si cea de-a doua integrala prima: x — yz = Cj.

Solutia sistemului este

y2 + Z2 = Ola
x—yz=Cl.
4.25 Exemplu. Sa se integreze sistemul simetric

dx dy dz

y+z x+z x4y
Adunand toate trei rapoartele si scazand din primul raport celelalte rapoarte rezulta:

de.  dy  dz  de+dy+d: der—dy dr—dz
y+z x+z w+y 2@+y+z) y—-xr  z—x

Ultimile doua rapoarte prin integrare ne dau x — y = C(x — 2), iar din penultimele deducem

d(z +y+2) d(z —y)
bk SR A Yok . 4 1 — —21In(x — InC -2
Tty T2 =y =In(z+y+2) nrx—y)+nCy= z+y+=z =y

Solutia sistemului este

r—y
r—z

:Cla
(z =yl @+y+z) =Ch

4.26 Exemplu. Sa se rezolve urmatorul sistem normal aducandu-1 sub forma simetrica

{yzy@+@

2 =z(y+2).

Forma simetrica a sistemului este

dy dz
= = dz.
yly+2) 2y +2)

Din primele doua rapoarte avem % = %. Prin integrare Iny = Inz 4 In (', adica y = 2.
Inlocuind pe y obtinem

dz dz

= = dx.
Ay+z)  2(Gi+1)

Integrand, avem ———— = x — (5. Rezulta a doua integrald prima z + —— = (5.

z(C1+1)
Solutia sistemului este

y+z

QZCIJ
z




4.4. EXERCITII

4.4 Exercitii

Probleme propuse

4.1. Sa se integreze sistemul de ecuatii
{ r=z+y—1
v =3r—y+e +3
4.2. Sa se integreze sistemul de ecuatii
¥ =2r—2y+3z

y=r+y+z
2 =x+3y—z.

4.3. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare
¥=2r—y—=z
Yy =3r—2y—3z
Z=—z+y+2z
4.4. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare
¥y=x+4y+z

y = bx + 6y + 3z
2= —9x — 12y — 5z.

4.5. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =5x+6y—3z
y =—x +z
2= r+2y+z.

4.6. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

' =2x+8y—Tz
y =2x+ 5y — 5z
2z =3x+ 8y — 8z.

4.7. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥=r—y—=z

y=x+y
2 =3r+ 2.
4.8. Sa se integreze sistemul
de.  dy  dz
ry —x2  yz’
4.9. Sa se integreze sistemul
de.  dy dz
Pl oyzpml T —(pp P

4.10. S& se rezolve sistemul simetric
dx dy dz

20z 2uyz 22— a?—y?

89
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Indicatii la problemele propuse

4.1. 2= Cre 4+ Coe® — § — 2el siy = —3C1e™ + Che® + 3.
4.2. Avem

0

3 0 0 1 11 1
J=10 =2 0 P=1{1 1 1
0 0 1 1 —-14 -1
Solutia este
x 1 11 1
y| =Cie® | 1| + Coe™ | 1 | +Cse' | -1
z 1 —14 -1
4.3. Avem
1 00 1 1 -1
J=10 1 0 P=101 -3
0 00 1 0 1
Solutia este
x 1 1 —1
Y| = C’let 0 + Cget 1{ + 03 -3
z 1 0 1
4.4. Avem
-2 00 1 4 0
J=10 21 P=1|-1 4 1
0 0 2 1 =12 0
Solutia este
x 1 4 4 0
Yyl = 016_2t —1 +0262t 4 +0362t t 4 + (1
z 1 —12 —12 0
4.5. Avem
2 0 0] 1 -3 0
J=10 2 1 P = 1
0 0 2] 1 -1 1
Solutia este
x 1 -3 -3 0
yl =Cie® |0 +Coe® | 1 | +C5e® [t ]| 1|+ |0
z 1 -1 —1 1
4.6. Avem
-1 1 0 2 1
J=10 -1 1 P=11 -1 1
0o 0 -1 2 -1 1
Solutia este
x 2 2 1 2 2
yl =Cre ™ [1] +Coe™ [t |1] + | =1| | +Cae™" [ £ 1] +t [-2] + |2

z 2 2 —1 2 -2

2



4.4. EXERCITII

4.7. Avem
1422 0 0 2t =21 0
J = 0 1—-2i 0 P=11 1 -1
0 0 -1 1
Solutia este
x 0 2 -2 0 0
y| = Cie' [ cos2t |1| +sin2t |0 +Che’ [ cos2t | 0 | +sin2t |1 + Cset | =1
z 3 0 0 3 1

4.8. L =Cysia®+y* =, 4.9. 2=Crsia? +yP+ 20 = Co.
4.10. ¥ = O, i T — 0,

T
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Capitolul 5

Ecuatii cu derivate partiale

5.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai

5.1 Notatie. Vom folosi notatia 2/ pentru derivata partiala a functiei z in raport cu z. In

unele cursuri se foloseste notatia % sau z, in loc de 2.

Ecuatii liniare si omogene

5.2 Definitie. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai liniara si

omogena o egalitate de forma

Xy, wp) - 2 + Xo(wy, .o xy) - 2, 4+ o+ X (21, 1) - 2

2 Tn

unde X; : D — R sunt functii continue pe un domeniu D C R™ gi exista cel putin un indice
ie{1l,...,n} astfel incit X;(xy,...,x,) sa fie diferit de zero pentru orice (xq,...,x,) € D.
Pentru a rezolva aceasta ecuatie atagsam sistemul simetric

dx, dxo _dz,

X X, X,
Putem presupune in continuare ca X; este diferita de functia nula.

5.3 Teorema. Fie G : D — R o integrala prima a sistemului simetric atasat. Atunci

z=G(xy,...,2,) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale.

Demonstratie. Deoarece X; # 0, putem considera in sistemul simetric pe z; ca variabila inde-

pendenta. Avem

dzs B X5 dz,, . Xn
d.Tl_Xl’ o dl’l—X1.
Pentru ca G este o integrala prima a sistemului simetric atagat atunci este verificata relatia
G(z1,...,x,) = C, unde C este o constanta. Derivand in raport cu x; rezulta
dxo dx
G +G,.  —+--+G =0
1 *2 de’l Tn d.ﬁCl

92
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De aici, obtinem
X X
G +G =+ 4G, =0
SR X Tt G, X ’

ceea ce, dupa o iInmultire cu X7, ne arata ca GG este solutie a ecuatiei cu derivate partiale
/ / /
Xz +Xo 2, -+ Xy 2, =0.
O

5.4 Teorema. Fie F' : D; — R o functie care are derivate partiale de ordinul intai pe
D) CR" ! g1 fie Gi,...,Gp_1 : D — R n — 1 integrale prime ale sistemului simetric atasat.
Atunci

z2=F(Gi(x1,...,2n), .., Gua(x1,. .., 1))

este solutie a ecuatier cu derivate partiale.

Demonstratie. Avem
p Fél . (Gl);k 4+t F’Gn_1 . (Gnq),

T Tk

pentru orice k de la 1 la n gi

n n—1 n—1 n
/ /
R S D SL YA TS WA O SRS
k=1 k=1 i=1 i=1 k=1
pentru ca G; sunt integrale prime si conform teoremei anterioare sunt si solutii ale ecuatiei,

adica Y, X - (Gy),, = 0. O

x

5.5 Teorema. Fie Gy,...,G,_1: D — R n — 1 integrale prime independente ale sistemului

simetric atasat ecuatiei cu derivate partiale. Atunci orice solutie a ecuatiei este de forma
z2=F(Gi(x1,...,2n), ., Go1(z1,. .., 2)).

Demonstratie. Fie z o solutie a ecuatiei cu derivate partiale. Fiindca si Gi,...,G,_1 sunt
solutii ale ecuatiei, se obtine sistemul
X1z +Xp- 2+ -+ X2, =0
!/ / /
X1 (Gr)y, + Xa - (Gr)y, + -+ Xy - (Gh),, =0
X1 - (Gn_l);l + X5 (Gn_l);g + 4+ X, (Gn_l);n =0.
Fiindca exista cel putin o functie X; care nu se anuleaza, sistemul are solutie nebanala. Aceasta
inseamna ca determinantul sau este identic nul, adica

D(Z, Gl, ce >Gn—1)

=0.
D(xy,x9,...,2,)
Aceasta inseamna ca functiile z, Gy, ..., G,_1 sunt functional dependente. Fiindca integralele
prime G, ...,G,_1 sunt independente, relatia de dependenta se poate scrie

2 =F(Gy,Ga,...,Gn1).
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5.6 Exemplu. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
(x—2) u, +(y—2) - uy, +22-u, = 0.

Rezolvam sistemul simetric

dz dy  dz
r—z y—z 22

Avem
dz  dr—dy dr+dy+2dz

Y

2z r—y T+y+2z
de unde 2In(z—y) = In 2+1n C}, ceea ce ne arata cd (r—y)? = 2C;. Prima integrald prima este

ey _ C). Pe de alta parte, avem 2In(z + y + 22) = Inz + In Cy, adica (z +y + 22)% = 205,

z
x+y+22)?

ceea ce ne da a doua integrala prima a sistemului: ( . = (5. Solutia ecuatiei cu derivate

partiale este

Y

u=F ((x—zy)2 (a:+yz+ 22)2) |

unde F' este o functie oarecare ce admite derivate partiale de ordinul intai. De exemplu, daca

F(t,s) = t* — s, atunci
_@—yt (ty+2e)
U= - :

5.7 Definitie. Problema Cauchy pentru ecuatia

ZXi(xlw .. ,xn) . Z/xi =0
1=0

z

este problema determinarii acelei solutii a ecuatiei care pentru o valoare fixata a uneia dintre
variabile sa spunem x; = a € R se reduce la o functie data
Z(Jfl, sy Lim15 Ay T 15 - - - 71771) = g(xlv R R PR RS PRI axn)'
Se mai spune ca se cauta suprafata integrala z = F(xy,...,x,) care contine curba
= g(l'h sy Li—15, Lid 1y - - - 7xn)
Tr; = Q.
5.8 Exemplu. S5a se gaseascd solutia ecuatiei x - uj +y-uy, +xy-u, = 0 ce corespunde conditiei
_ 2 2
Sistemul simetric atagat este 4 = ¥ — dz,
z y zy

Tinand cont de prima integrala prima, din ultimile doua rapoarte rezulta yC;dy = dz. De

(O T - T LU N~ A © S Rre SR TR S TP SIS S
2

Din primele doua rapoarte rezulta r = yC.

aici

rezolvam sistemul

r = yC,

xy — 2z = Cy
z=0

u= x>+ 9>

Avem zy = Cy si v = yC, de unde 22 = C,C, si Cy, = y?>C1. Obtinem u = C,Cs + % Rezulta

solutia

2, .2
u:z(:z:y—Zz)+y(:17y—22)::BQ—i—yQ—Qz-JIj Ty
Y Zz Ty
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Ecuatii cvasiliniare

5.9 Definitie. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniara o

ecuatie de forma

Xi(zy, . wp,2) 2 4+ Xp(, . B0, 2) - 2y, = X1 (@1, -2, T, 2).
unde X; : D — R sunt functii continue pe un domeniu D C R gi existai € {1,...,n} astfel

incat X; sa nu se anuleze pe D.

5.10 Teorema. Solutia generald a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniara

este data implicit de ecuatia

F(Gi(z1,. . xn,2)y ., Gular, .o 2, 2)) =0,

unde G, ..., G, sunt integrale prime ale sistemului
dvy  dwy,  dz,  dz
X1 X X, Xen
Demonstratie. Cautam solutia in forma implicita V(zy, 2, ..., x,, 2) = 0, unde V este o functie

ce urmeaza a fi determinata si care are derivate partiale de ordinul intai astfel incat V, nu se
anuleaza.

Avem V] 4 V] -z, =0, pentru orice 7 de la 1 la n. De aici

!/
Ve
CEZ'_ 2

vV

Inlocuind aceste relatii in ecuatia cu derivate partiale ce trebuie rezolvata rezulta
! / /
Xl.vm_|_..._|_Xn.\/;n+Xn+1.VZ = 0.
Aceasta ecuatie omogena are solutia

V=F(Gi(x1,....,200,2),...,Gp(x1,..., 70, 2))

unde Gy, ...,G, sunt integrale prime ale sistemului simetric atagat
dvy  dz, dz,  dz
Xl XQ Xn Xn+1 .

Asadar solutia ecuatiei cu derivate partiale cvasiliniara este data in forma implicita de

F(Gy(x1,. .. xn,2), ..., Gula1, ..., 20, 2)) = 0.
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/ =
Y

si apoi suprafata integrala ce se sprijina pe curba z +y = 22, xz = 1.

5.11 Exemplu. Sa se integreze z - 2, + (xz +y) - 2/ = z. Sa se scrie solutia generala a ecuatiei

Atasam sistemul simetric

dr__dy _ds

r  xz4+y oz
Din primul si ultimul raport deducem ca Inx = Inz + InC}, adicd £ = €. Din egalitatea
de = %ﬁfdz rezultd Inz = In(zz — y) — Co. A doua integrala prima este == = (.

Solutia generala a ecuatiei este data in forma implicita de ecuatia suprafetei

P52 -0
z z

Pentru a determina suprafata ce se sprijina pe curba x + y = 2z, xz = 1 rezolvam sistemul

= z(C4
rz—y =205
r+y=2z
rz = 1.

Din a doua si a treia relatie zz + x = 2C5 + 2z si inlocuind si prima egalitate si simplificand
cu z rezultd = Cy — O] + 2. Din prima si ultima relatie obtinem z? = C;. Va rezulta ci

(Cy — C1 + 2)? = (). Ecuatia suprafetei cautate este

2
(wz y—£+2> :§<:>(xz—x—y+2z)2:xz.
z 2 2

5.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi

5.12 Notatie. Vom folosi notatiile

"

z,»  pentru derivarea de doua ori a functiei z in raport cu x

"

%, pentru derivarea functiei z mai intai in raport cu x si apoi in raport cu y

In unele cursuri se folosesc notatiile

0%z
"o AV o
2 = (2), = Zgz = pye
2
"o A - a Z
Z:ry - (Zx)y = Zay = ayax

Aducerea la forma canonica a ecuatiilor cvasiliniare

5.13 Definitie. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi cvasiliniara o

ecuatie de forma

a(x,y)zys + b(x,y) 2, + c(z,y)z + F(2,y, 2,2, 2,) =0 (5.1)

) Fxy Py

unde z = z(x,y) este functia necunoscutd, a,b, ¢ trei functii definite pe un domeniu D C R? i

F o functie definitd pe un domeniu din D x R3.
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5.14 Definitie. Urmatoarele forme ale ecuatiei cu derivate partiale (5.1) le numim forme

canonice

Zyy + F(2,y,2,2,,2,) =0 formd canonicd hiperbolica

)X Ty

2+ F(x,y, 2, 2., 2)

) Fxr Yy

0  forma canonica parabolica

" " !/ /
Zye + 22 + F(2,y,2, 2, 2,)

0  forma canonica eliptica.

5.15 Definitie. Fcuatia
ady? —bdrdy + cdz? =0

atagata ecuatiei cu derivate partiale (5.1) se numeste ecuatie caracteristica. Dacd a # 0,

aceasta ecuatie este echivalenta cu ecuatia de gradul al doilea
a(y) —by +c=0.

5.16 Teorema. Orice ecuatie cu deriwate partiale de ordinul doi cvasiliniara poate fi adusa la

una din cele trei forme canonice.

Demonstratie. Se cauta o schimbare de variabile u = u(x,y) si v = v(z,y) astfel incat functia

2(x,y) = Z(u(x,y),v(x,y)) sa verifice o ecuatie in forma canonica. Calculam derivatele lui z

A7 / / /
2y =Ly Uy + 2y v

2y = Zy Uy + Z, v,

= 2 () 2+ e )+ il 4 2

Sy = ey 2y )+ Z )+ il 7
= 2 O 2204 2 ()4 i Zi

si inlocuim in ecuatie, rezultand ecuatia
AZ!s+BZ! +CZl+ G(u,v, Z,Z,, Z!) = 0,

unde

a (U;)Q + bu;u; +c (u;)2

A

A ) ! !
B = 2au,v,, + b(uyv, + u,v,) + 2cuyv),
C

a(v.)? + buyv, + ¢ (v;)z

iar in G fiind cupringi toti termenii care nu contin derivate partiale de ordinul doi. Sa observam

ca A si C au forma comuna. Sa consideram ecuatia

a (@) + el +e (@) =0, a#0.
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(Daca a = 0 se schimba rolul lui y cu cel al lui z si se considera ¢ (30;)2 + b, +a (@) =0,
cu ¢ # 0. Daca si ¢ = 0 ecuatia este in forma canonica hiperbolicd, dupa o impartire cu b.)

Ecuatia se poate scrie sub forma

1 . b+ Vb — 4ac)g0;] [ - (b—Vb* —dac)y,
TGP,

Q|9 2 2

Ea se descompune in doua ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai omogene
2ap, + (b + Vb —dac)p, =0 i 2ay¢), + (b — Vb? — dac)p, = 0.

Sistemele simetrice atasate sunt

dx dy . dx dy

V= 7§ =
2a b4 Vb2 — 4dac 3 2a b —+/b?— dac

Obtinem ecuatiile diferentiale

%_ b+ Vb — 4dac

dr 2a

%_b—\/bz—élac

3 dx 2a

care se pot restrange in ecuatia caracteristica
N2 /
a(y) —by +c=0.

Dupa semnul discriminantului A = b? — 4ac se disting trei cazuri:
Cazul I A > 0. In acest caz ecuatia este de tip hiperbolic. Ecuatia caracteristica are 2
solutii distincte
, b+vVb2—dac ., b—+b*—4dac
y=—n— 5 y=——
2a 2a
Daca integram aceste ecuatii obtinem doua relatii pe care le putem scrie sub forma ¢y (x,y) = C4

si po(z,y) = Cy. Acestea verifica

Rezulta ca

(¢1)., b+ Vb —dac y R e (¢2).,
(1), 2a 2a (02),,

ceea ce ne arata ca

©

D(g1,¢2)

(901);; (‘;01);
D(z,y) '

(2)h (g2),| (¢01), (102), # 0.

a

Daca notam u = ¢ (z,y) si v = po(x,y) atunci A = C' = 0 gi ecuatia devine
BZ! + G(u,v,Z,Z.,Z,) = 0.

Prin impértire cu B = —2 (gpl)ly (apz); # 0 obtinem forma canonica hiperbolica.
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Cazul IT A = 0. In acest caz ecuatia este de tip parabolic. Ecuatia caracteristica are

solutia dubla ¢ = % Aceasta relatie integrata se scrie p(z,y) = C;. Daca notam u = x si

v = ¢(x,y) obtinem A =asi C =0, iar B = 2ay), + by,. Sa observam ca B = 0. intr—adevér,

din faptul ca A =0, avem ¢ = %. Inlocuind in a () + b, + ¢ ((p’y)z = 0 obtinem
1\2 ro b? 1\2 2/ 132 ro 2 (, 1\2 ! 1\2
a(¢))” + bo,p, + 1a (goy) =0 4da” (¢,)" + dabp,@, +b (goy) =0 < (2ap, +by))" =0,

adica 2ay], + by, = 0. Fiindca B = 0 ecuatia cvasiliniara are forma
aZly + Gu,v, 2,7, Z) =0

si prin iImpartire cu a se obtine forma canonica.
Cazul ITT A < 0. In acest caz ecuatia este de tip eliptic. Radacinile ecuatiei caracteristice

sunt complexe si conjugate si dupa integrare obtinem integrale prime de forma
er(zy) = alz,y) +iB(z,y) st pa(z,y) = alz,y) —iBz,y).
Din faptul ci ¢, verificii ecuatia a (¢,)* + b, + ¢ (gog)z = 0 rezulta
alal, +iB5)% + b(al, + i) (o, + i) + c(al, +if,)* =0
adica
a [04;2 — B;ﬂ + b(a, ?’J — ﬂ;ﬁ;) +c [ozfy2 — 6;2} +1i [Qaa;ﬂ; + b(oz;B; + a;,@;) + 200&252] =0

ceea ce ne arata ca

a () +balal, +c(al)’ = a(B) + b6, +c (B

2a0l, B, + b(a, B8, + o, B.) + 2cal, B, = 0.

Daca notam u = a(x,y) si v = (x,y) atunci relatiile anterioare ne arata ca A = C si B = 0.
Ecuatia devine

AZlL + AZY + Gu,v, Z, 2, Z,) = 0

de unde prin impartire cu A # 0 se ajunge la forma canonica. Daca A = 0 ecuatia caracteristica

ar avea radacini reale si aceasta ar fi o contradictie. O]

5.17 Exemplu. Sa se aduca ecuatia xngg + y2z;’2 = ( la forma canonica.

Ecuatia caracteristici este 22 (y/)> 4+ y? = 0. Pentru ca A = —42%y% < 0 ecuatia este de tip

eliptic. Avem
2= Y dy .y dy

d
——@—::I:z—@—::ti—xﬁlnyzl:ilnx:a
x? dx x Yy x
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Alegem v =Iny si v = Inx i scriem z(x,y) = Z(u,v). Rezulta

1
/ !/ / !/ / /
Za::Zu'uz_‘_Zv'vx:Zv'_
x
/_Z/./+Z/.I_Z/.l
2y = Zy Uy, YUy =2y,
)
] 1 7/ 1
=7 — 7 .
T v 72 Vo2
v L1
y? T Tu? 9 u 2
) )
3 2.1 200 3 " 1 / !/
Ecuatia z°z], +y°z), = 0 devine 27, + 27, — 2, — Z,, = 0.
5.18 Exemplu. Sa se aducd la forma canonica ecuatia y*2”, + 2xyzy, + a:2z;’2 =

Ecuatia caracteristic este y?y’? — 2xyy’ + 22 = 0 cu A = 0. Ecuatia este de tip parabolic.

Avem
2 2

(yy’—a:)zzoﬁyy’—xzoﬁydy:xdx@%—?:C.

Alegem u = z si v = y* — 2% gi notand z(x,y) = Z(u,v) avem
2 =27+ Z - (—2x)
2y =2y 2y
o =2 — 7! - dx+ Zl - Ax® — 27
Zyy = Ly - 2y — dyZ),s
2y = Zyp - 4y* + 27,

21

: 2 1 " _ .
Ecuatia y=z7, + 2zyz;, + @ Z2 =0 devine

Y2l — Axy? Z! + Aty 2l — 2077 + Ayt 2 — 8x*yP 2l + AxPyP 2l + 227 7! = 0,

adica y*Z!, — 2(y* — 2?)Z;, = 0. Aceasta se rescrie (v +u?)Z", —2vZ] = 0. Forma canonica va

fi

1
u2

2V g,
v+ u?

Aducerea la forma cea mai simpla a ecuatiilor liniare cu coeficienti

constanti

Fie ecuatia liniara cu coeficienti constanti
azye + 202, + czp; + d2, + ez, + f2 =0, a,b,cdye, fER
Am vazut ca ecuatia poate fi adusa la una dintre urmatoarele trei forme
Zl+DZ +EZ,+ FZ =0
'y +DZ + EZ + FZ =0

Zls+ Zh+ DZ,+ EZ,+ FZ =0
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Teorema urmatoare ne arata ca aceste ecuatii pot fi aduse la o forma simplificata.

5.19 Teorema (Reducerea la forma cea mai simpld). Cu ajutorul schimbarii de functie
Z(u,v) = e* W (u, ),
cu a, € R alese potrivit, ecuatiile pot fi aduse la formele cele mai simple

W), + W =0
WhH+ EW, =0 sau W+ FW =0

W + Wy + Fo,W = 0.
Demonstratie. Exprimam pe Z si derivatele sale cu ajutorul lui W. Avem
7! = e (W + W)
7! = et (B + W)
7, = e~uth (a2W + 2aW! + 11/2)
Zlly = ™ (B2W + 28W) + W)
7! = et (W + BW! + aW! + W ).

I[. Cazul ecuatiei de tip hiperbolic. Inlocuind ceea ce am calculat mai sus in ecuatia 2 +

DZ, + EZ, + FZ = 0 rezulta
B (QBW + BW! + aW! + W/ )+ De® B (aW W)+ Ee™ P (BW + W)+ Fe® )W = 0.
Dupa ce impartim cu exponentiala si ordonam dupa derivatele partiale avem

W, + 8+ D)W, + (a+ E)YW, + (af + aD + BE + F)W = 0.

Alegind o« = —FE §i f = —D coeficientul lui W devine Fy = F — ED si am adus astfel
ecuatia la forma cea mai simpla. Sa observam ca nu puteam pune conditiile  + D = 0 si
af +aD + E + F =0 pentru ca am fi avut § = —D si —ED + F = 0 iar a doua relatie nu
mai contine necunoscuta gi in general este incompatibila.

II. Cazul ecuatiei de tip parabolic. Dupa schimbarea de functie anuntata in enunt, ecuatia

Z!'s+DZ,+ EZ,+ FZ = 0 devine (dupa simplificare gi ordonarea termenilor)
Wl + (2a + D)W, + EW, + (o + aD + BE + F)W = 0.

Punem conditia ca 2a+D = 0si o> +aD+BE+F = 0. Existd doud cazuri: 1) E # 0. Sistemul
este compatibil cu solutia o = —D/2 i 8 = (F — D?/4)/F si se ajunge astfel la prima forma
simpli. 2) E = 0. In acest caz 8 nu apare in ecuatie si alegem o = —D/2 si F} = F — D?/4 si

obtinem a doua forma simpla.
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III. Cazul ecuatiei de tip eliptic. Ecuatia Z!, + Z/, + DZ, + EZ, + FZ = 0 se transforma

n

W + W/ + (2a + D)W, + (26 + EYW! + (o + 2 + Da + Ef + F)W = 0.
Alegem o« = —D/2 gi f = —FE/2 si obtinem forma cea mai simpla a ecuatiei cu F; = F —
(D? + E?)/4. Se pot alege si altfel coeficientii obtinandu-se W/ + W/ + E;W, = 0 sau
Wl + W' + DWW, = 0. O

5.20 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei 427, + 827, + 4252 + 122, + 122, + 92 = 0.

x
Ecuatia caracteristica este 4y'2 — 8y’ + 4 = 0. Discriminantul ecuatiei de gradul doi este
A = 0. Solutia dubla a ecuatjiei este y' = 1, care prin integrare ne da y = z + Cy. Notam u = x

siv=y —x.

Sz 7

2y = Z,

o= 2 =270, + 20
Z:,v/y = Z’l’t’?} - 1,1/2

Zyo = Zy2.

Ecuatia devine 47, + 12Z; + 9Z = 0. Pentru a o aduce la forma cea mai simpla scriem
Z(u,v) = e (u,v). Avem

7! = et (aW + W)

7y = eouth (042W + 2aW, + ;’2) )

Ecuatia se transforma in 4W/, + (84 12)W,, + (4a* +12a+9)W = 0. Alegem a = —2 = —3.
Atunci ecuatia se scrie W, = 0. Integrand rezulta W, = f(v). Daca mai integram o data
obtinem W(u,v) = uf(v) + g(v). Asadar, Z(u,v) = e~ 2 [uf(v) + g(v)]. Solutia ecuatiei

initiale este

3z

2z y)=e 2 [af(y —z) +9(y —2)].

5.21 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei 32], — 525, — 22;’2 + 3z, + 2, = 0.

Ecuatia caracteristica este 3y'2 + 5y’ — 2 = 0. Discriminantul ecuatiei de gradul doi este

A = 49. Solutiile ecuatiei sunt ¢y’ = —2 si ¥’ = 1/3. Prin integrare rezulta y = —2x + C} €



5.2. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL DOI 103
3y=x+Cy Notamu=y+2xsiv=3y—xsiz(z,y) = Z(u,v). Avem

2=7 u+ 7 v, =27 — 7
2y = Zy vy + Zy v, =2, +3Z,
2y =47 — 47! + 7!,
=220 + 520, — 370

Zyo = Zyo + 62, +9Z5.

Ecuatia devine Z), — 17/ = 0. Notdm w = Z. Avem w},—+w = 0. Aceastd ecuatie diferentiala

liniara de ordinul intai are solutia w = Ce7. Constanta nu depinde de v dar poate depinde de
u si atunci lusm w = f(u)e7. Integrand dupa u se obtine Z(u,v) = e7 F(u) + g(v). Solutia

generala a ecuatiei initiale este
z(z,y) = e [F(y + 2z) + G(3y — z)] .

5.22 Exemplu. Sa se aduca la forma cea mai simpla ecuatia 2}, — z;, + 5z;’2 +z, =0.
Ecuatia caracteristici este y'> + ¢’ +5 = 0, cu A = —19. Solutiile acestei ecuatii sunt

y = %. Rezulta y = %ﬁ$ + C, adica 2y + z £ i1zv/19 = C. Notam v = 2y + x si
v=2v19. Avem

2=7 +7Z V19

2y =2y -2

2y =20+ 2V19Z) + 1927,

Zyy = 27212 +2V197,),

" 1
Zyz = 4 w?

Ecuatia devine Z!, + Z/, + 357/, + \/LEZ; = 0. Scriem Z(u,v) = e®“FW (u,v). Avem

Z! = et (aW + W)
Zl, = e* P (BW + W)

7, = eouthy (aQW + 2aW, + 1:'2)

u

Z;/2 _ eau+,8v (62W + 25Wé + ;/2) )

Cu acestea ecuatia se scrie

1 1 a B
Wi+ Wi+ Qo+ )W, + 28+ —=)W,+ (> ++ —+ =)W =0
"

_ 1 _ 1 . g oo " _ 5 o
Alegem o = —5 51 3 = TR Ecuatia se transforma in W, + W — 5W = 0.
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Ecuatiile fizicii matematice
Ecuatii de tip hiperbolic

1. Oscilatiile libere ale unei coarde vibrante finite (Ecuatia undelor). Presupunem
ca o coarda de lungime /¢ este fixata la extremitatile ei si vibreaza in planul XOZ. Coordonata

z este functie de x si de momentul de timp ¢ si satisface ecuatia

" 2 "
Zy2 =V 22,

Conditiile la limita sunt
2(0,) = z(£,t) = 0,

ele exprimand faptul ca la capete coarda este fixata. Conditiile initiale sunt

Z('I?O) :f(x)v si Z;(l‘,O):g(l‘)

si ele ne dau pozitia f(z) i viteza g(x) a punctului de abscisa x la momentul initial ¢ = 0.
2. Oscilatiile intretinute ale unei coarde vibrante finite. In conditiile de mai sus,

daca asupra coardei actioneaza forte exterioare atunci ecuatia devine
no__2 _n —h( t)
th 14 ZIQ = Z,l).
Conditiile la limita se pastreaza
2(0,t) = z(¢,t) =0,

si de asemenea conditiile initiale

2@,0)= f@), s #(0) = g(a).

3. Oscilatiile libere ale unet coarde vibrante infinite. Daca coarda este infinita,

ecuatia ramane aceeasi

" 2 "
th =V - sz

si conditiile initiale
2(2,0) = f(z), st z(2,0)=g(x)

4. Ecuatia telegrafistilor. Oscilatiile electrice in conductori conduc la ecuatia
iy = CLij, + (CR + GL)i, + GRi

unde ¢ este intensitatea curentului in conductor, C' si G sunt capacitatea si conductanta de
scapari raportate la unitatea de lungime, R i L rezistenta si inductanta conductorului. O

ecuatie analoaga are loc si pentru tensiune.
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Ecuatii de tip parabolic
1. Ecuatia caldurit in bara finita. Distributia temperaturii « intr-o bara de lungime /¢,
depinde de abscisa = si timpul ¢ si verifica ecuatia

2.1 1
A Uz = Uy.

Se presupune ca cele doua capete ale barei sunt mentinute la temperatura 0, deci au loc
conditiile la limita
u(0,t) = u(l,t) =0,

si se cunoagte distributia temperaturii in bara la momentul ¢ = 0
u(z,0) = f(x).

2. Ecuatia caldurii tn bara infinita. Distributia temperaturii v intr-o bara infinita

verifica aceeasi ecuatie

a2u" _ ul
2 — %t
si conditia initiala

u(z,0) = f(z).

Ecuatii de tip eliptic
1. Ecuatia lut Laplace. Ecuatia lui Laplace in plan este
Au = uys + uyz =0

si In spatiu

Au = uys + uyz +uls = 0.
Solutiile ecuatiei lui Laplace se numesc functit armonice. Doua dintre cele mai impor-
tante solutii sunt % in spatiu si In7 in plan, unde r este lungimea vectorului de pozitie
(r=+/(x—a)?+ (y—0b)2+ (2 —c)? in spatiusi r = /(z — a)2 + (y — b)? in plan). Am notat

cu A operatorul lui Laplace.

2. Ecuatia lui Poisson Ecuatia de ordinul doi neomogena
Au = f.

Problema lut Dirichlet este rezolvarea ecuatiei lui Poisson cunoscand valorile pe frontiera

C' a unui domeniu D:
{ Au=f
ul=g.
Problema lut Neumann este rezolvarea ecuatiei lui Poisson cunoscand valorile derivatei in
directia normalei la frontiera:
{ Au=f

alo=9
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Alte ecuatii

1. Ecuatiile Navier-Stokes Ecuatiile Navier-Stokes descriu miscarea unui fluid in R™ (cu
n = 2 sau n = 3). Vectorul vitezei u(r,t) = (u;(r,t))1<i<n € R™ si presiunea p(r,t) € R sunt

definite intr-un punct » € R" gi la momentul de timp ¢ > 0. Ecuatiile sunt

(u;); + Zuj : (ul);J = vAu; —pl, + fi(r,1), reR" t>0
j=1

Z(ui);izo’ reR" t>0

i=1

u(r, 0) = g(r), reR"

unde f(r) este dat, f;(r,t) sunt componentele unei forte externe (de exemplu: gravitatia), v > 0
este véascozitatea fluidului i A =>"7" | 86—; este operatorul lui Laplace in variabilele spatiale.
2. Ecuatia lut Burger Aceasta ecuatie care provine din ecuatiile lui Navier-Stokes modeleaza

unde-goc (de exemplu valuri care se sparg) si are ecuatia

"

/ /o
Uy + U Uy =V - Uy,

unde u este viteza fluidului si v vascozitatea. Daca vascozitatea este neglijata v = 0 atunci
ecuatia devine

uy, +u-ul, = 0.
3. Ecuatia lur Schrodinger. In cadrul mecanicii cuantice, in studiul comportarii electronilor

functia de unda ¥ satisface
2

h
WU (r, t) = ——AW(r,t) + V(r)U(r,t)
2m
unde i este unitatea imaginara, f constanta lui Planck, r» = (x,y, z) pozitia particulei in spatiu,

V este energia potentiala a particulei, m masa particulei, iar A este operatorul lui Laplace.

Metoda separarii variabilelor

Aceasta metoda a fost dezvoltata de Daniel Bernoulli si sistematizata de Fourier si este aplica-
bila pentru unele tipuri de ecuatii cu derivate partiale pentru aflarea de solutii particulare sub
forma unor serii Fourier. Vom exemplifica aceasta metoda pentru ecuatia undelor si ecuatia

caldurii.
Ecuatia undelor

Vom rezolva problema

no__ .2
2 =V 2y

2(0,t) = z(L,t) =0
Z(.QZ, 0) = f($)’ Zé(l‘,O) = 9(33)
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cautand solutia sub forma
z(x,t) = X(z) - T(t).

Aceasta ne conduce la X (x)T"(t) = v2X"(z)T(t) sau );"((;)) =5 7;,(%) Fiecare din aceste

rapoarte este egal cu o constanta, sia spunem C' (aceasta rezulta din faptul ca daca derivam

egalitatea In raport cu x atunci primul raport derivat este egal cu 0, deci are valoare constanta).

Obtinem sistemul
{ X"x)—-C-X(x)=0
T"(t) — Cv*-T(t) = 0.
Conditiile la limita ne dau X (0) = X (¢) = 0. Sa rezolvam ecuatia diferentiala liniara de ordinul
doi X"(z) — C - X(z) = 0. Dupa valoarea constantei C' distingem trei cazuri:

1. C = \2. Solutia este X (z) = C1e** + Cre™* iar conditiile la limita ne dau C; + Cy = 0
si CreM + Che™™ =0, care ne conduc la C; = Cy = 0 si deci X(z)=0.

2. C'= 0. Solutia este X (x) = Cyz+C4 iar conditiile la limita ne dau Cy = 0 §i C14+C5 = 0,
care ne conduc la C; = Cy = 0, care ne dau din nou solutia nula X (x) = 0.

3. C = —)\%2 Solutia este X(z) = Cjcos Az + Cysin Ax. Conditiile la limita C; = 0 si
Cycos M + Cysin M = 0 ne dau solutii nebanale daca A\ = nm, deci pentru sirul A, = “F. Se
obtin solutiile X,,(x) = C, sin %Xz, pentrun = 1,2, ... Ecuatia a doua 7" (t)+\2v*T'(t) = 0 are
solutia generala T),(t) = A, cos "7t + B, sin “7*t. Inseamni ci ecuatia are solutiile particulare
zn(z,t) = X, (2)T,(t) si pentru ca ecuatia este liniara se poate aplica metoda suprapunerii

solutiilor, rezultand ca

2(x,t) = Z <An cos %t + By, sin %t) sin n%x

n=1

este solutie. Vom determina constantele A,, si B, din conditiile initiale. Se impun conditiile

f(z) = 2(z,0) = ZA" sin "2 g
n=1
_ _ N Y G T
g(x) = z(x,0) ; g sin

Dezvoltand in serie de sinusuri pe (0, ¢) functiile f si g avem
flz) = ;fnsin %x, fo= Z/o f(z)sin %xdx
9 !

nm

- nm
g(z) = G SIN —1, gn——/ g(x)sin —ax dx.
(#) =3 gosin g 7| ow)sin

Prin identificare se obtine

14
nmwv
Solutia problemei corzii vibrante finite este
> nmwyv 14 nmwy nm
z(z,t) = 1, COS t+ 1 SiN t)sin —z.
(%) Z <f 14 nrv” 14 ) 14

n=1
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5.23 Exemplu. Sa se rezolve problema

" " __
Zt2 - ng —

2(0,t) = 2(2,t) =0
2(z,0)=1— |z — 1|, z,(x,0) = 0.

Avem v =1, 0 =2, g, = 0 iar f, se determina din
o [t 2
fn:—/ f(x)sinﬂxdx:/ (1—|x—1])sinﬂxdx
¢/, 14 0 2

1 2
:/ xsin@xdx—i-/@—x)sinmxdx
0 2 1 2

2¢ nr | 2 (' nx 22—xz) nr | 2
= ——cos —x| +— cos —rdr ——=cos —x| — — cos —x dz
nmw 2 |, n7m)y 2 nmw 2 |, nm /)
2 n7r+4 ,n7r+2 n7r+4 _
= —— CoS — sin — + — cos — sin —
nm 2 n?nm? 2 nm 2 n?n? 2
8 . nm
n27'r2 Sin 7
Se obtine solutia
= 8 t 8 2m — )t . (2m —1
z(x,t) = nz::l oy sin%cos %sinnzﬂ = Fm_l(_l)m_l cos (2m 5 i sin (2m 5 )mj.
Ecuatia caldurii
Rezolvam problema
uy = a® - ul
u(0,t) = u(l,t) =0
u(z,0) = f(x)

cautand solutia sub forma

u(z,t) = X(x) - T(t).

Aceasta ne conduce la X (z)T"(t) = a>X"(z)T(t) sau )2/((;)) = % = C. Obtinem sistemul

X"z)—C-X(x)=0
T'(t) — Ca®-T(t) = 0.
Conditiile la limita ne dau X(0) = X () = 0. Sa rezolvam ecuatia diferentiala liniara de

ordinul doi X”(z) — C - X(x) = 0. Ca gi in cazul ecuatiei undelor (vezi calculele) se obtin

solutiile X,,(x) = sin “Tx pentru C' = —"Z;r 2. A doua ecuatie devine
2 2 2
() + 2L () = 0.

Iz
Solutia generala a acestei ecuatii este

nima” 4
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Fiindea u,(z,t) = X, (x)T,(t) sunt solutii, iar ecuatia caldurii este liniara atunci si

ad _n2ﬂ'2a2t . nm
u(z, t) = E Ape” @ 'sin -
n=1

este solutie, in conditiile in care seria este convergenta si derivabila de doua ori termen cu

termen. Din conditia initiala avem
nmw
f(z) = 2(x,0) = ZA” sin —u.
Dezvoltand functia f in serie de sinusuri si identificand coeficientii se obtine

9 [t
A, = Z/o f(zx)sin n%xd:p.
5.24 Exemplu. Sa se rezolve problema

uy; = 9ul,
u(0,t) = u(3,t) =0

u(z,0) = sinmz + 2sin 37z.

Avem a = 3 si £ = 3. Coeficientii A,, se obtin prin identificare din relatia
= nmw
i 2sin3nx = A, sin —u.
SIN7TX + 28N oTT nz:l sin 3 T

Rezulta A3 =1 si Ag = 2, iar restul coeficientilor sunt nuli. Solutia va fi

9 —8172¢

—ont . .
u(z,t) = e " sinmr + 2e sin 37z,

5.3 Exercitii

Probleme propuse

5.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale
(y+2)-u,+ (z+2) u,+ (x+y) u, =0.
5.2. Sa se determine functia u care are proprietatile
!/ / ! —
rou, +y-u, +(r—y)u, =0, ulr,yl)=z+y.
5.3. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
vy, — g 4 (14 a?) -l = 0,

iar apoi solutia care verifica u(1,y,2) =y + 2.
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5.4. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
22y — 22, =Y 1.
5.5. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
zo2y+ (P —a%) -2, +a=0.
Care este suprafata integrald care se sprijina pe curba y = 22, z = 227
5.6. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
T2, (vz+y) -2, =2
Care este suprafata integrala care se sprijina pe curba z +y = 22, xz = 17
5.7. Sa se aduca la forma canonica ecuatia y? - 2y + % zgz +x-2,=0.
5.8. Sa se aduca la forma cea mai simpla ecuatia
Zyr 225, + 52,2 + 42, — 122, = 0.
5.9. 54 se aduca la forma cea mai simpla ecuatia 2, — 3z, + 2, = 0.
5.10. Sa se determine solutia generala a ecuatiei 2, — 22 — 32;’2 =

xy
5.11. Sa se determine solutia generala a ecuatiei 2, + ZZQ — 227, = 0.
5.12. Sa se determine solutia generala a ecuatiei

Zys + 4z, + 4z — 9z, — 182, + 182 = 0.

5.13. Sa se rezolve problema mixta

zpn = 203, 2(0,t) = 2(5,t) =0, z(x,0) =sinwz, z(x,0) = sin 71'5_30

5.14. Sa se rezolve problema mixta

wy = 4ulls, u(0,t) = u(6,t) =0, u(z,0) = sinwz + sin %

Indicatii la problemele propuse

5.1. u=F (&=L, 2,

5.2. Doua integrale prime sunt % =(Cysix—y—z=C5 Din conditiile z =1siu=x+y

(CoANOAD g icg = (Emumztliat)
1— r—y

5.3. Doua integrale prime sunt zy = C} si zyz — v — %3 = (5. Solutia generala este

3
u:F<xy,xyz—x—x—).

rezulta v =

3
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302—1—4 3xyz—3x—r3+4

Dinz =1gi u=y+ z rezultd u = Cy + % 3oy

, adica v = xy +
5.4. Doua integrale prime sunt = +y = C’1 si 22 + 9% + 22 = C,. Solutia generald a ecuatiei
este descrisa implicit de ecuatia F(x + y, 22 + y* + 2?) = 0.

5.5. Doua integrale prime sunt z? + 22 = O}, y — 2z = C. Din conditiile date se obtine

5Cy + Cy = 0, adica 22 + 22 4+ 5(y — xz) = 0.

5.6. Doud integrale prime sunt £ = €y, - = ;. Obtinem relatia Cy = (2 + C; — C1)?, de
unde rezulta xz = (22 +axz—x—y)*

5.7. u=y*,v=a? Zh+ 2+ -Z,+ (£ + ) Z, = 0.

58. u=y—ux, v:2$, a:1/2 sif=-1,WhL+W},—-5W=0.

5.9. Se schimbi rolul lui z cu y. Obtinem ecuatia —3(2')?> — 2’ = 0, de unde u = z, v = 3z +y,
a=-38=—1,W" —3W=0.

510. u=3z+y,v=y—uxz, 2!, =0, z(z,y) = FBz +y) + G(y — x).

511, u=z,v=y+x, 2, =0, 2(z,y) =xf(y+x) + g(y + x).

512. u=z,v=y—2x, Z!, —9Z, +18Z =0, z = f(y — 2x)e*" + g(y — 2z)e®

513. v=1,0=5, z(z,t) =), (A cos”—”t + B, sin “) sin 2%, Ay = 1, By = 5/7.

2
5.14. a =2, (=06, u(z,t) =Y 0" Aye” 5 sin™% Ay =1, A6:1.

n=1
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Numere complexe

6.1 Operatii cu numere complexe

6.1 Definitie. Multimea R? a tuturor perechilor ordonate de numere reale, pe care o inzestram

cu operatitle de adunare si inmultire

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + be)

formeaza un corp comutativ numit corpul numerelor complexe, pe care il vom nota cu C.

Elementele lui C se numesc numere complexe.

6.2 Notatie. Observam ca (a,0)+(¢,0) = (a+¢,0) si (a,0)-(c,0) = (ac,0) ceea ce ne justifica
faptul ca multimea { (a,0)|a € R} este un subcorp al lui C care este izomorf cu multimea
numerelor reale R. Acest lucru ne arata ca putem face identificarea dintre perechea (a,0) si
numarul real a.

Astfel, orice numar complex il putem scrie
(ab) = (,0) + (0,b) = (,0) + (5,0) - (0,1) = a+ (0, 1).

Vom nota, aga cum se obisnuieste, perechea (0,1) cu . Fiindca (0,1) - (0,1) = (—1,0) avem
i? = —1, iar acesta este motivul pentru care uneori se foloseste notatia i = /—1. Asadar
numarul complex z = (a, b) se scrie

z =aqa + bi.

Aceasta forma o vom numi forma algebrica a numarului complex. Numerele reale a si b se

numesc partea reala si partea imaginard a numarului complex z gi vom nota
Rez=a si Imz=56.

6.3 Observatie. Numerele complexe pot fi reprezentate de punctele unui plan. Fiecarui punct

din plan 1i corespunde un numar complex numit afizul punctului. Astfel punctul de coordonate

112
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Figura 6.1: Reprezentarea numarului complex z = a + bi = r(cost + isint)

(a,b) are afixul z = a + bi. Punctele de pe axa orizontala au afixele numere reale si de aceea
axa orizontala se va numi axa reala. Axa verticala se va numi axa tmaginara, pe ea fiind

reprezentate numerele pur imaginare zb.

6.4 Observatie. Fie M punctul care are afixul z = a + tb. Distanta de la origine la punctul
M o vom nota cu r, iar unghiul pe care vectorul OM 1l face cu partea pozitiva a axei reale,
masurat in radiani in sens invers acelor de ceasornic il vom nota cu t. Fiecare punct din plan
poate fi localizat stiind marimile r si ¢ numite coordonate polare. Avem relatiile de legatura

intre coordonatele carteziene si coordonatele polare

a =rcost

b= rsint.
Obtinem forma trigonometricd a numarului complex z = r(cost + isint), caci
z=a+bi=rcost+irsint =r(cost+isint).
Numarul r se numegte modulul numarului complex z gi noteaza |z|. Avem
r=|z| = Va2 + 2.

Numaérul ¢ se numeste argumentul numarului complex z si se noteaza Arg z. Sa observam ca
datorita periodicitatii functiei cost si sint argumentul poate fi determinat abstractie facand de

un multiplu intreg de 27. Avem

b
arctg —, a>0
t=Argz = @
T + arctg —, a < 0.
a
Pentru cazul in care a = 0 avem ¢ = 7/2 daca b > 0 §i t = —7/2 dacd b < 0. Pentru numarul

complex z = 0 (a = 0 si b = 0) argumentul ¢ este nedeterminat. Valoarea argumentului din
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intervalul [0, 27) se noteaza arg z si se numeste valoare principala a argumentului. In general

avem Arg z = {argz + 2kw, k € Z }. Valoarea principald a argumentului se determina astfel:

arctg —, (a,b) in cadranul 1
argz = § w + arctg —, (a,b) in cadranele 2 si 3
a

21 + arctg —, (a,b) In cadranul 4.
a

6.5 Exemplu. Mai jos sunt cateva exemple de numere complexe scrise in forma algebrica si

trigonometrica
1=cos0+7sin0
—2 =2(cosm +isinm)
—cos™ 4isin T
z-cos2 zsm2
3._3[ (7‘(‘)_’_..(7{')}_3 37r+..37r
1 =3 |cos 5 1 sin 5)| = cos 5 7 sin 5
1 4 2i = V/5 [cos(arctg 2) + i sin(arctg 2)]
3 3
242 = 2v2 [ cos ZX 4 i sin 2=
4 4
1 \/§,_ 47T+.. 4m
5 5 1 = oS 3 7sin 3
l—i*\/i[cos(—ﬁ)—l—isin(—z)]*\/5 cos7—7r+isin7—7r
N 4 41 4 4 )

6.6 Observatie. Deoarece |z1], |22| s |21 + 22| sunt laturile unui triunghi are loc inegalitatea
|21 + 22| < |z + |2,
numita inegalitatea triunghiului. Ca o consecinta are loc si

22| = |21]| < |22 — 21 .

6.7 Observatie. Scrierea sub forma trigonometrica este avantajoasa cand efectuam operatii

de iInmultire cu numere complexe. Aceasta pentru ca daca

21 = ri(cost; + isint)

29 = ro(costy + isinty)
atunci

21 - 29 = 11Ty [cOSty coSty — sinty sinty + i(cos ty sinty + sinty costy)]

= 1179 [cos(t; + t2) + isin(ty + t2)] .
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Z1 k2
Z1 + 22

zZ2
Z2

Z1 Z1

Figura 6.2: Adunarea si inmultirea numerelor complexe

Astfel cand se Inmultesc doud numere complexe, modulul produsului este produsul modulelor,

iar argumentul produsului este suma argumentelor:

|21 - 22| = |21] - |22
Arg(zy - 29) = Arg 21 + Arg 2.

Prin inmultire repetata se obtine formula 2™ = r"(cos nt + i sin nt). In particular pentru r = 1

rezulta formula lui Moivre

(cost +isint)" = cosnt + isinnt.

6.8 Exemplu. Si se calculeze (1 4 iv/3)'%.
Scriem pe z = 1 + /3 in forma trigonometrica. Avem |z| = /12 + (v/3)2 = V4 = 2 si
Arg z = arctg /3 = 3. Atunci

100 100 4 4
2100 = | 2|10 (cos 37r + isin 37T) =20 [cos (327T + g) + i sin <327r + g)]

4 4 -1
— 2100 (COS_/]T +Z'Sin _ﬂ-) — 2100 (7 _ Zﬁ) — _299(1 +Z\/§)

3 3 2

6.9 Exemplu. Trecand la argumente in egalitatea (1+ix)(1+iy) = 1 —xy+i(x+y) deducem

si in particular arctg% + arctg% =z

T+y
l1—zy

formula arctg xz + arctgy = arctg

6.10 Definitie. Conjugatul numarului complexr z = a + bi este numarul complex

zZ=a— bi.
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6.11 Propozitie. Principalele proprietati legate de conjugatul unui numar sunt

a) z==z

b) z1+zm =71+, 21 2y =21 %
zZ+Z zZ—Z

¢) Rez= Imz =

e) z-zZ=|z

6.12 Exemplu. Si se demonstreze ci |1 — z73]* — |21 — 2| = (1 — |21/)(1 — | 22]?).

Vom folosi proprietatile conjugatului si avem

1-2%3 - |-l =1 —-22)1— 212 — (21 — 22) 21 — 22
=(l—21%) (1 - 7122) — (21 — ) (71 — 22)
=1—Z120 — 2122 + 2122 - Z120 — 2171 + 2122 + 2221 — 2272
=1+ [zl [z — |2 — |z
= (1= a1 = |2
6.13 Observatie. Pentru a imparti numarul z; la zo # 0 determinam numarul complex z astfel

incat z; = 2o - z. Inmultind cu conjugatul lui z, avem

z1  21+2zZ9 ac+bd cb—ad
2= — = — = —|—’l
Z9 Z9 * 29 c? +d2 c? +d2

iar in forma trigonometrica acesta se scrie

a_n [cos(t; — ta) +isin(ty — t3)] .
<2 L)

6.2 Topologia planului complex

6.14 Observatie. Sa observam ca functia d : C x C — R definita prin
d(Zl, 22) = |Zl — 22’

este o metrica pe C. Topologia indusa de aceasta metrica este topologia pe care o vom adopta

pe C.
6.15 Notatie. Discul deschis cu centrul in a si de raza r va fi notat
D(a,r)={z€C||z—a| <1}

iar discul inchis cu centrul in a si de raza r va fi notat

D(a,r)={z€C||z—a|<r}.
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6.16 Definitie. O multime G C C se numeste deschisa daca pentru orice z € G exista un
numar real v > 0 astfel incat D(z,r) C G.
O multime F C C se numeste inchisa daca complementara ei C\ F' este o mulfime deschisa.
O submultime A C C se numeste marginita daca exista M > 0 astfel incat |z| < M pentru
orice z € A.

O multime inchisa si marginita se numeste compacta.

6.17 Definitie. Un sir de numere complexe (z,) este convergent dacd existd un numdr com-
plex z cu proprietatea ca sirul de numere reale d,, = |z, — z| este convergent la 0. Numdrul
z se va numi limita sirului (z,) $i vom scrie z, — z sau lim,_, 2z, = z. Un gir se va numi

divergent daca nu este convergent.

6.18 Propozitie. Un sir de numere complexe z, = a, + ib, converge la numarul complex

z =a +1ib daca st numai daca lim,_, a, = a st lim,_, b, = b.

Demonstratie. Folosind inegalitatile

|an —al < \/(an —a)?+ (b, —b)? = |z, — 2|

[bn = 0] < V/(an — a)? + (by — b)? = |2, — 2]

deducem cu ajutorul teoremei clestelui ca daca z, — z atunci a,, — a si b, — .

Invers, daca a,, — a si b, — b atunci girul

|20 — 2| = V/(an — a)? + (b, — b)?
converge la zero. O

6.19 Exemplu. Sa consideram girul z, = (1 + %)n, unde z este un numar complex. Sa
calculam limita acestui gir.
Fie z = a+bi. Avem 1+ 2 = 1+%+i%. Deoarece 1+ % — 1 putem presupune cd 1+ 2 > 0

pentru orice n € N. Forma trigonometrica a numarului complex 1+ z/n este

2 b\ 2
14_3:\/(14_9) +(—) (cost, + isint,)
n n n

_ b
unde ¢, = arctg . Deoarece
2 2\ 5 2,2
. . 2\ | ) a a®+ b7\ 2 limy, oo Z-( 204 22£0%
lim |z,| = lim <1+—> = lim (1+2—+ 5 ) =e "7 (% n2):e“
n—o00 n—00 n n—o0o n n

b arctg -2
lim n-t, = lim o < %‘Hn):b

a+n

va rezulta ca

lim <1 + E) = lim |z,| (cosnt, + isinnt,) = e*(cosb + isinb).
n n—o00
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6.3 Functii elementare
6.20 Definitie. Functia exponentiala exp(z) sau e* se defineste prin

e = e%(cosb+ isinb)

pentru orice numar complex z = a + bi.

b

6.21 Observatie. Pentru a = 0 obtinem formula lui Euler ¢ = cosb + isinb. Pentru —b

aceasta se scrie e = cosb — isinb. De aici se obtin formulele lui Euler

e 4 o—ib

cosb= ———
2

) b e—ib
sinb = -
21

Formula lui Euler ne permite sa scriem orice numar complex in forma exponentiala
o = ‘Z|€largz.

De exemplu, este adevarata formula 1 = 2™,

6.22 Observatie. Sa mai observam ca functia exponentiala astfel definita verifica proprietatea

21 z

z+27ri:ez_e —e

obisnuitd a functiei exponentiale e - ¢*2 = ¢*11?2, De aici rezulta relatia e

ceea ce ne arata ca functia exponentiala este periodica de perioada 2mi.
6.23 Exemplu. O expresie care apare mult in inginerie este urmatoarea

acos At +bsin \t = Acos(A\t — ¢), unde a + bi = Ae™.
Pentru a demonstra aceasta sa observam ca

acos A\t + bsin \t = Re [(a — bi) - (cos At + isin At)]
= Re (Ae’id’ : e"’\t) = Re (Aei()‘t"ﬁ))
= Acos(At — 9).

6.24 Definitie. Definim functiile sinus si cosinus pe C

eiz + e—iz

COSZ = ———
2

eiz _ e—iz
sin z = -
21

st functiile sinus hiperbolic §¢ cosinus hiperbolic pe C
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6.25 Observatie. Din definitia functiilor trigonometrice si a celor hiperbolice rezulta

chiz = cosz cosiz = chz

shiz =1sinz siniz = —ish z.

Formulele cu sin si cos din cazul real raman adevarate. De exemplu

eia o e—ia eib + e—ib
21 2
ei(a—l—b) _ e—i(a+b) 6i(a—b) _ e—i(a—b)

43 + 47

sinacosb =

1. . :
=3 [sin(a + b) + sin(a — b)] .

Dar exista unele proprietati ale functiilor sin gi cos care sunt adevarate pe R fara sa fie adevarate
si pe C: functiile sin si cos sunt marginite pe R, dar pe C sunt nemarginite. Intr-adevar,
pentru ca lim,_,,, chb = 0o si costb = ch b rezulta cos este nemarginita. Din lim;_,,,shb = oo

si sin¢b = —ish b rezulta sin este nemarginita.

6.26 Definitie. Fie z € C, z # 0 un numar complex. Numim logaritm al lui z orice solutie
a ecuatiel

eV = z.
6.27 Propozitie. Multimea solutiilor ecuatiei €¥ = z, unde z € C, z # 0 este
Logz = {In|z| +i(arg z + 2km), k€ Z }.

Demonstratie. Scriind numarul z in forma exponentiald z = re” si w = u-+iv in forma algebrica
avem

e'e” = et = e = z = re”,

de unde rezulta " = r gi v =t 4+ 2km, adica w = Inr = In|z| si v = arg z + 2km. O]

6.28 Observatie. Spre deosebire de cazul real, unde un numar pozitiv are un singur logaritm,
in cazul complex un numar nenul are o infinitate de logaritmi. Astfel in complex functia Log este
o functie multivoca (adica asociaza unui singur numar complex o multime de numere complexe).
Functia obtinuta pentru o valoare fixata a lui k se numeste ramurda sau determinare a

functiei Log z. Ramura corespunzatoare lui £ = 0 se numeste ramura principala si se noteaza
Inz=1In|z|+iargz

unde arg z ia valori in intervalul [0, 27).
Functiile multivoce nu mai pot fi privite in acelasi fel in care sunt privite functiile univoce.

De exemplu sa presupunem ca obligam variabila z sa descrie un cerc cu centrul in origine in



120 CAPITOLUL 6. NUMERE COMPLEXE

sens trigonometric. Sa observam ca atunci cand variabila ajunge de unde a plecat argumentul
ei a crescut cu 27. Desi am ajuns in acelasi punct din plan valoarea functiei este diferita.
Pentru a corecta aceasta problema sa presupunem ca facem o ”taietura” in planul complex
in partea pozitiva a axei reale de la punctul z = 0 pana la z = oo si convenim ca variabila
z sa nu poata trece peste aceasta taietura. In acest fel se sacrificd continuitatea functiei,
pentru ca in puncte apropiate situate de o parte si alta a taieturii valorile functiei difera prin
2mi. Pentru a inlatura si acest neajuns sa consideram in locul planului variabilei complexe 2z o
suprafata formata din mai multe plane complexe suprapuse cate unul pentru fiecare ramura a
functiei. Lipim taieturile acestor plane astfel incat marginea inferioara a fiecarui plan este lipita
de marginea superioara a planului precedent si marginea superioara este lipita la marginea
inferioara a planului urmator. In cazul unei functii cu un numar finit de ramuri, marginea
superioara a ultimului plan este lipita de marginea inferioara a primului plan. In acest fel am

obtinut o suprafata continua.

6.29 Exemplu. Sa vedem in cazul complex cat este In(—1)?

Modulul numarului z = —1 este |z| = 1 iar argumentul arg z = 7. Atunci
Log(—1) ={Inl+i(r+2kn), k€ Z}={ir(2k+1), k€ Z}.

6.30 Definitie. Functia putere se defineste cu ajutorul logaritmului in felul urmator: pentru
z,a € C

S0 — 6a~Log z

6.31 Observatie. Daca « este numar rational de forma o = p/q cu p,q € Z i ¢ > 1 atunci
functia z* este multivoca: unei valori fixate a lui z 1i corespund ¢ valori diferite. Daca o nu

este rational atunci functia putere are o infinitate de ramuri. De exemplu

/1 — (_1)% _ 6%-Log(—l) _ e%i(w+2k7r) — cos

(2]@—{2—1)7T+Z,Sm (2k + )7 (=il

5 =
Acest lucru explica pe de o parte de ce v/—1 nu este cea mai buna notatie pentru i, iar pe de
alta parte explica paradoxul 1 = m =+/—1-v/—=1=1i-i= —1. De fapt, datorita
faptului ca functia putere este multivoca proprietati ale puterilor care aveau loc in cazul real

nu au loc in general in cazul complex: de exemplu z% - w® # (z - w)* i (zo‘)'B £ 2P,

6.32 Exemplu. Cat este i?

i-Log

Conform definitiei i* = e . Pentru a vedea cat este Logi sa vedem cat este modulul si

argumentul lui z = 4. Avem |z| = 1 si argz = 7. Rezulta ca
Logi={Inl+i(r/2+2km)} = {iZ(4k+1) } i

y y ) o om(ak1) _ m(4k+1)
it = etlost — 0T ):{e 2 ,kEZ}.

Am obtinut ca ¢ este o multime de numere reale.
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6.33 Exemplu. Sa se rezolve ecuatia cos z = —2 in C.

In multimea numerelor reale aceasta ecuatie nu are nici o solutie, dar in multimea numerelor
complexe are o infinitate. S& aratam lucrul acesta. Pornind de la egalitatea cos z = (e +e~%%)/2
si notand w = €% obtinem ecuatia w? + 4w + 1 = 0. Cele doua solutii ale ecuatiei sunt
wiy = —2 ++/3. Luand pe rand avem e = —2 + /3. Rezultd iz € Log(—2 + V3) =
{In| — 2+ V3| +i(arg(—2 + V/3) + 2k) }. Inmultind cu —i se obtine prima infinitate de
solutii

e {—iln(Q— V3) £ (2 + 1), k ez}.

Analog pentru cazul ¢* = —2 — /3 se obtine
e {—iln(2+\/§)+7r(2k:—l—1), keZ}.

Reuniunea celor doua multimi obtinute constituie solutia ecuatiei date.

6.4 Exercitii

Probleme propuse

6.1. Sa se determine partea reala gi imaginara a numerelor complexe:

a) =¥ B) 2 = (~1+ i3
c)z:g(fi d)zzch(%an—l—i%)
e) z=(1—1i)"". f)z=(-1)
6.2. Sa se rezolve in C ecuatiile:
a) 2 =1 b) 2t =1
c)2* =i d) 2" —1=0
e) (z+1)"+(2—-1)"=0 f)V3sinz +icosz =1
g) sinz = =2

6.3. Sa se reprezinte in planul complex multimea punctelor z care verifica:

a) 2’ —1=0 b) Im(z —2i+1) =0
c) arg(z+ 3i) = % d) |z +1] = 2.
z—1 z2—1
R =0 R =1
2 ez—i—i 7 ez—i—i
z—1 1
R = - h)lz—il <1
9) Re it = ) e —il <
) Z |s 1 ) z—1
YT T B 2
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6.4. Sa se demonstreze identitatea paralelogramului
21+ 22”4+ |21 — 22 = 2 (|1 + |22)?)

pentru orice doua numere complexe zy, 2z € C.

Indicatii la problemele propuse

6.1. a) 2 = —2(V3+i) b) 2 = =201 4 §/3) ¢) z = 3HD 4 jedl q) o — _
2= \/2e= T2 [COS (%r +In \/§) + 7sin (%r +In \/5)], k€Zf)z=emD ke
6.2. a) Z1 = 1, 223 = (—1 :l:’l\/g)/Z b) 212 = :l:l, 234 = +1 C) 212 = ZlZ\/Tg + % 23 = —1 d) 2 =
e%, ke {0,1,...,2n}e) zk:icth, ke{0,1,...,n—1}f) ,2';§:%+2k'7r—i1n@§
sioz, = %f—l—?kﬂ—iln‘/g%ﬁ, k € Z g) Solutia in C este z, = 37”+2k7r—iln(2j:\/§), keZ
6.3. a) 2, = e2™/10 k c {0,1,...,9} sunt varfurile unui decagon regulat centrat in origine.

V3
3
2 +y? = 1f) dreapta y = —1 g) cerc cu centru in (0, 1) si raza 2 h) interiorul cercului cu centru

+

Y

)

N

b) dreapta y = 2 ¢) dreapta y = %2z — 3 d) cerc cu centru in —i si raza 2 e) cercul unitate

i si raza 1 1) exteriorul cercului cu centru (—1,0) si razi v/2 j) semiplanul 2z + 2y + 3 > 0.

6.4. Folosim proprietatile conjugatului

|21 + 2’2|2 + |21 — 2’2|2 = (z1+2)z 22+ (21— 22)251 — 22
=(a+2)@EZ+2)+ (50— 2)(7H - =)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222 + 2121 — 2122 — 2221 + 2222
= 22121 + 22223

= 2\21\2 +2]z2]2.



Capitolul 7

Derivata si integrala unei functii
complexe

7.1 Functii olomorfe

7.1 Definitie. O functie f : G — C definita pe o multime deschisa G C C este derivabila

intr-un punct z € G daca exista si este finita limita

o fEEh) = )

h—0 h

Aceasta limita se numegte derivata functiei f in z gi se noteaza f'(z).

7.2 Observatie. O functie f : G C C — C derivabila intr-un punct se mai numeste monogena
in acel punct. Aceasta denumire de functie monogena se foloseste uneori pentru a face distintia
dintre o functie complexa de variabila complexa care este derivabila si o functie complexa de
variabila reala derivabila. Cand se doreste aceasta distinctie, denumirea de functie derivabila

este rezervata functiilor complexe de variabila reala.

7.3 Definitie. O functie f : G — C este olomorfa intr-un punct z € G daca exista un disc
D(z,r) C G astfel incat f sa fie derivabila in orice punct al discului D(z,r). Spunem ca f este
olomorfa pe multimea D daca f este olomorfa in fiecare punct al multimii D. Cu alte cuvinte

f este olomorfa pe D daca f este olomorfa pe o multime deschisa G care contine mulfimea D.
7.4 Notatie. Multimea functiilor olomorfe pe multimea D se noteaza H(D).

7.5 Teorema. Fie f : G - C siz =x+iy € G si fie f(z) = u(z,y) + iv(x,y) unde u gi v
sunt functii reale de variabile reale definite pe G.
Daca f este derivabila in z atunci functiile u si v au derivate parfiale in punctul (x,y) si

sunt satisfacute conditiile Cauchy-Riemann

r_ . I
Uy =0,  §T Uy, = —U,.

Reciproc, daca u giv sunt functii diferentiabile in punctul (z,y) si sunt satisfacute conditiile

Cauchy-Riemann atunci | este derivabila in x + iy.

123
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Demonstratie. Daca f este derivabila in punctul z = x + iy atunci exista limita si este finita

vy flz+h) = f(2)
f'(z) = lim h :

h—0

Fie h = hy + ihy. Atunci

flz+h)—f(2)  w@+hy,y+hy) —ulz,y) . v@+h,y+hy) —v(z,y)
= - +1 ;
h hy + ihs hy 4 iho

Daca luam hy = 0 si hy — 0 atunci

u(x+h1,y)—u(x,y) ,v(x+h17y)—v(m,y)
( Iy +1 I )

f'(z) = lim

h1—>0
Acest lucru ne arata ca exista si sunt finite limitele

h _
lim q  lim CE LY —ul@y)
h1—0 hq ? h1—0 hy

Dar aceasta inseamna ca exista si sunt finite u/ si v/, si avem
f(z) = ul, + v

Daca luam hy; = 0 si hy — 0 atunci

/ . U($,y+h2)—U<I,y) -U(xay—i_hQ)_U('T?y)
=1 )
f (Z) h;g[) ( tho e iho

Acest lucru ne arata ca exista si sunt finite limitele

lim U(Slf,y—i—hQ) B U(I,y) §1 lim U(x7y+h2> B U(J?,y)

h2 —0 h2 h2 —0 h2

Dar aceasta inseamna cd exista si sunt finite u;, §i v, si avem
/ o . /
fi(z) = —iuy, + v,

Egaland acum u), + v, = f'(z) = —iu;, + v;, se obtin conditiile Cauchy-Riemann.
Sa presupunem acum ca u si v sunt diferentiabile in punctul (z,y) si sunt verificate conditiile

Cauchy-Riemann. Din definitia diferentiabilitatii functiilor u si v avem

uw(x 4+ hy,y + he) —u(z,y) = uy - Iy +u; “hy + ay(x,y, by, h) - \/ hi + h3
0T+ he,y + he) —v(2,y) = V) - ha + ) by + ao(w, Y, has ho) (/BT 4 13

unde a7 si ap sunt functii cu proprietatea ca

lim ay(z,y,hi,he) =0 si lim  as(z,y, by, hy) = 0.
L 0.0) 1(@,y, b, ho) $ i 00) o(x,y, hi, ha)
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Putem scrie

f(z+h) = f(2) _ u(x + hy,y + ha) — u(z,y) _I_Z.U(:L‘+h1,y+h2)—v(x,y)

h hy +ihs hy +ihso
Uty +uy, - hy +i(v), - by + v, - ha) n (aq +iag)|h
hi + iho hi +ihgy
_ - (ha+ihy) + 0, - (—ha +1ha) N (a1 +ias)|h|
hi + ihs hi +ihg
=, + v, + (o + i) - %

Din faptul ca
hi

(a1(z,y, hi, he) +ics(x,y, hi, hs)) - T <o (z,y, hi, ho| + |az(z,y, by, he)| — 0

rezulta ca limita

L TG4 — £(2)
h—0 h
exista gi este egala cu

f(z) =u, +avl.

7.6 Exemplu. Si se arate ci functia f(z) = e* este olomorfa pe C si (€)' = €.
Pentru z = z + iy avem f(z) = e"(cosy + isiny). Daca scriem f = w + v atunci prin
identificare u(x, y) = e® cosy si v(r,y) = e”siny. Pentru ca au loc egalitatile uj, = e cosy = v,

/

si u, = —e”siny = —v,, conditiile Cauchy-Riemann sunt verificate pentru orice punct (x,y),

ceea ce ne arata ca f este olomorfa pe C. Derivata functiei f va fi
f'(z) =ul, + v, = e"cosy +ie”siny = €.

7.7 Exemplu. Functia f(z) = |2|* este diferentiabild in z = 0 dar nu este olomorfs in nici un
punct.

Daca scriem f = u + v avem u(z,y) = 22 + y* si v(z,y) = 0 ceea ce ne aratd ci u/, = 2z,

/—

Yy

0, u, = 2y i v, = 0. Conditiile Cauchy-Riemann sunt verificate doar in punctul (0, 0),

ceea ce ne arata ca f este derivabila in z = 0 fara sa fie olomorfa.

7.8 Observatie. Daca f este derivabila intr-un punct z atunci derivata f’(z) poate fi exprimata

prin oricare din urmatoarele formule

F() = + i,
f(2) = v, —iu,
f'(z) =, —iu
f(2) = v, +iv,
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7.9 Observatie. Inlocuind = = (z +%)/2 si y = (2 — Z)/(2i) obtinem

f(z)—u z2+zZ z2—7Z +iv z2+ZzZ 2—7Z
n 2 792 2 72 )

Aceasta ne arata ca putem privi functia f ca functie de variabilele independente z si Z. Daca

u si v au derivate partiale de ordinul intai atunci

! / Z./ / 1/ ]- / / Z / ’
Z—§ux+§uy+§v$—§vy—§(ux—vy)+§(uy+vy)
f’—lf_zf_|_£’ l'_1</ /) ﬁ(/ /)
2= Gl — Sl 2v$—|—2vy 2u$+vy+2v—uy

Daca f este derivabila in z atunci
fe=0 st fl=[f"(2)

7.10 Observatie. Deoarece definitia derivabilitatii unei functii complexe intr-un punct este
aceeagi ca si in cazul real, toate regulile de derivare din cazul real raman adevarate si in cazul

functiilor de variabila complexa. Astfel de exemplu (22) = 2z.

7.11 Observatie. Daca f este o functie derivabila si f = u + v atunci v si v sunt functii
armonice. Pentru demonstratie vom presupune ca u si v au derivate partiale de ordinul al
doilea mixte continue (se va vedea mai tarziu ca aceasta presupunere nu este o restrictie).
Derivand conditiile Cauchy-Riemann, prima in raport cu z i a doua in raport cu y obtinem
Uy, = Uy, §i ugg = —vy,. Adunand aceste relatii si tinand cont ca derivatele mixte sunt egale
rezulta

Uyz + e =0

ceea ce ne arata ca u este functie armonica. La fel se arata ca U;’g + U;’Q =

7.12 Observatie. Daca f este olomorfa pe o multime GG deschisa si se cunoaste partea reala

sau partea imaginara atunci f este perfect determinata facand abstractie de o constanta.

7.13 Exemplu. Sa se determine functia olomorfs f pentru care Im f = 322y — 3 — .

Fie v(z,y) = 3z%y — y> — . Se poate ardta cd v este armonica. Derivata functiei f este

f(z) =), +iv), = 3a® — 3y* + i(6xy — 1).

Luand z = 2z gi y = 0 rezulta f'(z) = 32% — 4. Prin integrare f(z) = 2° — iz + C.
7.14 Exemplu. Si se determine functia olomorfa f pentru care Re f = ¢(2? + y?), unde ¢
este o functie de doua ori derivabila.

Fie u = p(2* +3?). Avem u, = ¢'(2* +y?) - 2z §i u, = ¢'(2* +y*) - 2y. Derivatele de ordinul
doi sunt w, = ¢"(2? +y?) - 4a® + ¢ (2 +y?) - 2 51wy = ¢"(2® + 7)) - dy* + ¢ (2 + ) - 2.

Pentru ca u este armonica rezulta ca u, + ugz = (. Aceasta revine la

A2+ %) - " (2 + yP) + 4/ (2% + ) = 0.
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&

\ 4

»
-

(2) (w)

Figura 7.1: Reprezentarea functiei w = 22

Notéand r = z?+y? rezulta ecuatia diferentiala r- " (r)+¢'(r) = 0. Daca notam cu ¢ (r) = ¢'(r)
obtinem ecuatia liniard de ordinul intai ¢/(r) + $¢(r) = 0. Inmultind toats egalitatea cu
el +dr = et —  obtinem
! OI
(r-9(r) =0 <= ¢(r) = — <= ¢(r) = Cilnr + Cs.
Am obtinut c& u(z,y) = CyIn (22 + y?) + Cy. Derivata functiei f este
C2 C12 2C
f(z) = ul, —iu, = 1AM
Y x2 + y2 T2 + y2 z
Rezulta prin integrare f(z) = 2C) Logz + C, unde C; € Rgi C € C.

7.2 Reprezentari conforme

7.15 Observatie. Pentru a reprezenta o functie w = f(z) vom folosi doua planuri: planul vari-
abilei z, notat (z) si planul valorilor functiei (w). De exemplu, functia w = 2? este reprezentati

in Figura 7.1.

7.16 Observatie. Pentru a vedea care este interpretarea geometrica a derivatei fie (C') un arc
de curba in planul variabilei (z) si fie punctul M (zo, yo) pe acest arc. Vom nota cu (I') imaginea
curbei prin transformarea w = f(z) si N(ug, vo) imaginea punctului M. Daca f'(zy) # 0 atunci
din definitia derivatei

w — Wo

|f'(20)| = lim

Z—r20

Z— 20

arg f'(z0) = ZILn;O arg —— i Zlgl;lo larg (w — wg) — arg (2 — 20)] = B — «,

unde « este unghiul pe care-l face tangenta in punctul M la arcul (C') cu axa reala a planului

(z), iar B este unghiul pe care-1 face tangenta in punctul N la arcul (I") cu axa reala a planului

(w).
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Modulul derivatei se numeste coeficient de deformare si este factorul de proportionalitate
cu care se transforma elementele de arc intr-o vecinatate a punctului considerat.

Argumentul derivatei este unghiul cu care se roteste in sens direct tangenta la o curba in
punctul considerat. Atat coeficientul de dilatare cat si unghiul de rotatie sunt independente de
curba considerat. In punctele in care f’(z) = 0, interpretarea geometrica nu se mai poate face

deoarece 1n aceste puncte argumentul derivatei este nedeterminat.

7.17 Definitie. O transformare w = f(z) se numeste conforma in punctul z dacd pastreaza
unghiul a doud curbe oarecare ce trec prin punctul considerat. Transformarea este conforma pe

un domeniu daca este conforma in fiecare punct al domeniulus.

7.18 Teorema. O functie olomorfa f(z) defineste o transformare conformd in toate punctele

in care derivata este nenula.

Demonstratie. Fie z un punct in care f'(z) # 0. Fie (C1) si (C2) doua curbe netede ce trec
prin punctul M de afix z. Fie o si as unghiurile pe care le fac tangentele la aceste curbe in
punctul M cu axa reala a planului (z). Fie (I'y) si (I'z) imaginile curbelor (C4) si (Cs) prin
transformarea w = f(z) si fie B; si B2 unghiurile pe care le fac tangentele la aceste curbe in
punctul N de afix w = f(z) cu axa reala a planului (w).

Conform interpretarii derivatei avem arg f'(z) = 1 — oy i arg f'(2) = P2 — ay de unde
rezulta B —ap = 1 — v, adica B — f1 = ag — a, ceea ce ne arata ca unghiul dintre tangentele

la curbele (C4) si (C2) este acelagi cu unghiul dintre tangentele la curbele (I'y) si (I'). O

7.19 Definitie. O functie olomorfa si injectiva pe un domeniu D se numeste functie univa-

lenta pe D.

7.20 Observatie. Pentru o functie univalenta f(z) gi 22 # 2z; avem % # 0. Rezulta
2—21
ca f'(z) # 0, pentru orice z din domeniu, ceea ce ne arata ca o functie univalenta realizeaza o

transformare conforma.

7.21 Definitie. Fiind date domeniile D si A o functie f se numeste reprezentare conforma
daca f este univalenta si f(D) = A.

7.22 Definitie. Domeniile D si A se numesc conform echivalente daca exista o reprezentare

conforma a domeniului D pe A.

7.23 Definitie. O multime se numegte simplu conexa (fara gauri) daca oricare ar fi o curba
simpla, inchisa, situata in domeniu atunci intreq domeniul marginit de aceasta curba face parte

din domeniu.

7.24 Teorema (Teorema lui Riemann). Orice domeniu simplu conex D C C, D # C este

conform echivalent cu discul unitate D(0,1).
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7.3 Functii omografice

7.25 Definitie. Se numeste functie omografica transformarea

az +b
w_cz—i—d’ a,b,c,d € C, ad — bc # 0.

7.26 Observatie. Functia omografica este olomorfa in C \ { —% } Derivata

~ad—bc
(cz+d)?

/

ne arata ca aceasta functie este o reprezentare conforma pe C '\ { —%l } Ea poate fi extinsa
v . d o . _ g N . _ v o

daca definim f(—%) = oo gi f(oo) = % in cazul ¢ # 0 si f(00) = oo daca ¢ = 0.
Functia omografica mai este numita transformare Mobius, transformare liniar-fractionara,

circulara sau biliniara.

7.27 Observatie. In plan ecuatia generald a unui cerc este A(z? + y?) + Bx +Cy+ D = 0.

Daca A = 0 se obtine ecuatia unei drepte. Trecand la variabila complexa ecuatia devine

Azt B2 2 v 0P =2 D e azs (Bi8Y . 0 (B0
2 2 2 '3 2 '3

Notand % + z% = E obtinem ecuatia cercului in complex A2Z + Ez+ EZ+ D =0, A,D € R
si £ eC.

7.28 Teorema. Functia omografica transforma un cerc intr-un cerc sau o dreapta i o dreapta

intr-o dreapta sau un cerc.

Demonstratie. Inversand functia omografica avem

—dw+b . _  —dw+b
L= 81 2= -——">=
cw —a cw—a
Daca inlocuim in ecuatia cercului A2z + Ez + EZ+ D =0, A,D € R, E € C obtinem

A(=dw +b)(—dw +b) + E(—dw + b) (W — @) + E(—dw +b)(cw — a) + D(cw — a)(¢w —a) = 0.
Va rezulta aww + fw + yw + 6 = 0 unde

o = Add — Edé — Edc + Dce

f = —Adb+ Eda+ Fcb— Dca

v = —Adb+ E¢b+ Eda — Dca

§ = Abb — Eba — Eba + Daa.

Deoarece a = @ gi 0 = 6 rezulta o, € R. Pentru ca f = 7 am obtinut ecuatia unui cerc in

planul (w). Daca o = 0 avem ecuatia unei drepte. O]
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7.29 Observatie. Cazuri particulare de functii omografice sunt:
1. translatia w =z +a
2. rotatia w =¢" -2, t€R

3. omotetia w=a-z,a €R

4. inversiunea w = %

Orice functie omografica se compune dintr-o succesiune de transformari particulare. Daca

¢ # 0 atunci
az+b_a bec — ad

cz+d c+02(z+%)

se compune din

bc — ad a

Z1l=2+ -, n=—, 23= 5 %2, W=2Z23+ —.

c 21 c c
Dacéc:Oatunciw:%ﬂ’secompunedin zlzg-z@w:zl—i-g.

7.30 Definitie. Biraportul a patru numere z1, 29, 23 si z4 se defineste prin

21 — 23 k1T 24

[217227Z3a24] — . .
29 T 23 k2T 24

7.31 Teorema. Transformarea omografica pastreaza biraportul a patru puncte.

az;+b

Demonstratie. Daca notam w; = od atunci
01— wy — (ad — be)(z — z3) W0y — Wy — (ad — be)(zg — 23)'
(cz1 +d)(czg + d) (cze 4+ d)(cz3 + d)

Rezulta

wy —ws (21 — 23)(czo + d)

wy —ws (29 — 23)(czy +d)’
Analog

wy —wy (21 — 24)(czo + d)

wy —wy (20 — 24)(cz +d)’
Obtinem [wq, wq, w3, ws] = |21, 22, 23, 24]. [

7.32 Observatie. O functie omografica este determinata daca se cunosc imaginile a trei puncte

distincte prin aceasta transformare. Transformarea este definita de
[wlv ws, Ws, 'LU] = [217 22, 23, Z]'

7.33 Exemplu. Sa se determine functia omografica care transforma punctele z; =1, 2o = 7 si

zz=o001n w, =1, wy =0 si w3 =—1.
Forma generala a transformarii este w = f(z2) = %. Din faptul ca f(i) = 0 rezulta
ai+b =0 adica b = —ia. Din f(co) = —1 rezulta a/c = —1, adica ¢ = —a. Avem de asemenea

f(1) =i, adica a+b = i(c+d) si folosind relatiile deja obtinute ultima egalitate este echivalenta
cu a —ia = —ia + id, adica d = —ia. Functia omografica este
az —ia —z+1

f(z) = =

—az — ia 241
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7.34 Exemplu. In ce se transforma multimea D = {z € C||z| <1, Rez < 0} prin transfor-

1—2 9
14z -~

Solutie 1. Avem

marea w —

z|1 i -1 0 oo
w|0 —i oo 1 -L

Cercul |z| = 1 se transforma in dreapta Rew = 0. Pentru ca imaginea originii este punctul
w = 1 discul |z| < 1 se transforma in semiplanul Rew > 0.

Imaginea dreptei Re z = 0 este cercul |w| = 1. Daca parcurgem dreapta in sensul in care
in stanga dreptei se va afla semiplanul Rez < 0 atunci in stanga cercului |w| = 1 parcurs in
sensul acelor de ceasornic se afla regiunea |w| > 1.

In concluzie, regiunea D = { z € C||z| <1, Rez < 0} se transformi in regiunea

A={weC|Rew >0, |w|>1}.

Solutie 2. Din w = {72 rezulta z = {=%. Atunci |z] < 1 este echivalent cu |1 —w| < |1 +w]| de

unde (v —1)* +v? < (u+1)* +v? sau u > 0, deci Rew > 0.

Relatia Re z < 0 este echivalenta cu z + z < 0 de unde L‘r—g + ijr—g < 0 care este echivalenta cu

2 — 2w -w < 0 adici |w| > 1. In concluzie multimea D se transformi in

{weC|Rew >0, |w|>1}.

7.4 Definitia integralei unei functii complexe

7.35 Definitie. Fie C o curba neteda pe portiuni si fie f(z) = u(z,y) + iv(z,y) o functie
definita pe un domeniu ce contine imaginea curbei C'. Spunem ca f este integrabila pe C daca

exista

/Cf(z)dz:/c(quiv)(dquidy):/Cu(x,y)dx—v(x,y)dy+i/v(x,y)dm—l—u(x,y)dy.

c

7.36 Observatie. Existenta integralei unei functii de variabila complexa rezulta din existenta

a doua integrale curbilinii reale. Daca parametrizarea curbei este
C: z=2z(), t €la,b]

atunci integrala se poate calcula prin

/Cf(Z) dz = /abf(z(t)) (1) dt.
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Din definitie rezulta urmatoarele proprietati ale integralei complexe:

f(R)dz=— [ [(z)dz
AB BA

L[af(z)+bg(z)]dz:a/cf(z)dz—i-b/cg(z)dz

f(z)dz+ | f(z)dz= / f(z)dz
C1 Cy C1UCy

z)dz

< / £(2)] ds < sup |£(2)] - Lo,
C zeC

unde ds este elementul de arc si /¢ este lungimea curbei C'. Vom demonstra ultima proprietate.

dt‘.

Fie 6 argumentul numarului complex fab f(z(t)) - 2/(t) dt. Atunci

/ f(z(t) - 2'(t)dt =

Folosind inegalitatea Re z < |z| rezulta

o = —19/ £z /bRe[ 0 (1)) - Z(8)] dt

/|e—19 F(a(0)) - (1)) dt = /|f (1) dt.

Daca z(t) = x(t) +dy(t) atunci |2/(¢)| dt = \/2'2(t) + y'?(t) dt = ds. Tinand cont de faptul ca

Fie z = z(t), t € [a,b] o parametrizare a curbei C. Avem

t.eiG

lungimea curbei se exprima prin (¢ = |, o ds obtinem proprietatea mentionata.

7.37 Exemplu. Sa se calculeze fC(z —a)"dz, unde C' este cercul cu centrul in a si de raza r,
parcurs in sens direct, iar n este un numar intreg.

O reprezentare in C a cercului |z — a| = r este
z(t) =a+re', t €10,2m).

Avem 2/(t) = ire §i prin urmare

2m 2m
/ (2 —a)"dz = / et - jreit dt = it / e+ gy,
C 0 0
Daca n = —1 obtinem
1 2
/ dz = Z/ dt = 27,
c”R—a 0

21

iar pentru n # —1 avem

it(n+1)

/(z —a)"dz = z'r"“—,e
c

= 0.
i(n+1)],
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7.5 Formulele lui Cauchy

7.38 Teorema (Teorema lui Cauchy). Fie C' o curba simpld, inchisd si netedd pe portiuni.

Daca f este olomorfa pe domeniul marginit de curba C' si integrabila pe curba C atunci

JRCEES
c
Demonstratie. Avem

/f / u(z,y)dz — v(z, y)dy+Z/Cv(a7,y)dx+u(:5,y)dy.

Aplicand formula lui Green pentru cele doua integrale curbilinii rezulta

/Cf<z>dz:_//D(v;+u;) dxdy—ki//l)(u;—v;) d dy,

unde D este domeniul marginit de curba C. Folosind conditiile Cauchy-Riemann obtinem

Jo f(z)dz = 0. ]

7.39 Observatie. Fie D un domeniu si C si Cy doua curbe inchise situate in acest domeniu.

Daca f este o functie olomorfa in domeniul marginit de cele doua curbe atunci
flz)dz= [ f(z)dz
C1 02

curbele fiind la fel orientate.

Fie A € C si B € (5. Fie I' curba inchisa formata din arcul de curba de pe C parcurs de
la A pana la A in sens direct, la care adaugam segmentul AB parcurs de la A la B, apoi arcul
de pe C5 parcurs in sens invers de la B pana la B si apoi segmentul BA parcurs de la B la A.
Functia f fiind olomorfa pe interiorul acestei curbe I' rezulta fr z)dz = 0. Pe de alta parte,

folosind aditivitatea integralei
/ f(z)dz= [ f(z)dz+ f(z)dz— [ f(z)dz — f(z)dz
r C AB Cs AB
Cu aceasta observatia facuta este demonstrata.

7.40 Teorema (Formula integrala a lui Cauchy). Fie f o functie olomorfa in domeniul simplu
conex D si fie C o curba simpla, inchisa i neteda pe portiuni din D, care inconjoara un punct

de afix a. Atunci

f)= o [ L%
27rz cZ— a
Demonstratie. Punctul a este in interiorul domeniului marginit de curba C' deci exista un disc
D(a,r) inclus in acest domeniu. Fie £ < r un numar real pozitiv. Deoarece functia z — f: ((3
este olomorfa pe domeniul marginit de curba C si cercul |z — a| = ¢, conform observatiei
precedente rezulta
z z
g, [ S0,
cr—a |z—al z a
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fla) . 1 - |
/Iz—als c—a de=1la) /|Z—ae Z—a dz = f(a)2mi,

ramane de aratat ca
JCE G
|z—al|=¢

Pentru ca

z—a
Dar
[ || )0y,
e 20 0 gett
<27 sup ‘f(a+€eit) - f(a)’ :
te[0,2m)

Trecand la limita cu € — 0 si tinand cont de continuitatea functiei f rezulta ca

lim sup |f(a+ee")— f(a)] =0,
£204¢0,2m)

ceea ce demonstreaza formula lui Cauchy. [

7.41 Observatie. Formula integrala a lui Cauchy ne arata ca daca f este o functie olomorfa
pe un domeniu D atunci cunoasterea valorilor functiei pe o curba inchisa este suficienta pentru

a determina valoarea ei in orice punct din domeniul marginit de aceasta curba.

7.42 Teorema (Formula lui Cauchy pentru derivata). Fie f o functie olomorfa in interiorul
si pe frontiera curbei simple, inchise si netede pe portiuni C. Atunci exista derivata de orice

ordin a functiei f intr-un punct a interior domeniului marginit de curba C' si

f(n)(a) = %A%d&

Demonstratie. Demonstram prin inductie matematica. Pentru n = 0 formula este adevarata.
Presupunem formula adevarata pentru n si o demonstram pentru n+ 1. Punctul a fiind interior
doemniului marginit de curba exista un disc D(a,r) inclus in acest domeniu. Fie h € C astfel

incat |h| < r. Avem

n!

PO 1) = 1) = 2 [ 1) [ — | 4

- omi

Demonstram ca

(M) (q + h) — @ 1)!
iy = LN SO e S,
h 21t Jo (2 — a)nt?
tinde la zero atunci cand h tinde la zero gi cu aceasta teorema este demonstrata. Functia F'(h)
se poate scrie

F) = o [ 1) [(Z‘a)"“‘(z‘“‘h)"“ __n+l } 0.

© 2mi h(z —a—h)"*(z —a)"*t (2 —a)"*+2




7.6. EXERCITII

Folosind faptul ca

wntl — gt n+1

(w _ v)anrlwnJrl o w2

w'+ w40 n+1
,Un+1wn+1 - wn+2

w"t w4 -+ wo — (n 4 1)t

Un+1wn+2

(wnJrl _ UnJrl) + (UJn'U _ UnJrl) + .

vn+1wn+2
( ) (W + w4 0" Fo(w T w4
=(w—7v) -
B (w_v) wn+2wnflv+3wn 2 2+

si considerand 6 = min.ec(]z —a — h|, |z — a]) > 0 rezulta

Un+1wn+2

124
- 27T/ ’f 5n+3

De aici rezulta limy, o F'(h) = 0.

fcsup|f( )| - 1hl.
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]

7.43 Observatie. Formula lui Cauchy pentru derivate ne arata ca o functie olomorfa pe o

multime deschisa are derivate de orice ordin pe acea multime.

7.6 Exercitii

Probleme propuse

7.1. Sa se determine functia olomorfa f pentru care:

a) Ref(z) =2 —9? +22, 2 =a+iy, f(i)=2i—1

b) Re f(2) = ¢(z* —y*)

¢) Im f(z) = €*siny +

d) Tm f(2) = ¢(zy).

Y
7 f1)=1

7.2. Sa se determine functia omografica care transforma punctele:

a)zy =1,29 =1,23=—11n w; =00,wy =1,ws =0
b) z1 = 1,29 = —i,23 = 00 In wy =00, wp = 1, w3 = —

c) 21 = 00,20 =%,23 =0 1nw; =0,wy =1, ws =
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7.3. Sa se determine imaginea domeniului D prin transformarea w = f(2)

a)D:{z€C||Z|<1}af(Z):iji
b)D:{z€C|\zl<2},f(Z):Zi1
o) D={zeCllz] > 1}, f(z) = 22121

7.4. Sa se calculeze:

a) / et dt
0

b)/ (224 2-2)dz
|z|=2

7.5. Folosind formulele lui Cauchy sa se calculeze:

625
—d
@) /|Z|:1 22422 :
eiz
b —dz
) [zﬂ:l 22 +1

sin &=
e

Indicatii la problemele propuse

7.1.a) f(z2)=22+22Db) f(2)=cz*+C1¢) f(z)=e*—1/z24+2—cd) f(z) =c2*+
72, a)w=Db)w=—i-FHc)w=-1/z

7.3. ){wE(C|Rew>O}b {weCl|lw—%4>2}c){weC|lw <1}
7.4.a)2ib)0

7.5. a) mi b) w/e ¢) wi/2.



Capitolul 8

Teorema reziduurilor

8.1 Serii de puteri

Seriile de numere complexe se definesc ca si seriile de numere reale.

8.1 Definitie. Flie (z,) un gir de numere complexe. Construim sirul sumelor partiale
Sp =20+ 21+ -+ 2n.

Perechea de giruri (z,,s,) se numeste serie cu termenul general z,. Daca sirul (s,) este

convergent atunci seria este convergenta si limita

o
lim s, = g Zn,
n—o0

n=0

se va numi suma seriei. Vom folosi aceeasi notatie >~ z, i pentru a desemna seria (2, Sn).

Daca seria de numere reale pozitive
[e.9]
§ |20
n=0
este convergentd atunci seria Yy .z, se numeste absolut convergenta.

8.2 Definitie. Fie (a,) un gir de numere compleze i a un numar complez. Se numeste serie
de puteri centrata in a seria

Z an(z —a)".

n=0

8.3 Observatie. Notand w = z — a seria devine centrata in origine. Pentru z = a seria este

convergenta.

8.4 Teoremd (Teorema lui Abel). Daca seria y .- a,(z —a)" este convergentd intr-un punct
20 # a atunci ea este absolut convergentd in discul |z — a| < |z — a| §i uniform convergenta in

orice disc |z —al <71 < |z —al.

137
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Demonstratie. Fiindca zp este un punct de convergenta al seriei rezulta ca termenul general al
seriei converge la zero, adica lim,,_,, a,(20 —a)™ = 0. De aici deducem ca (a, (20 — a)™) este un
sir marginit: exista M > 0 astfel incat |a,| |20 — a|™ < M. Fie z un punct oarecare din discul
|z — al < |z0 — a|. Atunci

n

Z—a — Mg

n
lan| |2 — a|™ < |an| |20 — al" - (M) < M-
zZo — a

|20 — a

unde ¢ = |z —al|/|z0 —a] < 1. Seria cu termenul general M¢" fiind convergenta, rezulta ca seria
cu termenul general a,(z — a)" este absolut convergenta.

Daca z apartine discului |z — a| < r < |29 — a| atunci ¢ < r/|2p — a|. Fiindca acest raport
nu depinde de z si fiindca r/|zp — a| < 1 atunci conform criteriul lui Weierstrass pentru serii de

functii, seria >~ a,(z — a)" va fi uniform convergenta. O

8.5 Definitie. Fiind datd seria Y - an(z — a)" se numeste razi de convergentd numadarul
R definit prin

oo
R = sup { |z —al : Z lan| - |z —a|™ este convergentd} :

n=0
8.6 Observatie. Raza de convergenta ne arata ca in interiorul cercului |z — a| = R seria este
absolut convergenta si in exterior divergenta. In punctele de pe cerc seria poate fi convergenta
sau divergenta. Daca seria este convergenta doar in punctul z = a atunci R = 0, daca seria
este convergenta in tot planul complex atunci R = oo. Pentru calculul razei de convergenta

utilizam formulele

Qn

R = lim

n—o0

Qp+1

daca limitele exista.

" care are raza de convergenta R = 1.

8.7 Exemplu. S& consideram seria geometrica » >,z
Suma partiald
Sp=14+z+22 4 42"

prin inmultire cu z si apoi scazuta din ea ne da
_ 2 n 2 n+1\ __ n+1
Sp—28p=14+z+2"4+- 42" —(z+2°+--- ") =1-2"".

Pentru cd 2" — 0 cand |z]| < 1 rezultd s,(1 — 2) — 1, adica

iz":L, |z| < 1.
1—-=2

n=0
8.8 Teorema (Teorema lui Taylor). Daca f este o functie olomorfa in discul D(a,r) atunci

existd o unicd serie de puteri Yy - an(z — a)" astfel incdt

o0
f(z) = Z an(z —a)",  pentru orice z din discul |z — a| <.

n=0
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Fie C este cercul |z —a| = p i 0 < p < r. Atunci coeficientii seriei sunt dati de

a, = f(")(a) —L/ Adu.

n! 21 Jo (u — a)nt!

si alegem un p > 0 cu

Demonstratie. Fie z un punct din discul D(a,r). Notam rq = |
proprietatea ca 1o < p < r. Conform formulei lui Cauchy
1
flz) = / Sl du.
2mmi lu—al=p U — Z

Pentru ca :Z:Zﬂ = <1 avem

1 1 1 1 1 —(z—a\"
u—z_u—a—(z—a)_u—a.l—z“_u—az(u—a)

u—a n=0

Seria fiind uniform convergenta putem integra termen cu termen si obtinem
RS f(u)
f(z)=— (z—a)”/ ————du.
2mi HZ:O u—al=p (U —a)"

Tinand cont de formulele lui Cauchy pentru derivate avem

0 () (g
f) =3y,

n!
n=0

8.9 Observatie. Seriile Taylor in complex au aceeasi forma ca gi in real. Astfel

o9
2 ZB n

S IR -
e* = 24+ — 4+ — R .
21 " 3| 2 ]
22 A G (_1)n 2n+1
San Z—g—i‘g—ﬁ‘i‘"'—;mz
22 24 26 0 (_1)n
S ~ = — 2n
€082 IR 7; 2n)!
h +3+25+7+ i L i
shz=z24—4+ — 4+ — =
TR TR 2 (2n+ 1)!
22 2t 8 =1
hz=1+—+—+ — n
e=ltogtpte T ;(Qn)!z

dezvoltari valabile pentru orice z € C. De asemenea

22 22
111(1-0—2)—2—54-5—2—'——— E:
N ala—1) , ala—1) oz—n—i—l)n
(1+2) :1+az+T E 2", aeC,

dezvoltari valabile pentru |z| < 1, pentru ramurile uniforme ale functiilor pentru care In(1) =0

sile=1.
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8.10 Observatie. Produsul a doua serii se calculeaza prin

o0 o0 o n
g a 2" | - g b,z" | = E Cn2", Cp = g arbn—r.
n=0 n=0 n=0 k=0
Pentru a demonstra aceasta fie

=§:anz” i g(Z)ZianZ"-

n=0 n=0

Folosind regula de derivare a lui Leibniz

(n " fB() g P(2)
(f(2)- )_ng g _”'Z k:' 'n—k)!‘

Pentru z = 0 obtinem

n— k

o = (fg)n! ) _ kz f k!(O) .9 . Zakbn k-
=0

8.11 Exemplu. Sa se dezvolte in serie Taylor in jurul punctului 0 functia

f(z) =

Avem

2e€C

—1)"" 2] < 1.

Folosind regula de inmultire a seriilor f(z) = > _,c,2*" unde
. - (_1)k n—k __ n - 1
= o (F)TE= (Y
k=0 k=0

8.2 Serii Laurent

8.12 Definitie. Se numeste serie Laurent centrata in a o serie de forma

o0

Z an(z —a)".

n=—oo

8.13 Observatie. Pentru a determina domeniul de convergenta scriem seria sub forma

o0

> a_
7’L
E an(z —a)" E anz—a"+g
(z —a)"

n=—oo
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prima serie din membrul drept numindu-se partea tayloriand iar cea de-a doua partea
principala a seriei Laurent.

Partea tayloriana este convergenta in discul |z — a| < R, unde R este raza de convergenta
a seriei de puteri >~ ja,(z —a)". Daca notdm 1/(z — a) cu w atunci obtinem seria de puteri
> La_,w™ cu raza de convergentd R;. Ea va fi convergentd pe multimea |w| < R;. Cu
notatia r = 1/ Ry, partea principala a seriei Laurent este convergenta pentru |z — a| > r. Daca

r < R atunci seria Laurent este convergenta in coroana circulara
D(a,r,R)={z€Clr<|z—al]<R}.

8.14 Teorema (Teorema lui Laurent). Fie f o functie olomorfa in D(a,r, R). Atunci pentru

orice z din coroana circulara
o0

[ =3 anlz—a),

n=—oo

unde coeficientii a,, se pot calcula cu formula

W

o c (u—a)ntt

C' fiind un cerc |z —al=p cur < p < R.

Demonstratie. Fie z un punct de pe cercul |z —a| = p cur < p < R. Atunci exista numerele
Ry si Ry cu proprietatea ca r < Ry < p < Ry < R. Fie C] cercul |z —a| = Ry si Cy cercul

|z — a] = Ry. Atunci din formula integrala a lui Cauchy

RN ORI R (O

Z) =
/() 270 Jo, u — 2 270 Jo, U — 2
Daca u € Cy avem LZL:ZM = £ <1 si putem scrie
1 1 1 11 i z—a\"
u—z u—a—(z—a) u—a 1—ﬁ_u—an:0 u—a

Seria fiind uniform convergenta putem integra termen cu termen si obtinem

2

DacauGC’lavemku Z‘l—%<1§i
-1 ~1 I B
u—z z—-u z—a—(u—a) z—a 1—Y2
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Prin integrare obtinem

1 flw) o1 n f(u)
92 u_zdu——%Z(z—a) / (u—a)"“du'

Ch e Ch

Pentru ca func‘gule (),)LH sunt olomorfe pentru orice n € Z pe coroana D(a,r, R) putem scrie

Din toate aceste relatii obtinem

]

8.15 Observatie. Dezvoltarea in serie Laurent a unei functii olomorfe intr-o coroana circulara

este unica. intr—adevér, sa presupunem ca
o0
= Z bo(z —a)", ze€ D(a,r, R).

Atunci

1 f(u) 1
ap,=— | ———~——du= u—a"“ Zbku—a

27 Jo (u — a)"t! omi

j— 1 1 &
 2mi b/—d“:_- b - o k#n = by,.
2mi 7 Jo (u—a)*F 2mi omi, k=n

Aceasta observatie ne permite sa dezvoltam in serie Laurent functii complicate folosind dez-

voltari in serii Taylor cunoscute.

8.16 Exemplu. Fie f : C\ {1,3} — C definita prin f(z) = z—-5. Sa se dezvolte in serie
Laurent

a) In coroana 1 < |z| <3

b) pe multimea |z| > 3

c) in discul punctat 0 < |z — 1| < 2.

Functia f se poate scrie

1 A B
(z) = (z—1)(z—-3) =z2-1 +2:—37
cu A= —1/2si B =1/2. Folosind formula seriei geometrice avem
1 11 1 — = 1
e i S 1_§:‘§Z(§) =2 g <3
n=0 n=0

N | =

1 1 1 & "R 1
-1 2 1 :;Z<) Zz"“’ 2 > 1.

_l
z n=0 n=0
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Atunci dezvoltarea de la a) este

Pentru punctul b) dezvoltarea lui 1/(z — 1) raméane valabila, dar

1 1 1 o= /3\" < 3
2_3:;.1_§222<;) =S 2 Ess
z n=0 n=0

Atunci dezvoltarea pe multimea de la b) este

l1ex 1 I o= 3"
J@==32 t3 2 s >3

n=0 n=0
Scriem
z—3 z—1-2 2 1_%1 9 ( 9 ) ZQHH(Z )",
n=0 n=0
si obtinem
1 I 1 . >~ 1 .
f(z):——2(z_1)—57;2%1(2—1) :_nz_:lznﬁ(z_l)’ 0<|z—1] <2

8.3 Puncte singulare

8.17 Definitie. Un punct a € C se numeste punct singular al functiei f daca orice disc
D(a,r) contine puncte in care functia [ este olomorfa si puncte in care functia f nu este
olomorfa. Punctul a este punct singular izolat daca f este olomorfa in cel putin un disc
punctat D(a,r)\ {a}. Daca f nu este olomorfa in nici un disc punctat cu centrul in a atunci

a se numeste punct singular neizolat.

8.18 Observatie. Conform Teoremei lui Laurent in jurul unui punct singular izolat functia f

se poate dezvolta in serie Laurent

o

flz) = Z an(z—a)", 0<|z—al<r.

n=—o0
8.19 Definitie. Fie a un punct singular izolat al functiei f.

a) dacd partea principala a seriei Laurent intr-un disc punctat in a este nuld atunci a se
numeste punct singular eliminabil;

b) daca partea principala a seriei Laurent confine un numdr finit de termeni, adica f se

scrie sub forma

A_m a1 -
- — . e " — ’I’L’ —-m 0
f(2) ot . + ngo an(z —a) a_pm #

(z —a)m 2
atunci punctul a se numeste pol de ordinul m;
c¢) dacd partea principala are o infinitate de termeni atunci a se numeste punct singular

esential izolat.
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sin z

8.20 Exemplu. a) Punctul z = 0 este pentru functia f(z) = *2* un punct singular eliminabil,

pentru ca dezvoltarea in serie Laurent este

n

F&) =3 Gt >

n=0

sin z
z

partea principala fiind nula. Observam ca lim,_,q =1. In general, daca z = a este punct

singular eliminabil atunci exista si este finita limita lim,_,, f(z).

e?

b) Punctul z = 0 este pentru functia f(z) = pol de ordin 3 pentru ca

z2sinz
1 1 22 8 1 1
f(z)=¢€" =~ =(1+2+—+—+...)-—- . .
2?2 sinz 2 3 22 2—3—?4-5—?—

L (1+ +Z2+23+ ) L
= — 24—+ — 4. ..

23 2 3l 1-(5-%+...)

1 22 28 22 2 22 2
—; 1+Z+E+§+... 1+ 5—54— o)+ 5—5 +
_1+1+2+1+13z+
23 220 32 3 9

c¢) Punctul z = 0 este punct singular esential izolat al functiei f(z) = e%, pentru ca partea

principala a seriei Laurent

f(z) = Z n!l,z"

n=0
are o infinitate de termeni.
d) Punctul z = 0 este punct singular neizolat pentru functia f(z) = —t. Intr-adevir,
punctele z, = kiw k € 7Z* sunt poli simpli si pentru ca z; — 0 cand k — oo rezulta ca in orice

disc centrat in origine exista o infinitate de puncte singulare ale functiei f.

8.4 Teorema reziduurilor

8.21 Definitie. Fie a un punct singular izolat al functier f. Coeficientul a_y din dezvoltarea

in serie Laurent
o0

f2)= 3 alz—ay

n=—oo

se numeste reziduul functiei f relativ la punctul singular a si se noteaza
a_1 = Rez(f,a).

8.22 Observatie. Coeficientul a_; joaca un rol special intre coeficientii seriei Laurent, deoarece

a_; = = f(z)dz <= f(z)dz = 2mi - Rez(f,a).

- 2mi

|z—al|=r |z—al|=r
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Aceasta formuld permite calculul unei integrale pe o curba inchisa (in particular un cerc) care
contine in domeniul marginit de ea un punct singular izolat, prin cunoasterea reziduului functiei

f relativ la punctul singular.

8.23 Teorema (Teorema reziduurilor a lui Cauchy). Fie f o functie olomorfa in interiorul
domeniului marginit de curba simpla, inchisa si orientata pozitiv C', cu exceptia punctelor

singulare ay,as, . .. amy. Atunci
/ f(z)dz = 2mi Z Rez(f, ay).
¢ k=1

Demonstratie. Incercuim fiecare punct a; cu cate un cerc C}, cu raza suficient de mica astfel
incat domeniile marginite de CY sa fie disjuncte si continute in domeniul marginit de C'. Atunci

din teorema lui Cauchy

/Cf(z)dz:kz:;/Ck f(z)dzz?ﬂkz:;]%ez(f,ak).

O
8.24 Observatie. Daca a este un pol simplu iar functia f se scrie f(x) = % cu g si h olomorfe
in jurul punctului singular si g(a) # 0, atunci reziduul functiei f se calculeaza prin
9(a)
R = :
6Z(f7 (I) h’(a)
Tntr—adevér, din dezvoltarea
M: e +ai(z —a)+ cua_; #0
hr)  z—a 0 1 a1 ce —1
obtinem egalitatea (z —a) - g(z) = h(z2) - [a_1 + ag(z — @) + a1(z — a)? +...]. Pentru z = a se

obtine h(a) = 0. Derivand se obtine
g(2)+(z—a)-¢(2) =N (2) [a_r +ao(z —a)+ai(z—a)*+...]+h(2)-[ag+2a1(z —a)+...].

Pentru z = a obtinem g(a) = h'(a) - a_y. Din faptul ca g(a) # 0, rezulta ca h'(a) # 0 si
Rez(f,a) = g(a)/N(a).

8.25 Observatie. Daca a este pol de ordinul m pentru functia f atunci

L iz — a)" f(2)) V.

Rez(f,a) = R

Acest lucru se poate demonstra plecand de la dezvoltarea

f(z):<z__—a>m+---—|—2:a+h(z)
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unde h este o functie olomorfa in jurul punctului a. Atunci
[(z = a)" f(2))" D = ay - (m = 1)l + [(z — a)"h(2) ™Y,
Punctul singular @ fiind radacina multipla de ordin cel putin m pentru (z — a)™h(z) avem
. . m (m—1) —
ti(= — a)"h(2)] ") =0,

Tinand cont de aceasta limita gi egalitatea anterioara observatia facuta este demonstrata.

/ dz
|z+i|=6 z(e* — 1)'

Punctele singulare ale functiei f(z) = m se obtin egaland numitorul cu 0. Ecuatiae*—1 =0

8.26 Exemplu. Sa se calculeze

are solutiile 2 = 2kmi, k € Z. Aceasta inseamna ca z = 0 este pol de ordinul doi, iar
zr = 2kmi, k # 0 poli de ordinul 1. Dorim sa vedem care din aceste puncte se gasesc in
interiorul discului dat. Punem conditia |2k7i+1i| < 6. Aceasta este echivalent cu |2k7 41| < 6,
adicd —6 < 2km +1 < 6. Deaici k € (—&, 2)NZ={—1,0}.

Folosind Teorema reziduurilor avem

/ Az 271 (Rez(f, —2mi) + Rez(f,0)) .
|2+i|=6 %(

e — 1)
Punctul z = —27i este pol simplu si se calculeaza prin
1 1 1
€Z(f, 71'7/) zﬂlgm (2(62 — 1))/ z%lgm' e? — 1+ ze? 271

Punctul z = 0 este pol dublu si atunci se calculeaza cu formula

! z z
z ooef—1—ze

=lim ———
ez—l)

Rez(f,0) = L lim (z2f(z))/ = lim (

(2 — 1)! 2—0 2—0

. ef—ef —zef ) —z .o —1 1
=lim— =lim—— = lim =——.
=0 2(e* —1)e*  2202(e* —1)  2-02¢? 2

Valoarea integralei va fi

/ dz - 1 1 ] ,
— = I\ ————= | = —1—m.
|z+i|=6 Z(ez - 1) m 27]'2 2 m

8.27 Exemplu. Sa se calculeze

/ CiDery

1
G112
| =144 =+v2<2si | —2+i| =5 > 2, doar 0 si —1 se gasesc in interiorul cercului |z +1i| = 2.

Functia f(z) = Sz are punctele singulare 0, —1, —2. Pentru ca 0+i =1 < 2,

Conform teoremei reziduurilor

1
z

/.| CrDe Ty T2 R/ 0+ Rea(f, 1))
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Punctul z = —1 este pol simplu si z = 0 este punct singular esential izolat. Avem

1
ez 1 1
=e = —.
e

Rez(f,—1) = Z_h_>m_1 )

Pentru a obtine reziduul functiei relativ la origine desfacem in fractii simple

1 A N B
(z+D(z+2) z4+1 242
cu A=1gi B=—1 si obtinem
1 1 1
€z _ €=z . €z
+1D)(z+2) z+1 z+2

Acum dezvoltam in serie Laurent fiecare din cele doua fractii. Tinem cont de

n=0
Loy ape el <
= —1)"z z
2+l = ’
1 11 = (=1)”
= - = n <2
12 2 1+ ; gt 20 12l
si obtinem
11 1 , s
f(z) = <1+ toEtgEt )-(1—z+z —2+...)
1+ 1 n 1 . 1 n 1 =z n 22
2122 3123 2 22 23 )7
dezvoltare valabila in coroana circulara 0 < |z| < 1. Coeficientul lui 1/z din aceasta dezvoltare
va fi
1 1 1 1 1 1
Tinand cont de faptul ca
N I
TR TR
rezulta
Rez(f,0)=1—¢t — (1_6—%> L1
) - - \/E 6'

1
z

Valoarea integralei este

e
———dz = .
/zﬂ 2 (2+1)(z+2) Ve
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8.5 Aplicatii ale Teoremei reziduurilor

Teorema reziduurilor se poate folosi la calculul unor integrale reale.

8.28 Exemplu. Sa se calculeze

™ sin?na
I = — d=z.
0

5—3cosx

Folosind formula sin?¢ = (1 — cos 2t)/2 integrala este echivalents cu

1 271'1_ 1 2 1_ 2nxt
I:—/ ﬂdx:—f{e/ N 1)
2J)y 5—3cosz 2 o D—3cosx

Notam z = . Céand z parcurge intervalul [0, 27|, variabila z parcurge cercul |z| = 1. Avem

. 4 . . . iz —1ixT 2
dz = e dx, de unde dz = %. Functia cosinus se poate rescrie cosx = € *; = Z;Z“l. Cu

acestea avem de calculat

1 1—2*  dz 1 1— 2%
I==R — Z_Res | — -
2 e/z|:15_3z’;j iz ei/|z|:1 10z -322-3"

Ecuatia —32? + 102 — 3 = 0 are riadacinile 2; = 3 si 25 = 1/3. Singurul punct singular al

functiei de sub integrald situat in interiorul cercului |z| = 1 este zo = 1/3 care este un pol

s 1
= (1-—).
el 4( 32”)
3

simplu. Aplicand Teorema reziduurilor rezulta
1 — ZQn
10 — 62

1— 2 1
10z — 322 -3’3

I:Rel-Qm'-Rez< ):Re27r
7

8.29 Exemplu. Sa se calculeze
/°° coSTT
———dux.
o (2?+1)?

Datorita paritatii functiei de sub integrala avem

*  cosTx 1 [ cos7wzx 1 oo ptm
—  —dz = - —  —dz=-R — dx.
/0 @122 /—oo @12 2 e/—oo @+ 12"

Consideram conturul C' = CrULg format din semicercul C'r din semiplanul Im z > 0 al cercului

|z| = R parcurs in sens trigonometric gi segmentul Lg ce uneste punctele —R si R de pe axa

reala. Se alege R suficient de mare incat toate punctele singulare ale functiei f(z) = %

sa fie in interiorul conturului C. Doar polul dublu z = 7 apartine interiorului lui C'. Conform

Teoremei reziduurilor rezulta

/Cf(z) dz = 2mi - Rez(f,i) = 2mi - lim ((2 —i)* - f(2)) = 2mi - lim (%)l

0 z— z —}-Z
S T2 N2 i7rz2 ; e ™
o i T (z41) e (z+z):7r(7r+ Je ‘
2 (z 4 1)* 2

Dar i R
/ fdz= [ fEde+ [ f(2)de = / F(Re™) - iR dt + / £(t) dt.
C Cr Lp 0 R
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Pentru ca
|f(Re)| = (RQG’;fl 12|~ ’Rez;;r:jl;? - (R2 1— 1)?
rezulta ca
CRf(z)dz §/0W|f(Re“)}-Rdt§%.

Trecand la limita cu R — oo rezulta limp_ o fCR f(2)dz = 0 si atunci

R 3 imx
. . . €
g [ @a=fm [ j@aet g [ soa= [ s

In concluzie,

/°° cosTEL m(m+ 1)677T‘
o (z2+1)2 4

8.30 Observatie. Metoda descrisa in exemplul anterior poate fi aplicata integralelor de forma

/_OOQ(iﬂ)dx sau /_ e“"R(x)dr, w>0

o0

unde P, () sunt polinoame cu gradul lui P mai mic sau egal cu 2 decat gradul lui ) si R este o

functie absolut integrabila pe R. Daca f este functia de sub integrala din ambele cazuri atunci

/_00 f(z)dz = 2mi Z Rez(f, z),

Im 2z, >0

unde z; sunt punctele singulare ale functiei f situate in semiplanul superior. Presupunem ca

punctele singulare ale functiei f nu se gasesc pe axa reala.

8.6 Exercitii

Probleme propuse

8.1. Sa se dezvolte in serie Taylor, in jurul punctelor indicate, urmatoarele functii, precizand

si multimea de valabilitate:
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8.2. Sa se dezvolte in serie Laurent, pe multimile indicate, urmatoarele functii:

@) 1) =55 Jel > 0 ) f2) =2 et Jel >0

) ()= g 0<li-2 <5 DIE) =5 =255
) f() = o, |2l > 1 NIE) =5 0<ld<1
DIE) = s <1 W IE) = s 1<l <2
) 1E) = 5 il >2 DIE) = s 0<le—1]<3
B IE) = g =113

8.3. Sa se determine punctele singulare si sa se precizeze natura acestora, pentru urmatoarele

functii:
) 1) = Fe 1 D) f(2) =
) 1) = s Q) () = (f;
)6 = o1

8.4. Sa se calculeze reziduul functiilor in punctul indicat:

h
a)f(z):z?+4++3"2:_1 b)f(Z):;iTZl,z:i
s 2
) f(z) = T 2= d) f(@z%, 2=0
Tz 1
) () = a2 = 1) 1) = oty 2 =1

9) f) = (24 1)sin 2, =0

8.5. Sa se calculeze integralele:

sin z e?
a ——dz b / ——dz
) /|z|=4 22(2z — ) ) po1)=2 2(2 — 1)?

ctg 2z
c dz
) /H G- 1)

COS 2
d) / ———dz
|z—i|=1 (22 +1)

Indicatii la problemele propuse

8.1.

a)f(z) =

I,

[(-1)" _ ?H o2 <1
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b)f(z) =) (=) Tz =", |z—i] <1
8.2.
1 z 23

3, 9, 2 1 1
b) f(z)—z + z +a+§+E+...

DI = e "o o2
e)f(z)—;_é Z_14_

f)f(z)=%—(1—3+z2_z3+ )
g)f(Z)I——(1+z+z2+z3+...)—1(1—% ;_z_;_er )

1 3 32 37
k) f(z) = (Z_l)Q_(2_1)3+(z_1)4_(z—1)

5t

8.3. a) z = 0 pol triplu gi z = —1 pol de ordinul 5 b) 2z, = kmi, k € Z* poli simpli i z =0
punct eliminabil ¢) z = —1 pol simplu si z = 0 pol simplu d) z = 1 pol dublu si z = 0 punct
singular esential izolat e) z, = %, k € Z* poli simpli gi z = 0 punct singular neizolat
8.4. a) z = —1 pol simplu, Rez(f, —1) = _71 b) z = ¢ pol simplu, Rez(f,7) = _f ¢) z = i pol
simplu, Rez(f, mi) = —chm d) z = 0 pol simplu, Rez(f,0) =1 e) z =i pol dublu, Rez(f,i) =
WTH f) z = 1 pol triplu, Rez(f,1) = 1 g) z = 0 punct esential izolat, Rez(f,0) =1 — % + % = Z—g
8.5.

. 2 1 47 ,
a) 2mi[Rez(f, g) + Rez(f,0)] = 2mi (—2 - —> =——2i

o7 7r
b) 2mi[Rez(f,0) + Rez(f,1)] = 2mi(1 + 0) = 2mi

c) 2mi[Rez(f,0) + Rez(f,1)] = 2mi(—1+ ctg 1)

d) 2mi Rez(f,i) = 21
e



Capitolul 9

Transformata Laplace

9.1 Definitia transformatei Laplace
9.1 Definitie. Functia F' de variabila complexa definita prin
F(s) = / T et dt, (9.1)
0
se numeste transformata Laplace a functiei f.

9.2 Notatie. Transformata Laplace a functiei f se mai noteaza si

F(s) = L{f@)} (s),
unde L este operatorul care transforma functiile original f in functii imagine F'.

9.3 Observatie. Pentru ca transformata Laplace sa existe trebuie ca integrala improprie din

relatia (9.1) sa fie convergenta, adica limita

lim xe*“ ft)dt = / h e S f(t)dt

trebuie sa existe gi sa fie finita. In continuare, studiem in ce conditii aceasta integrala este

convergenta.

9.4 Definitie. O functie f : R — C se numeste original daca are urmatoarele proprietati:
(i) f(t) =0, pentru orice t < 0.
(i1) pe orice interval marginit, functia f este continud cu exceplia unui numar finit de
puncte, in care limitele laterale ale functiei exista si sunt finite.

(11i) exista constantele M > 0, o > 0, astfel incat
|f()| < M -e,  pentru orice t > 0.

9.5 Notatie. Multimea functiilor original se noteaza cu 2.

152
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9.6 Exemplu. Functia lui Heaviside H definita prin

1, t>0

H(t):{o, t<0

este o functie original.

9.7 Observatie. Pentru orice functie f : R — C, functia H - f verifica proprietatea (i). De
aceea, in continuare toate functiile f se presupun inmultite cu H fara a scrie aceasta in mod

explicit.

9.8 Observatie. O functie care verifica proprietatea (ii) se numeste continua pe portiuni. O
astfel de conditie ne asigura integrabilitatea functiei e=* f(t) pe orice interval [0,z], > 0.
Pentru o astfel de functie f exista un sir strict crescator de puncte (t,), t, € [0,00), n > 0,
cu to = 0 gi un sir de functii (f.(¢)), fr : [tk—1,tx) —> C continue pe (tx_1,tx) astfel incat

f |[tk_1 ) = fr. Este adevarata reprezentarea

= [H(t = ty—1) — H(t — t)]fu(t).

k=1
Aceasta rezulta din urmatoarea proprietate a functiei lui Heaviside

A== =D ={ g [0

Intr-adevir, daci ¢ apartine unui interval [t;_1,¢;), atunci H(t —t;_1) — H(t —t;) = 1 si H(t —
the1) — H(t —t) =0, k # 4. Deci Y2 [[H(t — tx1) — H(t — ti)] f(t) = fi(t) = f(2).
De exemplu, functia parte intreaga f(t) = |t], unde |[t] = n, pentru t € [n,n+ 1), n € Z,

se scrie

i H(t -k — 1)k

k=0

9.9 Exemplu. Orice polinom este o functie original. intr—adevér, daca p este un polinom de
gradul n, p(t) = a,t™ + a,_1t""' +- - -+ ag, atunci, pe baza observatiei ca t < e!/¢, pentru orice

t > 0, avem
Ip(t)| < Ke'©, pentru orice t > 0, unde K = (n+ 1) - max(an, @n_1, . . ., ao).

9.10 Observatie. Orice functie care verifica proprietatea (iii) se numeste de tip exponential.
Constanta ¢ se numeste indice de cregtere. Pentru o functie data f, infimumul indicilor de
cregtere o se numeste abscisa de convergenta si se noteaza cu oy = oo(f). Pentru un polinom
p de gradul n am vazut ca o = n/e este un indice de cregtere. Dar orice o > 0 este un indice

de cresgtere, pentru ca
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Agadar, oo(p) = 0. Desigur ca o = 0 nu este indice de cregtere pentru p.

Daca functia f este marginita atunci o = oo(f) = 0. In particular, oo(H) = 0.

Functia f(t) = e ™. a >0, nu este de tip exponentjial, pentru ci f(t)/e’" este nemarginita
pentru orice o > 0. Aceasta rezulta din

. a __
- ot — lim ¢~ = 4.
t—oo e t—o00 t—o0

9.11 Teorema (Teorema de existenta). Fie f € Q2 o functie original cu abscisa de convergenta

og. Atunci transformata Laplace a functiei f exista pentru orice s € C cu Res > oy.

Demonstratie. Fie s = o +iw, unde o,w € R cu 0 > 0y. Atunci exista o; un indice de cregtere

a functiei f astfel incat o > o1 > gg. Astfel, exista M > 0 astfel incat:
|f(t)] < M - e, pentru orice t > 0.

Fie z > 0. Atunci

[Ferwa < [eisona= [Certioras [Temaea

v M M
<M / e oo dt = — (e7™o=o) —1) < .
0 0 —01 o — 01
Aceasta ne arata ca integrala fooo e * f(t) dt este convergenta si in plus
/ e "' f(t) dt‘ < (9.2)
0 g — 01
Asgadar, transformata Laplace a functiei f exista in conditiile date in teorema. m

9.12 Exemplu. Sa calculam transformata Laplace a functiei lui Heaviside H.

o0

= —, pentru s cu Res > 0.
s s

LAH(t)}(s) = /Ooo e S H(t)dt = /OOO et At — e

0

Fiindca functia constanta f(¢) = 1, coincide cu functia lui Heaviside pe [0, 00), avem

L{1} = % (9.3)

9.2 Proprietati ale transformatei Laplace

9.13 Teorema (Teorema imaginii la infinit). Daca f € Q, atunci transformata Laplace F
satisface
lim F(s)=0. (9.4)

Re s—o0

Demonstratie. Inegalitatea (9.2) se rescrie |F(s)| < M/(Res — o1). Prin trecere la limita se

obtine afirmatia din enunt. ]
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9.14 Teorema (Liniaritatea transformatei Laplace). Pentru orice a, 8 € C si pentru orice

fyg € Q avem

L{af+ B9} = al{f}+BL{g}. (9.5)

Demonstratie. Aratam mai intai ca () este spatiu vectorial peste C. Fie f, g € 2. Atunci exista
o1 > 0 i 0y > 0 astfel incat |f(t)] < My - e s |g(t)| < M, - e, pentru orice ¢ > 0. Atunci

functia af + B¢ are ca indice de cregtere max(oy, 09), pentru ca
- (1) + 8- g(&)] < lal - [fO)] + 18] - 1g()] < (la] My + || My) - ™02t ¢ > 0.

Relatia (9.5) rezulta din liniaritatea integralei

£{af + Bg} (s) / " e af(t) + Ba(t)) di

0

= a/ooo e St f(t)dt + 6/000 e tg(t)dt = aL{f} + BL{g}.

[
9.15 Teorema (Teorema deplasarii). Fie f € Q). Atunci
L{e"f(t)} (s) = F(s—a), Res > Rea + oo(f). (9.6)
Demonstratie. Avem
L{e"f(t)} = /000 e e f(t)dt = /000 eI (1) dt = F(s — a).
[

9.16 Exemplu. Fie a € C. Atunci

LLe} = £{1} (s —a) = 1@, Res > Rea. (9.7)

S —
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Folosind liniaritatea transformatei avem

iwt

Lisinwt} =L {e;—f_m} = % (£ {et} — £ {e7™!})

1 w
2_(s—zw s—i—zw) :52+w2' (9-8)
eiwt fzwt 1
E{coswt}zﬁ{ } 5( [t} 4 £ {em 1))
1 1 1 s
:§<3—’iw+5+iw>:52—|—w2' (9.9)
ewt_efwt 1 . o
L{shwt} =L — _§(£{w} £ e
1 1 1 w
:5 S_w_s+w):82_w2. (910)
wt —wt
crn -5 Lty et
1 1 1 s
:§(S—w+s+w):32_w2' (911)

9.17 Exemplu. Si se calculeze transformata Laplace a functiilor f(t) = e*sinbt, g(t) =
e cos bt. Folosind formulele (9.6), (9.8) si (9.9) obtinem

at _: b
L{e"sinbt} = —(s—a)Q—l—bQ'
a S—a
£{€ tCOSbt} = m

9.18 Exemplu. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei f(¢) = ch2tcos3t. Folosind
formulele (9.6) si (9.9) obtinem

% | -2
L{ch2tcos3t} =L {% Cos St} = % (£{e* cos3t} + L {e * cos3t})

1 5 —2 n s+2 B s34+ 5s
2\ (s—2)2+9  (s+2)2+9)  s1+10s2+ 169

9.19 Teorema (Teorema de unicitate a lui Lerch). Fie f, g € Q continue. Daca L{f} = L{g}

atunci f = g.

Demonstratie. Fie h € € definita prin h(t) = f(t) — g(t). Conform ipotezei L{h} =
Demonstram ca h(t) = 0, pentru orice ¢ > 0. Putem presupune in continuare ca h este o
functie reala. (daca h este complexa avem £{Reh} = 0gi £L{Imh} = 0; va rezulta ci Reh =0
si Imh =0, adica h = 0).

Fie ¢ > og(h) un indice de crestere a functiei h gsi s = 0 +n, cu n € N, n > 1. Atunci,
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folosind formula de integrare prin parti

0 :/ e *'h(t) dt :/ e ™. e 7 h(t) dt
0 0
t 00
- e_”t/ e "h(u) du —I—n/ (/ e “"h(u) du) dt
0 0
= n/ e"t( e 7“h(u du) dt.
0

/ e Mp(t)dt =0, pentru orice n € N,n > 1,
0

Rezulta ca

unde p(t) = fot e 7“h(u) du. Cu schimbarea de variabila x = e¢~*, obtinem

1
1

/ "l (ln—) dr=0, n=12,...
0 x

Functia ¢(z) = ¢ (In 1) este continud pe [0, 1], cu ¥(0+) = 0 = (1). Intr-adevir,

lim (z) = /0 e () du = £ {h} (o) =

z\,0
Am obtinut ca

1
/ 2" 1p(z)dr =0, pentru orice n > 1.
0

De aici rezulta ca

1
/ p(z) - Y(x)dz =0, pentru orice polinom p.
0

Fie p,,(x) un polinom de gradul n care aproximeaza uniform functia continua ¢(z). De exemplu,

putem considera polinoamele lui Bernstein:

n

_ kokiy  on—tk [ F )
pla) = 3 Clak 1=ty ().
Pentru orice € > 0, existd un n, € N cu |p,, (z) — ¢(x)| < €, pentru orice z € [0,1]. Intr-adevir,
functia ¢ fiind continua pe [0, 1] este uniform continua, deci pentru ¢ > 0 exista 6 > 0 cu
proprietatea ca [i(t) — ¢ (x)| < €/2, pentru orice |t — x| < §. Tot din faptul ca ¢ este continua
pe [0, 1] rezulta ca ¢ este marginita, adica exista M > 0 cu proprietatea ca |1 (t)| < M, pentru

orice t € [0, 1]. Vom avea pentru orice z §i ¢ cu proprietatea |t — x| >

(t—2)*

[¥(t) = ¥(@)l < WO+ (@) <2M -1 <2M - —

Asadar,

)2
[(t) — Y(x)| < % + 2M(t 5293) ., pentru orice t,x € [0, 1].
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Folosind formula binomului lui Newton urmatoarele relatii sunt adevarate

ZCka(l —)" P =(r+1-2)"=1

- — 1
ZCka(l )"k = na Z (n "1 —2)"F = na
k=0

—k)!
D Craf(1 = a)" M = ch F1 = a)" Fk(k — 1) + k]
k=0
n(n —1) x2z )!xk_2(l—x)"_k+nx
k=2
:n(n—l)x2+nx:nx +nz(l —x).

Folosind aceste relatii

[pa(@) — (x| = ch (1 - 2y kw( ) _W);ngk(l_m)n_k
= ,; Chah(1 - 2y [¢ (%) - m)}
< Z ctat(1—ay o () - v
< kﬁ;cﬁxm — oy [5 L2 (g - ) ]

¢ 252ZC’k M1 = 2)" *(k* = 2nx - k + n®2?)
n

2M
—%+ 252[71:5 +nx(l — x) — 2nx - nx + n?2?
e+2Ma7(1—x)<e+M< ont - M
=4 ——"< = € ntrun > | —|.
2 no? =2 2= P €62
Va rezulta ca
/ dm—/ U(x — P ()] d:):<e/ |Y(z)|dz,  pentru orice € > 0.

Facem ¢ — 0. Vom avea fo YP?(x)dx = 0, ceea ce implicd pe baza continuitatii lui ¢ c&
Y(z) = 0, pentru orice z € [0,1]. Rezulta ca ¢(t) = 0, pentru orice ¢ > 0. Prin derivare,
e ?'h(t) = 0. Obtinem h(t) = 0, pentru orice ¢ > 0. O

9.20 Teorema (Derivarea originalului). Daca f € Q este continua gi f € Q atunci
LAS'(t)} = sF(s)— f(0+), Re s > max(oo(f), o0(f')), (9.12)
unde f(0+) = limpo f(2) si F(s) = L{f(t)} (s).
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Demonstratie. Integrand prin parti, avem

ciry= [ erwa= e

T /OOO e~ F(1) dt = sF(s) — F(04),

pentru ca lim; ., f(t) - €75 = 0, deoarece pentru s = o + iw cu o > oo(f) exista un indice de

cregtere oy a functiei f astfel incat o > o1 > oo(f) si
’f(t)e—st| < M- entt. g0t — Me—(o-ont
iar lim; o, Me (@70 = (. O
9.21 Observatie. Daca f, f/ € Q si f are un punct de discontinuitate a, atunci
LA} =sF(s) = f(0+) — e*[f(at) = fla—)].

Aceasta se demonstreaza scriind

L{f}= /a e S f(t) dt + /Oo e S f(t) dt

0 a

si apoi integrand prin parti fiecare integrala.

9.22 Teoremi. Dacd f, f',..., f™ sunt functii original continue si existd si sunt finite

limp o f®(¢) = f®(04), pentru orice k =0,1...,n — 1, atunci
L{f™} =5s"F(s) — " f(0+) = s"2F(04) — - — f7D(0+), (9.13)

pentru Re s > max(ao(f), oo(f), ..., 00(f™)).

Demonstratie. Se arata prin inductie matematica. Pentru n = 1 avem relatia (9.12). Pentru
pasul de inductie se foloseste relatia £ {f"*V} =s- L{fM} — fFM(0+). O

9.23 Exemplu. Relatia (9.13) este foarte importanta in rezolvarea ecuatiilor diferentiale. Spre

exemplu, sa rezolvam ecuatia
" + x = sin 2t, z(0) =2, 2/(0) = 1.
Fie X = £{z}. Aplicand operatorul Laplace ecuatiei diferentiale avem succesiv

LA{z" + x} = L {sin 2t}

2
°X —sz(0) —2'(0) + X =
s sz(0) — 2'(0) + o
X(s*+1)—2s—1= 2
s?24+4

B 2 L2l
(824 1)(s2+4)  s241
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Descompunand in fractii simple

2 +25>‘—|—1_A$+B Cs+D
(s24+1)(s2+4) 241 s2+4 2417

cu A=0,B=-2/3,C=2gi D=>5/3. Putem scrie

2 5

252+4+s2+1
1 2 S 5 1

:_§$2+4+ 82+1+§SZ+1

1 5
= _§£ {sin2t} + 2L {cost} + §£ {sint}
1 . d .
=L {—=-sin2t +2cost + —sint
3 3
Pe baza proprietatii de unicitate rezulta solutia ecuatiei diferentiale
d . 1 .
x(t) = 2cost + gsmt - gSlIth.

9.24 Teorema (Integrarea originalului). Fie f € Q. Atunci

L {/Otf(u) du} = M, pentru Res > oo(f). (9.14)

S

Demonstratie. Fie g(t) = fot f(u) du. Atunci ¢'(t) = f(t) si g(0) = 0. Demonstram ca g este o

functie original. Daca o este un indice de crestere a functiei f si o # 0, avem

Me®
o

t Meot
< .

Ig(t)|g/0 |f(u)|du§M/0 g

0 g

Dacit 0 = 0 atunci |f(t)] < M si |g(t)] < Mt < M - e<. Avem

L{f()} =F(s) = L{g ()} = sL{g(t)} — 9(0) = sL{g(t)}.

O
9.25 Exemplu. Avem
! n n n—1 1 n!
1 — =1yl = = oy — 2 D 11 =
LA{t"} E{n/ou u} . Lt} T . L{1} e
Am obtinut formula
ny N
£{t } = F, Res > 0. (915)

9.26 Teorema (Derivarea imaginii). Transformata Laplace F a unei functii original f este
olomorfa si

F(s) = L{(=t)"f(1)} (5)- (9.16)



9.2. PROPRIETATI ALE TRANSFORMATEI LAPLACE 161

Demonstratie. Demonstram ca F' este olomorfa in semiplanul Res > oo(f). Fie h € C si
o > oo(f) un indice de cregtere astfel incat Res > o si Re(s + h) > o.
Daca f este de tip exponential atunci si ¢ - f() este de tip exponential. Avem

F(s+h)— F(s)
h

1

+/0 te ' f(t)dt = 5/0 e (e ™ — 14 ht) f(t)dt.

Pornind de la egalitatea
1
e ™ _14+ht= h2t2/ (1 —u)e "™ du
0

si folosind inegalitatea 1 — e™* < x, pentru orice x € R, rezulta

1 — —tReh

1
—ht_l ht <t2h2/ —utRehd :t2h2—<t2h2.
7 = 1] < AP [ = PRI <
Obtinem
F(s+h)—F(s) /°° st /OOQt _ 2M |h]
te st F(t)dt| < M|h e tRes—o) qp — T 11
- +0 e f(t)dt| < !IO e Res— o)

Trecand la limita cu A — 0 obtinem

lim £+ = Fls) _ /oo e (—tf (1)) dt,

h—0 h

ceea ce demonstreaza ca F' este olomorfa si in plus F'(s) = L{—tf(t)} (s).
Fiindca F' este olomorfa, atunci ea are derivate de orice ordin. Derivand de n ori relatia
F(s) = / e f (1) dt
0
se obtine .
F(s) = [ et e dt = £~} )
0
O

9.27 Observatie. Faptul ca F' este olomorfa ne permite sa calculam transformata Laplace a
unei functii original f cunoscand doar transformata Laplace pentru s apartinand axei reale.
Intr-adevir, folosind teorema identittii functiilor olomorfe, daci F este transformata Laplace
a lui f pe intervalul real (oo(f),00) atunci F va fi transformata Laplace pentru Res > o¢(f).

Sa exemplificam importanta acestui rezultat, generalizand rezultatul (9.15). Vom calcula

L{t"}, pentru orice a > —1. Fie s > 0 un numar real. Prin schimbarea de variabila st = «

o 1 o Ia+1)
a —stya -z, .a
E{t}—/o e zfdt—sal/0 e xdx——sal .

Considerand acum pe s ca variabila complexa obtinem

averl

£t = F(a+1)

————. a>-1, Res>0. (9.17)
S(l
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9.28 Exemplu. Sa aflam functia original a transformatei Laplace F(s) = arctg 5%2 Prin

derivare avem s

5122 3
F/ S pr— (S+2)2 = -_— .
( ) ﬁ—f—l (8+2)2—|—9
Pentru ca
3
L{—egn3tl = —— ——
(e sinst) =~ g

si folosind F'(s) = L{—tf(t)} (s), avem —tf(t) = —e ' sin 3t. Asadar

_9;SIn 3t

St = e

9.29 Exemplu. Si determindm solutia pe [0,00) a ecuatiei tz” + 22’ = 2, care satisface
z(0) = 0 si este marginita in vecinatatea originii.
Fie X = £ {z}. Fie a = 2/(0) € R. Atunci L{z2"} = s*?X — s2(0) —a = s*X —a si

LA{tz"} = —(*X —a) = —2sX — s°X".
Pentru ca £ {z'} = sX — z(0) = sX si L {t*} = 2/s> rezulta
2
=25X — $* X' 426X = —,
s

adici X’ = —%. De aici X = 557 + C. Dar C trebuie sa fie 0 pentru cd X (co0) = 0, vezi (9.4).

Pentru ca £ {t*/12} = ;51 obtinem z = 3.

9.30 Teorema (Integrarea imaginii). Daca @ € Q atunci
f(t) _ [
L — (s) = F(u)du, pentru Res > ao(f(t)/t). (9.18)

Demonstratie. Notam G(s) = L{f(t)/t} (s). Aplicand (9.16) pentru n = 1, avem F(s) =
LA{ft)}=LA{t- f(t)/t} = —G'(s). Integrand, obtinem

/a F(u)du = /a —G'(u)du = G(s) — G(a).
Pentru ca lim, o G(a) = 0, vezi (9.4), avem
/ T Py du= tim [ F(u)du = G(s) — lim G(a) = G(s).

a— 00 s a—0o0

9.31 Exemplu. Si se calculeze valoarea integralei [ 52t d¢.
Avem

/Sl_ntdt:/l{Sl_nt}(O)Z/ E{sint}(u)duz/ L du= arcigu] =7
0 t 0 0 :

t u? +1 0
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9.32 Exemplu. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei

f(t)_/ot S“;“du.
Avem
E{f(t)}:%ﬁ{%}(s):%/:oﬁ{sint}(u)du:%/:Ozﬂildu

* 1yn 1 1
= - (— — arctg s) = —arctg —.
2 S S

1
= —arctgu
S

S

9.33 Teorema (Transformata functiilor periodice). Fie f € ) o functie periodica cu perioada

(9.19)

T. Atunci X .
L) = T [ 0

Demonstratie. Avem

LU} = Z/Hl _stf Adt = Z/ —s(u+kT )du_/o Sy duZe ksT

Folosind suma seriei geometrice > po e 7 = 1/(1—e~*T) se obtine rezultatul din teorema. [J
9.34 Exemplu. Sa calculam £ {|sinwt|}, w > 0. Functia f(¢) = |sinwt| are perioada 7" = *
Folosind formula
- ae® sin bt — be™ cos bt
e”sinbtdt =
a? + b2
si (9.19) obtinem
. 1 % —st . ]' % —st 3
LA|sinwt|} = —— e sinwt| dt = —— e " sinwt dt
1—e" 0 I—e v Jo
B 1 —se~*t sinwt — we* coswt |« . w 1+e
I w? + 52 o wits? 1—e T
9.35 Teorema (Teorema intarzierii). Fie a > 0 gi f € Q. Atunci, pentru Res > oo(f)
(9.20)

LAf(t—a)H({t —a)} =e - L{f()}.

Demonstratie.

CLF(t— a)H(t—a)} = /oo e F(t— a) dt /OOO ¢=50000) (4 du

e /000 e flu)du=e"*-L{f(t)}.
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9.36 Definitie. Produsul de convolutie a doua functii f si g este functia definita prin

(f * 9)(t / F(u)g(t —u)d

9.37 Observatie. Daca f, g € () atunci

(f = 9)(t /f g(t — u)d

S mai observiam ci f g € Q. Intr-adevir, dacd |f(t)] < Mpe? si |g(t)] < Mye®* atunci

t
()01 < [ 1Fllgte =] du
¢ MfMgeglt/(O'l—O'Q), g1 > 09
< MfMge‘”t/ elT1=o2)u 4y < ]\/[fMge(”l“/e)t, o1 = 09
0 M¢Mye™ [(oy — 01), 01 < 09.

9.38 Teorema (Transformata produsului de convolutie). Fie f,g € Q. atunci

LAfrgy =LA} L{g}- (9.21)

Demonstratie. Folosind observatia ca

(f )t / F(u)g(t - u)d

et (/Ooo Flu)g(t — u) du> dt
f(u) (/OOO e gt —u) dt) du

fu) - L{g(t =)} (s) du

flwe™"- L{g()} (s) du = L{f(1)} (s) - L{g(D)} (s)-

avern

LA(fx9)@)}

3

Il
8

S— S— S— S—

9.39 Exemplu. Si se rezolve ecuatia diferentiald 2" + w?z = f(t), z(0) = a, 2/(0) = b.
Fie X = £ {z}. Atunci s?°X —as — b+ w?X = L{f}. Avem

as+b 1 b _ 1 .
X=——+L{f} R —aﬁ{coswt}—i-;E{smwt}jLa/J{f}-E{smwt}.

$2 + w?

Solutia ecuatiei este

b t
x:acoswt+—sinwt+/ fuw)sinw(t — u) du.
w 0
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9.40 Teorema (Transformata seriilor de puteri generalizate). Fie o > 0 si f o functie care

)=t ant", t>0
n=0

cu proprietatea ca ezista gi este finitd lim,, o, {/|a,|n! = L. Atunci ezista transformata Laplace

are urmdtoarea dezvoltare

a lut f si aceasta se calculeaza prin

— T 1
F(s) :Zanm, Res > L.

Sn—i—a—i—l

Demonstratie. Raza seriei de puteri este R = lim,, ,o, 1/{/|a,| = 00, ceea ce ne arata ca f este
corect definita pentru orice ¢ > 0. Mai mult, f este o functie original. Din conditia pusa asupra

sirului a,, deducem ca exista M > 0 astfel incat |a,|n! < M™, pentru orice n > 0. Avem
- t" Mt
t)|§2|an|n!-m<e . t>0.

I'(n+a+1)

nn!

Pentru ca lim,,_, =1, rezulta

o T 1
lim {/|a,T(n +a+1)=L- lim Inta+l) Vn® =L,
n—oo

n—00 non!

RRVR r 1 g ~
ceea ce arata ca seria Z;O:o an% este convergenta pentru |s| > L. Integrand membru cu

membru, obtinem

- . Th+a+l
E{f}zzanﬁ{tn—ka}zzan%, Res > L.
n=0 n=0

9.41 Exemplu. Si se calculeze transformata Laplace a functiei f(t) = Jo(2v/1). Avem
oo _1 n

=3

(0)?

n=0

cu lim, o /|anp|n! = lim,, Vg = 0. Transformata Laplace a lui f este
nl le= 1l [—1\" eVs
n=0

9.42 Exemplu. Si se calculeze transformata Laplace a functiei f(¢) = sin2v/t. Dezvoltarea

o0

n=0

in serie a functiei f este

& n22n+1

0= G e i = i

n=0

22n+1nl

(2n +1)
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Transformata Laplace a functiei f este

(S)_Z (2n + 1)! O gntltl/2

Hm2¥+l 2p+1 2n—1

1
s\/_ZS”Qn—{—l) 2 2 2

—
VR
N —

)

-y A - Sy Ch - S
_s\/_ s"2 - 4 2n_s\/§n:0 s™n! _s\/_ '

9.43 Exemplu. Si rezolvdm ecuatia diferentiald cu diferente x'(t) + x(t — 1) = 3, stiind c&
z(t) =0, pentru t < 0.
Fie X = L{z}. Atunci L{2'(t)} =sX —x(0) =sX si L{z(t —1)} =e"X. Avem

e s e e s

6 6 6 —
X = = e
84(8 + e—s) 55(1 + €_S/S> 85 Z( Z 8n+5

n=0 n=»

Atunci

9.3 Inversa transformatei Laplace

Se pune problema gasirii functiei original f cand se cunoaste functia imagine F. Pentru aceasta

se foloseste transformata inversa a lui Laplace, notata £7!. Avem
ft) =L {F(s)}.
9.44 Teorema. Avem
L7H{aF(s) +bG(s)} = al™ {F(s)} + bLT{G(s)},
pentru orice transformate F si G si pentru orice constante a si b.

Demonstratie. Rezulta din liniaritatea transformatei Laplace. O

Folosind aceasta proprietate, descompunem transformata F' in expresii a caror functii orig-

inal le cunoastem si utilizand Teorema de unicitate a lui Lerch obtinem functia original f.

9.45 Exemplu. Sa se calculeze

1 s+ 1
£ {82—3—6}'
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Originalul | Imaginea Originalul | Imaginea
f(t) F(s) f(t) F(s)
e ; i - e sin bt = ;;2 e
et G —1a)2 e cos bt G _sa—)2a+ 72
et # e sh bt m
et % e ch bt ﬁ

Figura 9.1: Dictionar de transformate Laplace

Avem

s+1 s+1 A B

§—5—6_(&+®@—3)_5+2+5—3

Eliminand numitorul rezulta s +1 = A(s — 3) + B(s + 2). Dand valori lui s se obtine

§=3= 4=5B :>B:%l

1
s=-2= —1=-54 :>A:5.
Acum putem calcula transformata Laplace inversa
s+ 1 5 : 1 4
‘Cfl — £,1 5 5 _ 2 - 3t.
{§—5—6} {8+2+5—3 5 T5°
9.46 Exemplu. Sa se calculeze
2—3s
L1~ 1.
{ s2+2s+5 }

Avem

[

2 —3s
L —— =
{S2+23+5}

_1{5—3(3+1)}
(s+1)2+4
L= AR frr=red

e tsin2t — 3e 7! cos 2t.

Y G B R
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9.4 Exercitii

Probleme propuse

9.1. Sa se calculeze transformata Laplace a urmatoarelor functii:

a) f(t) = (t°+1)%" b) f(t) = e 3 sin’t
c) f(t) = sh2tcos bt d) f(t) = (t+3)sin2t
e) f(t) =te* cost f) f(t) =tsh2t

9.2. Sa se determine functia f care are transformata Laplace:

) ) = i ) Fe) = )
¢) Fls) = (s + 1)(3254— 25+ 2) d) F(s) = (s — 2)%32 +1)
) Fe) = T N F6) =
Indicatii la problemele propuse
9.1. a) F(s) = sig!)ll + (s%j')6 T s+1 b) F(s) = 2(sl+3) N % ' (sf§3§+4 c) F(s) = % (s S)2+25 + % '
o 4 Fs) = - () +3- 25 = 68(2%324 e) F(s) = % f) F(s) = w2
t

9.2. a) f(t) =e" —costb) f(t) = te! — Lcos2t — fsin2t ¢) f(t) = —e '+ e " cost+ e 'sint

1
5¢
d) f(t) = 2 — fcost — Zsint e) f(t) = gte’ — Lsint f) f(t) = 3sint — Lt cost



Bibliografie

1]

N. Boboc, 1. Colojoara, Matematica. Manual pentru clasa a XIl-a. Elemente de analiza

matematica, Editura didactica si pedagogica, Bucuresti, 1979.

I. Crivei, Matematici speciale, Editura Fundatiei pentru Studii Europene, Cluj-Napoca,
2006.

C. H. Edwards, D. E. Penney, Elementary differential equations, Pearson, 6 edition, 2007.

G. M. Fihtenholt, Curs de calcul diferential si integral, vol. 2, Editura Tehnica, Bucuresti,
1964.

[. Gavrea, Calcul integral si ecuatit diferentiale, Mediamira, Cluj-Napoca, 2006.

N. Ghircoiagiu, F. Tomuta, V. Indrei, I. Corovei, Curs de matematici speciale, vol II,

Institutul Politehnic Cluj-Napoca, 1981.
C. lancu, Modelare matematica. Teme speciale, Casa Cartii de Stiinta, Cluj-Napoca, 2002.

M. Krasnov, A. Kissélev, G. Makarenko, Recueil de problemes sur les équations

différentielles ordinaires, Edition Mir, Moscou, 1981, (traducere din rusa in limba franceza).

K. Miller, An introduction to advanced complex calculus, Dover Publications, New York,
1970.

P. J. Nahin, An imaginary tale: the story of /—1, Princeton University Press, Princeton,
1998.

G. Opris, Matematici speciale, Institutul Politehnic Cluj-Napoca, 1988.

G. Opris, L. Blaga, V. Indrei, V. Selinger, Matematici speciale, vol. 2, Institutul Politehnic
Cluj-Napoca, 1989.

D. Popa, 1. Rasa, Hyers-Ulam stability of some differential equations and differential op-
erators, Handbook of Functional Equations, T. M. Rassias (ed.), Springer Optimization
and Its Applications 96, 2014, 301-322.

169



170 BIBLIOGRAFIE

[14] E. Rogai, Exercitii gi probleme de ecuatii diferentiale si integrale, Editura Tehnica, Bu-
curesti, 1965.

[15] 1. A. Rus, Ulam stability of ordinary differential equations, Studia Univ. ”Babeg-Bolyai”,
Mathematica, 54 (2009), no. 4, 125-133.

[16] S. Toader, G. Toader, Matematici speciale, vol 1, U. T. Press, Cluj-Napoca, 2009.

[17] P. F. Verhulst, Notice sur la loi que la population poursuit dans son accroissement, Corre-

spondance mathematique et physique, vol. 10, 1838, 113—-121.

[18] G. N. Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press,
1966.

[19] http://en.wikipedia.org/wiki/Radiocarbon_14_dating_of the_Shroud_of Turin



	Curs de Matematici speciale
	Cuprins
	Prefata
	Capitolul 1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai
	1.1 Notiuni introductive
	1.2 Ecuatii diferentiale de ordinul intai integrabile
	1.3 Modelarea matematica
	1.4 Alte ecuatii de ordinul intai integrabile
	1.5 Existenta, unicitatea si stabilitatea solutiilor ecuatiei diferentiale de ordinul intai
	1.6 Exercitii

	Capitolul 2 Ecuatii diferentiale de ordin superior
	2.1 Ecuatii diferentiale pentru care se poate reduce ordinul
	2.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior
	2.3 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti
	2.4 Ecuatii diferentiale Euler
	2.5 Exercitii

	Capitolul 3 Integrarea ecuatiilor diferentiale prin serii
	3.1 Metoda seriilor de puteri
	3.2 Ecuatia lui Bessel
	3.3 Ecuatii reductibile la ecuatia lui Bessel
	3.4 Exercitii

	Capitolul 4 Sisteme de ecuatii diferentiale
	4.1 Sisteme normale
	4.2 Sisteme liniare cu coeficienti constanti
	4.3 Sisteme simetrice
	4.4 Exercitii

	Capitolul 5 Ecuatii cu derivate partiale
	5.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai
	5.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi
	5.3 Exercitii

	Capitolul 6 Numere complexe
	6.1 Operatii cu numere complexe
	6.2 Topologia planului complex
	6.3 Functii elementare
	6.4 Exercitii

	Capitolul 7 Derivata si integrala unei functii complexe
	7.1 Functii olomorfe
	7.2 Reprezentari conforme
	7.3 Functii omografice
	7.4 Definitia integralei unei functii complexe
	7.5 Formulele lui Cauchy
	7.6 Exercitii

	Capitolul 8 Teorema reziduurilor
	8.1 Serii de puteri
	8.2 Serii Laurent
	8.3 Puncte singulare
	8.4 Teorema reziduurilor
	8.5 Aplicatii ale Teoremei reziduurilor
	8.6 Exercitii

	Capitolul 9Transformata Laplace
	9.1 Definitia transformatei Laplace
	9.2 Proprietati ale transformatei Laplace
	9.3 Inversa transformatei Laplace
	9.4 Exercitii

	Bibliografie
	294-6 coperta.pdf
	Page 1

	ftitlu.pdf
	U.T. PRESS
	CLUJ-NAPOCA, 2018

	294-6 coperta A4.pdf
	Page 1




