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Introducere

Studiul ecuatiilor diferentiale formeaza obiectul unui capitol foarte
important al matematicii, atat datorita nenumaratelor aplicatii din di-
verse domenii, cat gi datorita aparatului matematic necesar rezolvarii lor.
In culegerea de fata, abordam doar o parte din acest domeniu al matema-
ticii care studiaza ecuatiile diferentiale.

Ne-am propus ca aceasta sa fie utila in primul rand studentilor dar si pro-
fesorilor, in efortul lor de a prezenta exercitii cat mai variate in cadrul
seminarului de Matematici Speciale.

Ceea ce deosebeste o ecuatie diferentiala de o ecuatie algebrica este faptul
ca necunoscuta nu este un numar, ci o functie. Fenomenele din natura si
societate au un caracter dinamic, ele fiind procese evolutive in timp, con-
form unor legi proprii. Modelarea matematica a unui fenomen dinamic
revine la a stabili ecuatiile matematice corespunzatoare, ecuatii care sunt
ecuatii diferentiale.

Culegerea este structurata in 5 capitole astfel:

Capitolul I prezinta notiuni de baza: notiunea de functie de o singura
variabila, functie explicita, functie implicita. Am insistat in acest capitol
pe ideea de domeniu al unei functii.

Capitolul II stabilegte notiunile de solutie explicita si solutie implicita ale
unei ecuatii diferentiale. De asemenea, stabilim ce inseamna solutie gen-
erala, solutie particulara si solutie singulara a unei ecuatii diferentiale.
In Capitolul III, studiem cateva tipuri de ecuatii diferentiale de ordinul
I, fiecare cu metoda sa de rezolvare. Pentru fiecare tip de ecuatie avem
propuse exercitii si solutiile corespunzatoare.

In Capitolul IV, propunem exercitii diverse, rezolvate si nerezolvate pen-
tru ecuatii de ordin superior cu coeficienti constanti, omogene si neomo-
gene.

Capitolul V prezinta un instrument util in rezolvarea ecuatiilor diferentiale,
transformata Laplace. Acest operator, Impreuna cu inversul sau, dispune
de proprietati interesante si utile in rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de

ecuatii i nu numai.



Multumiri

Doresc sa multumesc colegilor mei, S.1. Holhog Adrian si S.1. Todea Cos-
min pentru citirea manuscrisului si pentru sugestiile gi observatiile facute
pe marginea lui, care au dus la imbunatatirea continutului si prezentarii

acestuia.

Cluj-Napoca
Noiembrie 2018 Autoarea



Capitolul 1

Elemente de baza

1.1 Notiunea de functie. Functie implicita.

Functie implicita. Functii elementare

1.1.1 Functii explicite

In aceasta sectiune vrem sa reamintim notiunea de functie. Stim ca
daca doud variabile sunt dependente una de alta in asa fel incat valoarea
uneia este unic determinata de o valoare a celeilalte, spunem ca prima
este functie de a doua.

Cu ajutorul a catorva exemple, vom arata ca felul in care este exprimata
relatia dintre cele doua, este mai putin important. Important este ca
dependenta uneia de cealalta sa nu fie ambigua, adica atunci cand una
ia o valoare, cealalta sa fie unic determinata de aceasta.

Exemplele urmatoare au rolul de a prezenta cateva modalitati in care

doua variabile depind una de cealalta.

Exemplu 1.1.1. Fie R raza unui cerc tar A aria sa. Relatia dintre cele

doua se exprima astfel
(1.1) A=7R?%

g1 se intelege ca R este variabila independentd iar A este cea care depinde
de R. Relatia (1.1) il defineste pe A ca functie de R. Si totusi, relatia

nu este exactd. Pentru R = —2, aria este A iar aria nu exista dacd raza
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este negativda. Prin urmare, scrierea corectd este:
A=7R* R>0;

Exemplu 1.1.2. Relatia dintre doud variabile mai poate fi exprimatd
astfel

(1.2) y=1* 0<x <2,

Aceste doud ecuatii il definesc pe y functie de x pentru intervalele pre-

cizate.

Exemplele de mai sus au rolul de a demonstra ca pentru a defini o
functie nu este esential ca intre cele doua sa poata fi stabilita o ecuatie.
Ceea ce este important e ca pentru fiecare valoare a variabilei indepen-

dente sa existe o singura valoare a variabilei dependente de ea.

Definitie 1.1.3. Daca fiecarei valori a variabiler independente x care
apartine unei anumite mulfimi E, 7 corespunde o singurd valoare a vari-
abilei dependente y, spunem cd variabila dependentd y este o functie de

variabila independentd x, pe multimea E.

Multimea E se numeste domeniu iar multimea in care ia valori vari-

abila dependenta, se numeste imaginea functiei y.

Observatie 1.1.4. Pe parcursul prezentarii noastre, ne vom referi la o

formuld ca si cum ar fi o functie. De exemplu, vom intelege ca relatia
y=v1—2a2 ze[-1,1],

defineste o functie si citim 7y este functie de x”.

Observatie 1.1.5. O relafie de felul y = == este neclara deoarece nu

precizeaza domeniul in care variabila independentd ia valori.



1.1.2 Functii implicite

Sa consideram o relatie intre variabilele x gi y data de formula
(1.1) vy =4

Este relatia de mai sus o functie? Pentru z > 4, formula nu va determina
o valoare a lui y. Pentru a exista o valoare a lui y, e necesar ca z < 4.

In aceste conditii

y=xvd—z, x <4

Daca relatia dintre x si y o scriem in acest fel, observam ca valoarea lui
y nu este unic determinata, prin urmare aceasta scriere nu defineste o

functie. Obtinem, de exemplu, urmatoarele functii:
y=vi4—z, <4
y=—-Vv4d—z, <4

Alegand relatia 2% +y? = —4, ne punem intrebarea daca aceasta defineste
o functie? Observam cu usurinta faptul ca nu exista valori x si y pentru
care aceasta sa fie satisfacuta.

De fiecare data cand intre x si y exista o relatie de forma (1.1), vom scrie

simbolic

fla,y) =0
si vom spune ca y este o functie implicita de z, intelegand ca y nu
este neaparat o functie explicita, vizibila, de x, dar ca implicit exista o

functie y = g(x) care verifica f(z,y) = 0.

Definitie 1.1.1. Relatia f(x,y) = 0 il defineste y implicit in functie de
x pe un interval I, dacd existd cel putin o functie g(x) definita pe I astfel
tncat

f(z,g(z)) =0, pentru orice x € I.

Exemplu 1.1.2. Sd demonstram ca

flzy)=2"+y"—4=0



defineste pe y ca o functie de x pe intervalul —2 < x < 2. Alegand, de

exemplu, una din functiile:

observam cd
f(z,g(x)) =2+ (j:\/m)2 —4=0.

Prin urmare, Definitia 1.1.1 este verificatd.

In situatii mai complexe, functiile y care determina o curba nu se pot
afla explicit. Totusi, orice curba fiind determinata de mai multe functii,
putem afla derivata sa intr-un anume punct dat.

De exemplu, ne propunem sa aflam Z—z pentru siny + y = x. Singura

posibilitate este de a aplica diferentierea implicita.

iy -+ d (siny +y) dz dy n dy )
sin =x <= —(sin = — <<= cosy— +— =
gy dx vy dx ydx dz
si rezulta
df 1
dr  cosy+1

Vom incheia aceasta sectiune reamintind care sunt functiile elementare.

Acestea sunt constantele si:
(i) functia putere f: R — R, f(x) = 2™

(i) functia radical f: R — R, f(z) = /z, n € Z impar si
f:10,00) = R, f(z) = Yz, n € Z par;

(iii) functia exponentiala f: R — (0,00), f(z) = €7;
(iv) functia logaritmica f : (0,00) = R, f(x) = Inx;

(iv) functiile trigonometrice: sinz,cosz : R — [—1,1],
tgr: R\{ZT |k € Z} - R, ctgz : R\{kn|k € Z} — R;
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(v)

(vi)

(vii)

functiile inverse celor trigonometrice: arcsinz : [~1,1] — [~F, 7],

arccosz : [—1,1] — [0, 7] etc.

toate functiile care se obtin prin compunerea celor de mai sus, de

arcsin x

exemplu: In(cosz), e etc.

toate functiile care se obtin cu ajutorul operatiilor de adunare,
scadere, iInmultire, impartire a tuturor functiilor descrise mai sus,

de exemplu: (arcsinz)? + %

1.1.3 Exercitii

(1)

Definiti aria A unui patrat ca o functie de latura sa [. Care este
variabila independenta si care este cea dependenta? Desenati grafi-
cul si aratati cum depinde aria de latura sa, pentru valori ale laturii

cuprinse intre 0 si 3.

In anumite conditii, relatia dintre presiunea unui gaz si volumul
sau poate fi exprimata astfel pV% = 1. Exprimati fiecare variabila

in functie de cealalta.

Explicati diferenta dintre functia
y=Inz, x>0 si functia

y=lInzx, 1<x<eé

Fie f(z) = *’”(Zg”,m # 0. Calculati f(1), f(—=2), f(0), f(2z + 1).

Care este diferenta dintre functia de mai sus si expresia g(z) =
xr—17

Determinati domeniul D pentru care fiecare formula defineste o
functie de .

(@ y=vaT=T () y= =G+

(©)y=13 (d) y =a(z —1).

11



(7) Fie relatia implicitd intre functia y si argumentul sau x, 2% + y* —
22y? = 0. Obtinem 2x + QyZ—g — 22 — 437?/(% = 0. Mai mult,

2
(1.2) By _ Ty

— dxy.
I y_4xy,y7é zy

Explicati ce inseamna (1.2) din punct de vedere geometric.

(8) Considerand relatia x? + y* + 4 = 0, explicati de ce procedand ca

si in problema anterioara, rezultatul este fara sens.

(9) Presupunand ca y este o functie de =, 2% + 5= %yt aflati v/ = %.

(10) Aflati functia implicita determinata de relatia
x
V2 —y?+arccos— =0, y # 0.
Y
(11) Explicati de ce relatia
.
x? —y? +arcsin— =0, y #0,
)

nu defineste o functia implicita de x.

1.1.4 Solutii

Ex.6. (a) D =] —o00,—1JU[l,00[; (b)) D =0; (¢) D =R; (d) D =R.
Ex.10. Functia y = x,z € R.

Ex.11. Din primul termen rezulta ca |z| > |y|. Din definitia functiei
arcsin avem ca |z| < |y|. Dar functiile y = |z| sau y = —|x| nu verifca

relatia data. In concluzie, relatia de mai sus nu defineste o functie de x.
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Capitolul 2

Ecuatii diferentiale de ordinul
I

2.1 Solutiile unei ecuatii diferentiale. Solutii
explicite. Solutii implicite.

Se numeste ecuatie diferentiala ordinara, o relatie de forma

(2.1) F(z,y(x),y (x), ...y (2)) =0,

intre variabila independenta x € I §i functia y € C™(I),I C R, unde
F:D — R,D CR"2 Ecuatia (2.1) se mai scrie:

F(z,y,y, ...,y(")) = 0.

Cateva exemple:
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si, in final, ecuatia lui Bessel:

dy  dy
1'2@ + 33% + ($2 - n2)y = 0,

unde n? este o constanta.
Ordinul unei ecuatii diferentiale este egal cu ordinul celei mai mari

derivate care apare in ecuatie.

Daca F este o functie liniara in variabilele y, v/, ...,y adica:

F(z,9,9, ., y™) = ag(2)y™ +a1 (2)y ™ D4 a1 (2)y O +a, (2)y+f (2),

atunci ecuatia se numeste diferentiala liniara. Toate exemplele de mai

sus sunt de ecuatii diferentiale liniare, spre deosebire de ecuatia

vy +y = f(x),

care se observa ugor ca nu este liniara.

Definitie 2.1.1. O functie f € C™(I),I C R care verifica

Fz, f(2), f (@), f(2)) = 0,

se numegte solutie a ecuatiei diferentiale (2.1).

Exemplu 2.1.2. Sd verificim cd functia

(2.2) y=Inz+c, >0,

este solutie a ecuatiei y' = % Sd observam ca domeniul ecuatiei este

de asemenea x > 0, la fel cu cel al functiei. Derivand functia (2.2) i
tnlocuind derivata in ecuatie, este clar ca obtinem identitate pentru orice

x> 0.

Exemplu 2.1.3. Sa verificam acum ca functia
(2.3) y=tgr —ux, x#(Zn—i—l)g, n € Z,

este solutie a ecuatiei y = (v + y)%. Sd observim cd domeniul ecuatiei

este de R, pe cand cel al functiei este mai restrictiv. Deriwand functia
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(2.3) avem y = sec®?x — 1 = tg®x i inlocuwind in ecuatie
tg?r = (v +tgr — 2)?,

si asta doar pentru valorile din domeniul functieiy, x # (2n+1)7, n € Z.

Exemplu 2.1.4. O alta situatie interesantd este cea in care o functie
este definita pe un interval si este solutie a unei ecuatii diferentiale doar
pe un subinterval.

Sa consideram functia y = |x| definitd pe intreg R. Ea nu este derivabild
in x = 0. Satisface ecuatia y' = 1 pe intervalul x > 0 $i ecuatia y' = —1
pe intervalul x < 0. In schimb, pe orice interval care contine x = 0, ea

nu este solutie a nici unei ecuatii diferentiale.

In situatia in care functia y verifica o relatie de forma f(x,y) = 0,
fara a putea fi gasitda in mod explicit, este mai greu a verifica daca ea

este solutie a unei ecuatii diferentiale.

Definitie 2.1.5. Spunem cd o relatie de forma f(z,y) = 0 defineste o

solutie vmplicitda a ecuatiei
(2.4) F(z,y,4/, ., y™) =0

pe intervalul I, dacd:

(1) existd o functie g(x) definita pe I astfel incat f(x,g(x)) = 0 pentru

orice x € I g1
(2) g verifica (2.4), adicd

F(x,g(x), ¢ (), ...,g™ (x)) =0, pentru orice z € I.

Exemplu 2.1.6. Verificati dacad relatia
(2.5) flz,y) =2 +y* — 16 =0,
defineste o solutie implicitd a ecuatiei

Fla,y,y) =yy + 2 =0,

15



pe intervalul I = (—4,4).
Pe intervalul ales, relatia (2.5) defineste, de exemplu, doud functii, si

anume

g(x) = V16 — 22 g1 g(x) = —V16 — 22.

O alegem pe prima din cele doud si avem y = \/1g—f7x2' Prin urmare,

F(z,g9(z),d (z)) = V16 — 22 x =0,

—x
—+
V16 — x?

iar concluzia este ca relatia (2.5) defineste o solutie implicitd a ecuatiei

(2.5).

2.1.1 Exercitii

1. Demonstrati ca functiile din coloana dreapta sunt solutii ale ecuatiilor

din coloana stanga. Precizati i intervalul pe care acestea sunt solutii.

2 2
() 2 +y=y Y=
(d) y// — Y= 0 Yy = ae® + be %,
(e) %: 11_;52 y = rarcsinx + /1 — 22,

2. Verificati daca ecuatiile din dreapta determina o functie implicita de

x. In acest caz, verificati daca sunt solutii ale ecuatiilor diferentiale din

stanga.
(a) P —1-—QRu+ay)y =0 P —1=(x+2)%
(b) ety + ey_xj—:yc =0 e + 2 =1,
(c) ZL=-_u 2+ y*+1=0.

3. Verificati care dintre urmatoarele ecuatii sunt liniare gi care sunt

neliniare:
(a)  zy +y=e¢"
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(b) Yy +y+y=0
(c) siny+xcosy =0.

() evy +2°=0.

2.1.2 Solutii
1. (a) x #0; (b)) z €R; (¢) x #0,-2; (d) z € R; (e) z €] — 1,1].

2. (a) Fiecare din functiile y = \/(zr +2)2+ 1, y = —/(x +2)2 + 1
este o functie implicita de x, pentru orice x € R si verifica ecuatia data;

(b) Functia y = %ln(l —e¥), x # 0 definegte o functie de x si verifica

ecuatia data; (c¢) Relatia nu definegte o functie de x.

3. (a) liniara; (b) liniara; (c) neliniara; (d) neliniara.
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2.2 Solutia generala a unei ecuatii diferentiale.
Solutie particulara. Conditii initiale
Sa consideram urmatoarea ecuatie diferentiala:
Yy =e".

Integrand in raport cu z obtinem y = e® + ¢, unde ¢ este o constanta

arbitrara. Considerand acum ecuatia:

este clar ca integrand de doua ori, vom obtine y = e* + cyx + cs.
S-ar putea trage concluzia de aici ca, daca ecuatia are un anumit ordin,
solutia ei va contine un numar de constante egal cu ordinul acesteia. Si

totusi, considerand ecuatia:

se observa ugor ca ea admite doar solutia y = 0. Un alt exemplu. Fie:
(v —2y)(y" = 3y) =0,
ecuatie care are solutia:
(y — c1e®)(y — e2e™) = 0,

care contine doua constante arbitrare in loc de una, cat e gradul ei. Si
totusi, marea masa a ecuatiilor pe care le vom studia, respecta aceasta

regula.

Definitie 2.2.1. Familia de functii y = f(x,cy,co,...,cn) Se numeste o

solutie generala a ecuatieir diferentiale de ordinul n,

F(z,y,9,y", .. y™) =0,

18



dacd pentru orice alegere a constantelor ¢;,i = 1,n functia f verificd

F(x, f f' sy fM) = 0.
Exemplu 2.2.2. Demonstrati cd familia de functii

f(z,c1,c0) =22 + 3 + cre” + ce™,
este solutie generald a ecuatiei diferentiale
F(z,y,y, ") =v" — 3y +2y — 4z = 0.
Fixam c1,co € R si consideram functia
y(x) = 22 + 3 + c1e” + cpe®”.

Derwatele sale sunt:

Y =2+ cr1e” + 2c0€*" si

1
y" = c1e” + depe®”,

Substituind expresiile derivatelor v, y" si a functiei y in F, avem:
F(z,y,y,y") = cre”+4coe* —3(2+c1e"+2c0e* ) +2(20+3+c1e”+cpe® ) —dx = 0,

prin urmare, familia de functii y = f(x,c1,co) este solutia generald a

ecuatier diferentiale date.
Un alt exercitiu interesant este urmatorul:

Exemplu 2.2.3. Aflati ecuatia diferentiald a carei solutie generala este:
(2.1) y = cpsinx + cycosx + 2°.

Deoarece solutia generala are 2 parametri, stim cd ecuatia pe care o
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cautam este de ordinul 2. Derivam de doud ori si avem:

Yy = cicosx — cpsinx + 2w

y' = —cisinx — ¢y cosx + 2.

Rezolvand sistemul in raport cu ¢y §i co i inlocuind in (2.1), obtinem
ecuatia cautatd.
y' =2t —y+2.

Definitie 2.2.4. O solutie a unei ecuatii diferentiale se numeste solutie
particulard daca ea se obtine din solutia generala prin particularizarea

constantelor.

Exemplu 2.2.5. Sd consideram, de exemplu, urmdatoarea ecuatie:
=y + (y)".

Aceastd ecuatie are ca solufie generala familia

(2.2) y = xc+ .

Si totusi, aceasta ecuatie are ca solufie si urmdtoarea functie:

y:—z-

care nu se poate obtine din (2.2) prin particularizarea constantei c¢. O

astfel de solutie o numim solutie singulara.

Exemplu 2.2.6. Aflati solutia generala a ecuatiei diferentiale:

(2.3) yy' = (y+1)°

st solutia particulard care verifica y(2) = 0.

Solutie. Pentru y # —1, putem separa variabilele i avem:

/ﬁdy:/d% y# —1.
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Dupa integrare:

(2.4)

+Infy+1l=az+c¢ y# -1,
(y+1)
relatie care reprezintda solutie generala a ecuatier date. Pentru a deter-
mina solutia particulard, substituim in (2.4) v = 2 siy = 0. Se obtine

c = —1. Prin urmare, solutia particulard este:

(y+1)

Observatie 2.2.7. Functia y = —1 este o solutia singulard a ecuatiei
(2.8), solutie care nu se poate obfine din solutia (2.4) pentru o valoare

particulard a lui c.

Exemplu 2.2.8. Se stie ca un corp se misca dupd urmdtoarea requld:
(2.5) y = 8t> + c1t + e,

ecuatie care reprezintd miscarea corpului in functie de timpul t. Mai stim
st cd acest corp se afla la timpul t = 0 la o distanta r = 10m fata de
origine §i cd se miscd cu o vitezd de v = 20m/s. Ne propunem acum sd
aflam legea(solutia particulard) dupd care se miscd acest corp.

Solutie. Tinand cont de (2.5), deducem ca viteza corpului are legea:
v = 16t + ¢;.

O conditie initiald este v(0) = 20 iar de aici rezultd ¢, = 20. Cealaltd
conditie este y(0) = 10 i din ea rezultd co = 10. In concluzie, solutia

particulard a problemei este

y = 8t* + 20t + 10.
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2.2.1 Exercitii

1. Demonstrati ca functiile din stanga sunt solutii ale ecuatiilor din

dreapta:
(a) y:clx—l—cge_z—i—% y —y — 22 —2x=0.
(b)  y=cre ¥ +cye™® + 2¢” Y + 3y + 2y —12¢* = 0.
() y= e“”(clx—l—chz—l—cga:g%—%) y" —3y" +3y —y—e® = 0.

2. Determinati ecuatia diferentiala a carei solutie este datd mai jos:

(a) y=cr+c? (b) y = cre®”.

(c) a?—cy+c*=0 (d) y==<+a°

(e)  y=cycos3x + casindx (f) Iny = ;2% + co.
(g) y=uztg(z+c) (h) y =a(l —cosx).

3. Aflati ecuatia diferentiala a carei solutie este:
(a) O familie de cercuri cu raza fixata care au centrele pe axa Oz.
(b) O familie de drepte tangente parabolei y = 2z.
(¢) O familie de parabole care au focarul in origine si varful pe axa Oz.
(d) O familie de cercuri cu raza variabila, din planul zOy.
(e) O familie de solutii cu 1 parametru a ecuatiei diferentiale y' = y,
care verifica conditia initiala y(3) = 1.
2.2.2  Solutii

2. (a)y==zy+ ) 0) gy =) (c) 2°(y)* — 2zyy + 42> = 0; (d)
yr=4*—y; (e)y +9y=0; (f) xyy —yy —z(y)* = 0;
(9) vy =2* +y* +y; (h) (1 — cosx)y’ = ysinz.



Capitolul 3

Tipuri speciale de ecuatii

diferentiale de ordinul I

Primele ecuatii diferentiale de ordinul I au fost rezolvate in secolul al

XV II-lea, odata cu aparitia calculului integral:

unde f : X € R — R, este o functie continua. Solutia acestei ecuatii

este data de:

?J:yo*‘/xf(x)d%

unde yo = f(x), xo € I.

3.1 Ecuatii cu variabile separabile

Definitie 3.1.1. Se numeste ecuatie diferentiala cu variabile sepa-

rabile, o ecuatie de forma:

f(z)dx + g(y)dy = 0,

unde f: I — R sig:J— R sunt functit continue.

Atunci solutia generala a acestei ecuatii este:

/f(rc)dflr + /g(y)dy =c,
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unde ¢ € R este o constanta arbitrara.
Exemplu 3.1.2. Aflati solutia generald a ecuatiei:
3z2dx — 9yPdy = 0.
Solutie. Fcuatia fiind cu variabilele separate, putem integra i avem:
23— 3 =c.

Exemplu 3.1.3. Aflati solutia generald a ecuatiei:
xy/1 —yde — V1 —22dy = 0.

Verificati daca ecuatia are si solutii singulare.
Solutie. Sd remarcam faptul cd ecuatia este definitd pentru y < 1 i
—1 <x <1. Pentru x # £1 si y # 1, obfinem:

a:'d:c_dy_
Viee iy

Integrand rezulta:

0, —1l<z<l, y<lI.

(3.1) Vi—22-2\/1—y=¢, —1<z<l1, y<l,

care reprezinta solutia generala a ecuatier date.
Remarcam faptul ca functia y = 1,—1 < x < 1, verifica ecuatia datd si

nu poate fi obtinutd din (3.1), prin urmare, ea este solutia singulard.

Exemplu 3.1.4. Aflati solutia particulard a ecuatiei:
ry*dr + (1 — x)dy = 0,

pentru care y(2) = 1.
Solutie. Pentru x # 1 si y # 0, obtinem:

d
T Py =0, A1, y A0 e

11—z

24



1
(E—l)d:ﬁ—i—y’Qdy:O, v#1, y#0,

de unde:
1

(3.2) In|l—z|+z+—-—=c¢ x#1, y#0.
Y

care reprezinta solutia generala a ecuatier date.
Inlocuind x = 2 siy=11n (3.2), rezultd c = 3, adicd solutia particulard
este:

1n|1—x|+x+§:3, x#1, y#0.

3.1.1 Exercitii

1. Determinati solutia generala a fiecarei ecuatii date mai jos. Precizati

domeniul lui x pentru care acestea sunt solutii.
(a) (y*+ 1)dx + (2® + 1)dy = 0.
(b) (x — 1) cosydy = 2xsinydz.

(¢) e (22 + 2z + 1)dx + (xy + y)dy = 0.

(f) o = 2 + sinx.
(g) e tgydr + cosydy = 0.
2. Determinati solutia particulara a urmatoarelor probleme.
(a) (1 —x)dy =x(y+ 1)dz, y(0)=0.
(b) ydy + xdx = 3zy?dr, y(2)=1.
(c) dy = e*¥dz, y(0) =0.
(d) zy’ —2y/ylnz =0, yle)=1.

(e) gl_z = siinJ:’ y(%) =1
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() ' =3(ye*)’, y(0)=1.

(g) (I+ax)evy =1, y(0) =yo.

3.1.2 Solutii

1. (a) arctany = arctanx + ¢, ¢ constanta arbitrara;

siny = (v — 1)2 Zte g £ 1,y # nw. Solutia singulard este y = nr.

)
(¢)a®+2x=e ¥ +c,x# —1; (d) y = cosz +¢;
) ycosx = c,y # 0,2 # § + nw. Solutia singulara este y = 0.
)y:‘ﬂg—g—cosquc.

(g9) e + In(cscy — ctgy) + cosy = ¢,y # nm. Solutia singulard este

n

2. (a) arctany = arctan z + ¢, ¢ constanta arbitrara;

(b) siny = (x — 1)%e®*¢ x # 1,y # nw. Solutia particulara este y = nr.

() > +2zx=e ¥ +c,x# —1; (d) y = cosz +¢;
)
)

(e) ycosw = ¢,y # 0, # § + nm. Solutia particulara este y = 0.

(f y —3 —cosx + c.

(g9) e* + In(cscy — ctgy) + cosy = ¢,y # nw. Solutia particulara este
y=nm
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3.2 Ecuatii omogene

Definitie 3.2.1. O functie f : D C R? — R se numeste omogena de

ordin n daca:
[z, ty) =" f(z,y),
unde t > 0, iar n este o constantd.

Definitie 3.2.2. Dacd functiile P,Q : D C R? — R sunt fiecare omogene

de ordin n, atunci ecuatia:
(3.1) P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0,

se numeste ecuatie diferentiala de ordinul I cu coeficienti omogeni.

Teorema 3.2.3. Dacd in ecuatia (3.1), unde functiile P,Q : D C R? —
R sunt fiecare omogene de ordin n, facem substitutiile y = ux,dy =

udx + xdu, aceasta se transformd intr-una cu variabile separabile.

Observatie 3.2.4. Dacd functiile P,QQ : D C R?> — R sunt fiecare
omogene de ordin n, substitutiile x = uy, dr = udy + ydu, transformd de

asemenea ecuatia (3.1) intr-una cu variabile separabile.

Exemplu 3.2.5. Determinati solutia generala a ecuatiei:

(Va2 —y*+y)de — xdy = 0.

Precizati si solutiile singulare.

Solutie. Conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca x,y pentru a
satisface ecuatia data sunt [%| < 1, z # 0. Folosind substitutiile y =

ux,dy = udx + xdu, ecuatia devine:

(Va? — u?x? + ux)dr — z(udx + xdu) =0, |u=

|1<1, 2 #0 <~

SHES

|z|(V1 — u? + uz)dr — x(udz + zdu) = 0, |u = Q| <1, x#0.
x
impéri;ind cu x, devine:

(V1 —uw? +u)dr — (udr + xdu) =0, lu==|<1, 2 # 0

SHESS
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+V1—u?—zdu =0, |u:g| <1, x#0.
x
Daca u # +1, putem separa variabilele astfel:

d d
oy =Y <1, x40
T 1 —u? T

Dupa integrare,
Inz = arcsinu + ¢, |u] <1, z >0,

—In(—z) = arcsinu+¢, |u| <1, 2 <0.

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei este:

Inz = arcsin 2 +c, |g| <1, >0,
x x

—In(—z) = arcsin 2 + ¢, ]g\ <1, z<0.
x T

Verificand in ecuatie, se observa usor ca functiile y = 4z sunt solutii

singulare ale ecuatiei date.

Observatie 3.2.6. Dacd scriem ecuatia (3.1) sub forma

dy _ P(z,y)
dr  Q(z,y)

= F(z,y),

atunci faptul ca functiile P, Q) sunt fiecare omogene de ordin n este echiva-
lent cu a spune ca F este omogend de ordin 0. Asadar, ecuatia omogend

poate fi scrisd, echivalent, astfel:

dy Yy
L oF
dx <x)

3.2.1 Exercitii

1. Determinati solutia generala a fiecarei ecuatii date mai jos. Precizati
domeniul lui z pentru care acestea sunt solutii gi puneti in evidenta si

solutiile singulare.
(a) y?dx + (x1/y? — y* — ay)dy = 0.
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(b) 2zydz + (2? + y*)dy = 0.

(c) LcosZdr — (YsinZ + cos )dy = 0.
(d) (ze= — ysin $)dx + xsin Zdy = 0.
(e) zy =z +y+ zes.

(f) 2zyy’ + 2% —y* = 0.

(8) 2zyy’ = 2* + 3y*.

2. Determinati solutia particulara care satisface conditia initiala data,

pentru fiecare probleméa de mai jos.
(a) ¥ =% +4csc? =0, y(1)=0.
(b) (zy —y*)dr — 2dy =0, y(1) = 1.
(o) ¥ =255 y(1) = 1.

(d) (zer + y)dx = zdy, y(1) = 0.

(e) ¥ =122, y(1) = 1.
172 2

(&) ¥ =197 y(1) = 1.

3.2.2  Solutii

1. (a) c(y + /y? — 22) = zy,y* > 22, ¢ constantd arbitrar;
(b) y = ce‘2m,y >0,z <y, y= CGQM,y < 0,z >y, ¢ con-
stanta arbitrara;
(c) ysin ¥ = ¢, c constanta arbitrara;
(d) Ina? — e ¥/*(sin £ + cos ) = ¢, ¢ constanta arbitrar;
(e) y = 2z arctan cx, ¢ constanta arbitrara;
(f) 2>+ y* — cx = 0, ¢ constanta arbitrard; (g) y* = cx — 1, ¢ constanta
arbitrara nenula.
2. (a) Inz —cos L +1=0; (b) z = eV () y(z) = jiﬁl;
(d)Inz +e¥/*=1; (e) y = m;
(f) =2 +a;(9) VI -In% =z
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3.3 Ecuatii reductibile la omogene

Vom studia ecuatiile de forma:

a1x + by + ¢y
asx + boy + ¢’

y(z) = f(

si care pot fi reduse la cele omogene.
Cazul [ Sistemul:
a1 r + bly +c = O,
asx 4+ boy +co =0
este compatibil determinat.

Metoda I. Daca sistemul este compatibil determinat, determinam solutia

acestuia (zo,yo) si facem translatia:

T =u-+ Xo,

y:U+y07

tinand cont de asemenea ca dr = du si dy = dv. Ecuatia se transforma
intr-una omogena:
au + byv

ast + byv’

care se rezolva facand substitutia p = 2.

Exemplu 3.3.1. Rezolvati ecuatia:

2 —x+5

I
V=1

).
Solutie Rezolvam sistemul care este compatibil nedeterminat:

20 —x+5=0,
20 —y+4=0,

cu solutia (—1,2). Translatia este:



Ecuatia omogena care se obtine este v = %Jj” Dam factor comun

fortat la numitor si numarator pe u. Se obtine:

Y

3.1 V= —,

(31) o

Notam p = &, p = p(u) de unde v = pu si v' = p'u + p. Inlocuind in

ecuatia (3.1) avem:

—1+2p

Putp=——= p#2
—p

Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile:

2—p
pP—1

1
dp = —du, p # 2,p # *1.
u

Dupa integrare avem:

-1, 1
ln|p—|——ln|p2—1| =In|u|+Inlc|, p#2,p# +t1,u # 0 <~
p+1 2
p—1
In | | =Injuc|, p#2,p# +l,u#0 <
Vp?—1p+1)
-1
P =duc, p#2,p# £l,u#0 <=
VP2 —=1p+1)
— 1)z
u:iuc, p#2,pF tlu#0<—=
(p+1)2
p—1 2
— =u’c, 2, +1,u # 0.
TSI P#2p# 7
Revenind la notatiile initiale p = %, u = x+1, obtinem solutia generala
a ecuatiei date:
¥=2 _q
L = x#—l, y—r—3#0, ytatl #£0, y—20-4#0 =
(y__|_1>3
z+1
y—cr—3
——=c,r#F -1, y—x—3#0, y+x£1#0, y—2x—4#0.
(y+z—1)3

Solutiile y —x—3 =0, y+x+1 =08 y—2x —4 = 0 reprezinta solutiile
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singulare ale ecuatiei date.
Metoda 11 Notam:

u=a1x + by + ¢y,
vV = aox + boy + Co.

Rezulta:
du = adx + bidy,

dv = asdx + bady.

Determinam dx si dy in functie de du si dv. Substituim wu, v, du,dv in

ecuatia data si obtinem una omogena.

Exemplu 3.3.2. Rezolvafi ecuatia:
2z —y+1)dx + (x + y)dy = 0.

Solutie Notam:

u=2r—y+1,
V= +Y.
Rezulta:
du = 2dx — dy,
dv = dz + dy.
si
-2
dx:du—l—dv’ dy:—du dv‘
3 3

Inlocuim u, v, du, dv in ecuatia data si obtinem:

du + dv du — 2dv
U — =0

3 3

(3.2) (u—v)du + (u+ 2v)du =0,

care este o ecuatie omogend. Notam t = ». Avem u = tv, de unde
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du = tdv + vdt. Substituind in (3.2):

dv_l

(tv — v)(tdv 4 vdt) + (tv + 2v)dv = 0 <= Pl 2dt v # 0.

Solutia ultimei ecuatii este:

1 t
In|v| + = ln(t2 +2) — arctan —= =c¢, v # 0

V2 V2

echivalent cu

t
In[v?(t? + 2)] — V2 arctan 7 =c, v#0.

Revenind la notatiile initiale:

U 2x — 1
v r+vy

avennl:

—y+1

(22 =+ 1) 20+ V2 aretan LS

=c, v+y#0.

Cazul 1] Sistemul:

a1$+b1y+6120,
agfﬂ—l-bgy—i-CQ:O

este compatibil nedeterminat sau incompatibil. In acest caz, aplicam

metoda a I7-a descrisd mai sus.

Exemplu 3.3.3. Rezolvati ecuatia:
(x +y—1)dr + (22 + 2y — 3)dy = 0.

Solutie Notam:

u=x+y—1.

Rezulta:
du = dx + dy,
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si obtinem:
(3.3) dr =du—dysi 20+ 2y —3=2u—1.
Inlocuind (3.3) in ecuatia data, obtinem o ecuatie cu variabile separabile:

u(du — dy) + (2u — 1)dy = 0 <=

u

du = dy, u # 1.

—Uu

Solutia generala este:
—u—Inju—1=y+c, us#l.
iar in notatiile initiale :
(3.4) r+y—l+hnjz+y—2/+y=c v+y#2.

Solutia z +y — 1 = 0 este, de asemenea o solutie a ecuatiei date care nu

se poate obtine din (3.4), prin urmare este o solutie singulara.

Exemplu 3.3.4. Rezolvati ecuatia:
(x 4+ y+ 1)dx + (22 + 2y + 2)dy = 0.

Solutie impér‘gind ecuatia la z4+y+1 # 0, avem o ecuatie cu variabile

separabile:
dr+2dy =0, x+y+1#0<«<=dor=—-2dy, t+y+1#0.
Solutia generala este:
r+2y=c, x+y+1#0.

Solutia singulara este  +y + 1 = 0.
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3.3.1 Exercitii

1. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:

(a) ¥ = ="

(b) (4x + 6y +4) — 3(6x + 9y — 2)y’ = 0.
(¢) Bz +2y+ 1)dx — (3x 4+ 2y — 1)dy = 0.
(d) (z+2y)dx + (y —1)dy = 0.
(e) (x+y—1)de —(xr—y—1)dy =0.
(f) (z —2y+5)dx + (22 —y+4)dy = 0.
(g) (z+y)dz+ (2z+ 2y — 1)dy = 0.
2. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:
(a) (y+ 7)dx + (2z +y+3)dy = 0, y(1) = 0.
(b) (x +y+2)dx — (x —y —4)dy =0, y(1) = 0.

(¢) Bx+2y+3)dr — (x+2y—1)dy =0, y(—2) = 1.

3.3.2 Solutii

1. (a) 3(y+ ) —In(z +y — 1) = 2 + ¢, ¢ constantd arbitrara;
b) 3(2z + 3y) — In(2x + 3y)? — 8z = ¢, ¢ constanta arbitrara;

)
¢) In(15z 4+ 10y — 1) + 2(z — y) = ¢, ¢ constantd arbitrari;

r+2
d z+y+1

(
(
(
() (x —1)2 4 y? = ce2actany/(@=1) ¢ constantd arbitrara;
(
(

+In(z +y+ 1) = ¢, c constanta arbitrara,;

)
f) clx+y—1) =y —x— 3, c constantd arbitrar;
g)rx+2y+In(x+y—1)=c
2. (a) (y+7)2Bx+y+1) =128;
(b) In[(z — 1)? + (y + 3)?] + 2 arctan % = 21In 3;

(c) 2z +2y+1)(3z — 2y +9)* = —1.
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3.4 Ecuatii cu diferentiala totala exacta

Definitie 3.4.1. Fie D C R? — R un domeniu si P,Q : D — R.

Ecuatia diferentiala:

(3.1) P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0,

se numeste ecuatie cu diferentiala totala exacta daca existd o functie
U:D — R, unde D este un domeniu, astfel incat:

_oU(z,y)

= P(l’,y) §? a—y - Q(‘Tay)

oU(x,y)
oz

Solutia generald a ecuatiei (3.1) este:
U(z,y) =¢, c€R.

Teorema 3.4.2. O conditie necesard si suficientd ca ecuatia (3.1) sd fie

cu diferentiald totald exacta este:

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy Oz

unde OP(x,y)/0y, 0Q(x,y)/0x : D — R exista si sunt continue pe dome-
niul D.

In aceste conditii:

(3.2) Ule,y) = / " Ple.y)de + / " Qo y)dy,

zo
unde (zo,v0) € D.

Observatie 3.4.3. De asemenea, functia U poate fi determinatd de:

R / Oy@(x,y)dy.

o

Exemplu 3.4.4. Ardtati cd ecuatia urmatoare este cu diferentiald totald
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exactd si determinali solulia generala:
(v — 22y + e¥)dx + (y — 2 + xe?) = 0.

Solutie Sd observim ci P,Q : R*> — R si P(x,y) = v — 2xy + €Y,

Q(x,y) =y — 2% + ze¥. De asemenea:

OP(x,y) _ 0Q(x,y)

= -2 Y.
oy o7 Tr+e

Prin urmare, ecuatia este cu diferentiala totala exacta si:

T )
U(x,y):/o (m—2xy+ey)da:—|-/0 Q0,y)dy =

72 2
Uz,y) = = — 2%y + ze? + Ly
2 2
Solutia generala este:
2 2
%—ny—i—xey—i—% =c, ceR

Exemplu 3.4.5. Rezolvati ecuatia:
cosydr — (rsiny — y*)dy = 0.

Solutie Sa verificam dacd este cu diferentiala totald exactd.

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy Oz

= —siny.

Fara a folosi formula (3.2), sa determinam solutia generala. Are loc:

% = P(x,y) = cosy.
Integrand in raport cu x, avem:
(3.3) Ulx,y) = /cos ydx = x cosy + C(y).
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De asemenea:

U (z,y)

- 77 = — — 1 2
(3.4) o Qz,y) = —zsiny +y~.

Din (3.3), obtinem:

(3.5) %xy,y) = —zsiny + C'(y).

Din (3.4) si (3.1) rezulta:

C'ly) =y = Cly) = %3

. 3. . o ..
Prin urmare, U(x,y) = x cosy + %, iar solutia generald a ecuatiei este:

%
xcosy%—g =c ceR.
Exemplu 3.4.6. Determinati solutia generala a ecuatiei:

sinydzr 4 x cosydy = 0.

Solutie Se poate observa destul de usor ca membrul stang al ecuatier este

diferentiala unei functii, st anume:
d(xzsiny) = 0.
Solutia generala a ecuatiei este:
rsiny =c, c € R.

Exemplu 3.4.7. Determinati solutia generala a ecuatiei:

rdr +ydy

La fel ca si in exercitiul precedent, membrul stang al ecuatiei este diferentiala

0.
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unei functit, $i anume:

d(v/z2+y?) =0.

Solutia generald a ecuatiei este:
Vz2+y?=c, ceR.

3.4.1 Factor integrant

Definitie 3.4.1. Sd presupunem cd avem o ecuatie care nu este cu

diferentiald totald exactd:
P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0.
Daca functia pn: D — R este in asa fel incat ecuatia:
u(x, y) Pz, y)dr + p(r, y)Q(z, y)dy = 0

este cu diferentiald totald exactad:

OuP(r,y) _ IpQ(z,y)
y or '’

(3.1)

numim functia p, factor integrant.

Observatie 3.4.2. Teoretic, orice ecuatie diferentiald admite un factor
integrant. Din pdcate, nu existd metode generale pentru determinarea
unut factor integrant pentru orice ecuafie. In continuare, vom trata

cateva cazuri particulare tn care un factor integrant poate fi gasit.

Cazul I j1 = p(x)
Daca p = p(x), din relatia (3.1) obtinem:
OP(z,y) 0Q(x, y)

u(fv)a—y = M(I)T +Q(z,y)
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De aici, avem:

(3.2) (z) Qwyy

Daca expresia din dreapta este functie de x:

C%P(l’,y) - a%g (1',3/)
Q(z,y) ’

F(z) =

integrand relatia (3.2) avem:

M(m) _ efF(:v)dac7

care este un factor integrant al ecuatiei date.

Exemplu 3.4.3. Determinati un factor integrant pentru ecuatia urmdtoare

si determinati familia de solutii:
(3.3) (2* +y* + 2)dx + zydy = 0.

Solutie Sa observam ca:

2Q(z,y)

OP(z, .
MZQWO_IW

De asemenea, avem ca expresia:

Py - 50y 1
Fiz) = Q(z,y) S

prin urmare exista un factor integrant functie de u = u(x) astfel incat:

dp(z) 1 .

plx) @

Obtinem p(z) = z. Inmultind ecuatia (3.3) cu

(2% + 2y + 2% dx + 2*ydy = 0,
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ea devine o diferentiala totala exacta cu familia de solutii:

4 %2 3

%+§y2+%:c, c€R < 30" +62%y* +41° = ¢, c€ R

Cazul IT p = p(y)
Daca p = u(y), din relatia (3.1) obtinem:

u(y)—aQéi’ v _ u(y)—apéz’ 94 pla, y)dl;—;y)
Rezulta:

wy) P(z,y)

Daca expresia din dreapta este functie de y:

%P(l‘,y) - % (l’,y)
P(z,y) ’

Fy) = -

atunci integrand relatia (3.4) avem:

ply) = el FO,

care este un factor integrant al ecuatiei date.

Exemplu 3.4.4. Determinati un factor integrant pentru ecuatia urmdtoare

si determinati familia de solutii:

(3.5) zydr + (1 + 2%)dy = 0.

Solutie Sa observam ca ecuatia nu este cu diferentiald totald eracta:
OP(z,y) - 0Q(x,y)

= ———= = 2.
x §i B x

Ezpresia:
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Un factor integrant este:

Inmultind ecuatia (3.5) cu y:
wyidr + (14 23)ydy = 0,
ea devine cu diferentiald totalda exactd iar solutia generala este:
P +y? =c, ceR.

Cazul IIT p = p(xy)
Daca p = pu(xy), din relatia (3.1) obtinem:
(3.6)

u(xw%"’;y) | P, y>%§” — iy

)862((()? Y) + O y) 3#@(?)'

Sa notam in continuare u = xy. Tinand cont de faptul ca:

O Op Ou  du
(37) dr  ou or ’du
si
Ou _on ou_ dy
oy Ou Oy “du
din relatia (3.11) rezulta:

dp(u) %P(m,y) — 5:Q@,y)
(3:8) ww) — yQ(e.y) —aPley)

Daca expresia din dreapta este functie de u:

(%P([g’y) - {;% (I,y)
yQ(z,y) —aP(z,y) ’

F(u) =
integrand relatia (3.8) avem:

,LL(U) _ efF(u)du’
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care este un factor integrant al ecuatiei date, unde u = xy.

Exemplu 3.4.5. Determinati solutia generala a ecuatiei:
(v* + 2y + y)dx + (2* + 2%y + 2)dy = 0.

Solutie Sa observam ca:

OP(z,y) 2Q(z,y)

= 32° 4+ 2y + 1.
Ox

=3y + 22y +1 si

De asemenea,

adica:

Inmultind ecuatia datd cu 1/(zy)3, obtinem o ecuatie cu diferentiald to-

tald exacta:

Functia U a carei diferentiald este expresia de mai sus este:

! 1 1 v1 1 1
U = [ (5+—+-—)dt )t
(ZE,y) [ (tg + t2y + tgyz) +/1 (tg + 2 + tg) )

adica:

1 1 1
x2y2 y—+ﬁ—5:C,C€R.
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Cazul IV = p(z/y)

Daca p = pu(x/y), si notam cu u = z/y. Din relatia (3.1) obtinem:

OP(z,y) Op(u) 0Q(z,y)
3.9) )=+ Py P = ) = 1 Qla)
Avem acum:
op _du 1
oxr du vy
si
ou _dn

oy  du (_E)

iar impreuna cu relatia (3.11) rezulta:

d,u(u) . yQ[%P<I,y) - % <I7y)]
(3.10) Ww) Qo) TePwy)

Daca expresia din dreapta este functie de u:

yQ[%P(x’y) - 3%[; (xay)]

yQ(z,y) + zP(x,y)

F(u) =

Y

integrand relatia (3.12) avem:

'u(u) _ efF(u)du’

care este un factor integrant al ecuatiei date, unde u = z/y.

Exemplu 3.4.6. Determinati solufia generala a ecuatiei:

3ydr — xzdy = 0.
Solutie Sa observam ca:
P
OP(.y) _ 5 09y _
oy ox
De asemenea,
2y 2
Fluy="2 2% _=2
Ty r u
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Un factor integrant este:

N

2 qu X
M(u):efud ZUQ:E’

fnmulﬁnd ecuatia data cu Z—z, obtinem o ecuatie cu diferentiald totald

exacta:
2 23

3$—dx — —dy =0.
) Y

Functia U a carer diferentiald este expresia de mai sus este:

ZE3

x t2
Uz,y) = / 3—dt = —.
o Y Yy

Solutia generala este:
3

x—:c, ceR.
Y

Cazul V = p(y/x)
Daca p = u(y/x), sa notam cu u = y/x. Din relatia (3.1) obtinem:

L o SO L G2 Lo TP L )

(8:11) pufw) dy du x Ox du * x?

Mai departe:

dp(u)  2*[5Q(w,y) — 5, P(x,y)]
(3:12) W)~ yQey) tePmy) "

Daca expresia din dreapta este functie de u:

$2[%Q(Jf,y) - (%P(I,y)]

Flu) == GGy + 2Py

integrand relatia (3.12) avem:

IU(U) _ efF(u)du’

care este un factor integrant al ecuatiei date, unde u = y/x.

Exemplu 3.4.7. Verificati dacd urmatoarea ecuatie este cu factor inte-
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grant si determinati solufia generala:

ydx — 3zdy = 0.
Solutie Avem:
P
OP(x,y) _y 9@y _ 4
oy ox
Expresia:
Flu) PHQw ) — Pyl 20 2
yQ(z,y) + zP(z,y) y u

este functie de u. Un factor integrant este:

2

u)du xz
ILL(u) = efF( ) = U'2 = Ea

ar ecuatia:
3

2
x—da: — 3x—2dy = 0.
Y Y

are familia de solutii:
3

x
—=c ceR
3y

3.4.2 Exercitii

1. Sd se rezolve urmdtoarele ecuatii diferentiale $i, dacad e cazul, determinati

factorul integrant corespunzator:
(a) (y* + 122%y)dz + (2xy + 423)dy = 0.

(b) (z*y* —y)dx + (2%y* — z)dy = 0.

/ __ _ xsinytysiny
(C) y = T cosy—ysiny

(d) (e*siny + e V)dr — (ze ¥ — e” cosy)dy = 0.
(e) (2 + ycosz)dx + (y* + sinz)dy = 0.
(f) 2 da + 255 dy = 0.

(9) 3(x +y)?dx + x(3y + 2x)dy = 0.
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— a2
) f =~

(i) €*(z + 1)dx + (ye¥ — xe®)dy = 0.

3.4.3 Solutii

1. (a) 423y + xy* = ¢, c constanta arbitrara,;

(b) 2ty + xy* — cry = —3, ¢ constanti arbitrara; factorul integrant este

1 .
x2y2’

(¢) €*[(z — 1) siny +y cos y] = ¢, ¢ constanta arbitrara; factorul integrant
este e”;
(d) e*siny + ze~¥ = ¢, ¢ constanta arbitrara,

(€) 42 + 3y* + 12y sinz = ¢, ¢ constanta arbitrara;
) % + %fc +41Iny = ¢, c constanta arbitrara;

(g) 62%y* + 823y + 3z = ¢, ¢ constanta arbitrara; factorul integrant este

y2 1 v . v . 1
h) % — xy — - = ¢, c constanta arbitrara; factorul integrant este —;
X X

(
(i) 2ze™¥ + y* = ¢, ¢ constanta arbitrard; factorul integrant este e™¥.
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3.5 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1

Ecuatiile diferentiale liniare de ordinul I au multe aplicatii teoretice si
practice. Forma generala a ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul I

este:
ar(2)y’ + ao(x)y = f(2),

unde functiile a; si ap sunt continue pe intervalul 0 < x < b, a1(0) # 0.
Prin urmare, exista > 0 astfel incat a;(0) # 0 pentru orice 0 < z < .

impér‘gind relatia la a;, avem:

Y +plx)y =r(x), plz) = r(z) = 7

p,r functii continue pe intervalul 0 < x < .

Daca notam Ly = % + p(x)y, sa observam ca acest operator este liniar:

d
L(ciyh + cayo) = —(c1y1 + c2y2) + plcryr + caya) =
dz

d d
= 61(% + py1) + 02(% + pya) =

= c1Ly; + caLys,

unde ¢, ¢o sunt constante arbitrare. Ecuatia y' + p(z)y = r(z),r(z) # 0,
se numeste neomogend, iar y'+p(z)y = 0 se numeste ecuatia omogend
atagata.

Sa demonstram ca daca y; este o solutie a ecuatiei omogene iar y, este
orice solutie a ecuatiei neomogene, familia y = cy; + y» este solutia

generala a ecuatiei neomogene.
L(cwyr + y2) = (e1Lyr + Lyo) = r(x),

deoarece Ly; = 0 si Ly, = 17.

Teorema 3.5.1. Fie p,r functii reale continue pe intervalul 0 < x < (.

Atunci problema initiala:
(3.1) v + p(x)y = r(x), y(0) =y,
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are solutie unica pe 0 < x < 3, data de

(3:2) ) = K0 gy g [ p(pyeli o,
0

Demonstratie Sa consideram ecuatia omogena:

Y +plz)y =0,

Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile, adica:

Integrand pe intervalul 0 < z < /3, obtinem:

mm—mMW——A%@w

Sau
| L= e o ptat
Yo

Fie
yl = e_ f()zp(t)dt‘

Se observa usor ca y; este o solutie a ecuatiei omogene, continua si
diferentiabila astfel incat y; (0) = 1. Prin urmare, am demonstrat existenta
solutiei ecuatiei omogene.

Acum sa demonstram existenta solutiei ys a ecuatiei neomogene. Fie:
P(l‘) — efoz p(t)dt

Multiplicand relatia
Yo + p(x)y2 = r(z)

cu factorul integrant P, avem

d
Py, + Ppys = rP < %(Pyg) =7rP.
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Integrand,

Py = /O ()Pt jar s = P(lx) /0 ()P,

care este o solutie a ecuatiei neomogene. Deoarece y;(0) = 1 si y2(0) = 0,

functia y = yoy1 + y2 este solutie a ecuatiei considerate. Adica:

y(x) :efdrp(t)dt(yo_i_/ T(Zf)efdmp(t)dt).
0

Pentru a demonstra ca y este solutie unica a problemei initiale, sa folosim
metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista doua solutii, notate u
si v. Adica v’ + p(z)u = r(z), u(0) = yo si v + p(x)v = r(x), v(0) = yo.

Fie w = u — v, care este solutie a ecuatiei omogene.
w' + p(z)w =0, w(0) = 0.

Din definitia functiei P, deducem ca P(x) > 0, V0 < x < . De
asemenea,

d
Puw' + Ppw = 0, < a(wP) =0,

ceea ce implica faptul cd wP = C. Din w(0)P(0) = 0 rezulta ca wP = 0,
adicAw=u—v=0,(Px) >0V0<z<p).

Teorema este demonstrata.

Observatie 3.5.2. Solufia generald a ecuatiei diferentiale liniare de or-
dinul I (3.1) este data de (3.2) si fiecare solutie particulard este obfinuta

din aceasta.

Exemplu 3.5.3. Rezolvati problema cu conditia inifiala:

1
y/—i—l—y:l—x, y(0)=1, 0<z < 1.
— X

Solutie.
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inmul’gind ecuatia data cu P, obtinem:

Rezulta:

%:x+c<:>y:x(1—x)+c(1—a:),
-z

unde c este o constanta arbitrard. Din conditia initiala rezulta ca ¢ =1,

adica solutia problemei date este:
y=1-—2%

Exemplu 3.5.4. Determinati o solutie a ecuatiei xy' + ay = 0, o con-

stanta reald, continud pe domeniul x > 0 si care verifica conditia initiald
y(0) = yo.

Solutie. Ecuatia se transforma in ¢’ + 2y = 0, unde P(z) = 2,

care pe domeniul x > 0 nu este continud (nu este continua in 0). Prin
urmare, Teorema 3.5.1 nu se poate aplica. Si totusi, inmultind cu factorul

integrant z¢, avem:

d
Y1+ ax® ty =0 <= —(yz*) = 0.
dx

@ unde c este o constanta arbitrara.

Rezulta y = cx~
Daca « = 0, atunci unica solutie a problemei date este y = 3. Daca
a < 0, solutiile tind la 0 daca * — 0. E nevoie ca yo = 0, dar si
in aceasta situatie nu avem solutie unica deoarece c¢ este o constanta
arbitrara. Ultima situatie, &« > 0, ne conduce la concluzia ca nu avem
solutii continue in x = 0 decat daca ¢ = 0, adica solutia problemei in

acest caz este y = 0.

Exemplu 3.5.5. Aflati solutia generald a ecuatiei

(3.3) y — 2zy = .
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Solutie. Un factor integrant pentru ecuatia de mai sus este

P(x) = el 724 — ¢=*,

fnmulﬁnd ecuatia datd cu acesta, avem:
—.732 / —11?2 —3}'2
ey —2re T y=1<=d(e"y) =1,
war dupa integrare,
— 2 2
eVy=r+c<=y=¢€"(x+0c),

reprezintd solulia generald a ecuatiei (3.1).

3.5.1 Exercitii

1. Aflati solutia generald a ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul I:
(a) zy' +y = 2>
(b) ¥ +ycosx = e**.
(c) tgay —y=tg?m.

2

(d) zy —y = 2”sinz.

(e) g—g - %431 =1.

(f) o +ytgx = 2cos? .

(8) ' + 22y = 2°.

(h) v + 2y = 3e~*".

(i) '+ 2zy = e ¥". Indicatie: fie = z(y).

(G) ¥ =ytgz + cosz.
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3.5.2 Solutii

1. (a) 4zy = 2* + ¢, ¢ o constanta arbitrara;
— efsinx(c_{_erersinzdl,).

inz[ln(secx + tgx)| + csinz; (d) y = x(c — cosx);

= 1a? = 1) +ce™; (h) y = 3ve™? + ce™; (i) v = eV (y + ¢);

Yy

y=s

y = (arctanz + ¢)(z? + 1); (f) y = sin 2z + ccos x;
Yy

Yy
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3.6 Ecuatii Bernoulli

O alta categorie de ecuatii diferentiale de ordinul I sunt ecuatiile Bernoulli,
dupa numele matematicianului elvetian Daniel Bernoulli 1700-1782.

Forma lor generala este:

(3.1) v +ple)y =r(x)y®, a#0,1,
unde p, r functiile sunt continue pe intervalul 0 < x < f3.

Observatie 3.6.1. Observam ca daca o = 1, atunci ecuatia este diferentiald
liniard de ordinul I. Daca oo = 0, ecuatia se transforma intr-una cu vari-

abile separabile.

Inmultind ecuatia (3.1) cu termenul (1 — a)y~®, avem:
(1—a)yy + (1 =)y "plr) = (1 - a)r(z) <

dy'™) + (1 — )y *p(z) = (1 — a)r().

Notand y'~® = u, ecuatia de mai sus se transforma Intr-una liniara:
'+ (1= a)up(z) = (1 — a)r(z).

Exemplu 3.6.2. Rezolvali ecuatia:

x
(3.2) Yy =
Y
Solutie. Ecuatia este de tip Bernoulli cu o = —3. Notam y* = u si

rezultd 4>y = u'. Inmulfind ecuatia (3.2) cu 4y®, obtinem:
4y’ + dayt = v = + dou = 4x.

Un factor integrant al acestei ecuatii diferentiale liniare este P(x) =

2 ) . .
= e dxde — o2 Inmaltind ecuatia:

u + dru = 4x
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cu acesta, obtinem:
2 4 dxe® u = dze® = d(*u) = dwe® .
Integrand ultima relatie, rezultd solufia ecuatiei diferentiale liniare:
2y = /4I62$2d£ﬂ = 2y =e* +o.

Revenind la functia initiald, solutia ecuatiei Bernoulli este:

2x2

2yt = p o=yt =14 ce

3.6.1 Exercitii

1 Aflati solutia generala a ecuatiilor diferentiale Bernoulli:
(a) xy —y(2ylnz —1) = 0.

(b) zy' + zy* —y = 0.

(c) 2*(x — 1)y —z(x —2)y —y* = 0.
(d) ¥ + 4oy = x\/y.

(e) zy +y+3y*rIlnz =0,z > 0.
(f) 2y +y=9y’Inz,z > 0.

- i = xy 2.

2 Rezolvati urmatoarele probleme Cauchy:
(a) (1—a®)y —2y(1+ ) =y3, y(0) = &.
(b) zy +y+2*y*> =0, y(1) = 1.

(c) 2cosxdy = (ysinx — y3)dx, y(0) = 1.
(d) ¥ =2y + 5py° y(1) = L.

() ¥ =y(y+1)cosz, y(0) =1.
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3.6.2 Solutii

(a) 1 —2y(1 +Inzx) = cxy, c o constanta arbitrara;

2x
2 +c?
2

1
y
y=hen (@) y= (3 +ce )
y
Y

y =0;

s () ylnw +y+cay =1

) x(%—i—an z)’
g) y = vecx® — 322,
s (-2
Ex.2 ((l) y = T 4(1+z+a2) + 1424227

() y = =342 (¢) seca = y*(tgw + 1); (d) y = 355 () y = =y
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3.7 Ecuatii Riccati

Ecuatiile diferentiale de tipul:

/

y' = p(x)y’ + q(x)y +r(x), p,q.r € C(I),

se numesc ecuatit Riccati, dupa matematicianului venetian Jacopo
Francisco Riccati 1676-1754.

Observatie 3.7.1. (1) Dacad cunoastem o solutie particulardy, a aces-
tei ecuatii, cu schimbarea de functie y = y; + z, aceasta se trans-

forma intr-una Bernoulls.

. . . . 1 .
(2) Daca facem schimbarea de functie y = y1+ 7, aceasta se transformd

intr-una lintara de ordinul I sau cu variabile separabile.

(8) Daca cunoastem doud solutii particulare yy,ys ale acestei ecuatii,

cu schimbarea de functie z = %, aceasta se transformd intr-una

cu variabile separabile.

Exemplu 3.7.2. Rezolvati ecuatia:
y =2xy —y* + 5 — 2?

Solutie Cautam solutii particulare de formd polinomialad y; = ax +b i

dupa inlocuirea in ecuafie oblinem y, = x + 2. Facem substitutia
y=x+ 2+ z,

st ajungem la o ecuatie cu variabilele separabile:

dz

= —dx,
4z + 22
care dupd integrare ne conduce la:
4ee 4 4ee 4
(@) ce~ 4 — 1 ylo) =z +2+ ce~ 4 — 1
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Exemplu 3.7.3. Rezolvati ecuatia:

a 1
IEQ(y,+y2) - a('ivy - 1)7 Y1 = 57 Yo = Ea a€R.

Solutie Folosim substitutia z = =L <— 2z = y:% Rezulta y =

y—y2
Dupa derivare:

J (—5(z—a)+12)(z—1)— 2(z—a)
(z—1)2 '

Inlocuind in ecuatia datd ajungem la:

dz 1—a
— = dr = z = cxt
z T

—a

Solutia generald este:
o a— cxl=e
v z(l — cxl-a)’

3.7.1 Exercitii

Rezolvati urmatoarele ecuatii Riccati:

sin x 1

(d) y’ = —y s1nx+2wszx7 y( ) = Cosz”

(e) v =2tgwsecw — y?sinx, y(x) = secx.

3.7.2 Solutii

Ex.1 (a ) y = = + —#—, ¢ constanta arbitrara;
= 2 c constanté arbitrara;
10
(c) y = —a? + 22 i ¢ constanta arbitrara;
(d)y = _Cosﬁ?f;’s iﬁ:f—l-uc’ ¢ constanta arbitrara;
(6) y =z + = ijsgmx, ¢ constanta arbitrara.
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3.8 Ecuatii diferentiale Clairaut si Lagrange

Definitie 3.8.1. O ecuatie diferentiald de forma:

(3.1) y=zy +aq(y),
unde q : I — R este o functie derivabild, se numeste ecuatie Clairaut.

Observatie 3.8.2. Fcuatia (3.1) admite ca solutie generald, familia de
functii:

(3.2) y=wc+qlc), c€R,

st mai are o solulie singulard care nu se poate obtine din (3.2):

z=—q(p)
y=-pq(p)+qp), peR.

Exemplu 3.8.3. Rezolvati ecuatia:

y=ay + 1+ )

Solutie Notam y' = p, p = p(x) si obtinem:

y=ap+V1+p*

Derivam in raport cu x relatia anterioard si:

/

pp

Vitp

p=p+ap +

de unde:
p ) -0

Ny

Daca p) = 0 atunci p = ¢, ¢c € R si ¢y = ¢, ¢ € R, de unde solutia

P+

generald:

y=xc+V1+c% ceR
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Din x + \/1p+—2 = 0, obtinem solutia singulard:
14

p

YT T e
_ __p? 2
Y= me/ler,pe]R.

Definitie 3.8.4. O ecuatie diferentiald de forma:

(3.3) y=ar(y) +qy),

unde p,q : I — R sunt functic derivabile, se numeste ecuatie La-

grange.

Observatie 3.8.5. Pentru a rezolva (3.3), notam y' = p si derivam

egalitatea y = xr(p) + q(p). Considerind x functie de p, obtinem:

(3.4) x@)—-————$@)+5%%%5,T@)#p-

Dupd rezolvarea ecuatiei diferentiale liniare (3.4), avem familia cu 1
parametru x = x(p,c), p,c € R. Solutia generald a ecuatiei (3.3) este

data parametric astfel:

r = z(p,c)
y=z(p,c)r(p) +q(p), p€R, r(p) #p,p,c € R.

Daca p; sunt solutiile ecuatiei r(p) = p, atunci ecuatia (3.3) admite si
solutitle singulare:

y = ar(p;) + q(pi)-

Exemplu 3.8.6. Determinati solutia generala a ecuatiei:
y=a(y)* +2(y)"
Notam y' = p si derivam egalitatea

(3.5) y = xp* + 2p°,
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de unde p = p* + 2xpp’ + 6p*p’. Avem:

p/: p_p2
2zp + 6p?’

Considerand x functie de p, rezulta:

2 6p?
x/:w——i_j)’ p%071:>
p—Dp
: p 6p*
(3.6) x—2xp_p2:p_p2,p7é0,1,

o ecuatie diferentiald liniara de ordinul I. Un factor integrant este:

2p
/pQ—p:ln(p_ly’ p#()?l

Inmultim ecuatia (3.6) cu e™P=1° = (p —1)? si avem:
o' (p—1)>+2(p—1)z = 6p(1—p), p # 0,1 => (x(p—1)>)’ = 6p(1—p), p#0,1.

Obtinem:

(p _ 1)2 (3p2 - 2p3 +C)7 b 7& 07 1.

Inlocuim z in (3.5) si solutia generald se prezintd in formd parametrica
astfel:

T = (pjl)g (3p? — 2p® +¢)
2
y = = (p” —2p° +¢)+2p°, p#0, 1.

Ecuatia data mai admite si solutiile singulare y =0 sty =z + 2.

3.8.1 Exercitii

1. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii Clairaut si Lagrange:
(a) y=a(y)*+2(y)°.
(b) vy +2(y)?+1=0.
(c) y+e¥ =uay.
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(d) y+azy =2y — L
(e) y—2zy =siny.

(f) y=2y —Iny".

(h) y =y'(siny + ).
() y=aoy +V1+Y.

(4) ()* + 22y + 2y =0.

3.8.2 Solutii

1. (a) Solutia generala este:
T =2p+3p*+¢
y=p°+ 2%

¢ o constanta arbitrara. Solutiile singulare sunt y =0 i y =z + 2.
) y =+ Fs

cx?—1"

(c) Solutia generald este y = cx — € ¢ o constanta arbitrara. Solutia

singulara este:
xr=p
y=plnp—p, p>0.

(d)y: 1 + 3cos’z .

cosx 3c—cos3 !

(e) Solutia generala este:

p
y = 2(c—cosp) —sinp, p #0,

c o constanta arbitrara. Solutia singulara este y = 0.

(f) Solutia generala este y = cx —1In | ¢ |, ¢ o constanta arbitrara. Solutia
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singulara este:

r=1
p
y=1—1Inp, p>0
(g9) Solutia generala este:
_ c+ln
T = rlp

2(c+1
Yy = £ (;J_Flnp) —p, D > 07p % 17
c o constanta arbitrara. Solutiile singulare sunt y =0gi y =z — 1.
(h) Solutia generala este y = cx + csin¢, ¢ o constanta arbitrara. Solutia
singulara este:

T = —sinp—pcosp

y = —p?cosp, p € R.

() Solutia generala este y = cx++/1 + ¢, ¢ o constanta arbitrara. Solutia

singulara este:

¢ o constanta arbitrara. Solutia singulara este y = 0.

3.9 Ecuatii de forma y = f(z,7/)

Vom studia in continuare ecuatiile de forma y = f(z,y'), unde f : D C

R? - R, y = y(z). Notdam ¢/ = p si deci y = f(z,p). Rezulta dy = pdx,
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adica:

0 4o

(3.1) 92 apdp = pdx.

Relatia (3.1) ne conduce la ecuatia diferentiala explicita:

d
dx ,9—]];

dp_p—g—i.

Exemplu 3.9.1. Sd se rezolve ecuatia:
y=(y)e.

Notim y' = p si urmeazd y = p*e?. De aici dy = e (2p + p?)dp, adicd

e (2p + p*)dp = pdx. Rezultd ecuatia diferentiald cu variabilele separate:
dx = €(2+ p)dp.

Dupa integrare:

xr=e’+pef +¢c, ceR.

Solutia ecuatier date se prezintd in formd parametricd astfel:

r = e + pef +c,
y = p%P, peR.

3.9.1 Exercitii

1. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii:
(a) z(1+(¥)*) =1
(b) z=yy' +Iny;

(¢) z =siny’ +Iny'.
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3.9.2 Solutii

1. (a) Solutia generala este:

1

RREEE]

Y= —2p—|— 2arctanp+c, pE R?

¢ o constanta arbitrara.

(b) Solutia generala este:

x = —E=(c+ arcsinp) + Inp
1—p2

y = —~—(c+arcsinp), p €] —1,1],
1—p2

¢ o constanta arbitrara.

(c) Solutia generala este:

r=sinp+lInp
y=psinp+cosp+p-+c, p>0,

¢ o constanta arbitrara.
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Capitolul 4

Ecuatii diferentiale liniare de

ordin superior

Definitie 4.0.1. O ecuatie diferentiald de forma:
41 an(@)y™ + apa @)y o a(@)y + ao(z)y = f(2),

se numeste ecuatie diferentiala liniarda neomogena de ordin n,

unde Qy, Ap_1, ...ag, [ sunt functii continue nenule pe intervalul I.

Definitie 4.0.2. Fcuatia diferentiala de forma:
(4.2) an(:p)y(”) + an_l(x)y(”_l) + ..+ a1 (x)y + ap(x)y = 0,

se numeste ecuatie diferentiala liniara omogena de ordin n.

Teorema 4.0.3. Dacd a,,a,_1,...ao, [ sunt functii continue nenule pe

intervalul I atunci ecuatia (4.1) admite o solutie unicd
y =y(z)
care satisface conditiile initiale:
y(zo) =0, ¥'(x0) = y1, ¥"(20) = 2, ey Y7 (20) = Y1,

unde xo € I 1ar yo, Y1, ..., Yn_1 sunt constante.
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Definitie 4.0.4. O mulfime de functic nenule yi,ys, ...,y definite pe
acelasi interval I se numesc liniar dependente dacd existd constantele

C1,C, ..., Cp U toate O astfel incat:
cy1(z) + coya () + ... + cuyn(x) =0, Vo € 1.

Dacd nu exista astfel de constante, functiile y1,ys, ..., Yn Se numesc liniar

independente.

Exemplu 4.0.5. Multimea de functii:
e’,0,sinx, 1,

este liniar dependenta luand setul de constante 0, cq, 0, 0.

Teorema 4.0.6. Dacd ap,a,_1,...ag, [ sunt functii continue nenule pe
intervalul I atunci ecualia (4.2) admite n solutii liniar independente

Y1, Y2, - Yn. Combinatia liniard:

(43) yo(x) = cnyn(x) + Cn—lyn—l(x) + ...+ C1Y1 (ZE),
unde ¢y, Co, ..., ¢, sunt constante arbitrare, este de asemenea o solutie a
ecuatiei (4.2). De fapt, este solutia generald a ecuatiei (4.2).

Teorema 4.0.7. Dacd y, este o solutie particulard a ecuatiei (4.1),

atunci:
y(@) = yo(z) + yp(2),

este solufia generald a ecuatiei (4.1).

Observatie 4.0.8. Familia de solutii (4.3) este de fapt solutia generald
a ecuatiei diferentiale liniare omogene (4.2). Orice solutie particulard

este obtinuta din aceasta.
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4.1 Ecuatii diferentiale liniare de ordin su-

perior cu coeficienti constanti omogene

In aceasta sectiune vom trata ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti

constanti omogene. Aceste ecuatii au forma:
(4.1) any™ + an_1y ™Y + 4 ary + agy =0,

unde aq, as, ..., a, sunt constante, a,, # 0.
Ne propunem sa determinam solutiile de forma y = e"* ale acestei ecuatii.
Deoarece y™ = r"e"™ pentru orice n € R, inlocuind in ecuatia (4.1)

fiecare derivata, dupa impartirea cu e’* # 0, avem:
A" + N+ a4 ag = 0,

ecuatie care se numeste ecuatia caracteristica atasata ecuatiei date.
Determinand cele n solutii ale ecuatiei de mai sus, vom putea determina

solutiile ecuatjiei (4.1). Pentru fiecare situatie vom considera un exemplu.

Exemplu 4.1.1. Determinati solutia generald a urmadatoarei ecuatii diferentiale
liniare omogene:

y/// + y// _ 6y/ — 0

Solutie Ecuatia caracteristica atasata este:
3, .2 _ 2 _
4t —6r=0<=r{"+r—6)=0,

st are solutiile r =0, r = =3 si r = 2, reale st distincte. Prin urmare,
solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:
y(x) = c1 + 2™ + c3e77,

Exemplu 4.1.2. Afiati solutia generald a urmatoarei ecuatii diferentiale

liniare omogene:

y(4) + 4y/// + y// . 4y/ o 2y —0.
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Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzditoare este:

b drt —dr —2=0<=r"—14+40* - 1)+ - 1=0<=
(=1 + 1) +4r(r* = 1) +r* =1 =0 <= (r—1)(r+1)(r*+4r+2) = 0.
Radacinile acestei ultime ecuatii sunt:

r=1,r=—1,r=-2-v2 r=-2+2.
Solutia generald a ecuatiei omogene este:
z _I_Cge(—2—\/§)x +C4€(—2+ﬁ)x_

y(x) = c1e” 4 coe”

Exemplu 4.1.3. Afiati solutia generald a urmdatoarei ecuatii diferentiale
liniare omogene:
y/// _ 6y” _|_ 12y/ _ 8y — 0

Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzditoare este:
-6+ 12r -8 =0<= (r —2)(r* +2r +4) —6r(r —2) = 0 <=

(r—2)(r* —4r +4) =0 <= (r —2)* =0,

radacina r = 2 fiind multipld de ordinul 3. In acest caz, solutia generald
a ecuatieir diferentiale liniare omogene este:
2x

y(x) = (c1 + cox + c32?)e™.

Exemplu 4.1.4. Afilati solutia particulard a urmdtoarei ecuatii diferentiale

liniare omogene:
y' =2y +5y =0, y(0) =2, y(0) =4
Solutie Ecuatia caracteristica corespunzdtoare este:

r? —2r4+5=0,

69



cu raddacinile r = 1421 st r =1 — 24. In acest caz, solutia generald a

ecuatier diferentiale liniare omogene este:
y(x) = ;M7 1017207 — ¢ 6% (cos 22+i sin 22 ) +cpe® (cos(—2x) +i sin(—2z)),

de unde, renotand constantele ¢y + co $1 1cy — ico respectiv tot cu ¢y §t co,

avem solutia generald a ecuatier date:
y(x) = c1e” cos 2x + cye” sin 2z.
Solutia particulara se obfine rezolvand sistemul:

y(0) =1
y'(0) =4,
unde:

y'(2) = c1€” cos 2x — 2¢1€” sin 21 + c9€” sin 22 + 2¢9e” cos 2.

Avem:
y(0) =c1 =2
y(0) =1+ 20 =4

Prin urmare ¢y = 2 si co = 1, solutia particulard fiind:

y(x) = 2e” cos 2z + €” sin 2.

4.1.1 Exercitii

1. Sa se determine solutia generala a urmaéatoarelor ecuatii diferentiale

liniare cu coeficienti constanti:
(a) ¥ +y" -6y =0.
(b) y¥W —2y" =0.
(c) y® + 2" +4 =0.
(d) y® — " — 4y + 4y/ = 0.
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(e) ¥ =0.

(f) ¥ =y +y=0.
(g) ¥"+2y —y=0.
(h) ¢y — 3y —2y =0.
(i) v"+4y + 4y = 0.

2. Sa se determine solutia particulara a urmatoarelor ecuatii diferentiale

liniare cu coeficienti constanti:

(c) 3" +5y"+y —y =0, y(0) =0, ¥(0) =1, y(0) = 1.

(d) ¥" —4y' +20y =0, y(n/2) =0, y'(7/2) = 1.

4.1.2 Solutii

1. (a)y=c1 + c2e? 4+ c3e73% . ¢y, ¢, c3 constante arbitrare;

(b)) y=c1+ cox + 3V 4,67V ¢l ey 03, ¢4 constante arbitrare;

(¢) y=c1+ cosinz + c3co8x + cyxsinx + ¢4 cosx, c1,Ca,C3,Cy, C5 CON-
stante arbitrare;

) Y = c1 + 26" + 3% + cpe

, C1,Co,C3,C4 constante arbitrare;

e) Y =c+cr+ 03x + c4:103 c1, Co, C3, ¢4 constante arbitrare;

Hy= ex/Q(cl cos % + ¢y sin \/75), c1, ¢, constante arbitrare;

g) (—1+v2)z + ¢y 6(—1—\/5)3:
)

h) y = cie—x + core™ 4 c3e7 2%, ¢1, ¢a, c3 constante arbitrare;

, C1,Co, constante arbitrare;

(d
(
(
(
(
(i) y = (c1 + cax)e™*, ¢y, ¢y constante arbitrare.

2. () y=3—x; (0) y=(1+32)e™™; () y = 75" + (§ — fp)e ™
y
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4.2 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti

constanti neomogene

I. Metoda coeficientilor nedeterminati
In aceasta sectiune vom determina o solutie particulara a ecuatiei neo-

mogene cu coeficienti constanti:

(4.1) any™ + an_1y™ Y + .+ ary +agy = f(2), a, #0, f(x) #0.

Solutia generala a acestei ecuatii este:

y() = yo(T) + yp(),

unde y, este o solutie a ecuatiei neomogene pe care o vom determina
folosind metoda coeficientilor nedeterminati. Aceasta metoda poate
fi aplicata doar daca f contine termeni care au un numar finit de derivate
liniar independente. Acest lucru conduce la faptul ca f trebuie sa contina
termeni de forma a, z¥, %, sin ax, cos ax si combinatii ale acestora, unde
a, k sunt constante.

De exemplu, dacd f contine termenul 2%, acesta are un numaér finit
de derivate liniar independente, si anume: 322,6x,6. Daca luam si 0,
multimea 322, 6, 6,0 nu mai este liniar independenté.

Cazul T

Primul caz pe care il vom trata este acela in care f(x) are in scrierea sa

termeni care nu apar in scrierea solutiei ecuatiei omogene.

Exemplu 4.2.1. Afiati solutia generald a urmdatoarei ecuatii diferentiale

liniare neomogene cu coeficienti constanti:
" / 2
y +y ty=zx.
Solutie Rezolvam prima datd ecuatia omogend:

y”+y’+y=0.
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Ecuatia caracteristicd corespunzatoare este:

r4+r+1=0,
cu raddcinile v = —% — ‘/752 §1 T9 = —% + \/751 In acest caz, solutia

generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:

V3

yo(z) = cre” 2 cos 52 + coe” 2 sin 5

Sa observam cd f(x) = z* nu are termeni de acelasi fel cu cei din
solutia ecuatiei diferentiale liniare omogene. Prin urmare, solutia par-
ticulard o vom considera ca o combinatie liniard a termenilor ¥, x,1 (x?
si derwatele sale tmpreund cu care formeazd o multime liniar indepen-
dentd):

Yp(r) = a + bz + ca’.

Obtinem:
Y, =b+2cx
Yy, = 2c

Fiind y,, solutie a ecuatiei ecuatiei diferentiale liniare neomogene, inlocuind

in aceasta obtinem:
2¢+ b+ 2cx + a + bx + cx? = 2°.

Identificand coeficientii avem urmdtorul sistem.:

c=1
2c+b=0
2c+a+b=0,
cu solutia a = 0,b = —2,¢ = 1. Prin urmare, solutia particulard a

ecuatier este:

yp(z) = =22 + 22,
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Solutia generald a ecuatiei date este:

V3

5 sin ——x — 2x + 22,

(N

y(x) = cre” 2 cos

n . 3z
Coe
2 2

Exemplu 4.2.2. Afiati solutia generald a urmatoarei ecuatii diferentiale
liniare neomogene cu coeficienti constantti:
yW — 2y +y =2 —sina.
Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzdtoare a ecuatiei omogene este:
rt—22?+1=0,

cu raddcinile 11 = 1,19 = 1,73 = —1,ry, = —1. Solutia generald a

ecuatier diferentiale liniare omogene este:
yo(x) = (1 + c2x)e” + (c3 + cux)e™ .

Sa observam ca f(x) = x —sinx nu are termeni de acelagi fel cu cei din
solutia ecuatier diferentiale liniare omogene. Prin urmare, solutia partic-
ulard o vom considera ca o combinatie lintard a termenilor x, 1,sin x, cos x
(x si derivatele sale impreund cu care formeazd o mulfime liniar inde-

pendenta si sinx care impreund cu cosx formeazd o multime liniar inde-

pendentad):
Yp(z) = a+bx + csinz + dcos z.
Obtinem:
Yy, = —csinx — dcosx
?Jz(o4) = csinx + dcos .

Fiind y, solutie a ecuatiei ecuatiei diferentiale liniare neomogene, inlocuind

in aceasta obtinem:
a+br+4csinx +4dcosxr = x — sin x.

Identificand coeficientii avem a = 0,b=1,¢c = —;11, d = 0. Prin urmare,
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solutia particulara a ecuatiei este:

Solutia generald a ecuatiei date este:

1
y(z) = (1 + cox)e” + (c3 + cyz)e™™ +x — 1 sin .

Cazul 11
Cazul al doilea are in vedere situatia in care f(x) are in scrierea sa ter-
meni u(x) care apar in scrierea solutiei ecuatiei omogene de 2%, k > 0,
ori (exceptie facand o constanta). In aceasta situatie, vy, va contine
o combinatie liniard de z¥*lu(z) si derivatele sale cu care formeaza o
multime liniar independenta. Daca apar in f(z) si termeni care nu se

regasesc in y,, vom proceda ca si in cazul I.

Exemplu 4.2.3. Afiati solutia generald a urmdatoarei ecuatii diferentiale

lintare neomogene cu coeficienti constantfi:
y”—l—y,—Gy:I—f—G%.
Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzatoare ecuafiei omogene este:
r?4+1r—6=0,

cu raddcinile 11 = —3 si ro = 2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale

liniare omogene este:
Yo(z) = cre™" + cpe”.

Sd observam ca f(x) = x+e** are termeni de acelasi fel cu cei din solutia
ecuatiei diferentiale liniare omogene, respectiv €2* apare in scrierea ei de
20 ori. Termenul xe** are derivatele sale liniar independente re?®, e>*,
dintre care e** apare deja in scrierea solutiei particulare. Pe de altd
parte, x nu apare in solufia ecuatiei omogene(cazul I). Prin urmare,

solutia particulara o vom considera ca o combinatie lintard a termenilor
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x,1 si xe®®, adica:
Yp(x) = a + br + cze™.

Derivam:
Yy, = b+ ce® + 2caze™

Y, = 2ce?® 4 2ce®® + dexe®™.

Inlocuind Yp, Yy $1 Y, in ecuatie, avem:
5ce*® +b+6cxe* —6a—6br—6cre™ = r+e* = 5ce* —6br+b—6a = x+e**

Identificand coeficientii rezultd a = —%, b= —%, c= é Solutia particu-

lard a ecuatiei neomogene este:

1 1 1
yp(z) = ~36 g% + 5I€2$

Solutia generald a ecuatiei date este:

1 1 1
y(z) = c1e™ + cpe® — — — —x + —we*.

36 6 )

Exemplu 4.2.4. Afiati solutia generald a urmdatoarei ecuatii diferentiale

liniare neomogene cu coeficienti constanti:

y' +y =sin’z.

Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzdtoare a ecuatiei omogene este:

cu raddacinile 1y = —1 §1 ro = 1. Solutia generald a ecuatiei diferentiale

liniare omogene este:
Yo(z) = ¢y cosT + cosin .

Functia f(x) = sin® x se poate transforma astfel:

—iT Jix _ ,—3ix w _ ,—ix 1 3
)% = ‘ —8(2 +3° 8@'6 :—Zsin3x+zsinx.
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Observim cd sinx apare in scrierea functiei f(x) de 2° ori. Termenul
rsinx are derwatele liniar independente sin x, x sinx, x cos x, dintre care
sinx apare deja in scrierea solutiei particulare. Pe de alta parte, sin 3x
nu apare in scrierea solufiei ecuatiei omogene(cazul I). Prin urmare,
solutia particulara o vom considera ca o combinalie lintarda a termenilor

sin 3x, cos 3x st xsinx, adica:
Yp(z) = acos 3z + bsin 3z + cxsinx + dx cos z.
Deriwvam:
Yy, = —3asin 3z + 3bcos 3x + csinx + crcosx + dcosx — drsinw,
y, = 9acos3x — 9bsin 3z + 2ccosw — crsinz — 2dsinz — dx cos .

Inlocuind yy,y, $iy, in ecuatie, avem:

1
10a cos 3x — 8bsin 3z + 2ccosx — 2dsinx = —1 sin 3z + - sin z.

4
Identificand coeficientii rezultd a = 0,b = 3%,0 =0gsd= —%. Solutia

particulard a ecuatiei neomogene este:

: 3 1
yp(z) = 35 5in 3z — g% + 7% COS T,

Solutia generald a ecuatier date este:

1
y(x) = cjcosx + cysinx + 3—251n3:c— gx—l— chosw.

Cazul II1

Vom prezenta acum situatia in care f(x) indeplineste urméatoarele conditii:
(a) ecuatia caracteristica are cel putin o radacina multipla r;

b) functia f(z) contine un termen w(z) care apare de z* ori, unde u(x
Y Y P

a fost obtinuta din radacina multipla r.

In aceast caz, y, va contine o combinatie liniara de "™ u(z) si derivatele

sale cu care formeaza o multime liniar independenta, eliminand totusi
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termenii care apare in 9. Daca apar in f(x) si termeni care nu se regasesc

in y,, vom proceda ca si in cazul I.

Exemplu 4.2.5. Afiati solutia generald a urmatoarei ecuatii diferentiale

liniare neomogene cu coeficienti constantti:
y/// . 3y” + 3y/ —y = ex
Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzdtoare a ecuatiei omogene este:
=3 +3r—1=0,

cu rdadacina v = 1 multipla de ordin 3. Solutia generald a ecuatiei

diferentiale liniare omogene este:
Yo(z) = (c1 + cox + c32?)e”.

Sa observam ca f(x) = €* are termenul de acelasi fel cu cei din solutia
ecuatiei diferentiale liniare omogene gi e* apare in scrierea lui f(x) de

0 3€2r

x ori. Termenul x are derivatele liniar independente e, xe® si x2e®,

care €%, xe® si x’e® apar deja in scrierea solutiei particulare. Prin ur-

mare, solutia particulard o vom considera de forma:

yp(7) = az’e”.

Deratele:
y, = 3ax’e” 4+ ax’e”
" o__ 6 T 6 2, x 3,z
Y, = baxe” + bax“e” + axr’e
= Gae are ar®e® + ax’e”.
" = 6ae” + 18axe” + 9ax’e” + axde”
Inlocuind yy, y,,, v, $i Y, in ecuatie, avem:

6ae” = e*,

de unde a = *.

=]
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Solutia particulard este:

Solutia generald a ecuatiei date este:
2\ T 1 3 x
Yp(x) = (c1 + 2 + cz27)e” + gt e
Exemplu 4.2.6. Aflati solutia urmadatoarei probleme particulare:
y' — 5y + 6y = " (22 — 3), y(0) =1, y'(0) = 3.
Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzditoare ecuatiei omogene este:
r? —5r +3r+6=0,

cu raddacinile r1 = 3 i 19 = 2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale

liniare omogene este:
Yo(z) = c16™ + cpe.

Sa observam ca yo(x) nu are termeni la fel cu cei ai lui f(x) = e*(2x—3).
Termenul e*(2z—3) are derivatele liniar independente e* gi xe®. Asadar,

solutia particulard o vom considera de forma:
Yp(z) = axe® + be”.

Derivatele:
y, = ae® + axe® + be”,

Yy, = 2ae” + ave® + be®.

Inlocuind Yp, Y, $1 Y, in ecuatia neomogend, avem:
(—3a + 2b)e” + 2axe” = 2xe” — 3e”,

de unde
—3a + 2b = -3

2a = 2,
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cu solutia (a,b) = (1,0). Solutia particulard a ecuatiei neomogene este:

ypla) = ze”.

Solutia generald a ecuatiei date este:
y(z) = c1* + cpe* + we”.

Pentru a afla functia particulard care verifica conditiile y(0) = 1 gi

y'(0) = 3 calculam derivata lui y(x):
Y (x) = 3c1e™ + 2c9e” + we” + €”.

Din y(0) = 1 rezultd ¢y + ¢ = 1 si din y'(0) = 1 avem 3¢y + 2¢5 = 2.

Obtinem ¢, = 0 si co = 1. Solutia problemei particulare este:

y(z) = e* + xe®.

4.2.1 Exercitii

1. S&a se determine solutia generala a urmaéatoarelor ecuatii diferentiale

liniare cu coeficienti constanti neomogene:
(a) ¥+ 3y + 2y = 12¢".
(b) ¥+ 3y + 2y =sinx.
(c) ¥+ 3y + 2y =8+ 6e” + 2sinx.
(d) ¥+ 9y = x + sin 2z.
(e) ¥ — 3y = 2e**sin .
(f) v"+y =sinz+e ",
(g) ¥ +vy =sin2zx-sinx.
(h) y" — 2y — 8y = 9xe” + 10e~".

(i) y// + 22/’ + Y= 1‘26_36.
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2. Sa se determine solutia urmatoarelor probleme particulare de ecuatii

diferentiale liniare cu coeficienti constant;i:
(a) y" =5y — 6y =€, y(0) =2, y'(0) = 1.
(b) ¥" =3y’ +2y=e", y(0) =1, y(0) = —1.
(c) y" —2y" +y' =2e" + 2z, y(0) =0, ¥'(0) =0, y(0) =0.
(d) ¥ —y' —2y =5sinx, y(0) =1, y'(0) = —1.

(e) v"+9y =8cosz, y(n/2) = -1, ¥/ (5/2) = 1.

4.2.2  Solutii

1. (a) y =cre ™ + coe %% 4 2e% ¢q, ¢y constante arbitrare;

(b) y = c1e™ + ey + lio(sinzv — 3cos ), cq, ¢y constante arbitrare;
(c)y=cre ™ +cpe 2 +4+ ex%(sin x —3cosx),cy, ey constante arbitrare;
(d)y = c1tcoe™+ %2 — 2 —+=(28in 2z4cos 2z), ¢1, ¢; constante arbitrare;
(€) y = + 23 — 62%(3 sinzx + cos ), 1, ¢o constante arbitrare;
(f) y=cicosx + casinz — L cosz + Le7, ¢1, cp constante arbitrare;
(9) y=cicosx + cysinx 44 4 §sinx + Colsg””, c1, ¢ constante arbitrare;
(h)y = c1e*® 4 coe™? — xe® — 2e7%% ¢, ¢y constante arbitrare;
(1) y = cre™ + cpze™ + x4f;z , C1, Co constante arbitrare.

2 (a) y = %669@ + %e—x _ %6333;
(b) y = $(—10€* + 15¢” + e™*;
(c)y=a*+4r+4+ (2® — 4)e%;
(d) y =1+ 27" — $sina + L cos w;
(€) y = cosz + 2 cos 3z + sin 3a.
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II. Metoda variatiei constantei

Sa consideram din nou ecuatia neomogena:
(4.2) any™ + an_1y™ Y 4+ 4 ary + agy = f(2), an #0,

unde f(z) # 0,Vo € I si f este continua pe acest interval. Aceasta
metoda poate fi folosita gi atunci cand f nu are un numar finit de derivate
liniar independente.

Daca w1, ys, ..., yn sunt n radacini liniar independente ale ecuatiei omo-

gene, atunci o solutie particulara a ecuatiei neomogene este:

(4.3) Yp = UrY1 + Uy + ... + UpYn,

unde uq, us, ..., u, sunt functii de x, determinate din sistemul:

(

iy + ubys + ...+ uhy, =0
uhyy +uhyy + A uny, =0

\U'lygl) +ubys 4yl = L

Exemplu 4.2.7. Aflati solutia generald a ecuatiei:

(4.4) y" — 3y’ + 2y =sine™".

Sd observam ca functia sine™®

are un numdr infinit de derivate liniar
independente, prin urmare, nu poate fi rezolvatd cu metoda anterioard.

Solutie Ecuatia caracteristicd corespunzditoare ecuatiei omogene este:
2 _
r°—=3r+2=0,

cu raddacinile ry = 1 g1 19 = 2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale
liniare omogene este:

yo(z) = c1e” + cpe™.
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Sd obserdam cd y; = €° si ys = €** sunt liniar independente, adicd:

T 2x

(& e
2x 7&0

et 2e

Vom determina solutia particulard y, = u1y1+ugys a ecuatiei neomogene,
unde uy, us sunt functit ce depind de x si pe care le vom determina din
sistemul:

uhe” + uhe?® =0

uhe® + 2ube*® = sine?.

Scazand din a doua relatie din sistem pe prima, avem:

! 2

upe™ =sine " <= u), = e Fsine

Prin urmare:
us(x) = /6_296 sine” “dx.

T

Notam e™™ = u $1 avem —e "dx = du. Integrala devine:

Uy = —/usinudu:/u(cosu)’du:ucosu—/cosu:ucosu—sinu.

Obtinem:

ug(z) = e “cose ¥ —sine ",

T

Inlocwind uy = e > sine™® in prima relatie din sistem, rezultd:

uy = —e sine™,
adici ui(x) = — [ e “sine *dz. Facdnd din nou notatia e™* = u, avem:
. —x
up = /smudu = —cosu => uy(r) = —cose “.

Precizam ca am determinat functiile uq, us particulare, luand in calculul

integralelor constanta 0. Solutia particulard a ecuatiei neomogene este:

y, = —e“cose " + (e “cose  —sine ")e* = y, = —e**sine "
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Solutia generald a ecuatiei date este:

y(x) = cre” + cpe* — > sine .

4.2.3 Exercitii

1. Sa se determine solutia generala a urmatoarelor ecuatii diferentiale

liniare cu coeficienti constanti neomogene:
(a) v — 2y +y=e"Inuz.
(b) ¥ +y = sin®z.
(¢) ¥y — 3y +2y =cose ™.
(d) v +y = 4xsinz.
() ¥ +y=tg’.

(£) v +4y =

cos2z’

e3

(&) v/ =3y +2y =157

(h) ¥ +2y +y ="

4.2.4 Solutii

1. (a) y = 1z'e™(2Inz — 3) + (c1 + cow)e ", ¢1,¢2  constante arbitrare;

= (1 COST + Ccopsinx + é cos 2z + %, c1,Cco constante arbitrare;

(0) y

(c) y=cre® + coe? — e?® cose ™, ¢y, cy  constante arbitrare;

(d) y=cicosx + cosinx — x%cosx + wsinz, ¢y, c;  constante arbitrare;
(e) y = cicosx + cpsinzx + sinzln(secx + tgx) — 2,¢1,co  constante
arbitrare;

(f) y = (31In(cos2z) + ¢;) cos 2z + (32 + ) sin 2z, ¢1, o constante ar-
bitrare;

(9) y = [-3In(1 4 €*) + ¢1]e” + (arctane® + ¢3)e**, ¢y, ¢ constante
arbitrare;

(h) y=e*(cy + cox + xlnx),c1,co  constante arbitrare.
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Capitolul 5
Transformata Laplace

In aceastd sectiune vom studia transformata Laplace care are numeroase
aplicatii. Ramura matematicii care studiaza proprietatile transformatelor
integrale, printre care si transformata Laplace, se numeste Calcul Opera-
torial. Transformata Laplace este o metoda alternativa care poate fi
aplicata pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale studiate in capitolul an-
terior.

Vom defini o clasa de functii, clasa functiilor original, notata cu O si
fiecarei functii din O 1i vom asocia transformata ei Laplace care este o

functie imagine si face parte din multimea functiilor imagine, 1.

Definitie 5.0.1. Se numeste functie original functia f : R — C care

indeplineste conditiile:
(1) f(t)=0, Vt>0;

(i1) pentru orice interval finit, f are un numar finit de discontinuitati

iar in punctele de discontinuitate exista limite laterale finite;

(111) exista M >0 gi s € R astfel incat:

(5.1) | f(t) |< Me*.

Observatie 5.0.2. Daca relatia (5.1) are loc pentru orice s € R, atunci

va fi satisfacuta pentru orice 0 € C cu Re 0 > s. Notam cu:
so=1inf{s € R:| f(t) |< Me*, t > 0}.
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Aceasta margine inferioara se numeste indice de crestere sau abscisa

de convergenta.

Exemplu 5.0.3. Functia u: R — R definita:

0, t<0;
1, t>0,

u(t) =

se numeste functia lui Heaviside si este o functie original cu sg = 0.

Definitie 5.0.4. Fie f o functie original cu abscisa de convergenta sq.
Fie D={se€ C: Re s> so}. Functia F: D — C,

(5.2) F(s) = / e " f(t)dt
0
se numeste transformata Laplace a functiei f si se noteaza

F(s) = L{f(t)}(s)-

Teorema 5.0.5. Fie f o functie original cu abscisa de convergenta sg
si D ={s € C: Res > so}. Atunci pentru orice s € D, integrala

improprie (5.2) este absolut convergentd.

Teorema 5.0.6. Functia F este o functie olomorfa pe domeniul sau de

definitie si derivata sa se calculeaza:
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5.1 Proprietati ale operatorului Laplace

(1) L{af()+Bg(1)}(s) = aL{f(t)}(s)+8L{g(t)}(s) (operatorul Laplace

este liniar);
(2) L{f(at)}(s) = 2L{f(t)}(2) (schimbarea de scard);
(3) L{e"f(at)}(s) = F(s — a) (translatia in complex);
(4) L{f(t —a)u(t — a))}(s) = e **F(s) (translatia la dreapta in real;

(5) L{f (t)}(s) = sF(s) — f(+0), unde f(+0) = limpy g f() (derivarea

originalului);

(6) LLf™M ()} (s) = s"F(s) =" f(+0) =" f'(+0) —... = 7D (+0);

(7) L{(=t)"f(t)}(s) = F™(s) (derivarea transformatei);

8) L{ [y f(u)du}(s) = 2 (integrarea originalului);

(9) L{fT}(s) = [ F(s) (integrarea transformatei);

(10) lims_oo sE'(s) = f(40) (teorema valorii initiale);
(11) limg_,osF(s) = limy_, f(t) (teorema valorii finale);

(12) L{(f*g)(t )}( )ZF(S)G( ) unde L{f(t)}(s) = F(s), L{g(t)}(s) =

G(s) iar (fxg fo g(t — u)du este convolutia functiilor f
51 9.
Exemplu 5.1.1. Sa determinam transformata Laplace a functiei f(t) =

(sint)u(t), unde u este functia lui Heaviside.

Solutie. Avem conform definitiei:

(5.1) L{(sint)u(t)}(s) :/ e " sintdt.
0

sint = < on -

cost = M
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Inlocuind in (5.1) obtinem:

(5.2) L{(sint)u(t)}(s) = = /000 e st — e ™M)dt =

| 1 1
= — = Re s > 0.
2i(s —1) 2i(s+i) s2+1 "

In mod asemandator,

s
L{(cost)u(t)}(s) = R Re s > 0.
Exemplu 5.1.2. Sa determinam transformata Laplace a functiei f(t) =
sinwt u(t), unde u este functia lui Heaviside.

Solutie. Tinand cont de proprietatea (2) si de (5.2), avem

S w

L{(sinwt)u(t)}(s) = éﬁ{(sm O(u®)}(=) =

w s2 +w?’

Se deduce ugor urmatorul tabel de transformate:

f(?) F(s)
u(t) 5

eat Si(l

tr i
e G
sin wt = _‘:wQ
cos wt = jwz
e sin wt m
e cos wt (S_‘Z)_%

Exemplu 5.1.3. Sa se calculeze transformata Laplace a urmatoarelor

functii:
(1) f(t) = (t —a)’u(t —a);
(2) f(t) = tPu(t — a);
(3) f(t) = =3+
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(4) f(t) _ 2(cos at;cos bt) :

(5) f(t) = tsinhat, unde sinht = &

t —at

—e

2

Solutii. (1) Avand in vedere proprietatea (4) i tabelul de mai sus

rezultd ca L{(t — a)*u(t — a)}(s) = e 2 L{t?}(s) = 25—.

S

(2) Deoarece t* = (t — a)? + 2a(t — a) + a?, aplicind aceleasi proprietati
ca mai sus, avem L{t>u(t —a)}(s) = L{(t — a)? + 2a(t — a) + a*}(s) =
= e (L{t*}(s) + 2aL{t}(s) + a*L{1}(s)) = e**(F + 2a% + a*2).

(3) Folosind (9) avem L{*2L}(s) = [ F(u)du = [~ 15 = arctanu|® =

s 1+u?

= § — arctan s = arctan %

(4) Asemandator cu exercitiul (3), E{w}(s) = [T -
2 2

— uf—j:bg)du =1In(u? + a?)|® — In(u? + ?)|* = In S

(5) L{tsinhat}(s) = L{3t(e" —e~")}(s) = 3(L{te"}(s)—L{te " }(s)) =

5.2 Inversa transformatei Laplace

Problema care se pune in continuare este de a determina functia original
daca se cunoaste functia imagine, iar rezolvarea sa se bazeaza pe faptul ca
intre multimea originalelor si multimea imaginilor exista o corespondenta
biunivoca.

Daca F(s) = L{f(t)}(s), atunci f(¢) se numeste inversa transformatei

Laplace sau originalul functiei imaginare F'(s) si se noteaza:

f(t) = L7H{F(s)}(1).

Exemplu 5.2.1. (1) Dacd L{f(t)}(s) = T atunciu(t) = f(t) = L7H{1}(t).

Analog, daca L{(sint)u(t)}(s) = =7 atunci avem cd (sint)u(t) = L7{ 55
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Exemplu 5.2.2. Sa se determine originalele functiilor de mai jos, uti-

lizand tabelul:

(1) L7H253(0) = eMu(t);

(2) L5510 = £ {5ty (0) = bebu(t);

(3) L7 g} (1) = L7 g }(0) = 2L {2} (1) = A(sin30)u(?);
(4) L7HEYD) = LHEY0) = u(0);

(5) L7 H 1) = e¥tu(t).

Exemplu 5.2.3. Sa se determine originalele functiilor de mai jos, uti-

lizand descompunerea in fractii simple:

(1) F(s) = 2%
Sa descompunem fractia in fractii simple:

4s—5 3 1

F(S>:(s—|—1)(s—2) _s+1+s—2'

Prin urmare,

L2510 = L7 + L7 {5 H(E) = 3e"u(t) +
+ e?tu(t).

52 S—
(2) Fls) = i

Fractia descompusa in fractic simple:

Fs) 557 +8s — 1 Lo, r 3 2
s) = = — :
(s+3)(s2+1) s+1 (s+1)2 (s+1)3 s-—3

Avem:

LRSS = £ O 4Ly O+ i Ho)+

+ L7H 1) = e tu(t) — Ate " u(t) + 3t%etu(t) 4 2 u(t).

_ 383452412542
(3) F(s) = Sitgtlie?.

_ 353482412542 _ 3s—1
Asadar, F(s) = =31’ — s T s+2

Prin urmare, 1{3Sz+§§212f)§2} =LYEAH) + LHEH) =
= L7325 — 25} + 2L {5 () = 3(cost)u(t) — (sint)u(t)+

+2e2tu(t).
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5.3 Aplicatii ale operatorului Laplace

Transformata Laplace se arata deosebit de utila in rezolvarea ecuatiilor.

Fie ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti:
an ™ (1) + a1V () + . a2 (t) + agx(t) = f(t).

Ne propunem sa aflam solutia ecuatiei x : [0,00) — R care verifica
conditiile:
z(0) = xo, 2/(0) = x1, ..., 2"V (0) = 2, _1.

Exemplu 5.3.1. Sa se afie solutia ecuatiei:
2"(t) + x(t) = (cost)u(t), t >0,

care satisface conditiile initiale z(0) = 0, 2/(0) = 1.

Solutie. Aplicam operatorul Laplace ecuatiei si tinem cont de urmatoarele:
Lew(t)} = X(s),
L{z"(t)} = s*X(s) — sz(+0) — 2/(4+0) = s*X(s) — 1,
L{(cost)u(t)}(s) = 7

Ecuatia operationala este:

S

(s*+1)X(s) = ]

+ 1,

adica X(s) = et 1

Stim e a(t) = £{X () }(t) = L7 iy HO+ L7 {541 H(0). Aplicand

proprietatea (12) avem 5*1{m}(t) = LY =g () = (sint)u(t)*

* (cost)u(t)(t) = fg(sin u)(cos(t — u))du = (5tsint)u(t).

Solutia ecuatiei este z(t) = (1 sint)u(t) + (sint)u(t).

Exemplu 5.3.2. Sa se afie solutia ecuatiei:
2" (t) — 32/ (t) + 2x(t) = e "ult).

Solutie. Aplicam operatorul Laplace ecuatiei i tinem cont de urmatoarele:

L{xz(t)} = X(s),
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L{z'(t)} ( ) = #'(+0),
L{z"(t)} = 5°X(s) = s2(+0) — 2'(+0),

L{e "} (s) = s+—1. Ecuatia operationala este:

1
?—3s+2)X(s) — sz(+0) — 2’ + 3z(+0) = —,
(57 = 35+ 2)X(s) = s2(+0) — '+ 32(+0) = =

de unde,

_ 1 1
X(S) = W+x(+0)m+( (+O)+3Z‘(+O))m
Dupa descompunerea in fractii simple:

X(s) = (=3 +22(+0) +2/(+0)) 15 + 5 57 + (5 +52(+0) +32/(+0)) 45 =

6 p+1
=C1y7 +Cz——|—g m

Origlnalul lui X (s) este:
(t) = L7HX(9)}t) = a L5 )+ oL O +5L7 {0 =

= crefu(t) + coe® u(t) + s tu(t).

5.3.1 Exercitii
1. Determinati transformata Laplace a urmatoarelor functii:
(a) f(t) = x coshat;
(b) f(t) = tcosat;
(c) f(t) = te;
(d) f(t) = t2e;

2t

(e) f(t) =< sin3t.

2. Determinati originalul stiind ca transformata Laplace este:

(@) F(s) = 35

-9

(b) F(s) = 73 + 2

2
(¢) F(s) = sassidars:

(d) F(s) = ooy
(©) F(s) = tmarapy
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3. Rezolvati ecuatiile diferentiale cu coeficienti constanti:
(a) 2" + 42’ +4x =0, z(0) = 1, 2/(0) = 1;
(b) " — 22" + 2’ = 2¢' + 2t, (0) = 0, 2'(0) = 0, 2"(0) = 0;
(c) 2"+ +x=1t% z(0) =1, 2/(0) = 1;
(d) 2" — 52’ — 62 = €3 x(0) =2, 2/(0) = 1;
(e) 2"+ x =2cost, 2(0) =0, 2/(0) = 1;
(f) 2 — 22" — 2’ + 22 = 5sin2t, x(0) =1, 2/(0) = 1, 2”(0) = —1;

(g) 2"+ 4w =sin%sin L, 2(0) =1, 2/(0) = 0.

2 27

5.3.2 Solutii

2

1. (0) % (0) s (©) o2 () o
2. (a) f(t) =2cosht — gsinht; b) f(t) = 4 4 1
070 = et s B+ e tsin
f(t)
3.

(cost —cos2t); (e) f(t) = e tsint.
(t) = (1 + 3t)e > u(t);

(
(b) z(t) = (t* + 4t + 4)u(t) + (£* — 4)elu(t);
(¢) x(t) = e % (cos %L t) () + e 2 T8 (sin Lt)u(t) + (t2 — 2t)ul(t);
(d) 2(t) = gre®u(t) + e "ult) — j5e*u(t);
(e) x(t) = S(sint)u(t ) (smt)u(t),
(f) x(t) = seu(t) + Seu(t) + +(cos 2t)u(t) + 1 (sin 2t)u(?);
(9) z(t) = %(COS t)u (t) + %(cos 2t u(t) — %t(sin tu(t).
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