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Funcţii elementare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Introducere

Studiul ecuaţiilor diferenţiale formeazǎ obiectul unui capitol foarte

important al matematicii, atât datorită nenumǎratelor aplicaţii din di-

verse domenii, cât şi datorită aparatului matematic necesar rezolvării lor.

În culegerea de faţă, abordăm doar o parte din acest domeniu al matema-

ticii care studiază ecuaţiile diferenţiale.

Ne-am propus ca aceasta să fie utilă ı̂n primul rând studenţilor dar şi pro-

fesorilor, ı̂n efortul lor de a prezenta exerciţii cât mai variate ı̂n cadrul

seminarului de Matematici Speciale.

Ceea ce deosebeşte o ecuaţie diferenţială de o ecuaţie algebrică este faptul

că necunoscuta nu este un număr, ci o funcţie. Fenomenele din natură şi

societate au un caracter dinamic, ele fiind procese evolutive ı̂n timp, con-

form unor legi proprii. Modelarea matematică a unui fenomen dinamic

revine la a stabili ecuaţiile matematice corespunzătoare, ecuaţii care sunt

ecuaţii diferenţiale.

Culegerea este structurată ı̂n 5 capitole astfel:

Capitolul I prezintǎ noţiuni de bazǎ: noţiunea de funcţie de o singură

variabilă, funcţie explicită, funcţie implicită. Am insistat ı̂n acest capitol

pe ideea de domeniu al unei funcţii.

Capitolul II stabileşte noţiunile de soluţie explicită şi soluţie implicită ale

unei ecuaţii diferenţiale. De asemenea, stabilim ce ı̂nseamnă soluţie gen-

erală, soluţie particulară şi soluţie singulară a unei ecuaţii diferenţiale.

În Capitolul III, studiem câteva tipuri de ecuaţii diferenţiale de ordinul

I, fiecare cu metoda sa de rezolvare. Pentru fiecare tip de ecuaţie avem

propuse exerciţii şi soluţiile corespunzătoare.

În Capitolul IV, propunem exerciţii diverse, rezolvate şi nerezolvate pen-

tru ecuaţii de ordin superior cu coeficienţi constanţi, omogene şi neomo-

gene.

Capitolul V prezintă un instrument util ı̂n rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale,

transformata Laplace. Acest operator, ı̂mpreună cu inversul său, dispune

de proprietăţi interesante şi utile ı̂n rezolvarea ecuaţiilor şi sistemelor de

ecuaţii şi nu numai.
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Capitolul 1

Elemente de bază

1.1 Noţiunea de funcţie. Funcţie implicită.

Funcţie implicită. Funcţii elementare

1.1.1 Funcţii explicite

În aceastǎ secţiune vrem sǎ reamintim noţiunea de funcţie. Ştim cǎ

dacǎ douǎ variabile sunt dependente una de alta ı̂n aşa fel ı̂ncât valoarea

uneia este unic determinatǎ de o valoare a celeilalte, spunem cǎ prima

este funcţie de a doua.

Cu ajutorul a câtorva exemple, vom arǎta cǎ felul ı̂n care este exprimatǎ

relaţia dintre cele douǎ, este mai puţin important. Important este ca

dependenţa uneia de cealaltǎ sǎ nu fie ambiguǎ, adicǎ atunci când una

ia o valoare, cealaltǎ sǎ fie unic determinatǎ de aceasta.

Exemplele urmǎtoare au rolul de a prezenta câteva modalitǎţi ı̂n care

douǎ variabile depind una de cealaltǎ.

Exemplu 1.1.1. Fie R raza unui cerc iar A aria sa. Relaţia dintre cele

douǎ se exprimǎ astfel

(1.1) A = πR2;

şi se ı̂nţelege cǎ R este variabila independentǎ iar A este cea care depinde

de R. Relaţia (1.1) ı̂l defineşte pe A ca funcţie de R. Şi totuşi, relaţia

nu este exactǎ. Pentru R = −2, aria este A iar aria nu existǎ dacǎ raza
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este negativǎ. Prin urmare, scrierea corectǎ este:

A = πR2, R ≥ 0;

Exemplu 1.1.2. Relaţia dintre douǎ variabile mai poate fi exprimatǎ

astfel

(1.2) y = x2, 0 ≤ x ≤ 2,

y = 2, − 2 ≤ x ≤ −1.

Aceste douǎ ecuaţii ı̂l definesc pe y funcţie de x pentru intervalele pre-

cizate.

Exemplele de mai sus au rolul de a demonstra cǎ pentru a defini o

funcţie nu este esenţial ca ı̂ntre cele douǎ sǎ poatǎ fi stabilitǎ o ecuaţie.

Ceea ce este important e ca pentru fiecare valoare a variabilei indepen-

dente sǎ existe o singurǎ valoare a variabilei dependente de ea.

Definiţie 1.1.3. Dacǎ fiecǎrei valori a variabilei independente x care

aparţine unei anumite mulţimi E, ı̂i corespunde o singurǎ valoare a vari-

abilei dependente y, spunem cǎ variabila dependentǎ y este o funcţie de

variabila independentǎ x, pe mulţimea E.

Mulţimea E se numeşte domeniu iar mulţimea ı̂n care ia valori vari-

abila dependentǎ, se numeşte imaginea funcţiei y.

Observaţie 1.1.4. Pe parcursul prezentǎrii noastre, ne vom referi la o

formulǎ ca şi cum ar fi o funcţie. De exemplu, vom ı̂nţelege cǎ relaţia

y =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1],

defineşte o funcţie şi citim ”y este funcţie de x”.

Observaţie 1.1.5. O relaţie de felul y = x
1−x este neclară deoarece nu

precizeazǎ domeniul ı̂n care variabila independentǎ ia valori.
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1.1.2 Funcţii implicite

Sǎ considerǎm o relaţie ı̂ntre variabilele x şi y datǎ de formula

(1.1) x+ y2 = 4

Este relaţia de mai sus o funcţie? Pentru x > 4, formula nu va determina

o valoare a lui y. Pentru a exista o valoare a lui y, e necesar ca x ≤ 4.

În aceste condiţii

y = ±
√

4− x, x ≤ 4.

Dacǎ relaţia dintre x şi y o scriem ı̂n acest fel, observǎm cǎ valoarea lui

y nu este unic determinatǎ, prin urmare aceastǎ scriere nu defineşte o

funcţie. Obţinem, de exemplu, urmǎtoarele funcţii:

y =
√

4− x, x ≤ 4,

y = −
√

4− x, x ≤ 4.

Alegând relaţia x2+y2 = −4, ne punem ı̂ntrebarea dacǎ aceasta defineşte

o funcţie? Observǎm cu uşurinţǎ faptul cǎ nu existǎ valori x şi y pentru

care aceasta sǎ fie satisfǎcutǎ.

De fiecare datǎ când ı̂ntre x şi y existǎ o relaţie de forma (1.1), vom scrie

simbolic

f(x, y) = 0

şi vom spune cǎ y este o funcţie implicitǎ de x, ı̂nţelegând cǎ y nu

este neapǎrat o funcţie explicitǎ, vizibilǎ, de x, dar cǎ implicit existǎ o

funcţie y = g(x) care verificǎ f(x, y) = 0.

Definiţie 1.1.1. Relaţia f(x, y) = 0 ı̂l defineşte y implicit ı̂n funcţie de

x pe un interval I, dacǎ existǎ cel puţin o funcţie g(x) definitǎ pe I astfel

ı̂ncât

f(x, g(x)) = 0, pentru orice x ∈ I.

Exemplu 1.1.2. Sǎ demonstrǎm cǎ

f(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0
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defineşte pe y ca o funcţie de x pe intervalul −2 ≤ x ≤ 2. Alegând, de

exemplu, una din funcţiile:

g(x) =
√

4− x2, −2 ≤ x ≤ 2,

g(x) = −
√

4− x2, −2 ≤ x ≤ 2,

observǎm cǎ

f(x, g(x)) = x2 + (±
√

4− x2)2 − 4 = 0.

Prin urmare, Definiţia 1.1.1 este verificatǎ.

În situaţii mai complexe, funcţiile y care determinǎ o curbǎ nu se pot

afla explicit. Totuşi, orice curbǎ fiind determinatǎ de mai multe funcţii,

putem afla derivata sa ı̂ntr-un anume punct dat.

De exemplu, ne propunem sǎ aflǎm dy
dx

pentru sin y + y = x. Singura

posibilitate este de a aplica diferenţierea implicitǎ.

sin y + y = x ⇐⇒ d

dx
(sin y + y) =

dx

dx
⇐⇒ cosy

dy

dx
+
dy

dx
= 1

şi rezultǎ
df

dx
=

1

cos y + 1
.

Vom ı̂ncheia aceastǎ secţiune reamintind care sunt funcţiile elementare.

Acestea sunt constantele şi:

(i) funcţia putere f : R→ R, f(x) = xn;

(ii) funcţia radical f : R→ R, f(x) = n
√
x, n ∈ Z impar şi

f : [0,∞)→ R, f(x) = n
√
x, n ∈ Z par;

(iii) funcţia exponenţialǎ f : R→ (0,∞), f(x) = ex;

(iv) funcţia logaritmicǎ f : (0,∞)→ R, f(x) = lnx;

(iv) funcţiile trigonometrice: sin x, cosx : R→ [−1, 1],

tg x : R\{ (2k+1)π
2
|k ∈ Z} → R, ctg x : R\{kπ|k ∈ Z} → R;
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(v) funcţiile inverse celor trigonometrice: arcsinx : [−1, 1] → [−π
2
, π

2
],

arccosx : [−1, 1]→ [0, π] etc.

(vi) toate funcţiile care se obţin prin compunerea celor de mai sus, de

exemplu: ln(cosx), earcsinx etc.

(vii) toate funcţiile care se obţin cu ajutorul operaţiilor de adunare,

scǎdere, ı̂nmulţire, ı̂mpǎrţire a tuturor funcţiilor descrise mai sus,

de exemplu: (arcsin x)2 + ex+x√
2x

.

1.1.3 Exerciţii

(1) Definiţi aria A unui pǎtrat ca o funcţie de latura sa l. Care este

variabila independentǎ şi care este cea dependentǎ? Desenaţi grafi-

cul şi arǎtaţi cum depinde aria de latura sa, pentru valori ale laturii

cuprinse ı̂ntre 0 şi 3.

(2) În anumite condiţii, relaţia dintre presiunea unui gaz şi volumul

sǎu poate fi exprimatǎ astfel pV
3
2 = 1. Exprimaţi fiecare variabilǎ

ı̂n funcţie de cealaltǎ.

(3) Explicaţi diferenţa dintre funcţia

y = lnx, x > 0 şi funcţia

y = lnx, 1 ≤ x ≤ e2.

(4) Fie f(x) = x(x−1)
x2

, x 6= 0. Calculaţi f(1), f(−2), f(0), f(2x+ 1).

(5) Care este diferenţa dintre funcţia de mai sus şi expresia g(x) =

x− 1?

(6) Determinaţi domeniul D pentru care fiecare formulǎ defineşte o

funcţie de x.

(a) y =
√
x2 − 1 (b) y =

√
−(x2 + 1)

(c) y = x−2
x−2

(d) y = x(x− 1).
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(7) Fie relaţia implicitǎ ı̂ntre funcţia y şi argumentul sǎu x, x2 + y2 −
2xy2 = 0. Obţinem 2x+ 2y dy

dx
− 2y2 − 4xy dy

dx
= 0. Mai mult,

(1.2)
dy

dx
=

x− y2

y − 4xy
, y 6= 4xy.

Explicaţi ce ı̂nseamnǎ (1.2) din punct de vedere geometric.

(8) Considerând relaţia x2 + y2 + 4 = 0, explicaţi de ce procedând ca

şi ı̂n problema anterioarǎ, rezultatul este fǎrǎ sens.

(9) Presupunând cǎ y este o funcţie de x, y
x3

+ x
y3

= x2y4, aflaţi y′ = dy
dx

.

(10) Aflaţi funcţia implicitǎ determinatǎ de relaţia√
x2 − y2 + arccos

x

y
= 0, y 6= 0.

(11) Explicaţi de ce relaţia√
x2 − y2 + arcsin

x

y
= 0, y 6= 0,

nu defineşte o funcţia implicitǎ de x.

1.1.4 Soluţii

Ex.6. (a) D =]−∞,−1] ∪ [1,∞[; (b) D = ∅; (c) D = R; (d) D = R.

Ex.10. Funcţia y = x, x ∈ R.

Ex.11. Din primul termen rezultă că |x| ≥ |y|. Din definiţia funcţiei

arcsin avem că |x| ≤ |y|. Dar funcţiile y = |x| sau y = −|x| nu verifcă

relaţia dată. În concluzie, relaţia de mai sus nu defineşte o funcţie de x.
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Capitolul 2

Ecuaţii diferenţiale de ordinul

I

2.1 Soluţiile unei ecuaţii diferenţiale. Soluţii

explicite. Soluţii implicite.

Se numeşte ecuaţie diferenţialǎ ordinarǎ, o relaţie de forma

(2.1) F (x, y(x), y′(x), ..., y(n)(x)) = 0,

ı̂ntre variabila independentǎ x ∈ I şi funcţia y ∈ Cn(I), I ⊆ R, unde

F : D → R, D ⊆ Rn+2. Ecuaţia (2.1) se mai scrie:

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0.

Câteva exemple:

(a) dy
dx

+ y = 0.

(b) y′ = ex.

(c) d2y
dx2

= 1
1−x2 .

(d) xy(4) + 2y
′′

+ (xy′)5 = x3.
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şi, ı̂n final, ecuaţia lui Bessel:

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − n2)y = 0,

unde n2 este o constantǎ.

Ordinul unei ecuaţii diferenţiale este egal cu ordinul celei mai mari

derivate care apare ı̂n ecuaţie.

Dacǎ F este o funcţie liniarǎ ı̂n variabilele y, y′, ..., y(n), adicǎ:

F (x, y, y′, ..., y(n)) = a0(x)y(n)+a1(x)y(n−1)+...+an−1(x)y(′)+an(x)y+f(x),

atunci ecuaţia se numeşte diferenţialǎ liniarǎ. Toate exemplele de mai

sus sunt de ecuaţii diferenţiale liniare, spre deosebire de ecuaţia

yy′ + y = f(x),

care se observǎ uşor cǎ nu este liniarǎ.

Definiţie 2.1.1. O funcţie f ∈ Cn(I), I ⊆ R care verificǎ

F (x, f(x), f
′
(x), ..., f (n)(x)) = 0,

se numeşte soluţie a ecuaţiei diferenţiale (2.1).

Exemplu 2.1.2. Sǎ verificǎm cǎ funcţia

(2.2) y = lnx+ c, x > 0,

este soluţie a ecuaţiei y′ = 1
x
. Sǎ observǎm cǎ domeniul ecuaţiei este

de asemenea x > 0, la fel cu cel al funcţiei. Derivând funcţia (2.2) şi

ı̂nlocuind derivata ı̂n ecuaţie, este clar cǎ obţinem identitate pentru orice

x > 0.

Exemplu 2.1.3. Sǎ verificǎm acum cǎ funcţia

(2.3) y = tg x− x, x 6= (2n+ 1)
π

2
, n ∈ Z,

este soluţie a ecuaţiei y′ = (x + y)2. Sǎ observǎm cǎ domeniul ecuaţiei

este de R, pe când cel al funcţiei este mai restrictiv. Derivând funcţia
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(2.3) avem y′ = sec2 x− 1 = tg2 x şi ı̂nlocuind ı̂n ecuaţie

tg2 x = (x+ tg x− x)2,

şi asta doar pentru valorile din domeniul funcţiei y, x 6= (2n+1)π
2
, n ∈ Z.

Exemplu 2.1.4. O altǎ situaţie interesantǎ este cea ı̂n care o funcţie

este definitǎ pe un interval şi este soluţie a unei ecuaţii diferenţiale doar

pe un subinterval.

Sǎ considerǎm funcţia y = |x| definitǎ pe ı̂ntreg R. Ea nu este derivabilǎ

ı̂n x = 0. Satisface ecuaţia y′ = 1 pe intervalul x > 0 şi ecuaţia y′ = −1

pe intervalul x < 0. În schimb, pe orice interval care conţine x = 0, ea

nu este soluţie a nici unei ecuaţii diferenţiale.

În situaţia ı̂n care funcţia y verificǎ o relaţie de forma f(x, y) = 0,

fǎrǎ a putea fi gǎsitǎ ı̂n mod explicit, este mai greu a verifica dacǎ ea

este soluţie a unei ecuaţii diferenţiale.

Definiţie 2.1.5. Spunem cǎ o relaţie de forma f(x, y) = 0 defineşte o

soluţie implicitǎ a ecuaţiei

(2.4) F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

pe intervalul I, dacǎ:

(1) existǎ o funcţie g(x) definitǎ pe I astfel ı̂ncât f(x, g(x)) = 0 pentru

orice x ∈ I şi

(2) g verificǎ (2.4), adicǎ

F (x, g(x), g′(x), ..., g(n)(x)) = 0, pentru orice x ∈ I.

Exemplu 2.1.6. Verificaţi dacǎ relaţia

(2.5) f(x, y) = x2 + y2 − 16 = 0,

defineşte o soluţie implicitǎ a ecuaţiei

F (x, y, y′) = yy′ + x = 0,
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pe intervalul I = (−4, 4).

Pe intervalul ales, relaţia (2.5) defineşte, de exemplu, douǎ funcţii, şi

anume

g(x) =
√

16− x2 şi g(x) = −
√

16− x2.

O alegem pe prima din cele douǎ şi avem y′ = −x√
16−x2 . Prin urmare,

F (x, g(x), g′(x)) =
√

16− x2
−x√

16− x2
+ x = 0,

iar concluzia este cǎ relaţia (2.5) defineşte o soluţie implicitǎ a ecuaţiei

(2.5).

2.1.1 Exerciţii

1. Demonstraţi cǎ funcţiile din coloana dreaptǎ sunt soluţii ale ecuaţiilor

din coloana stângǎ. Precizaţi şi intervalul pe care acestea sunt soluţii.

(a) xy′ = 2y y = x2.

(b) (1 + x2)y′ = xy y =
√

1 + x2.

(c) xy′ + y = y2 y = 2
x+2

.

(d) y
′′ − y = 0 y = aex + be−x.

(e) d2y
dx2

= 1√
1−x2 y = x arcsinx+

√
1− x2.

2. Verificaţi dacǎ ecuaţiile din dreapta determinǎ o funcţie implicitǎ de

x. În acest caz, verificaţi dacǎ sunt soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale din

stânga.

(a) y2 − 1− (2y + xy)y′ = 0 y2 − 1 = (x+ 2)2.

(b) ex−y + ey−x dy
dx

= 0 e2y + e2x = 1.

(c) dy
dx

= − y
x

x2 + y2 + 1 = 0.

3. Verificaţi care dintre urmǎtoarele ecuaţii sunt liniare şi care sunt

neliniare:

(a) xy′ + y = ex.
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(b) y
′′

+ y′ + y = 0

(c) sin y + x cos y′ = 0.

(d) eyy
′′

+ x3 = 0.

2.1.2 Soluţii

1. (a) x 6= 0; (b) x ∈ R; (c) x 6= 0,−2; (d) x ∈ R; (e) x ∈]− 1, 1[.

2. (a) Fiecare din funcţiile y =
√

(x+ 2)2 + 1, y = −
√

(x+ 2)2 + 1

este o funcţie implicită de x, pentru orice x ∈ R şi verifică ecuaţia dată;

(b) Funcţia y = 1
2

ln(1 − e2x), x 6= 0 defineşte o funcţie de x şi verifică

ecuaţia dată; (c) Relaţia nu defineşte o funcţie de x.

3. (a) liniară; (b) liniară; (c) neliniară; (d) neliniară.
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2.2 Soluţia generalǎ a unei ecuaţii diferenţiale.

Soluţie particularǎ. Condiţii iniţiale

Sǎ considerǎm urmǎtoarea ecuaţie diferenţialǎ:

y′ = ex.

Integrând ı̂n raport cu x obţinem y = ex + c, unde c este o constantǎ

arbitrarǎ. Considerând acum ecuaţia:

y′′ = ex,

este clar cǎ integrând de douǎ ori, vom obţine y = ex + c1x+ c2.

S-ar putea trage concluzia de aici cǎ, dacǎ ecuaţia are un anumit ordin,

soluţia ei va conţine un numǎr de constante egal cu ordinul acesteia. Şi

totuşi, considerând ecuaţia:

(y′′′) + y = 0,

se observǎ uşor cǎ ea admite doar soluţia y = 0. Un alt exemplu. Fie:

(y′ − 2y)(y′ − 3y) = 0,

ecuaţie care are soluţia:

(y − c1e
2x)(y − c2e

3x) = 0,

care conţine douǎ constante arbitrare ı̂n loc de una, cât e gradul ei. Şi

totuşi, marea masǎ a ecuaţiilor pe care le vom studia, respectǎ aceastǎ

regulǎ.

Definiţie 2.2.1. Familia de funcţii y = f(x, c1, c2, ..., cn) se numeşte o

soluţie generală a ecuaţiei diferenţiale de ordinul n,

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0,
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dacǎ pentru orice alegere a constantelor ci, i = 1, n funcţia f verificǎ

F (x, f, f ′, f ′′, ..., f (n)) = 0.

Exemplu 2.2.2. Demonstraţi cǎ familia de funcţii

f(x, c1, c2) = 2x+ 3 + c1e
x + c2e

2x,

este soluţie generală a ecuaţiei diferenţiale

F (x, y, y′, y′′) = y′′ − 3y′ + 2y − 4x = 0.

Fixǎm c1, c2 ∈ R şi considerǎm funcţia

y(x) = 2x+ 3 + c1e
x + c2e

2x.

Derivatele sale sunt:

y′ = 2 + c1e
x + 2c2e

2x şi

y′′ = c1e
x + 4c2e

2x.

Substituind expresiile derivatelor y′, y′′ şi a funcţiei y ı̂n F , avem:

F (x, y, y′, y′′) = c1e
x+4c2e

2x−3(2+c1e
x+2c2e

2x)+2(2x+3+c1e
x+c2e

2x)−4x = 0,

prin urmare, familia de funcţii y = f(x, c1, c2) este soluţia generală a

ecuaţiei diferenţiale date.

Un alt exerciţiu interesant este urmǎtorul:

Exemplu 2.2.3. Aflaţi ecuaţia diferenţialǎ a cǎrei soluţie generală este:

(2.1) y = c1 sinx+ c2 cosx+ x2.

Deoarece soluţia generală are 2 parametri, ştim cǎ ecuaţia pe care o
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cǎutǎm este de ordinul 2. Derivǎm de douǎ ori şi avem:y′ = c1 cosx− c2 sinx+ 2x

y′′ = −c1 sinx− c2 cosx+ 2.

Rezolvând sistemul ı̂n raport cu c1 şi c2 şi ı̂nlocuind ı̂n (2.1), obţinem

ecuaţia cǎutatǎ.

y′′ = x2 − y + 2.

Definiţie 2.2.4. O soluţie a unei ecuaţii diferenţiale se numeşte soluţie

particularǎ dacǎ ea se obţine din soluţia generală prin particularizarea

constantelor.

Exemplu 2.2.5. Sǎ considerǎm, de exemplu, urmǎtoarea ecuaţie:

y = xy′ + (y′)2.

Aceastǎ ecuaţie are ca soluţie generală familia

(2.2) y = xc+ c2.

Şi totuşi, această ecuaţie are ca soluţie şi urmǎtoarea funcţie:

y = −x
2

4
.

care nu se poate obţine din (2.2) prin particularizarea constantei c. O

astfel de soluţie o numim soluţie singulară.

Exemplu 2.2.6. Aflaţi soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale:

(2.3) yy′ = (y + 1)2

şi soluţia particularǎ care verificǎ y(2) = 0.

Soluţie. Pentru y 6= −1, putem separa variabilele şi avem:∫
y

(y + 1)2
dy =

∫
dx, y 6= −1.
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Dupǎ integrare:

(2.4)
1

(y + 1)
+ ln |y + 1| = x+ c, y 6= −1,

relaţie care reprezintǎ soluţie generală a ecuaţiei date. Pentru a deter-

mina soluţia particularǎ, substituim ı̂n (2.4) x = 2 şi y = 0. Se obţine

c = −1. Prin urmare, soluţia particularǎ este:

1

(y + 1)
+ ln |y + 1| = x− 1, y 6= −1,

Observaţie 2.2.7. Funcţia y = −1 este o soluţia singularǎ a ecuaţiei

(2.3), soluţie care nu se poate obţine din soluţia (2.4) pentru o valoare

particularǎ a lui c.

Exemplu 2.2.8. Se ştie cǎ un corp se mişcǎ dupǎ urmǎtoarea regulǎ:

(2.5) y = 8t2 + c1t+ c2,

ecuaţie care reprezintǎ mişcarea corpului ı̂n funcţie de timpul t. Mai ştim

şi cǎ acest corp se afla la timpul t = 0 la o distanţǎ x = 10m faţǎ de

origine şi cǎ se mişcǎ cu o vitezǎ de v = 20m/s. Ne propunem acum sǎ

aflǎm legea(soluţia particularǎ) dupǎ care se mişcǎ acest corp.

Soluţie. Ţinând cont de (2.5), deducem cǎ viteza corpului are legea:

v = 16t+ c1.

O condiţie iniţialǎ este v(0) = 20 iar de aici rezultǎ c1 = 20. Cealaltǎ

condiţie este y(0) = 10 şi din ea rezultǎ c2 = 10. În concluzie, soluţia

particularǎ a problemei este

y = 8t2 + 20t+ 10.
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2.2.1 Exerciţii

1. Demonstraţi cǎ funcţiile din stânga sunt soluţii ale ecuaţiilor din

dreapta:

(a) y = c1x+ c2e
−x + x3

3
y
′′ − y′ − x2 − 2x = 0.

(b) y = c1e
−2x + c2e

−x + 2ex y
′′

+ 3y′ + 2y− 12ex = 0.

(c) y = ex(c1x+c2x
2 +c3x

3 + x3

6
) y′′′−3y

′′
+3y′−y−ex = 0.

2. Determinaţi ecuaţia diferenţialǎ a cǎrei soluţie este datǎ mai jos:

(a) y = cx+ c3 (b) y = c1e
c2x.

(c) x2 − cy + c2 = 0 (d) y = c
x

+ x3.

(e) y = c1 cos 3x+ c2sin3x (f) ln y = c1x
2 + c2.

(g) y = x tg(x+ c) (h) y = a(1− cosx).

3. Aflaţi ecuaţia diferenţialǎ a cǎrei soluţie este:

(a) O familie de cercuri cu razǎ fixatǎ care au centrele pe axa Ox.

(b) O familie de drepte tangente parabolei y = 2x.

(c) O familie de parabole care au focarul ı̂n origine şi vârful pe axa Ox.

(d) O familie de cercuri cu raza variabilǎ, din planul xOy.

(e) O familie de soluţii cu 1 parametru a ecuaţiei diferenţiale y′ = y,

care verificǎ condiţia iniţialǎ y(3) = 1.

2.2.2 Soluţii

2. (a) y = xy′ + (y′)3; (b) yy
′′

= (y′)2; (c) x2(y′)2 − 2xyy′ + 4x2 = 0; (d)

y′x = 4x3 − y; (e) y
′′

+ 9y = 0; (f) xyy
′′ − yy′ − x(y′)2 = 0;

(g) xy′ = x2 + y2 + y; (h) (1− cosx)y′ = y sinx.

3. (a) y = (yy′)2 + y2 = a2; (b) 2x(y′)2 − 2yy′ + 1 = 0; (c) 2xy′ = y;

(d) y′′′[1 + (y′)2] = 3y′(y
′′
)2; (e) y = cex; y = ex−3.
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Capitolul 3

Tipuri speciale de ecuaţii

diferenţiale de ordinul I

Primele ecuaţii diferenţiale de ordinul I au fost rezolvate ı̂n secolul al

XV II-lea, odatǎ cu apariţia calculului integral:

y′ = f(x),

unde f : X ⊆ R → R, este o funcţie continuǎ. Soluţia acestei ecuaţii

este datǎ de:

y = y0 +

∫ x

x0

f(x)dx,

unde y0 = f(x0), x0 ∈ I.

3.1 Ecuaţii cu variabile separabile

Definiţie 3.1.1. Se numeşte ecuaţie diferenţialǎ cu variabile sepa-

rabile, o ecuaţie de forma:

f(x)dx+ g(y)dy = 0,

unde f : I → R şi g : J → R sunt funcţii continue.

Atunci soluţia generală a acestei ecuaţii este:∫
f(x)dx+

∫
g(y)dy = c,
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unde c ∈ R este o constantǎ arbitrarǎ.

Exemplu 3.1.2. Aflaţi soluţia generală a ecuaţiei:

3x2dx− 9y2dy = 0.

Soluţie. Ecuaţia fiind cu variabilele separate, putem integra şi avem:

x3 − 3y3 = c.

Exemplu 3.1.3. Aflaţi soluţia generală a ecuaţiei:

x
√

1− ydx−
√

1− x2dy = 0.

Verificaţi dacǎ ecuaţia are şi soluţii singulare.

Soluţie. Sǎ remarcǎm faptul cǎ ecuaţia este definitǎ pentru y ≤ 1 şi

−1 ≤ x ≤ 1. Pentru x 6= ±1 şi y 6= 1, obţinem:

xdx√
1− x2

− dy√
1− y

= 0, − 1 < x < 1, y < 1.

Integrând rezultǎ:

(3.1)
√

1− x2 − 2
√

1− y = c, − 1 < x < 1, y < 1,

care reprezintǎ soluţia generală a ecuaţiei date.

Remarcǎm faptul cǎ funcţia y = 1,−1 ≤ x ≤ 1, verificǎ ecuaţia datǎ şi

nu poate fi obţinutǎ din (3.1), prin urmare, ea este soluţia singulară.

Exemplu 3.1.4. Aflaţi soluţia particularǎ a ecuaţiei:

xy2dx+ (1− x)dy = 0,

pentru care y(2) = 1.

Soluţie. Pentru x 6= 1 şi y 6= 0, obţinem:

xdx

1− x
+ y−2dy = 0, x 6= 1, y 6= 0⇐⇒
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(
1

1− x
− 1)dx+ y−2dy = 0, x 6= 1, y 6= 0,

de unde:

(3.2) ln | 1− x | +x+
1

y
= c, x 6= 1, y 6= 0.

care reprezintǎ soluţia generală a ecuaţiei date.

Înlocuind x = 2 şi y = 1 in (3.2), rezultǎ c = 3, adicǎ soluţia particularǎ

este:

ln | 1− x | +x+
1

y
= 3, x 6= 1, y 6= 0.

3.1.1 Exerciţii

1. Determinaţi soluţia generală a fiecarei ecuaţii date mai jos. Precizaţi

domeniul lui x pentru care acestea sunt soluţii.

(a) (y2 + 1)dx+ (x2 + 1)dy = 0.

(b) (x− 1) cos ydy = 2x sin ydx.

(c) ey
2
(x2 + 2x+ 1)dx+ (xy + y)dy = 0.

(d) dy
dx

= − sinx.

(e) dy
dx

= y tg x.

(f) y′ = x2 + sinx.

(g) ex+1 tg ydx+ cos ydy = 0.

2. Determinaţi soluţia particularǎ a urmǎtoarelor probleme.

(a) (1− x)dy = x(y + 1)dx, y(0) = 0.

(b) ydy + xdx = 3xy2dx, y(2) = 1.

(c) dy = ex+ydx, y(0) = 0.

(d) xy′ − 2
√
y lnx = 0, y(e) = 1.

(e) dx
dy

= 2y
sin 2x

, y(π
4
) = 1.
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(f) y′ = 3(yex)3, y(0) = 1.

(g) (1 + x)eyy′ = 1, y(0) = y0.

3.1.2 Soluţii

1. (a) arctan y = arctanx+ c, c constantă arbitrară;

(b) sin y = (x − 1)2e2x+c, x 6= 1, y 6= nπ. Soluţia singulară este y = nπ.

(c) x2 + 2x = e−y
2

+ c, x 6= −1; (d) y = cosx+ c;

(e) y cosx = c, y 6= 0, x 6= π
2

+ nπ. Soluţia singulară este y = 0.

(f) y = x3

3
− cosx+ c.

(g) ex+1 + ln(csc y − ctg y) + cos y = c, y 6= nπ. Soluţia singulară este

y = nπ.

2. (a) arctan y = arctanx+ c, c constantă arbitrară;

(b) sin y = (x− 1)2e2x+c, x 6= 1, y 6= nπ. Soluţia particulară este y = nπ.

(c) x2 + 2x = e−y
2

+ c, x 6= −1; (d) y = cosx+ c;

(e) y cosx = c, y 6= 0, x 6= π
2

+ nπ. Soluţia particulară este y = 0.

(f) y = x3

3
− cosx+ c.

(g) ex+1 + ln(csc y − ctg y) + cos y = c, y 6= nπ. Soluţia particulară este

y = nπ.
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3.2 Ecuaţii omogene

Definiţie 3.2.1. O funcţie f : D ⊆ R2 → R se numeşte omogenǎ de

ordin n dacǎ:

f(tx, ty) = tnf(x, y),

unde t > 0, iar n este o constantǎ.

Definiţie 3.2.2. Dacǎ funcţiile P,Q : D ⊆ R2 → R sunt fiecare omogene

de ordin n, atunci ecuaţia:

(3.1) P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

se numeşte ecuaţie diferenţialǎ de ordinul I cu coeficienţi omogeni.

Teoremǎ 3.2.3. Dacǎ ı̂n ecuaţia (3.1), unde funcţiile P,Q : D ⊆ R2 →
R sunt fiecare omogene de ordin n, facem substituţiile y = ux, dy =

udx+ xdu, aceasta se transformǎ ı̂ntr-una cu variabile separabile.

Observaţie 3.2.4. Dacǎ funcţiile P,Q : D ⊆ R2 → R sunt fiecare

omogene de ordin n, substituţiile x = uy, dx = udy+ ydu, transformǎ de

asemenea ecuaţia (3.1) ı̂ntr-una cu variabile separabile.

Exemplu 3.2.5. Determinaţi soluţia generală a ecuaţiei:

(
√
x2 − y2 + y)dx− xdy = 0.

Precizaţi şi soluţiile singulare.

Soluţie. Condiţiile pe care trebuie sǎ le ı̂ndeplineascǎ x, y pentru a

satisface ecuaţia datǎ sunt | y
x
| ≤ 1, x 6= 0. Folosind substituţiile y =

ux, dy = udx+ xdu, ecuaţia devine:

(
√
x2 − u2x2 + ux)dx− x(udx+ xdu) = 0, |u =

y

x
| ≤ 1, x 6= 0⇐⇒

|x|(
√

1− u2 + ux)dx− x(udx+ xdu) = 0, |u =
y

x
| ≤ 1, x 6= 0.

Împărţind cu x, devine:

(±
√

1− u2 + u)dx− (udx+ xdu) = 0, |u =
y

x
| ≤ 1, x 6= 0⇐⇒
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±
√

1− u2 − xdu = 0, |u =
y

x
| ≤ 1, x 6= 0.

Dacǎ u 6= ±1, putem separa variabilele astfel:

dx

x
= ± du√

1− u2
, |u =

y

x
| < 1, x 6= 0.

Dupǎ integrare,

lnx = arcsinu+ c, |u| < 1, x > 0,

− ln(−x) = arcsinu+ c, |u| < 1, x < 0.

Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei este:

lnx = arcsin
y

x
+ c, |y

x
| < 1, x > 0,

− ln(−x) = arcsin
y

x
+ c, |y

x
| < 1, x < 0.

Verificând ı̂n ecuaţie, se observǎ uşor cǎ funcţiile y = ±x sunt soluţii

singulare ale ecuaţiei date.

Observaţie 3.2.6. Dacǎ scriem ecuaţia (3.1) sub forma

dy

dx
=
P (x, y)

Q(x, y)
= F (x, y),

atunci faptul cǎ funcţiile P,Q sunt fiecare omogene de ordin n este echiva-

lent cu a spune cǎ F este omogenǎ de ordin 0. Aşadar, ecuaţia omogenǎ

poate fi scrisǎ, echivalent, astfel:

dy

dx
= F (

y

x
).

3.2.1 Exerciţii

1. Determinaţi soluţia generală a fiecărei ecuaţii date mai jos. Precizaţi

domeniul lui x pentru care acestea sunt soluţii şi puneţi ı̂n evidenţă şi

soluţiile singulare.

(a) y2dx+ (x
√
y2 − y2 − xy)dy = 0.
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(b) 2xydx+ (x2 + y2)dy = 0.

(c) y
x

cos y
x
dx− ( y

x
sin y

x
+ cos y

x
)dy = 0.

(d) (xe
y
x − y sin y

x
)dx+ x sin y

x
dy = 0.

(e) xy′ = x+ y + xe
y
x .

(f) 2xyy′ + x2 − y2 = 0.

(g) 2xyy′ = x2 + 3y2.

2. Determinaţi soluţia particularǎ care satisface condiţia iniţialǎ datǎ,

pentru fiecare problemǎ de mai jos.

(a) y′ − y
x

+ csc y
x

= 0, y(1) = 0.

(b) (xy − y2)dx− x2dy = 0, y(1) = 1.

(c) y′ = 4xy−y2
2x2

, y(1) = 1.

(d) (xe
y
x + y)dx = xdy, y(1) = 0.

(e) y′ = 2x+y
4x−y , y(1) = 1.

(f) y′ = x2+y2

2xy
, y(−1) = 0.

(g) y′ = y
x−2
√
yx
, y(1) = 1.

3.2.2 Soluţii

1. (a) c(y +
√
y2 − x2) = xy, y2 > x2, c constantă arbitrară;

(b) y = ce−2
√

1−x/y, y > 0, x < y; y = ce2
√

1−x/y, y < 0, x > y, c con-

stantă arbitrară;

(c) y sin y
x

= c, c constantă arbitrară;

(d) ln x2 − e−y/x(sin y
x

+ cos y
x
) = c, c constantă arbitrară;

(e) y = 2x arctan cx, c constantă arbitrară;

(f) x2 + y2 − cx = 0, c constantă arbitrară; (g) y2 = cx− 1, c constantă

arbitrară nenulă.

2. (a) ln x− cos y
x

+ 1 = 0; (b) x = ex/y−1; (c) y(x) = 2x2

x+1
;

(d) ln x+ e−y/x = 1; (e) y = x;

(f) y2 = x2 + x,; (g)
√

y
x
− ln y

x
= lnx.
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3.3 Ecuaţii reductibile la omogene

Vom studia ecuaţiile de forma:

y(x) = f(
a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

),

şi care pot fi reduse la cele omogene.

Cazul I Sistemul: a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0

este compatibil determinat.

Metoda I. Dacǎ sistemul este compatibil determinat, determinǎm soluţia

acestuia (x0, y0) şi facem translaţia:x = u+ x0,

y = v + y0,

ţinând cont de asemenea cǎ dx = du şi dy = dv. Ecuaţia se transformǎ

ı̂ntr-una omogenǎ:

v =
a1u+ b1v

a2u+ b2v
,

care se rezolvǎ fǎcând substituţia p = v
u
.

Exemplu 3.3.1. Rezolvaţi ecuaţia:

y′ = f(
2y − x+ 5

2x− y + 4
).

Soluţie Rezolvǎm sistemul care este compatibil nedeterminat:2y − x+ 5 = 0,

2x− y + 4 = 0,

cu soluţia (−1, 2). Translaţia este:x = u− 1,

y = v + 2.
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Ecuaţia omogenǎ care se obţine este v = −u+2v
2u−v . Dǎm factor comun

forţat la numitor şi numǎrǎtor pe u. Se obţine:

(3.1) v′ =
−1 + 2 v

u

2− v
u

.

Notǎm p = v
u
, p = p(u) de unde v = pu şi v′ = p′u + p. Înlocuind ı̂n

ecuaţia (3.1) avem:

p′u+ p =
−1 + 2p

2− p
, p 6= 2.

Aceasta este o ecuaţie cu variabile separabile:

2− p
p2 − 1

dp =
1

u
du, p 6= 2, p 6= ±1.

Dupǎ integrare avem:

ln |p− 1

p+ 1
| − 1

2
ln |p2 − 1| = ln |u|+ ln |c|, p 6= 2, p 6= ±1, u 6= 0⇐⇒

ln | p− 1√
p2 − 1(p+ 1)

| = ln |uc|, p 6= 2, p 6= ±1, u 6= 0⇐⇒

p− 1√
p2 − 1(p+ 1)

= ±uc, p 6= 2, p 6= ±1, u 6= 0⇐⇒

(p− 1)
1
2

(p+ 1)
3
2

= ±uc, p 6= 2, p 6= ±1, u 6= 0⇐⇒

p− 1

(p+ 1)3
= u2c, p 6= 2, p 6= ±1, u 6= 0.

Revenind la notaţiile iniţiale p = y−2
x+1

, u = x+1, obţinem soluţia generală

a ecuaţiei date:

y−2
x+1
− 1

( y−2
x+1

+ 1)3
= c, x 6= −1, y−x−3 6= 0, y+x±1 6= 0, y−2x−4 6= 0⇐⇒

y − x− 3

(y + x− 1)3
= c, x 6= −1, y− x− 3 6= 0, y+ x± 1 6= 0, y− 2x− 4 6= 0.

Soluţiile y−x− 3 = 0, y+x± 1 = 0şi y− 2x− 4 = 0 reprezintǎ soluţiile
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singulare ale ecuaţiei date.

Metoda II Notǎm: u = a1x+ b1y + c1,

v = a2x+ b2y + c2.

Rezultǎ: du = a1dx+ b1dy,

dv = a2dx+ b2dy.

Determinǎm dx şi dy ı̂n funcţie de du şi dv. Substituim u, v, du, dv ı̂n

ecuaţia datǎ şi obţinem una omogenǎ.

Exemplu 3.3.2. Rezolvaţi ecuaţia:

(2x− y + 1)dx+ (x+ y)dy = 0.

Soluţie Notǎm: u = 2x− y + 1,

v = x+ y.

Rezultǎ: du = 2dx− dy,

dv = dx+ dy.

şi

dx =
du+ dv

3
, dy = −du− 2dv

3
.

Înlocuim u, v, du, dv ı̂n ecuaţia datǎ şi obţinem:

u
du+ dv

3
− vdu− 2dv

3
= 0⇐⇒

(3.2) (u− v)du+ (u+ 2v)du = 0,

care este o ecuaţie omogenǎ. Notǎm t = u
v
. Avem u = tv, de unde
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du = tdv + vdt. Substituind ı̂n (3.2):

(tv − v)(tdv + vdt) + (tv + 2v)dv = 0⇐⇒ dv

v
=

1− t
t2 + 2

dt, v 6= 0.

Soluţia ultimei ecuaţii este:

ln |v|+ 1

2
ln(t2 + 2)− 1√

2
arctan

t√
2

= c, v 6= 0

echivalent cu

ln[v2(t2 + 2)]−
√

2 arctan
t√
2

= c, v 6= 0.

Revenind la notaţiile iniţiale:

t =
u

v
=

2x− y + 1

x+ y
, x+ y 6= 0.

avem:

ln[(2x− y + 1)2 + 2(x+ y)2]−
√

2 arctan
2x− y + 1√

2(x+ y)
= c, x+ y 6= 0.

Cazul II Sistemul: a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0

este compatibil nedeterminat sau incompatibil. În acest caz, aplicǎm

metoda a II-a descrisǎ mai sus.

Exemplu 3.3.3. Rezolvaţi ecuaţia:

(x+ y − 1)dx+ (2x+ 2y − 3)dy = 0.

Soluţie Notǎm:

u = x+ y − 1.

Rezultǎ:

du = dx+ dy,
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şi obţinem:

(3.3) dx = du− dy şi 2x+ 2y − 3 = 2u− 1.

Înlocuind (3.3) ı̂n ecuaţia datǎ, obţinem o ecuaţie cu variabile separabile:

u(du− dy) + (2u− 1)dy = 0⇐⇒

u

1− u
du = dy, u 6= 1.

Soluţia generală este:

−u− ln |u− 1| = y + c, u 6= 1.

iar ı̂n notaţiile iniţiale :

(3.4) x+ y − 1 + ln |x+ y − 2|+ y = c, x+ y 6= 2.

Soluţia x+ y − 1 = 0 este, de asemenea o soluţie a ecuaţiei date care nu

se poate obţine din (3.4), prin urmare este o soluţie singularǎ.

Exemplu 3.3.4. Rezolvaţi ecuaţia:

(x+ y + 1)dx+ (2x+ 2y + 2)dy = 0.

Soluţie Împǎrţind ecuaţia la x+y+1 6= 0, avem o ecuaţie cu variabile

separabile:

dx+ 2dy = 0, x+ y + 1 6= 0⇐⇒ dx = −2dy, x+ y + 1 6= 0.

Soluţia generală este:

x+ 2y = c, x+ y + 1 6= 0.

Soluţia singularǎ este x+ y + 1 = 0.

34



3.3.1 Exerciţii

1. Sǎ se rezolve urmǎtoarele ecuaţii diferenţiale:

(a) y′ = −3x+3y−1
x+y+1

.

(b) (4x+ 6y + 4)− 3(6x+ 9y − 2)y′ = 0.

(c) (3x+ 2y + 1)dx− (3x+ 2y − 1)dy = 0.

(d) (x+ 2y)dx+ (y − 1)dy = 0.

(e) (x+ y − 1)dx− (x− y − 1)dy = 0.

(f) (x− 2y + 5)dx+ (2x− y + 4)dy = 0.

(g) (x+ y)dx+ (2x+ 2y − 1)dy = 0.

2. Sǎ se rezolve urmǎtoarele ecuaţii diferenţiale:

(a) (y + 7)dx+ (2x+ y + 3)dy = 0, y(1) = 0.

(b) (x+ y + 2)dx− (x− y − 4)dy = 0, y(1) = 0.

(c) (3x+ 2y + 3)dx− (x+ 2y − 1)dy = 0, y(−2) = 1.

3.3.2 Soluţii

1. (a) 1
2
(y + x)− ln(x+ y − 1) = x+ c, c constantă arbitrară;

(b) 3(2x+ 3y)− ln(2x+ 3y)2 − 8x = c, c constantă arbitrară;

(c) ln(15x+ 10y − 1) + 5
2
(x− y) = c, c constantă arbitrară;

(d) x+2
x+y+1

+ ln(x+ y + 1) = c, c constantă arbitrară;

(e) (x− 1)2 + y2 = ce2 arctan y/(x−1), c constantă arbitrară;

(f) c(x+ y − 1)3 = y − x− 3, c constantă arbitrară;

(g) x+ 2y + ln(x+ y − 1) = c.

2. (a) (y + 7)2(3x+ y + 1) = 128;

(b) ln[(x− 1)2 + (y + 3)2] + 2 arctan x−1
y+3

= 2 ln 3;

(c) (2x+ 2y + 1)(3x− 2y + 9)4 = −1.
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3.4 Ecuaţii cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ

Definiţie 3.4.1. Fie D ⊆ R2 → R un domeniu şi P,Q : D → R.
Ecuaţia diferenţialǎ:

(3.1) P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

se numeşte ecuaţie cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ dacǎ existǎ o funcţie

U : D → R, unde D este un domeniu, astfel ı̂ncât:

∂U(x, y)

∂x
= P (x, y) şi

∂U(x, y)

∂y
= Q(x, y).

Soluţia generală a ecuaţiei (3.1) este:

U(x, y) = c, c ∈ R.

Teoremǎ 3.4.2. O condiţie necesarǎ şi suficientǎ ca ecuaţia (3.1) sǎ fie

cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ este:

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
,

unde ∂P (x, y)/∂y, ∂Q(x, y)/∂x : D → R existǎ şi sunt continue pe dome-

niul D.

În aceste condiţii:

(3.2) U(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy,

unde (x0, y0) ∈ D.

Observaţie 3.4.3. De asemenea, funcţia U poate fi determinatǎ de:

U(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy.

Exemplu 3.4.4. Arǎtaţi cǎ ecuaţia urmǎtoare este cu diferenţialǎ totalǎ
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exactǎ şi determinaţi soluţia generală:

(x− 2xy + ey)dx+ (y − x2 + xey) = 0.

Soluţie Sǎ observǎm cǎ P,Q : R2 → R şi P (x, y) = x − 2xy + ey,

Q(x, y) = y − x2 + xey. De asemenea:

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
= −2x+ ey.

Prin urmare, ecuaţia este cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ şi:

U(x, y) =

∫ x

0

(x− 2xy + ey)dx+

∫ y

0

Q(0, y)dy =⇒

U(x, y) =
x2

2
− x2y + xey +

y2

2
.

Soluţia generală este:

x2

2
− x2y + xey +

y2

2
= c, c ∈ R.

Exemplu 3.4.5. Rezolvaţi ecuaţia:

cos ydx− (x sin y − y2)dy = 0.

Soluţie Sǎ verificǎm dacǎ este cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ.

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
= − sin y.

Fǎrǎ a folosi formula (3.2), sǎ determinǎm soluţia generală. Are loc:

∂U(x, y)

∂x
= P (x, y) = cos y.

Integrând ı̂n raport cu x, avem:

(3.3) U(x, y) =

∫
cos ydx = x cos y + C(y).
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De asemenea:

(3.4)
∂U(x, y)

∂y
= Q(x, y) = −x sin y + y2.

Din (3.3), obţinem:

(3.5)
∂U(x, y)

∂y
= −x sin y + C

′
(y).

Din (3.4) şi (3.1) rezultǎ:

C
′
(y) = y2 =⇒ C(y) =

y3

3
.

Prin urmare, U(x, y) = x cos y + y3

3
, iar soluţia generală a ecuaţiei este:

x cos y +
y3

3
= c, c ∈ R.

Exemplu 3.4.6. Determinaţi soluţia generală a ecuaţiei:

sin ydx+ x cos ydy = 0.

Soluţie Se poate observa destul de uşor cǎ membrul stâng al ecuaţiei este

diferenţiala unei funcţii, şi anume:

d(x sin y) = 0.

Soluţia generală a ecuaţiei este:

x sin y = c, c ∈ R.

Exemplu 3.4.7. Determinaţi soluţia generală a ecuaţiei:

xdx+ ydy√
x2 + y2

= 0.

La fel ca şi ı̂n exerciţiul precedent, membrul stâng al ecuaţiei este diferenţiala

38



unei funcţii, şi anume:

d(
√
x2 + y2) = 0.

Soluţia generală a ecuaţiei este:√
x2 + y2 = c, c ∈ R.

3.4.1 Factor integrant

Definiţie 3.4.1. Sǎ presupunem cǎ avem o ecuaţie care nu este cu

diferenţialǎ totalǎ exactǎ:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

Dacǎ funcţia µ : D → R este ı̂n aşa fel ı̂ncât ecuaţia:

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0

este cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ:

(3.1)
∂µP (x, y)

∂y
=
∂µQ(x, y)

∂x
,

numim funcţia µ, factor integrant.

Observaţie 3.4.2. Teoretic, orice ecuaţie diferenţialǎ admite un factor

integrant. Din pǎcate, nu existǎ metode generale pentru determinarea

unui factor integrant pentru orice ecuaţie. În continuare, vom trata

câteva cazuri particulare ı̂n care un factor integrant poate fi gǎsit.

Cazul I µ = µ(x)

Dacǎ µ = µ(x), din relaţia (3.1) obţinem:

µ(x)
∂P (x, y)

∂y
= µ(x)

∂Q(x, y)

∂x
+Q(x, y)

dµ(x)

dx
.
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De aici, avem:

(3.2)
dµ(x)

µ(x)
=

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

Q(x, y)
dx.

Dacǎ expresia din dreapta este funcţie de x:

F (x) =

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

Q(x, y)
,

integrând relaţia (3.2) avem:

µ(x) = e
∫
F (x)dx,

care este un factor integrant al ecuaţiei date.

Exemplu 3.4.3. Determinaţi un factor integrant pentru ecuaţia urmǎtoare

şi determinaţi familia de soluţii:

(3.3) (x2 + y2 + x)dx+ xydy = 0.

Soluţie Sǎ observǎm cǎ:

∂P (x, y)

∂y
= 2y şi

∂Q(x, y)

∂x
= y.

De asemenea, avem cǎ expresia:

F (x) =

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

Q(x, y)
=

1

x
,

prin urmare existǎ un factor integrant funcţie de µ = µ(x) astfel ı̂ncât:

dµ(x)

µ(x)
=

1

x
dx.

Obţinem µ(x) = x. Înmulţind ecuaţia (3.3) cu x:

(x3 + xy2 + x2)dx+ x2ydy = 0,
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ea devine o diferenţialǎ totalǎ exactǎ cu familia de soluţii:

x4

4
+
x2

2
y2 +

x3

3
= c, c ∈ R⇐⇒ 3x4 + 6x2y2 + 4x3 = c, c ∈ R.

Cazul II µ = µ(y)

Dacǎ µ = µ(y), din relaţia (3.1) obţinem:

µ(y)
∂Q(x, y)

∂x
= µ(y)

∂P (x, y)

∂y
+ P (x, y)

dµ(y)

dy
.

Rezultǎ:

(3.4)
dµ(y)

µ(y)
= −

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

P (x, y)
dy.

Dacǎ expresia din dreapta este funcţie de y:

F (y) = −
∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

P (x, y)
,

atunci integrând relaţia (3.4) avem:

µ(y) = e
∫
F (y)dy,

care este un factor integrant al ecuaţiei date.

Exemplu 3.4.4. Determinaţi un factor integrant pentru ecuaţia urmǎtoare

şi determinaţi familia de soluţii:

(3.5) xydx+ (1 + x2)dy = 0.

Soluţie Sǎ observǎm cǎ ecuaţia nu este cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ:

∂P (x, y)

∂y
= x şi

∂Q(x, y)

∂x
= 2x.

Expresia:

F (y) = −
∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

P (x, y)
=

1

y
.
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Un factor integrant este:

µ(y) = e
∫

1
y
dy = y.

Înmulţind ecuaţia (3.5) cu y:

xy2dx+ (1 + x2)ydy = 0,

ea devine cu diferenţialǎ totalǎ exactǎ iar soluţia generală este:

x2y2 + y2 = c, c ∈ R.

Cazul III µ = µ(xy)

Dacǎ µ = µ(xy), din relaţia (3.1) obţinem:

(3.6)

µ(xy)
∂P (x, y)

∂y
+ P (x, y)

∂µ(xy)

∂y
= µ(xy)

∂Q(x, y)

∂x
+Q(x, y)

∂µ(xy)

∂x
.

Sǎ notǎm ı̂n continuare u = xy. Ţinând cont de faptul cǎ:

(3.7)
∂µ

∂x
=
∂µ

∂u
· ∂u
∂x

= y
dµ

du

şi
∂µ

∂y
=
∂µ

∂u
· ∂u
∂y

= x
dµ

du

din relaţia (3.11) rezultǎ:

(3.8)
dµ(u)

µ(u)
=

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

yQ(x, y)− xP (x, y)
du.

Dacǎ expresia din dreapta este funcţie de u:

F (u) =

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

yQ(x, y)− xP (x, y)
,

integrând relaţia (3.8) avem:

µ(u) = e
∫
F (u)du,
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care este un factor integrant al ecuaţiei date, unde u = xy.

Exemplu 3.4.5. Determinaţi soluţia generală a ecuaţiei:

(y3 + xy2 + y)dx+ (x3 + x2y + x)dy = 0.

Soluţie Sǎ observǎm cǎ:

∂P (x, y)

∂y
= 3y2 + 2xy + 1 şi

∂Q(x, y)

∂x
= 3x2 + 2xy + 1.

De asemenea,

F (u) =

∂
∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)

yQ(x, y)− xP (x, y)
= −3

u
.

Un factor integrant este:

µ(u) = e
∫
− 3

u
du,

adicǎ:

µ(u) = u−3.

Înmulţind ecuaţia datǎ cu 1/(xy)3, obţinem o ecuaţie cu diferenţialǎ to-

talǎ exactǎ:

(
1

x3
+

1

x2y
+

1

x3y2
)dx+ (

1

y3
+

1

y2x
+

1

y3x2
)dy = 0.

Funcţia U a cǎrei diferenţialǎ este expresia de mai sus este:

U(x, y) =

∫ x

1

(
1

t3
+

1

t2y
+

1

t3y2
)dt+

∫ y

1

(
1

t3
+

1

t2
+

1

t3
)dt,

adicǎ:

U(x, y) = − 1

2x2y2
− 1

2y2
− 1

2x2
+

5

2
.

Soluţia generală este:

1

x2y2
+

1

y2
+

1

x2
− 5 = c, c ∈ R.

43



Cazul IV µ = µ(x/y)

Dacǎ µ = µ(x/y), sǎ notǎm cu u = x/y. Din relaţia (3.1) obţinem:

(3.9) µ(u)
∂P (x, y)

∂y
+ P (x, y)

∂µ(u)

∂y
= µ(u)

∂Q(x, y)

∂x
+Q(x, y)

∂µ(u)

∂x
.

Avem acum:
∂µ

∂x
=
dµ

du
· 1

y

şi
∂µ

∂y
=
dµ

du
· (− x

y2
)

iar ı̂mpreunǎ cu relaţia (3.11) rezultǎ:

(3.10)
dµ(u)

µ(u)
=
y2[ ∂

∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)]

yQ(x, y) + xP (x, y)
du.

Dacǎ expresia din dreapta este funcţie de u:

F (u) =
y2[ ∂

∂y
P (x, y)− ∂

∂x
Q(x, y)]

yQ(x, y) + xP (x, y)
,

integrând relaţia (3.12) avem:

µ(u) = e
∫
F (u)du,

care este un factor integrant al ecuaţiei date, unde u = x/y.

Exemplu 3.4.6. Determinaţi soluţia generală a ecuaţiei:

3ydx− xdy = 0.

Soluţie Sǎ observǎm cǎ:

∂P (x, y)

∂y
= 3 şi

∂Q(x, y)

∂x
= −1.

De asemenea,

F (u) =
2y2

xy
= 2

y

x
=

2

u
.
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Un factor integrant este:

µ(u) = e
∫

2
u
du = u2 =

x2

y2
,

Înmulţind ecuaţia datǎ cu x2

y2
, obţinem o ecuaţie cu diferenţialǎ totalǎ

exactǎ:

3
x2

y
dx− x3

y2
dy = 0.

Funcţia U a cǎrei diferenţialǎ este expresia de mai sus este:

U(x, y) =

∫ x

0

3
t2

y
dt =

x3

y
.

Soluţia generală este:
x3

y
= c, c ∈ R.

Cazul V µ = µ(y/x)

Dacǎ µ = µ(y/x), sǎ notǎm cu u = y/x. Din relaţia (3.1) obţinem:

(3.11) µ(u)
∂P (x, y)

∂y
+P (x, y)

dµ

du
· 1
x

= µ(u)
∂Q(x, y)

∂x
+Q(x, y)

dµ

du
·(−y
x2

).

Mai departe:

(3.12)
dµ(u)

µ(u)
=
x2[ ∂

∂x
Q(x, y)− ∂

∂y
P (x, y)]

yQ(x, y) + xP (x, y)
du.

Dacǎ expresia din dreapta este funcţie de u:

F (u) =
x2[ ∂

∂x
Q(x, y)− ∂

∂y
P (x, y)]

yQ(x, y) + xP (x, y)
,

integrând relaţia (3.12) avem:

µ(u) = e
∫
F (u)du,

care este un factor integrant al ecuaţiei date, unde u = y/x.

Exemplu 3.4.7. Verificaţi dacǎ urmǎtoarea ecuaţie este cu factor inte-
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grant şi determinaţi soluţia generală:

ydx− 3xdy = 0.

Soluţie Avem:
∂P (x, y)

∂y
= 1 şi

∂Q(x, y)

∂x
= −3.

Expresia:

F (u) =
x2[ ∂

∂x
Q(x, y)− ∂

∂y
P (x, y)]

yQ(x, y) + xP (x, y)
=

2x

y
=

2

u
,

este funcţie de u. Un factor integrant este:

µ(u) = e
∫
F (u)du = u2 =

x2

y2
,

iar ecuaţia:
x2

y
dx− 3

x3

y2
dy = 0.

are familia de soluţii:
x3

3y
= c, c ∈ R.

3.4.2 Exerciţii

1. Sǎ se rezolve urmǎtoarele ecuaţii diferenţiale şi, dacaă e cazul, determinaţi

factorul integrant corespunzǎtor:

(a) (y2 + 12x2y)dx+ (2xy + 4x3)dy = 0.

(b) (x4y2 − y)dx+ (x2y4 − x)dy = 0.

(c) y′ = − x sin y+y sin y
x cos y−y sin y

.

(d) (ex sin y + e−y)dx− (xe−y − ex cos y)dy = 0.

(e) (x2 + y cosx)dx+ (y3 + sinx)dy = 0.

(f) xy+1
y
dx+ 2y−x

y2
dy = 0.

(g) 3(x+ y)2dx+ x(3y + 2x)dy = 0.
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(h) y′ = − 1−x2y
x2(y−x)

.

(i) ex(x+ 1)dx+ (yey − xex)dy = 0.

3.4.3 Soluţii

1. (a) 4x3y + xy2 = c, c constantă arbitrară;

(b) x4y + xy4 − cxy = −3, c constantă arbitrară; factorul integrant este
1

x2y2
;

(c) ex[(x− 1) sin y+ y cos y] = c, c constantă arbitrară; factorul integrant

este ex;

(d) ex sin y + xe−y = c, c constantă arbitrară;

(e) 4x3 + 3y4 + 12y sinx = c, c constantă arbitrară;

(f) x2 + 2x
y

+ 4 ln y = c, c constantă arbitrară;

(g) 6x2y2 + 8x3y + 3x4 = c, c constantă arbitrară; factorul integrant este

x;

(h) y2

2
− xy − 1

x
= c, c constantă arbitrară; factorul integrant este 1

x2
;

(i) 2xex−y + y2 = c, c constantă arbitrară; factorul integrant este e−y.
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3.5 Ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul I

Ecuaţiile diferenţiale liniare de ordinul I au multe aplicaţii teoretice şi

practice. Forma generalǎ a ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordinul I

este:

a1(x)y′ + a0(x)y = f(x),

unde funcţiile a1 şi a0 sunt continue pe intervalul 0 ≤ x ≤ b, a1(0) 6= 0.

Prin urmare, existǎ β > 0 astfel ı̂ncât a1(0) 6= 0 pentru orice 0 ≤ x ≤ β.

Împǎrţind relaţia la a1, avem:

y′ + p(x)y = r(x), p(x) =
a0(x)

a1(x)
, r(x) =

f(x)

a1(x)
,

p, r funcţii continue pe intervalul 0 ≤ x ≤ β.

Dacǎ notǎm Ly = dy
dx

+ p(x)y, sǎ observǎm cǎ acest operator este liniar:

L(c1y1 + c2y2) =
d

dx
(c1y1 + c2y2) + p(c1y1 + c2y2) =

= c1(
dy1

dx
+ py1) + c2(

dy2

dx
+ py2) =

= c1Ly1 + c2Ly2,

unde c1, c2 sunt constante arbitrare. Ecuaţia y′+ p(x)y = r(x), r(x) 6= 0,

se numeşte neomogenǎ , iar y′+p(x)y = 0 se numeşte ecuaţia omogenǎ

ataşatǎ.

Sǎ demonstrǎm cǎ dacǎ y1 este o soluţie a ecuaţiei omogene iar y2 este

orice soluţie a ecuaţiei neomogene, familia y = cy1 + y2 este soluţia

generală a ecuaţiei neomogene.

L(c1y1 + y2) = (c1Ly1 + Ly2) = r(x),

deoarece Ly1 = 0 şi Ly2 = r.

Teoremǎ 3.5.1. Fie p, r funcţii reale continue pe intervalul 0 ≤ x ≤ β.

Atunci problema iniţialǎ:

(3.1) y′ + p(x)y = r(x), y(0) = y0,
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are soluţie unicǎ pe 0 ≤ x ≤ β, datǎ de

(3.2) y(x) = e−
∫ x
0 p(t)dt(y0 +

∫ x

0

r(t)e
∫ x
0 p(t)dt).

Demonstraţie Sǎ considerǎm ecuaţia omogenǎ:

y′ + p(x)y = 0,

Aceasta este o ecuaţie cu variabile separabile, adicǎ:

dy

y
= −p(x)dx.

Integrând pe intervalul 0 ≤ x ≤ β, obţinem:

ln |y| − ln |y(0)| = −
∫ x

0

p(t)dt,

sau

| y
y0

|= e−
∫ x
0 p(t)dt.

Fie

y1 = e−
∫ x
0 p(t)dt.

Se observǎ uşor cǎ y1 este o soluţie a ecuaţiei omogene, continuǎ şi

diferenţiabilǎ astfel ı̂ncât y1(0) = 1. Prin urmare, am demonstrat existenţa

soluţiei ecuaţiei omogene.

Acum sǎ demonstrǎm existenţa soluţiei y2 a ecuaţiei neomogene. Fie:

P (x) = e
∫ x
0 p(t)dt

Multiplicând relaţia

y′2 + p(x)y2 = r(x)

cu factorul integrant P, avem

Py′2 + Ppy2 = rP ⇐⇒ d

dx
(Py2) = rP.
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Integrând,

Py2 =

∫ x

0

r(t)P (t)dt iar y2 =
1

P (x)

∫ x

0

r(t)P (t)dt,

care este o soluţie a ecuaţiei neomogene. Deoarece y1(0) = 1 şi y2(0) = 0,

funcţia y = y0y1 + y2 este soluţie a ecuaţiei considerate. Adicǎ:

y(x) = e−
∫ x
0 p(t)dt(y0 +

∫ x

0

r(t)e
∫ x
0 p(t)dt).

Pentru a demonstra cǎ y este soluţie unicǎ a problemei iniţiale, sǎ folosim

metoda reducerii la absurd. Presupunem cǎ existǎ douǎ soluţii, notate u

şi v. Adicǎ u′ + p(x)u = r(x), u(0) = y0 şi v′ + p(x)v = r(x), v(0) = y0.

Fie w = u− v, care este soluţie a ecuaţiei omogene.

w′ + p(x)w = 0, w(0) = 0.

Din definiţia funcţiei P , deducem cǎ P (x) > 0, ∀ 0 ≤ x ≤ β. De

asemenea,

Pw′ + Ppw = 0,⇐⇒ d

dx
(wP ) = 0,

ceea ce implicǎ faptul cǎ wP = C. Din w(0)P (0) = 0 rezultǎ cǎ wP ≡ 0,

adicǎ w = u− v ≡ 0, (P (x) > 0 ∀ 0 ≤ x ≤ β).

Teorema este demonstratǎ.

Observaţie 3.5.2. Soluţia generalǎ a ecuaţiei diferenţiale liniare de or-

dinul I (3.1) este datǎ de (3.2) şi fiecare soluţie particularǎ este obţinutǎ

din aceasta.

Exemplu 3.5.3. Rezolvaţi problema cu condiţia iniţialǎ:

y′ +
1

1− x
y = 1− x, y(0) = 1, 0 ≤ x < 1.

Soluţie.

P (x) = e
∫ x
0

1
1−t

dt = e− ln |1−x| =
1

1− x
.

50



Înmulţind ecuaţia datǎ cu P , obţinem:

1

1− x
y′ +

1

(1− x)2
y = 1⇐⇒ d

dt
(

y

1− x
) = 1.

Rezultǎ:
y

1− x
= x+ c⇐⇒ y = x(1− x) + c(1− x),

unde c este o constantǎ arbitrarǎ. Din condiţia iniţialǎ rezultǎ cǎ c = 1,

adicǎ soluţia problemei date este:

y = 1− x2.

Exemplu 3.5.4. Determinaţi o soluţie a ecuaţiei xy′ + αy = 0, α con-

stantǎ realǎ, continuǎ pe domeniul x ≥ 0 şi care verificǎ condiţia iniţialǎ

y(0) = y0.

Soluţie. Ecuaţia se transformǎ ı̂n y′ + α
x
y = 0, unde P (x) = α

x
,

care pe domeniul x ≥ 0 nu este continuǎ (nu este continuǎ ı̂n 0). Prin

urmare, Teorema 3.5.1 nu se poate aplica. Şi totuşi, ı̂nmulţind cu factorul

integrant xα, avem:

y′xα + αxα−1y = 0⇐⇒ d

dx
(yxα) = 0.

Rezultǎ y = cx−α, unde c este o constantǎ arbitrarǎ.

Dacǎ α = 0, atunci unica soluţie a problemei date este y = y0. Dacǎ

α < 0, soluţiile tind la 0 dacǎ x → 0. E nevoie ca y0 = 0, dar şi

ı̂n aceastǎ situaţie nu avem soluţie unicǎ deoarece c este o constantǎ

arbitrarǎ. Ultima situaţie, α > 0, ne conduce la concluzia cǎ nu avem

soluţii continue ı̂n x = 0 decât dacǎ c = 0, adicǎ soluţia problemei ı̂n

acest caz este y = 0.

Exemplu 3.5.5. Aflaţi soluţia generalǎ a ecuaţiei

(3.3) y′ − 2xy = ex
2

.
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Soluţie. Un factor integrant pentru ecuaţia de mai sus este

P (x) = e
∫
−2xdx = e−x

2

.

Înmulţind ecuaţia datǎ cu acesta, avem:

e−x
2

y′ − 2xe−x
2

y = 1⇐⇒ d(e−x
2

y) = 1,

iar dupǎ integrare,

e−x
2

y = x+ c⇐⇒ y = ex
2

(x+ c),

reprezintǎ soluţia generalǎ a ecuaţiei (3.1).

3.5.1 Exerciţii

1. Aflaţi soluţia generalǎ a ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordinul I:

(a) xy′ + y = x3.

(b) y′ + y cosx = e2x.

(c) tg xy′ − y = tg2 x.

(d) xy′ − y = x2 sinx.

(e) dy
dx
− 2xy

x2+1
= 1.

(f) y′ + y tg x = 2 cos2 x.

(g) y′ + 2xy = x3.

(h) y′ + 2y = 3e−2x.

(i) x′ + 2xy = e−y
2
. Indicaţie: fie x = x(y).

(j) y′ = y tg x+ cosx.
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3.5.2 Soluţii

1. (a) 4xy = x4 + c, c o constantă arbitrară;

(b) y = e− sinx(c+
∫
e2x+sinxdx);

(c) y = sinx[ln(secx+ tg x)] + c sinx; (d) y = x(c− cosx);

(e) y = (arctanx+ c)(x2 + 1); (f) y = sin 2x+ c cosx;

(g) y = 1
2
(x2 − 1) + ce−x

2
; (h) y = 3xe−2x + ce−2x; (i) x = e−y

2
(y + c);

(j) y = c
cosx

+ 1
2

sinx+ x
2 cosx

.
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3.6 Ecuaţii Bernoulli

O altǎ categorie de ecuaţii diferenţiale de ordinul I sunt ecuaţiile Bernoulli,

după numele matematicianului elveţian Daniel Bernoulli 1700-1782.

Forma lor generalǎ este:

(3.1) y′ + p(x)y = r(x)yα, α 6= 0, 1,

unde p, r funcţiile sunt continue pe intervalul 0 ≤ x ≤ β.

Observaţie 3.6.1. Observǎm cǎ dacǎ α = 1, atunci ecuaţia este diferenţialǎ

liniarǎ de ordinul I. Dacǎ α = 0, ecuaţia se transformǎ ı̂ntr-una cu vari-

abile separabile.

Înmulţind ecuaţia (3.1) cu termenul (1− α)y−α, avem:

(1− α)y−αy′ + (1− α)y1−αp(x) = (1− α)r(x)⇐⇒

d(y1−α) + (1− α)y1−αp(x) = (1− α)r(x).

Notând y1−α = u, ecuaţia de mai sus se transformǎ ı̂ntr-una liniarǎ:

u′ + (1− α)up(x) = (1− α)r(x).

Exemplu 3.6.2. Rezolvaţi ecuaţia:

(3.2) y′ + xy =
x

y3
.

Soluţie. Ecuaţia este de tip Bernoulli cu α = −3. Notǎm y4 = u şi

rezultǎ 4y3y′ = u′. Înmulţind ecuaţia (3.2) cu 4y3, obţinem:

4y3y′ + 4xy4 = x⇐⇒ u′ + 4xu = 4x.

Un factor integrant al acestei ecuaţii diferenţiale liniare este P (x) =

= e
∫

4xdx = e2x2 . Înmulţind ecuaţia:

u′ + 4xu = 4x
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cu acesta, obţinem:

e2x2u′ + 4xe2x2u = 4xe2x2 ⇐⇒ d(e2x2u) = 4xe2x2 .

Integrând ultima relaţie, rezultǎ soluţia ecuaţiei diferenţiale liniare:

e2x2u =

∫
4xe2x2dx⇐⇒ e2x2u = e2x2 + c.

Revenind la funcţia iniţialǎ, soluţia ecuaţiei Bernoulli este:

e2x2y4 = e2x2 + c =⇒ y4 = 1 + ce−2x2

3.6.1 Exerciţii

1 Aflaţi soluţia generalǎ a ecuaţiilor diferenţiale Bernoulli:

(a) xy′ − y(2y lnx− 1) = 0.

(b) xy′ + xy2 − y = 0.

(c) x2(x− 1)y − x(x− 2)y − y2 = 0.

(d) y′ + 4xy = x
√
y.

(e) xy′ + y + 3y2x lnx = 0, x > 0.

(f) xy′ + y = y2 lnx, x > 0.

(g) y′ − y
x

= xy−2.

2 Rezolvaţi urmǎtoarele probleme Cauchy:

(a) (1− x3)y′ − 2y(1 + x) = y
5
2 , y(0) = 3

4
.

(b) xy′ + y + x2y2 = 0, y(1) = 1.

(c) 2 cosxdy = (y sinx− y3)dx, y(0) = 1.

(d) y′ = 2
x
y + 1

2x2
y2, y(1) = 1.

(e) y′ = y(y + 1) cosx, y(0) = 1.
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3.6.2 Soluţii

Ex.1 (a) 1− 2y(1 + ln x) = cxy, c o constantă arbitrară;

(b) y = 2x
x2+c

, y = 0;

(c) y = x2

(x−1)c+1
; (d) y = (1

4
+ ce−x

2
)2;

(e) y = 1
x( 3

2
+ln2 x)

; (f) y lnx+ y + cxy = 1;

(g) y = 3
√
cx3 − 3x2.

Ex.2 (a) y−
3
2 = − 3

4(1+x+x2)
+ c(1−x)2

1+x+x2
;

(b) y = − 1
x

+ 2; (c) sec x = y2(tg x+ 1); (d) y = 2x2

3−x ; (e) y = 1
e− sin x−1

.
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3.7 Ecuaţii Riccati

Ecuaţiile diferenţiale de tipul:

y′ = p(x)y2 + q(x)y + r(x), p, q, r ∈ C(I),

se numesc ecuaţii Riccati , dupǎ matematicianului veneţian Jacopo

Francisco Riccati 1676-1754.

Observaţie 3.7.1. (1) Dacǎ cunoaştem o soluţie particularǎ y1 a aces-

tei ecuaţii, cu schimbarea de funcţie y = y1 + z, aceasta se trans-

formǎ ı̂ntr-una Bernoulli.

(2) Dacǎ facem schimbarea de funcţie y = y1+ 1
z
, aceasta se transformǎ

ı̂ntr-una liniarǎ de ordinul I sau cu variabile separabile.

(3) Dacǎ cunoaştem douǎ soluţii particulare y1, y2 ale acestei ecuaţii,

cu schimbarea de funcţie z = y−y1
y−y2 , aceasta se transformǎ ı̂ntr-una

cu variabile separabile.

Exemplu 3.7.2. Rezolva̧ti ecuaţia:

y′ = 2xy − y2 + 5− x2

Soluţie Cǎutǎm soluţii particulare de formǎ polinomialaǎ y1 = ax+ b şi

dupǎ ı̂nlocuirea ı̂n ecuaţie obţinem y1 = x+ 2. Facem substituţia

y = x+ 2 + z,

şi ajungem la o ecuaţie cu variabilele separabile:

dz

4z + z2
= −dx,

care dupǎ integrare ne conduce la:

z(x) =
4ce−4x

ce−4x − 1
=⇒ y(x) = x+ 2 +

4ce−4x

ce−4x − 1
.
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Exemplu 3.7.3. Rezolva̧ti ecuaţia:

x2(y′ + y2) = a(xy − 1), y1 =
a

x
, y2 =

1

x
, a ∈ R.

Soluţie Folosim substituţia z = y−y1
y−y2 ⇐⇒ z =

y− a
x

y− 1
x

. Rezultǎ y =
1
x

(z−a)

z−1
.

Dupǎ derivare:

y′ =
(− 1

x2
(z − a) + 1

x
z′)(z − 1)− 1

x
(z − a)z′

(z − 1)2
.

Înlocuind ı̂n ecuaţia datǎ ajungem la:

dz

z
=

1− a
x

dx =⇒ z = cx1−a.

Soluţia generalǎ este:

y =
a− cx1−a

x(1− cx1−a)
.

3.7.1 Exerciţii

Rezolvaţi urmǎtoarele ecuaţii Riccati:

(a) y′ = 1
x2
− y

x
− y2, y(x) = 1

x
.

(b) y′ = 1 + y
x
− y2

x2
, y(x) = x.

(c) y′ = x3 + 2
x
y − 1

x
y2, y(x) = −x2.

(d) y′ = −y2 sinx+ 2 sinx
cos2 x

, y(x) = 1
cosx

.

(e) y′ = 2 tg x secx− y2 sinx, y(x) = secx.

3.7.2 Soluţii

Ex.1 (a) y = 1
x

+ 2
cx3−x , c constantă arbitrară;

(b) y = x+ 2x
cx2−1

, c constantă arbitrară;

(c) y = −x2 + 2x2ex
2

ex2+c
, c constantă arbitrară;

(d) y = 6 cos 2x+6
− cos 3x−cosx+12c

, c constantă arbitrară;

(e) y = 1
cosx

+ 3 cos2 x
c−cos3 x

, c constantă arbitrară.
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3.8 Ecuaţii diferenţiale Clairaut şi Lagrange

Definiţie 3.8.1. O ecuaţie diferenţialǎ de forma:

(3.1) y = xy′ + q(y′),

unde q : I → R este o funcţie derivabilǎ, se numeşte ecuaţie Clairaut.

Observaţie 3.8.2. Ecuaţia (3.1) admite ca soluţie generalǎ, familia de

funcţii:

(3.2) y = xc+ q(c), c ∈ R,

şi mai are o soluţie singularǎ care nu se poate obţine din (3.2):x = −q′(p)

y = −pq′(p) + q(p), p ∈ R.

Exemplu 3.8.3. Rezolvaţi ecuaţia:

y = xy′ +
√

1 + (y′)2

Soluţie Notǎm y′ = p, p = p(x) şi obţinem:

y = xp+
√

1 + p2.

Derivǎm ı̂n raport cu x relaţia anterioarǎ şi:

p = p+ xp′ +
pp′√
1 + p2

de unde:

p′(x+
p√

1 + p2
) = 0.

Dacǎ p′ = 0 atunci p = c, c ∈ R şi y′ = c, c ∈ R, de unde soluţia

generalǎ:

y = xc+
√

1 + c2, c ∈ R.
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Din x+ p√
1+p2

= 0, obţinem soluţia singularǎ:


x = − p√

1+p2

y = − p2√
1+p2

+
√

1 + p2, p ∈ R.

Definiţie 3.8.4. O ecuaţie diferenţialǎ de forma:

(3.3) y = xr(y′) + q(y′),

unde p, q : I → R sunt funcţii derivabile, se numeşte ecuaţie La-

grange.

Observaţie 3.8.5. Pentru a rezolva (3.3), notǎm y′ = p şi derivǎm

egalitatea y = xr(p) + q(p). Consider̂ınd x funcţie de p, obţinem:

(3.4) x(p) =
r′(p)

p− r(p)
x(p) +

q(y′)

p− r(p)
, r(p) 6= p.

Dupǎ rezolvarea ecuaţiei diferenţiale liniare (3.4), avem familia cu 1

parametru x = x(p, c), p, c ∈ R. Soluţia generalǎ a ecuaţiei (3.3) este

dată parametric astfel:x = x(p, c)

y = x(p, c)r(p) + q(p), p ∈ R, r(p) 6= p, p, c ∈ R.

Dacǎ pi sunt soluţiile ecuaţiei r(p) = p, atunci ecuaţia (3.3) admite şi

soluţiile singulare:

y = xr(pi) + q(pi).

Exemplu 3.8.6. Determinaţi soluţia generalǎ a ecuaţiei:

y = x(y′)2 + 2(y′)3.

Notǎm y′ = p şi derivǎm egalitatea

(3.5) y = xp2 + 2p3,
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de unde p = p2 + 2xpp′ + 6p2p′. Avem:

p′ =
p− p2

2xp+ 6p2
.

Considerând x funcţie de p, rezultǎ:

x′ =
2xp+ 6p2

p− p2
, p 6= 0, 1 =⇒

(3.6) x′ − 2x
p

p− p2
=

6p2

p− p2
, p 6= 0, 1,

o ecuaţie diferenţialǎ liniarǎ de ordinul I. Un factor integrant este:∫
2p

p2 − p
= ln(p− 1)2, p 6= 0, 1.

Înmulţim ecuaţia (3.6) cu eln(p−1)2 = (p− 1)2 şi avem:

x′(p−1)2+2(p−1)x = 6p(1−p), p 6= 0, 1 =⇒ (x(p−1)2)′ = 6p(1−p), p 6= 0, 1.

Obţinem:

x =
1

(p− 1)2
(3p2 − 2p3 + c), p 6= 0, 1.

Înlocuim x ı̂n (3.5) şi soluţia generalǎ se prezintǎ ı̂n formǎ parametricǎ

astfel: x = 1
(p−1)2

(3p2 − 2p3 + c)

y = p2

(p−1)2
(3p2 − 2p3 + c) + 2p3, p 6= 0, 1.

Ecuaţia datǎ mai admite şi soluţiile singulare y = 0 şi y = x+ 2.

3.8.1 Exerciţii

1. Sǎ se rezolve urmǎtoarele ecuaţii Clairaut şi Lagrange:

(a) y = x(y′)2 + 2(y′)3.

(b) yy′ + x(y′)2 + 1 = 0.

(c) y + ey
′
= xy′.
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(d) y + xy′ = 2y′ − 1.

(e) y − 2xy′ = sin y′.

(f) y = xy′ − ln y′.

(g) y = x(y′)2 − y.

(h) y = y′(sin y′ + x).

(i) y = xy′ +
√

1 + y′.

(j) (y′)2 + 2xy′ + 2y = 0.

3.8.2 Soluţii

1. (a) Soluţia generalǎ este:x = 2p+ 3p2 + c;

y = p2 + 2p3,

c o constantă arbitrară. Soluţiile singulare sunt y = 0 şi y = x+ 2.

(b) y = x+ 2x
cx2−1

;

(c) Soluţia generalǎ este y = cx − ec, c o constantă arbitrară. Soluţia

singulară este: x = p

y = p ln p− p, p > 0.

(d) y = 1
cosx

+ 3 cos2 x
3c−cos3 x

;

(e) Soluţia generalǎ este:x = c
p2
− sin p

p
− cos p

p2

y = 2
p
(c− cos p)− sin p, p 6= 0,

c o constantă arbitrară. Soluţia singulară este y = 0.

(f) Soluţia generalǎ este y = cx− ln | c |, c o constantă arbitrară. Soluţia
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singulară este: x = 1
p

y = 1− ln p, p > 0.

(g) Soluţia generalǎ este:x = c+ln p
p−1

y = p2(c+ln p)
p−1

− p, p > 0, p 6= 1,

c o constantă arbitrară. Soluţiile singulare sunt y = 0 şi y = x− 1.

(h) Soluţia generalǎ este y = cx+ c sin c, c o constantă arbitrară. Soluţia

singulară este: x = − sin p− p cos p

y = −p2 cos p, p ∈ R.

(i) Soluţia generalǎ este y = cx+
√

1 + c, c o constantă arbitrară. Soluţia

singulară este: 
x = − p√

1+p2

y = − p2√
1+p2

, p ∈ R.

(j) Soluţia generalǎ este:x = c√
p
− p

3

y = −c√p− p2

6
, p > 0,

c o constantă arbitrară. Soluţia singulară este y = 0.

3.9 Ecuaţii de forma y = f (x, y′)

Vom studia ı̂n continuare ecuaţiile de forma y = f(x, y′), unde f : D ⊆
R2 → R, y = y(x). Notǎm y′ = p şi deci y = f(x, p). Rezultǎ dy = pdx,
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adicǎ:

(3.1)
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp = pdx.

Relaţia (3.1) ne conduce la ecuaţia diferenţialǎ explicitǎ:

dx

dp
=

∂f
∂p

p− ∂f
∂x

.

Exemplu 3.9.1. Sǎ se rezolve ecuaţia:

y = (y′)2ey
′
.

Notǎm y′ = p şi urmeazǎ y = p2ep. De aici dy = ep(2p + p2)dp, adicǎ

ep(2p+ p2)dp = pdx. Rezultǎ ecuatia diferenţialǎ cu variabilele separate:

dx = ep(2 + p)dp.

Dupǎ integrare:

x = ep + pep + c, c ∈ R.

Soluţia ecuaţiei date se prezintǎ ı̂n formǎ parametricǎ astfel:x = ep + pep + c,

y = p2ep, p ∈ R.

3.9.1 Exerciţii

1. Sǎ se rezolve urmǎtoarele ecuaţii:

(a) x(1 + (y′)2) = 1;

(b) x = yy′ + ln y′;

(c) x = sin y′ + ln y′.
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3.9.2 Soluţii

1. (a) Soluţia generalǎ este:x = 1
p2+1

y = −2p+ 2 arctan p+ c, p ∈ R,

c o constantă arbitrară.

(b) Soluţia generalǎ este:
x = p√

1−p2
(c+ arcsin p) + ln p

y = 1√
1−p2

(c+ arcsin p), p ∈]− 1, 1[,

c o constantă arbitrară.

(c) Soluţia generalǎ este:x = sin p+ ln p

y = p sin p+ cos p+ p+ c, p > 0,

c o constantă arbitrară.
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Capitolul 4

Ecuaţii diferenţiale liniare de

ordin superior

Definiţie 4.0.1. O ecuaţie diferenţialǎ de forma:

(4.1) an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + ...+ a(x)y′ + a0(x)y = f(x),

se numeşte ecuaţie diferenţialǎ liniarǎ neomogenǎ de ordin n,

unde an, an−1, ...a0, f sunt funcţii continue nenule pe intervalul I.

Definiţie 4.0.2. Ecuaţia diferenţialǎ de forma:

(4.2) an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + ...+ a1(x)y′ + a0(x)y = 0,

se numeşte ecuaţie diferenţialǎ liniarǎ omogenǎ de ordin n.

Teoremǎ 4.0.3. Dacǎ an, an−1, ...a0, f sunt funcţii continue nenule pe

intervalul I atunci ecuaţia (4.1) admite o soluţie unicǎ

y = y(x)

care satisface condiţiile iniţiale:

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, y

′′(x0) = y2, , ..., y
n−1(x0) = yn−1,

unde x0 ∈ I iar y0, y1, ..., yn−1 sunt constante.
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Definiţie 4.0.4. O mulţime de funcţii nenule y1, y2, ..., yn definite pe

acelaşi interval I se numesc liniar dependente dacǎ existǎ constantele

c1, c2, ..., cn nu toate 0 astfel ı̂ncât:

c1y1(x) + c2y2(x) + ...+ cnyn(x) = 0, ∀x ∈ I.

Dacǎ nu existǎ astfel de constante, funcţiile y1, y2, ..., yn se numesc liniar

independente.

Exemplu 4.0.5. Mulţimea de funcţii:

ex, 0, sinx, 1,

este liniar dependentǎ luând setul de constante 0, c1, 0, 0.

Teoremǎ 4.0.6. Dacǎ an, an−1, ...a0, f sunt funcţii continue nenule pe

intervalul I atunci ecuaţia (4.2) admite n soluţii liniar independente

y1, y2, ..., yn. Combinaţia liniarǎ:

(4.3) yo(x) = cnyn(x) + cn−1yn−1(x) + ...+ c1y1(x),

unde c1, c2, ..., cn sunt constante arbitrare, este de asemenea o soluţie a

ecuaţiei (4.2). De fapt, este soluţia generalǎ a ecuaţiei (4.2).

Teoremǎ 4.0.7. Dacǎ yp este o soluţie particularǎ a ecuaţiei (4.1),

atunci:

y(x) = yo(x) + yp(x),

este soluţia generalǎ a ecuaţiei (4.1).

Observaţie 4.0.8. Familia de soluţii (4.3) este de fapt soluţia generalǎ

a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene (4.2). Orice soluţie particularǎ

este obţinutǎ din aceasta.
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4.1 Ecuaţii diferenţiale liniare de ordin su-

perior cu coeficienţi constanţi omogene

În aceastǎ secţiune vom trata ecuaţiile diferenţiale liniare cu coeficienţi

constanţi omogene. Aceste ecuaţii au forma:

(4.1) any
(n) + an−1y

(n−1) + ...+ a1y
′ + a0y = 0,

unde a1, a2, ..., an sunt constante, an 6= 0.

Ne propunem sǎ determinǎm soluţiile de forma y = erx ale acestei ecuaţii.

Deoarece y(n) = rnerx pentru orice n ∈ R, ı̂nlocuind ı̂n ecuaţia (4.1)

fiecare derivatǎ, dupǎ ı̂mpǎrţirea cu erx 6= 0, avem:

anr
n + an−1r

n−1 + ...+ a1r + a0 = 0,

ecuaţie care se numeşte ecuaţia caracteristică ataşată ecuaţiei date.

Determinând cele n soluţii ale ecuaţiei de mai sus, vom putea determina

soluţiile ecuaţiei (4.1). Pentru fiecare situaţie vom considera un exemplu.

Exemplu 4.1.1. Determinaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare omogene:

y′′′ + y′′ − 6y′ = 0.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ ataşatǎ este:

r3 + r2 − 6r = 0⇐⇒ r(r2 + r − 6) = 0,

şi are soluţiile r = 0, r = −3 şi r = 2, reale şi distincte. Prin urmare,

soluţia generalǎ a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene este:

y(x) = c1 + c2e
2x + c3e

−3x.

Exemplu 4.1.2. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare omogene:

y(4) + 4y′′′ + y′′ − 4y′ − 2y = 0.
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Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare este:

r4 + 4r3 − 4r − 2 = 0⇐⇒ r4 − 1 + 4r(r2 − 1) + r2 − 1 = 0⇐⇒

(r2−1)(r2 +1)+4r(r2−1)+r2−1 = 0⇐⇒ (r−1)(r+1)(r2 +4r+2) = 0.

Rǎdǎcinile acestei ultime ecuaţii sunt:

r = 1, r = −1, r = −2−
√

2, r = −2 +
√

2.

Soluţia generalǎ a ecuaţiei omogene este:

y(x) = c1e
x + c2e

−x + c3e
(−2−

√
2)x + c4e

(−2+
√

2)x.

Exemplu 4.1.3. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare omogene:

y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = 0.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare este:

r3 − 6r2 + 12r − 8 = 0⇐⇒ (r − 2)(r2 + 2r + 4)− 6r(r − 2) = 0⇐⇒

(r − 2)(r2 − 4r + 4) = 0⇐⇒ (r − 2)3 = 0,

rǎdǎcina r = 2 fiind multiplǎ de ordinul 3. În acest caz, soluţia generalǎ

a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene este:

y(x) = (c1 + c2x+ c3x
2)e2x.

Exemplu 4.1.4. Aflaţi soluţia particularǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare omogene:

y′′ − 2y′ + 5y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 4.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare este:

r2 − 2r + 5 = 0,
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cu rǎdǎcinile r = 1 + 2i şi r = 1 − 2i. În acest caz, soluţia generalǎ a

ecuaţiei diferenţiale liniare omogene este:

y(x) = c1e
(1+2i)x+c1e

(1−2i)x = c1e
x(cos 2x+i sin 2x)+c2e

x(cos(−2x)+i sin(−2x)),

de unde, renotând constantele c1 + c2 şi ic1− ic2 respectiv tot cu c1 şi c2,

avem soluţia generalǎ a ecuaţiei date:

y(x) = c1e
x cos 2x+ c2e

x sin 2x.

Soluţia particularǎ se obţine rezolvând sistemul:y(0) = 1

y′(0) = 4,

unde:

y′(x) = c1e
x cos 2x− 2c1e

x sin 2x+ c2e
x sin 2x+ 2c2e

x cos 2x.

Avem: y(0) = c1 = 2

y′(0) = c1 + 2c2 = 4

Prin urmare c1 = 2 şi c2 = 1, soluţia particularǎ fiind:

y(x) = 2ex cos 2x+ ex sin 2x.

4.1.1 Exerciţii

1. Sǎ se determine soluţia generalǎ a urmǎtoarelor ecuaţii diferenţiale

liniare cu coeficienţi constanţi:

(a) y′′′ + y′′ − 6y′ = 0.

(b) y(4) − 2y′′ = 0.

(c) y(5) + 2y′′′ + y′ = 0.

(d) y(4) − y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0.
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(e) y(4) = 0.

(f) y′′ − y′ + y = 0.

(g) y′′ + 2y′ − y = 0.

(h) y′′′ − 3y′ − 2y = 0.

(i) y′′ + 4y′ + 4y = 0.

2. Sǎ se determine soluţia particularǎ a urmǎtoarelor ecuaţii diferenţiale

liniare cu coeficienţi constanţi:

(a) y′′ = 0, y(1) = 2, y′(1) = −1.

(b) y′′ + 4y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1.

(c) 3y′′′ + 5y′′ + y′ − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = −1.

(d) y′′ − 4y′ + 20y = 0, y(π/2) = 0, y′(π/2) = 1.

4.1.2 Soluţii

1. (a) y = c1 + c2e
2x + c3e

−3x, c1, c2, c3 constante arbitrare;

(b) y = c1 + c2x+ c3e
√

2x + c4e
−
√

2x, c1, c2, c3, c4 constante arbitrare;

(c) y = c1 + c2 sinx + c3 cosx + c4x sinx + c4x cosx, c1, c2, c3, c4, c5 con-

stante arbitrare;

(d) y = c1 + c2e
x + c3e

2x + c4e
−2x, c1, c2, c3, c4 constante arbitrare;

(e) y = c1 + c2x+ c3x
2 + c4x

3, c1, c2, c3, c4 constante arbitrare;

(f) y = ex/2(c1 cos
√

3
2

+ c2 sin
√

3
2

), c1, c2, constante arbitrare;

(g) y = c1e
(−1+

√
2)x + c2e

(−1−
√

2)x, c1, c2, constante arbitrare;

(h) y = c1e−x+ c2xe
−x + c3e

−2x, c1, c2, c3 constante arbitrare;

(i) y = (c1 + c2x)e−2x, c1, c2 constante arbitrare.

2. (a) y = 3− x; (b) y = (1 + 3x)e−2x; (c) y = 9
16
ex/3 + (x

4
− 9

16
)e−x;

(d) y = 1
4
e2x−π sin 4x.
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4.2 Ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi

constanţi neomogene

I. Metoda coeficienţilor nedeterminaţi

În aceastǎ secţiune vom determina o soluţie particularǎ a ecuaţiei neo-

mogene cu coeficienţi constanţi:

(4.1) any
(n) + an−1y

(n−1) + ...+ a1y
′ + a0y = f(x), an 6= 0, f(x) 6= 0.

Soluţia generalǎ a acestei ecuaţii este:

y(x) = yo(x) + yp(x),

unde yp este o soluţie a ecuaţiei neomogene pe care o vom determina

folosind metoda coeficienţilor nedeterminaţi. Aceastǎ metodǎ poate

fi aplicatǎ doar dacǎ f conţine termeni care au un numǎr finit de derivate

liniar independente. Acest lucru conduce la faptul cǎ f trebuie sǎ conţinǎ

termeni de forma a, xk, eax, sin ax, cos ax şi combinaţii ale acestora, unde

a, k sunt constante.

De exemplu, dacǎ f conţine termenul x3, acesta are un numǎr finit

de derivate liniar independente, şi anume: 3x2, 6x, 6. Dacǎ luǎm şi 0,

mulţimea 3x2, 6x, 6, 0 nu mai este liniar independentǎ.

Cazul I

Primul caz pe care ı̂l vom trata este acela ı̂n care f(x) are ı̂n scrierea sa

termeni care nu apar ı̂n scrierea soluţiei ecuaţiei omogene.

Exemplu 4.2.1. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare neomogene cu coeficienţi constanţi:

y′′ + y′ + y = x2.

Soluţie Rezolvǎm prima datǎ ecuaţia omogenǎ:

y′′ + y′ + y = 0.
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Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare este:

r2 + r + 1 = 0,

cu rǎdǎcinile r1 = −1
2
−
√

3
2
i şi r2 = −1

2
+
√

3
2
i. În acest caz, soluţia

generalǎ a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene este:

y0(x) = c1e
−x

2 cos

√
3

2
x+ c2e

−x
2 sin

√
3

2
x.

Sǎ observǎm cǎ f(x) = x2 nu are termeni de acelaşi fel cu cei din

soluţia ecuaţiei diferenţiale liniare omogene. Prin urmare, soluţia par-

ticularǎ o vom considera ca o combinaţie liniarǎ a termenilor x2, x, 1 (x2

şi derivatele sale ı̂mpreunǎ cu care formeazǎ o mulţime liniar indepen-

dentǎ):

yp(x) = a+ bx+ cx2.

Obţinem: y′p = b+ 2cx

y′′p = 2c

Fiind yp soluţie a ecuaţiei ecuaţiei diferenţiale liniare neomogene, ı̂nlocuind

ı̂n aceasta obţinem:

2c+ b+ 2cx+ a+ bx+ cx2 = x2.

Identificând coeficienţii avem urmǎtorul sistem:
c = 1

2c+ b = 0

2c+ a+ b = 0,

cu soluţia a = 0, b = −2, c = 1. Prin urmare, soluţia particularǎ a

ecuaţiei este:

yp(x) = −2x+ x2.
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Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

y(x) = c1e
−x

2 cos

√
3x

2
+ c2e

−x
2 sin

√
3x

2
x− 2x+ x2.

Exemplu 4.2.2. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare neomogene cu coeficienţi constantţi:

y(4) − 2y′′ + y = x− sinx.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare a ecuaţiei omogene este:

r4 − 2r2 + 1 = 0,

cu rǎdǎcinile r1 = 1, r2 = 1, r3 = −1, r4 = −1. Soluţia generalǎ a

ecuaţiei diferenţiale liniare omogene este:

y0(x) = (c1 + c2x)ex + (c3 + c4x)e−x.

Sǎ observǎm cǎ f(x) = x− sinx nu are termeni de acelaşi fel cu cei din

soluţia ecuaţiei diferenţiale liniare omogene. Prin urmare, soluţia partic-

ularǎ o vom considera ca o combinaţie liniarǎ a termenilor x, 1, sinx, cosx

(x şi derivatele sale ı̂mpreunǎ cu care formeazǎ o mulţime liniar inde-

pendentǎ şi sinx care ı̂mpreunǎ cu cosx formeazǎ o mulţime liniar inde-

pendentǎ):

yp(x) = a+ bx+ c sinx+ d cosx.

Obţinem: y′′p = −c sinx− d cosx

y
(4)
p = c sinx+ d cosx.

Fiind yp soluţie a ecuaţiei ecuaţiei diferenţiale liniare neomogene, ı̂nlocuind

ı̂n aceasta obţinem:

a+ bx+ 4c sinx+ 4d cosx = x− sinx.

Identificând coeficienţii avem a = 0, b = 1, c = −1
4
, d = 0. Prin urmare,
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soluţia particularǎ a ecuaţiei este:

yp(x) = x− 1

4
sinx.

Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

y(x) = (c1 + c2x)ex + (c3 + c4x)e−x + x− 1

4
sinx.

Cazul II

Cazul al doilea are ı̂n vedere situaţia ı̂n care f(x) are ı̂n scrierea sa ter-

meni u(x) care apar ı̂n scrierea soluţiei ecuaţiei omogene de xk, k ≥ 0,

ori (excepţie fǎcând o constantǎ). În aceastǎ situaţie, yp va conţine

o combinaţie liniarǎ de xk+1u(x) şi derivatele sale cu care formeazǎ o

mulţime liniar independentǎ. Dacǎ apar ı̂n f(x) şi termeni care nu se

regǎsesc ı̂n yp, vom proceda ca şi ı̂n cazul I.

Exemplu 4.2.3. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare neomogene cu coeficienţi constantţi:

y′′ + y′ − 6y = x+ e2x.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare ecuaţiei omogene este:

r2 + r − 6 = 0,

cu rǎdǎcinile r1 = −3 şi r2 = 2. Soluţia generalǎ a ecuaţiei diferenţiale

liniare omogene este:

y0(x) = c1e
−3x + c2e

2x.

Sǎ observǎm cǎ f(x) = x+e2x are termeni de acelaşi fel cu cei din soluţia

ecuaţiei diferenţiale liniare omogene, respectiv e2x apare ı̂n scrierea ei de

x0 ori. Termenul xe2x are derivatele sale liniar independente xe2x, e2x,

dintre care e2x apare deja ı̂n scrierea soluţiei particulare. Pe de altǎ

parte, x nu apare ı̂n soluţia ecuaţiei omogene(cazul I). Prin urmare,

soluţia particularǎ o vom considera ca o combinaţie liniarǎ a termenilor
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x, 1 şi xe2x, adicǎ:

yp(x) = a+ bx+ cxe2x.

Derivǎm: y′p = b+ ce2x + 2cxe2x

y′′p = 2ce2x + 2ce2x + 4cxe2x.

Înlocuind yp, y
′
p şi y′′p ı̂n ecuaţie, avem:

5ce2x+b+6cxe2x−6a−6bx−6cxe2x = x+e2x ⇐⇒ 5ce2x−6bx+b−6a = x+e2x

Identificând coeficienţii rezultǎ a = − 1
36
, b = −1

6
, c = 1

5
. Soluţia particu-

larǎ a ecuaţiei neomogene este:

yp(x) = − 1

36
− 1

6
x+

1

5
xe2x.

Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

y(x) = c1e
−3x + c2e

2x − 1

36
− 1

6
x+

1

5
xe2x.

Exemplu 4.2.4. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare neomogene cu coeficienţi constanţi:

y′′ + y = sin3 x.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare a ecuaţiei omogene este:

r2 + 1 = 0,

cu rǎdǎcinile r1 = −i şi r2 = i. Soluţia generalǎ a ecuaţiei diferenţiale

liniare omogene este:

y0(x) = c1 cosx+ c2 sinx.

Funcţia f(x) = sin3 x se poate transforma astfel:

f(x) = (
eix − e−ix

2i
)3 =

e3ix − e−3ix

−8i
+ 3

eix − e−ix

8i
= −1

4
sin 3x+

3

4
sinx.
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Observǎm cǎ sinx apare ı̂n scrierea funcţiei f(x) de x0 ori. Termenul

x sinx are derivatele liniar independente sinx, x sinx, x cosx, dintre care

sinx apare deja ı̂n scrierea soluţiei particulare. Pe de altǎ parte, sin 3x

nu apare ı̂n scrierea soluţiei ecuaţiei omogene(cazul I). Prin urmare,

soluţia particularǎ o vom considera ca o combinaţie liniarǎ a termenilor

sin 3x, cos 3x şi x sinx, adicǎ:

yp(x) = a cos 3x+ b sin 3x+ cx sinx+ dx cosx.

Derivǎm:y′p = −3a sin 3x+ 3b cos 3x+ c sinx+ cx cosx+ d cosx− dx sinx,

y′′p = 9a cos 3x− 9b sin 3x+ 2c cosx− cx sinx− 2d sinx− dx cosx.

Înlocuind yp, y
′
p şi y′′p ı̂n ecuaţie, avem:

10a cos 3x− 8b sin 3x+ 2c cosx− 2d sinx = −1

4
sin 3x+

3

4
sinx.

Identificând coeficienţii rezultǎ a = 0, b = 1
32
, c = 0 şi d = −3

8
. Soluţia

particularǎ a ecuaţiei neomogene este:

yp(x) =
1

32
sin 3x− 3

8
x+

1

5
x cosx.

Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

y(x) = c1 cosx+ c2 sinx+
1

32
sin 3x− 3

8
x+

1

5
x cosx.

Cazul III

Vom prezenta acum situaţia ı̂n care f(x) ı̂ndeplineşte urmǎtoarele condiţii:

(a) ecuaţia caracteristicǎ are cel puţin o rǎdǎcinǎ multiplǎ r;

(b) funcţia f(x) conţine un termen u(x) care apare de xk ori, unde u(x)

a fost obţinutǎ din rǎdǎcina multiplǎ r.

În aceast caz, yp va conţine o combinaţie liniarǎ de xk+ru(x) şi derivatele

sale cu care formeazǎ o mulţime liniar independentǎ, eliminând totuşi
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termenii care apare ı̂n y0. Dacǎ apar ı̂n f(x) şi termeni care nu se regǎsesc

ı̂n yp, vom proceda ca şi ı̂n cazul I.

Exemplu 4.2.5. Aflaţi soluţia generalǎ a urmǎtoarei ecuaţii diferenţiale

liniare neomogene cu coeficienţi constantţi:

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = ex.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare a ecuaţiei omogene este:

r3 − 3r2 + 3r − 1 = 0,

cu rǎdǎcina r = 1 multiplǎ de ordin 3. Soluţia generalǎ a ecuaţiei

diferenţiale liniare omogene este:

y0(x) = (c1 + c2x+ c3x
2)ex.

Sǎ observǎm cǎ f(x) = ex are termenul de acelaşi fel cu cei din soluţia

ecuaţiei diferenţiale liniare omogene şi ex apare ı̂n scrierea lui f(x) de

x0 ori. Termenul x3e2x are derivatele liniar independente ex, xex şi x2ex,

care ex, xex şi x2ex apar deja ı̂n scrierea soluţiei particulare. Prin ur-

mare, soluţia particularǎ o vom considera de forma:

yp(x) = ax3ex.

Derivatele: 
y′p = 3ax2ex + ax3ex

y′′p = 6axex + 6ax2ex + ax3ex

y′′′p = 6aex + 18axex + 9ax2ex + ax3ex.

Înlocuind yp, y
′
p, y
′′
p şi y′′′p ı̂n ecuaţie, avem:

6aex = ex,

de unde a = 1
6
.
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Soluţia particularǎ este:

yp(x) =
1

6
x3ex.

Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

yp(x) = (c1 + c2x+ c3x
2)ex +

1

6
x3ex.

Exemplu 4.2.6. Aflaţi soluţia urmǎtoarei probleme particulare:

y′′ − 5y′ + 6y = ex(2x− 3), y(0) = 1, y′(0) = 3.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare ecuaţiei omogene este:

r2 − 5r + 3r + 6 = 0,

cu rǎdǎcinile r1 = 3 şi r2 = 2. Soluţia generalǎ a ecuaţiei diferenţiale

liniare omogene este:

y0(x) = c1e
3x + c2e

2x.

Sǎ observǎm cǎ y0(x) nu are termeni la fel cu cei ai lui f(x) = ex(2x−3).

Termenul ex(2x−3) are derivatele liniar independente ex şi xex. Aşadar,

soluţia particularǎ o vom considera de forma:

yp(x) = axex + bex.

Derivatele: y′p = aex + axex + bex,

y′′p = 2aex + axex + bex.

Înlocuind yp, y
′
p şi y′′p ı̂n ecuaţia neomogenǎ, avem:

(−3a+ 2b)ex + 2axex = 2xex − 3ex,

de unde −3a+ 2b = −3

2a = 2,

79



cu soluţia (a, b) = (1, 0). Soluţia particularǎ a ecuaţiei neomogene este:

yp(x) = xex.

Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

y(x) = c1e
3x + c2e

2x + xex.

Pentru a afla funcţia particularǎ care verificǎ condiţiile y(0) = 1 şi

y′(0) = 3 calculǎm derivata lui y(x):

y′(x) = 3c1e
3x + 2c2e

x + xex + ex.

Din y(0) = 1 rezultǎ c1 + c2 = 1 şi din y′(0) = 1 avem 3c1 + 2c2 = 2.

Obţinem c1 = 0 şi c2 = 1. Soluţia problemei particulare este:

y(x) = e2x + xex.

4.2.1 Exerciţii

1. Sǎ se determine soluţia generalǎ a urmǎtoarelor ecuaţii diferenţiale

liniare cu coeficienţi constanţi neomogene:

(a) y′′ + 3y′ + 2y = 12ex.

(b) y′′ + 3y′ + 2y = sinx.

(c) y′′ + 3y′ + 2y = 8 + 6ex + 2 sinx.

(d) y′′ + y′ = x+ sin 2x.

(e) y′′ − 3y′ = 2e2x sinx.

(f) y′′ + y′ = sinx+ e−x.

(g) y′′ + y′ = sin 2x · sinx.

(h) y′′ − 2y′ − 8y = 9xex + 10e−x.

(i) y′′ + 2y′ + y = x2e−x.
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2. Sǎ se determine soluţia urmǎtoarelor probleme particulare de ecuaţii

diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi:

(a) y′′ − 5y′ − 6y = e3x, y(0) = 2, y′(0) = 1.

(b) y′′ − 3y′ + 2y = e−x, y(0) = 1, y′(0) = −1.

(c) y′′′ − 2y′′ + y′ = 2ex + 2x, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0.

(d) y′′ − y′ − 2y = 5 sin x, y(0) = 1, y′(0) = −1.

(e) y′′ + 9y = 8 cos x, y(π/2) = −1, y′(π/2) = 1.

4.2.2 Soluţii

1. (a) y = c1e
−x + c2e

−2x + 2ex, c1, c2 constante arbitrare;

(b) y = c1e
−x + c2e

−2x + 1
10

(sinx− 3 cosx), c1, c2 constante arbitrare;

(c) y = c1e
−x+ c2e

−2x+ 4 + ex 1
5
(sinx−3 cosx), c1, c2 constante arbitrare;

(d) y = c1+c2e
−x+ x2

2
−x− 1

10
(2 sin 2x+cos 2x), c1, c2 constante arbitrare;

(e) y = c1 + c2e
3x − e2x

5
(3 sinx+ cosx), c1, c2 constante arbitrare;

(f) y = c1 cosx+ c2 sinx− x
2

cosx+ 1
2
e−x, c1, c2 constante arbitrare;

(g) y = c1 cosx+ c2 sinx+ 4 + x
4

sinx+ cos 3x
16

, c1, c2 constante arbitrare;

(h) y = c1e
4x + c2e

−2x − xex − 2e−2x, c1, c2 constante arbitrare;

(i) y = c1e
−x + c2xe

−x + x4e−x

12
, c1, c2 constante arbitrare.

2. (a) y = 10
21
e6x + 45

28
e−x − 1

12
e3x;

(b) y = 1
6
(−10e2x + 15ex + e−x;

(c) y = x2 + 4x+ 4 + (x2 − 4)ex;

(d) y = 1
3
e2x + 1

6
e−x − 3

2
sinx+ 1

2
cosx;

(e) y = cosx+ 2
3

cos 3x+ sin 3x.
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II. Metoda variaţiei constantei

Sǎ considerǎm din nou ecuaţia neomogenǎ:

(4.2) any
(n) + an−1y

(n−1) + ...+ a1y
′ + a0y = f(x), an 6= 0,

unde f(x) 6= 0,∀x ∈ I şi f este continuǎ pe acest interval. Aceastǎ

metodǎ poate fi folositǎ şi atunci când f nu are un numǎr finit de derivate

liniar independente.

Dacǎ y1, y2, ..., yn sunt n rǎdǎcini liniar independente ale ecuaţiei omo-

gene, atunci o soluţie particularǎ a ecuaţiei neomogene este:

(4.3) yp = u1y1 + u2y2 + ...+ unyn,

unde u1, u2, ..., un sunt funcţii de x, determinate din sistemul:

u′1y1 + u′2y2 + ...+ u′nyn = 0

u′1y
′′
1 + u′2y

′′
2 + ...+ u′ny

′′
n = 0

.....................................................

u′1y
(n)
1 + u′2y

(n)
2 + ...+ u′ny

(n)
n = f(x)

an
.

Exemplu 4.2.7. Aflaţi soluţia generalǎ a ecuaţiei:

(4.4) y′′ − 3y′ + 2y = sin e−x.

Sǎ observǎm cǎ funcţia sin e−x are un numǎr infinit de derivate liniar

independente, prin urmare, nu poate fi rezolvatǎ cu metoda anterioarǎ.

Soluţie Ecuaţia caracteristicǎ corespunzǎtoare ecuaţiei omogene este:

r2 − 3r + 2 = 0,

cu rǎdǎcinile r1 = 1 şi r2 = 2. Soluţia generalǎ a ecuaţiei diferenţiale

liniare omogene este:

y0(x) = c1e
x + c2e

2x.
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Sǎ obserǎm cǎ y1 = ex şi y2 = e2x sunt liniar independente, adicǎ:∣∣∣∣∣ex e2x

ex 2e2x

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Vom determina soluţia particularǎ yp = u1y1+u2y2 a ecuaţiei neomogene,

unde u1, u2 sunt funcţii ce depind de x şi pe care le vom determina din

sistemul: u′1ex + u′2e
2x = 0

u′1e
x + 2u′2e

2x = sin e−x.

Scǎzând din a doua relaţie din sistem pe prima, avem:

u′2e
2x = sin e−x ⇐⇒ u′2 = e−2x sin e−x.

Prin urmare:

u2(x) =

∫
e−2x sin e−xdx.

Notǎm e−x = u şi avem −e−xdx = du. Integrala devine:

u2 = −
∫
u sinudu =

∫
u(cosu)′du = u cosu−

∫
cosu = u cosu− sinu.

Obţinem:

u2(x) = e−x cos e−x − sin e−x.

Înlocuind u′2 = e−2x sin e−x ı̂n prima relaţie din sistem, rezultǎ:

u′1 = −e−x sin e−x,

adicǎ u1(x) = −
∫
e−x sin e−xdx. Fǎcând din nou notaţia e−x = u, avem:

u1 =

∫
sinudu = − cosu =⇒ u1(x) = − cos e−x.

Precizǎm cǎ am determinat funcţiile u1, u2 particulare, luând ı̂n calculul

integralelor constanta 0. Soluţia particularǎ a ecuaţiei neomogene este:

yp = −ex cos e−x + (e−x cos e−x − sin e−x)e2x =⇒ yp = −e2x sin e−x.
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Soluţia generalǎ a ecuaţiei date este:

y(x) = c1e
x + c2e

2x − e2x sin e−x.

4.2.3 Exerciţii

1. Sǎ se determine soluţia generalǎ a urmǎtoarelor ecuaţii diferenţiale

liniare cu coeficienţi constanţi neomogene:

(a) y′′ − 2y′ + y = ex lnx.

(b) y′′ + y = sin2 x.

(c) y′′ − 3y′ + 2y = cos e−x.

(d) y′′ + y = 4x sinx.

(e) y′′ + y = tg2 x.

(f) y′′ + 4y = 1
cos 2x

.

(g) y′′ − 3y′ + 2y = e3x

1+e2x
.

(h) y′′ + 2y′ + y = e−x

x
.

4.2.4 Soluţii

1. (a) y = 1
4
x4e−x(2 lnx− 3) + (c1 + c2x)e−x, c1, c2 constante arbitrare;

(b) y = c1 cosx+ c2 sinx+ 1
6

cos 2x+ 1
2
, c1, c2 constante arbitrare;

(c) y = c1e
x + c2e

2x − e2x cos e−x, c1, c2 constante arbitrare;

(d) y = c1 cosx+ c2 sinx− x2 cosx+ x sinx, c1, c2 constante arbitrare;

(e) y = c1 cosx + c2 sinx + sinx ln(secx + tg x) − 2, c1, c2 constante

arbitrare;

(f) y = (1
4

ln(cos 2x) + c1) cos 2x + (1
2
x + c2) sin 2x, c1, c2 constante ar-

bitrare;

(g) y = [−1
2

ln(1 + e2x) + c1]ex + (arctan ex + c2)e2x, c1, c2 constante

arbitrare;

(h) y = e−x(c1 + c2x+ x lnx), c1, c2 constante arbitrare.

84



Capitolul 5

Transformata Laplace

În această secţiune vom studia transformata Laplace care are numeroase

aplicaţii. Ramura matematicii care studiază proprietăţile transformatelor

integrale, printre care şi transformata Laplace, se numeşte Calcul Opera-

torial. Transformata Laplace este o metodă alternativă care poate fi

aplicată pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale studiate ı̂n capitolul an-

terior.

Vom defini o clasă de funcţii, clasa funcţiilor original, notată cu O şi

fiecărei funcţii din O ı̂i vom asocia transformata ei Laplace care este o

funcţie imagine şi face parte din mulţimea funcţiilor imagine, I.

Definiţie 5.0.1. Se numeşte funcţie original funcţia f : R → C care

ı̂ndeplineşte condiţiile:

(i) f(t) = 0, ∀t > 0;

(ii) pentru orice interval finit, f are un număr finit de discontinuităţi

iar ı̂n punctele de discontinuitate există limite laterale finite;

(iii) există M > 0 şi s ∈ R astfel ı̂ncât:

(5.1) | f(t) |< Mest.

Observaţie 5.0.2. Dacă relaţia (5.1) are loc pentru orice s ∈ R, atunci

va fi satisfăcută pentru orice σ ∈ C cu Re σ > s. Notăm cu:

s0 = inf{s ∈ R :| f(t) |< Mest, t > 0}.
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Această margine inferioară se numeşte indice de creştere sau abscisă

de convergenţă.

Exemplu 5.0.3. Funcţia u : R→ R definită:

u(t) =

0, t < 0;

1, t ≥ 0,

se numeşte funcţia lui Heaviside şi este o funcţie original cu s0 = 0.

Definiţie 5.0.4. Fie f o funcţie original cu abscisa de convergenţă s0.

Fie D = {s ∈ C : Re s ≥ s0}. Funcţia F : D → C,

(5.2) F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

se numeşte transformata Laplace a funcţiei f şi se notează

F (s) = L{f(t)}(s).

Teoremǎ 5.0.5. Fie f o funcţie original cu abscisa de convergenţă s0

şi D = {s ∈ C : Re s ≥ s0}. Atunci pentru orice s ∈ D, integrala

improprie (5.2) este absolut convergentă.

Teoremǎ 5.0.6. Funcţia F este o funcţie olomorfă pe domeniul său de

definiţie şi derivata sa se calculează:

F
′
(s) =

∫ ∞
0

e−st(−tf(t))dt.
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5.1 Proprietăţi ale operatorului Laplace

(1) L{αf(t)+βg(t)}(s) = αL{f(t)}(s)+βL{g(t)}(s) (operatorul Laplace

este liniar);

(2) L{f(at)}(s) = 1
a
L{f(t)}( s

a
) (schimbarea de scară);

(3) L{eatf(at)}(s) = F (s− a) (translaţia ı̂n complex);

(4) L{f(t− a)u(t− a))}(s) = e−saF (s) (translaţia la dreapta ı̂n real;

(5) L{f ′(t)}(s) = sF (s)− f(+0), unde f(+0) = limt↘0 f(t) (derivarea

originalului);

(6) L{f (n)(t)}(s) = snF (s)−sn−1f(+0)−sn−2f
′
(+0)−...−f (n−1)(+0);

(7) L{(−t)nf(t)}(s) = F (n)(s) (derivarea transformatei);

(8) L{
∫ t

0
f(u)du}(s) = F (s)

s
(integrarea originalului);

(9) L{f(t)
t
}(s) =

∫∞
s
F (s) (integrarea transformatei);

(10) lims→∞ sF (s) = f(+0) (teorema valorii iniţiale);

(11) lims→0 sF (s) = limt→∞ f(t) (teorema valorii finale);

(12) L{(f∗g)(t)}(s) = F (s)G(s), unde L{f(t)}(s) = F (s), L{g(t)}(s) =

G(s) iar (f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(u)g(t− u)du este convoluţia funcţiilor f

şi g.

Exemplu 5.1.1. Să determinăm transformata Laplace a funcţiei f(t) =

(sin t)u(t), unde u este funcţia lui Heaviside.

Soluţie. Avem conform definiţiei:

(5.1) L{(sin t)u(t)}(s) =

∫ ∞
0

e−st sin tdt.

Ştim că: sin t = eit−e−it

2i

cos t = eit+e−it

2
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Înlocuind ı̂n (5.1) obţinem:

(5.2) L{(sin t)u(t)}(s) =
1

2i

∫ ∞
0

e−st(eit − e−it)dt =

=
1

2i(s− i)
− 1

2i(s+ i)
=

1

s2 + 1
, Re s > 0.

În mod asemănător,

L{(cos t)u(t)}(s) =
s

s2 + 1
, Re s > 0.

Exemplu 5.1.2. Să determinăm transformata Laplace a funcţiei f(t) =

sinωt u(t), unde u este funcţia lui Heaviside.

Soluţie. Ţinând cont de proprietatea (2) şi de (5.2), avem

L{(sinωt)u(t)}(s) =
1

ω
L{(sin t)(u(t)}( s

ω
) =

ω

s2 + ω2
.

Se deduce uşor următorul tabel de transformate:

f(t) F (s)

u(t) 1
s

eat 1
s−a

tr Γ(r+1)
sr+1

treat Γ(r+1)
(s−a)r+1

sinωt ω
s2+ω2

cosωt s
s2+ω2

eat sinωt ω
(s−a)2+ω2

eat cosωt s−a
(s−a)2+ω2

Exemplu 5.1.3. Să se calculeze transformata Laplace a următoarelor

funcţii:

(1) f(t) = (t− a)2u(t− a);

(2) f(t) = t2u(t− a);

(3) f(t) = sin t
t

;
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(4) f(t) = 2(cos at−cos bt)
t

;

(5) f(t) = t sinh at, unde sinh t = eat−e−at

2
.

Soluţii. (1) Având ı̂n vedere proprietatea (4) şi tabelul de mai sus

rezultă că L{(t− a)2u(t− a)}(s) = e−saL{t2}(s) = 2e−sa

s3
.

(2) Deoarece t2 = (t− a)2 + 2a(t− a) + a2, aplicând aceleaşi proprietăţi

ca mai sus, avem L{t2u(t− a)}(s) = L{(t− a)2 + 2a(t− a) + a2}(s) =

= e−sa(L{t2}(s) + 2aL{t}(s) + a2L{1}(s)) = e−sa( 2
s3

+ 2a 1
s2

+ a2 1
s
).

(3) Folosind (9) avem L{ sin t
t
}(s) =

∫∞
s
F (u)du =

∫∞
s

1
1+u2

= arctanu|∞s =

= π
2
− arctan s = arctan 1

s
.

(4) Asemănător cu exerciţiul (3), L{2(cos at−cos bt)
t

}(s) =
∫∞
s

( 2u
u2+a2

−
− 2u

u2+b2
)du = ln(u2 + a2)|∞s − ln(u2 + b2)|∞s = ln s2+a2

s2+b2
.

(5) L{t sinh at}(s) = L{1
2
t(eat−e−at)}(s) = 1

2
(L{teat}(s)−L{te−at}(s)) =

= 1
2

1
(s−a)2

− 1
2

1
(s+a)2

.

5.2 Inversa transformatei Laplace

Problema care se pune ı̂n continuare este de a determina funcţia original

dacă se cunoaşte funcţia imagine, iar rezolvarea sa se bazează pe faptul că

ı̂ntre mulţimea originalelor şi mulţimea imaginilor există o corespondenţă

biunivocă.

Dacă F (s) = L{f(t)}(s), atunci f(t) se numeşte inversa transformatei

Laplace sau originalul funcţiei imaginare F (s) şi se notează:

f(t) = L−1{F (s)}(t).

Exemplu 5.2.1. (1) Dacă L{f(t)}(s) = 1
s

atunci u(t) = f(t) = L−1{1
s
}(t).

Analog, dacă L{(sin t)u(t)}(s) = 1
s2+1

atunci avem că (sin t)u(t) = L−1{ 1
s2+1
}(t).
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Exemplu 5.2.2. Să se determine originalele funcţiilor de mai jos, uti-

lizând tabelul:

(1) L−1{ 1
s−3
}(t) = e3tu(t);

(2) L−1{ 1
2s−3
}(t) = L−1{ 1

2(s− 3
2

)
}(t) = 1

2
e

3
2
tu(t);

(3) L−1{ 1
s2+32

}(t) = L−1{ 3
3(s2+32)

}(t) = 1
3
L−1{ 3

s2+32
}(t) = 1

3
(sin 3t)u(t);

(4) L−1{ 1
s3
}(t) = 1

2!
L−1{ 2!

s3
}(t) = t2u(t);

(5) L−1{ 4!
(s−2)3

}(t) = e2tt4u(t).

Exemplu 5.2.3. Să se determine originalele funcţiilor de mai jos, uti-

lizând descompunerea ı̂n fracţii simple:

(1) F (s) = 4s−5
s2−s−2

;

Să descompunem fracţia ı̂n fracţii simple:

F (s) =
4s− 5

(s+ 1)(s− 2)
=

3

s+ 1
+

1

s− 2
.

Prin urmare,

L−1{ 4s−5
s2−s−2

}(t) = L−1{ 3
s+1
}(t) + L−1{ 1

s−2
}(t) = 3e−tu(t) +

+ e2tu(t).

(2) F (s) = 5s2+8s−1
(s+3)(s2+1)

;

Fracţia descompusă ı̂n fracţii simple:

F (s) =
5s2 + 8s− 1

(s+ 3)(s2 + 1)
=

1

s+ 1
− 4

1

(s+ 1)2
+

3

(s+ 1)3
+

2

s− 3
.

Avem:

L−1{ 5s2+8s−1
(s+3)(s2+1)

}(t) = L−1{ 1
s+1
}(t)−4L−1{ 1

(s+1)4
}(t)+L−1{ 3

(s+1)3
}(t)+

+ L−1{ 2
s−3
}(t) = e−tu(t)− 4te−tu(t) + 3

2
t2e−tu(t) + 2e3tu(t).

(3) F (s) = 3s3+s2+12s+2
(s−3)(s+1)3

.

Aşadar, F (s) = 3s3+s2+12s+2
(s−3)(s+1)3

= 3s−1
s2+1

+ 2
s+2

.

Prin urmare, L−1{3s3+s2+12s+2
(s−3)(s+1)3

} = L−1{3s−1
s2+1
}(t) + L−1{ 2

s+2
}(t) =

= L−1{3 s
s2+1
− 1

s2+1
} + 2L−1{ 1

s+2
}(t) = 3(cos t)u(t) − (sin t)u(t)+

+2e−2tu(t).
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5.3 Aplicaţii ale operatorului Laplace

Transformata Laplace se arată deosebit de utilă ı̂n rezolvarea ecuaţiilor.

Fie ecuaţia diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi:

anx
(n)(t) + an−1x

(n−1)(t) + ...+ a1x
′(t) + a0x(t) = f(t).

Ne propunem să aflăm soluţia ecuaţiei x : [0,∞) → R care verifică

condiţiile:

x(0) = x0, x
′(0) = x1, ..., x

(n−1)(0) = xn−1.

Exemplu 5.3.1. Să se afle soluţia ecuaţiei:

x′′(t) + x(t) = (cos t)u(t), t > 0,

care satisface condiţiile iniţiale x(0) = 0, x′(0) = 1.

Soluţie. Aplicăm operatorul Laplace ecuaţiei şi ţinem cont de următoarele:

L{x(t)} = X(s),

L{x′′(t)} = s2X(s)− sx(+0)− x′(+0) = s2X(s)− 1,

L{(cos t)u(t)}(s) = s
s2+1

.

Ecuaţia operaţională este:

(s2 + 1)X(s) =
s

s2 + 1
+ 1,

adică X(s) = s
(s2+1)2

+ 1
s2+1

.

Ştim că x(t) = L−1{X(s)}(t) = L−1{ s
(s2+1)2

}(t)+L−1{ 1
s2+1
}(t). Aplicând

proprietatea (12) avem L−1{ s
(s2+1)2

}(t) = L−1{ s
s2+1
· 1
s2+1
}(t) = (sin t)u(t)∗

∗ (cos t)u(t)(t) =
∫ t

0
(sinu)(cos(t− u))du = (1

2
t sin t)u(t).

Soluţia ecuaţiei este x(t) = (1
2

sin t)u(t) + (sin t)u(t).

Exemplu 5.3.2. Să se afle soluţia ecuaţiei:

x′′(t)− 3x′(t) + 2x(t) = e−tu(t).

Soluţie. Aplicăm operatorul Laplace ecuaţiei şi ţinem cont de următoarele:

L{x(t)} = X(s),
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L{x′(t)} = sX(s)− x′(+0),

L{x′′(t)} = s2X(s)− sx(+0)− x′(+0),

L{e−t}(s) = 1
s+1

. Ecuaţia operaţională este:

(s2 − 3s+ 2)X(s)− sx(+0)− x′ + 3x(+0) =
1

p+ 1
,

de unde,

X(s) = 1
(p−1)(p−2)(p−3)

+ x(+0) p
(p−1)(p−2)

+ (x′(+0) + 3x(+0)) 1
(p−1)(p−2)

.

După descompunerea ı̂n fracţii simple:

X(s) = (−1
2

+2x(+0)+x′(+0)) 1
p−1

+ 1
6

1
p+1

+(1
3

+5x(+0)+3x′(+0)) 1
p−2

=

= c1
1
p−1

+ c2
1
p−2

+ 1
6
· 1
p+1

.

Originalul lui X(s) este:

x(t) = L−1{X(s)}(t) = c1L−1{ 1
p−1
}(t)+c2L−1{ 1

p−2
}(t)+ 1

6
L−1{ 1

p+1
}(t) =

= c1e
tu(t) + c2e

2tu(t) + 1
6
e−tu(t).

5.3.1 Exerciţii

1. Determinaţi transformata Laplace a următoarelor funcţii:

(a) f(t) = x cosh at;

(b) f(t) = t cos at;

(c) f(t) = teat;

(d) f(t) = t2eat;

(e) f(t) = e−2t−1
t

sin 3t.

2. Determinaţi originalul ştiind că transformata Laplace este:

(a) F (s) = 2s−5
p2−9

;

(b) F (s) = 12
4−3s

+ p+1

p
3
4

;

(c) F (s) = 2s2+s+4
s4+s3+2s2−s+3

;

(d) F (s) = s
(s2+4)(s2+1)

;

(e) F (s) = s+1
(s2+2s+2)2)2

.
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3. Rezolvaţi ecuaţiile diferenţiale cu coeficienţi constanţi:

(a) x′′ + 4x′ + 4x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 1;

(b) x′′′ − 2x
′′

+ x′ = 2et + 2t, x(0) = 0, x′(0) = 0, x′′(0) = 0;

(c) x′′ + x′ + x = t2, x(0) = 1, x′(0) = 1;

(d) x′′ − 5x′ − 6x = e3t, x(0) = 2, x′(0) = 1;

(e) x′′ + x = 2 cos t, x(0) = 0, x′(0) = 1;

(f) x′′′ − 2x′′ − x′ + 2x = 5 sin 2t, x(0) = 1, x′(0) = 1, x′′(0) = −1;

(g) x′′ + 4x = sin 3t
2

sin t
2
, x(0) = 1, x′(0) = 0.

5.3.2 Soluţii

1. (a) s2+a2

(s2−a2)2
; (b) s2−a2

(s2+a2)2
; (c) 1

(s−a)2
; (d) 2

(s−a)3
.

2. (a) f(t) = 2 cosh t− 5
3

sinh t; (b) f(t) = −4e
4t
3 + t−

1
3

Γ( 1
3

)
+ t

1
3

Γ( 4
3

)
;

(c) f(t) = 2√
3
e

t
2 sin

√
3

2
t+ 1√

2
e−t sin

√
2t;

(d) f(t) = 1
3
(cos t− cos 2t); (e) f(t) = 1

2
e−tt sin t.

3. (a) x(t) = (1 + 3t)e−2tu(t);

(b) x(t) = (t2 + 4t+ 4)u(t) + (t2 − 4)etu(t);

(c) x(t) = e−
t
2 (cos

√
3

2
t)u(t) + e−

t
2

7
√

3
3

(sin
√

3
2
t)u(t) + (t2 − 2t)u(t);

(d) x(t) = 10
21
e6tu(t) + 45

28
e−tu(t)− 1

12
e3tu(t);

(e) x(t) = 1
2
(sin t)u(t) + (sin t)u(t);

(f) x(t) = 1
3
e−tu(t) + 5

12
e2tu(t) + 1

4
(cos 2t)u(t) + 1

4
(sin 2t)u(t);

(g) x(t) = 1
6
(cos t)u(t) + 5

6
(cos 2t)u(t)− 1

8
t(sin t)u(t).
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[5] Chiriţă, S., Probleme de matematici superioare, Editura Didactică
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