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PREFATA

Lucrarea a fost realizata pe baza programei analitice a disciplinei Mecanisme,
pentru studentii specializarilor Inginerie Electrica, Managementul Energiei si Inginerie
Medicala. Continutul este structurat pe 8 capitole si trateaza aspectele de baza ale
studiului mecanismelor cu bare articulate, came si roti dintate.

In prima parte a lucridrii sunt prezentate notiuni privind analiza structurala,
cinematica si dinamica mecanismelor cu bare articulate. Urmatoarele capitole trateaza
elemente de analiza si sintezd a mecanismelor cu cama iar in ultima parte a lucrarii sunt
expuse cateva notiuni privind angrenajele cu axe paralele si sistemele de angrenaje
ordinare si planetare. Fiecare capitol al lucrarii contine, pe langa notiunile teoretice,
exemple menite sa faciliteze aplicarea acestor notiuni in practica.

Prin tematica abordatd si modul de prezentare lucrarea isi propune sd ofere
notiunile necesare pentru studiul si proiectarea mecanismelor intalnite in diverse
sisteme mecanice. In acest sens, lucrarea poate fi utild si pentru studentii altor
specializari.

Cluj-Napoca, Februarie 2021 Autorul




1.STRUCTURA MECANISMELOR

1.1 Element cinematic

Elementul cinematic este constituit dintr-o piesa (organ de masina), sau mai
multe piese asamblate, prin care se transmite miscarea in mecanisme. In majoritatea
situatiilor, elementele cinematice sunt considerate rigide, distantele dintre diferite
puncte ale lor fiind marimi constante. In figura 1.1 este reprezentat un element
cinematic (biela unui motor cu ardere internd), format din mai multe piese imbinate
intre ele: corpul bielei 1, capacul bielei 2, cuzinetii 3 si 4, bucsa 5 si suruburile 6.

6 2

Fig.1.1 Exemplu de element cinematic

In structura mecanismelor existi elemente mobile care au miscari relative unele
fata de altele si elementul fix, sau considerat fix, fata de care se raporteaza miscarea
celorlalte elemente.




Pentru a caracteriza elementele cinematice din punct de vedere structural, se
utilizeaza notiunea de rang. Rangul j al unui element este dat de numarul de legaturi
(conexiuni) pe care acesta le poate avea cu elemente invecinate. In functie de rangul
lor, elementele pot fi simple daca j < 2 sau complexe atunci cand j > 2. In figura 1.2
sunt reprezentate cateva forme constructive de elemente cinematice impreund cu
simbolurile aferente.

0 =3 d) j=4

Fig.1.2 Elemente cinematice de diferite ranguri

Gradul de libertate al unui element cinematic reprezintd numarul parametrilor
independenti necesari pentru determinarea pozitiei acestuia in spatiu in raport cu un
sistem de referinta. El corespunde numarului de miscari simple independente pe care
elementul cinematic le poate realiza. Un element cinematic liber in spatiul
tridimensional are sase grade de mobilitate, prin urmare poate realiza trei translatii de-
a lungul axelor caracterizate de vitezele wv,,wv,,v, si trei rotatii in jurul axelor

caracterizate de vitezele unghiulare w,, w,, @,.

Pentru transmiterea miscarii intr-un mecanism, elementele cinematice sunt
conectate intre ele. Legatura dintre doud elemente cinematice limiteaza gradul de
libertate al acestora prin introducerea unor constrangeri care blocheaza miscarea intr-0




anumita directie sau impun o relatie Intre anumite componente ale miscarilor de rotatie
si translatie

1.2 Cupla cinematica

Cupla cinematica este materializatd de zona de contact dintre doud elemente

IR

Daca se noteaza cu f numarul miscarilor relative pe care o cupla cinematica le
permite elementelor aflate in contact si cu k numarul miscarilor relative blocate, se
poate scrie:

k=6-f (1.1)

Dupa numarul de miscari relative suprimate k, cuplele cinematice se clasifica
in cinci clase. Elementele si cuplele cinematice se reprezinta grafic prin simboluri
conventionale conform SR EN ISO 3952:1. Astfel, in figurile urmatoare, langa cele
mai utilizate cuple vor fi reprezentate si simbolurile acestora.

Cupla cinematica de clasal (k =1, f=5) se formeaza, de exemplu, la contactul
dintre sfera 2 care se rostogoleste fara alunecare pe suprafata plana 1 (figura 1.3 a).

Fig. 1.3 Cuple de clasa 1




Inainte de a intra in contact fiecare din cele doud elemente are Cite sase
doar cinci miscari relative intre cele doud elemente cinematice: trei rotatii in jurul
axelor cu vitezele unghiulare w,, w,, , si doud miscari de translatie de-a lungul axelor
Ox si Oz cu vitezele v,, v,. Deplasarea sferei de-a lungul axei Oy este exclusa deoarece
intr-un sens este blocatd de suprafata plana iar in sens contrar ar duce la desfacerea
contactului, deci cupla nu ar mai exista. Acelasi lucru se intdmpla si in cazul contactului
dintre un con si o suprafata plana, exemplu prezentat in figura 1.3 c. In cazul cuplei din
figura 1.3 b, miscarea de-a lungul axei Oy este blocata in ambele sensuri.

Cuplele cinematice de clasa 1, se formeaza la contactul punctiform dintre doua
elemente cinematice si blocheaza o singura miscare de translatie.

Cupla cinematica de clasa 2 (k = 2, f = 4) se poate forma la contactul dintre
cilindrul 2 care se rostogoleste fara alunecare pe suprafata plana 1, dupa cum se observa
in figura 1.4 a.

b) c)
Fig. 1.4 Cuple de clasa 2

Contactul dintre cele doud elemente poate fi de-a lungul unui segment de
dreapta (fig 1.4 a) sau in doud puncte (fig 1.4 b) situatii in care sunt permise doua rotatii




in jurul axelor Oy si Oz caracterizate de vitezele unghiulare w,, w, si doua translatii
de-a lungul axelor Ox si Oz cu vitezele v,, v,. Translatia de-a lungul axei Oy nu este
posibild deoarece duce la desfacerea contactului dintre cele doua elemente iar rotatia
in jurul axei Ox transforma cupla intr-una de clasa 1. in exemplul din figura 1.4 c,
contactul dintre cele doua elemente este teoretic, dupa un arc de cerc. Prin urmare sunt
permise: translatia de-a lungul axei Oz cu viteza v, si trei rotatii caracterizate de
vitezele unghiulare wy, w,, w,. Translatiile de-a lungul axelor Ox respectiv Oy nu pot
avea loc.

in concluzie, cupla cinematica de clasa 2 se formeaza la contactul in doua

puncte, dupa o linie sau dupa un arc de cerc, dintre doud elemente si blocheaza doua
din cele sase miscari posibile.

Cupla cinematica de clasa 3 (k = 3, f = 3) apare de exemplu, la contactul dintre
sfera 2 si calota sferica 1 dupa cum reiese din figura 1.5 a.

Fig. 1.5 Cuple de clasa 3

Cupla din figura 1.5 a, numita cupla sferica este cea mai des utilizata cupla de
clasa 3 si permite miscari de rotatie in jurul celor trei axe cu vitezele unghiulare




Wy, Wy, W In exemplul din figura 1.5 b, sunt permise: translatia de-a lungul axei Oz
cu viteza v, si doud rotatii in jurul axelor Ox si Oy cu vitezele unghiulare w,, w,, iar in
figura 1.5 ¢ sunt permise translatiile de-a lungul axelor Ox si Oz cu vitezele v,, v,
respectiv rotatia in jurul axei Oy, cu viteza unghiulara w,,.

La cuplele cinematice de clasa 3, contactul dintre cele doua elemente este
delimitat de o suprafata si sunt blocate trei miscari.

Cupla cinematica de clasa 4 (k = 4, f = 2) se poate forma cand axul 1 este
introdus 1n alezajul cilindric 2, reprezentat sectionat in figura 1.6.a. Contactul dintre
cele doud elemente blocheaza patru miscari si permite o miscare de translatie de-a
lungul axei Ox cu viteza v, si o rotatie in jurul aceleiasi axe cu viteza unghiulard w,.
In exemplul din figura 1.6 b sunt posibile doua miscari de rotatie in jurul axelor OX si
Oz cu vitezele unghiulare w,, w,.

Fig. 1.6 Cuple de clasa 4

Contactul dintre flancurile dintilor rotilor dintate aflate in angrenare determina
o cupli de clasa 4, dupi cum reiese din exemplul prezentat in figura 1.6 c. In acest caz




sunt posibile doua miscari relative independente: o rotatie in jurul axei Oz cu viteza
unghiulard w, si o translatie de lungul axei Ox cu viteza v,.

Cuplele cinematice de clasa 4 blocheaza patru miscari din cele sase posibile.
Contactul dintre cele doud elemente este delimitat de o suprafata sau de un segment de
dreapta (fig.1.6 c).

Cupla cinematica de clasa 5 (k =5, f = 1) permite o singurd miscare relativa
intre cele doua elemente aflate in contact. In figura 1.7 a este reprezentat un exemplu
de cupla de clasa 5 care permite miscarea de rotatie in jurul axei Oz cu viteza unghiulara
w,. Cupla este formata la contactul dintre axul 2, care constructiv are blocata miscarea
de translatie de-a lungul axei Oz si alezajul 1. Cupla cinematica din figura 1.7 b, permite
miscarea relativa de translatie de-a lungul axei Oz cu viteza v, a elementului 1 fata de
elementul 2.

Cupla cinematica din figura 1.7 ¢, numita cupa elicoidala, formata la contactul
dintre surubul 2 si piulita 1, permite doud miscari: o translatie de lungul axei Oz cu
viteza U, si rotatia in jurul aceleiasi axe cu viteza unghiulard w,. Cele doud miscari
nu sunt independente, deci practic exista un singur grad de mobilitate.

Fig. 1.7 Cuple de clasa 5
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Consideram un surub cu pasul p si unghiul « de inclinare al elicei pe cilindrul
cu raza r. Desfasurarea elicei surubului in plan se observa in figura 1.8. Unei rotatii a
surubului in jurul axei Oz cu unghiul ¢, ii corespunde o deplasare s de-a lungul aceleiasi
axe. Pe baza notatiilor din figura 1.8 se poate scrie:

s=@rtga (1.2)

iar prin derivarea in raport cu timpul, rezulta:

ds d
vZ=E=d—(frtga=wzrtga (1.3)
p
/ S
_._/./_._, B I S
, o
s
______ | ;
o : Qr
|
|
!

Fig. 1.8 Desfiasurarea elicei surubului

Prin urmare, miscarea de translatie a surubului v, este legatd de miscarea de
rotatie w, prin relatia 1.3.

Cupla formata intre surub si piulita reprezintd o generalizare a celorlalte cuple
de clasa 5. In cazul in care pasul elicei surubului are valoarea zero, cupla formati intre
surub si piulitd se transforma intr-o cupla de rotatie. Daca pasul elicei tinde spre infinit,
cupla se transforma intr-una de translatie [9].

In concluzie, cupla de clasa 5, introduce cinci constrangeri fiind posibila astfel
o singura miscare. Contactul dintre cele doua elemente este intotdeauna delimitat de o
suprafata.

In afara criteriului privind numarul de miscari relative suprimate, cuplele
cinematice se mai pot clasifica dupa geometria zonelor de contact, dupa pozitiile
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relative ale planelor in care este posibild miscarea si dupa caracterul legaturii dintre
cele doud elemente.

Dupa geometria zonelor de contact dintre cele doud elemente, cuplele pot fi:

superioare daca intre cele doud elemente contactul are loc intr-unul sau mai
multe puncte (fig. 1.3 si fig. 1.4 b) pe o linie (fig. 1.4 a si fig. 1.6 ¢) sau pe
un arc de cerc (fig. 1.4 b);

inferioare daca cele doua elemente intra in contact dupa o suprafata (fig.
1.5, fig. 1.6 a, b si fig. 1.7).

Indiferent de clasa cuplele cinematice pot transmite forte doar pe directia
miscarilor blocate. Astfel cuplele inferioare pot transmite sarcini mai mari comparativ
cu cele superioare si se uzeaza mult mai putin. Principalul avantaj al cuplelor superioare
consta in posibilitatea realizarii unor miscari mai complicate .

Dupa pozitia relativa a planelor in care are loc miscarea, cuplele pot fi:

plane daca permit miscarea intr-un singur plan sau in plane paralele (fig.
1.7 asib);

spatiale daca miscarea relativa dintre cele doua elemente are loc in doua sau
mai multe plane neparalele (fig. 1.3, fig. 1.4, fig.1.5, fig. 1.6 a, b, fig. 1.7 ¢)

Dupa caracterul legaturii stabilite intre cele doud elemente, cuplele sunt:

geometric deschise daca se pot desface fara demontarea elementelor care o
formeaza (fig. 1.3, fig. 1.4, fig. 1.5 c). Pentru ca aceste cuple sa poata
functiona este necesar ca asupra celor doud elemente cinematice sa
actioneze forte exterioare care sa mentind contactul pe tot timpul miscarii.
Aceste forte pot fi greutatea proprie a elementelor sau forta dezvoltata de
un arc.

geometric inchise cand nu se pot desface fara demontarea unuia dintre
elemente (fig. 1.5 a, b, fig. 1.6 si fig. 1.7)

1.3 Lanturi cinematice

Mai multe elemente cinematice legate intre ele prin cuple cinematice formeaza
un lant cinematic. Consideram ca in structura unui lant cinematic avem un numar de:
e elemente cinematice, Cs — cuple de clasa 5, C4 — cuple de clasa 4, Cz — cuple de clasa
3, C2—cuple de clasa 2 si C1 — cuple de clasa 1.

Lanturile cinematice pot fi deschise (fig. 1.9 a si ) sau inchise (fig. 1.9 c), iar
in functie de pozitia relativa a planelor in care are loc miscarea pot fi plane sau spatiale.
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Lanturile cinematice pot fi simple daca fiecare din elementele care il formeaza
este legat prin cuple de cel mult doua alte elemente (fig. 1.9 a si b) sau pot fi complexe
daca cel putin un element este legat prin cuple la mai mult de doua elemente asa cum
este prezentat in figura 1.9 c.

b) ©)

Fig.1.9 Exemple de laturi cinematice

In structura mecanismelor se intilnesc lanturile cinematice inchise deoarece
acestea pot fi desmodrome, adica modificarea pozitiei relative a unui element conduce
la obtinerea unor pozitii determinate pentru toate celelalte elemente din structura.
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Gradul de mobilitate L al unui lant cinematic se obtine prin scaderea din
numarul total al miscarilor celor € elemente cinematice libere in spatiu a numarului
total b de miscari blocate de cuplele cinematice (constrangeri). Se poate scrie astfel:

L=6e—b (1.4)

unde numarul de constrangeri b se determina din relatia:

5
b=5Cs+4C, +3C;+2C, +C; = ) kCy (1.5)
k=1

Din relatiile (1.4) si (1.5) rezulta formula gradului de mobilitate pentru lanturile
cinematice generale, sub forma:

5
L = 6e — Z kCy (1.6)
k=1

Un caz particular sunt lanturile cinematice plane, de familia 3, formate din
elemente intre care exista cuple de clasa 5 de rotatie sau translatie, numite grupe
structurale.

Elementele marginale ale grupei se pot lega de alte elemente cinematice prin
intermediul unor cuple de clasa 5, numite cuple libere. Daca un astfel de lant cinematic
este legat prin cuplele sale libere la un element fix, rezulta o structura rigida cu grad de
mobilitate zero. Prin particularizarea relatiei (1.6) rezulta [9]:

L=3e—2Cs=0 (1.7)

Deoarece numarul cuplelor de clasa 5, notat cu Cs, trebuie sa fie un numar intreg
rezultd urmatoarele variante posibile pentru numarul de elemente si cuple ale unei
grupe structurale:

e 2 4 6 8 10 12 14
Cs 3 6 9 12 15 18 21

Cele mai des intalnite sunt grupele structurale formate din doud elemente si trei
cuple (una centrala si doua libere) numite diade, prezentate in figura 1.10

14



RRR

\ ! RTR

\ RTT !

TRT

Fig.1.10 Grupe structurale

Sunt posibile cinci variante pentru aceste grupe structurale, in functie de pozitia
si tipul cuplelor de clasa 5. In functie de tipul cuplelor, diadele se noteazi cu: RRR (trei
cuple de rotatie), RRT (doua rotatii si o translatie), etc.

1.4 Mecanisme

Mecanismul se poate defini ca fiind lantul cinematic inchis, la care o miscare
impusa unui element 1n raport cu elementul fix, duce la obtinerea de miscari complet
determinate pentru toate celelalte elemente [2], [9]. Elementele cinematice ale caror
legi de miscare in raport cu elementul fix sunt cunoscute, se numesc elemente
conducatoare. Elementele ale caror legi de miscare sunt determinate de legile de
miscare ale elementelor conducatoare se numesc elemente conduse.
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Mecanismele se reprezinta cu ajutorul schemelor cinematice 1n care elementele
si cuplele cinematice sunt reprezentate prin simboluri conform SR EN 1SO 3952:1. Pe
elementul conducdtor al mecanismului se noteazd intotdeauna tipul miscarii pe care
acesta o realizeaza precum si sensul acesteia.

Gradul de mobilitate M al unui mecanism reprezinta numarul de miscari
independente pe care acesta le poate primi din exterior prin urmare, este egal cu
numarul elementelor conducdtoare. Pentru ca un mecanism sa poata functiona este
necesar ca gradul sdu de mobilitate sd fie cel putin egal cu 1. Conform definitiei,
mecanismele provin din lanturi cinematice inchise la care s-a fixat un element. Astfel,
gradul de mobilitate se determind scdzand din gradul de mobilitate L al lantului
cinematic cele sase miscari blocate de elementul fix [2]. Rezulta astfel:

M=6-1L (1.8)
Ssau:
5
M=6n—5C5—4C4—3C3—2C2—C1=6n—Zka (1.9)
k=1

unde: n — reprezintda numarul elementelor mobile ale mecanismului
Cy, k =1..5 — reprezinta numarul cuplelor de clasa k

Dupa numdarul de constrangeri comune impuse tuturor elementelor,
mecanismele se impart in cinci familii notate cu F;, j = 0...4 Gradul de mobilitate al

mecanismelor apartinand diferitelor familii se poate determina dupa cum urmeaza:

familia 0, F,: My = 6n—5Cs —4C, —3C3 —2C, — C;

familia 1, F: M; =5n—4Cs — 3C, — 2C5 — C,

familia 2, F,: M, = 4n —3Cs — 2C, — C5 (1.10)
familia 3, F5: M; =3n—2Cs — C,

familia 4, F,: M, = 2n — 2Cs

Mecanismele care se incadreaza in primele trei familii sunt mecanisme spatiale
iar mecanismele din ultimele doua familii sunt mecanisme plane. Determinarea familiei
unui mecanism se poate face utilizand un tabel cu sase coloane, cate una pentru fiecare
miscare posibila. Pe randuri se trec cele n elemente mobile ale mecanismului. in tabelul
astfel obtinut se marcheaza cu “+ ” miscarile independente pe care le au elementele in
raport cu un sistem de coordonate atasat mecanismului, respectiv cu “-” miscarile care
sunt suprimate. Daca pe o coloana apare doar semnul “-” rezultd ca acea miscare este
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suprimata tuturor elementelor mecanismului. Numarul de coloane de acest fel este egal
cu familia mecanismului.

Pentru a exemplifica metoda de determinare a familiei, se utilizeaza
mecanismul de antrenare al unui stergitor de parbriz, reprezentat in figura 1.11.
Miscarea de rotatie a motorului electric M este transformata in miscarea de oscilatie a
lamei stergatorului de parbriz S, cu ajutorul mecanismului format din elementele
cinematice notate cu 1, 2 si 3 numit mecanism patrulater. Schema cinematica a
mecanismului si tabelul pentru determinarea familiei sunt prezentate in figura 1.12.

Fig.1.11 Mecanismul stergatorului de parbriz

Elementul 1 reprezinta elementul conducator al mecanismului si Se poate roti
in jurul axei Oz cu viteza unghiulard w, datd de motorul electric. Astfel, in tabel la
primul element se va trece semnul “+” in dreptul vitezei unghiulare w,. Restul
miscdrilor elementului sunt blocate de cupla de clasa 5 notatd cu O. Miscarea este
transmisa mai departe prin intermediul elementului 2 care se leagd de elementele 1 si
3 prin cuplele de clasa 5 de rotatie B si C. Un capat al elementului 2 se deplaseaza pe
un cerc de raza OB iar celdlalt capat pe un arc de cerc de raza CD. Prin urmare miscarea
elementului cinematic 2 are loc in planul xOy si este compusa din doua translatii cu
vitezele vy, v, si o rotatie cu Viteza unghiulara w,. In tabel, la al doilea element, se va
trece semnul “+” in dreptul acestor trei miscari. Elementul 3 al mecanismului,
solidarizat cu bratul stergdtorului de parbriz, realizeazd o miscare de oscilatie in jurul
axei Oz cu viteza unghiulara w,. Restul miscarilor sunt suprimate de cupla de clasa 5
notatd cu D.

Mecanismul patrulater analizat, face parte din familia 3 deoarece trei coloane
din tabel contin numai semnul “-” ceea ce inseamnd cd miscdrile cu vitezele v,, w, si
w,, Nu sunt permise nici unui element al mecanismului (vezi fig. 1.12)
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Fig.1.12 Schema cinematica mecanismului patrulater

Pentru determinarea gradului de mobilitate al mecanismului, din relatiile (1.10)
se utilizeaza relatia corespunzatoare familiei 3, adica:

M=3n-2Cs—C, (1.11)

in care: n = 3 —reprezintd numarul elementelor mobile,
Cs = 4 — numarul cuplelor de clasa 5 (4 cuple de rotatie notate O B C si D),
C, = 0 — numarul cuplelor de clasa 4.

Inlocuind valorile in relatia (1.11) rezultd M = 1, deci mecanismului i se poate
impune din exterior o singura miscare independenta, care este in acest caz, miscarea de
rotatie cu viteza w; a elementului conducator 1. Altfel spus, mecanismul are un grad
de mobilitate.

Alt exemplu reprezentativ este mecanismul manivela piston din componenta
motoarelor cu ardere internd reprezentat in figura 1.13. Schema cinematicad a
mecanismului si tabelul pentru determinarea familiei sunt prezentate in figura 1.14.

Miscarea de translatie a pistonului 1, determinatd de explozia amestecului de
carburant, este transformata in miscarea de rotatic a manivelei 3. Elementul
intermediar, numit biela, este legat de celelalte doua prin cuple cinematice de rotatie.

Elementul cinematic 1 reprezinta elementul conducator al mecanismului si se
deplaseaza de-a lungul axei Oy cu viteza #;. In tabel la primul element se va trece “+”
in dreptul acestei miscari. Elementul intermediar 2 transmite mai departe miscarea
pistonului fiind legat de celelalte elemente prin cuplele de clasa 5 de rotatie notate cu
C si B. Un capat al elementului 2 se deplaseaza pe un segment de dreapta paralel cu
axa Oy iar celalalt pe un cerc de raza AB.
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Fig.1.13 Mecanismul manivela piston

Miscarea elementului cinematic 2 are loc in planul xOy si este compusa din
doua translatii cu vitezele v, v, si o rotatie cu viteza unghiulard w,. In tabel, la al
doilea element, se va trece semnul “+” in dreptul acestor trei miscari. Elementul 3
realizeaza o miscare de rotatie in jurul axei Oz cu viteza w,, restul miscarilor fiind
blocate de cupla de clasa 5 de rotatie notata cu O.

1] -1+ -1 - - | -
2 |+ |+ | - | - - |+
3 -1 -1 -1-1-1+

Fig.1.14 Schema cinematica mecanismului maniveld-piston

Mecanismul analizat face parte din familia 3 deoarece in dreptul coloanelor
Vg, Wy $i W, apare numai semnul “-” ceea ce inseamnd cd aceste miscdri nu sunt

permise nici unui element al mecanismului.
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Determinarea gradului de mobilitate se face utilizand relatia (1.11) in care se
considera n = 3, C5 = 4 si C, = 0. Dupa nlocuire rezultd M = 1, ceea ce inseamna ca
mecanismul are un grad de mobilitate, miscarea pe care o poate primi din exterior fiind
in acest exemplu, translatia elementului 1 cu viteza v;.

Cele mai multe mecanisme au elementul conducator legat de elementul fix
printr-o cupla de clasa 5 de rotatie sau translatie. O exceptie este mecanismul prezentat

in figura 1.15.

Fig.1.15 Mecanism cu cupla elicoidala

Mecanismul contine 0 cupld elicoidala formata intre surubul 2 si piulita 3.
Elementul conducator al mecanismului este surubul 2 care este legat de elementul fix
prin intermediul elementului 1, ceea ce inseamna ca se va misca Impreuna cu restul
elementelor mecanismului. Schema cinematicd a mecanismului si tabelul pentru
determinarea familiei sunt prezentate in figura 1.16

+ |+
+ |+
1
+
1
+|+ |+ ]+

AIWIN P

Fig.1.16 Schema cinematica mecanismului cu cupla elicoidala
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Surubul 2 se poate roti cu viteza unghiulard w, In jurul axei OX, ceea ce
determina translatia piulitei 3 si implicit modificarea distantei dintre cuplele de clasa 5
notate cu B si C. Micsorarea distantei dintre B si C are ca efect rotatia elementului 1 in
sens trigonometric, in jurul axei Oz cu viteza unghiulard w,, miscare permisa de cupla
de rotatie din A. In tabel la primul element, se va trece semnul “+” in dreptul acestei
miscari.

Unghiul dintre surubul 2 si elementul cinematic 1 rimane tot timpul 90° cele
doua elemente rotindu-se impreuna in jurul axei Oz. La al doilea element, in tabel se
Vvor nota cu “+” urmitoarele patru miscari: translatiile pe Ox si Oy cu vitezele v,, v,
respectiv rotatiile in jurul axelor Ox si Oz cu vitezele unghiulare w, si w,. Piulita 3 se
miscd impreuna cu surubul 2, deci va avea toate miscarile acestuia mai putin rotatia in
jurul axei Ox care este blocata de elementul 4 si cuplele D si E. Ultimul element al
mecanismului realizeaza o miscare de oscilatie in jurul axei Oz, aceasta fiind singura
miscare permisa de cupla de clasa 5 notata cu E.

Mecanismul din figura 1.15 face parte din familia 2 deoarece coloanele v, si
w,, contin numai semnul “-” ceea ce inseamna ca aceste doud miscdri sunt suprimate
tuturor elementelor mecanismului.

Gradul de mobilitate se calculeaza cu relatia corespunzatoare familiei 2, adica

M, = 4n —3C5 — 2C4 — C3 (1.12)
unde:
n = 4 — numarul elementelor mobile,
Cs = 5 — numarul cuplelor de clasa 5,
C4 = 0 — numarul cuplelor de clasa 4.

Dupa inlocuire rezultd M = 1, deci mecanismului i se poate impune din exterior
o singurd miscare independenta, care este 1n acest caz miscarea de rotatie cu viteza w,
a surubului 2.

Pentru ca elementele mecanismelor sd aiba miscéri determinate, este nevoie
uneori de mai multe elemente conducatoare. Un astfel de mecanism este prezentat in
figura 1.17. Schema cinematica a mecanismului si tabelul pentru determinarea familiei
sunt prezentate in figura 1.18.

Elementele conducatoare ale mecanismului sunt elementele 1 si 2 care se pot
roti in jurul axei Oz cu vitezele unghiulare w; si w, fiind actionate de motoarele
electrice My si My . In tabelul din figura 1.18 in dreptul elementelor 1 si 2 se vor nota
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cu semnul “+” aceste miscari. Miscarea de rotatie este transmisd mai departe
elementelor conduse 3 si 4 care realizeaza miscari in planul xOy. Miscarea fiecarui
element este compusa din doud translatii cu vitezele ¥y, ¥, §i o rotatie cu viteza

» A

unghiulard w,. In tabel la elementele 3 si 4 se va trece semnul “+” in dreptul acestor
miscari.

Fig.1.17 Mecanism cu doud grade de mobilitate

Mecanismul analizat face parte din familia 3 deoarece coloanele v,, wy si w,

contin numai semnul “-”" ceea ce inseamna ca aceste miscari sunt suprimate tuturor
elementelor mecanismului

Ve | Uy |1 | 0y | @y | w,
1 - -1-1-1-1+
2 - -1 - -1-1+
3+ | + | - - - |+
4 | + | + | - - - |+

p

Fig.1.18 Schema cinematica mecanismului cu doud grade de mobilitate

Determinarea gradului de mobilitate se face cu relatia (1.11) in care se
considera: n =4, Cs =5 si C, = 0. Dupa inlocuire rezulta M = 2, deci mecanismul are
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doud grade de mobilitate, miscarile pe le o poate primi din exterior fiind rotatiile
elementelor 1 si 2 cu vitezele unghiulare w; si w,.

Uneori in structura mecanismelor, apar elemente si cuple care nu contribuie la
miscarea mecanismului. Ele sunt introduse din considerente constructive sau
functionale cum ar fi: cresterea rigiditatii sau inlocuirea frecarii de alunecare cu cea de
rostogolire. Prezenta acestor elemente si cuple poate duce la aparitia unor grade de
mobilitate pasive.

1.4.1 Elemente si cuple pasive

Elementele si cuplele cinematice care desi sunt prezente in structura
mecanismelor, nu contribuie cu nimic la caracterul miscarii elementului condus, se
numesc elemente pasive respectiv cuple pasive. Pentru o analiza structurald corecta,
elementele si cuplele pasive trebuie eliminate din schema cinematica a mecanismului.
Dacé nu sunt eliminate, la calculul gradului de mobilitate se obtin valori nule sau
negative, desi mecanismul functioneaza corect.

Exista situatii cand prezenta cuplelor pasive este necesard pentru a imbunatati
rigiditatea structurald a mecanismului. Un exemplu il constituie mecanismul a carui
schema cinematica este prezentatd in figura 1.19 a.

Miscarea de oscilatie cu viteza unghiulard w4 a elementului conducétor 1 este
transmisa mai departe prin intermediul elementelor 2, 3 si 5, elementului 4. In acest
fel elementul 4 se poate roti in jurul axei perpendiculare pe planul miscarii fara a fi
nevoie de o cupla de rotatie in punctul O.

B C 3 B C 3
m\ M\
1
©, 2 o 2
A CI E A
1 D D E
N4
H G 5 G 5
a) b)

Fig. 1.19 Mecanism cu o cupld pasiva

Dupa cum se observa din figura 1.19 a, mecanismul este format din cinci
elemente cinematice legate intre ele prin opt cuple de rotatie de clasa 5. Deoarece toate
miscarile au loc 1n plan, mecanismul este de familia 3, iar pentru calculul gradului de
mobilitate se aplica relatia (1.11) unde n =5, C5 = 8.
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Dupa inlocuire rezulta: M = 3 -5 —2-8 = —1 ceea ce nu are sens deoarece
gradul de mobilitate nu poate fi negativ. Cupla pasiva este in acest caz cupla de rotatie
dintre elementele 1 si 5 notata cu H. Prin eliminarea ei se obtine mecanismul cu schema
cinematicd din figura 1.19 b care functioneaza la fel si are acelasi numar de elemente.
Astfel, gradul de mobilitate devine M =3-5—-2-7 = 1.

Cele doud mecanisme au aceleasi miscari, dar cel din figura 1.19 a este mai
rigid din punct de vedere structural datorita patrulaterului format din elementele 1, 2, 3
si 5 respectiv cuplele B, C, G si H.

In figura 1.20 este prezentati schema cinematici a unui mecanism la care intre
lungimile elementelor existi urmatoarea relatie: AB = BC = BD. In acest caz prin
rotatia elementului conducator 1 cu viteza unghiulara w4, elementele 3 si 4 se vor
deplasa pe orizontald respectiv pe verticala.

L

a) b)

Fig. 1.20 Mecanism cu element si cupla pasive

Similar cu exemplul anterior, mecanismul este unul plan de familia 3 si este
format din patru elemente si sase cuple de clasa 5 (patru rotatii si doud translatii).
Inlocuind in relatia (1.11) rezulti M = 3-4 —2- 6 = 0 cu toate ci mecanismul este
perfect functional.

In acest caz elementul 4 si cupla de rotatie D sunt pasive deoarece prin
eliminarea lor mecanismul isi pastreaza aceleasi miscari.

In figura 1.20 b se observa ca punctul D de pe elementul 2 se deplaseaza dupa
o dreapta verticala chiar dacad elementul 4 lipseste. Prin eliminarea elementului 4 si
implicit a cuplelor prin care acesta se leaga de elementul 2 si de elementul fix, gradul
de mobilitate al mecanismului devine M =3-3 —2-4 = 1. Prezenta in structura
mecanismului a elementului 4 si a cuplelor aferente faciliteaza transmiterea fortelor.
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Un alt exemplu de mecanism cu elemente pasive are schema cinematica
prezentatd in figura 1.21 a. Intre elementele mecanismului trebuie si existe
urmaitoarele relatii de egalitate: AB = EF = CD respectiv AE = BF si ED = FC. In
aceste conditii miscarea de rotatiec a elementului conducdtor 1 este transmisd si
celorlalte elemente ale mecanismului. Mecanismul este de familia 3 si este format din
patru elemente si sase cuple de clasa 5 de rotatie. Inlocuind valorile in relatia (1.11)
rezulti: M = 3-4 — 2 - 6 = 0 ceea ce ar Inseamna cd mecanismul nu poate functiona.

Cuplele B, F si C de pe elementul 2 se deplaseaza tot timpul pe arce de cerc cu
raze egale, in consecintd elementul 4 poate lipsi fard ca acest lucru sd afecteze
caracterul miscarilor elementelor mecanismului. Prin urmare elementul 4 si cuplele
aferente E si F sunt considerate pasive. Prin eliminarea lor se obtine mecanismul din
figura 1.21 b pentru care gradul de mobilitate devine: M =3-3 —-2-4 = 1.

B F C B C
2 A 2
1 4 3 1 3
®, A E D o, A
a) b)

Fig. 1.21 Mecanism patrulater cu element si cuple pasive

W)

1.4.2 Grade de mobilitate pasive

In structura mecanismelor pot s existe cuple introduse pentru a imbunatati
conditiile de functionare, de exemplu inlocuirea frecarii de alunecare cu cea de
rostogolire. La calculul gradului de mobilitate, in aceste situatii, rezulta valori mai mari
decat sunt necesare pentru functionarea corectd a mecanismului.

In exemplul prezentat in figura 1.22 a, miscarea de rotatic a elementului
conducator 1 determina rostogolirea rolei 3 de-a lungul elementului considerat fix.
Mecanismul este format din trei elemente, trei cuple de clasa 5 de rotatie si o cupla
superioard de clasa 4 notatd cu D, intre elementul 3 si elementul fix. Gradul de
mobilitate al mecanismului este M = 3 -3 — 23 — 1 = 2. In realitate rotatia rolei 3
in jurul cuplei C cu viteza w3, nu afecteaza miscarea celorlalte elemente. Rotatia rolei
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poate avea loc si in cazul in care restul elementelor mecanismului sunt in repaus, motiv
pentru care este considerat grad de mobilitate pasiv.

Fig. 1.22 Mecanism cu grad de mobilitate pasiv

Daca rotatia rolei este suprimata, elementele 2 si 3 devin un singur element si
se obtine mecanismul din figura 1.22 b, pentru care gradul de mobilitate este: M = 3 -
2—-2-2—-1=1.

In figura 1.23 este prezentati schema cinematicd a unui alt mecanism cu grad
de mobilitate pasiv.

Fig. 1.23 Mecanism cu excentric

Elementul conducator 1 se roteste excentric cu viteza w4 in jurul cuplei A si
determina oscilatia elementului 2 in jurul cuplei B. Pentru reducerea uzurii, intre cele
doua elemente s-a interpus rola 3. Mecanismul este format din trei elemente, trei cuple
de clasa 5 (trei rotatii) si o cupla de clasa 4 intre elementele 1 si 3. Inlocuind in relatia
de calcul al gradul de mobilitate al mecanismului rezulta M =3-3 —-2-3 -1 = 2.
La fel ca in exemplul anterior, rotatia rolei 3 1n jurul propriei axe nu afecteazd miscarea
celorlalte elemente, deci poate fi considerata grad de mobilitate pasiv. Prin eliminarea
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rotatiei rolei, rezultd mecanismul din figura 1.23 b care are aceleasi miscari ale
elementelor si gradul de mobilitate M =3-2-2-2—-1=1.

In concluzie, pentru determinarea corecti a gradului de mobilitate al unui
mecanism este necesar, pe langd determinarea a familiei din care face parte, si
identificarea si eliminarea elementelor, cuplelor si gradelor de mobilitate considerate
pasive.

Majoritatea mecanismelor cu bare articulate sunt mecanisme plane de familia 3
in structura carora se regasesc cuple de clasa 5 si uneori cuple superioare de clasa 4 cu
contact punctiform in plan. Pentru a simplifica analiza cinematica a mecanismelor,
aceste cuple superioare se nlocuiesc cu cuple de clasa 5 de rotatie sau translatie.

1.4.3 Mecanisme inlocuitoare

Mecanismul obtinut prin echivalarea cuplelor superioare de clasa 4 cu lanturi
cinematice care contin doar cuple de clasa 5, poarta denumirea de mecanism inlocuitor
[2]. Inlocuirea trebuie ficutd astfel incAt mecanismul rezultat si fie echivalent cu
mecanismul initial. Pentru aceasta trebuie indeplinite urmatoarele doua conditii:

- Gradul de mobilitate al mecanismului nou format sd fie acelasi cu al
mecanismului initial.

- Miscarile relative ale elementelor care formau cupla superioara sa nu se schimbe
dupa inlocuire.

Din punct de vedere al numarului de restrictii, fiecare cupla superioara de clasa
4 din structura mecanismelor plane, se poate echivala cu un element cinematic care se
leagd de restul elementelor mecanismului prin doud cuple de clasa 5 de rotatie sau
translatie asa cum rezulta si din figura 1.24 [9].

Pentru inlocuirea cuplei superioare se parcurg urmatoarele etape :

- Se duce normala comuna n-n in punctul de contact dintre cele doud profiluri care
formeaza cupla superioara care urmeaza a fi inlocuita;

- Pe aceasta dreapta se gasesc centrele de curburd A; si Bi ale profilurilor, in care
se plaseaza cate o cupld de rotatie (vezi fig. 1.24 a). Daca unul din elementele
care formeaza cupla superioard, este o dreapta, se procedeaza similar cu diferenta
ca in punctul de contact se plaseaza o cupla de translatie cu directia de miscare
perpendiculara pe n-n (fig.1.24 c).

- Cele doua cuple de clasa 5 se unesc cu un element si apoi cu restul mecanismului
rezultand astfel mecanismul Tnlocuitor.
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b)

c)
Fig.1.24 Mecanisme inlocuitoare

Cand elementele mecanismului si modifica pozitia relativa, se vor modifica si
razele de curburd ale profilelor aflate In contact, prin urmare mecanismul inlocuitor
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este valabil doar pentru o pozitie instantanee a mecanismului initial [2]. Daca profilurile
elementelor care formeaza cupla superioara sunt cercuri, atunci mecanismul inlocuitor
ramane acelasi pentru orice pozitie a mecanismului initial.

1.4.4 Formarea mecanismelor plane

Se pleaca de la ideea ca orice mecanism plan poate fi format prin legarea
succesiva la elementul conducator si la elementul fix, a unor grupe structurale cu grad
de mobilitate zero (vezi fig 1.10). In mod similar, orice mecanism poate fi descompus
in grupe structurale si elemente conducdtoare, U mentiunea ca modul de descompunere
este unic pentru un element conducator precizat. De exemplu mecanismul manivela
piston poate fi format prin legarea la elementul conducétor si la cel fix a unei grupe
structurale RRT, dupa cum se observa din figura 1.25.

Fig.1.25 Formarea mecanismului manivelda piston

Deoarece grupele structurale au grad de mobilitate zero prin adaugarea sau
eliminarea lor din structura unui mecanism, gradul de mobilitate al acestuia nu se
modifica. Astfel, daca la un mecanism patrulater M = 1 cu se mai adauga o grupa
structurala RRT se obtine mecanismul din figura 1.26.

Fig.1.26 Mecanism compus
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Pentru calculul mobilitatii noului mecanism se utilizeaza relatia (1.11) In care
n=25, Cs =7si (4, =0. Dupa inlocuire rezulta M = 1.

Unele metode de analizd cinematicd sau cinetostatici a mecanismelor
prezentate in lucrarile [2], [9] se bazeaza pe modele matematice dezvoltate pe baza
grupelor structurale. Identificarea in structura mecanismului a grupelor structurale
simplificd studiul acestuia deoarece permite utilizarea unor modele matematice deja
existente.

Analiza structurala a mecanismelor isi propune pe baza schemei cinematice,
determinarea numarului de elemente, stabilirea numarului de cuple si a clasei acestora,
identificarea familiei din care face parte mecanismul, determinarea corectd a gradului
de mobilitate prin identificarea eventualelor cuple, elemente sau mobilitati pasive iar
dacd este cazul, gisirea mecanismului inlocuitor. In unele cazuri este utili si
identificarea grupelor structurale din care este format mecanismul.
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2. ANALIZA CINEMATICA A MECANISMELOR

2.1 Introducere

Analiza cinematicd are ca obiectiv determinarea pozitiilor, vitezelor si
acceleratiilor pentru elementele conduse ale unui mecanism, sau pentru puncte
apartinand acestora, fard a lua 1n considerare fortele care intervin. Geometria
mecanismului si legea de miscare a elementului motor se considera cunoscute.

Metodele de analiza cinematica pot fi: grafice, grafo-analitice sau analitice.
Metodele grafice permit determinarea parametrilor cinematici prin constructii grafice
fara a utiliza relatii de calcul. Cele mai utilizate sunt: metoda derivarii grafice, metoda
centrului instantaneu de rotatie, metoda rabaterii [6], [7]. Cinematica grafo-analitica
consta in rezolvarea grafica a ecuatiilor lui Euler scrise pentru viteze si acceleratii. Este
o metoda relativ simpld si poate fi aplicata pentru determinarea vitezei si acceleratiei
elementelor cinematice sau a unor puncte de pe acestea. Implica insa un volum mare
de munca deoarece rezolvarea grafica trebuie facuta secvential pentru fiecare pozitie
relativa a elementelor mecanismului [2], [10].

Cinematica analiticd, indiferent de metoda prin care este realizata, este mai
laborioasa dar prezinta avantajul preciziei. Poate fi realizata prin: rezolvarea analitica
a ecuatiilor vectoriale [6], [10], metoda contururilor vectoriale, metoda matriciala [4],
metoda functiilor de transmitere [1].

De reguld functionarea mecanismelor cu bare articulate are un caracter periodic.
Perioada dupa care toate elementele ajung in aceeasi pozitie se numeste ciclu cinematic.
Daca elementul conducétor al unui mecanism realizeaza o miscare de rotatie, ciclul
cinematic corespunde unei rotatii complete a elementului. Analiza cinematica
indiferent de metoda, se realizeaza numai pentru un ciclu cinematic al mecanismului.
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2.2 Determinarea traiectoriilor

Determinarea pozitiilor extreme ale elementelor si a traiectoriilor descrise de
diferite puncte apartinand acestor elemente sunt importante deoarece ele delimiteaza
spatiul ocupat de mecanism in timpul functionarii.

Traiectoriile descrise de puncte apartindnd elementelor mobile ale
mecanismelor se pot determina grafic sau prin metode analitice. Metoda grafica implica
reprezentarea mecanismului la scard in mai multe pozitii succesive, rezultand astfel
puncte de pe traiectorie. In figura 2.1 sunt reprezentate curbe descrise de puncte
apartindnd unui mecanism maniveld piston, obtinute prin metoda grafica. Aceastd
metoda este destul de laborioasa, implica un volum mare de munca si este imprecisa
deoarece traiectoriile obtinute reprezinta aproximari ale traiectoriilor reale.

Fig. 2.1. Curbe descrise de puncte apartindnd mecanismului manivela piston

Pentru rezultate mai bune se utilizeaza metodele analitice. Acestea sunt mai
precise dar, ecuatiile obtinute devin complicate si dificil de rezolvat odata cu cresterea
numarului de elemente al mecanismului. De exemplu, curba trasata de un punct
apartinand unui mecanism patrulater este descrisa, in cazul general, de o ecuatie de
gradul sase. In situatii particulare ecuatia isi poate reduce gradul [2].

Mecanismul prezentat in figura 2.2 este format din trei elemente si patru cuple
de clasa 5. Elementele 1 si 3 se deplaseaza pe directiile axelor Ox respectiv Oy. Daca
se noteaza cu a unghiul format de elementul 2 cu directia axei Ox, coordonatele
punctului P se pot scrie astfel:

xp = (BP + AB)cosa
(2.1)
yp = BPsina
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Prin eliminarea unghiului a, rezulta forma canonica a ecuatiei elipsei cu centrul
in O si semiaxele BP respectiv AP:

Xp N yh )
(BP + AB)?2 " BP? (2.2)

Pentru punctele situate pe elementul 2 intre cuplele B si A, relatia (2.2) devine:

2 2
b YPi _ 4 (2.3)

+ =
(BP; + AP))?>  BP/*

0]

Fig. 2.2 Curbe descrise de puncte apartinand mecanismului elipsograf

Un caz particular al mecanismului patrulater este prezentat in figura 2.3. Intre
lungimile laturilor mecanismului exista urmatoarele relatii: OC = 20B, CD = DP =
DB = 2,50B.

La o rotatie completd a elementului conducétor 1 puncte apartinand elementelor
mecanismului descriu traiectoriile din figura 2.3. Cand unghiul dintre elementul
conducator 1 si axa Oy variaza in intervalul 0...180°, traiectoria descrisa de punctul P
de pe elementul 2 poate fi aproximata cu o dreapta [2], [3].

Coordonatele punctului P pot fi scrise astfel:
xp = PCcos(a + 1/2)

yp = PCsin(a + 1 /2) (2:4)
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unde:

0C? + BC? — OB?

@ = arecos —— o=
PC = BPsinf
(2.5)
BC? + DC? — BD*
B = arccos

2-BC-DC

BC =,/0C%+ 0B2 —2-0B - 0Ccos( — ¢;)

Fig.2.3 Curbe descrise de puncte apartindnd mecanismului patrulater

Pe perioada unui ciclu cinematic, elementele mobile ale mecanismelor ajung in
anumite pozitii particulare, numite pozitii extreme care duc la imposibilitatea
transmiterii miscarii in anumite directii [2]. Cea mai simpla si intuitivd metoda de
determinare a acestor pozitii, este metoda grafica.

Daca elementele 1 si 2 ale mecanismului patrulater din figura 2.4 sunt coliniare,
miscarea elementului conducator 1 nu se mai poate transmite elementului condus 3.
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Pentru determinarea pozitiilor extreme la mecanismul patrulater, se traseaza

doui arce de cerc cu centrul in A si de raze f>— {1 respectiv f> + {1 care intersecteazi

arcul de cerc cu centrul in C si razi f5 in punctele C; si Co.

Fig.2.4 Pozitiile extreme ale mecanismul patrulater

Astfel, la o rotatie completd a elementului conducator 1, elementul condus
numit balansier, v-a descrie un sector de cerc cu unghiul la varf egal cu ¢5.

In md similar se procedeaza si pentru determinarea pozitiilor extreme ale
mecanismului maniveld piston din figura 2.5, cu mentiunea ca cele doua arce de cerc

de raze f>— fi respectiv f> + f1 vor intersecta directia de deplasare a elementului 3 in
punctele C; si Co.

B
P 5 U+t
- 1 ~
l i
// \ 2 3
B, | A /\\\Bl P N
Q TP U )
\\ li C2 C Cl

< S .
(-t >

Fig.2.5 Pozitiile extreme ale mecanismul manivela piston

Pentru o rotatie completa a elementului conducator numit manivela, elementul
condus 3 numit piston v-a realiza o miscare de translatie pe o distanta s egala cu dublul
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lungimii manivelei. Mecanismul din figura 2.6 ajunge in pozitii extreme atunci cand
elementele 1 si 3 sunt perpendiculare unul pe celalalt, astfel ca la o rotatic completa a
elementului conducator, elementul condus v-a descrie un sector de cerc cu unghiul la
varf ¢;.

Fig.2.6 Pozitii extreme pentru mecanismul culisa oscilantd

Mecanismele cu un grad de mobilitate pot fi utilizate pentru generarea
diverselor traiectorii sau pentru transformarea miscarilor, de exemplu miscarea de
rotatie in miscare de translatie. Caracterul miscarilor si curbele generate raman tot
timpul aceleasi deoarece lungimile elementelor mecanismului sunt constante.

2.3 Analiza cinematica cu ajutorul functiilor de transmitere

Definirea functiilor de transmitere si modul de utilizare al acestora in studiul
mecanismelor sunt tratate pe larg in [1]. In continuare sunt prezentate aspecte privind
utilizarea acestor functii in analiza cinematica a mecanismelor plane cu bare articulate.

Mecanismele cu bare pot fi considerate sisteme neliniare cu parametrii de
intrare si iesire. Legea de miscare a elementului conducator constituie parametrul de
intrare pe care mecanismul il transforma, in functie de structura lui, in legea de miscare
a elementului condus. Legatura intre parametrii care definesc starea cinematica a
elementului condus si cei ce definesc starea cinematica elementului conducitor, este
realizata cu ajutorul functiilor de transmitere de diferite ordine (fig. 2.7)
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Element
conducator

Element
condus

MECANISM

R (a,.9,)

Fig. 2.7 Legatura intre parametri cinematici

Functia de transmitere de ordinul zero R, (qq,qx) a elementului condus Kk,
reprezinta functia care face legdtura intre parametrul g, care pozitioneaza acest element
si parametrul q; care pozitioneaza elementul conducator. Se mai numeste functie de
pozitie, si poate fi scrisa sub forma implicita, astfel:

Ri(q1, qx) =0 (2.6)

unde: g4 si gy reprezinta deplasari liniare (14, l;;) si/sau unghiulare (¢4, @y) .

Functiile de transmitere de ordinul zero sunt specifice fiecirui mecanism. In
expresia lor se regasesc sub forma de constante, lungimile elementelor mecanismului
sau uneori unghiurile pe care acestea le fac cu axele sistemului de coordonate. Expresia
functiei de transmitere de ordin zero poate fi obtinuta prin mai multe metode. Cea mai
utilizata metoda pentru obtinerea acestor functii, se bazeaza pe ecuatiile de proiectii pe
axe ale unui contur vectorial inchis asociat mecanismului (fig.2.8).

Fig. 2.8 Contur vectorial inchis

Ecuatiile de proiectii pe axe pot fi scrise sub forma generala, astfel:
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locos g+ 1l cospy + 1, cospy + -+ 1, cosp, =0 27)
losingy +1;sing, + I sing, + -+ [, sing, =0 '

Din relatiile (2.7), in care regasim lungimile elementelor mecanismului si
unghiurile pe care acestea le fac cu axa Ox, se elimind parametrii care pozitioneaza
elementele de legatura dintre elementul conducator si elementul condus. Rezulta astfel
expresia functiei de ordinul zero.

Derivand relatia (2.6) in raport cu timpul, se obtine:

aRk dql a:Rk qu _

dq, dt = dq, dt =0, (28)
sau:
Ak = Rida (2.9)
CU notatiile:
dqq dqx
1=, = —— 2.10
a1 dt » Ak dt ( )
OR;,
ro_ ach
R = R, (2.11)
dqx

In relatiile de mai sus, §; si g, au semnificatia unor viteze liniare (¥;, ) si/sau
unghiulare (w4, wg).

Relatia (2.11) reprezintd functia de transmitere de ordinul intdi R; a
elementului condus k, care face legatura intre viteza ¢, a elementului condus si viteza

g, a elementului conducator [1]. Derivand relatia (2.6) de doua ori in raport cu timpul,
rezulta:

0%R, d? 0°R, dg,d 0%R, d?
2k q1 42 k aq1 aqg n Zk dk —0, (2.12)
dq; dt? 0q.0q; dt dt dq; dt?

Daca tinem cont si de relatia (2.9) se poate scrie:
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G = Ri 4 + Ryl (2.13)
unde sau folosit urmatoarele notatii:

dq, d*qy d*qx
_ w o (2.14)
q1 dt L dtz » Gk dtz )

02R, 92Ry 92R
+ 2R, + (R)* =5
- 0@ “9q,0y qj (2.15)
k R,
dqy

incare ¢, si qy reprezintd acceleratii liniare (dq, dy) si/sau unghiulare (g4, &).

Relatia (2.15) reprezintd expresia functiei de transmitere de ordinul doi R;, a
elementului condus Kk, care impreuna cu functia de transmitere de ordinul intdi R,
stabileste legatura intre acceleratia §j, a elementului condus si viteza g, si acceleratia
G, ale elementului conducator [1].

Functiile de transmitere sunt caracteristici geometrice ale mecanismelor. Ele
pot fi determinate independent de starea cinematica a elementului conducator si odata
obtinute, pot fi utilizate la analiza cinematicd a tuturor mecanismelor cu aceeasi
structura dar cu lungimi diferite ale elementelor.

2.3.1 Analiza cinematicd a mecanismului manivela piston

Pentru mecanismul reprezentat in figura 2.9 se considera cunoscute lungimile
elementelor [, =20mm, [, =50mm si valoarea excentricitatii e = 10 mm
Elementul conducator se roteste cu o viteza unghiulara constantd w, = 3 rad/s. Prin
analiza cinematica se urmareste determinarea legilor de variatie pentru pozitia, viteza
si acceleratia elementului condus 3. Se vor lua in considerare diferite valori ale
excentricitatii €.

Intr-o prima etapa trebuie gésitd expresia functiei de transmitere de ordin zero
care face legatura intre deplasarea elementului 3 si rotatia elementului 1, adica functia

R3(p1,13) =0

Se ataseaza mecanismului un contur vectorial inchis: [; + [, —é + [3 = 0. Din
ecuatia de inchidere a conturului, rezulta:
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{ll cos ¢4 + 1, cos ¢, —ecos @, +13cos o3 =0

lysing, + 1, sing, —esing, + l3sin gz =0 (2.16)

unde: ly,1,, e, ., 3 = const.

yA

Fig. 2.9 Schema cinematica si conturul vectorial asociat mecanismului maniveld piston

Tinand cont de faptul ca ¢, = 90° si o3 = 180°, sistemul de ecuatii (2.16) se
poate scrie:

{ll cos @ — l3 = =1, cos @, (2.17)
lysingp, —e = —I,sing, '

Prin eliminarea unghiului ¢, se obtine expresia functiei de transmitere de ordin
zero sub forma:

R3(@y,l3) = 12 =15+ 15+ e? — 215 cos p; — 2elysing; =0 (2.18)

de unde rezulta legea de variatie a pozitiei elementului 3:

2.19
l; = lycosq + \/l% — (I sin @, — e)? (219)

Viteza si acceleratia elementului 3 se obtin scriind relatiile (2.9) si (2.13) dupa
cum urmeaza:
V3 = Riw
3 301 (2.20)
a; = Ry w? + Riey
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unde: R5 si Rj reprezintd functiile de transmitere de ordinul inti respectiv doi iar &;
este acceleratia unghiulard a elementului conducator. Viteza unghiulara a elementului
conducator este constanta, prin urmare &; = 0.

Pentru determinarea acestor functii se fac urmatoarele derivate partiale:

OR3 .
a_fpl = 2Ll3sing, — 2ely cos ¢ ;

0R;
6_l3 = 2l3—2l;cos 9, ;

9%R
—23 = 2Ll3cos @, + 2el;sing, ; (2.21)

oh
%2R
23 =2;
ol3
0% R;
0,013

= 2l;sing, .

Prin inlocuirea in relatiile (2.11) si (2.15) se obtin expresiile functiilor de
transmitere ordinul intai respectiv doi, astfel:

(I3 singp, — e cos ¢,)

RS =
3 l3 — 1 cos ¢4

(2.22)

R = 1, (I3 cos @1 + esingy) + 2R Iy sing, + RS °
3 l; — 1, cospq

Prin inlocuirea relatiilor (2.22) in (2.20) se obtine forma finala a legii de miscare
pentru elementul 3. In figura 2.10 este reprezentata variatia acestei legi de miscare
pentru un ciclu cinematic, considerand diferite valori ale excentricitatii e
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£, [mm]

?, [grd]
w5 30 150 270 360
a)
v3[mm/s]
100
5ol e=10
e=0
e=-10
i | |
90 270 %0
?,[grd]
— 504
- 100!
b)
ag[mm/s?]
2007
1004
?,[grd]
0 0 \ 180 270 360
w0 e=10
e=0
e=-10
- 2001
- 300
c)

Fig. 2.10 Legi de miscare pentru mecanismul maniveld piston
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2.3.2 Analiza cinematicd a mecanismului patrulater

Se considera mecanismul patrulater din figura 2.11 la care sunt cunoscute
lungimile elementelor [; = 50 mm, [, = 150 mm, I3 = 200 mm, si [, = 220 mm.
Viteza elementului conducator 1 este constantd w; = 5 rad/s. Prin analiza cinematica
se urmdreste determinarea legii de miscare a elementului condus 3. Se vor lua in
considerare diferite valori ale lungimii elementului 1 .

Fig. 2.11 Schema cinematica si conturul vectorial asociat mecanismului patrulater

Pentru determinarea expresiei functiei de transmitere de ordin zero, care face
legatura intre pozitia elementului condus 3 si pozitia elementului conducator 1, se
ataseazd mecanismului un contur vectorial inchis I; + I, + I3 + [, = 0. Ecuatiile de
proiectii pe axe pot fi scrise astfel:

{ll cos @1 + I cos @, + I3 cos @3 + lgcosgy = 0 (2.23)

lysingq + 1, sin@, + l3sin @3 + [y singy = 0
Unde lll lz, 13, lo, (pO = const.
Deoarece ¢, = 180°, sistemul de ecuatii devine:
{ [y cos @1 + 3 cos @3 — 1y = =1, cos @, (2.24)
[y sing, + I3 sin @3 = —l, sin @,

Prin eliminarea unghiului ¢, se obtine expresia functiei de transmitere de ordin
zero sub forma:

R3(p1,903) = 15 =15+ 15 + 1§ + 23 13c05(91 — ¢3) — 213 lpcos¢

2.25
— 2l;3lycosp3; =0 (2.25)
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de unde se poate obtine legea de variatie a pozitiei elementului 3 in functie de pozitia
elementului conducétor:

l;sin 1213 +1%+13-2ll,cos
@3 = 2m — arctg (1—%) — arccos( I L FC B oo > (2.26)
lo = lycosg, 21342 + 12 — 21,1 cosp,

Viteza si acceleratia elementului unghiulara a elementului 3 se obtin din relatiile
(2.9) s1 (2.13) dupa cum urmeaza:

w3 = Rzw;q
Cn (2.27)
& = Rz w7y

unde: R3 si R3 reprezinta functiile de transmitere de ordinul intai respectiv doi ale
elementului condus 3

Pentru determinarea expresiilor functiilor de transmitere se fac urmatoarele
derivate partiale:

OR; . .
7 = —2l;13sin(@, — @3) + 21,1l singy;
1
0R;3 . .
30, 2L l3sin(@y — @3) + 2l3lpsings ;
3
0%°R
W; = —2l1l3cos(p, — @3) + 2111ycosey; (2.28)
1
0% R,
302 = —2l,15cos(@, — @3) + 213l cos@s;
3
92R,

= 2 — )
90,005 l1l3cos(p; — @3)

Inlocuind relatiile (2.28) in (2.11) si (2.15) rezulta:

Rl — l_1 lssin(@y — @3) — losing, )
Sl lisin(e; — @3) + lpsings’

RY = Lillzcos(@q — @3) — lycospq] — 2R3 l1l5c0s(@q — @3) (2.29)
l3[l3sin(@q — @3) + lpsings]
R3 213[11(305((.01 — ¢3) — lpcos@s]
l3[lisin(@1 — @3) + lpsing;]
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Prin inlocuirea relatiilor (2.29) in (2.27) se obtine forma finala a legii de miscare
pentru elementul 3. Variatia acesteia pentru un ciclu de functionare este reprezentata in
figura 2.12

(p3 [grd]
360

| 9, [grd] .
805 90 180 270 360
a)
W3[rad/s]
4—
f;=90
?,[grd]
0 360
oy
b)
83[rad/sz]

30

c)

Fig. 2.12 Legi de miscare pentru mecanismul patrulater
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2.3.3 Analiza cinematica a mecanismului culisa oscilantda

Se considera mecanismul cu culisd oscilanta reprezentat in figura 2.13, pentru
care se cunosc lungimea elementului conducator [, = 40 mm si viteza unghiulard a
acestuia w; = 5 rad/s respectiv lungimea elementului fix [, = 70 mm. Prin analiza
cinematica se urmareste determinarea legii de miscare a elementului 2 pentru diferite
valori ale lungimii [, a elementului fix .

Y

03(1

Fig. 2.13 Schema cinematica si conturul vectorial asociat mecanismului culisa oscilanta

Pentru a obtine expresia functiei de transmitere de ordin zero care face legatura
intre rotatia elementului 2 si rotatia elementului 1, adica functia R, (¢4, @,) = 0, se
ataseazd mecanismului un contur vectorial inchis: I; + [, — [, = 0. Din ecuatia de
inchidere a conturului, rezulta:

{llcos<p1+locos¢0—lzcos<p2=0 530
lysing, + lysingpy — I, singp, =0 (2.30)
unde: Iy, 1y, o = const.
Tinand cont de faptul ca ¢, = 90°, sistemul de ecuatii se poate scrie:
{llcosgol —l,cosp, =0
lysing, + 1y — I, sing, = 0 (2.31)

Prin eliminarea lui [, se obtine expresia functiei de transmitere de ordin zero
sub forma:

R (@1, 02) = lisin(@y — @) + lycosg, =0 (2.32)
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de unde rezulta legea de variatie a pozitiei elementului 2:

@, = atan2(l, + l; sing,, l; cos ¢,) (2.33)

Viteza si acceleratia unghiulara a elementului 2 se obtin scriind relatiile (2.9) si
(2.13) astfel:

wy; = Ryw,q
I, (2.34)
& = Rywy

unde: R; si Rj reprezinta functiile de transmitere de ordinul intai respectiv doi ale
elementului condus 2

Pentru determinarea acestor functii se fac urmatoarele derivate partiale:

0R, ] ( )
— = l4cos - ;
90, 1 P1— P2

R, ] ( )~ Lsi _
a(pz - 1 COS (pl (pZ OSIH(pZ )
9%R, ]
dpz — ~hsin(@r—¢2); (2.35)
0°R )
0(,0%2 = —l; sin(p; — @3) — lycos g, ;
0%R,
= [; sin(p; — @,) .
90,00, 1 P1— P2

Prin Inlocuirea in relatiile (2.11) si (2.15) se obtin expresiile functiilor de
transmitere ordinul intai respectiv doi, sub forma:

R Licos (@1 —@2) |
A cos(p — @3) + lpsing,’

—lysin(@; — @3) + 2R3 1y sin(@q — @;) (2.36)

RII —
2 13 cos(gq — @2) + lysing,

_ R, 2[l1Sin(<P1 — @,) + lycose,]
1 cos(@; — @3) + lysing,

Prin inlocuirea relatiilor (2.36) in (2.34) se obtine forma finala a legii de miscare
pentru elementul 3. Variatia acesteia este reprezentata in figura 2.14 pentru diferite
valori ale lungimii [, a elementului fix.
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@5 [grd]

130

110

70

30
L]

W3lrad/s]
2‘@
—02sfp %0
- 2.5
fo=100
{y=80
— 475 fo=70
b)
€3[rad/s?]
Ely
fy=70
o fy=80
fy=100
0 o0 IISO 0 3:50
?,[grd]
— 20
—40
c)

Fig. 2.14 Legi de miscare pentru mecanismul culisa oscilantd
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3. DINAMICA MECANISMELOR

3.1 Forte care actioneaza asupra mecanismelor

In cadrul analizei cinematice, legea de miscare a elementului conducitor a fost
considerata cunoscuta si de cele mai multe ori constanta. In realitate, legea de miscare
a elementului conduciator este influentata de fortele si momentele care insotesc
miscarea elementelor mecanismului. Dinamica mecanismelor are drept scop studiul
miscarii reale a elementelor mecanismelor aflate sub actiunea fortelor [2],[10].

Elementele cinematice ale mecanismelor sunt supuse actiunii urmatoarele tipuri de
forte (momente):

1. Forte motoare (Fm). Elementele conducitoare ale mecanismelor pot fi puse in
miscare de forte motoare aplicate in anumite puncte ale elementelor (Fig. 3.1) sau de
momente motoare care actioneaza asupra elementelor.

C

a) b)

Fig. 3.1 Forte motoare aplicate mecanismelor

Forta motoare tinde sd mareasca viteza elementului conducator, prin urmare
lucrul mecanic elementar dezvoltat va fi pozitiv: dL,, = F,, cosa -ds > 0.
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2. Forte rezistente (Fr) Actioneaza asupra elementului condus al mecanismului
in sens contrar miscarii acestuia dupa cum se observa din figura 3.2

a)

Fig. 3.2 Forte rezistente aplicate mecanismelor

Fortele rezistente tind sa micsoreze viteza mecanismului prin urmare realizeaza
un lucru mecanic negativ: dL, = F.cosa -ds < 0. Mecanismele trebuie proiectate
astfel incat sd invinga aceste forte.

3. Forte de greutate (5) Au punctul de aplicatie in centrul de greutate al
elementului si dezvoltd lucru mecanic pozitiv sau negativ in functie de directia de
deplasare a acestuia. Daca elementul realizeaza miscare de rotatie sau o miscare plan
paraleld periodica, lucrul mecanic, dezvoltat de forta de greutate, corespunzétor unei
perioade este zero dL; = [G-ds =0

4. Forte de inertie. Sunt forte masice repartizate pe elementele mecanismului. In

general fortele de inertie pot fi reduse la un torsor adica la un vector principal I:")l- siun
moment de inertie M;. Daca se alege ca punct de reducere centrul de greutate al
elementului, torsorul fortelor de inertie are urmatoarea forma:

{ﬁi = —mdg (3.1)
M; = —lze
unde: m - reprezinta masa elementului,

d;— vectorul acceleratiei centrului de greutate,

€ — acceleratia unghiulara a elementului,

I; — momentul de inertie masic in raport cu axa ce trece prin centrul de greutate.

Forta de inertie F; este un vector cu aceeasi directie cu acceleratia d,; dar cu
sens opus si care are punctul de aplicatie In centrul de greutate al elementului.
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Momentul fortelor de inertie M; are sensul opus acceleratiei unghiulare & a
elementului,.

In functie de tipul miscirilor realizate de elementele mecanismelor, torsorul
fortelor de inertie poate avea diferite forme. Situatiile posibile sunt reprezentate in
figura 3.3 [7].

Pentru elemente care executa miscari de translatie, torsorul fortelor de inertie

se reduce la o fortd F; = —mdg, care actioneazd, pe directia miscarii, in centrul de
greutate si are sensul opus acceleratiei, dupa cum rezulta din figura 3.3 a.

Fig. 3.3 Cazuri particulare ale torsorului fortelor de inertie

Daca elementul cinematic realizeaza o miscare de rotatie cu viteza unghiulara
constantd in jurul unei axe care nu trece prin centrul de greutate (fig. 3.3 b) torsorul se
reduce la o forta de inertie ﬁ'i = —mdy; cu aceeasi directie cu acceleratia d dar cu sens
opus. In cazul elementului cinematic care se roteste cu vitezi unghiular constanti in
jurul centrului de greutate, torsorul fortelor de inertie se anuleaza (fig. 3.3 c).
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Miscarea de rotatie neuniforma (& # 0) a unui element cinematic in jurul
centrului sdu de greutate este caracterizatd de un torsor format doar din momentul de
inertie M; = —I;¢&, dupa cum rezultd din figura 3.3 d. Momentul de inertie are sensul
opus acceleratiei unghiulare €.

Pentru elementul care realizeaza o miscare de rotatie neuniforma in jurul unui
punct care nu coincide cu centrul sdu de greutate ca in figura 3.3 e, torsorul fortelor de
inertie are forma generald data de relatia (3.1). Aceeasi forma a torsorului apare si in
cazul elementului care realizeazd o miscare plan paralela, caz prezentat in figura 3.3 f.

Determinarea fortelor de inertie se poate realiza prin mai multe metode,
prezentate pe larg in lucrarile [2],[6],[9],[10]. Cea mai utilizata metoda, care presupune
distribuirea masei elementului intr-un numar de puncte, se numeste metoda
concentrarii maselor.

5. Forte de legaturd (F;;). Se mai numesc reactiuni si apar in cuplele cinematice
ca efect al tuturor fortelor si momentelor care actioneaza asupra elementelor
mecanismului. Daca nu se tine seama de frecari, reactiunea ﬁlz dintr-o cupla de rotatie
are punctul de aplicatie in centrul cuplei si directia necunoscuti. in cazul cuplei de
translatie reactiunea 1303 este perpendiculara pe directia miscarii iar marimea si suportul
X sunt necunoscute (fig. 3.4).

Fig.3.4 Reactiuni in cuple

Metodele de determinare a reactiunilor in cuplele cinematice se bazeaza pe
grupele structurale prezentate in paragraful 1.3. Acestea sunt considerate static
determinate sub actiunea fortelor si momentelor exterioare. Determinarea reactiunilor
fara frecare poate fi facuta prin metode grafo-analitice [2],[6],[9] sau analitice [6],[10]
si este utild pentru calculele de dimensionare a cuplelor.
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Daca se tine seama de frecare, reactiunea dintr-o cupla de rotatie nu mai trece
prin centrul acesteia. In cupla de rotatie reprezentata in figura 3.5 a, reactiunea normala

ﬁfz a elementului 1 fata de elementul 2, genereaza forta de frecare Fi,r = uFY (n
reprezinta coeficientul de frecare). Se observa ca reactiunea totala ﬁ12 este tangenta la
cercul de raza p numit cerc de frecare. Aceasta reactiune determina fata de centrul

cuplei, un moment de torsiune in acelasi sens cu viteza unghiulara w,. Daca proiectia
fortei ce actioneaza asupra elementului 2, este mai mica decat F;,r, miscarea nu mai

poate avea loc si se produce fenomenul de blocare a cuplei.

Fig.3.5 Reactiuni cu frecare in cuple de clasa 5 (rotatie si translatie)

In cazul cuplei de translatie din figura 3.5 b, formata din elementul 2 care se
miscd cu viteza U,, fatd de elementul 1, reactiunea normala ﬁloz produce forta de
frecare ﬁ12 - Reactiunea totala ﬁlz = ﬁloz + ﬁ12 7 este inclinata, fata de normala pe

directia miscarii, cu unghiul ¢, dupa generatoarea unui con Ct numit con de frecare.
Daca proiectia pe directia miscarii a fortei care actioneaza asupra elementului 2, este

. . ~ A = . . .
mai mica decat forta de frecare Fj,f, atunci miscarea nu mai poate avea loc.

3.2 Determinarea fortelor de inertie prin concentrarea maselor

Pentru determinarea fortelor de inertie prin aceasta metodd se Inlocuieste
elementul cu masa m repartizata, cu un sistem de mase fictive concentrate in n puncte,
care vor avea acelasi torsor al fortelor de inertie (fig.3.6) [2].
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Fig. 3.6 Concentrarea maselor unui element cinematic

Se poate scrie astfel:

n (3.2)

unde: - F; si M; reprezinta torsorul fortelor de inertie al elementului cu masa m;
- Fy; si M;; reprezinta torsorul fortelor de inertie ale maselor concentrate.

Concentrarea maselor presupune respectarea urmitoarelor conditii:

1. Suma maselor concentrate in cele n puncte trebuic sia fie egala cu masa
elementului, adica:

n
m1+m2+m3+-~-+mn=2mj=m (3.3)
j=1

2. Centrul de greutate al maselor concentrate sd se suprapund peste centrul de
greutate al elementului, adica suma momentelor statice ale maselor concentrate
in raport cu centrul de greutate sa fie egald cu zero. Daca pozitia centrului de
greutate se suprapune cu cea a sistemului de referinta, adica x; = 0si y; = 0,
se poate scrie:
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n
myxy + myx, + mayxz + - +myx, = ijxj =0
&8 (3.4)
myy; + mpy; + mzyz + -+ myy, = Z m;y; =0
j=1
3. Suma momentelor de inertie masice ale maselor concentrate in raport cu axa ce

trece prin centrul de greutate sd fie egald cu momentul de inertie masic al
elementului in raport cu aceeasi axd, adica:

n
Z m;(x? +y?) =1, (3.5)
=

In relatiile (3.3), (3.4) si (3.5) valorile maselor concentrate precum si
coordonatele x;, y; ale punctelor in care se afld acestea, nu sunt cunoscute. Prin urmare,

fiecare punct de concentrare introduce cate 3n necunoscute.

Daca sunt indeplinite toate cele trei conditii se realizeazd concentrarea
dinamica a maselor. In acest caz numarul parametrilor arbitrari care pot fi alesi pentru
definirea punctelor este:

Pp = 3n—4 (36)

Pentru concentrarea statica a maselor, este suficientd respectarea primelor doua
conditii, caz in care numarul parametrilor arbitrari este dat de relatia:

pPs = 3n—3 (37)
Pentru concentrarea maselor intr-un punct n = 1, din relatiile (3.6) si (3.7) se
obtine: pp, = —1 si pg = 0. In acest caz este posibila doar concentrarea statica iar din

relatiile (3.3) si (3.4) rezulta: my = m, myx; = 0si myy; = 0. Punctul de concentare
este centrul de greutate al elementului deoarece x; = y; = 0. Acest tip de concentrare
este indicat pentru elemente cinematice care realizeaza miscari de translatie.

Indiferent de tipul concentrarii, dupa determinarea maselor si a coordonatelor
punctelor de concentrare, fortele de inertie Ce actioneaza 1n aceste puncte se determina
cu relatia:

ﬁij = —mjﬁpj; ] =1..n (38)

unde acceleratiile &pj ale punctelor P; sunt considerate cunoscute fiind determinate in
urma analizei cinematice.
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3.2.1 Concentrarea maselor in doud puncte

Pentru concentrarea statica a maselor in doua puncte, se considera originea
sistemului de coordonate in centrul de greutate G al elementului ca in figura 3.7. Masa
m a elementului este distribuitad in punctele A si B aflate la distantele a si -b considerate
cunoscute.

AY
-b a .
B G A
o < o >
S 0m ) x
m, my

Fig.3.7 Concentrarea statica a maselor in doud puncte

Pentru concentrarea statica in doua puncte (n = 2), relatiile (3.3) si (3.4) se scriu
astfel:

m1x1 + m2x2 == 0 (39)

{ m;+m,=m
myy; + myy, =0

Numarul parametrilor ce pot fi alesi pentru definirea punctelor de concentrare
este 1n acest caz pg = 3. Conform notatiilor din figura 3.7, rezultd: x; = a, x, = —b,
Y1 = Yy, = 0 iar relatiile (3.9) devin:

{ m;+m, =m (3.10)

mia—myb =0

Prin rezolvarea sistemului (3.10) se obtin valorile maselor concentrate in
punctele A si B:

b a
_ m, =m
a+b 2 a+b

m;=m (3.11)

Pentru concentrarea dinamicd in doua puncte (fig. 3.8) se considera cunoscuta
pozitia punctului A in care este concentrata masa m,. Este de asemenea cunoscut
momentul de inertie masic I; in raport cu axa ce trece prin centrul de greutate al
elementului.Trebuie determinate pozitia celui de al doilea punct de concentrare si
valorile maselor.
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Fig.3.8 Concentrarea dinamica a maselor in doua puncte

In cazul concentririi dinamice in doua puncte relatiile (3.3), (3.4) si (3.5) se
scriu astfel:

m;+m,=m

myx; + myx, =0

myy; + mpy, =0

my (xf +y7) + mp(xf +y3) = 1Ig

(3.12)

Numarul parametrilor care se pot alege arbitrar este pp = 2, adicd x; = a si
y1 =y, = 0. Relatiile (3.12) devin:

mq + m, =m
mia +myx, =0 (3.13)
mya? + myxs = I

Rezolvand sistemul se obtine:

mlg m2a? I;
Smaal ™ %2 = g (3.14)

m =—
1 ma? + 1;’ ma

Fortele de inertie care actioneaza asupra elementului in cele doua puncte de
concentrare se determina cu relatiile:

-

ﬁil = —my0Qy; ﬁiz = —mydc (3.15)

3.3 Echilibrarea mecanismelor

Echilibrarea mecanismelor urmareste micsorarea sau anularea actiunii
torsorului fortelor de inertie. Fortele de inertie, care au marimi si directii variabile,
produc in cuplele si elementele cinematice ale mecanismelor, solicitari dinamice.
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Mecanismele realizeaza de obicei miscari periodice, prin urmare fortele de inertie vor
avea si ele un caracter periodic fapt ce poate duce la aparitia vibratiilor. Daca frecventa
acestor oscilatii coincide cu frecventa oscilatiilor proprii ale unui element sau
mecanism, se produce fenomenul de rezonanta mecanica [9].

Echilibrarea se poate aplica elementelor care realizeaza miscari de rotatie
(rotori) sau intregului mecanism, mai ales daca elementele acestuia au mase mari
neuniform repartizate sau daca functioneaza la viteze ridicate.

In functie de elementele torsorului fortelor de inertie care se anuleaza, sunt
posibile doua tipuri de echilibrari:

- echilibrarea statica unde se anuleaza numai efectul fortelor de inertie F;

- echilibrarea dinamica la care se anuleaza fortele de inertie F; si momentele
fortelor de inertie M; care pot produce solicitari suplimentare [2].

3.3.1 Echilibrarea rotorilor

Elementele care realizeaza miscari de rotatie, numite rotori, sunt des intalnite
in practica (ex: rotoarele motoarelor electrice, arbori cotiti, rotoare de turbine etc).
Deoarece acestea functioneaza la turatii ridicate, echilibrarea lor este o necesitate.
Exista doud modalitati de realizare a echilibrarii:

- echilibrarea prin proiectare, utilizata la elemente cu o distributie
neuniformd a masei (ex: arbori cotiti). Repartizarea maselor se alege in faza
de proiectare, astfel incat centrul lor de greutate sa fie cat mai apropiat de
axa de rotatie [9]

- echilibrarea experimentald, realizatd pe masini de echilibrat static sau
dinamic, prin addugare sau indepartare de masa.

Cea mai simpla echilibrare experimentala este echilibrarea statica a rotorilor
care se reduce la suprapunerea centrului de greutate peste axa de rotatie.

Acest tip de echilibrare este suficienta pentru rotori a caror latime este mult mai
mica comparativ cu diametrul, adica pentru discuri. Este important ca planul de
simetrie al discului sa fie perpendicular pe axa de rotatie.

Pentru realizarea echilibrarii, discul 1 este pus pe doua prisme cu muchii
ascutite, notate cu 2 in figura 3.9. Discul fiind dezechilibrat, va oscila pana cand centrul
sau de greutate ocupa o pozitie stabild, pe directie verticala sub axa de rotatie.
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Fig.3.9 Echilibrarea statica a discurilor

Forta de inertie care provoacd dezechilibrul este data de relatia:

F;, = —md; = miw? (3.16)
in care: m este masa discului, w viteza de oscilatie a discului iar r reprezinta distanta
unde se gaseste centrul de greutate in raport cu de axa de rotatie. Cu exceptia masei m,
toate celelalte marimi sunt necunoscute, prin urmare marimea si sensul fortei nu pot fi
determinate analitic. Din acest motiv se recurge la echilibrarea experimentala.

Pentru realizarea echilibrérii experimentale, este necesara plasarea unei mase

de echilibrare m,, in partea opusa punctului de aplicare a fortei ﬁi, care sd genereze 0O
forta de echilibrare data de relatia:

-

Fip = myrow? = —F, (3.17)

Echilibrarea se realizeaza prin incercari, cu diferite mase de echilibrare, pana
cand discul va sta in echilibru pe cele doua prisme indiferent de pozitie. In aceasta
situatie este valabila relatia:

m, =m— (3.18)
Te
Echilibrarea se poate realiza si prin Indepartarea de material, prin gaurire sau

oqe . . . « A . - =
pilire, din aceeasi parte a discului in care actioneaza forta F;.

Teoretic se considera ci dezechilibrul are loc in planul median al discului. in
realitate nu se cunoaste exact planul in care actioneaza forta care produce dezechilibrul.
Adaugarea sau eliminarea de masa in vederea echilibrarii se face de obicei pe una din
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fetele discului, sau mai rar pe periferia acestuia. Prin urmare fortele ﬁi si ﬁie nu sunt
situate in acelasi plan si determind un cuplu de forte care ramane neechilibrat. Practic
se realizeaza numai echilibrarea fortelor de inertie, prin urmare se obtine numai o
echilibrare statica a discului [9].

3.3.2 Echilibrarea staticid a mecanismelor

Echilibrarea mecanismelor cu bare are ca obiectiv reducerea sau anularea
componentelor torsorului fortelor de inertie generate de fiecare element cinematic al
mecanismului. Echilibrarea dinamica, adicd anularea totald a torsorului de inertie, este
un procedeu complicat care duce la cresterea exageratd a maselor aflate in miscare,
motiv pentru care se realizeaza numai in situatii speciale. De cele mai multe ori este
suficient sa se anuleze doar efectul fortelor de inertie, adica sa se realizeze o echilibrare
statica [9].

Un mecanism plan este echilibrat daca centrul sau de greutate are o pozitie fixa
pe tot timpul miscarii, caz in care d; = 0 si F; = —md; = 0.

De exemplu, pentru echilibrarea statica a mecanismului manivela piston, se
adauga mase suplimentare in prelungirea bielei si a manivelei. Se realizeaza mai Intai

concentrarea statica in doud puncte a maselor m; si m, ale manivelei si bielei si
concentrarea intr-un punct a masei ms a pistonului, dupa cum rezulta din figura 3.10.

Me2
le2
s, AB=/;
B BC=1{,
G
G 2
S1 1 - Me m 2
m, 2
G3 m3
“ 1@
A My C 3
Mc

Fig.3.10 Echilibrarea statica a mecanismului maniveld piston

Pentru fiecare element trebuie cunoscute: lungimea, masa si pozitia centrului de
greutate. Masele concentrate se determina din urmatoarele relatii:
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ly — 54
ly

my = my

S l,—s
Mmp = Myp + Myp = m1l_1+m2 Zl 2 (3.19)
1 2
S2
mc=m3+m2l_
2

Prin plasarea masei m,, in prelungirea elementului 2, se aduce centrul de
greutate al bielei si pistonului 3 in centrul cuplei B. In acest caz suma momentelor
statice ale acestor mase in raport cu punctul B trebuie sa fie zero adica:

MeaTer = Mely (3-20)

Masa m,, aflatd in prelungirea elementului 1 la distanta r,;, aduce centrul de
greutate al bielei 2, pistonului 3 si manivelei 1 in centrul cuplei A. Se poate scrie astfel:

Me1Ter = (Mey +mMyp +my +m3)ly (3.21)

Daca distantele 7,; si 7,, se aleg constructiv in functie de gabaritul
mecanismului, din relatiile (3.19) (3.20) si (3.21) se pot determina marimile maselor
de echilibrare dupa cum urmeaza:

L

Mgy = Mg T_
e2
L, s L, (3.22)
Me = (mc—+ my—+m, +m3>—
Te2 Ly Te1

In acest fel centrul de greutate al mecanismului este adus in punctul A, care este
un punct fix. Masa m,, plasata in prelungirea bielei mareste gabaritul mecanismului,
motiv pentru care acest tip de echilibrare nu este des utilizat. De cele mai multe ori se
preferd o echilibrare partiald prin addugarea unei singure mase m, in prelungirea
manivelei, ca in figura 3.11 [2].

Cu aceasta masa se echilibreaza doar masa concentrata in punctul B, adica:
mer, = mgly (3.23)

Daca se alege 1, din relatiile (3.19) si (3.23) se poate obtine marimea masei de
echilibrare:

L, — l
m, = (mli +m, 2 SZ)—l (3.24)
L L Te
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Fig.3.11 Echilibrarea partiald a mecanismului maniveld piston

In acest mod rimane neechilibrati masa m, concentrati in punctul C.
Elementul 3 executd o miscare de translatie, prin urmare forta de inertie produsa de
masa m are directia miscarii elementului si dacd w, = const, poate fi determinata cu
relatia [2]:

Fic = —mea, = myliw? (A, cos ¢ + 4A, cos 2¢ + 164, cos 4¢ + -+) (3.25)
sau:

n
Fi = z mel, w2kAy coskg,k =1..7n (3.26)
k=1

Se poate spune ca forta de inertie produsa de masa m este formata dintr-0 Serie
de forte de inertie de diferite ordine (armonici). In practici se echilibreaza doar fortele
de inertie de ordin inferior, deoarece dezechilibrul maxim este produs de primele doua
armonici [6], [9]. Daca in prelungirea manivelei, la masa de echilibrare m, Se mai
adauga o masa suplimentara m,, (fig 3.11), forta de inertie generata de aceasta masa va
echilibra prima armonica a fortei de inertie din piston. Se poate scrie astfel:

m‘eT'e = mBllAl, Al =1 (327)

Prin plasarea acestei mase, se muta dezechilibrul din planul orizontal in cel
vertical. Celelalte armonici ale fortei de inertie raman neechilibrate. In cazul
motoarelor cu ardere interna, deoarece sunt mai multe astfel de mecanisme ale caror
manivele sunt decalate in functie de numarul de cilindrii, unele armonici ale fortelor de
inertie se pot echilibra fara adaugarea unor mase suplimentare [9], [10].
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3.4 Ecuatiile de miscare ale mecanismelor

Pentru determinarea ecuatiilor de miscare, mecanismul se inlocuieste cu un
model dinamic echivalent la baza caruia sta elementul de reducere.

Ecuatia de miscare a unui mecanism este relatia cu care se poate determina
legea de miscare reala a elementului conducator, cunoscand sistemul de forte ce
actioneaza asupra elementelor cinematice. Pentru a determina legea de miscare a unui
mecanism utilizand modelul dinamic echivalent, se utilizeaza notiunile de masa redusa
si moment de inertie redus respectiv forta redusa si moment redus [2].

Masa redusa este o masa fictiva plasata intr-un punct al elementului de reducere
care, miscandu-se Tmpreund cu acesta, dezvoltd o energie cineticd egald cu cea
dezvoltata de intregul mecanism (fig.3.12). Dacd masa se reduce la un element
cinematic care are o miscare de rotatie, nu la un punct de pe acesta, se defineste
notiunea de moment de inertie redus.

Fig.3.12 Masa redusa

Momentul de inertie redus este momentul fictiv creat de un element cinematic
care, rotindu-se cu o viteza unghiulara egala cu cea a elementului de reducere, dezvolta
0 energie cinetica egald cu energia dezvoltata de intregul mecanism.

Pe baza definitiilor de mai sus, se poate scrie:

(3.28)
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unde: - vp si w reprezintd viteza punctului de reducere a masei respectiv viteza
unghiulara a elementului de reducere,

- m; si I; sunt masa respectiv momentul de inertie mecanic in raport cu axa ce
trece prin centrul de greutate al elementului j,

- Vg $i w; reprezintd viteza centrului de greutate respectiv viteza unghiulard a
elementului j.

Din relatiile (3.28) rezulta expresiile masei si a momentului de inertie redus,
dupa cum urmeaza:

(3.29)

Atat masa cat si momentul de inertie redus nu depind de viteza elementului de
reducere. Depind de pozitia elementelor, de natura miscarilor efectuate de acestea
precum si de masele aflate in miscare [2].

Forta redusa sau momentul redus este forta sau momentul fictiv care actioneaza
asupra elementului de reducere si dezvolta aceeasi putere ca intregul sistem de forte si
momente care actioneaza asupra mecanismului. Astfel se poate scrie:

n
P= Fvg= Z(F}-vj cos a; + Mjw;)
j=1
(3.30)

n
— r —
P=Muw, = Z(Fjvj cosa; + Mjwj)
j=1
unde: - vp si w reprezinta viteza punctului de reducere a fortei respectiv viteza
unghiulara a elementului de reducere,

- Fj si M; sunt forta respectiv momentul ce actioneaza asupra elementului j,
- vj sl w; reprezintd viteza punctului de aplicatie al fortei F; respectiv viteza
unghiulara a elementului j.

- a; este unghiul format intre directiile vectorilor F; si v;

64



Din relatiile (3.30) se obtin expresiile fortei si momentului redus sub forma:
n

Vj
T=Z<F—cosa]+M] )
¢ Up Up

j=1

n
w.
2( -—cosa]+M )
wq

Forta si momentul redus depind de pozitia elementelor, de natura miscéarilor
efectuate de acestea precum si de marimile fortelor si momentelor. Cunoscand m”, I”,
F" si M" orice mecanism poate fi echivalat cu un element de reducere. Astfel ecuatia
de miscare a mecanismului va fi identica cu cea a elementului de reducere, care este de
obicei elementul conducétor al mecanismului.

(3.31)

Variatia energiei cinetice a unui element cinematic intre doua pozitii discrete 1
sl 2, este egalad cu lucrul mecanic prestat de element pentru a ajunge dintr-o pozitie n
alta. Astfel, pentru elementul de reducere se poate scrie relatia [2]:

AEci2 = Ly (3.32)

Relatia (3.31) reprezintd de fapt legea conservarii energiei in intervalul dintre
cele doud pozitii ale elementului [9]. Lucrul mecanic L, se descompune in lucrul
mecanic prestat de fortele motoare L,,1, si lucrul mecanic al fortelor rezistente L,
(vezi paragraful 3.1).

Pentru cd elementul de reducere este in majoritatea cazurilor elementul motor

de rotatie, rezulta:
2

Epy =112 _ 1 r O
c12 = 2 175
2 (3.33)
Lip = L1z — Lygp = f (M7, — M[)de
D1

Tinand cont de expresia (3.32) ecuatia de miscare a mecanismului, se poate
scrie sub forma:

P2
w?% w?
Fon =5 =150 = [ (7~ M2 (334
P1

unde: - I si 7 reprezinta momentele de inertie reduse in pozitiile 1 si 2
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- w1 $1 w, sunt vitezele unghiulare ale elementului de reducere in cele doua
pozitii

- Mj, reprezinta momentul motor redus
- M; este momentul rezistent redus

Ecuatia (3.33) permite determinarea vitezei unghiulare w, a elementului de
reducere dacd se cunoaste viteza unghiulara in faza initiald w; si variatiile momentelor
motoare si rezistente.

Daca fortele si momentele care actioneaza asupra mecanismului mai depind, pe
langd pozitie, si de viteza si timp, se prefera scrierea ecuatiei de miscare sub forma
diferentiala. Aceasta se obtine plecand de la o relatie similard cu (3.32) in care se
considera distanta dintre cele doua pozitii, infinit de mica [9]. Rezulta astfel:

dE; =dL (3.35)
unde:
w3
EC = IT -
2 (3.36)
dL = (M}, — M)dp = M"
Din relatiile (3.35) si (3.36) se poate scrie [2]:
2
A (@) oy (3.37)
do 2
Dupa efectuarea derivatelor, rezulta:
dI” w? dw
— 1 === M (3.38)
do 2 T do
sau:

r 2
pdo dlo” (3.39)
dp do 2
Relatia (3.39) reprezinta ecuatia de miscare in forma diferentiala. Deoarece M"
depinde de mai multe variabile, rezolvarea ecuatiei de miscare se poate face doar pe
cale aproximativa, de exemplu prin metoda diferentelor finite [2], [9].
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4. ANALIZA MECANISMELOR CU CAMA

4.1 Clasificare

Aceste mecanisme sunt formate dintr-un element profilat numit cama care
transmite miscarea unui element condus numit tachet. Pentru a se asigura continuitatea
transmiterii miscirii, cama si tachetul trebuie si se afle permanent in contact. Intre cele
doua elemente se formeaza 0 cupla superioara de clasa 4. Deoarece camele pot avea o
gama variata de profiluri, tachetul poate realiza cele mai diverse legi de miscare [2].

Mecanismele cu cama se pot clasifica dupa mai multe criterii. De exemplu, in
functie de forma profilului camei, existd mecanisme cu camda plana (fig. 4.1 a, b, e) si
mecanisme cu cama spatiala (fig. 4.1 c, d). Dupa felul miscarii realizate de elementul
condus sunt mecanisme cu cama si fachet de translatie (fig. 4.1 a, c, d, e) respectiv
mecanisme cu cama si tachet oscilant (fig. 4.1 b). Daca se ia in considerare felul
miscarii realizate de cama, avem mecanisme cu cama de rotatie (fig. 4.1 a, b, ¢, d) si
mecanisme cu camad de translatie (fig. 4.1 ¢e).

Fig.4.1 Mecanisme cu cama
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Fig.4.1 Mecanisme cu cama (continuare)

Din punct ce vedere constructiv, tachetul poate avea mai multe forme. Cele mai
des intalnite sunt prezentate in figura 4.2.

hd 2

ﬁ
@

Fig.4.2 Variante constructive pentru tacheti

Mecanismele cu cama, prin comparatie cu mecanismele cu bare, prezinta cateva
avantaje: gabarit redus, durabilitate, functionare silentioasa si nu in ultimul rand
posibilitatea de modificare a legii de miscare a tachetului prin schimbarea camei,
pastrand acelasi gabarit al mecanismului. in schimb uzura camei sau a tachetului poate
duce la modificari importante ale legilor de miscare [7].

Studiul mecanismelor cu cama cuprinde mai multe etape. Sinteza dimensionala
are ca scop determinarea profilului camei si a elementelor geometrice ale mecanismului
cunoscand legea de miscare a tachetului, cursa tachetului si unghiurile de rotatie ale
camei. Analiza structurala si cinematica are ca scop validarea rezultatelor obtinute in
urma sintezei. Mai exact analiza structurald urmareste determinarea gradului de
mobilitate, utilizand relatiile din teoria mecanismelor cu bare articulate si gasirea
mecanismului nlocuitor (vezi 1.4.3). Mecanismul inlocuitor poate fi apoi utilizat
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pentru analiza cinematica prin care se urmareste validarea legii de miscare a tachetului.
Analiza cinetostatica studiaza transmiterea fortelor in cazul mecanismelor cu cama si
are ca principal obiectiv determinarea fortelor de legatura (reactiuni) [7].

Toate aceste etape sunt prezentate pe larg in [2], [6], [8], [10]. In continuare se
vor prezenta cateva aspecte legate de analiza cinetostatica si sinteza mecanismului cu
cama si tachet de translatie

4.2 Elementele geometrice ale mecanismului cu cama si tachet de translatie

Indiferent de forma camei sau de felul miscarii tachetului, mecanismele cu cama
au un singur grad de mobilitate. In cele mai multe cazuri cama, care este elementul
conducadtor, se roteste cu o viteza unghiulara cunoscuta si imprima elementului condus
adica tachetului, o lege de miscare periodicd. Legea de miscare a tachetului poate fi
divizata in patru faze distincte: faza de urcare sau inaintare, faza de repaus superior,
faza de cobordre sau revenire si faza de repaus inferior. In timpul fazei de urcare,
tachetul se deplaseaza pe o distanta h numita cursa tachetului.

Profilul camei are de asemenea patru zone corespunzatoare celor patru faze de
miscare ale tachetului. Pentru mecanismul cu cama si tachet de translatie din figura 4.3,
aceste zone sunt: a — b pentru urcare, b — ¢ pentru repaus superior, ¢ — d la coborare
respectiv d — a pentru repausul inferior.

Fig.4.3 Unghiurile de profil la mecanismul cu cama si tachet de translatie

69



Unghiul masurat la centrul camei corespunzator fiecarei faze se numeste unghi
de profil si se noteaza cu 8,, pentru faza de urcare, 6, pentru faza de coborare, respectiv
Og si 6, pentru cele doua faze de repaus. Profilul camei corespunzator fazelor de repaus
superior si inferior a tachetului este format din arce de cerc cu centrele in A si raze R
respectiv r,. Profilul camei pentru fazele de urcare si coborire se determind, prin
sinteza dimensionald, in functie de legea de miscare impusa tachetului.

Cercul cu raza ry se numeste cerc de baza al camei iar distanta la care se gaseste
tachetul fata de centrul de rotatie al camei se noteaza cu € si Se numeste excentricitate.
Cercul de bazd impreuna cu excentricitatea tachetului determind dimensiunile de
gabarit ale mecanismului

Unghiul cu care se roteste cama pentru realizarea unei faze din legea de miscare
a tachetului, se numeste unghi de rotatie sau unghi de faza si se noteaza cu @, @,
respectiv ¢ si ¢,. Pentru mecanismul cu cama din figura 4.3, unghiul de rotatie pentru
faza de urcare ¢,, se obtine intre dreapta do, fatd de care se masoara unghiul de profil
0, si dreapta dy ce uneste punctul A cu punctul de intersectie al directiei de deplasare
a tachetului cu cercul de raza ry.

Daca excentricitatea tachetului este nuld atunci unghiurile de rotatie sunt egale
cu cele de profil iar distanta parcursa de tachet este h = R — 1y,

4.3 Transmiterea fortelor in mecanismul cu cama si tachet de translatie

Realizarea unei anumite legi de miscare impusa tachetului este conditionata de
evitarea fenomenului de autoblocare a mecanismului cu cami. Prin urmare,
mecanismul trebuie proiectat astfel incat sd asigure transmiterea in bune conditii a
fortelor.

Se considera mecanismul cu cama si tachet de translatie reprezentat in figura
4.5, asupra caruia actioneaza din exterior, forta F. Cama 1 se roteste cu viteza
unghiulara w4 si pune in miscare tachetul 2 actionand asupra lui cu forta ﬁlz pe directia
normalei in punctul de contact B. Forta ﬁ12 trebuie sa invingd forta rezistentd F, si

fortele de frecare produse de reactiunile 171 si ]VZ.

Intre vectorii F;, si U5 se formeaza unghiul & numit unghi de presiune, iar intre

vectorul F;, si directia axei X este unghiul T numit unghi de transmitere. Cele doua
unghiuri sunt complementare a + 7 = 90°.

Se considera Intregul sistem in echilibru static, prin urmare suma proiectiilor
fortelor pe axa Y trebuie sa fie egala cu zero:
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F12 cos X — F — ‘UN]_ - ,U.NZ =0 (41)

Fig. 4.5 Fortele din mecanismul cu cama si tachet de translatie

Se scriu ecuatiile de momente fata de punctele g si p situate axa de simetrie a
tachetului:

d d
_aFlz sin o« + bN2 + ‘llNlE - ﬂNzi =0
4.2)
| d d
_(a + b)FIZ Sin « + le + ﬂle — ‘LlNzi =0

d . d . .. . .
Momentele de frecare llN1; si ,uNZE din relatiile de mai sus nu se iau in

considerare deoarece au valori neglijabile. Rezulta astfel expresiile reactiunilor N; si
N, sub forma:
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a+b
Nl = b F12 Sln X (43)
a
N2 = EF]_Z Sin X (44)
Inlocuind relatiile (4.3) si (4.4) in relatia (4.1) se obtine expresia fortei Fj,
astfel:
. F
12— 2a+b (4.5)

cosoc—u( 5 )sina

unde: u —reprezinta coeficientul de frecare dintre tachet si ghidaj,
b — lungimea ghidajului,
a — distanta intre punctul de contact si ghidaj (in general b = 2a).

Daca o< = 0 reactiunile N; si N, sunt nule si ﬁ1z = F. Daci valoarea unghiului
de presiune o creste, valoarea numitorului relatiei (4.5) scade. Prin urmare valoarea
fortei 1312, necesara pentru invingerea fortei rezistente F, creste. In cazul in care
numitorul se anuleaza, forta ﬁ1z are teoretic o valoare infinita. Unghiul de presiune
corespunzator acestei situatii, se numeste unghi de presiune critic <., si se poate
determina in functie de lungimea tachetului si a ghidajului, cu relatia:

1

tg X =

Ajungerea 1n aceastd situatie echivaleazd cu autoblocarea mecanismului
deoarece pentru invingerea unui forte F' oricat de mica, este necesar din partea camei o

fortd F;, exagerat de mare. Pentru o functionare corespunzatoare a mecanismului cu
cama si tachet de translatie este necesar s se respecte urmatoarea conditie:

x < ocadm< Ker (4'7)
in care Xg4,= 15 ...459 este unghiul de presiune admisibil, iar «_,. reprezinti unghiul
de presiune critic [7], [8].

Pentru a putea tine seama de limitarea valorii unghiului de presiune, este
necesar sa se stabileascd o legdtura intre acest unghi si dimensiunile camei (vezi
paragraful 5.3).
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5. SINTEZA MECANISMELOR CU CAMA

5.1 Introducere

Sinteza mecanismelor cu cama urmareste in principal, determinarea profilului
camei care sa asigure tachetului o lege de miscare impusa. Legea de miscare poate fi
data in mai multe forme, in functie de destinatia mecanismului cu cama. De exemplu,
pentru un mecanism din structura unui sistem automat de sortare se poate impune legea
de variatie a spatiului parcurs de tachet. Sau in cazul in care cama functioneaza la
turatii ridicate, se poate impune legea de variatie a acceleratiei tachetului. In aceasta
situatie trebuie sa se tind cont de faptul ca variatiile bruste ale acceleratiei, duc la
aparitia socurilor in functionarea mecanismului [2].

5.2 Legi de miscare

5.2.1 Legea de miscare cu acceleratie zero

Se considerad ca, in faza de urcare, spatiul S parcurs de tachet variaza in functie
de unghiul ¢ de rotatie al camei, dupa urmatoarea relatie:

S = Cl(p + CZ (51)
Prin derivarea relatiei (5.1) de doua ori in raport cu timpul se obtine:

(5.3)

d . . . 9 . o
unde: w = d—f = const, iar C; si C, reprezinta constante ale caror valori se determina

din conditiile la limitd pentru faza de urcare.

La Inceputul fazei de urcare unghiul de rotatie al camei si spatiul parcurs de
tachet sunt egale cu zero, adica ¢ = 0, s = 0 iar la finalul fazei unghiul de rotatie are
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valoarea ¢ = ¢,, iar spatiul parcurs este egal cu cursa impusa tachetului, adica s = h.

Inlocuind aceste valori in relatiile (5.1) si (5.5) rezultd expresiile constantelor: C, = 0

siC; = (p—,;. Astfel pentru faza de urcare, legea de miscare cu acceleratie zero se poate
exprima cu urmatoarele relatii:

_h v h a

To” o e w

In figura 5.1 este prezentata variatia legii de miscare cu acceleratie zero pentru
fazele de urcare si coborare.

(5.4)

As
I I
I I
I I
h I I
I I
I I
I | ¢
T T T : T T T 1 ,_>
0 360
% . PR P - ¢
> > > >
AV
)
7y |
h :
P |
u" ! ¢
i . . . f t . . ; N —
I
h : .
¢ I I
2 I |
a
(DZ
+00 +00
. . ! i
. . . . | ! —
-y Vo

Fig.5.1 Legea de miscare cu acceleratie zero

La aceasta lege de miscare, spatiul parcurs de tachet variaza liniar, prin urmare
viteza este constantd. Trecerea de la o faza la alta este Insotita de variatia brusca a
valorilor vitezei care determina, teoretic, valori infinite ale acceleratiei. Acest fenomen
duce la aparitia unor socuri puternice in functionarea mecanismului, motiv pentru care
legea de miscare cu acceleratie zero se recomanda pentru came cu viteze foarte mici de
rotatie.
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5.2.2 Legea de miscare cu acceleratie constantd

Aceasta lege de miscare este numita si legea de miscare parabolica, deoarece
spatiul parcurs de tachet este format din doua arce de parabola. Viteza tachetului
variaza liniar avand la inceputul si sfarsitul fazei valoarea zero iar la mijlocul fazei
valoarea maxima. Din acest motiv legea de miscare este studiatd pe doua intervale [2].

In faza de urcare spatiul s parcurs de tachet variaza in functie de unghiul ¢ de
rotatie al camei, dupad urmatoarea relatie:

S = C1§02 + Cz(p + C3 (55)

Se deriveaza relatia (5.5) de doua ori succesiv in raport cu timpul. Rezulta astfel:

v
w
a _ 5.7
— =120, (5.7)
La inceputul primului interval, conditiile la limita sunt: ¢ =0, s = 0,v = 0.
Pentru sfarsitul primului interval conditiile sunt: ¢ = %, s = % Cu aceste valori, din

relatiile (5.5) si (5.6) se obtin expresiile constantelor sub forma: C; = ;—Z, C, =0si

C3 = 0. Astfel, pentru prima jumatate a fazei de urcare, legea de miscare cu acceleratie
constanta se poate scrie sub forma [2]:

=gt S=lg S22 9
Pu w Py w* Py
Cel de-al doilea interval al fazei de urcare este caracterizat de urmatoarele
conditii la limita: la inceputul intervalului ¢ = %, s = % iar la final ¢ = ¢, s =h,
v = 0. Cu aceste valori rezultd expresiile constantelor sub forma C; = — %, C, = %
si C; = —h. Inlocuind constantele in relatiile (5.5), (5.6) si (5.7) se obtine expresia legii

de miscare cu acceleratie constanta pentru cea de a doua jumatate a intervalului[2]:

_h Zh( )2_v_4h( ); a  4h (5.9)
s = q)lzl(pu (p'w_(pé(pu (p'wz_ 905, '

Pentru determinarea legii de miscare pentru faza de coborare se utilizeaza

relatiile (5.5), (5.6) si (5.7) si se scriu conditiile la limita pentru aceasta faza. Variatia
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legii de miscare cu acceleratie constantd pentru faza de urcare si coborare este
reprezentatd in figura 5.2

¢
' —
360
0 |
g}
¢
' —
Aa
(02
1 ‘II
4h : _4h
% I %
! ¢
" I | I 1 } !
i e A
T I I @,
4 EA 2 4
L | | ! s
I I
A | — 1 _v

Fig.5.2 Legea de miscare cu acceleratie constantd

Se observa ca la inceputul, mijlocul si finalul fazelor, acceleratia are salturi
bruste cu valori finite, care au ca efect aparitia unor mici socuri in functionarea
mecanismului. Aceasta lege de miscare se utilizeaza pentru came cu viteze de rotatie
moderate.
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5.2.3 Legea de miscare cu acceleratie cosinusoidald

La aceasta lege de miscare numitd si /legea armonica, perioada de variatie a
acceleratiei este egala cu dublul fazei active (urcare sau coborare). Pentru faza de urcare
spatiul S parcurs de tachet variaza in functie de unghiul ¢ de rotatie al camei, dupa
relatia:

s=Cycoskp+ Crp + C; (5.10)

Pentru obtinerea expresiilor vitezei si acceleratiei Se deriveaza relatia (5.10)
succesiv de doua ori in raport cu timpul. Rezulta astfel:

v
o= —kC;sinkg + C, (5.11)

a 5.12

ke —k?C, coske (5.12)
La inceputul fazei de urcare conditiile la limita sunt: ¢ =0, s = 0,v = 0, iar

la finalul fazei: ¢ = ¢, s = h, v = 0. Pe baza acestora, din relatiile de mai sus se

. . h ho.
obtin expresiile constantelor sub forma: ¢; = —=,C, =0, (3 = S 8 k= (pl.
u

2

Inlocuind constantele in relatiile (5.10), (5.11) si (5.12), legea de miscare cu
acceleratie cosinusoidala poate fi scrisa sub forma[2]:

—h(l T )
s—2 cos—@q |,

Pu
v mwh 0w
w2, SO (5.13)
a mw?h s

— ="' C0S—@.
w?  20% oy
Valoarea maxima a vitezei se obtine la jumatatea fazei active iar acceleratia
maximd la inceputul si sfarsitul fazei active. Acestea pot fi exprimate cu relatiile :
mh m2h

Umax = "W Amax = :
202
Uu

20,

Pentru determinarea expresiei legii de miscare pentru faza de coborare se
utilizeaza relatiile (5.10), (5.11) si (5.12), cu conditiile la limitd pentru aceasta faza,

w? (5.14)
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adica ¢ = @, + @,, s=h, v=0 lainceputul fazeisi ¢ = @, + @, + ¢, s=0,
v = 0 la final.

In figura 5.3 este reprezentatd variatia legii de miscare cu acceleratie
cosinusoidala pentru fazele de urcare si coborare.
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Fig.5.3 Legea de miscare cu acceleratie cosinusoidald

La inceputul si sfarsitul fazelor, exista salturi finite ale valorii acceleratiei, ceea
ce poate duce la aparitia socurilor in functionarea mecanismului.
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5.2.4 Legea de miscare cu acceleratie sinusoidald

Pentru aceasta lege de miscare, perioada de variatie a acceleratiei este egald cu
faza activa (urcare sau coborare). Pentru faza de urcare, spatiul s parcurs de tachet
variaza in functie de unghiul ¢ de rotatie al camei, conform relatiei:

s =C;sinkg + Cp + C3 (5.15)

Se deriveaza relatia (5.15) succesiv de doud ori in raport cu timpul. Rezulta
astfel expresiile vitezei si acceleratiei sub forma:

v

o= kC;coskp + C, (5.16)
a g

oi= —k*Cy sinkg (5.17)

Pentru inceputul fazei de urcare conditiile la limitd sunt: ¢ =0, s = 0,v =0,
iar pentru finalul fazei: ¢ = ¢,, s = h, v = 0. Din relatiile (5.15) si (5.16) rezulta

h,czz(pl,cg,:o sik= 2L

valorile constantelor: C; = — -

Pu

Inlocuind constantele in relatiile (5.15), (5.16) si (5.17), legea de miscare cu
acceleratie sinusoidala poate fi scrisa astfel [2]:

1 21
s = h(g——sin—go),

Py 2 Py
v h (1 21 )
o on cos uﬁ” ) (5.18)
a 2mh  2m

— = —— - sin—o.
w?  @f Py

Viteza maxima a tachetului este la jumatatea fazei active si are expresia:
2h
=— w (5.19)

u

vmax

Acceleratia maxima se obtine pentru ¢ = ¢,,/4 si este data de relatia:

2mh
Uax = — W? (5.20)
Pu

Pentru determinarea expresiei legii de miscare pentru faza de coborire, se
procedeaza ca si 1n cazul legii de miscare cu acceleratie cosinusoidala. In figura 5.4
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este reprezentata variatia legii de miscare cu acceleratie sinusoidala pentru fazele de
urcare si coborare.

\d
\i

Fig.5.4 Legea de miscare cu acceleratie sinusoidala

In cazul acestei legi de miscare, acceleratia nu prezintd salturi prin urmare nu
vor apdrea socuri 1n functionarea mecanismului.
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5.3 Determinarea razei cercului de baza

Profilul camei pe care se gaseste tachetul in faza de repaus inferior este
determinat de cercul de baza al camei. Pentru o cursd h impusa tachetului, marimea
acestui cerc impreuna cu excentricitatea e a tachetului definesc dimensiunile de gabarit
ale mecanismului cu cama.

Dupda cum s-a precizat in capitolul anterior, buna functionare a acestor
mecanisme este influentata de valoarea unghiului de presiune. Din acest motiv,
determinarea razei cercului de baza este precedata de stabilirea unei relatii de legaturd
intre unghiul de presiune si dimensiunile geometrice ale camei [2], [8].

Se considera mecanismul cu cama si tachet de translatie din figura 5.5.

Fig.5.5 Legatura intre unghiul de presiune si dimensiunile geometrice ale camei

La intersectia normalei n-n la profilul camei cu perpendiculara prin A la directia
de deplasare a tachetului se gaseste centrul instantaneu de rotatie l12. In acest punct
viteza relativd dintre punctele P1 si P2 suprapuse dar apartindnd camei respectiv
tachetului, este nuld. Se poate scrie astfel:

ﬁPl == 1_7)1.72 + "-}P1P2 Unde ﬁPIPZ = 0 (521)
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Tinand cont de faptul ca Up, = w - AP si Up, = Up, din relatia (5.21) rezulta:

Ap =B (5.22)
=2 |

In triunghiul dreptunghic BCP se poate scrie:

PC
So+s

(5.23)

tgx =

unde: PC = AP — e sau tinand cont de relatia (5.22), PC = vf —e

s — distanta parcursa de tachet

In functie de raza ro si excentricitatea e, tachetul nu va putea cobori, mai jos de
cota So masurata fata de centrul de rotatie al camei. Aceasta se determina din triunghiul
dreptunghic ACD cu relatia:

59 = T — €2 (5.24)

Pentru o excentricitate e impusa, relatia (5.24) stabileste o legatura directa intre
cota So si raza ro. Inlocuind relatia (5.24) in (5.23) rezulta:

L4
o = — @ (5.25)
s+ 1 —e?

Din relatia (5.25) se observa ca valoarea unghiului de presiune este in functie
de valoarea razei ro si a excentricitatii e. Relatia este valabilda pentru orice pozitie a
tachetului fata de cama, prin urmare valoarea unghiului de presiune este variabila.

Pentru a se asigura o buna transmitere a fortelor, ceea ce inseamna un unghi de
presiune cu valori reduse, trebuie ca raza roa cercului de baza al camei sa fie mare.
Aceasta duce la un gabarit crescut al mecanismului cu cama. Un mecanism cu cama cu
dimensiuni mai reduse, duce la cresterea valorii unghiului de presiune ceea ce are ca
efect inrautatirea conditiilor de transmitere a fortelor sau chiar blocarea mecanismului.
Determinarea razei cercului de baza trebuie deci facuta in stransa legatura cu limitarea
valorii unghiului de presiune, respectandu-se conditia X <&, 4,,[2], [8].

Daca prin centrul de rotatie al camei se duce o paralela la normala n— n iar prin
punctul B o perpendiculara la directia miscarii tachetului, rezultd un segment a carui
valoare, conform figurii 5.5, este data de relatia:
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Up
BV = AP = ” (5.26)

Dreapta d ce uneste punctul V cu centrul de rotatie al camei face cu directia
verticala unghiul a. Daca se impune unghiul de presiune admisibil si se cunoaste legea

de variatie a vitezei tachetului -2 (¢), se poate determina zona in care poate fi ales
: 2 (), se p

centrul de rotatie al camei fata de directia de deplasare a tachetului si astfel sa se
determine valoarea minima a razei cercului de baza [2].

Pentru determinarea valorii minime a razei ro se parcurg urmatoarele etape
(fig.5.6):

- Se reprezinta grafic legea de variatie a spatiului s(¢) si vitezei UEB (p) pentru

fazele de urcare si coborare si se impart unghiurile ¢, si ¢, in intervale egale.

- Pe dreapta y —y care reprezinta directia de miscare a tachetului, se masoara
incepand din punctul B segmente care reprezinta cursa S a tachetului la rotatia camei
cu unghiurile ¢4, @, ...

Yal <
b
o s o™
"
.

°°<“

Fig.5.6 Determinarea razei cercului de baza al camei
- In punctele astfel obtinute se plaseaza vectorii vy, v, ... rotiti cu 90° in sensul
vitezei unghiulare a camei;
- Se unesc varfurile vectorilor, rezultind pentru urcare si coborire o curba
inchisa;
- Se traseaza dreptele dy si dc care formeaza cu dreapta y —y unghiul dadm si sunt
tangente la curba inchisa obtinutd anterior. Cele doua drepte se vor intersecta in punctul
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A situat, sub punctul B, de o parte sau de alta a directiei de deplasare a tachetului. In
cazuri particulare, punctul de intersectie al dreptelor dy si dc se poate gasi chiar pe
directia de deplasare a tachetului. Pentru ca sa nu fie depasitd valoarea unghiului de
presiune admisibil, centrul de rotatie al camei se alege in zona dublu hasurata.

- Daca valoarea excentricitatii tachetului este egald cu zero, atunci punctul A este
centrul de rotatie al camei iar raza minima a cercului de baza este 1, = AB

- In cazul in care valoarea excentricititii e este diferita de zero, Se traseazi la o
distanta egala cu e, o dreapta paraleld cu dreaptay —y. Aceasta va intersecta zona dublu
hasurata de exemplu in punctul A:. Centrul de rotatie al camei va fi punctul Ay iar raza
minima a cercului de baza, r, = A;B.

5.4 Determinarea profilului camei

Dupa stabilirea valorii razei cercului de baza al camei in functie de unghiul de
presiune admisibil, se poate determina profilul camei. Acesta poate fi determinat
analitic sau grafic.

Coordonatele polare ale unui punct C; de pe profilul teoretic al camei sunt date
de relatiile [2]:

1, =/(so +5)2 + e unde s, = /1 — €2

_ e-s; (5.27)
0; =¢; + arctg(32 Gy + 55

unde: 1, — reprezinta raza cercului de baza,
e — este excentricitatea tachetului,
s; — spatiul parcurs de tachet in faza activa (urcare sau coborare),
@; —unghiul de rotatie (fazd) al camei.

La mecanismele cu cama la care tachetul este prevazut cu rola, profilul teoretic
trece prin centrul rolei. Profilul practic al camei este cel care vine in contact cu rola.

Pentru determinarea graficd a profilului camei trebuie cunoscute: legea de
miscare si cursa h impuse tachetului, sensul de rotatie al camei, raza cercului de baza
1y, raza rolei tachetului r, excentricitatea e si unghiurile de rotatie ale camei
corespunzatoare celor patru faze adica ¢,,, @, g, @,. Se parcurg urmatoarele etape:
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- Pe graficul de variatie al spatiului parcurs de tachet in functie de unghiul de
rotatie al camei, se impart fazele de urcare si coborare intr-un numar egal de intervale
dupa cum rezulta din figura 5.7. Pentru unghiurile de rotatie ¢4, ¢, ... se obtin astfel
distantele parcurse de tachet notate cu s4, S5 ...

00 330 360

270

180

7
C

Profil teoretic

Profil practic

Fig.5.7 Construirea profilului camei cu tachet de translatie
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- Fata de dreapta verticald y — y care reprezinta directia de deplasare a tachetului
se traseazd o dreapta la distanta e (la dreapta sau la stanga in functie de semnul
excentricitatil). Cunoscand raza 1y, se determind centrul de rotatie al camei care in
figura 5.7, este punctul A. Cercul de raza r, si dreapta y —y se intersecteaza in punctul
bo care reprezinta pozitia de referinta a tachetului.

- Pornind din punctul bo se masoara distantele s, s, ... rezultand astfel punctele
by, b, ... pe dreaptay —y.

- Pentru determinarea primului punct C: de pe profilul camei, se roteste
segmentul Abz cu unghiul ¢, in sens invers vitezei unghiulare w,. Daca profilul camei
ar fi cunoscut, atunci la o rotatie a acesteia cu unghiul ¢, tachetul se va deplasa din bo
in by si va veni in contact cu cama in punctul Ci.

- Pentru determinarea punctului C de pe profilul camei, se va roti segmentul Ab>
cu unghiul ¢, in sens invers vitezei unghiulare w,. Se procedeaza similar si pentru
celelalte puncte de pe profilul camei in faza de urcare.

- In faza de repaus superior profilul camei este un arc de cerc cu raza Abs cu
unghiul la centru egal cu @g, dupa cum reiese si din figura 5.7.

- Pentru determinarea punctelor de pe profilul camei corespunzitor fazei de
coborére se procedeaza similar. In faza de repaus inferior profilul camei este un arc de
CErc cu raza ry si unghiul la centru ¢,

- Se aproximeaza cu o curba punctele C;, C, ... determinate anterior rezultind
astfel profilul teoretic al camei. Profilul practic se obtine scazand din profilul teoretic
raza rolei de pe tachet.

Legea de miscare impusa tachetului determina forma profilului camei. Pentru a
evidentia acest aspect, s-a considerat un exemplu in care legea de miscare impusa
tachetului are urmatoarele caracteristici: cursa maxima a tachetului h = 10 mm,
excentricitatea tachetului e = 5 mm, unghiurile de fazi pentru urcare ¢, = 120°,
coborare ¢, = 90° repaus superior ¢ = 30° si repaus inferior ¢, = 120° iar raza
cercului de baza are valoarea ry = 20 mm

In figura 5.8a, s-a reprezentat grafic profilul camei obtinut in situatia in care
legea de miscare a tachetului in fazele de urcare si coborare are acceleratia zero. In
figura 5.8b este reprezentat profilul camei obtinut pentru legea de miscare cu
acceleratie constantd. lar in figurile 5.8 c¢ si d profilurile camelor pentru legea de
miscare cu acceleratie cosinusoidald respectiv sinusoidala.
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c) d)

Fig.5.8 Influenta legii de miscare a tachetului asupra profilului camei
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6. ANGRENAJE. GENERALITATI

6.1 Clasificare

Mecanismele cu roti dintate, numite pe scurt angrenaje, transmit miscarea de
rotatie de la o roatd conducatoare la o roatd condusa, prin intermediul unor dinti aflati
succesiv si continuu in contact. Numarul de dinti ai unei roti dintate se noteaza cu z.
Suprafetele laterale ale dintilor rotilor dintate poartda denumirea de flancuri. Pentru ca
miscarea sd poatd fi transmisd in ambele sensuri dintii trebuie sd aiba flancurile
simetrice. Procesul continuu de contact dintre flancurile dintilor celor doua roti dintate
se numeste angrenare.

Rotile dintate si implicit angrenajele pe care le formeaza sunt de mai multe
tipuri si in functie de domeniul de utilizare, au diverse variante constructive. Exista
astfel mai multe criterii dupa care se pot clasifica angrenajele. Dupa pozitia axelor
rotilor dintate exista angrenaje cu axe: paralele (fig. 6.1 a, b, c, d), concurente (fig. 6.1
e, ) si incrucisate (fig. 6.1g). In functie de pozitia relativa a celor doua roti sunt
angrenaje exterioare (fig. 6.1 a, b, d, e, f, g) respectiv interioare (fig.6.1 c). In cazul
angrenajelor exterioare, rotile dintate se rotesc in sensuri opuse, iar la angrenajele
interioare, se rotesc in acelasi sens. Dupa forma rotilor avem angrenaje cilindrice (fig.
6.1 a, b, c, d) sau conice (fig. 6.1 e, f).

a) b)

Fig. 6.1 Mecanisme cu roti dintate
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9)

Fig. 6.1 Mecanisme cu roti dintate(continuare)

2
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Dupa forma dintilor rotilor, angrenajele pot fi cu: dinti drepti (fig. 6.1 a, c, d,
e), dinti inclinati (fig. 6.1 b) sau curbi (fig. 6.1 f). In functie de modul de miscare al
axelor rotilor dintate, exista angrenaje: ordinare la care axele rotilor sunt fixe (fig. 6.1
ab,c, e, f, g) si planetare la care cel putin o roatd are axa mobila (fig. 6.1 d).
Angrenajele planetare cu doud grade de mobilitate se numesc angrenaje diferentiale.

Intre orice doua roti dintate aflate in angrenare se poate stabili un raport de
transmitere i;,. Acesta este egal cu raportul vitezelor unghiulare ale celor doua roti:
. w1 6.1
i1 = — ,
2= (6.1
Daca valoarea raportului de transmitere este i;, > 1, angrenajul se numeste
reductor iar daca 0 < iy, < 1 angrenajul este numit multiplicator.

O roata dintatad cu un numar foarte mare de dinti (teoretic infinit), va degenera
intr-0 cremaliera dintata. Roata dintatd care angreneaza cu cremaliera se numeste
pinion. Un astfel de angrenaj, reprezentat in figura 6.2, este utilizat pentru
transformarea miscarii de rotatie Tn miscare de translatie sau invers.

Fig.6.2 Angrenaj pinion-cremaliera

Flancurile dintilor sectionate cu un plan perpendicular pe axa de rotatie definesc
profilurile dintilor. Forma profilurilor dintilor trebuie aleasa astfel incat: realizarea rotii
sd fie cat mai simpla din punct de vedere tehnologic, angrenajul rezultat sa aiba o
capacitate de transmitere a fortelor cat mai buna, transmiterea miscarii sd fie uniforma
si raportul de transmitere si fie constant. In acest scop se pot utiliza curbe ciclice
obtinute prin: rostogolirea fara alunecare a unui cerc peste o dreaptd (ortocicloida),
rostogolirea unui cerc peste alt cerc in exterior (epicicloida), in interior (hipocicloida)
sau a unei drepte peste un cerc (evolventa). Toate aceste curbe pot fi generate de puncte
care sunt situate pe cercul sau pe dreapta care se rostogoleste [2], [7], [10].

Majoritatea rotilor dintate au profilul dintilor definit de o evolventa de cerc.
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6.2 Evolventa de cerc

Daca dreapta d se rostogoleste fara alunecare peste un cerc fix de raza ry, un
punct M apartinand dreptei va descrie o curba numita evolventa de cerc. Evolventa are
doua ramuri E si E’ si un punct de intoarcere Mo pe cercul de raza r; numit cerc de
baza. Aceeasi evolventa poate fi obtinuta daca cercul se roteste in jurul punctul O cu
viteza unghiulara w, iar dreapta d realizeaza o miscare de translatie cu viteza v = wry,
astfel incét intre cerc si dreaptd sd aiba loc o rostogolire fara alunecare.

\
\
\
\
\
Fig. 6.3 Generarea evolventei

In figura 6.3 se observi ci:

M,T =r,(inva + a) (6.2)

MT =1, tg (6.3)
Din triunghiul dreptunghic MOT se poate scrie:
Tp =7 CO0S X (6.4)

Deoarece intre dreapta d si cerc exista o miscare de rostogolire fara alunecare,
rezultd cd M,T = MT. Tinand cont de relatia (6.4), ecuatiile evolventei in coordonate
polare pot fi scrise dupa cum urmeaza:
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Ty

~cosa’ (6.5)
inva =tga — a.

unde: inv a — este un parametru numit involut de «;
a — unghi de presiune.

Ecuatiile evolventei precum si modul de generare al acesteia pun in evidenta
urmatoarele proprietati [2]:

- normala la evolventa este chiar dreapta care o genereaza

- centrul de curburd al evolventei se giseste Intotdeauna pe cercul de baza

- cand r, - o evolventa degenereaza intr-o dreapta perpendiculard pe d,
adica in dreapta o.

Pentru a ilustra modul de generare a profilelor evolventice, se considerd doua
cercuri cu centrele in 0, si O, respectiv razele ry,; si 1,,. Cand cele doua cercuri se
rotesc 1n sensuri contrare cu vitezele w4 si w, punctul A de pe tangenta comuna d va
descrie in planul cercului C; evolventa E; iar in planul cercului C, evolventa E,. Cele
doua arce de evolventa vor fi tot timpul in contact formand o pereche de profiluri
conjugate. Locul geometric al punctului de contact A dintre cele doud profiluri este
dreapta d tangenta la cele doua cercuri.

Fig. 6.4 Generarea profilurilor conjugate ale unui angrenaj
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7. ANGRENAJE CU AXE PARALELE

7.1 Legea fundamentala a angrenarii

Legea fundamentald a angrendrii stabileste conditiile pe care trebuie sa le
indeplineasca profilurile dintilor astfel incat raportul de transmitere intre doud roti
dintate sa aiba tot timpul o valoare constantd. Aceasta lege poate fi generalizata pentru
toate tipurile de angrenaje cu raport de transmitere constant [2], [10].

Dintr-un angrenaj cilindric exterior cu axe paralele sectionat cu un plan
perpendicular pe axe se obtine un angrenaj plan. in figura 7.1, este reprezentat un
angrenaj plan si o pereche de profiluri conjugate p;si p, aflate in angrenare

Fig. 7.1 Angrenaj plan
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Prima roata dintata se roteste in jurul punctului fix O; cu viteza unghiulara
constantd w4 si antreneazd a doud roatd dintatd intr-o miscare de rotatie cu viteza
unghiulard w, in jurul punctului fix O,.

Profilurile p; si p, vin in contact in punctul A unde se formeaza o cupla
superioara de clasa 4 cu contact punctiform in plan. Pentru inlocuirea acestei cuple se
construieste mecanismul inlocuitor 0, B; B, 0,. Cuplele de rotatie din B, si B, se gasesc
in centrele de curbura ale celor doud profiluri situate pe normala comuna n — n dusa
in punctul de contact A. La intersectia normalei cu linia care uneste punctele 0; si O,
se giseste centrul instantaneu de rotatie I, al rotii 1 in raport cu roata 2. in centrul
instantaneu de rotatie, viteza relativa dintre doud puncte C; si C, suprapuse dar
apartinand rotilor 1 respectiv 2, este egala cu zero. Se poate scrie astfel:

ﬁcl = 1_7)6'2 + 13C1C2' ﬁclcz = 0. (71)
Pentru ca:
1_7)C1 = wq X 01C iar 1_7)6'2 = wy X 026 (72)

din relatia (7.1), rezulta:

wy; X 0,C — wy, X 0,C =0 (7.3)
sau:
wq X (W - LW) =0, l12 = 21 (7.4)
l12 o)

Deoarece viteza unghiulara w4 a rotii 1 este constanta, relatia (7.4) devine:

- 1
01C - _02C = O, (75)

l12

Vectorii 0,C si 0,C au aceeasi directie dar sensuri contrare, astfel ca relatia
(7.5) poate fi scrisa sub forma:

i1 = — %=—m—2=const (7.6)
12 0:.C "~ Ty

Deoarece punctele 0si O, sunt fixe, pentru ca relatia (7.6) sa fie adevarata, este
necesar ca punctul C suprapus cu I;,, sa ramana fix tot timpul angrenarii.
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Conform [2], legea fundamentala a angrenarii poate fi enuntata astfel: ”pentru
ca un angrenaj sa asigure un raport de transmitere constant, profilurile conjugate ale
dintilor rotilor trebuie alese astfel incat normala comuna in punctul de contact a celor
doua profiluri sa treaca tot timpul printr-un punct fix C, numit polul angrenarii, care
imparte distanta axiald 0,0, 1n segmente invers proportionale cu vitezele unghiulare
ale rotilor”

Cercurile cu centrele in punctele fixe O;si O, avand razele r,,; = 0,C si 1y, =
0,C, in timpul angrendrii, se rostogolesc fard alunecare motiv pentru care mai sunt
numite cercuri de rostogolire (sau cercuri de rulare). Unghiul a format intre normala
n — n si perpendiculara prin C la linia centrelor se numeste unghi de angrenare.

7.2 Interferenta la angrenajul evolventic.

Consideram 1n figura 7.2, doua cercuri de baza cu razele 13,; respectiv r, care
se rotesc in sens contrar, in jurul a doud puncte fixe 0, si O, cu vitezele unghiulare w;
si w,. Dreapta d este tangenta comuna la cele doua cercuri in punctele T; respectiv Ts.
Cand cele doua cercuri se rotesc, un punct A de pe dreapta d se va deplasa de la T; spre
T, si va genera in planul cercului C; evolventa E;iar in planul cercului C, evolventa E.
Cele doua evolvente sunt tot timpul in contact de-a lungul dreptei d, materializand 0
pereche de profiluri conjugate, asa cum s-a prezentat si in paragraful 6.2.

In timpul rotatiei celor doud cercuri, profilele conjugate vor fi in contact in
punctul A iar apoi in punctul T, = A!! care este punctul de intoarcere al evolventei EZ'.
Daci de continui rotatia, evolventa E; va ajunge in contact in punctul A'*’cu ramura
stingi a evolventei E, adica cu EZV. Se poate observa ci El'intersecteaza profilul E5/,
care materializeaza profilul rotii 2, in zona dublu hasurata. Se produce astfel fenomenul
de interferenta. Cand doua roti dintate aflate in angrenare ajung in aceasta situatie se
vor bloca. Daca una dintre ele materializeaza o sculd aschietoare iar cealalta
semifabricatul (din care va rezulta roata dintatd), scula va subtdia dintele rotii la baza

cauzand astfel o micsorare a rezistentei acestuia [2].
Pentru evitarea acestui fenomen, trebuie sa indeplineasca conditiile:

Ta1 < 01T2

1.7
Taz < 02T1 ( )

unde: r44si 1y, reprezinta razele cercurilor exterioare ale celor doua roti dintate

Conditiile de mai sus, daca sunt Indeplinite, limiteaza domeniul de contact al
profilelor in intervalul T; T,. Dreapta d se intersecteaza cu dreapta verticala care trece
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prin centrele celor doua roti, in punctul C care reprezintd polul angrendrii. Cercurile cu

centrele in punctele O, si 0, tangente exterior in punctul C reprezintd cercurile de
rostogolire.

Fig. 7.2 Fenomenul de interferenta la angrenajul evolventic
In triunghiurile dreptunghice A0, T;C si AO,T,C se poate scrie:

Tp1 Th2

, Ty = : 7.8
cos a W2 cosa (7.8)

Tw1

iar tindnd cont de formula raportului de transmitere (7.6) rezulta:

Tw2  Th2 Z2

ljp=——7""=——7=—— 7.9
12 Tw1 Tp1 Zy (7.9)

Prin urmare raportul de transmitere pentru un angrenaj evolventic, poate fi
exprimat si cu ajutorul razelor cercurilor de baza. Modificarea distantei axiale a nu
duce la modificarea valorilor razelor cercurilor de baza deci, nici a valorii raportului de

transmitere. Se modifica doar valoarea unghiului de angrenare a. Astfel, se poate spune
ca angrenajul evolventic este insensibil la variatia distantei axiale.
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Distanta dintre flancurile a doi dinti consecutivi ai unei roti dintate, masurata
pe un cerc oarecare, se numeste pas. Pasii masurati pe cercurile de baza, pot fi exprimati
cu relatiile:

27Trb1 27T7'b2
Pp1 = ) Pp2 = . (7.10)

Z7 Z)

Tinand cont de relatia (7.9) rezulta cd py1 = pp2, ceea ce Inseamna cad doua roti
dintate pot angrena numai daca pasii pe cercurile de baza sunt egali.

7.3 Gradul de acoperire

Un angrenaj poate transmite miscarea continuu doar daca pe durata angrenarii
se afla in contact cel putin o pereche de dinti. Prin urmare Tnainte sa iasa din angrenare
o pereche de dinti, urmatoarea pereche trebuie sa fie intratd deja in angrenare. Pentru a
evidentia acest fenomen se utilizeaza notiunea de grad de acoperire [2], [7].

Gradul de acoperire ¢ al unui angrenaj reprezinta raportul dintre arcul de
angrenare e, si pasul circular p, al unei roti dintate, ambele masurate pe cercul de
baza.

) (7.11)
Ppb

In figura 7.3 este reprezentati o pereche de dinti la inceputul procesului de
angrenare, cand profilurile conjugate p; si p, sunt in contact in punctul A, respectiv la
sfarsitul angrendrii cand profilurile conjugate sunt in contact in punctul B.

E =

Arcul de angrenare e, reprezintd arcul pe care il parcurge un punct de pe
profilul evolventic al dintelui din momentul intrarii in angrenare si pana in momentul
iesirii din angrenare [2]. In figura 7.3 arcele de angrenare masurate pe cercurile de bazi

ale celor doua roti sunt:
N 7N

ep, = MMy, ep, = MyoMj. (7.12)
Contactul dintre perechile de dinti aflate in angrenare are loc de-a lungul
segmentului AB = g numit segment de angrenare.

In figura 7.3 se observa ci pe baza principiului de generare a evolventei
segmentul de angrenare este egal cu arcul de angrenare al celor doua roti. Se poate
scrie:

ebl = ebz =AB = €p (713)
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Deoarece pp, = pp, = Db, relatia (7.11) poate fi scrisd dupa cum urmeaza:

ey _ o _AB (7.14)

£ =
Pb, Pb, Db

Daca € < 1 nu existd continuitate in angrenare. Pentru ca transmiterea miscarii
sd fie continud este necesar € = 1,2 adica arcul de angrenare sa fie mai mare decat
pasul [2].

Fig. 7.3 Gradul de acoperire al unui angrenaj

Din figura 7.3 se observa ca:

AB = BC + AC = T,B — CT, + T,A—CT, (7.15)
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Din triunghiurile dreptunghice AO, T, B si AO,T,A se poate scrie:

T\B = ,/7?121 - rz;21' T,A = ,’razz - rbzz (7.16)

iar din triunghiurile dreptunghice AO; T, C si AO,T,C rezulta:
CT, =y, sina, CT, = 1y, sina (7.17)

Daca se introduc relatiile (7.16) si (7.17) in relatia (7.15), expresia pentru
segmentul de angrenare AB devine:

AB = \/raZl -4+ \/razz —r%4 —a-sina (7.18)
unde: a = r,,; + 1,,, reprezinta distanta intre axele celor doua roti dintate

Tinidnd seama de relatia (7.14), expresia gradului de acoperire poate fi scrisa
astfel:

_ AVt~ +Vrh — 15 —a-sina (7.19)
Py

&

7.4 Cremaliera de referinta

Intr-un angrenaj format din doui roti dintate, se considera ci una din roti, de
exemplu roata 2 din figura 7.4, are cercul de baza foarte mare, deci teoretic 13, = co.

Fig. 7.4 Degenerarea unei roti dintate intr-o cremalierd
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In acest caz profilurile dintilor rotii 2 vor degenera in drepte tangente la
profilurile dintilor rotii 1, iar cercul de rostogolire se va transforma intr-o dreapta
tangentd la cercul de rostogolire al rotii 1. Astfel roata dintatd 2 va degenera intr-0
cremaliera. Unghiul de angrenare « al angrenajului astfel format intre roata dintata 1
si cremaliera 2, este egal cu unghiul de inclinare al flancului dintelui cremalierei.
Aceastd cremalierd poate fi materializata de o sculd aschietoare care astfel, va genera
(prelucra) dantura rotii dintate 1.

Cremaliera care genereaza dantura unei roti dintate, poartd numele de
cremaliera generatoare. Cremaliera fictivd, negativ al cremalierei generatoare, care
defineste elementele geometrice ale dintilor rotilor dintate cu profil evolventic, se
numeste cremalierad de referinta si este prezentatd in figura 7.5.

Co

—\ dreapta de
- racord

cremaliera
de referinta

dreapta
medie

V“

Py
Fig. 7.5 Cremaliera de referinta

Elementele geometrice ale cremalierei de referinta, standardizate conform ISO
53:1998, sunt:

- Unghiul normal al profilului de referinti: a, = 20°

- Pasul cremalierei de referintd: p, = m-m

- Indltimea capului de referinta: h,q, = m

- Inaltimea piciorului de referinta: h, r=125m

- Iniltimea dintelui de referinta: h, = h,, + hof

- Profil de racord: ¢, = 0,25m
unde: m — reprezinta modulul cremalierei, se masoara in mm si are valorile
standardizate conform 1SO 54:1996

Cercul de raza r de pe roata dintata, pe care pasul si modulul sunt egale cu cele
ale cremalierei de referinta, se numeste cerc de divizare [2], [9]:

m-z (7.20)
2

r =
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7.5 Deplasarile de profil.

In timpul generarii unei roti dintate, cremaliera generatoare poate ocupa diverse
pozitii fata de centrul O al rotii. Daca roata dintata se roteste cu viteza unghiulara w iar
cremaliera se deplaseaza cu viteza liniara v = w - r, atunci dreapta § va infasura
evolventa E, dupa cum rezulta din figura 7.6.

Daca dreapta medie a cremalierei este tangenta la cercul de divizare de raza r
al rotii, atunci se va genera o danturd zero deplasata (normald) iar dintele va avea
profilul M;M,. In cazul in care dreapta medie a cremalierei nu mai este tangenti la
cercul de divizare, se va genera o danturd deplasata. Daca cremaliera se apropie de
centul rotii cu cantitatea —mux, deplasarea danturii va fi negativd, caz in care dintele
poate avea profilul My M5 . In situatia in care cremaliera se indeparteaza de centrul rotii
Cu cantitatea +mx atunci deplasarea danturii este pozitiva, iar dintele poate avea
profilul M M [2].

Fig. 7.6 Influenta deplasarii de profil asupra formei dintilor

Cota +mx se numeste deplasare de profil iar x reprezinta coeficientul
deplasarii de profil. Arcul s al dintelui masurat pe cercul de divizare se poate determina
cu relatia [2]:
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Tem
s=— +2mx - tgay (7.21)

in care X are valori pozitive sau negative in functie de tipul deplasarii de profil

Prin comparatie cu dantura zero deplasata, se poate observa ca la deplasarea
pozitiva de profil dintele tinde sd se ascutd la varf si sa se ingroase la baza iar la
deplasarea negativa tinde sa se ingroase la varf si sa se subtieze la baza. Modul de
alegere al coeficientilor deplasarilor de profil influenteaza foarte mult performantele
angrenajului. In general se prefera coeficientii de deplasare pozitiva cu evitarea pe cat
posibil a ascutirii dintilor dar, in literatura de specialitate, sunt prezentate mai multe
criterii pentru alegerea coeficientilor de deplasare de profil [2], [6], [10].

7.6 Elemente geometrice ale angrenajului evolventic

Pentru determinarea elementelor geometrice ale unui angrenaj se considera ca
cele doud roti angreneaza fara joc tangential, adica dintii unei roti intrd perfect in
golurile dintre dintii celeilalte roti, dupa cum rezulta din figura 7.7. In aceasti situatie
se poate considera ca arcul dintelui primei roti s, este egal cu arcul golului celeilalte
roti e,,, ambele arce fiind masurate pe cercurile de rostogolire [2],[9].

Angrenajele pot fi normale sau zero deplasate daca x; = x, = 0, compensate
dacad x; = —x,, deplasate negativ daca x; + x, < 0, respectiv deplasate pozitiv cand
x; + x, > 0. In continuare se vor prezenta principalele elemente geometrice pentru
angrenajele zero deplasate.

La aceste angrenaje razele de divizare r si razele de rostogolire ,, coincid si
pot fi determinate din relatiile:

Ty Mz Tyy  MZy
=—, T = —=
2 2T cosay 2 (7.22)

T
Y17 cosag
unde: m— reprezinta modulul angrenajului,
Tp1, Ty — Sunt razele cercurilor de baza,
74, Z, — sunt numerele de dinti ale celor doua roti dintate,
@, = 20° — este unghiul normal al profilului de referinta.

Pasul p,, pe cercul de rostogolire se calculeaza cu relatia:

_2mryy  2Wry,
Pw = = =

mm (7.23)

Z Zy
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Razele (exterioare) r, respectiv razele cercurilor de picior 7y se obtin din
relatiile:
4 )
ralzm(?+1), ra2=m(3+1)
7.24)
_ & _ (
Tpp =M (? - 1.25), Tpp = m( - 1.25)

iar inaltimea dintelui este h = 2.25m .

Fig. 7.7 Angrenajul evolventic exterior

Distanta axiala a dintre centrele celor doud roti dintate ale unui angrenaj zero
deplasat, poate fi calculata cu urmatoarea formula:

m(z, + z,)
2
La angrenajele cu deplasari de profil, cercurile de divizare ale celor douad roti

nu mai sunt tangente, distanta dintre ele fiind egala cu my unde y este coeficientul de
variatie a distantei axiale. Relatiile de calcul pentru aceste angrenaje se gasesc in [2],

[5], [6], [10].

a="ry +1ry = (7.25)
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8. SISTEME DE ANGRENAJE

8.1 Sisteme de angrenaje ordinare

Dupa cum s-a precizat in paragraful 6.1, angrenajele la care toate rotile dintate
au axele fixe, se numesc angrenaje ordinare. Pentru a se realiza angrenaje cat mai
compacte, de regula, rotile dintate au un numar limitat de dinti. Din acest motiv
angrenajele simple din doua roti dintate nu pot realiza rapoarte de transmitere prea
mari, de obicei i;, < 10. Pentru obtinerea unui raport de transmitere mai mare sau
pentru transmiterea miscarii la mai multe axe, se leaga mai multe angrenaje intre ele
rezultand astfel un sistem de angrenaje (tren de angrenaje). La sistemele de angrenaje
se urmareste determinarea raportului total de transmitere intre prima si ultima roatd din
angrenaj, cunoscand numerele de dinti ale rotilor dintate.

Se considera sistemul de angrenaje format din n roti dintate, din figura 8.1. Prin
definitie raportul de transmitere total i, este egal cu raportul dintre viteza unghiulara
a primei roti respectiv a ultimei roti din angrenaj.

Fig. 8.1 Sistem de angrenaje ordinare
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Se poate scrie:

hn =2 (8.1)

Intre rotile dintate z; si z, , z3 si Z, terminand cu z,,_; i Z,,, S€ POt scrie succesiv
rapoartele de transmitere:

, wq )
R
i w3 Zy
M w, Z3 (8.2)
ln1n = % = - o
' Wn Zp-1

in care semnul minus semnifica faptul ca rotile care formeaza angrenaje cilindrice
exterioare se rotesc in sensuri contrare.

Inmultind rapoartele de transmitere partiale definite in relatiile (8.2) si tinand
seama de relatia (8.1) rezulta:

. , . , Z3Zy . Zp
1 =——=1l19 lag - lp_ 1= (—1)F—"—
1n = T 2 e nmin (-1) 2173 - Zn1 (8.3)

unde: k — reprezintd numarul de perechi de angrenaje exterioare.

La un sistem de angrenaje ordinare, raportul total de transmitere i, ,, este egal

cu produsul rapoartelor de transmitere partiale semnul fiind dat de numarul de perechi
de angrenaje exterioare.

Se considera, de exemplu, angrenajul reprezentat in figura 8.2 la care se cunosc
numerele de dinti pentru fiecare roatd dintata. Raportul total de transmitere intre prima
si ultima roatd dintatd se calculeaza cu ajutorul relatiei (8.3) considerdind n = 6.
Rezulta astfel:

i —wl—i i o= ( 1)2222426_222426
1,6 =  —l27l347l56 =T e 8.4
Wg VARARAS Z1Z3Zy ( )

Semnul raportului este pozitiv deoarece existd 2 angrenaje exterioare, intre

rotile z; si z, respectiv intre z3 si z4. Rotile z5 si zg care formeaza un angrenaj cilindric
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interior, se rotesc in acelasi sens prin urmare nu schimba sensul de rotatie al sistemului
de angrenaje, schimba doar valoarea raportului total de transmitere.

Zg
Z L
['4774)
vzzA
J— ZS
toat
Z3
O = g
Zg
|7774]
vZzA
17

Fig. 8.2 Sistem de angrenaje

Daca intr-un sistem de angrenaje exista roti ale caror numere de dinti nu
influenteazad valoarea raportului total de transmitere, acestea se numesc rofi parazite.
De exemplu la sistemul de angrenaje din figura 8.3 rotile z, si z5 sunt parazite pentru
ca:

. Wy . . . 222324 Zy
i1a=—=l15 03" i3,=(-1)3=——=——
147,  2hs’lae (-1 21 23 Z3 z; (8.5)

In acest caz rotile intermediare fac parte in cite doud angrenaje. De exemplu
roata z, angreneaza atat cu z; cat si cu z3. Rotile parazite desi nu modifica valoarea
raportului total de transmitere, pot modifica semnul acestuia si distanta dintre axele
primei si ultimei roti din angrenaj.

ﬁf% n Ly A 4

I |

Fig. 8.3 Sistem de angrenaje in serie
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In cazul sistemelor de angrenaje conice ordinare, dacd prima si ultima roati se
gasesc in plane paralele, raportul total de transmitere se calculeaza cu relatia de mai
jos. In caz contrar nu se poate preciza semnul raportului de transmitere [2], [9].

wq Zn

lin = o l12023 e lp-1n = (—1)nz—1 (8.6)
n

unde: n — reprezintd numarul de roti ale angrenajului.

Pentru sistemul de angrenaje din figura 8.4, valoarea raportului de transmitere
total se calculeaza cu relatia:
w1 222324 Zyg

. _ o . . _ 4
14 = — = ljpip3izs = (1)
Wy Z1Z3Z3 7y

(8.7)

Se observa cd rotile z, si zz nu influenteazd valoarea raportului total de
transmitere, prin urmare sunt considerate roti parazite.

Zy

Fig. 8.4 Sistem de angrenaje conice

8.2 Sisteme de angrenaje planetare si diferentiale

Angrenajele la care cel putin una din rotile dintate are axa de rotatie mobild in
spatiu, se numesc angrenaje planetare daca au gradul de mobilitate M =1 sau
angrenaje diferentiale daca M = 2.

Aceste tipuri de angrenaje, ca de exemplu cel prezentat in figura 8.5, sunt
formate in principal din:

- Roata centrala z; cu axul fix, numita roata solara

- Roata z, cu axa mobila, numita roata satelit

- Bara port-satelit s care se roteste impreuna cu roata satelit in jurul axei rotii
solare cu viteza unghiulara w.
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Fig. 8.4 Angrenaj diferential

Acest angrenaj poate fi considerat un mecanism plan cu trei elemente mobile
(cele doud roti si bara port-satelit). Se poate aplica astfel formula pentru calculul
gradului de mobilitate, corespunzatoare mecanismelor de familia 3:

M=3n-2Cs—C,=3-3-2-3—-1=2 (8.8)

In acest caz angrenajul este diferential, prin urmare trebuie sia avem doua
elemente conducatoare, de exemplu roata solara si bara port-satelit, iar roata satelit va
fi elementul condus. Pentru a determina viteza unghiulara a rotii satelit z, se imprima
intregului angrenaj o miscare de rotatie in jurul axei rotii z; cu viteza unghiulard —w;.
Vitezele unghiulare ale elementelor ce compun angrenajul se pot calcula cu relatiile

[2], [9I:

wig = wq + (_ws)
w3 = wy + (—wy) (8.9)
w; = wg+ (—wg) =0
Prin aplicarea miscarii suplimentare cu viteza unghiulara —wg bara port satelit

devine fixa iar angrenajul diferential se transforma intr-unul ordinar, pentru care
raportul de transmitere se calculeaza cu relatia:

5, =—=—22 (8.10)

sau tinand cont de relatiile (8.9):
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P e R
2=, T T (8.12)

Relatia (8.11) permite determinarea vitezei unghiulare w, a rotii port-satelit
dacd sunt cunoscute numerele de dinti ale rotilor si vitezele unghiulare w4 si wg.
Angrenajele de tipul celui din figura 8.4 sunt dificil de utilizat deoarece roata satelit
realizeaza o miscare plana iar culegerea acestei miscdri este posibild doar prin
introducerea unor roti suplimentare. O alternativa o constituie angrenajul planetar din
figura 8.5 la care s-a adaugat inca o roata solara fixa zz cu dinti interiori. Roata z, este
satelit pentru doud angrenaje planetare: unul exterior in care z; este roata solara si unul
interior la care z5 este roata solara. In schema cinematica s-a reprezentat doar unul din
cei trei sateliti.

Fig. 8.5 Angrenaj planetar interior

Cunoscand numerele de dinti ale rotilor dintate, raportul total de transmitere se
poate scrie astfel:
iS =(,()1—(U_s= _Z_ZZ_3= _Z_3
B w3 — ws Z4 Zy Zy (8.12)

Deoarece roata solard z3 este fixa si deci ws = 0, din relatia (8.12) se poate
exprima wg in functie de w; dupa cum urmeaza:
w1
RS (8.13)

Z

Ws

O alta varianta o constituie angrenajul planetar din figura 8.6 la care roata z,
este fixd. In caz contrar cele patru roti vor forma un angrenaj diferential care are nevoie
de doua elemente conducatoare.
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Fig. 8.6 Angrenaj planetar exterior

Se formeaza astfel doud angrenaje planetare exterioare alcatuite din rotile solare
z4 sl z, impreuna rotile satelit z, si z3. Cunoscand numerele de dinti ale rotilor dintate,
raportul total de transmitere are urmatoarea forma:

s W1 T Ws  Zpf Zy\ ZpZy
ljgy=——=—""|—"""]=—— (8.14)
Wy — Wg Z1 Z3 2123

Daca roata z, este consideratd fixd cu w, = 0, din relatia (8.14) se poate
exprima wg in functie de w, astfel:

T &k (8.15)
Z123

In cazul in care se doreste obtinerea unui raport mare de transmitere, se pot
utiliza angrenajele diferentiale cu lant de inchidere cum este cel prezentat in figura 8.7.
Aceste tipuri de angrenaje sunt formate dintr-un nucleu diferential central format, in
exemplul prezentat, din rotile z; ...z, si bara port-satelit s si un sistem de angrenaje
ordinare format din rotile zs ... zg care constituie lantul de inchidere.

Pentru aceste angrenaje se pune problema determinarii vitezei unghiulare wg a
ultimei roti cunoscand numerele de dinti ale rotilor si viteza unghiulara w4. Se scrie
pentru inceput raportul de transmitere pentru nucleul diferential, sub forma:

is =u=_z_2(_z_4)=2_22_4=a (8.16)
1 Wy — Wy Z1 Z3 Zy 73 '
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In relatia (8.16) ws si w, sunt necunoscute, prin urmare trebuie exprimate in
functie de viteza unghiulard a ultimei roti din angrenaj adica in functie de wsg.

%

w
11
L
N
w
[
l\]N

Fig. 8.7 Angrenaj planetar cu lant de inchidere

Din figura 8.7 se observa ca wg = w- deoarece bara port-satelit si roata z, au
axa de rotatie comuna. Roata dintatd z, angreneaza cu roata zg iar raportul de
transmitere va fi egal cu:

w w Z

wg Wsg Z7
de unde:
ws = —bwg (8.18)
Perechile de roti dintate z, si zs respectiv zq si zg au axele de rotatie comune,

prin urmare w, = ws $i wg = wg. Intre rotile zs si z, se poate scrie raportul de
transmitere, astfel:

i56=$=%=—z—6=—c (8.19)
We Wg Zs
de unde:
W, = —CWg (8.20)

Prin inlocuirea relatiilor (8.18) si (8.20) in relatia (8.16) rezulta:
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Wy —w wq + bw
§,=——2=—1 . —a (8.21)
Wy — Wy —Cwg+ bwg

de unde viteza unghiulara wg poate fi exprimata in functie de w, sub forma:

w1

CUg:a(b—c)—b

(8.22)

unde: a, b, ¢ reprezinta constante egale Cu valoarea rapoartelor de transmitere partiale.

Angrenajele planetare si diferentiale pot contine si angrenaje formate din roti
conice, cum este exemplul prezentat in figura 8.8 care sta la baza constructiei
diferentialului de automobil. Datoritd acestui angrenaj rotile automobilelor pot avea
viteze unghiulare diferite la deplasarea pe traiectorii curbe. Lantul de inchidere se
realizeaza practic prin fortele de frecare ce apar intre rotile autovehiculului si drum.

S 25,
(4l 15 (el
== 2, [ Vg1
126
{
7
N
™,

Fig. 8.8 Diferentialul de automobil

Raportul total de transmitere pentru angrenajul diferential format din rotile
solare cu acelasi numar de dinti z5 si z, si satelitul zg, Se poate scrie astfel:
w Zy

.5 3 — Ws 324524
= = (1) = —— -1
T ()Zsz5 P (8.23)

Bara port-satelit s este conectata de roata dintata z, care angreneaza cu pinionul
z,. Pentru acest angrenaj, raportul de transmitere are expresia:
. w1 Zp
lig=—=— (8.24)

Wy 7y
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de unde:
wq
Wy = Wg = - (8.25)

l12

Prin inlocuirea relatiei (8.23) in (8.21), rezulta:

w — ﬂ
Q =1 (8.26)
_ W '
DT,
Ssau:
wq
W3 + Wy = 2— (827)

l12

unde: w; si w, sunt vitezele unghiulare ale axelor de iesire (pe care se monteaza rotile
autovehiculului).
Analizand relatia (8.27) se constatd urmatoarele situatii posibile:

1) Mersul in linie dreaptd, cand coeficientii de frecare dintre roti si drum sunt
aproximativ egali:

W1

W3 = Wy = T—

i1 (8.28)
2) Viraj brusc intr-o directie sau o diferenta foarte mare de coeficienti de frecare astfel
incat wz = 0 sau wy = 0:

w1 W1

=27, w3=277 (8.29)

3) Daca w; = 0 adica motorul nu functioneaza si ambele roti ale autovehiculului nu
au contact cu drumul (este intrerupt lantul de inchidere):

W3 =~y (8.30)
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