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Prefata

Aceastd culegere de probleme se adreseaza atat studentilor din anul II ai
Facultatii de Electronica, Telecomunicatii si Tehnologia Informatiei din cadrul
Universitatii Tehnice din Cluj-Napoca, cat si celor interesati de domeniul analizei
si sintezei circuitelor, fiind un material de referinta.

Cele sase capitole ale culegerii prezinta aplicatii ale disciplinei predate in
semestrul II al anului universitar II la cursul de ,,4naliza si Sinteza Circuitelor’:
»Grafuri de semnal”, ,Analiza stabilitatii sistemelor”, ,Ecuatii de stare”,
., Diporti”, ,, Circuite de adaptare” si ,,Filtre pasive”.

Fiecare capitol al culegerii cuprinde trei mari parti:

o  Consideratii teoretice — contine principalele notiuni teoretice, relatii si

definitii necesare rezolvarii problemelor;

e  Probleme rezolvate — contine enunturile si modul de rezolvare a

problemelor ilustrative;

e Probleme propuse — contine enunturile si solutiile finale ale problemelor

optionale, iar la unele probleme sunt prezentate si rezolvarile partiale.

In speranta ci aceasti culegere de probleme va contribui la acumularea si
aprofundarea cunostintelor dobandite la cursul de ,,4naliza si Sinteza Circuitelor”,

asteptam cu interes sugestiile si observatiile cititorilor.

Autorii






Cuprins

Capitolul 1. Grafuri de semnal

1.1, Consideratii teOTETICE. ... v vttt etteteteetee et e ettt eteraeeteaeeenneaes 7
1.1.1.  Transformari elementare.............cccceeriiriiniiiniiniieicecee e 8
1.1.2.  Regula Iui Mason.......cccecouieiieviieniieiie e er e eeve e 9
1.2. Probleme rezolvate............ooovuiiiiiii i 10
1.3, Probleme Propuse.........cceuieuieetitet ettt 43
Capitolul 2. Analiza stabilitatii sistemelor
2.1, Consideratil teOTCTICE. ... vttt et ettt et et et ettt eteeteeeeeaenneanenans 58
2.1.1. Criterii algebrice de stabilitate...............ccooeiviiiiiiininnin. 58
2.1.2.  Criterii grafo-analitice de stabilitate........................ooeee. 60
2.2. Probleme 1€Z0IVAte........cooueviriiiiriiiieiee et 62
2.3. Probleme PrOPUSE.......ccveevicvrieireerieteerteereesteesteeveesreesvesereesveereevaesseeseens 98
Capitolul 3. Ecuatii de stare
3.1, Consideratii teOTETICE. ... v vttt et ettt ettt et eeenreeeenaenas 110
3.1.1. Determinarea ecuatiilor de stare.................c.oooiiiiii 111
3.1.2. Rezolvarea ecuatiilor de stare in domeniul timp................... 112
3.1.3. Rezolvarea ecuatiilor de stare in domeniul Laplace.................... 113
3.2. Probleme re€Z0lVALe.........ccerierieriieieieie ettt 114
3.3, Probleme PrOPUSE......ccoveeiirvieeeieeereeteeteereeteesteeereeteesteetaesereeereeveesseesves 145
Capitolul 4. Diporti
4.1. Consideratii teOretICE. ... . vttt ettt et e, 156
4.1.1. Parametrii diportilor...........ccooiiiiiiiiii e, 156
4.1.2. Interconectarea dipOrtilor.........ccovcvereieriienienciiniesie e 161
4.2. Probleme rezolvate............oeiuiiii i, 162
4.3. ProbIleme PrOPUSE.......cccvrrvieiieiierieerieesieesieesteesseeseesseessesssesnseesseesseessesses 199
Capitolul 5. Circuite de adaptare
5.1. Consideratii teOTEtICE. .. . vt nteiee et eete ettt e e e e 210
5.1.1. Tipuri de circuite de adaptare............ccoovveeiivieinnennennnnn. 210
5.2. Probleme rezolvate...........ocouiiiiiiii i, 215
5.3. ProbIemE PrOPUSE.....cccviiviicteeitiiitieetieeieciteeereete et e erveevesreesteesteeerveeaesane e 247
Capitolul 6. Filtre pasive
6.1. Consideratii tEOTEHICE. ... .uuute ettt ettt et e et e e 254
6.1.1. Tipuri de filtre pasive........ooeiveiiiiiiiiiii e, 255
6.2. Probleme rezolvate...........c..ooiiiiiiiii i 258
6.3. ProbIeme PrOPUSE.....veevietiicriecerecereeteeteeteeteesreereeteestestaeeereeeveeveesseasrens 269

BibLiografie...........cooiiiiiiii e 273






1. Grafuri de semnal

1.1. Consideratii teoretice

Graful de semnal (GS) este o reprezentare simplificatd a unei scheme bloc sau
a unui circuit electric. El este astfel un mod eficient de reprezentare si rezolvare a
unui sistem de ecuatii liniare. Acesta este utilizat pentru reprezentarea
comportamentului schemelor electrice si determinarea functiilor de circuit.
Un sistem liniar de ecuatii de forma:

X;= ) by (1.1.1)
k

poate fi reprezentat printr-un graf de semnal in care:

e mdrimile x; sunt nodurile grafului de semnal;

e coeficientii #; sunt transmitantele grafului de semnal, care sunt dispuse pe

arcele (laturile) orientate de la nodul £ spre nodul ;.

Nodul sursa are numai laturi divergente, nodul sarcind numai laturi
convergente, iar nodul mixt are atat laturi convergente cat si divergente.
Rezolvarea grafului de semnal presupune determinarea solutiei sistemului de
ecuatii atasat grafului. Solutia reprezinta transmitanta globald T;, care este
transmitanta dintre nodul 7 si nodul j si corespunde unei functii de transfer:

Xj
Iy=—. (1.1.2)

Transmitantele grafului ireductibil (format din noduri sursd si noduri sarcind)
sunt transmitantele globale.
Pentru determinarea unei transmitante globale se pot folosi urméatoarele metode:
e reducerea grafului de semnal prin utilizarea transformarilor elementare (se
transforma graful de semnal intr-unul ireductibil);
e regula lui Mason;
e combinatd, constdnd in transfigurari ale grafului, urmatd de aplicarea
regulii lui Mason.
Construirea grafului de semnal se bazeaza pe metodele clasice de rezolvare a
circuitelor electrice si cuprinde urmétoarele metode:
e metoda curentilor ciclici;
e metoda potentialelor la noduri;
e metoda variabilelor mixte.
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Necunoscutele unei metode formeaza baza. Nodurile grafului sunt marimile din

baza si variabilele de excitatie.

1.1.1. Transformari elementare

In Tabelul 1.1 sunt prezentate transformdrile elementare ale grafului de semnal.

Structura initiald Structura echivalentd

A

Laturi in paralel

X A X2 B X3 X1
*r—p——o—>—o ®

Laturi 1n serie

X1
A c AC
X4 X4
X2 X3 X2
B BC

Eliminarea unui nod (x;)

AB _a°

B 3
’3:&_X< X
C X4 AC X4

Eliminarea unui nod (Xx5,)

B
A C x; I-B C X3
X1 1 X3
X2
X2 A
X —n_
Xm-_/ An " 1B

Eliminarea unei bucle proprii

Tabelul 1.1. Transformari elementare uzuale
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Structura initiald Structura echivalentd
A B /A B
X1 X1
X2 X2
C -C/A

Inversarea unei laturi

Eliminarea unei bucle

Tabelul 1.1. Transformari elementare uzuale (continuare)

1.1.2. Regula lui Mason

Transmitanta globala T} poate fi calculata astfel:
1
T, == T (1.1.3)
4%

unde A este determinantul grafului de semnal, 7} este transmitanta cdii k£ dintre
nodul i si nodul j, iar Ay reprezintd determinantul subgrafului neadiacent (nu are
nici laturi si nici noduri comune) cdii k. Determinantul grafului se calculeaza ca:

A=1-Y"P +> Py Py+.. (1.14)
J J J

unde:
P;; — transmitanta buclei j de ordin I a grafului = produsul transmitantelor laturilor
buclei;
ZPJ ; — suma tuturor transmitantelor buclelor de ordinul I din graf;
J

P;, — transmitanta buclei j de ordin II a grafului, unde o bucla de ordinul II este

formatd dintr-o pereche de bucle de ordinul I neadiacente = produsul
transmitantelor celor 2 bucle de ordinul I;
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Zsz — suma tuturor transmitantelor buclelor de ordinul II din graf;
J

P;; — transmitanta buclei j de ordin III a grafului, unde o bucld de ordinul III este

formatd dintr-un triplet de bucle de ordinul I neadiacente = produsul
transmitantelor celor 3 bucle de ordinul I;

ZPjg — suma tuturor transmitantelor buclelor de ordinul III din graf; si asa mai
J

departe.
Grafurile de semnal pot fi utilizate pentru reprezentarea si rezolvarea sistemelor
continue sau discrete in timp de tip liniar si invariant. In cazul sistemelor analogice
cC_

se utilizeaza operatorul transformatei Laplace “s”, iar in cazul sistemelor
discontinue in timp operatorul transformatei in Z “z”.

1.2. Probleme rezolvate

1.2.1. Si se scrie sistemul de ecuatii corespunzator grafului din Figura 1.1, unde
parametrii « si £ sunt reali.

Figura 1.1 GS pentru problema 1.2.1

Rezolvare:

Se observa ca nodul x; este nodul sursa, x,, x3, x4, x5, X¢ noduri intermediare.
Pentru nodurile x, + x; se scriu relatiile:

Xy =X
xX;3=8-x,+4-x4

X5=a'X3

Xg=4-x,
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1.2.2. Se da sistemul:

—a-x;+x,+0-x3=a-y
—b-x;+0-x,+x;=b-y.
X;—c-x,—d-x3=0
a) Sa se determine graful de semnal utilizdnd matricea de conexiuni;

< . . . X
b) Si se determine cu regula lui Mason transmitanta 7 ==L

Y
Rezolvare:
a) Sistemul de mai sus se poate pune sub forma matriceala:
A-X=B-Y

unde

-a 1 0 X a

A=l-b 0 I |;X=|x,[,B=|b ;Y=[y].

I -¢c -d X3 0

Se rescrie sistemul ca:
X=T -[X Y]
X Xy, X3 Y (1.2.1)

unde T este matricea de conexiuni. Cu ajutorul matricii de conexiuni se obtine
graful de semnal din Figura 1.2.

1+a

Figura 1.2. GS rezultat din sistemul (1.2.1)
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b) Pentru a determina transmitanta globala din graful de semnal din Figura 1.2
se observa ca:

existd doua cai directe de la y la x; (yx; si yxox));

e  existd urmatoarele bucle de ordinul I: bucle proprii ale nodurilor x;, x,,
X3 (X1, X2x2, x3%3) si buclele x;xx;, Xx3X2, XX3%2X;

e  existd urmatoarele perechi de bucle neadiacente (bucle de ordin II):
xx; s1xox; (buclele proprii), xxx; 1 x3x3, X7 S$1X3X3, X7X; 1 X2X3X2, X3X3
$1X,X2X 5

e  existd urmatorii tripleti de bucle neadiacente (bucle de ordin III): x;x;,
XX $1.X3X3,

Cu aceste observatii se poate scrie expresia:

7= _ TIA +THA,
y A

unde:

Ty=a; Aj=1-[(-I)-c+(1+d)+1]+1-(I+d)

T,=b-(-1); A,=1-(I1+d)=-d

A=1-[(1+a)+1+(1+d)+(-1)-b+(-1)-c+(-1)-(-1)-(-1) |+ (I +a)- I +1-(1+d)+
+(1+d)-(I+a)+(I+a)-(-c)+(1+d)-(-b)-(I+a)-1-(I1+d)=1-ac-bd

C

Dupa inlocuire se obtine transmitanta globala:

ac+bd

ro %
y l—ac-bd

1.2.3. Ecuatii de mai jos descriu functionarea unui sistem:

xl _X2 :0
=X =X —2x3—=—y;+
2+ x5 +2x3 =2y,

Sa se determine:
a) Graful de semnal utilizind matricea de conexiuni;
b) Transmitantele 7;;, T;2, T2, T2, T35, T3z, cu regula lui Mason, unde
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_X _ X _X2 _%2 _
Tjy=— Ipp=—"1y=—=TH=—"TI3=—,
Y1 Y2 Yi Y2 Yi Y2

Rescrieti sistemul in functie de aceste transmitante.
Rezolvare:

a) Sistemul poate fi scris sub forma matriceala astfel:

1 -1 0][x] o o
3 1 2| =]t 1 -[”}
2 1 2||x| o 2P

Matricea de conexiuni T este:

X041 01010

: I (1.2.2)
T=[ls-AB]=x g /2 21-111
x31-2 -1 =110 2

In expresia (1.2.2) liniile punctate reprezinti legitura dintre nodurile grafului,
precum si sensul laturilor. Graful de semnal este prezentat in Figura 1.3.
Determinantul grafului este:

A=1-[1-3+2+(=1)+(=1)-2+(=2)-2-1]+2-(=1)+1-3-(=1)==2
b) Sistemul poate fi rescris astfel:

X =T v+ y,=y =30,
X =Dy Ty, =y,=3 ¥,
3

3
xX3=T3;, -y, +T355- ¥, :—E'J’NLE‘)Q

unde calculul transmitantelor globale se face  Figura 1.3. GS rezultat din
conform (1.2.3). (1.2.2)
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T, 4
{T, I=—1; 4y =1—(-1)=2=T,, = 1A1=1
Ty=1-1; 4, =1—(-1)=2 T, 4, +T;- A
2= 2= ( ) :>T12=2 PRI B
T,=2.2-1=4:4;=1 A
T, 4
{T4 1 A, =1-(~1)=2 351:%:
Ts=1;45=1-(-1)=2 Ty A +T, - 4 (1.2.3)
=>Ty=——"—7=-3
T,=2.2= 4A6 i
T; = =14, =1 o LTy dy 3
T8 2) 2 Ag=1 i A 2
=2; A9 —2=-1 Ny Ty Ay Ty Ay 3
Tm = 1-(—1)= —1;4,,=1 o A 2

1.2.4. Intocmiti graful de semnal care reprezinti sistemul de ecuatii algebrice
A- X =B-Y ,unde A si B sunt:

-1 0 0 0 10
2 -1 10 00
A= s B=
0 2 -1 0 -10
0 0 2 2 0 -1

Rezolvare:

Se formeazd matricea de conexiuni i pe baza acesteia se obtine graful de
semnal din Figura 1.4.

2 0 0 011 0
-2 2 -1 0|0 I
-2 2 0|-1 0

0o 0 -2 -1|0 -I

T=[1,-A!B]=

Figura 1.4. GS pentru
problema 1.2.4
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1.2.5. Pentru graful de semnal din Figura 1.5, 2 X 2
calculati determinantul si solutia partiald vy, 1
Xj.
2
Rezolvare: ¥
X2
1 2

Din graf se observa cé exista 3 bucle de ordinul
I, doud perechi de bucle de ordinul IL Figura 1.5. GS pentru
Determinantul grafului este, in acest caz: problema 1.2.5

A=1-(2+2+2)+2-2=—].
Solutia partiala x; este de forma:
X =Ty +1p5- 5,

In care 7}, si T}, sunt transmitante globale si care se determina astfel:

2(1-2)+2
roon_20-2)+2_,
x1 _]
1-(1-2)+1
p, -y LU=+,
X; -1

Prin urmare solutia partiala este x; = 0.

1.2.6. Un sistem analogic este reprezentat prin graful de semnal din Figura 1.6.

Sé se determine transmitanta globala 7, = %]

Xy

Figura 1.6. GS pentru problema 1.2.6
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Rezolvare:

Pentru determinarea amplificarii se va utiliza regula lui Mason (1.1.3). Se
evalueaza determinantul grafului cu relatia (1.1.4). Existd urmaitoarele bucle
individuale (de ordinul I): xsxsxs, xsUsxexs, x3xuxsUsxexs si xexsxaUsxs. Al doilea
termen din relatia (1.1.4) este suma transmitantelor buclelor de ordinul I si este
egal cu:

D Py=(-1)-b+1-f-et(-1)-c-1-f-d+d-(-1)-(-])- f =
J
=—b+ fe—cfd +df
Exista doar o bucla de ordinul II, adica o pereche de bucle neadiacente: x;xx; si

xsUsxexs. Al treilea termen din relatia (1.1.4) este suma produsului transmitantelor
buclelor perechi neadiacente:

2 P =[(=1)-b] e 1 f]=be.

Nu exista tripleti de bucle neadiacente, adica bucle de ordinul III. Determinantul
grafului de semnal este:

A=1-Y P +> P,=1+b- fet+cfd —df —bef
J J

Pentru calculul numaratorului din formula (1.1.3), se enumereaza caile directe
de la nodul x4 spre nodul sarcind U;: x4xs5U; si x4Us. Nici una din cdi nu are subgraf
neadiacent lor. Se obtine:

I1=c-1=c¢; 4,=1;
=-1; 4,=1I

]—'2 ’
D Tid=c-1
k

Transmitanta globald 7, este:

7. = c—1 _ c—1
2 1+b— fe+cfd —df —bef (I+b)-(1—eﬁ+(c—])-df'
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1.2.7. Analizati sistemul cu schema bloc din Figura 1.7 utilizand teoria grafurilor
de semnal.

a) Trasati graful de semnal al sistemului;
b) Utilizand formula lui Mason determinati functia de transfer a sistemului

H(s)= Y(s)

X(s)

Gy Y(s)

Figura 1.7. Schema bloc a sistemului din problema 1.2.7

Rezolvare:

a) Graful de semnal este desenat in Figura 1.8.

Y(s)

Figura 1.8. GS pentru sistemul din Figura 1.7

b) Se utilizeaza expresiile (1.1.3) si (1.1.4). Graful de semnal contine trei
bucle avand transmitantele: -G;G,H;, -G;G,H, si -G,G;. Primele doud bucle

sunt neadiacente, deci formeaza o bucld de ordinul II. Determinantul grafului
este:

A=1-(-G,G,H, - G;G,H, - G,G3)+| (-G, G, H,)(-G; G, H,) | =

Existad o singura cale de la intrare catre iesire, avand castigul egal cu produsul
G,G,G;3Gy si care nu are nici un subgraf complementar (neadiacent).
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Aplicand formula lui Mason, obtinem:

Y(s) _ G,G,G;Gy

H(s)=
() X(S) ]+G]G2H1+G3G4H2+G2G3+G1G2G3G4H1H2

1.2.8. Un sistem electronic este reprezentat prin graful de semnal din Figura 1.9.
Sa se determine functia de transfer H(s)= Y(s)/X(s) a acestui sistem.

Cs Cus
- - Cus
AR RTINS
o © o o ?
24 C
o 25
N

>

>

Figura 1.9. GS pentru problema 1.2.8
Rezolvare:

Se utilizeaza regula lui Mason. Graful de semnal are 4 bucle de ordinul I, din
care 2 sunt neadiacente. Determinantul grafului este:

C C C;,C
A= J—(%+T43+C44 +C32C43C24j+—32s 4

Graful considerat are 3 cai de la X(s) la Y(s). Functia de transfer are expresia:

C C,,C C
=22 100 ‘(1 —Cy —7;3 j
H(s)= s

A

1.2.9. Deduceti un graf de semnal pentru sistemul discret cu functia de transfer
din (1.2.4).

1+3.521 +3.4527 +0.67527
1-1.7521+1.1652% —0.27273

H(z)= (1.2.4)
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Utilizand formula lui Mason verificati corectitudinea grafului de semnal
obtinut.

Rezolvare:

Se determina zerourile si polii functiei de transfer (1.2.4) si se obtine:

1+15z70 142271 4+0.45:72

H(z)= :
105277 1-1.25271-0.54z72

=H,(z)-H,(z) (1.2.5)

Se alege o arhitecturd in cascada pentru schema bloc (Figura 1.10a), unde
coeficientii au valorile: g;; = 1.5; p;; = 0.5; q21 = 25 q25 = 0.45; py; = 1.25; pyr =
0.54.

Graful de semnal este reprezentat in Figura 1.10.b. Functia de transfer poate fi
calculata ca produs a doud functii de transfer: de la intrare la nodul (2) — functia
H,(z) — si de la nodul (2) la iesire — functia H,(z). Ambele functii de transfer vor fi
calculate cu ajutorul regulii lui Mason.

Xﬂ qi1

X(2) an @ z'

1 bPn

Figura 1.10. a) Schema bloc in cascada a sistemului descris de relatia (1.2.5);
b) Graful de semnal corespunzator
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De la intrare spre nodul (2) exista doud céi directe si o singura bucla. Se obtine:

1+6111271

H(z)= 7
I=pz

(1.2.6)

De la nodul (2) spre iesire exista trei cai directe (2,7,Y; 2,7,3,6,Y si 2,7,3,4,6,Y)
si doud bucle simple (2,7,3,5,2 si 2,7,3,4,5,2). Se obtine:

-1 =2
_1tgyz tqyz

H, -1 )
1=pyz " =Pz

(1.2.7)

Corectitudinea se verificd multiplicand relatiile (1.2.6) si (1.2.7) ce rezultd din
graful de semnal (Figura 1.10b).

1.2.10. Sa se traseze graful de semnal pentru circuitul din Figura 1.11 si s se

determine raportul 4, = %

oYY +—0
% _)
L c, I C
2 4
U, Z. U,
R, R4
Figura 1.11 Circuit pasiv
Rezolvare:
Notam:
Zy=sL;; Y :if Z; :LJFRZI Y, :ii
Z] SC2 Zz
Zy=sL;; Y; _ L. Z, =L+R4,- Y, =i;YS -1
Z; sC, Z, Zg

Metoda 1: Pentru circuitul din Figura 1.11 se scriu teoremele lui Kirchhoff:
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U =Z,-1)+Z,-(1, - 15)

Se transcriu ecuatiile sub forma:

13:(1+ﬁ]-1]—i-U,
ZZ ZZ
V4
ZZ ZZ
_ 24z
2 Z4+ZS 3

Conform sistemului (1.2.8) se obtine graful de semnal din Figura 1.12a. Prin
eliminarea nodului /; se obtine graful din Figura 1.12b. Se elimina bucla proprie si
se obtine graful din Figura 1.12c, unde :

e L | 4
T, [HZZJ (HZZJ (1.2.9)

In continuare se elimind nodul /; (Figura 1.12c), apoi bucla proprie (Figura
1.12d). Prin aplicarea formulei lui Mason pentru graful de semnal din Figura 1.12a
se obtine:

1 7,7,
4y -2 Z,(1-T)) Z,+Z,
U, ,_1.(]+Zz].z42s
Zy-(1-T;) Zy) Lyt 2

Se inlocuieste 7; din (1.2.9) si se obtine:
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B S I TR 272
Zy(1-T;) Zy) ZytZ

-1
ZZ
U, I3L+I_1J U, U -1 Z,Z U,
Z,(1-T) Z,+7Z
77 (1-T,) Z,+Z
Z4+Zs
a) d)

Z4Zs

C) Z4 +Zs

Figura 1.12. Graful de semnal corespunzator rezolvarii
circuitului din Figura 1.11

1 7,2,

ZZ Z4 +Zs

Ay =
1- ]+é . ]+é L ]+é L Lats
Z, Z,) Z, Z,) Zy+Z;




Capitolul 1 — Grafuri de Semnal 23

Metoda 2: Se rezolva circuitul prin metoda potentialelor la noduri, unde
admitantele proprii nodurilor (A) si (2) sunt:

Yy =Y+t +Y; Yo, =Y+Y,+Y;.

Se obtine astfel graful din Figura 1.12e. Conform regulii lui Mason din graful de
semnal (Figura 1.12¢) se obtine:

R/REE

4, = Yiu Yoo _ Y)Y;

R A A A R A A R A R AR SRS AR AR
Yy Yo

iar dupa inlocuirea admitantelor Y; se obtine rezultatul final al problemei:

(CyRys+1)-(CyRys+1)-Zg

Ay = 7 3 2
ay-s +a3‘s +a2's +a]'S+ao

ay = C2C4L1L3R4 + C2C4L]L3ZS;

az = C2L1L3 + C2C4L1R2R4 + C2C4L3R2R4 + C2C4L1R22S +

ay = CoL,Ry +Cy L3Ry + C,L,R, + CyLyR, +CoL, Zs +CyL, Zg +
+C,LyZs +CoC,RR, Z;

ap="Zsg

1.2.11. Se considera circuitul unui stabilizator cu element de reglare paralel
(Figura 1.13a). Se cunosc valorile rezistentelor R;, R,, R, r, parametrii
hibrizi ai tranzistorului rgg, £ (sau 4., h;,.), $i rezistenta diodei Zener R..
a) Sa se traseze graful de semnal al curentilor de bucla;
b) Sa se determine pe baza grafului de semnal admitanta de transfer
Yo=IyE.
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Figura 1.13 a) Stabilizator de tensiune cu element de reglare paralel;
b) schema echivalenta si curentii de bucla asociati

Rezolvare:

a) Se considera schema echivalentd a circuitului in Figura 1.13b. Deoarece
exista 6 laturi si 4 noduri se considera trei curenti de bucla (6-4+1) I,;, I,
I3 potrivit celor 3 bucle din circuit. Curentul /,; este dat de o sursa de
curent comandata si este egal cu S, unde curentul de baza I este egal cu
1Iy. Ecuatiile circuitului se scriu sub urmatoarea forma:

Zidy Y20y Y2303 = By
Zylp t Zyylyy + Zy31y3 = Ey) (1.2.10)
Iy = By,

unde impedantele si tensiunile electromotoare ale buclelor sunt:
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Zyy =R, +rpg;

Z;,=2,=-R,
Z13=25=0
Eb] :E,' Eb2 :0

Se transcrie sistemul (1.2.10) sub forma (1.2.11) si se obtine graful de semnal
din Figura 1.14.

V4
Iy, ——Z—Mlbz +ZLE
11 11
I, =—%Ib1 (1.2.11)
22
Iy = Bl
3
1 Z,

N

12

ZII
Figura 1.14. GS asociat schemei echivalente din Figura 1.13b

. . 1 .
b) Se observa ca [, = I,;. Admitanta de transfer ¥, :EO se poate determina cu

ajutorul formulei lui Mason aplicate grafului de semnal din Figura 1.14:

1.(_212].ﬂ

Zin \ 2y _ bR,

]_(_Z”J'(_ZHJ rgp -(r TR+ R +Ry))+ Ry -(r+R,+R,)
Z5 Zy

Y0:
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1.2.12. Pentru circuitul din Figura 1.15 sa se determine graful de semnal in baza

. o . o Vy s .
potentiale la noduri si functia de circuit 7, =72 utilizdnd regula lui
1

Mason.
R 3) R
2C
H' I *«—-o0
Vv
! ( C @ ¢ ) .
R/2
Figura 1.15. Circuit in dublu T
Rezolvare:

Se aplica teorema lui Millman 1n nodurile circuitului si se obtin relatiile:

I 2G+2sC
V., + .

4:M (1.2.12)
2G+2sC

v,=—2 3 =4
G+sC

unde G = é . Din sistemul (1.2.12) se poate trasa graful in baza potentiale la noduri

(Figura 1.16), unde s-au folosit notatiile:

G 1
t1:t2: =
2G+2sC 2+ 2sRC
sC sSRC
t;=t,= =
2G+2sC 2+ 2sRC
b G _ 1 = sC _ SRC
> G+sC I+sRC’ ° G+sC 1+sRC
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Figura 1.16. GS in baza potentiale la noduri pentru
circuitul din Figura 1.15.

Aplicand regula lui Mason grafului din Figura 1.16 se obtine:

V, _ s +ists
Vi 1=[tyts +i4]

Inlocuind transmitantele cu expresiile de mai sus se obtine pentru 77;:

2 1
J’_
T s*RC? +1 _ s R2C? _ s? +a)02
2 $R2C? 4 4RCs+1 52+is+ 1 s? +4awys + o’

1
unde @, = C este frecventa naturala (de rezonanta).

1.2.13. Se considera circuitele din Figura 1.17a si b.
a) Sa se determine GS in baza potentiale la noduri si factorul de
amplificare in tensiune;
b) Cum se modificd GS daca se conecteaza n+/ celule (Figura 1.17a) in
cascada?
G

o —I . o

Cl Cl
il * o o il
U, R, ) U, U1< R, R, U,
a)

b)
Figura 1.17 a) Celula RC; b) Doua celule RC 1n cascada
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Rezolvare:

a) Se considera circuitul din Figura 1.17a. Se aplica teorema lui Millman
pentru nodul Us:

SCI'UI 2[1

.U1
SC1+G2

5=

unde G, :Ri’ 4 =%
2 1

Aceasta relatie este reprezentatd de graful de semnal din Figura 1.18a.

U, 4 U, t t
r—> e
U1 U2 U3

a) by &

Figura 1.18. a) GS pentru celula RC; b) GS
pentru doud celule RC cascadate

Se considera doua celule RC in cascada (Figura 3.17b).

_SC]U] +SC3U3
=L "33
sC;+sC; +G
o (1.2.13)
_ sGU,
7 sCy+G,
Notam: Y; =5-(C; +C;)+G,, ¥, =5C; +Gy, 1 :SCI, ) :SC3, 13 - 5C :
Y Y Y,
Sistemul (1.2.13) devine:
U,=t,-U;+¢t,-U 1t
2T Uy Ul (1.2.14)

GS in baza potentiale la noduri descris de sistemul (1.2.14) este reprezentat in
Figura 1.18b.
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b) Daca avem mai multe celule in cascadi, ecuatiile circuitului scrise cu
teorema lui Millman sunt:

_sCU, +sC3U;
- sC, +5C5+ G,
_sCU, +5Cs5U,
I sC, +sCs + G,

b
SCoi Ui +5C5Ujs5

i=ln—1 (1.2.15)

Uiy =
SChi_y +5C4, TGy
H
i
i
|
— SCnUn
Un+] - C +G
sCy n+l

Graful de semnal in baza potentiale la noduri descris de sistemul (1.2.15) este
desenat in Figura 1.19.

to t2i42 Usny et
; Un+1
U3 t5 U4 t t21+l l t21+3

Figura 1.19. GS in baza potentiale la noduri pentru n+/
celule RC legate in cascada

1.2.14. Se considera circuitul cu amplificator operational (40) ideal din Figura
1.20.
a) Sa se traseze graful de semnal in baza potentiale la noduri,
b) Utilizind regula lui Mason sd se determine factorul de

amplificare V,,/V; .
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G

Ri | Rag)

Vi
( (1) oy,
¢ )

Figura 1.20. Filtru activ Sallen-Key
Rezolvare:

a) Se scriu ecuatiile circuitului in baza potentiale la noduri (1.2.16).
Amplificatorul operational este conectat ca repetor neinversor.

11
=Ry Ry oGy
11 11 11
1
v=_ R\ (1.2.16)
1
—+5sC,
R,
Vo=V,

1 . < .

unde Yy, = —+R— +sC, . Conform acestor ecuatii se traseazd graful de semnal din
1 M2

Figura 1.21.

Figura 1.21. Graful de semnal corespunzator circuitului din Figura 1.20
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b) in graful din Figura 1.21 se observa ca sunt 2 bucle de ordinul I si o cale de
la V;1a V. In aceste conditii factorul de amplificare este egal cu:

1 1

: 1
V, R)Y,, I+sC,R
T(s)=-L = 1111 215 _
(S)Vlj_].l_ﬁ.l
R)Yy 1+sCyR, Y 1+sCR,
1

1+5C, (R, + R, ) +5°C,C,R,R,

1.2.15. Se da circuitul din Figura 1.22.

R,
WV
R,
o a\\% _
U; Q AO —o
— + ) U
R C -
AW\ {—

I
Figura 1.22. Circuit activ cu punte Wien

a) Sa se determine graful de semnal in baza potentiale la noduri si sa se
deducd functia de circuit U,/U; cu regula lui Mason, considerand

AQO ideal;
b) Cum se modifica graful si functia de circuit U,/U; de la punctul a)

daca amplificatorul este real?
Rezolvare:

a) Se aplicd teorema lui Millman in nodurile circuitului si se obtine sistemul:



32 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de probleme

1
A
V+: sC G ‘UOZ SCZG 'U()
SCHG 1 : (sC+G)’ +5CG
4+
sC G
-~ GU+GyU,
G, +G,
Vi=v" (40 ideal)

Pentru a desena graful de semnal, sistemul este rescris astfel:

_S'CT+35CG+ G

U, v
sCG
V= G, .UH-L.UO
G, +G, G, +G,
vt=v-
Graful de semnal este reprezentat in Figura 1.23.
G s’C’ +3sCG+G’
: s§& TRLTY
G, +G, - . sCG
\Y \%
GZ
GI + GZ

Figura 1.23. GS pentru circuitul din Figura 1.22 avand 40 ideal

Cu regula lui Mason se obtine functia de circuit ceruta:
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G, s°C?+35CG+G?

Uy_ G +G, sCG
Ui, G s°C?+35CG+G’
G, +G, sCG
u, k(s’C7+3scG+67) 52 + 305 + @)
Uy §°C?P+sCG-(2-k)+G° s +(2-k)aoys + oy’

R . . 1
unde k==2 este factorul de amplificare, iar w,=—— frecventa la care
R, RC

amplificarea este maxima.

b) Pentru AO real sistemul se scrie:

n sCG
P 7 Up
s°C*+3sCG+G
yr=—G_y+ @ U,

b

G,+G, ' G, +G,

Uy=A4-(V' -=V") (AOreal)

G, —A
U G+G m
i 1 Ny 2 v V+ R ) Us
v\yscc

G, s°C* +3sCG+G’
G, +G,

Figura 1.24. GS pentru circuitul din Figura 1.22 cu 4O real

Graful de semnal este reprezentat in Figura 1.24. Functia de transfer in acest caz
(AO real) este:
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— . G1
Yo _ G, +G,
U 4-5CG . 4G,
s°C? +3sCG+G° G, +G,
Uy _ I+k+4 RC _R’C?
U 2, 1 305h+4-2-k 1

RC 1+k+4 R2C?

Se observa cd, punand conditia ca 4O sa fie ideal (4—>0) se obtine functia de
transfer de la punctul a).

1.2.16. Pentru circuitul din Figura 1.25a se cere:
a) Graful de semnal in baza potentialelor la noduri si functia de circuit

4] utilizind regula lui Mason; particularizati  pentru
g
Z]=L,ZZ=R,Z3=L.
S C1 S C2
b) Graful de semnal In bazd mixtd si determinarea functiei de circuit
Uzs ‘
Ig
Hn 2z
1 b - t t
1 A%
Ig — V,
Iy Z, Zs Uz _\_ ;
t
(3) 3
a) b)

Figura 1.25. a) Circuit pasiv in /7; b) Graful de semnal in baza
potentiale la noduri

Rezolvare:

a) Se aplica teorema lui Millman in nodurile circuitului si se obtine:
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I,+Y,-V.
V1: gY+2Y 2
L2 (1.2.17)
ZZYZ'VI
ERRE

unde Y, :ZL’ i=1,3. Din sistemul (1.2.17) se obtine GS din Figura 1.25b, in care
i
s-au notat transmitantele laturilor cu:

i Y, Y,
,t2: ,t3: .
Ny, Y+Y, ERRE

=

Cu regula lui Mason se determina functia de circuit ceruta.

Vot Y,
Iy 1=ty YV, VY3 + 1)
Pentru Z, =L, Z,=R Z; _ L se obtine functia de circuit:
sC;y SC2
1
Y 1 _ C,C,R
5 .
]g S C]C2R+S‘(C1+C2) g- s+i. i-}-i
R\C, G,

b) Se intocmeste graful topologic liniar orientat (GLO — Figura 1.26a) pentru
circuitul din Figura 1.25a si se alege un arbore (vezi Capitolul 3). Se
exprima tensiunile pe coarde in functie de cele de pe ramuri:

UZIZU22 +Uz3 (1218)

Se exprima curentii de ramura in functie de cele de pe coarde:

2= le 1z (12.19)
L=l;=1,~1I,
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O Y o

Figura 1.26. a) GLO pentru circuitul din Figura 1.25a;
b) GS cu marimile de baza marcate

Se pun fata in fata grafurile obtinute din (1.2.18), (1.2.19); se unesc nodurile U
cu cele / expriménd legea lui Ohm pe laturi si se obtine graful din Figura 1.26b.
Marimile incercuite din graf reprezintd marimile de baza; celelalte marimi se
elimina prin metode elementare de reducere a grafului obtinand graful de semnal in
baza mixta (Figura 1.27).

Y, -Z;
L Q ﬁ'
Z,

Figura 1.27. Graful de semnal in baza mixta

Utilizand formula lui Mason, din acest GS se obtine functia de circuit:

Uz, _Zs (I Z,Y)-2,23Y, 7,7,

1, 1-(-2,Y,-Z5Y)) Z,+Z,+7;

. 1 1 .
Pentru cazul particular Z; =——, Z, = R, Z; =—— se obtine:
sC,; sC,
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1.2.17. Fie circuitul din Figura 1.28a.

Z,
AWV &
Zl Z3 3 ZS
2o s |, . m
z O
() , v, 4
El Z4 ; Zﬁ
te
a) b)

Figura 1.28. Circuit in T podit si GS asociat

a) Sa se reprezinte graful de semnal in baza potentiale la noduri si sa se

. . . 14
determine functia amplificare 4;; = E—4 ;
1
b) Sa se reprezinte graful de semnal in bazd mixta si sd se determine
functia amplificare A;
¢) Cum se modifica graful de la punctul b) daca la iesire se conecteaza un

generator de curent /,?

Rezolvare:
a) Se aplicd teorema lui Millman in nodurile circuitului si se obtin relatiile:

V2=Y1'E1+Y3‘V3+Y2‘V4
Y, +Y,+Y;
y, =Yoot Y5y L v-Li-Ts (1220)
;+Y,+Y; Z
Y, +Y;+Y;

Din sistemul (1.2.20) se obtine graful de semnal din Figura 1.28b, unde
transmitantele laturilor sunt:

Y Y Y, Y
l‘]= ,t2: ,l3= ,l4=
Y, +Y,+Y; Y, +Y,+Y; Y +Y,+Y; Y;+Y,+Y;5
Y. Y. Y. ’
t ol ts 2 t ol

A N A A A A A A7
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Cu ajutorul regulii lui Mason se determina functia de amplificare in tensiune:

Vi tlstttd,
B Tty L O R L s (50 40)
(YY) (G4 ) 4 Y [ KXy + Y (Y +0) [+ Yo [ KX + Y (Y +Xp) +

1Y, +2%+%;) |

b) Graful topologic liniar orientat al circuitului este dat in Figura 1.29.
2

o

4
Figura 1.29. GLO pentru circuitul din Figura 1.28a

Se exprima tensiunile pe coarde in functie de cele de pe ramuri:

U,=U;tUs
U,=-U,-U;
Usg=-U,-U;-Us

Se exprima curentii de ramura functie de cei prin coarde:

I, =1,+1
Is=15-1,

Similar rezolvarii problemei 1.2.16 se determina graful din Figura 1.30a.
Marimile incercuite reprezintd marimile de baza, celelalte marimi se elimind prin
metode elementare de reducere a grafului obtinand graful de semnal in baza mixta

din Figura 1.30b.
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Graful de semnal in bazd mixta (Figura 1.30b) are urmatoarele bucle:

Simple: u,LU, LU, ULU; LU, UslUs, UslsUs, UlsU;, UlUsLU, (pe
calea _Y6), [6U114U3[6 (pe calea Z[), U115U512U3I4U1 (pe calea —Yg), 15U1[4U312U5[6
(pe calea Z));

duble: U1[4U1 Sl U3[2U3, U1[4U1 Sl 12U5[2, U114U1 sl U515U5, [4U314 Sl 12U5,14U3[2
si UslsUs, UsLLU; s1 UslsUs, UslsUs i LUsL, UslsUs i UL,Uy, UldsU; $11,U 5L,
UilsU; $1 UsL,Us, U lsU, $1 LU,

triple: U,L,U, Sl UzLLU; Sl UslsUs, UslsUs sl LUl Sl U, LU, UllsU, sl LUl Sl
I4U3[4 $1 12U5[2.

-1

b) 7,

Figura 1.30. a) Graful de semnal cu nodurile din baza marcate; b) Graful de
semnal in bazd mixtd pentru circuitul din Figura 1.28a

Suma transmitantelor buclelor simple este:
S Py =2 = ZY, = Z3Yy ~ ZsYy — ZsYs — Z)Yy ~ Zy¥y +2- Z)Z3Y, Y, +
J
+2-2325V)Y = 22,2255, X

Suma transmitantelor buclelor duble este:
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2P =ZiZY + )25y, + 21 Z5Y Yy + Z3ZsYoY, + Z3Z5Y Y +
J

VL3 Lo + L3 25Vo Y + 2, 23Y Y + 2, 23Y, Y + 2,231, X5 +
+2,Z5Y)Y,

Suma transmitantelor buclelor triple este:

ijs ==3-2,Z;ZsV,Y, Y
J

Ciile directe sunt: E;U;l;, E,U L U;ls si E,UL,U;LUslg. Transmitantele cailor
directe sunt:
Ty =Y. Ty ==Y,Z3Y,. Ty =Y,Z,0,Zs¥,.

Aplicand regula lui Mason se obtine functia de circuit ceruta (1.2.21).

E 1-T + Laupie =T

simple riple

(1.2.21)

unde A, =1-[-Y,Z;-Y,Z;-Y,Z5|+Y,Z;Z5Y,, Ay =1-[-ZsY,], A; =1 sunt
determinantii subgrafului neadiacente cailor 7;, 75 si 7.

¢) In cazul in care se conecteazd o sursa de curent /, la iesire obtinem circuitul
din Figura 1.31, iar sistemul scris pentru curenti se completeaza cu ecuatia:

Is=1,
Z,
WV

Z, Z; Zs
AM—4—AWW\

<

E, 27 - FASIE

Figura 1.31. Circuit in 7 podit cu doud surse
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care duce la completarea graful de semnal cu o laturd dinspre nodul notat /, spre
nodul /4 cu transmitanta /, restul grafului riméane nemodificat.

Figura 1.32. GS in bazad mixta pentru circuitul din Figura 1.31

1.2.18. Se considera circuitul din Figura 1.33. Sa se reprezinte graful de semnal in
baza potentiale la noduri si utilizand regula lui Mason sa se determine

Ury (s) " I (s)

Vi(s) " Vils)

functiile de circuit

L
R,
R R; 1
V, V2 2 \E > V4
e(t) :[ C Ry

Figura 1.33. Circuitul pentru problema 1.2.18

Rezolvare:

Se aplica teorema lui Millman in nodurile circuitului si se obtine sistemul:
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vV, = sL
? 1
G, +Gy+—
1 2 sL
y,=—2 27734
G, +G; +sC
1
—Vy+Gs T
vV :SL
o
—+G;+G
sL 3 4

Din acest sistem se obtine graful de semnal din Figura 1.34.

1
SLY22

G

Vi T Vzm\h
G
G2 73
% \r., Y33 G
Y5 . Yy

\E
Figura 1.34. GS in baza potentiale la noduri pentru circuitul din Figura 1.33
Admitantele proprii nodurilor sunt:

Q=Q+@+%,&=@+Q+M,%=Q+@+% (1.2.22)
S S

Se determina functiile de circuit cerute:

G G,G,G;
Up (S)= SL-Yp¥yy  Yor¥33%y

! : : (1.2.23)
Vi(s) / 1 LG Gy, GG J
| 2,2
STL-Yy0Y,, Yoliy YiYy, SL-Y5,Y33Y,,
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L PO
L\S) _ sL _ L raS) F4S
ne) T ) s [Vm ms)] (1229

Se observa ca in GS (Figura 1.34) nu apar curenti ca noduri ci doar potentiale la
noduri. In acest caz, pentru a determina raportul dintre un curent si un potential se
determind, mai intai, raportul intre cele doua potentiale de interes, apoi, se aplica
legea Iui Ohm pe componenta consideratd marime de iesire (L). Adica, raportul
dintre doua potentiale de interes se imparte cu impedanta componentei (sau a
laturii) de interes.

G
V.
;ES;= 2Y22 - (1.2.25)
N
i . 221 LG G, GG
STL Yy Yolss Yas¥y SL-Y5,Y35Yy,

Al doilea raport din (1.2.24) este tocmai raportul (1.2.23). Prin urmare, pentru a
obtine /,(s)/V;(s) se scad expresiile (1.2.25) si (1.2.23), iar rezultatul se imparte cu
sL.

1.{@_( G, GGG, ﬂ
1,(s) _ sL | Yo, \SL-YpXy,  Ypo¥35Y,
I G | G _, GG J

10 (1.2.26)
s
! 1= —— + + +2-

STL YooYy, Yoolzy Yi¥y, o sLeYpr¥is¥y,

1.3. Probleme propuse

1.3.1. Intocmiti graful de semnal care reprezinti sistemul de ecuatii algebrice
A-X=B-Y ,unde A si B sunt:

22 0 0 -1 0

0 1 -1 0 2 0
A= ; B=

0 3 -1 0 0 -1

0 0 3 1 0 -2

Solutie: Vezi Figura 1.35a.
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1.3.2. Pentru graful de semnal din Figura 1.35b, calculati determinantul si solutia
partiala x,.

Solutie:
A==1,x,==2y; =y,

1.3.3. Pentru graful de semnal din Figura 1.35c¢, calculati determinantul si solutia
partiala x;.

Solutie:

A==2,x,=y;+Y,

X1
Y1

Y2
X2

a) b)

Figura 1.35. a) Solutia problemei 1.3.1; b) Solutia problemei 1.3.2; c¢) Solutia
problemei 1.3.3

1.3.4. Pentru graful de semnal din Figura 1.36,
calculati determinantul si solutia partiala
X4.

Solutie:

Figura 1.36. GS pentru
problema 1.3.4

1.3.5. Determinati functia de transfer a sistemului cu GS din Figura 1.37.
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W Yy ™

X(s) 1 A C Y(s)

E D

Figura 1.37. GS pentru problema 1.3.5

¥(s) _ ABC+F-(1-BD)

Solutie: H(s)=
X(s) 1-(BD+ ABE)

1.3.6. Determinati functia de transfer a sistemului din Figura 1.38.

X(s) 1/(s+2) ~ 1 Y(s)

)
j/ 1/(s+1) T

Figura 1.38. Schema bloc a unui sistem analogic

1/(s+3)

Solutie:
Ys) _ 2s° +8s+7

g G )62 (1 3)

1.3.7. Determinati functiile de transfer ale sistemului din Figura 1.39 utilizand
regula lui Mason. Se vor considera ca iesiri ale sistemului: Y;(s), Y»(s),

Y3(S).

Ya(s)
Y(s) <

X(s) T 1/(s+a) 1/(sta) B-aA Y.(s)
‘)? : > > > -+

b

Yy &

Figura 1.39. Schema bloc a unui sistem analogic
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Solutie:

Yi(s) _ a-s+a’—ad+B

)= X(s)  s?+2as+a’—b
_ YZ(S): s+a
) XGs) s°+2as+d’—b
2
Hy= B0 (5+a)

X(s) s?+2as+a’-b

1.3.8. Se considera graful de semnal din Figura 1.40. S& se determine
transmitanta globald intre nodurile V; si Vs, folosind regula lui Mason.

Figura 1.40. GS pentru problema 1.3.8

Solutie: In graf sunt 6 bucle simple si 2 bucle duble, respectiv 6 cii de la nodul
V. lanodul Vs.

A=]—(bc+de+fg+jk+fdbj+cegk)+(bc-fg+de-lg’)

Tjs =$=é[aceg+heg+ig(1—bc)+aj(1—ed)+hbj+idbj]
1

1.3.9. Se considera circuitul din Figura 1.33 (Problema 1.2.18) Sa se determine

Vs(s)

functia de circuit J

i(s)

utilizand regula lui Mason.

Solutie:
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GG, GG
V3(S): Vyo¥s5  sL-Y,¥35Yy,
Vi(s) 1_[ 1,6 G, GG, j
LYY, Yo Yi¥y SL-Yy,Y35Y,,

1.3.10. Se considera circuitul din Figura 1.41.

a)

b)

Sa se traseze graful de semnal si sd se determine functiile de circuit

Urs (s) Ip, (s)
si

Vils) — Vi(s)

Cum se modifica graful de semnal de la punctul a) daci se inlocuieste

sursa ideald de tensiune cu o sursd ideald de curent j(?). Sd se

J(s)

utilizand regula lui Mason.

determine, 1n acest caz, functia de circuit

R,
ANV
4 Vs
Cy, G
e(t) R, R,

Figura 1.41 Circuitul pentru problema 1.3.10

G
Vl Y33 V3
5Cy
sC 122 sC,
Y22 Y33
a) Va

Figura 1.42. Grafuri de semnal rezultate
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G, , °C,C,

U Rs () — g Y22Y33
Vl(S) 1— 52C22
Y2233

) 1 1 1
S°+s- + +
Ug,(5) _ RiC; RC,) RR,C,C,
V.
o e (1,1 1 1 1) R+R
RlCl RlCZ R2C1 R3Cl R3C2 Rl R2 R3C1C2

V5(s) sCy , SGG,

IRz (S)_ R, 1 . Yoo Y2533
Vi) EG) R, s%C)

Yo2Y33
b)
Yi1=SC,+Gy, Yoy =5-(Cy+C,)+ Gy, Yag =Gy +Gs +5C,
Vzi(s) sCy + sG,C,
IR, (&) _ R, _ 1 YiiYoo  Y11Y22Y33

- “h 2 2~ 2 24 2 2
) ) R 1_( G’ ,°C’ $CP LG clczj
Yi1Yss  Y11Y2p  YaoYas Y11Y25Y33

1.3.11. Se considera filtrul opreste-bandda din Figura 1.43. Se considera

amplificatoarele operationale ideale.
a) Sase traseze graful de semnal;
b) Sa se determine functia de transfer V,/V;.

R,

Rl L1}
v + R4 Rs

o AO; . rM
- C T -—

Figura 1.43 Filtru opreste-banda pentru problema 1.3.11
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Solutie:
a)
Vo
Figura 1.44 GS pentru circuitul din Figura 1.43
b)
H(s) = Vo(s) _ b 'I:l_(t4t6 +1slg )}Ltzts (1-tstg)
Vi(s) 1—(tyts +1tstg)
_ G G+G, . _ G sC, Gs
tl———,tzz ,t3— ,t4: 't5:
G, G, G3+sC; G3+sC; Gs +sC;
t6 = SCl ’ t7 = SCZ ’ t8 = GS ’ G| :i’ IZE
Gy +sC; G, +Gg +sC, G, +Gg +sC, R;

1.3.12. Se considerd circuitul cu amplificatoare operationale ideale din Figura

1.45.
a) Sa se traseze graful de semnal,
b) Sa se determine functia de transfer Vo/V;.

2R

; %R

[
>
e

- ¥e
=]
+

AO, —0

—it——p
@]

Figura 1.45. Circuit activ cu retea Wien
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Solutie:
a)
X
1-x 1 3 t 1 1
Vi 2 Vio Vg Vaiovy Vg
Figura 1.46. GS pentru circuitul din Figura 1.45
I—x
3-——s=
V(s
b) H(S): 0(): - RC 7
Vi) o2 g d-x 1

1.3.13. Determinati graful de semnal pentru functiile de transfer H(z) date mai jos
Utilizand regula lui Mason verificati H(z).

1—1.4z7"427
a) H(z)= —~ —
1+1.5z27"+0.75z
4 1.3.1
0.0018-(]+sz) (1.3.1)

(1 15271 +0.85272 )(1 15271 +0.65272 )

b) H(z) =

Solutie: Vezi problema 1.2.9.

1.3.14. Se considera sistemul discret in timp din Figura 1.47.
a) Trasati graful de semnal al acestui sistem;
b) Determinati functia de transfer a sistemului.

X(z) 7t z! Y(2)
¥ ——(— +
az T )

Figura 1.47. Sistem discret in timp
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Solutie:

a
a) >

Y(2)
Figura 1.48. GS pentru sistemul din Figura 1.47
-1, -2
- +

b) H(Z): a;,—a;a,z z

1- azz_] + aza32_2

1.3.15. Sa se construiasca graful de semnal corespunzator circuitului electronic din
Figura 1.49a. Utilizadnd acest graf sa se calculeze curentul /). Se cunosc
valorile rezistoarelor circuitului (Ry;, Rpy, Re, Rc), parametrii tranzistorului

(B, Csg, 75 si m)-

N @)
C
YWNV—O +V
R

é Rbl . Ib v IO
< T . (1) > >gmUBE

M I, Rp> 2 Ugg C/ é Rp g Rc

RbZ RE D
a) b)

Figura 1.49. a) Circuitul pentru problema 1.3.15; b) schema echivalenta

Solutie: Se aplica teorema lui Millman:
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Gb] 'VZ +(1+SCBE]'V3
"BE

V]:

Gy, + Gy, +7] +5Cpg
TBE
v, = Gy Vi —8nUse
2
Gy +Gp tGe

1
[J"SCBEJ'VI +2.Usp

"BE
V; = 7
—+ SCBE + GE
"BE
v, Figura 1.50. GS pentru circuitul

Upg =V,-V3, 1 :R_ din Figura 1.49a
D
1

guUpe =P-1,=p- r_+SCBE Upg
BE

I, tyt; (1—tyt5) + 1415158,

Upe  1=(t)t; +t,—ts +tots —tstyts +ttsty ) +tstots —titsty
1.3.16. Se considera oscilatorul din Figura 1.51a.
a) Sa se traseze graful de semnal;

b) Sa se determine impedanta de transfer Z, = %
3

Solutie:

a) Se aplica teorema curentilor ciclici (curentii de bucla):

(Z)+Zy+sLy) Iy =Zy - Tyy =M - L3 =Upp = iy

L,=03-1,=1I
b2 =B 1y = Z=r,+(R/||R,||C)

1 1 5
SC2 SC2

SC2U2 :Ib2 +Ib3 :UZ
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R,
AV 0 +V.

L L) Llr . J. v,

G

—i—

UBE

Figura 1.52. GS pentru circuitul din Figura 1.51a
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b)
1

1
L (1-B- P
U, Gy (I=B-t;)+ Bt sC

Iy 1=(Bty+t5-t,+ B t515)

0:

1.3.17. Circuitele din Figura 1.53 sunt conectate intre o sursa cu rezistenta R, si 0
sarcind R;. Sd se determine functiile de transfer U,(s)/U,(s), utilizand
regula lui Mason.

Solutie:

GS pentru fiecare circuit este dat in Figura 1.54.

2
1 MW\
: O 0—{; 1 1 +—O

o

a) b)

Figura 1.54. GS pentru circuitele din Figura 1.54

R

5- s
2R, R, +R, +R
Pentru circuitul din Figura 1.53a: Y (S) _ s R
U,(s)  1-t5t; (R, +1)-(R, +1)
+

Ry (R, +1)+R (R, +1)
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o - U, (s ttyts +1;t
Pentru circuitul din Figura 1.53b: 2 ( ) = 1476 " 177
U;(s)  1=(t5t; + 1515 + 138, + 15150, + 158,85 )

1.3.18. Sa se determine amplificarea in curent /5(s)/I;(s) pentru circuitul din Figura
1.55a (conexiune Darlington) utilizand regula lui Mason.

Solutie: Se utilizeaza parametrii hibrizi ai tranzistorului (vezi Capitolul 4
relatia 4.1.5):

(1) _ (1) 7(1) (Dy(1) (2) _ 3(2)7(2) (2)1(2)
T {VI =l 1 +hyy'V, ) {VI =l ™+ hyy Y,

1 1)4(1 DiA(1) 2 2)(2 2)1-(2
N U R s

12(2)

2
N h22( )

V2(2)

M 1

[}
V1 V2
b)

Figura 1.55. Conexiunea Darlington si GS asociat
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1 =1,
L=1"+1%

{Vz —y(V 4y
12 =1V 4 1)

v,=v{%

GS este dat In Figura 1.55b din care rezultd amplificarea in curent:

(1) (2) (1) 3(2)
I, Ry +hy +hy by p . p(2)
7o 7 NG TECY!
i

1.3.19. Pentru circuitul din Figura 1.56a sa se determine raportul V(s)/E(s)
utilizand regula lui Mason. Tranzistorul este descris de formalismul H.

ts
b ts [, to
*—> ! > 2 >—e Vs
t
t3 Yt ! ts A to
t
< <« V
V1 Vz t11
b)
Figura 1.56. a) Circuit cu tranzistor, b) GS rezultat
Solutie:
Vi=rge I +u-V, R,
]Zzﬂ.]I_FL.VZ > V2:Vcc_12'(Re+Rs)_ReII
g V.=R, I,

ﬂ'Rs
’”BE+Re‘(]+,3)

V
~(0) —~) > L~
a E
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1.3.20. Pentru graful de semnal din Figura 1.57a, determinati transmitanta globala
intre nodurile V; si V.

Solutie: A=]—(dc+ef+gh+ech+dfg), T, = -(af+bh+ach+bdf)

I
A

1.3.21. Pentru graful de semnal din Figura 1.57b, determinati transmitanta globala
intre nodurile V; si V3.

Solutie: A=1—(de+gh+ fdh), Ty, =—-(cde+bdh+ah)

C
Vi ‘ Vi V;
v

V3 V4
a) b)
Figura 1.57. GS pentru problemele 1.3.20, 1.3.21

!z
4




2. Analiza stabilitatii sistemelor

2.1.  Consideratii teoretice

Cauzalitate: un sistem se numeste cauzal daca iesirea sa depinde numai de
valorile prezente si trecute ale intrarii. Dacad y(?) este iesirea, atunci y(¢) depinde
numai de intrarea x(?) pentru ¢ > ¢ (¢, > 0). Prin urmare, un sistem cauzal nu poate
anticipa intrarile viitoare.

Réaspunsul la impuls: reprezintd iesirea y(?) a sistemului atunci cand intrarea
este functia impuls Dirac x(t) = &) in conditii initiale nule.

Stabilitate:

e un sistem este asimptotic stabil daca orice intrare marginita produce o
iegire marginita.

e un sistem este asimptotic stabil cand raspunsul la impuls Dirac tinde la
zero pe masura ce timpul tinde la infinit.

O conditie necesara si suficientd de stabilitate pentru sisteme analogice liniare
este ca partea reald a rddacinilor ecuatiei caracteristice a sistemului sa fie negativa.
Echivalent, radacinile ecuatiei caracteristice sa fie situate in semiplanul stang al
planului s. Daca sistemul are radacini pur imaginare simple se spune ca acesta este
la limita de stabilitate (neasimptotic stabil).

2.1.1.  Criterii algebrice de stabilitate

Criteriul lui Routh
Se aplica polinomului caracteristic de forma:

O(s)=a,s" +a, ;s" "'+ ..+ a;s+a,. (2.1.1)
Criteriul este aplicat prin intermediul tabloului lui Routh, definit astfel:
n a, Ay, dyy
Sp-1 | Qn-1 Qp3 Gys

¢ % C3

unde a,, a,.;, ....ay sunt coeficientii polinomului caracteristic, iar b,, c;, ... sunt:
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b, = a, 14y > —a,a, 3 b, = A, 10y_4 —a,a,_ s

1= , Uy = yeee
ay-1 a1

_ bja, 5 —a, ;b cr = bja, s —a, ;bs

b, 2 b,

(2.1.3)

¢

yeee

Tabloul se continud orizontal si vertical pana cand se obtin numai zerouri.
Sistemul este asimptotic stabil daca elementele primei coloane din tabloul lui
Routh au acelasi semn.

Din tabloul lui Routh se determind cate radacini ale polinomului sunt in
semiplanul drept al planului s. Se poate determina, de asemenea si dacd sunt
radacini pe axa imaginara si locatia acestora. O utilizare importantd este in
determinarea limitelor superioare si inferioare ale valorilor unor parametrii (de
exemplu castigul), astfel incat toate radicinile ecuatiei caracteristice in bucla
inchisa sa fie in semiplanul stang.

Criteriul lui Hurwitz

Sistemul este asimptotic stabil daca toti minorii principali ai determinantului
Hurwitz sunt pozitivi. In cazul in care unul dintre acesti minori este nul, cel putin o
raddcind a ecuatiei caracteristice se gaseste pe axa imaginara, ceea ce inseamna ca
sistemul este la limita de stabilitate.

Daca polinomul caracteristic este de forma (2.1.1), determinantul Hurwitz este:

Ap-1 Ap-3 Gy_s 0
a, ap-2 Ay—4 0
0 ay-1 9y-3 0
0 a, a,, 0 (2.14)
0 0 a,, 0
0 0 0 ay
Criteriul fractiilor continue
Pentru dezvoltarea in fractie continud, se descompune mai intai Q(s) in:
Q(S):Qpar (S)+Qimpar (S) (215)

apoi se genereaza functia de transfer:
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F(s)= Gpar(s) (5) — pentru 1 par
szpar (S) (2 1 6)
F(s) lepar (S) — pentru n impar
Opar (5)
si se dezvolta in fractie continua:
F(s)=cs+ ! 2.1.7
=CSt————— (2.1.7)
CrSs + L
c,s

Sistemul este asimptotic stabil daca toti coeficientii ¢, i=1-+n din dezvoltarea
in fractie continua (2.1.7), sunt pozitivi.

2.1.2. Criterii grafo-analitice de stabilitate

Criteriile grafo-analitice de stabilitate se bazeaza pe teorema variatiei
argumentului (Cauchy). Hodograful functiei complexe Q(s) este reprezentarea
grafica a acestei functii in coordonate Re{Q(jw)}, Im{Q(jw)}, cand variabila
complexd s parcurge un contur in planul s = o + jw.

Criteriul lui Mihailov
Sistemul este asimptotic stabil daca Q(s) este strict Hurwitz, adica are toate
radacinile in semiplanul stang al planului s. Un polinom Q(s) de grad n este strict

Hurwitz daca hodograful Q(w), cand a)e(0,+oo), inconjoard originea in sens

pozitiv (trigonometric) cu un unghi egal cu n;, adica (2.1.8). Daca unghiul

. ) o V4 . ce o
descris de vectorul O(jw) este diferit de nE, sau rotatia nu este pozitiva, sistemul

este instabil. Daca vectorul Q(jw) trece prin origine, atunci Q(jw) are radacini
imaginare, iar sistemul poate fi instabil sau la limita de stabilitate.

Aarg{Q(ja))}‘;o = arg{Q(+joo)} - arg{Q(O)} = n% (2.1.8)
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Criteriul lui Nyquist

Acest criteriu se aplicd sistemelor cu reactie inversa si permite studiul
stabilitatii, respectiv a performantelor sistemului in bucla inchisa prin observarea
comportarii acestuia in bucld deschisa.

Daca notam cu F(s) functia de circuit a cdii directe §i cu R(s) cea a caii de
reactie, atunci functia de circuit a buclei deschise, numita si raport la intoarcere,
este egala cu T(s) = #F(s)-R(s), unde semnul “—” inseamna reactie pozitiva, iar “+”
reactie negativa. Functia de transfer a sistemului cu bucla inchisa este:

__F(s)
]+T(s)

H(s)

(2.1.9)

Pentru a determina 7(s) se urmareste intreruperea buclei de reactie astfel incat
blocurile F(s) si R(s) sa fie separabile (7(s) sa fie produsul celor doud functii de
transfer F(s) si R(s)), iar R(s) sa fie determinata in conditii de mers In sarcina.

Polii functiei de transfer H(s) sunt identici cu zerourile functiei /+7(s), prin
urmare pentru ca sistemul in bucld inchisa sa fie stabil, toate zerourile lui /+7(s)
trebuie sd apartind semiplanului stang al planului s.

Conturul Nyquist este o curba inchisa care inchide semiplanul drept si este
orientat in sens orar (invers trigonometric) pentru a parcurge axa imaginara in sens
crescator al frecventei. Parcurgerea conturului Nyquist este echivalentd cu variatia
lui s pe axa imaginara de la —oo la +o. Hodograful Nyquist este graficul
amplificare — faza a raspunsului in frecventa evaluat de-a lungul axei imaginare

(we (—oo,+oo) ). Intr-un astfel de grafic se reprezinti Ty (jo) in functie de T}, (j ),

sau echivalent, amplificarea in functie de faza (graful Nichols). Hodograful Nyquist
contine aceeasi informatie In amplificare si faza ca si diagramele Bode. Deosebirea
consta In faptul cd hodograful Nyquist este un singur grafic, iar frecventa nu apare
in mod explicit. In acest sens, se poate considera ca hodograful Nyquist este un
grafic mai general decat diagramele Bode.

Pentru ca un sistem cu reactie sd fie asimptotic stabil este necesar §i suficient

ca la parcurgerea in sens orar a conturului Nyquist, cind @ &(—o0,+o0)

hodograful raportului la intoarcere T(s) sa inconjoare punctul critic (-1, j0)
(sistem cu reactie negativa), respectiv (1, j0) (sistem cu reactie pozitiva), de p, ori
in sens orar, unde p, este numarul de poli din semiplanul drept ai lui T(s).

e Daca sistemul cu bucld deschisa este stabil (p, =0), sistemul cu bucla
inchisa ramane stabil daca hodograful lui 7(s) nu inconjoari punctul
critic.

e Daca sistemul cu bucla deschisd este instabil (p; = 0), sistemul cu bucla
inchisa devine stabil dacd hodograful lui 7(s) inconjoara punctul critic
de exact p, ori.
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Marginea de castig (MG) a unui sistem cu reactie reprezintd valoarea minima a
castigului K, cand @=0, care transformad sistemul dintr-unul stabil intr-unul
instabil. Pentru determinarea lui MG se rezolva ecuatia:

MG -T(jw,)=-1 (2.1.10)

Marginea de faza (MP) reprezinta valoarca minima a fazei @, cand K=1, astfel
incat sistemul sa devind instabil. Prin conventie, faza se considerd pozitiva, adica
egaleaza faza negativa suplimentard pentru care sistemul devine instabil. Pentru
determinarea lui MP se rezolva ecuatia:

e T (jwys)=-1 (2.1.11)
de unde MP=r+@.

MG si MP se pot determina si din caracteristicile de frecventa (diagrame Bode)
ale sistemului in bucla deschisa, adica:

MG =

7 (jeor) arg{T(jo)=—r (2.1.12)

MP=r+arg {T(jWOdB )}“T(jw)\:z

Observatie: Pentru a determina MG si MP se verificd, mai intdi, daca
arg{T(0)}=0. Daca este diferit, atunci se face “alinierea” argumentului la nivelul 0
pentru w—0, apoi, se aplica (2.1.12).

Pe baza acestor marimi, sistemul este stabil daca MG>1 si MP>0.

2.2. Probleme rezolvate

2.2.1. Dacéa in prima coloana a tabloului lui Routh apare un zero, sistemul este
instabil sau nu?

Rezolvare:

Un zero 1n prima coloand a tabloului lui Routh se interpreteaza ca fard semn,
deci nici pozitiv, nici negativ. In consecinti, elementele primei coloane au acelasi
semn si sistemul este la limita de stabilitate. In unele cazuri, un zero in prima
semne contrare. Alteori, indicd prezenta unor radacini pur imaginare sau pol in
origine.
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2.2.2. Ce se poate spunec despre stabilitatea unui sistem, daca unul dintre
coeficientii ecuatiei caracteristice este zero?

Rezolvare: Polinomul caracteristic poate fi scris sub forma:

0()=(s57)-(s=52)-(s-5,)

unde 5,53, ....,5, sunt rddacinile ecuatiei. Intre radacini si coeficienti exista relatiile
lui Viéte:

i=1 n
n o n
I IIE
J
i=1 j=1 a,
i#j

Daca sistemul este stabil toate radacinile 5,55, ....,5, au parte reald negativa, deci
toti coeficientii a,._;, a,.,, ...,ay au acelasi semn cu a, si sunt nenuli. Daca unul dintre
coeficienti este zero inseamna cd una sau mai multe radacini au partea reald nuld
sau pozitiva. Deci, In acest caz sistemul este instabil.

2.2.3. Utilizdnd criteriul lui Routh, studiati stabilitatea urmatoarelor sisteme
avand polinoamele caracteristice:

a) O(s)=s’ +45° +8s+12
b) O(s)=s" + 15s* + 1855 + 72557 - 3265 + 120

Rezolvare:
a) Tabloul lui Routh este:

sS11 8
sS4 12
sSs1s 0
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Deoarece nu sunt schimbari de semn in prima coloana a tabloului lui Routh
sistemul este asimptotic stabil.

b) Tabloul lui Routh este:

55 1 185 =326
54 15 725 120
s3| 136.7 334

s2| 761.7 120

sl | =355.5

s0 | 120

In prima coloana a tabloului avem doua schimbari de semn, deci sistemul este
instabil. Sistemul are doi poli in semiplanul drept. Deoarece nu existd zerouri in
coloana, nu exista poli pur imaginari.

2.2.4. Determinati valorile parametrilor « si b, astfel incat sistemul caracterizat de

polinomul caracteristic de mai jos sa fie stabil. Se vor utiliza criteriile lui
Routh si Hurwitz.

Q(S)=S3+aSZ+2S+b

Rezolvare: Tabloul lui Routh este:

S| 1 2
s° a b
Da—

s! a=b 0
a

50 b

Conditiile de stabilitate sunt: (7) coeficientii lui Q(s) s fie pozitivi, respectiv
(2) elementele de pe prima coloand a tabloului lui Routh sa fie strict pozitive:

a>0 a>0
b>0 = <b>0 (2.2.1)
2a—-b>0 2a>b
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Utilizand criteriul lui Hurwitz se obtin determinantii:

a b 0
a b
D;=|1 2 0=b(2a—b); D2=] 2‘=2a—b; D,=a
0 a b

de unde rezulta ca pentru stabilitate trebuie Indeplinite conditiile ca D;>0, i=1+3 si
rezultd aceleasi inecuatii ca in (2.2.1).

2.2.5. Utilizdnd criteriul lui Routh, studiati stabilitatea urmaétoarelor sisteme
avand polinoamele caracteristice:

a) O(s)=s’ + 557 +185° + 535+ 60

b) O(s)=s* +7s’ +125° +235 + 10

c) Q(s)=s5 +25% + 357 + 257 45+ 1
Rezolvare:

a) Tabloul lui Routh este:

s“| 1 18 60
sS| 5 53

s | 74 60

s’ 1024 0

s" | 60

In prima coloani a tabloului avem acelasi semn, deci sistemul este stabil.
b) Tabloul lui Routh este:

st 12 10

sS| 7 23
s 187 10
st 1065 0

s | 10
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Si in acest caz sistemul este stabil.

)
85 1 3 1
s4
s3 2 0.5
s2 | 1.5 1
sl |-5/3
s0 1

Se observa ca in prima coloand existd o schimbare de semn, deci sistemul este
instabil.

2.2.6. Determinati domeniul valorilor parametrului k €%, astfel incat sistemele cu
polinoamele caracteristice:

a) O(s)=s"+(4+k)s’ +6s + 12
b) O(s)=ks* + 257 + (k7 =2)s” 45+ 1
sa fie stabile. Se va utiliza criteriul lui Routh.

Rezolvare:
a) Tabloul lui Routh este:

s3 1 6

s° 4+k 12

N 6(4+k)-12
4+k

s0 12

Se pun conditiile de stabilitate: coeficienti pozitivi si elementele primei coloane
din tabloul Iui Routh sa fie pozitive; se obtine sistemul de inecuatii:

4+k>0
k>—-4

6(4+k)—12>0 = {k>_2
4+k
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din care rezultd domeniul de valori pentru k: k>—2.

b) Tabloul lui Routh este:

s* k K>-2 1
s° 2 1
P 2(k2—2)—k 1
2
1 4
’ 1_2(k2—2)—k ’
57 1

Se pun conditiile de stabilitate si se obtine sistemul de inecuatii:

k>0
2(k2—2)—k , 0.25(1-/33 )<k>0.25(1+/33)
2 . - 0.25(1—\/5)<k>0.25(1+\/5)
1- i >0
2(k2—2)—k

din care rezultd domeniul de valori pentru k: £>0.25 (1 +/65 ) .

2.2.7. Se da un sistem caracterizat prin functia de transfer in bucla deschisa:

k-(s—Z)
(s+1)-(s+2)-(s+3)-(s+4)

T(s)zF(s)-R(s)z

Castigul sistemului k este considerat parametru variabil. Utilizand criteriul lui
Routh, determinati valorile lui & astfel incat sistemul in bucla inchisa s fie stabil.

Rezolvare:
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Sistemul 1n bucld deschisd este stabil deoarece toti polii sunt in semiplanul
stang al planului s. Polii sistemului in bucla inchisa sunt dati de zerourile ecuatiei:

I1+F(s)-R(s)=0
de unde rezultd ecuatia caracteristica:
s? 41057 +3557 +(50+k)-s+(24-2k)=0

iar tabloul lui Routh este:

s? 1 35 24-k
53 10 50+k
s° 300-k 24-2k
10
300-k
] ( 10 )(50+k)—10(24—2k)
s 300—k
10
5! 24 -2k

Sistemul este stabil daca toti coeficientii lui Q(s), respectiv toate elementele
primei coloane din tabloul lui Routh au acelasi semn. Pentru a obtine sistem stabil
se pun conditiile:

50+k>0

300k k>-50
>0

10 k<300

=
5045 100(24=2k) | -264<k<4764

300 -k k<12

24-2k>0

Solutia sistemului este: —26.4 <k <12 pentru care sistemul este asimptotic
stabil. Dacad k = 12, coeficientul corespunzator lui s” este 0; ceea ce inseamnd ci
existd cel putin o radacind a polinomului caracteristic situatd in originea planului s
si sistemul este la limita de stabilitate.
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2.2.8. Determinati conditiile Hurwitz de stabilitate a unui sistem considerand
polinomul caracteristic de ordinul 4, in care coeficientul a; > 0.

Rezolvare: Polinomul caracteristic este:
Q(s) = a4s4 + a3s3 + a2s2 +a;s+a

Determinantii Hurwitz sunt:

Dy =a;
as 4

D2 = :a3a2 _a1a4
a; a
a; a; 0

2 2
D;=\a, a, ay|=azaa;—-aya; —aya;
0 as a;
a a; 0 0
a;, a, ay; 0

_ _ 2 2
D4— —a3‘(a2a1a0_a3a0)_a4a]a0
0 a; a; 0

0 a, a, aq
Conditiile pentru stabilitate sunt:
aza, —a;a, >0

2 2
aza,a; —apaz —aya; >0

_ AN 2 0
as-\a,a;a, —asd, a4a1a0>

2.2.9. Utilizand criteriul lui Hurwitz, studiati stabilitatea urmatoarelor sisteme cu
polinoamele caracteristice:

a) O(s)=s"+4s" +8s+ 12
b) Q(s)=s4 +s7 +s? ts+ 1

c) Q(s)=s4 +25% + 10s® +4s5 +9
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Rezolvare:
a)
4 12 0
4 12
D;=|1 & 0|=240, D2=] 8=20
0 4 12

Deoarece D,, Ds, respectiv toti coeficientii lui O(s) sunt pozitivi, sistemul este
stabil.

b)
1 1 0 0
1 1 0
1 1 1 0 1 1
D, = =-1, D;=\1 1 I|=-1, D,= =0
0 1 1 0 1 1
0 1 1
0 1 1 1
Deoarece D;, D, sunt negativi, sistemul este instabil.
¢)
2 4 0 0
2 4 0
1 10 9 0 2 4
D, = =396 -144=252, D;=|1 10 9/=28, D, = =16
0 2 4 0 1 10
0 2 4
0 1 10 9

Deoarece D,, D;, D,, respectiv toti coeficientii lui Q(s) sunt pozitivi, sistemul
este stabil.

2.2.10. Utilizand criteriul lui Hurwitz, precizati stabilitatea sistemului caracterizat
de polinomul caracteristic:

Q(s) =57+ 857 +14s+24
Rezolvare:

Determinantul, respectiv minorii principali ai sistemului sunt:

8 24 0

8 24
D;=|1 14 0|=2112; D,=
1 14

‘=88; D, =8
0 8 24
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Deoarece toti coeficientii §i determinantii sunt pozitivi, sistemul este asimptotic
stabil.

2.2.11. Determinati domeniul valorilor parametrului k%, astfel incit sistemul cu
polinomul caracteristic:

Q(s)=(k+2)s4 +35% +57 +2s +k
sa fie stabil. Se va utiliza criteriul lui Hurwitz.

Rezolvare:
Determinantul, respectiv minorii sistemului sunt:

3 2
D, = =—1-2k
k+2 1
3 20
Dy;=\k+2 1 kj=—(13k+2)
0o 3 2
3 2 0 0
k+2 I k 0
D, = =—k(13k+2)
0 3 20
0 k+2 1 k

Se pun conditiile de stabilitate (coeficientii si determinantii D; sa fie pozitivi):

k>0 .y

k+2>0 >
k>-2

—k(13k+2)>0 =

I 2ks0 k<-2/13

ik k<—1/2

—13k-2>0

Se observa ca nu existd ke care sa satisfaca toate conditiile, deci sistemul este
instabil.
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2.2.12. Determinati valorile lui ke9R, astfel incat sistemul caracterizat de
polinomul caracteristic:

Q(s)=s2 +ks+2k—1
sa fie stabil. Se va utiliza criteriul lui Hurwitz.

Rezolvare:

Determinantii Hurwitz pentru acest sistem sunt:

ko0
= =k (2k~1
? ‘1 2k—J (2k=1)

Pentru ca sistemul s fie stabil, trebuie ca D; si D, sa fie pozitivi §i se obtine:

k>0 1
= k>—
k-(2k-1)>0 2

2.2.13. Sa se rezolve problema 2.2.12 utilizand criteriul Mihailov.
Rezolvare:

In polinomul caracteristic se Inlocuieste s = jw §i se obtine:

{Q&(w)z—m2+2k—]
Op(@) = ko '

Solutiile partii reale si imaginare sunt: wg, =~2k—1, w;, =0.
Se traseaza hodograful Mihailov pentru trei cazuri distincte dupa :

1 1 1
a) k>—;b) 0<k<—,respectivc) k=—.
) 5 ) 5> Tesp ) 5

Modul de variatie a partilor reala si imaginara a polinomului caracteristic cand
w € (0, +oo) sunt date in Tabelul 2.1.
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@ 0 N2k—-1 +o0

a) Ore 1 +++ 0 . o0
(k=1) Oum 0 ++ + 1 ++ + +o0
b) Or | -3/5 o Oree o oo
k=1/5) 0, 0 + 4+ O 2N + 4+ +oo
o) Ore | 0 - 0 - ~o0
*k=1/2) | Oy 0 +++ 0 ++ + +oo

Tabelul 2.1. Variatia partilor reala si imaginara in functie de &

a) k>1/2 T Qm
b) k=1/2 p—
0<k<1/2
\E\ Qizc
35 o 1

(@=0) (=0) (0=0)

Figura 2.1. Variatia hodografului Mihailov 1n functie de k pentru problema 2.2.13

Conform criteriului Mihailov de stabilitate putem afirma:

o k> é: hodograful inconjoara originea in sens trigonometric de 2 % ori
(numdr cadrane = ordinul sistemului), deci sistemul este asimptotic stabil;

. k:§: hodograful trece prin originea axelor de coordonate si are sens
trigonometric de parcurgere, deci sistemul este la limita de stabilitate;

1 L I . .
o O<k< 3 : hodograful nu Inconjoara originea, deci sistemul este instabil.

2.2.14. Sa se studieze stabilitatea sistemului avand polinomul caracteristic:

Q(S)=S4 +457 + 852 +16s+32
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Rezolvare:
Metoda 1: utilizdm criteriul fractiilor continue:

Opur (5)  s*+85°+32 1 1 1 1
=— =—s+ =—s+
Qimpar(s) 4s° + 165 4  I6s 4 o 1
45 +32 11
4 -1

Deoarece 1n fractia continua existd coeficienti ai lui s negativi, sistemul este
instabil.

Metoda 2: utilizam criteriul Mihailov:

= a)Um:O

QRe(a))za)4 — 8’ +32
Op(@)=—40-(” —4)

D) i = 2

Modul de variatie a pértilor reala si imaginard ale polinomului caracteristic

pentru @ € (0,+ o) este dat in Tabelul 2.2, iar hodograful Mihailov este prezentat
in Figura 2.2.

0} | 0 2 +o0
Ore 32 +++ 16 +++ +oo
le 0 +++ 0 -—--- -00

Tabelul 2.2. Variatia partilor reala si imaginara pentru problema 2.2.14

A QIm
o] 16 3 Ore
(0=2) (0=0)

Figura 2.2. Hodograful Mihailov pentru problema 2.2.14
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Conform figurii 2.2, hodograful Mihailov nu Inconjoard originea de 4 % ori

(cum ar fi trebuit), deci sistemul este instabil.

2.2.15. Determinati domeniul valorilor parametrului ke¥, astfel incit sistemul
avand polinomul caracteristic:

Q(s)=s4 +457 +85° +16s+k°
sa fie stabil.

Rezolvare:

Aceasta problema, in comparatie cu problema 2.2.14, reprezinta cazul general
de studiu al stabilitatii pentru variatiile termenului liber din Q(s). Utilizand criteriul
Mihailov obtinem:

_ 4 _o 2 12
Ope(®)=0" —8° +k N a)],ZRe:,4i [16 — k2

2
Q,m(w)=—4co(a) _4) 1y =0, @1y =2

Pentru ca sistemul sa fie stabil hodograful Mihailov trebuie sa efectueze o

e o . . . T
rotatie 1n jurul originii axelor de coordonate in sens trigonometric de 4 B orl.

Ca aceastd rotatie sa fie realizatd trebuie indeplinite conditiile: >0 (coeficienti
nenuli) $i @7, < @r.< Om< 1., (alternarea solutiilor). Se obtine astfel sistemul de
inecuatii, respectiv domeniul de valori pentru £ (2.2.2).

ap>0:k>0
VI6 -k 20 k>0

Wp, €N, :
[ —4<k<4
4416 -k >0 = { = 0<k<4 (22.2)

k>0

[ 2
Ope <@gy N4—NI6—k” <2 —4<k<4
O po > Oy NA+VI6 =K > 2
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Daca parametrul & € (0, 4) = sistem stabil; daca k={0, 4} = limita de
stabilitate; dacad k>4 = sistem instabil. Hodograful Mihailov este prezentat in
Figura 2.3 pentru diferite valori ale lui £.

QIm
0 kz QRC
(0=0)
k=0 k=4 \k>4
k<4

Figura 2.3. Hodograful Mihailov pentru diferite valori ale lui £>0

2.2.16. Utilizdnd criteriul lui Mihailov, precizati stabilitatea sistemelor
caracterizate de urmatoarele polinoame caracteristice:
a) O, (s)=s5+s4+7s3+432 + 10s + 3
b) O, (s)=s4 +57 57 s+
c) O, (s)=s4 +57 + 357 +35 42
Rezolvare:
a)
a)lyz Re = 2 i 1
) = a)”m = 0

QRe(a))za)4—4a)2+3

Q,m(a))za)-(a)4—7a)2 +10

Modul de variatie a pértilor reala si imaginard ale polinomului caracteristic
pentru o € (0,+ o) este dat in Tabelul 2.4, iar hodograful Mihailov in Figura 2.4.

) | 0 1 \/E J§ \E +o0
Ore | 3 +++ 0 --- -0 +++ 8  +++ +oo
Oml| 0 +++ 4 +++ 0 --- 2J3 --- 0 +++ +o

Tabelul 2.4. Variatia partilor reala si imaginara (problema 2.2.16a)
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A Qalm

4 (0=1)

-1k3('m=o S@5) Qe
(0=2)

~2\3 (0=+/3)

Figura 2.4. Hodograful Mihailov pentru sistemul O,(s) (problema 2.2.16a)

Conform figurii 2.4 hodograful Mihailov inconjoara originea de 5 % ori (5 fiind

ordinul sistemului), deci sistemul este asimptotic stabil.

b)
Or (0)=0' - +1 @ 2pe €Ny

= w;;,, =0
_ 2 1Im
O (w)=—w (a) 1) 0, =1

Modul de variatie a pértilor reala si imaginard ale polinomului caracteristic
pentru @ € (0,+ o) este dat in Tabelul 2.5, iar hodograful Mihailov este prezentat
in Figura 2.5.

w | 0 1 + o0
Oke 1 +++ 1 +++ +o0
Om 0 +++ 0 -0

Tabelul 2.5. Variatia partilor reald si imaginara (problema 2.2.16b)

Conform figurii 2.5, hodograful Mihailov nu inconjoard originea de 4 % ori,

deci sistemul este instabil.
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A QbIm

3

1 Q’bRc
(0=0)

(0=1)

Figura 2.5. Hodograful Mihailov pentru sistemul Q,(s) (problema 2.2.16b)

©)
a)l,zRe = 05(3i])
= 1O, =0

@2 1 =3

QRe(a))za)4 307 +2
Op(@)=-0-(” -3)

Modul de variatie a partilor reald si imaginara ale polinomului caracteristic

pentru @ € (0,+ o) este dat in Tabelul 2.6, iar hodograful Mihailov este prezentat
in Figura 2.6.

a)|0 1 2 J3 +o0

Or |2 +++ 0 --- 0 +++ 2 +++ 4o
Om| 0 +++ 2 +++ 2 +++ 0 - Ao

Tabelul 2.6. Variatia partilor reala si imaginara (problema 2.2.16¢)

‘r QbIm
2 (o=1)

3

2 Q’bRc
(0=0)

(0=+3)

Figura 2.6. Hodograful Mihailov pentru sistemul Q,(s)
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2.2.17. Utilizand criteriul lui Mihailov, si se determine domeniul de valori al

parametrului & astfel incat sistemul caracterizat de polinomul caracteristic
de mai jos sa fie stabil:

Rezolvare:

Q(s)=s4+3s3+ks2 +2s+ 1

@ppy =0

=v2/3

Oro(@) =" —ka’ +1
le(a))z—a)-(j‘a)z—Z)

=

@) Im

Se pun conditiile de stabilitate (coeficientii pozitivi; solutiile wg,., @y, sd alterneze):

2
0< fk k
kZ
Djpe <Dy -

k>

Oppy <OpRe -

k+Vk* -4 k2
W5y <Wrpe -

Modul de variatie a partilor reald si imaginara ale polinomului caracteristic

%

pentru @ € (0,+ ) este dat in Tabelul 2.7, iar hodograful Mihailov in Figura 2.7.

w 0 WjRe \ 2/3 W2Re +oo

L Ore | 1 +++ 7/9 +++ +o0

(k<13/6) Qy, | 0 +++ 0 - —0

11 Ore | 1 +++ 0 -- 0 ++ +oo

&:13/6) Q[m 0 +++ 0 - - _5\/5/4 - - —00

-5/9

1 O | 1 ++ 0 (k=3) 0 ++ +oo

(k>13/6) 0.55 9.1
++ ++ -
O | 0 (k=3) 0 (k=3) ®

Tabelul 2.7. Variatia partilor reala si imaginara (problema 2.2.17)
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A le
<~ /8

Y

QRC

k>13/6 k=13/6 k<13/6

Figura 2.7. Hodograful Mihailov (problema 2.2.17)

Din Figura 2.7 se observa ca sistemul este stabil pentru &>13/6 (hodograful
inconjoara originea de 4772 ori), este la limita stabilitatii pentru k=13/6 (@;g.= ®11)
si este instabil pentru k<13/6 (@;sz. £ 9).

2.2.18. Utilizand criteriul fractiilor continue, determinati conditiile necesare pentru
ca un sistem caracterizat de un polinom caracteristic de ordinul 3 si fie

stabil.

Rezolvare:

Polinomul caracteristic de ordinul 3 este: Q(s)=a3s3 +a,s’ +a;s+a,.
Descompunere in fractie continud se face conform (2.1.6) si (2.1.7):

asd
al_ﬂ XY
a

Qimpar (S) _ a3s3 ta;s _as

S+
Qpa,,(s) a2s2 ta, a, a252 +ay,
Qimpar (S) ] 1
———=—s+
Qpar(s) a;
a 1
fl a S asa
a, - 3% a, - 3%
a, )
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Pentru ca sistemul si fie stabil trebuie indeplinite conditiile:

a
_3>0
a

a
2 >0

asd
al_ijl 0
2

a,a
q, - 3%
2 S0

0]
Daci a; > 0, conditiile necesare de stabilitate sunt:

a,, a;, ay >0
al'az'a3‘a0>0

2.2.19. Pot fi aplicate criteriile algebrice de stabilitate unor sisteme care contin
intarzieri in timp?

Rezolvare:
Sistemele care contin intarzieri In timp nu au polinoame caracteristice de forma

(2.1.1), deci criteriile algebrice de stabilitate nu pot fi aplicate in mod direct. De
exemplu, sistemul caracterizat de polinomul:

O(s)= s’ +s+eT

are un numir infinit de ridicini. Cu toate acestea, in unele situatii termenul e*”

poate fi aproximat, si se obtin informatii despre stabilitatea sistemului. Presupunem
ca facem aproximarea cu primii doi termeni din dezvoltarea in serie Taylor:

Q(s)=s2+s+(]—sT)=s2+(]—T)s+]

Oricare dintre criteriile algebrice de stabilitate poate fi aplicatd acestui polinom
caracteristic. Conditia data de criteriul lui Hurwitz este:

D,=D,=1-T>0
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Deci sistemul este stabil daca intarzierea introdusa de sistem este mai mica de o
secunda (7 < I).

2.2.20. Se considera un sistem cu functia de transfer in bucla deschisa:

T(s)=—F(s)-R(s)=—%-ﬁ (223)

Studiati stabilitatea sistemului utilizdind criteriul lui Nyquist. Determinati
marginile de castig si de faza ale sistemului.

Rezolvare:

Utilizand criteriul Nyquist de stabilitate, se observa ca sistemul cu bucla
deschisa este stabil (p; = 0) si este cu reactie pozitiva (7(s)<0). Pentru ca sistemul
cu buclad inchisa sa ramana stabil trebuie ca hodograful Nyquist sd nu inconjoare
punctul critic (/, j0). In Tabelul 2.8 este prezentat modul de variatie a partilor reald
si imaginara ale raportului 7(s) cand we(0,+0) si care se obtine prin dezvoltarea
expresiei lui 7{(s):

16 4
4 ——10
T(jw)=-20. 10 9
9 (ja)+10)4 {\/27 jarctng
w° +100-e 10
_Ij.]04
T(jw)= 2

2
(0)2 +100) -[cos(é’arctg]a;j+j-sin(4arctgla;ﬂ

de unde rezulta partile reald si imaginara:

—E-JO" -cos(4arctga)J
T (]a)) __ 9 10
“ (o +100)2
E-IU" -sin(é’arctgwj
T, (]a)) _9 10
! (@ + 100)2
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Solutiile partilor reala i imaginara sunt:

wRe=10-tg{(2k+1)-%}, k=0+m
(2.2.4)
a),m=10-tg(k§j , k=0+m\2-(2m+1)

in care se face excluderea valorilor lui & pentru care fg(x)—>c. Din (2.2.4) se
observa ca pentru k > 2 solutiile wg. $i @y, se repetd, deci ne limitdim la studiul
stabilitdtii pentru primele patru solutii diferite, cind we(0,+0).

" | 0 4.14 10 24.14 o
(a)lm) (a)Re) (a)lm) (a)Re)

Teo | -16/9 --- 0 ++ 49 ++ 0 --- 0

T]m 0 + + 1.3 + + 0 --- 004 --- 0

Tabelul 2.8. Variatia partilor reald si imaginara

In Figura 2.8 este prezentat hodograful Nyquist din care rezultd ca sistemul
ramane stabil la inchiderea buclei, deoarece hodograful nu inconjoara punctul critic

(1,70).

\ Tlm

(1, j0)
-16/9t S
(0=0)*,

N

we(-o00) 7 e

Figura 2.8. Hodograful Nyquist pentru sistemul 7{(s) (problema 2.2.20)

Observatie: T(jw) se mai poate obtine ridicind la puterea 4 monomul de la
numitor si inlocuind s=j @:
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16 gt -[a)" ~ 6000 +10° +40 jo-(0? —100)]

T(jw)=
be) (@ -6000° + 107 )2 +(400)" (o’ —100)2

Solutiile partilor reala si imaginara au aceleasi valori ca in (2.2.4) pentru k=0, 1,
2, iar hodograful Nyquist este identic cu cel din Figura 2.8.

Pentru a determina marginea de castig MG (Figura 2.8), se observa ca
arg{T(0)}=r, deci se face "alinierea” argumentului la nivelul 0 cand w—0 si se
aplica (2.1.12). Se obtine sistemul:

. 16 10°
|T(]a),r)|=—- P 2 w, =10
(a)” + 100) . J
W |T(jw7r )| = ;
—darctg—==-rx
10
Prin urmare, marginea de castig al sistemului este MG = ; =225.
|T (jo, )|
Pentru a determina marginea de faza se aplica (2.1.12) si rezulta:
|T(ja’0d3)|:1_6'L2=1 1) =1—0[rad/s]
I (@fp+io0) LT3
. _2r
a”g{T(ja’o(zB )} :_4"1“@% arg{T(]a)OdB )} T3

Deci marginea de fazi a sistemului este (Figura 2.8):

MP=7r+arg{T(ja),)dB)} =

Wy

2.2.21. Se considera sistemele cu urmatoarele functii de transfer in bucla deschisa:
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k-(s+z;)
(s+p;)-(s+p2)
Tz<s>=F<s>-R<S>=<sf1;f§i§’+)pz>

k-(s+z;)
(s=p;)-(s+p2)

k-(s—z2;)
(s=p;)-(s+p2)

Ti(s)=F(s)-R(s)=

T3(s)=F(s)-R(s)=

Ty(s)=F(s)-R(s)=

unde 0 < p; <z;<py k> 0.Pentrup, =0.5,z;, = 1, p, =2 si k = 10, sa se studieze
stabilitatea sistemelor in bucla inchisa utilizand criteriul lui Nyquist.

Rezolvare:

Din modul de definire a raportului la intoarcere 7(s) rezultd ca toate sistemele
din enunt au reactie negativa. Prin urmare, punctul critic este (-1, j0).

Pentru sistemul cu 7;(s), prin dezvoltarea expresiei si prin separarea partilor
reald, respectiv imaginard, obtinem:

_ k‘[mpzzz +&” - (p;+ps—2z )]
Z}Re(jw)z 2 5
(p1p2 =) + 0 (p+p2)

_ ka"[P1P2_ZJ'(P1+P2)_a’2]
Z}Im(jw)z 5 2 5 5
(Pzpz_w ) +o° (p; + py)

Inlocuind valorile pentru p;, ps, z;, k, obtinem:

10-[;@2”}
Tige (joo)=
' (]—a)z)2+245-a)2
3 = QpopesPpam R,
—]0w-{a)2+2}
T]Im(ja))z(]_a)z)g_'_%'a)z
4
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Modurile de variatie ale partilor reala si imaginara ale raportului 7;(s) daci
we(0,+20) sunt precizate in Tabelul 2.9, iar hodograful Nyquist este prezentat in
Figura 2.10a. Cu linie continua este reprezentat hodograful cand we(0, +oo), iar cu
linie Intreruptd we(-o0, 0).

) | 0 +oo
T ke 10 + 4+ + 0
Tuw | 0 N 0

Tabelul 2.9. Variatia partilor reala si imaginara 7’(jw) (problema 2.2.21)

In acest caz toti polii lui 7)(s) se afld in semiplanul stang al planului s (p; = 0).
Deci sistemul in bucld deschisa este stabil. Conform criteriului Nyquist, pentru ca
sistemul 1n bucld inchisd sd raména stabil, hodograful nu trebuie sa inconjoare
punctul critic (-7, j0). Din Figura 2.10a se observa cad sistemul in bucla inchisa
ramane stabil.

Observatie: Dacd sistemul considerat avea reactie pozitivd sistemul in bucla
inchisa ar fi fost deasemenea stabil! In acest caz hodograful (Figura 2.9) variaza in
sens orar in semiplanul stang si nu inconjoara punctul critic (7, j0).

‘r Tllm
(1,j0)
-10 \\ ,’ 0 TlRe
(©=0) o, .- =2

Figura 2.9. Hodograful Nyquist pentru sistemul 7;(s) daca reactia este pozitiva

Pentru sistemul cu 75(s) ambii poli se situeaza in semiplanul sting (p, = 0).
Sistemul in bucla deschisi este stabil.

]0-[;@2—]}
Ty (j@) = 2
w;;, =0
—]0(0-{(02 —Z} ”m 7
BIM(jw):(]_a)z)2+2‘5.w2 D2im = 3
4
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Modurile de variatie ale partilor reala si imaginara ale raportului 7,(s) daci
we(0,+20) sunt precizate in Tabelul 2.10, iar hodograful Nyquist in Figura 2.10b.

o | 0 J277 V772 +oo
Tore -10 0 ++ + 2 + + + 0
Do 0 +++ q42/7 T 0 0

Tabelul 2.10. Variatia partilor reald si imaginara 7,(jw) (problema 2.2.21)

In acest caz, punctul critic (-1, j0) este inconjurat o dati in sens orar (Figura
2.10b), deci sistemul 1n bucla inchisa devine instabil.

A T][m A T2Im

- - €. N <
- ’Ka)e(-oo, 0) \\\ we(l), +)
/’ \ Tie 1j0) |~ ) Tore
0 10’ -10“\ 0 X .

(@=e0) 0e(0, +0)

a)

((D:O) ((D:O)\\\

(=00
S 0E(-2 0)

\‘~_)__.-’

b)

Figura 2.10. Variatia hodografului Nyquist: a) sistemul 77(s), b) sistemul 7,(s)

Pentru sistemul cu 7T3(s) exista un pol in semiplanul drept (p; = 1). Sistemul in
bucla deschisa este instabil.

10-[;(02—1
T3Re(ja))_(]+a)2)2+9 a)z
4 {a)lRe_\/E
-10w- w2+;} ©rm =0
R TR
4
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Modurile de variatie ale partilor reala si imaginara ale raportului 73(s) daci
we(0,+20) sunt precizate in Tabelul 2.11, iar hodograful Nyquist este reprezentat
in Figura 2.11a.

0] | 0 \/5 +o0
T3re -10 - 0 ++ + 0
Tsim 0 ---- —]0\/5/3 ---- 0

Tabelul 2.11. Variatia partilor reald si imaginara T;(jw) (problema 2.2.21)

In acest caz, hodograful Nyquist inconjoara punctul critic de p, ori, dar in sens
negativ, deci sistemul 1n bucla inchisa ramane instabil (Figura 2.11a).

Pentru sistemul cu 7(s) existd un pol in semiplanul drept (p, = 1), deci sistemul
in bucla deschisa este instabil.

]0-B-w2+1}
Tyre(jo) =
’ (1+w2)2+2-w2 Oprpe €N
4 = 10, =0
—]00)'|:—a)2+;:| » _ 1
Ty (j0) = NG
(]+(02) +Z'CO2

Modurile de variatie ale partilor reald si imaginara ale raportului 7T,(s) cand
we(0,+o0) sunt precizate in Tabelul 2.12, iar hodograful Nyquist este prezentat in
Figura 2.11b. In acest caz, punctul critic (-/, j0) nu este inconjurat de p, ori in sens
orar, deci sistemul in bucla Inchisa ramane instabil.

o | 0 /42 +o0
Tire 10 +++ 208  +t++ 0
T 0 Tt 0 - 0

Tabelul 2.12. Variatia partilor reald si imaginara 7,(jw) (problema 2.2.21)
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N Tsim A Taim

» e, +oo)

\
1
1

Figura 2.11. Hodografurile Nyquist pentru sistemele: a) T;(s) si b) Ty(s)

2.2.22. Se considerd un sistem cu reactie avand functia de transfer in bucla

deschisa:

T(s)=—t0__

s (1 +sT; )

a) Sa se determine domeniul de valori A Im{s)
pentru K, si T; pentru care sistemul este
stabil.

b) Si se determine conditiile pentru K, si 60’
T; astfel incat bucla de reactie sa aiba o >
rezervi de stabilitate Refs}=a=-a, 60’ Re{s}
a>0.

¢) Sa se determine conditiile pentru K si
T, astfel incat radacinile ecuatiei  Figura 2.12. Domeniul de
caracteristice sd fie situate in domeniul  stabilitate pentru punctul c)
@ < #60° (Figura 2.12).

3

Rezolvare:

a) Se aplica criteriul lui Routh polinomului:
P(S) =1+T (S)
de unde rezulta polinomul caracteristic:

0(s)=5"T; +s+K, (2.2.5)
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iar tabloul lui Routh este:

STk,
st
s” K,

Sistemul este stabil daca: 7,>0 si K, >0.
b) Se face schimbarea de variabila (transformare conformad) s;=s—a = s=s;+a
si se Inlocuieste in polinomul caracteristic:

Q(S)z(sl—a)ZTIJr(s] —a)+K0 = T]-SIZ +S,-(1—2aT])+a2T1—a+K0

Se aplica criteriul lui Hurwitz:

1-2aT, 0
D, = 5 , D;=1-2aT;
T; al —a+K,
Conditiile de stabilitate sunt:
T7,>0 T’>0] ;
1-2aT, >0 = T,<2— = 0<T;<—
a a
(]—ZaTI)-(aZTI—a+K0)>0 a-K,
1>
a

¢) Discriminantul polinomului caracteristic (2.2.5) este:
A=1-4K,T,
de unde rezulta doua cazuri: 4 >0 si A4 <0:

-1+
I. Pentru cazul A > 0 (rddacini reali: s;, = ]2_—T\/Z ) obtinem:

1

1-4K,T, >0 = K,T, sé
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Conditia ca radacinile sa se situeze in domeniul impus este ca s;, <0 pentru care
rezulta sistemul:

L <
D> (s;)<0 L T,>0
[1(s)>0 = Koso = K,>0
]
A0 ; Kk, <l
K T, <= 4
4

—lij@)

II. Pentru cazul 4 < 0 (raddacini complex conjugate: s,, = o7
1

obtinem:
1
1-4K,T; <0 = K,T,; >Z

In acest caz se pun conditiile:

I
—1960" < mis) <tg60° = —3<J-A<3

Re {s}
si rezulta sistemul:

1
KOTI >Z

4K,T,—1<3

Conditiile de stabilitate in acest caz sunt:

T,>0
K)>0

1
—< K, T, <1
p, 0l;

Domeniile de stabilitate pentru cele doud cazuri sunt prezentate in Figura 2.13.
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T, A T, A

Domeniu stabil

Domeniu stabil

>
> >

2) Ky b) Ky

Figura 2.13. Domeniile de stabilitate: a) 4 >0, b) A<0
2.2.23. Se da circuitul din Figura 2.14 cu 40 ideal. Utilizand criteriul Nyquist de

stabilitate, sd se determine frecventa de oscilatie si conditia de amorsare
a oscilatiilor.

R;
WV
R4
AN ~_40
J. * —° Vo
+
V2 V1 : """""" :
1 Rz CZ 1
i
Z | 1 [T |
: i Z,

Figura 2.14. Oscilator in punte Wien
Rezolvare:

Conform criteriului lui Nyquist, pentru ca un circuit cu reactie pozitivd si
devina oscilator, hodograful Nyquist trebuie sa treacd prin punctul critic (/, j0).
Adica T(Gjw)=1 (Tr(fo)=1, Ti(jwy)=0) la @ = @y, unde @, este frecventa de
oscilatie. Se Intrerupe bucla de reactie In punctul indicat in figurd si se obtine:

T(S):VO(S) VZ(S)_(]+&]'M=(]+&J.L_

Vi(s) Vo(s) U R, ) Vy(s) R,) Z,+2Z,

=l J]+—=1.
Ry ) 1+5(R,C,+R,C;+R,Cy)+5°RyR,C,C,
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Raspunsul in frecventa este dat de:

R3] ja)RICZ :]_CL)ZR]R2C]C2 _]a) .(R]CZ +R1C1 +R2C2 ):

Frecventa de oscilatie se determina din conditia 77,,(j @) =0:

1
1-@’RR,C,Cy =0 = ) =——— (2.2.6)
Conditia de amorsare a oscilatiilor se determina din Tz.(jw) =1:
(1+R3] @) R,C, - (R,C,+R,C;+ R,C,) Ry _Ci Ry (hss
3. = —“=—S+—= (22.7)

La limita de stabilitate, circuitul functioneaza in conditiile precizate de (2.2.6) si
un castig de valoare impusa de conditia de amorsare (2.2.7) sunt pur imaginare.

Valori mai mari ale castigului duc sistemul la instabilitate, iar valori mai mici
asigura stabilitatea sistemului.

2.2.24. Se considera circuitul cu reactie din Figura 2.15, in care 4O este ideal.
Determinati frecventa de oscilatie si conditia de amorsare a oscilatiilor, in
situatiile:

a) Z,, Z, sunt capacitoare si Z; este inductor (oscilator Colpitts);
b) Z,, Z, sunt inductoare si Z; este capacitor (oscilator Hartley).

Vo
+ o Ry
Vz _,-“Vl Rl 40
H AN - 7,
R,
A~ 2 7,

Figura 2.15. Schema de principiu a oscilatoarelor Colpitts si Hartley
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R,
AN
R,
Vl O——AN\—¢ RO Z3
V,
v
‘ 7 Z,
|\ - VAN J

Y h'd
F(s) R(s)

Figura 2.16. Circuitul cu bucla deschisa
Rezolvare:

Se intrerupe bucla de reactie ca in Figura 2.15 si se obtine circuitul cu bucla
deschisa (Figura 2.16) pentru care se scriu ecuatiile (2.2.8). Se considera R; ,>>Z,.

=7 7 1 (2.2.8)

Ry Z; Z;
__ %
Z,+7Z;

£ Va4

Se obtine raportul la intoarcere (reactia fiind pozitiva):
R
2.7 AV
R

T(s)=22= !
Vi Z;Ry(Z,+Z,)+Z5 (Z,+Ry)+Z,Z,Z;

a) In acest caz, impedantele sunt:

iar T{(s) devine:
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By L

R, LC,C,R

T,(s)= 1 LCCHRy
S3+S2 1 ‘C1+C2+ 1

: +s
R,C, = LC,C, LC,C,R,

Se impune conditia de oscilatie T(jw)=1 si se obtin frecventa de oscilatie:

C1+C2_a)2=0 o = C,+C,
LC,C, ! "7\ Lc,c,

respectiv conditia de amorsare a oscilatiilor:

B_G
R, C
b) in acest caz, impedantele sunt:
1
Z] :SL], 22 =SL2, Z3 .
sC
iar T{(s) devine:
_& . s3
R,

T, =
5 (s) s, Ro(Li+L) 1R,
LL, L,C  LL,C

Din conditia de oscilatie rezulta frecventa de oscilatie si conditia de amorsare a
oscilatiilor:
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2.2.25. Se da circuitul din Figura 2.17 cu 40 ideal (oscilator cu deplasare de faza).
Utilizand criteriul Nyquist de stabilitate, determinati conditia de amorsare a
oscilatiilor si frecventa de oscilatie.

Rezolvare:

Se intrerupe bucla de reactie in punctul indicat in Figura 2.17. Functia de
transfer n bucla deschisa este:

C v,.v,R Ry

c C
— F—————w W
%R R

Figura 2.17. Oscilator cu deplasare de faza

Bucla de reactie este data in Figura 2.18. Pentru a determina functia de transfer
al buclei de reactie, se aplica teorema Iui Millman in nodurile V,, Vj, iar in V,
teorema divizorului de tensiune:

C VA

cC v, C
VoC | *

oV,

R
(dela AO)

)
)
_AAA,—_ 1

1
}
L]

Figura 2.18. Ramura de reactie (retea defazoare)
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_sCVy+sC-Vy  st-(Vy+V3)
47 2sC+1/R T 1+2st
VB:SC‘VA+SC'V2:ST'(VA+V2)
2sC+1/R 1+ 2st
v, = ST 7,
1+st

unde s-a notat 7 = RC. Functia de transfer a buclei de reactie este:

3

Vs s
R(s)=—%= 33 22
Vo 757 +67°s° +57s+1

Se obtine astfel raportul la intoarcere (reactia fiind pozitiva):

3

R, s
I(s)=—2> 535
R, 7787 +67°s” +5rs+1

Pentru s=jw obtinem:

T(ja,)z_&.aﬁﬁ[a)r.(aﬂﬂ —5)—1'(1—60)21-2)}
o (1_6“’2T2)Z +w’r? .(wzfz _5)2

Conform criteriului Nyquist, pentru ca circuitul sd oscileze, trebuie ca
hodograful Nyquist sa treaca prin punctul critic (/, j0). Din conditia 7}, (j@wy) =0
obtinem frecventa de oscilatie:

1

1
T\/g - RC\/E

1-60°1° =0 = Wy =
iar din Tg,(jwy)=1 obtinem conditia de amorsare a oscilatiilor:

R w"4f4(w"272_5)‘ =1 = R,=29-R,
R, 0,77 (%212 _5)2
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2.3.  Probleme propuse

2.3.1. Sa se studieze stabilitatea sistemelor avand urmadtoarele polinoame
caracteristice, utilizand criteriul lui Routh.

a) Qa(s)=s4+s3—s—1
b) O,(s)=2s" +4s° +4s+12
c) Qc(s)=s5+s4+10s2+5s+24

Solutie: Din tablourile lui Routh rezulta ca toate sistemele sunt instabile.

A1 0 - ; s5| 1 0 5

EIT s 12 4 s4| 1 10 24
vl b) sS4 12 )53 10 -19
a — (v

s | g s2| 81 24

s' 1o 1861

0 S .
0 Ky 12
s |0 s0 | 24

2.3.2. Sa se studieze stabilitatea sistemelor cu urmatoarele polinoame
caracteristice. Se vor utiliza criteriile lui Routh si Hurwitz.

a) O,(s =5 ks’ +2s+1
b) Qb(s =s*+25% +57 +ks+3
c) Qc(s =s? 4257 4357 425 +1

d) Q,(s)=5" +657 +1Is+6

e) O,(s)=3s" +457 + 357 +35+1

)
)
)
)
)

Solutie: Cu ambele criterii rezulta: a) pentru £>0.5 sistemul este stabil; b)
instabil V £; c) stabil; d) stabil; e) instabil.

2.3.3. Determinati valorile parametrilor a si b, astfel incét sistemele caracterizate
de polinoamele caracteristice de mai jos sa fie stabile. Se vor utiliza
criteriile lui Routh si Hurwitz.
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a) O, (s)=s3 +as’ +bs+3
b) Qb(s)=s4 +as® +2s° +bs+1
Solutie: a) a >0, ab>3; b) instabil V a, b.
2.3.4. Determinati valorile parametrului &, astfel incat sistemele caracterizate de

polinoamele caracteristice de mai jos sa fie stabile. Se va utiliza criteriul lui
Hurwitz.

a) Q,(s)=s"+145 +565+k
b) O,(s)=s+(4+k)s’ +6s+12
Solutie: ) 0 < k < 784; b) 2 <k <4

2.3.5. Utilizand criteriul lui Mihailov sa se studieze stabilitatea sistemelor avand
urmatoarele polinoame caracteristice:

a) Qa(s)=s5+4s4+s3+8s2+16

b) O,(s)=s"-2s"+6

Solutie: La nici unul dintre sisteme hodograful nu inconjoara originea (Figura
2.19), deci sistemele sunt instabile.

a)

0] 0 1 +o0
Oure 64 ++ + 60 ++ + +o0
Ouim 0 i 0 + 4+ + +00

b)

1) 0 J3 +o0
Ohre 6 ++ + 0 +++ +oo
Obin 0 N ] - @

Tabelul 2.13. Variatiile partilor reald si imaginara pentru problema 2.3.5
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A Qalm 1 lem

1.5

1

93 (0=+/3)
_ Qal{c R
0 60— 64 6 Q;Rc
(0=1) (0=0) (0=0)
a) b)

Figura 2.19 Hodografurile Mihailov pentru problema 2.3.5

2.3.6. Utilizand criteriul lui Mihailov sa se studieze stabilitatea sistemului avand
polinomul caracteristic:

Q(s)=s3 +3s° +65+12

Solutie: Hodograful din Figura 2.20 Inconjoard originea in sens trigonometric
de 37/2 ori, deci sistemul este stabil.

A le
6 o 2 On.
(=6 ) (0=0)

Figura 2.20 Hodograful Mihailov pentru problema 2.3.6

2.3.7. Determinati valorile parametrului &, astfel incat sistemele caracterizate de
polinoamele caracteristice de mai jos sé fie stabile. Se va utiliza criteriul lui
Mihailov.

a) Q,(s)=ks* +257 +257 +5+1

b) O,(s)=s’ +8s" + 245> +32(k-1)s+k



Capitolul 2 — Analiza Stabilitatii Sistemelor 101

1E~N1-k

k
@15, =0, @3, =1/~/2. Din Figura 2.21a rezulti ca sistemul este la limita de
stabilitate pentru k=0 si instabil in rest.

Solutie: a) Solutiile partilor reala si imaginard sunt: @z, =

b

) 0 ]/\/5 1 +o0

I | O | I +++ 0 - -0
*=0) | Oy 0 +++ 0 S o0
11 Oke 1 +++  I/I6 +++ 0 +++ 4o
=D 1 0O 0 +++ 0 S ee- o0
111 Ore 1 ++ + k/16 ++ + +oo
k=1 O 0 +++ 0 - o0

Tabelul 2.14. Variatia partilor reald si imaginara in functie de & (problema 2.3.7a)

b) Solutiile partilor realda si imaginard sunt: @;,p, =VI12+£N144-k ,

@15y =0, @35, =2\k—1 = k > 1 si k < 144 (conditie de existentd a solutiilor
reale). Din Figura 2.21b rezultd ca sistemul este la limita de stabilitate pentru k=0
(conditia Q(jw)=0); pentru ke(1.01, 6.93) (ce rezultd din @, <O1re< W21m<Wsgc)
sistemul este stabil (inconjoara originea de 4772 ori); in rest este instabil.

@ 0 Dire D2im [ +00
L Oke | 0 (Orre=Oppm) === - - - 0  ++ o
*k=0) | O, | 0 (ORe=Opy) ------ 210974 --- oo
I[ QRe k ++ 0 --- -Z8 - 0 ++ + o0
(k=2)
(k>1.01 0 70
< - - o
k<6.93) | Om | 0 ++ (k=2) ++ 0 (i~ o0
Jii Ore | £ ++ 0 T =gy 4+ 0 + 4o
(k>6.93) 128.6 169
Om | 0 ++ G-y ** 0  ++ ey T

Tabelul 2.15. Variatia partilor reald si imaginara in functie de & (problema 2.3.7b)
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QbIm
A
‘F Qalm
0
(©=0.707) - F \ S
/ QbRe
-1
T k>6.93
k=0
k=1.01
1.01<k<6.93
a) b) \

Figura 2.21 Hodografurile Mihailov pentru problema 2.3.7

2.3.8. Aplicand criteriul Mihailov, sia se determine domeniul valorilor
parametrului & astfel Incat sistemul reprezentat de polinomul caracteristic:

Q(s)=5s5+2s4+253+552+s+k+1

sa fie stabil.

Solutie: Conditii de stabilitate: coeficienti pozitivi; existenta solutiilor reale
(@, wree¥2)) si alternarea acestora @y, <®pr.<®am<Mag.; verificarea conditiei de
limita a stabilitatii (OG »)=0). Solutiile sunt: @1 =0,

cm2R6=05J5i,u5—8(k+1).Dmmnme¢mmeﬂﬁ,um1dmnesomﬁﬂepmﬁi
reale trebuie sa fie wg, 2 9+. Rezulta astfel sistemul de inecuatii:

a;>0: k+1>0 k>—1
5+25-8(k+1)20 k>-I
Wprpe 20
25-8(k+1)>0 = Np<l?

8
O <Opge - S—+[25-8(k+1)<0 <]

QRe (ja))|Q]m(ja)):() =0 D1 =0: k=-1
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Hodografurile Mihailov pentru diferite valori ale Iui £ sunt prezentate in Figura
2.22, de unde rezulta ca sistemul este instabil pentru orice valoare a lui &, deoarece
hodograful nu face 572 rotatii in sens trigonometric in jurul originii.

QaIm

0 k+1
(0=0)

Figura 2.22 Hodografurile Mihailov pentru problema 2.3.8

2.3.9. Un sistem este caracterizat de polinomul caracteristic:
Q(s)=s3 +s?+s+el—0.5

Studiati stabilitatea sistemului utilizand A Qun
criteriile Routh, Hurwitz si Mihailov.

7<0.5
Solutie:  O(s)=s"+s7 +s(1-T)+0.5 / Qre

(vezi problema 2.2.19). In urma analizei cu /

0.5
(0=0)

cele trei criterii = 7=0.5 sistem la limita de
stabilitate; 7<(0.5 sistem asimptotic stabil;
T>0.5 sistem instabil.

s3 1 1-T
s° 1 0.5

7>0.5

s’ 0.5 Figura 2.23 Hodograful Mihailov
pentru problema 2.3.9



104 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de probleme

1 05
] —
1 05 0
D;={1 I-T 0(=025-05-T
0 1 05

2.3.10. Un sistem este proiectat astfel incat sd ofere performante acceptabile cand
amplificarea k£ a unui amplificator particular are valoarea 2. Determinati cat
de mult poate fi modificatd aceastd amplificare, pentru ca sistemul si
ramana stabil. Polinomul caracteristic al sistemului este:

O(s)=s" +(4+k)s” +65+16 +8k

Solutie: Utilizdnd criteriul lui Routh, stabilitatea se obtine pentru -2<k<4.
Deoarece se stie ca parametrul £ este amplificare, acesta nu poate fi negativ, deci
domeniul pentru amplificare este 0 < k < 4.

2.3.11. Se dau sistemele cu urmatoarele functii de transfer in bucla deschisa:

10-(s+1)-(s+2)

T =
2) a(s) s+3
b) T,(s)=s"+s-1
s =10
¢) T.(s)=———
) C(S) s+ 2s+1
2s° —2s+1
d) 7,(s)=22—=""7
) 1a(s) s2+105+]1
e) T(s)—L KeR
¢ (s+2)3’ !

Trasati hodograful Nyquist si precizati stabilitatea sistemelor in bucld inchisa.
In cazul e) determinati valoarea critica a parametrului K.

Solutie: Toate sistemele au reactie negativa, deci punctul critic este (-7, j0).
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TaIm 400 ((,0—+OO) A Thim TcImA
—+oo)
aRc \ TbRC \> TCRe
203 0 \10 0f 1
// (0=0) s (CO—O) (0‘)‘:\0) (s6=+00)
/I Phe S o -y _’
a) Instabil b) Instabil ¢) Instabil
Taim 4 A
(-1,j0)
—0.23

__ 6 \\\
o fF)

d) Stabil

e) K<64 — stabil; K=64 — limita stabilitatii;

K>64 -

instabil

Figura 2.24 Hodografurile Nyquist pentru problema 2.3.11

2.3.12. Pentru sistemele de la problema 2.3.11 determinati marginea de castig si

marginea de faza.

Solutie: Se aplica (2.1.12):

a) MG,=3/20 pentru w=0; MP, poate fi oricat (wg¥.) = sistem instabil;
b) MG,=1 pentru w=0; MP,=r pentru @=0 = sistem instabil;
¢) MG.=0.1 pentru w=0; MP, poate fi oricat (wg ¥.) = sistem instabil,
d) MG,=5 pentru w=~/6/11, sau MG,=I pentru w=0; MP,=7-0.972 = 777/10

pentru @ =~6/11 [rad/s], sau MP,=r pentru w=0 = sistem stabil;

e) MG,=64/K pentru w=23; MPe=7r—3arctg(0.5\/\3/K2 —4} =

MP,=r—m=0 pentru K=64 (limita stabilitatii); MP, < 0 pentru K>64
(instabil); MP, > 0 pentru K<64 (stabil).
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2.3.13. Utilizadnd criteriul Nyquist de stabilitate, si se determine frecventa de

oscilatie si conditia de amorsare a oscilatiilor pentru circuitul din Figura
2.25, stiind ca A0 sunt ideale.

Sz G
R, - It
I—MM— h R,
AO; W\ _
+ A0, —o V,
) +
I R

l 1l W\

Figura 2.25. Circuit cu reactie
Solutie: Reactia este pozitiva, deci punctul critic este (1, j0).

1+s-R,C
T(S)z— > 22
S R2R3C2C3 '(]+S'R1C1)

R,C; = R,C, (conditia de amorsare)
T(ja)) =] = 1

®w, =——= (frecventa de oscilatie)
0 JRR,C,C

2.3.14. Utilizand  criteriul Nyquist de

.. TR . I A
stabilitate, aratati cd un sistem cu I T
functia de transfer in bucla deschisa: .
l
K 1
T(s)=—— K, aeR, \
s(s+a) v Tre

S

T
este intotdeauna stabil in bucla inchisa. —K/a _
(0=0) (0=+0)

Solutie: X, a > 0 = p,; = 0, deci sistem
cu bucld deschisd stabil. Partile reald si
imaginard nu au solutii reale. Din Figura 2.26
rezultd cd sistemul este stabil si in bucli Figura 2.26. Hodograful Nyquist
inchisd oricat ar fi K, a e R.. pentru problema 2.3.14
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2.3.15. Se da circuitul din Figura 2.27. Utilizand criteriul lui Nyquist de stabilitate,
sd se determine frecventa de oscilatie si conditia de amorsare a oscilatiilor.
Trasati hodograful Nyquist. Determinati R; astfel incét cele doua semnale

de iesire sd aiba aceeasi amplitudine.

—o V,

27

O VOl

Figura 2.27. Oscilator pentru problema 2.3.15

V1C

Figura 2.28. Circuitul din Figura 2.27 cu bucla deschisa

Solutie: Sistemul este cu reactie pozitiva, deci punctul critic este (/, j0).
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Se observa cd in bucld inchisa ramura de reactie R(s) va lucra conectatd pe
sarcina R||C. In aceste conditii, 7{(s) este:

3 1
—s* LR,C
T(S)ZVB(S)Z : 3
i(s) et g 1
3RC " 3R’C?

R, =12R (conditia de amorsare)
T(jo)=1 =

(frecventa de oscilatie)

Figura 2.29. Hodograful Nyquist pentru problema 2.3.15

Dacd R,<I2R = sistem asimptotic stabil; dacd R,=12R = sistem la limita de
stabilitate; daca R,>12R = sistem instabil.

Vor(s) _Vo(s) 7i(s) R

() ) () R,
Voo)| _R, 12,
Vm(ja)) —]:>R1—\/§ \/ER 7R

w=ay

este conditia ca amplitudinile V; si Vy; sa fie egale.
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2.3.16. Se da circuitul din Figura 2.30a. Utilizand criteriul Nyquist de stabilitate,
sd se determine frecventa de oscilatie si conditia de amorsare a oscilatiilor.
Comentati rezultatele in functie de parametrul «. Trasati hodograful

Nyquist.
P R;
f \s WV TIm A a< oy O=0y o> (271}
aP /
AO —o0 Vo
— £
Vo |V 0
MV | — (0=0)

J R2 C2 ((,():‘HD)

Cl :[ i R,
a) b)

Figura 2.30. a) Oscilator pentru problema 2.3.16; b) Hodograful Nyquist

Solutie: Vezi problema 2.2.23. Raportul la intoarcere este:

T(S)=[i-(1+&j—1] SR,C, -
a P 1+s(R,C,+R,C; +R,C,)+s"R;R,C,C,

S 1
Frecventa oscilatiilor: @) = ——=
R
1+-3
Conditia de amorsare a oscilatiilor: ¢, = i
R, G
42
R G

Din Figura 2.30b rezulta: a<a, — sistem stabil; a=a, — sistem la limita
stabilitatii; &> ¢y — sistem instabil.



3. Ecuatii de stare

3.1. Consideratii teoretice

Marimile de stare (variabile de stare) sunt marimile a caror cunoastere la un
moment dat este necesara si suficientd pentru a determina evolutia ulterioard a unui
sistem dat, sub excitatii date. Aceste marimi sunt cele care determind regimul
tranzitoriu al sistemului considerat. Intr-un circuit electric aceste marimi sunt
introduse de elementele reactive (L, C) si sunt tensinile pe condensatoare, respectiv
curentii prin bobine.

Starea unui sistem reprezintd ansamblul valorilor variabilelor de stare la un
moment dat: x;(?), x,(?), ..., x,(¢). Dacd la un moment dat (z)) sunt cunoscute
marimile de stare x;(%y), xa(ty), ..., X,(ty) (starea initiald) si excitatiile e;(2), ex(?), ...,
eq(t), t > t,, atunci evolutia sistemului este cunoscutd pentru orice moment #>¢, si
aceasta descriere este unica.

Ecuatiile de stare ale unui sistem analogic liniar invariant in timp (SAL/) au
forma compactd matriceald (3.1.1) (forma normala):

K _ 1)+ Beer)

y(t)=C-x(t)+D-e(r)

unde X(1)=[x,(t) x2(t) ... x,(t)]" este vectorul de stare, e)=[e,(t) ext) ... e,(t)]"
vectorul excitatiilor, Y(8)=/y;(t) y2(t) ... ya(t)]" vectorul iesirilor, A(nxn) matricea de
stare, B(nxm) matricea de aplicare a excitatiilor, C(kxn) matricea iesirii, D(kxm)
matricea de transmisie directd. Numarul n este egal cu numarul ecuatiilor
diferentiale de ordinul I, numarul marimilor de stare. Prima ecuatie din (3.1.1)
reprezintd ecuatia de evolutie a stérii, iar cea de a doua ecuatia iesirii.

Daca sistemul are bucle capacitive si/sau sectiuni inductive atunci sistemul
(3.1.1) capata o forma degenerata (dependentd) (3.1.2). Bucla capacitiva contine
numai condensatoare si/sau surse ideale de tensiuni; sectiunea inductiva contine
numai bobine si/sau surse ideale de curent. In acest caz, unele dintre tensiunile,
respectiv unii dintre curentii elementelor reactive nu vor fi marimi independente,
deci aceste marimi nu vor mai fi variabile de stare.

(3.1.1)

E%Q=Ax@psng+&.

de(t)

2o (t (3.1.2)

y(t)=C-x(t)+D;-e(t)+D,-
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Pentru a trece la forma normala se aplica schimbarea de variabila (3.1.3):

x(1)=xy(1)+ B, -e(7) (3.1.3)
si se obtine sistemul:

dxq (1)
Cdr
y(t)=C-xy(¢)+(CB, +Dy)-e(t)

=A-x1 (1) +(AB, +By)-e(2) (3.1.4)

Ordinul sistemului 7 este egal cu numarul total de elemente reactive din care
se scade cate o unitate pentru fiecare bucla capacitiva, respectiv sectiune inductiva.

Pe baza ecuatiilor de stare (3.1.1) se poate intocmi un model de stare (Figura
3.1), in care sistemul este vazut ca o transformare intrare—stare—iesire.

> D
dx/dt X
e > B jdt > C —>®—> y
A e
— _ J
Y '
controlul starii observarea starii

Figura 3.1. Modelul de stare rezultat din (3.1.1)
3.1.1. Determinarea ecuatiilor de stare

Pentru determinarea ecuatiilor de evolutie a starii intr-un circuit electric se
parcurg pasii urmatori:

e Se construieste graful liniar orientat (GLO) atasat circuitului electric.
Fiecare latura a GLO contine o singurd componenta, astfel incét legea
lui Ohm contine un singur tip de lege de variatie.

e Se alege un arbore normal ale carui laturi contin toate sursele ideale de
tensiune, numarul maxim de capacititi, numarul minim de inductivitati
si nici o sursd ideald de curent.
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e Se aplica teorema a Il-a a lui Kirchhoff pentru pentru circuitul respectiv,
exprimand tensiunile pe coarde U¢(?) in functie de cele de pe ramuri U(2).

e Se aplicd teorema a I-a a lui Kirchhoff pentru circuitul respectiv,
exprimand curentii pe ramuri i,(¢) in functie de cei pe coarde i(?).

e Se aplica legea lui Ohm, exprimand tensiunea in functie de curentul pe
coarde (U¢(?)=f(ic(t))) si curentul in functie de tensiunea pe ramuri
(i) =f(ur()).

e Se inlocuiesc expresiile scrise cu legea lui Ohm in relatiile scrise cu
teoremele lui Kirchhoff obtinandu-se un sistem in care necunoscutele
sunt curentii de coarde si tensiunile pe ramuri.

e Se elimind variabilele care nu sunt variabile de stare sau excitatii si se
obtine sistemul de ecuatii de evolutie a starii. Ecuatiile iesirii se obtin din
ecuatiile topologice, marimile de iesire fiind oricare dintre marimi care nu
sunt surse, dar se exprima in functie de variabilele de stare.

3.1.2. Rezolvarea ecuatiilor de stare in domeniul timp

Rezolvarea ecuatiilor de stare se poate realiza in doud moduri: prin integrarea
ecuatiilor diferentiale utilizind matricea de tranzitie e’ sau prin rezolvarea
problemei Cauchy (integrarea ecuatiilor diferentiale neomogene).

Solutia ecuatiei de evolutie a stirii este

x(1)=% () +x¢ ()= -x(0)+ [ B e(r)dr (3.1.5)

S —_—

unde x,(?) este solutia de regim liber (tranzitoriu), x.?) solutia de regim fortat
(permanent), X(0) starea initiala (conditia initiald).

Solutia ecuatiei iesirii (raspunsul sistemului liniar) corespunzitoare starii
initiale X(0) si functiei de intrare e(?) este:

y(£)=C-e - x(0)+ [C A B.e(r)dr+D-e(t) (3.1.6)
0

Matricea @(7)=¢"" este matricea de tranzitie si se determini cu ajutorul
formulei lui Cailey-Hamilton:

o(t)=e=ay-1+a; - Ata, A +..+a, - A" (3.1.7)
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unde coeficientii oy, «;, ..., ,.; se obtin din ecuatia:

-1

ao ] /11 . //L]n—l eﬂ]‘l

o . n—1 /7.2'1
N A e (3.1.8)

an_] ] in . //Lnn—] e/ln-t

in care termenii ¢**” se numesc moduri de oscilatie, iar A; sunt valorile proprii
ale matricii A si reprezinta frecventele naturale complexe de oscilatie: 4,=gi+ja;,
pi — atenuarea In timp a modului de oscilatie, @ — frecventa modului de oscilatie.
Valorile proprii se determina din ecuatia:

det(2-1-A)=0 (3.1.9)

Matricea de tranzitie se mai poate determina cu ajutorul polinomului de
interpolare Lagrange:

At (3.1.10)

o()=er =3 220

unde notatia (*) semnifici adjuncta matricii respective, iar P(4;) este derivata
polinomul caracteristic al matricii A: P (/1) = det(/l -1- A) .

Curbele care contin conditiile initiale pentru care raspunsul liber contine un
singur mod de oscilatie se numesc directii proprii. Acestea se determind din
ecuatia:

(A4 -1-A)-x(0)=0 (3.1.11)
3.1.3. Rezolvarea ecuatiilor de stare in domeniul Laplace
Se aplica transformata Laplace sistemului (3.1.1) si se obtine:

X (s)=[s-1-A]"-x(0)+[s-1- A" B-E(s)

(3.1.12)
Y (s)=C-X(s)+D-E(s)
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din care rezulta functia de transfer H(s):
H(s)=C-[s-1-A]'B+D (3.1.13)

Functia de transfer H(s) descrie comportamentul vectorului de iesire Y(s) fata

3.2. Probleme rezolvate

3.2.1. Pentru circuitele din Figura 3.2 se cer:
a) Ecuatiile de stare, considerand ca iesire tensiunea pe rezistenta R;
b) Modelul de stare ce rezulta din ecuatiile de stare;
¢) Schema electricd dupa modelul de la punctul b).

R R
4'\A% 4'AA%

ei(t) % C ex(t) L
a) b)

Figura 3.2. Circuite pasive de ordinul I

Rezolvare:
a) GLO pentru cele doua circuite sunt prezentate in Figura 3.3.

3
M @ @

—_——— -

Figura 3.3. GLO pentru circuitele din Figura 3.2

Pentru circuitul din Figura 3.2a variabila de stare este tensiunea pe
condensatorul C (u;). Pentru GLO din Figura 3.3a se scriu ecuatiile cu ajutorul
teoremelor lui Kirchhoff:
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Uz =—U; @

—Uu;=¢

11212213

iar relatiile scrise cu legea lui Ohm sunt:

Uz = R 13

. duz

= —_—
dt

Din cele doua sisteme rezulta ecuatia de evolutie a starii:

duy 1

I
SR 321
a  rC " é (3-2.1)

+
2

RC
Variabila de iesire este u;, iar ecuatia iesirii este:

Y=uz=—uU,+e (3.2.2)

Matricele x, y, A, B, C si D din (3.1.1) sunt:

x =[] y=[u]. A{_é}, B=[é}, C=[-1], D=[1]

Pentru circuitul din Figura 3.2b variabila de stare este curentul prin bobina L
(i3). Pentru GLO din Figura 3.3b se scriu relatiile cu teoremele lui Kirchhoff:
U3 =—U;—Uy
_l/ll = €2

iar relatiile scrise cu legea lui Ohm sunt:

diy

b
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Din cele doua sisteme, rezulta ecuatia de evolutie a starii:

di; R

& it
dat L3 L7

Variabila de iesire este u,, iar ecuatia iesirii este:

Matricele x, y, A, B, C si D din (3.1.1) sunt:

x=[is], y=[u]. Az[—ﬁ}, BzH, c=[1]. =[]

b) Ecuatiile (3.2.1) si (3.2.2) se pun sub forma:

1
RC (e, —uy)dt

Yy=uz;=¢€e —u)

l/l2=

din care rezulta schema bloc din Figura 3.4a.
1/RC R/L

€ 1/L IW )
) 13

b)
Figura 3.4. Modelele de stare pentru circuitele din Figura 3.2

Similar se procedeaza si in cazul circuitului din Figura 3.2b si se obtine:

=—I Rl3

din care rezultd schema bloc din Figura 3.4b.



Capitolul 3 — Ecuatii de Stare 117

¢) Circuitele cu integratoare rezultate din schemele bloc (Figura 3.4) sunt
prezentate in Figura 3.5 si 3.6.

R,
AWV
C
R, i
er + R
R, AO, — AN\ —
ei(t) o—e—am —
ANV
Ry R¢
A
Rs
AW

AQ; —0 y = us(t)

Figura 3.5. Schema electrica echivalenta cu AO a circuitului din Figura 3.2a

y=uyt) o Wy «
R, 13
C
R, . i} Voo
-er < + R
R, I3 AO; ———— AW ——
ext) o vy >

R,
AN

Figura 3.6. Schema electrica echivalenta cu AO a circuitului din Figura 3.2b

In implementarea schemei bloc din Figura 3.4b cu integratoare active,
rezistentele Ry, Ry, din structura sumatorului diferential (realizat cu AO;) vor avea
si rolul de convertor tensiune—curent, deoarece iesirile din AO sunt tensiuni, iar
semnalul dupa integrator (realizat cu AO,) trebuie si fie in curent. Expresia

- . V, Vig; U
curentului i este: i3 = ——22—=-A01 _ 2
Ri+R, R R

sa nu consume curent semnificativ.

, cu conditia ca sarcina conectata la U,
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3.2.2. Sa se rezolve ecuatiile de stare de la problema 3.2.1, in domeniul timp,
dacd semnalul de intrare este semnalul treapta unitate, iar componentele au

Rezolvare:
Pentru circuitul din Figura 3.2a, matricile sunt:
A=[-1], B=[1], C=[-1], D=[]]

Se aplica (3.1.5) pentru ecuatia (3.2.1) si rezulta:

U, = =(1—e")-7(t)

R=C=1

It e
—-|e -7(r)dr
re']

Se aplica (3.1.5) pentru ecuatia (3.2.2) si rezulta:

t (oL
wy == [T Y (ar ey () = (1)
0

R=C=1

1
RC

sau mai simplu u; =e, —u, =e ' - y(t).
Pentru circuitul din Figura 3.2b, se procedeaza asemanator si se obtine:

A=[-1], B=[1], C=[1], D=[0]

L—(t-1)>
U, =é“|‘e (= -y(r)dr
0

R=L=I

sau mai simplu u, = R -i; =(]—e_t)-7/(t).
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3.2.3. Pentru circuitele din Figura 3.7 se cer:
a) Ecuatiile de stare;
b) Modelul de stare ce rezulta din ecuatiile de stare.

C] L1 Rl C2
e(t)g % R, % Ry e(t) C’g II C % R,
a) b)

Figura 3.7. Circuite pasive
Rezolvare:

a) GLO pentru fiecare circuit din Figura 3.7 este reprezentat in Figura 3.8.

4) “4)
a) b)

Figura 3.8. GLO pentru circuitele din Figura 3.7
Pentru circuitul din Figura 3.7a variabilele de stare sunt tensiunea pe

condensatorul C; (u;) si curentrul prin bobina L; (i,). Pentru GLO din Figura 3.8a
se scriu relatiile cu teoremele lui Kirchhoff, respectiv cu legea lui Ohm:

Din cele doua sisteme se elimind termenii din membrul stang al semnului
us, iy, i3) si rezultad ecuatiile de evolutie a starii:

U5=R2‘i5
”5:—”1@ di,
_y = Uy =Ly —~
up=e dt
u4=—u1@»u3 , _C du,
. . L=ty —=
1215 dt
i3 i3=u—3
R;

e__%

(l/l4,
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du, 1 1 . 1
—L=- Uyt ——iy+ ‘e
(3.2.3)
diy 1 R; .
= 2 l4 +—:-e
Variabilele de iesire sunt u;, us iar ecuatiile iesirii sunt:
=u;=R;-i
S (3.2.4)
Yy =U5 =—U, +e

Matricele x, y, A, B, C si D din (3.1.1) sunt:

x=[uy iy, y=[us us]", e=[e]

3 1 i 1
R,C C R,C 0 R 0
A= 2L I,B=21,C= 5| D=
LA ] Ea =10 1
L] L] L]

In acest caz se mai pot considera ca marimi de iesire marimile uy, i,, is.

Pentru circuitul din Figura 3.7b variabilele de stare sunt tensiunile pe C; (u>) si
pe C, (u3). Pentru GLO din Figura 3.8b se scriu relatiile cu teoremele lui Kirchhoff
si legea Iui Ohm:

M4=—u1@ u4=R1.l4
—u,=e , izzcl‘—duz
. dt
Iy =1;—15 du
i :i i3=C2'_3
3 5 dt

__9

Din cele doud sisteme se elimind marimile din membrul stang al semnului
(is, 13, 1y, 15, Uy, Us) $i rezultd ecuatiile de evolutie a starii:
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du, 1(1 IJ 1 1
—_— = + 'u2+ u3+

—— — — . . e
dt C, \R, R R,C R,C
1 1 2 2L 14 (3.2.5)
du3 ] ]
= . u2 — . u3
Variabilele de iesire sunt u,, u;s iar ecuatiile iesirii sunt:

=u,=—u,+e
{y 174 =70 (3.2.6)

Yy =Us =Uy — U3

Matricele x, y, A, B, C si D din (3.1.1) sunt:

x=[uy us]", y=[u, us]", e=[e]

_L.(L+LJ ! ]

-1 0 0

a=| G\ R RGH g1 |, cz[ } D=H

1 1
- 0

RZCZ RZCZ

In acest caz se mai pot considera ca marimi de iesire marimile i, i3, iy, is.
b) Ecuatiile (3.2.3) se pun sub forma (3.2.7). Impreund cu (3.2.4), rezultd
schema bloc din Figura 3.9a.

1 I . 1
uzzj — Uy +—iy + -e |dt
R, ¢ R,

3.2.7)
1 R 1
i4 ZJ‘ __'u2 __314 +—-e dt
L, L, L,
Similar se procedeaza si in cazul circuitului din Figura 3.7b si se obtine:
1 (1 1 1 1
uzzj —— | —+— Uy + ‘Uz + e |dt
G R R R,C; R,C;
(3.2.8)
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Din (3.2.6) si (3.2.8) rezulta schema bloc din Figura 3.9b.

> Y2 = Us
1/ RyC, 44'
e |/R,C, X s
._'__)_@ > Y1 =3
a)
+>/§.;\\ >y, =y
(R,+ Ry)/ RiR,C,
e [1/R,C, 4& _*
——> >( X Y2=Us

b)

Figura 3.9. Modelele de stare pentru circuitele din Figura 3.7

3.2.4. Sa se rezolve ecuatiile de stare de la problema 3.2.3, in domeniul Laplace,
daca semnalul de intrare este semnalul treaptd unitate. Pentru circuitul din
Figura 3.7a valorile componentelor sunt: R,=R;=1, C,=1/2F, L,=1/3H,
iar pentru circuitul din Figura 3.7b: R;=1/20, R,=1/30, C;=C,=1F. Se vor

Rezolvare:
Pentru circuitul din Figura 3.7a matricile sunt:

SR HES MHLSH

Se determina functia de transfer H(s) cu relatia (3.1.13):
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o[ TR )

iar vectorul iesirilor Y(s) este:

{W)H%(s)} H(s)E(s)

(s)] [Us(s)

unde vectorul E(s) contine, in acest caz, un singur element //s, deoarece in circuit
existd o singurd sursa. In urma calculelor se obtine:

3 k-w
Y. (s)=U = = 0
I(S) 3(5) S2+5S+12 (S+a)2+(w0)2
s+3
Y. =U - 77
2(5)=Us(s) 2 +55+12

Se aplica transformata Laplace inversa si se obtin raspunsurile in domeniul timp
(raspunsul indicial):

\/E ‘t]+ 23 -sin{\/j?-tﬁ

= e ? -7(t)-sin[
o V5 2
5
—t
u2=e—u5=7(1)'[1—zi3-e 2 -(23-cos(\/j_3-tJ+ 23-sin(\/j_3

Din (3.2.4) se obtin marimile de stare:

. us
14 =
R3

)

Pentru circuitul din Figura 3.7b matricile sunt:
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a-7 el e o el

iar functia de transfer H(s) este:

LICR (R I et ]

De aici rezultd marimile de iesire:

n(~v)=%(~v)=ﬁ
Y()U(>ﬁ

Se aplica transformata Laplace inversa si se obtin raspunsurile In domeniul
timp:

1) =1y 0)= 55| 10 (578 ) T~ (5T

; .

O T G | 0

Din (3.2.6) se obtin marimile de stare:

u,=e—uy, =—%-[(5+\/E)-e(4_m)'t +(5—\/E)-e(4+m)'t]y(t)

JI0-2 (410} 310 -2 (410}
Uy =y —Us = 20 ‘e —T-e —1|-7(1)

3.2.5. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii de stare, in domeniul timp, 1n conditiile
initiale alaturate. Sa se determine directiile proprii.
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dx;
—=-2 5
a) ar x1+x2+ e; {XOZ[O O]T, X(g]):[o O]T
&=2x1—3x2 e(t)=;/(t)
dt
ﬁ=x]+xz+e —[7 T (1) _ T
b) dt _{Xo—[ 0] . x5’ =[0 0]
@:_’)’xl—xz e(l‘)zj/(l‘)
dt
ﬁ=—ixl—i-1)cz _ T (1) _ T
o ld 99T {X =[1 0] . %y =[0 0]
ﬁ:_x]_xz-ke e(t):y(t)
dt
Rezolvare:

a) Matricile din (3.1.1) sunt:

S R R

Se determina, mai Intdi, valorile proprii matricei A din (3.1.9):

“llo 2 A=

apoi matricea de tranzitie utilizand (3.1.7), (3.1.8) si

Wl W
|
|
N :
W~ W~
KR
|
EN
oy
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Se aplica (3.1.5) si se obtin expresiile variabilelor de stare pentru conditiile
x, =[0 0] (x(1)=0):

505
X 4 3 12
X(t)= = vt 3.2.9
() |:X2:| 5 10 —t 5 4.t 7() ( )
—— e —-e
2 3 6

Directiile proprii se determina din (3.1.11):

(A B R i

Pentru A, = —/ se obtine:
x,(0)-x,(0)=0 = x,(0)=1x,(0) (3.2.10)
iar pentru 4, = ~4:
-2x,(0)-x,(0)=0 = x,(0)=-2x,(0) (3.2.11)

Prin urmare, pentru ca raspunsul liber sd contind numai modul de oscilatie e”,
conditiile initiale trebuie sd indeplineasca relatia (3.2.10), iar pentru modul de
oscilatie e ™ relatia (3.2.11). In ceea ce priveste stabilitatea sistemului, acesta este
stabil deoarece 4;, < 0 = poli iIn semiplanul stang; pe de alta parte variabilele de
stare din (3.2.9) tind la valori constante (sunt marginite) cand t—»co. Directiile
proprii sunt reprezentate grafic in Figura 3.10a.

b) Matricile din (3.1.1) sunt:

acl) 1) eels) o<

Valorile proprii sunt: A; =-2, 1, =2, de unde rezulta ca sistemul este instabil
(A2 > 0 = pol in semiplanul drept).
Parametrii o ; i matricea de tranzitie ¢* sunt:
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o _1 e 1o
2
alz_lhe—Z-t_i_l_eZt
4 4
12t 3 20 1 a0 1 o
eAt=|:a0+a1 o }: 4 4 4 4
3oy - _%e—z-tJrE_ez-t %e—zm L1

1-(972't+§-e2t _1_1.e72t+§.e2t
X, (t)= 43 43 X (t)= 43 8 , 8
~2e?t 2 e 2 g2t 2 g2t
4 8 8
) _%Jr%_ez-tJr%ez-t
x(t)=x (t)+ Xf(t){xj— s ) () (3212
e +—-¢e

Dupa cum se observa si din (3.2.12) daca t — +oo atunci si variabila X,— +oo,
deci sistemul este instabil, ceea ce s-a observat deja din valorile proprii.
Directiile proprii, in acest caz, sunt (Figura 3.10b):

{4:—2: X, (0)=-3% (0)
Zp =21 %(0)=%(0)

\ A XQ(O) \\ A Xz(O)
Jo=—4 = 1=2 " =2
N N
\ __/-( \\ __/-'/
| R ! R
N %(0) SN x(0)
/// _2 __\_l\ /// \\:
/ \\ ’ -3 '--‘\
\ \
a) b)

Figura 3.10. Directiile proprii pentru sistemele a) si b)
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c) Pentru rezolvarea acestui sistem, aplicim metoda integrarii ecuatiilor
diferentiale neomogene (problema Cauchy). In prima etapa se elimina una
dintre variabile (X,), obtindnd ecuatia diferentiala (de ordinul 2) de o singura
variabild (x;). In urmitoarea etapi se determini solutia de regim tranzitoriu
(liber), apoi solutia de regim permanent (fortat), iar solutia finala va fi suma
celor doua solutii.

Xm 1 1 dX]_
—=——X +—X Xp =9 -—=+X
a9 9 | '
dx, d dx; dxq
—S=—X — X, +€ —| 9 —=4 X |==X —| 9 —=+X [+e
dt 12 dt( dt =t ! dt =t
Ecuatia diferentiala de variabila x; este:
2
9.9 ’2(1+1o-%+2-x1=e (3.2.13)
dt dt
Se rezolva ecuatia omogena:
5447 3 9
9.p2+10-p+2-p=0 = =Y S p = pp=——
Y Y Y P12 9 Py 10 P2 10
iar solutia de regim liber este de forma:
=y 4

- prt P2t _ 10 10
Xy =Cy-em" +C,-eM" =C;-el0 +C,-e

Solutia de regim fortat se obtine considerdnd-o de aceeasi forma cu excitatia
(treapta unitate):

Xt =Cs-7(t)

Se Inlocuieste Xy in ecuatia caracteristica (3.2.13) si rezulta constanta Cs:

1
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Solutia finala este de forma:

-3 -9

1 —t —t

X, =—+C,-el0 +C,-el0
175+ 2

Constantele C; si C; se determind din conditiile initiale date in enunt:

1 3
{XI(O)ZJ _ E+C1+C2=] _ C]ZZ
(1) _
X, (0)=0 _%.Cl_]_go.czzo sz_é
-3 9
-
XI(I)ZEJFZ'QM _Z.em

-3
—t —t
_LSE et 7L

X, =
272 40 40

Pentru a determina directiile proprii, se determina valorile proprii, care coincid
cu solutiile ecuatiei omogene (p; ). Din (3.1.11) rezulta directiile proprii:

3 17

ﬂ.] :_]_0 = —E'X](O)—XZ(O)ZO
9 71

3.2.6. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii de stare prin metoda integrarii
ecuatiilor diferentiale neomogene (problema Cauchy). Excitatia este de tip
treapta unitate, iar conditiile initiale sunt nule.

d, 3 1 3
—_—= __.xl __xZ +—e
dt 2 2 2

dxy _

=X;—X
dt 1 2
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Rezolvare:

Se observa ca este mai convenabil sa se elimine variabila x;:

a7 at\ dt  7? 2lar 7)) 277 2
2
a2 dt 2

Solutiile ecuatiei omogene sunt:

pp=——"—=atjp

Solutia de regim liber este:
Xy =Cp-ell" +C,-ef?! =™ -[AI -cos(B-1)+ 4, -sin(ﬂ-t)]

Solutia de regim fortat se considera de aceeasi formd cu excitatia:
A R L . < 3 . <
X0 =Cs ‘7/(t). Inlocuit in ecuatia diferentiald rezulta C; =Z. Solutia finald este

de forma:

x2:%-ﬁ-ea"-|:A1~COS(ﬂ‘t)+A2'Sin(ﬂ't)]

Constantele 4; si 4, se obtin din conditiile initiale:

3

a4, =—>

{Xz(‘)):() §+AI=0 LT
(1) _ ]
x5 (0)=0 a A+ B4, =0 AZZ_Z.AI J

Solutia x; se obtine:



Capitolul 3 — Ecuatii de Stare 131

x; :dﬁerz =i-[7—e75" -(7-cos(\/;-t)—27\/7-sin(\/7-t)ﬂ

3.2.7. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii de stare, in domeniul Laplace, in conditii
initiale nule, daca semnalul de intrare este de tip treaptd unitate.

d.
ﬂ:—x1+2x2+26
dt
dX2

a) «—==2x

) 7 i
Yi=e—x;
ﬁ—x +x,+e
di 1T X2
dx,

b) «—==3x;,—x
) ” 1= X
yi=e=2x
Yy =X+ X

Rezolvare:

a) Matricile sunt:

=+ +
2 _
s‘(s +s—4) s S+1+\/ﬁ S+] \/ﬁ

2 2

Se aplica transformata Laplace inversa si rezulta raspunsul in timp:
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yl(t)={]+ \/5_7 .e—O.5~(1+\/ﬁ).z .(]—e\/ﬁ't)]}/(t)

din care rezultd ca, pentru ¢ — +co raspunsul y;— —oco (rdspuns nemadrginit la
excitatie marginita), deci sistemul este instabil.

b) Matricile sunt:

Functia de transfer este:

ot 4 AT Tl

de unde rezulta iesirile:

2_ p—
s =2s 6_ﬁ+ B, N o

Y](S)_S.(SZ_4)_S s—2 s+2

s+4 A B C
Yo(s)= _4 b 2
2(s s-(s2—4) s +s—2+s+2

Se aplica transformata Laplace inversa si rezulta raspunsurile in timp:

Vi (t)z -(6+efz't —3-ez't)-7(t)

-(—4-6_” +3-ez't)'7/(t)

N~ N[~

,VZ(t):

Se observa, si in acest caz, ca pentru ¢ — +oo raspunsurile y;— —oo, respectiv
y,—>+oo(raspunsuri nemarginite la excitatie marginitd), deci sistemul este instabil.

3.2.8. Pentru circuitele din Figura 3.11 se cer:
a) Ecuatiile de stare;
b) Sa se rezolve ecuatiile de stare in conditiile i;,(0)=1A4, uc;(0)=—1V
(Figura 3.11a), uc,;(0)= 1V, uc3(0)=0V (Figura 3.11b), daca semnalul de
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excitatie este de tip treaptd unitate. Valorile componentelor sunt: R;=4/50,
R,=20Q, C;=2F, L,=2/5H (Figura 3.11a), R;=3/20, C,=C,=1F, C;=1/2F
(Figura 3.11b)

Lz 1:{1 C2

j(t)é\\) | Rflvw;l R, e(t)@g j[c:_l o,
I l I 171

a) b)

Figura 3.11. Circuite pasive

Rezolvare:

a) GLO pentru fiecare circuit sunt prezentate in Figura 3.12.
Pentru GLO din Figura 3.12a se scriu ecuatiile cu teoremele lui Kirchhoff,

respectiv legea lui Ohm:

4
(1) 5D 3 3)
| 2 ¥3
4
b)

u3=u1@ ”3:L2'Z

14_] ’ l _uI

. 1~ 5
11214_15 R1
i <) is i =c,

Din cele doua sisteme rezulta ecuatiile de stare:
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_:__13__u2+_]
d L, ° L, L, G214
duy 1. 1 o

= ly—— U
d  C; ° RC;

Variabilele de iesire pot fi u;, us, ij, is. In acest exemplu consideram ca iesiri
marimile i;, us, atunci ecuatiile iesirii sunt:

yi=ij=j--%
r=i R, (3.2.15)
Yo =uUs =up

Matricile X, y, A, B, C si D sunt:

x=[i; u;]", y=[i; us]". e=[/]

R, 1
=L = R, I
A= y B = L2 ) C == R4 ) D =
! ! 0 0o 1 0
C, RC

Pentru GLO din Figura 3.12b se scriu ecuatiile (T. Kirchhoff, L. Ohm):

=T @ , dus
usSuH)(x) B =G

u4 ZRI '14

—u;=e K 3.2.16
T izzcl.@ ( )
iy =i, —Is dt

t

Din cauza buclei capacitive, latura 5 apare in GLO ca si coarda, deci us nu este
variabila de stare si va trebui eliminatd din sistemele (3.2.16). Pentru a evita
operatia de integrare, datoritd legii lui Ohm wus=f{i;), se exprima is=f(us).
Eliminarea lui us se face derivand ecuatia marcata cu (*) in (3.2.16) si se continua
algoritmul de determinare a ecuatiilor de stare. Se obtine astfel sistemul:
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du2 1 C3 du3 1
d RC, 2T C, dt  RC,
dU3 C2 du2

dt C,+C; dt

e

din care se exprima du,/dt si dus/dt, care formeaza sistemul de ecuatii de stare:

du2 C2+C3 C2+C3

=— ‘U2+ e
dt RI(C1C2 +C,C; +C2C3) RI(C1C2+C]C3+C2C3)
du3 _ C2 ‘u2+ C2

dt _RI(CICZ +C,C; +C2C3) RI(C1C2+C1C3+C2C3).6

Variabilele de iesire pot fi uy, us, i,. In acest caz, ecuatiile iesirii sunt:

Yo =Us =Uy — U3
1 1

y3:i4:——-u2 +—:-e
Rl Rl

Matricile X, y, A, B, C si D sunt:

x=[uy, us]", y=[u, us i,]', e=[e]

B C, +C; 0 C,+C;
R](C1C2+C1C3+C2C3) RI(C1C2+C1C3+C2C3)
_ CZ 0 ’ CZ ’
R, (C,C,+C)C3+C,C5) R;(C,C,+CiC3+CyC5)
-1 0 1

C=| I -1|, D=| 0
1y 1
LY ] | Ry ]
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b) Pentru circuitul din Figura 3.11a matricile, respectiv conditiile initiale sunt:

>
1
~
AN~ |
o
1l
1
S N
| |
@]
1l
=
|
| ~
O
1l
1
S ~
1
b3
—~
S
N—
1
|
~ ~
1

iar valorile proprii se obtin din (3.1.9): 4, =-1, 4, =-3/4.
Solutia ecuatiilor de evolutie a starii se determina din (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8):

3
-

ay=-3-¢'+4-e*

_2 i —Z-t *Z-t
AT %o =% 5% |5e'—4e? 10" +10-e 7
- 1 | 3 3
5% Gyt 2iet—2.e4 —4.e'4+5.¢ 4
_3.
11 15" —14-¢ #
-] ! |- S

—%—10 ’+%-e_4t
X ()= y(t)
=t
_1_4. _t+£.e4
3
; _£+5 _t_%.e4t
)= 00, (0 - |0
? _i+2.et__.eizt
3

Marimile de iesire se determina din (3.1.6):
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1 t 4
0 —= . i 3¢ ——-e
y (1)= 2 -eA’-[ J= (1)
- 3
0 1 ; —
6-¢e'—-7-e 4
ye(1)= , [7()
_1_4. _t+£.e_zt
3
3
; §+4 _t—%-e 4
0= -0+ y - ()
Us 4 , —
—— 42 =Z.e 4
3

Ly ! -1 0 i
|2 |2 _ _ |1
A= . B=|"1, C=| I -I|,D=|0]|, x(0)=
_i 0 i 2 2 0
3 3 -= 0 =
3 3

iar valorile proprii se obtin din (3.1.9): 4, =0, 4, =-1/2.
Parametrii necesari determindrii marimilor de stare sunt:
0!0 = ]
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2 —t
——+—-e
3
)i
I-e
(0= |0
3 3¢

Prin insumarea solutiilor de regim liber si fortat se obtine solutia finala a
ecuatiei de evolutie a starii:

1

X(t):[u3:|: X (1) + X (t){o]y(t)

Parametrii necesari determinarii marimilor de iesire sunt:

1
—t
—e 2
-1 0 ; 5 4 L
= 7 —1leA T2l is e 2 .
y; (¢) ] e [0} 33°¢ 7 (1)
-— 0 1
3 2.
3 i
-t
e
ye(t)=| 0 7()
1
2.7
L3 i
din care rezulta solutia finala a ecuatiei iesirii:
0
“ 21
y(t)=|us |=vi(t)+ys(1)= 373 (1)
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3.2.9. Sa se determine matricea de tranzitie pentru urmatoarele matrici de stare,
utilizdnd polinomul de interpolare a lui Lagrange.

1 -2
a) A=
-1 2
=2 0 0
b) A=|0 I 0
10 0 -1
Rezolvare:

a) Se determind matricea caracteristica:

[i‘l_A]:[lz_J /1{2}

Se determina polinomul caracteristic:

A-1 2

P(/l)z‘ . 2‘:12—3,1

iar valorile proprii sunt: 4, =0, 4, = 3. Adjuncta matricii caracteristice este:

P(A)=22-3 = P (4)=-3, P(4)=3

Matricea de tranzitie va fi:

oA = '1 .[/11_2 -2 :|‘€/11.t+ ,1 'FZ_Z -2 :|.e/12-t

] {2+e3" 2—2-e3"}
3

1-&' —1+2.%
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b) Matricea caracteristica este:
A+2 0 0
[/”t 1- A] =l 0 A-1 0
0 0 A+1
Polinomul caracteristic:
P(A)=| 0 A-1 0 |=(A+2)-(A-1)-(A+1)=A7+247 =22
0 0 A+

Valorile proprii sunt: A, =-2, 4, =1, A3 =-1

P (A)=31"+4A-1 = P (4)=3 P (4,)=6, P (4)=-2

(A-1)(A+1) 0 0
[4-1-A] = 0 (A+2)(4+1) 0
0 0 (A+2)(A-1)
et 0 0
A=l 0 &0
0 0 e’

t

Observatie: Dacd matricea A este diagonald, atunci si matricea ¢ este

diagonald, avand ca elemente exponentialele cu valori proprii.

3.2.10. Pentru circuitul din Figura 3.13a, sa se determine ecuatiile de stare.

4
]{1 R2 (1) N _(2)_ _(5__ _ (3)

ei(t) ex(t) 1

“)
a) b)
Figura 3.13. Circuit pasiv si GLO asociat
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Rezolvare:

Variabila de stare este u,, iar GLO asociat circuitului este dat in Figura 3.13b.
Sistemele scrise cu teoremele lui Kirchhoff si legea lui Ohm sunt:

= ®
”5:@”3 uy=R;-i

—U;=¢ , u5=R2'i5
—Uz=¢€ i2: ‘duz

Din cele doua sisteme rezulta ecuatia de stare:

du, :_( I .

+ Uy +——e +——
d R,C R,C RC ' R,C

Variabilele de iesire pot fi u,, us, iy, is. In acest caz, ecuatiile iesirii sunt:

Yy=uy=-uyte
Yy =Us=-Uyte
. 1 N
V3=l =——TUyr——g
R, R,
. 1 N 1
Yg=ls=—T—UyT——6
R, R,

Matricile X, y, A, B, C si D sunt:

Aol (L 1 go| L 1
RC R,C RC R,C

T

-1 0 0 0 1 0
0 -1 0 0 0 1
C= . D=
0 0 -1/R, 0 I/R, 0

0 0 0 -I/R, 0 1/R,



142 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de probleme

3.2.11. Pentru circuitul din Figura 3.14a, sa se determine ecuatiile de stare.

L@ 2 3 3 @

Figura 3.14. Circuit pasiv si GLO asociat

Rezolvare:
Se observa cad In acest circuit existd o sectiune inductiva formatd din sursa

ideald de curent j(z) si bobinele L;, L,. Variabilele de stare sunt u,, u,, is, iar GLO
asociat circuitului este dat In Figura 3.14b (este posibila si varianta in care L, apare
pe coarda si L; ramura).

Sistemele scrise cu teoremele lui Kirchhoff si legea lui Ohm sunt:

di
u6=L1'7;
ug @+u3 u; =R, i
I =i5=] 1

. dt
l.3=l.5{:> ’ . _, di
1421517 13—)1/‘3— ZE
dU4
dt

i4=C2'

In cazul in care apare o sectiune inductivd, determinarea ecuatiilor de stare se
face in mod asemanator ca si in cazul buclelor capacitive (vezi problema 3.2.8).
Prin urmare, pentru a evita introducerea integralei, se deriveaza ecuatia marcatd cu
(*) si se continua algoritmul de determinare a ecuatiilor de stare. Din cele doua
sisteme rezulta sistemul:



Capitolul 3 — Ecuatii de Stare 143

dU2 1

— s =gt

i ¢, ° ¢

du 1 .
—t=- ig+—"]

- =—- U, +—-u
da 'L,oa? L L
. o d2u2 . . ..
din care se elimina termenul 7 si se obtin ecuatiile de stare (3.2.17), care sunt
t
de forma degenerata (3.1.2) (apare derivata sursei j(2)):
du2 1 . 1 .
dt o o
d 1
b (3.2.17)
di 1 1 L ]
da L;+L, L, +L, L,+L, dt

Variabilele de iesire pot fi u;, us, us, i;, i3. i;. Determinarea marimii de iesire u;

se face astfel:

I .
dt L+, L, +L, L, +L, dt

L L LL, dj
;+ L, L, +L, L,+L, dt

Se obtin in final ecuatiile iesirii de forma degenerata.
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yi=u;=R;-j
L L L,L, dj
Vy =y =y ey
L,+L, L, +L, L,+L, dt
Y3 =U; =uy
Yy=i=]
Ys=i3=j—l
Vs =1, = ! u ! u
6 =l = U= lUy
R, R,

Matricile X, y, A, By, By, C, D; si D, sunt:

x=[u2 uy ié]T,y=[u1 us u; i i3 i7]T’ e:[j]

o
1 ]1 ]1 /
A= 0 -, B] =l— | 82 = 0
RZCZ CZ CZ L
2
! ! 0 L,+L,
_L] +L2 L] +L2 | L ] - -
0 0 0] _
L L 'R, ] 0
—2 =2 ! LL,
L+,
0 1 0 0
C = y D] = y D2 = 0
0 0 0 1
0
0 0 -1 1
1 0 0
0 — 0 - 0
i R, ] -
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3.3.  Probleme propuse

-2 0 0
3.3.1. Determinati valorile proprii ale matricii A=| 0 -4 0
0 0 -6

Solut’:ie: /11 = _2, /12 = _4, /13 = _6 .

L . .. . -2 0
3.3.2. Determinati matricea de tranzitie pentru matricea A= [ 0 4} .

-2
0
Solutie: @(¢)=e" = [e ] .
0 —4-t

3.3.3. Determinati valorile proprii si expresiile directiilor proprii pentru matricea
-1 2
A= .
-1 —4
Solutie: 4, =-2, directia proprie: x,(0)=-0.5-x,(0); A,=-3, directia
proprie: x,(0)=-x;(0).
3.3.4. Determinati valorile proprii si expresiile directiilor proprii pentru matricea

a5

Solutie: 4, =-5, directia proprie: x,(0)=-x;(0); A, =-6, directia proprie:
4
5(0) =45, 0).
3.3.5. Determinati valorile proprii si expresiile directiilor proprii pentru matricea
-1 -1
A= .
3 =5
Solutie: 4, =-2, directia proprie: x,(0)=x;(0); A, =—4, directia proprie:
x2(0)=3-x](0).
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3.3.6. Determinati matricea de tranzitie pentru matricea A =[ 4} , utilizand

polinomul caracteristic P(A).

Solutie: 4, =—2, 1, =-3, P(A)=A" +54+6,

-2 -3¢ -2 -3t
@(t):eAt: 262 _e3 262 _263 '
—e et e 4 2.7

3.3.7. Determinati matricea de tranzitie pentru matricea A =[ 9} , utilizand

polinomul caracteristic P(A).

Solutie: 4, =—5, 1, =—6, P(1)= A" + 114+ 30,

4'675.t _3‘6*6'1 3'675.1 _3‘6761
@(t) =M = .
44400 3.0 1 4.0

3.3.8. Determinati matricea de tranzitie pentru matricea A =[ 5} , utilizand

polinomul caracteristic P(A).

Solutie: 4, =—2, A, =—4, P(2)=1" +61+8,

i.e*}t _1.674'1 _i.eizlt +i.ei4.t
@(t):eA-t _ 2 2 2 2

i. 72t_i. —4t _l.eiz.t+i.ei4.t

2 2 2 2

3.3.9. Determinati raspunsul liber al sistemului caracterizat prin matricea de

. A 2el43.e 3.0 +3.07% ) .
tranzitie @(1)=e"" = . o . _,, |»pornind din
2-e —2-e 3-e —2-e

starea initiala x, =[/ ]]T.

Solutie: x; (t) =—5.¢"+6-¢7", X, (t) =5-¢"'—4.¢7".
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3.3.10. Determinati raspunsul liber al sistemului caracterizat prin matricea de

N A 2.672-1 _6734 2.672-1 _2‘673-1 . .
tranzitie @ (t) =e = 5 s | pornind din
—-e +e —e 7+ 2.e7!

starea initiald X, =[—/ ]]T.
Solutie: x,(¢)=—e ', x,(t)=e7".

3.3.11. Determinati raspunsul liber al sistemului caracterizat prin matricea de

. .. . : o T
tranzitie de mai jos, pornind din starea initiald X, = [] 1 ] .

3oL e T 2a 1 o
@(l‘)—eAt _ 2 2 2 2
%'€2t—§'e4t _% efz-eri o

3.3.12. Determinati directiile proprii matricelor de la problema 3.2.9.

Solutie:
1 x,(O =
0)==x,(0), 4,=0
a) %(0)=5%(0)- 4 b) {x,(0)=0
x;(0)==x,(0), 2,=3 x;(0)=
A x5(0)
Jo=3 A=0
N Xt
it \1 x(0)
" »%x3(0)
a) b)

Figura 3.15. Directiile proprii pentru cele doua sisteme
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3.3.13. Pentru urmatoarele sisteme, sa se determine modelul de stare.

€) |—=x,+x,+e

gl

b)

Figura 3.17. Modelele de stare pentru sistemele a), b) (problema 3.3.13)
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+>@ > Vi
' 1 - +’@—) Y2
1 1+
NN
€ o—"—:%_—)l—_)@—)' X2
1
¢)

Figura 3.17. Modelul de stare pentru sistemul ¢) (problema 3.3.13 — continuare)

3.3.14. Pentru circuitele din Figura 3.16, sa se determine ecuatiile de stare.

I 2 2

3)

AN

-
~

=
Nav’
b
=
—
|_
[\®)
fm———— -
B
w ~
’/
Jle--
—

IC

2)

c) d)

R, L L, M4 @ 56 @
->

—* -
e(t) :[ C Ry

e) £ )

Figura 3.16. Circuite cu GLO asociate
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Figura 3.16. Circuite cu GLO asociate (problema 3.3.14 — continuare)

L
e(t) I C R
2
R
NV
C C
_| l_l
e(t) R R
i)
Solutie:
Pentru figura3.16a,b :
as_ R K L 4

- Jis + S+
dt L,+L, L,+L, L,+L, dt
yi=u;=R;-j
yy =ty =Ry-(j—is)
y3=i=]
Vy=iy =15

Pentru figura 3.16e,f :
dis R, 1

is——- U, +—-e
L, L L
d L, ° L, °
duz 1 . 1 .
_:_.15__.16
¢, ° G

yi=uz=R;-is

Yy =uy=R;-is

Pentru figura 3.16 c,d :
%—_L.u _i.i +_. /
a  rC e
di
ay 1.,
dt L
Yi=uz=u;

. u

J’2=l3=EI

Pentru figura 3.16 g, h :

duz ] .
—=——'u2 +_l3
dt RC C
diz 1
—==——-u,+—-e
dt L L
Yi=uy=u

.u
Yo=Yy 2?2
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Pentru figura 3.161, j :

du, 3 2

—S = U, —— U3 +—-¢
dt RC RC RC
du3 2 2
—=—— U, ——— Uz +——€
dt RC RC RC

Yy =uy=uy; tug
Yy=Us=e—u

Y3 =Ug =€—Uy—U3

1
J’4—l4—E (“2”‘3)
1
J’5—Z5ZE (e_“z)
—(e-uy ;)
y6_l6_R €Uy —Uu;

3.3.15. Sa se determine functia de transfer pentru sistemele de la problema 3.3.13.
Sa se determine raspunsul la impuls (functia pondere).

Solutie:

10 ~2s+1 I |s’-25s-6
Halo) = seid MO0 “c(s)iz_z{ }

~
\]
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3.3.16. Pentru circuitul din Figura 3.18 sa se determine ecuatiile de stare, functiile
URJ(S) Uy (S) IRI(S) Iy (S)
E(s) ~ E(s) " E(s)  E(s)
uri(t), ura(?), iri(t), irs(t), daca excitatia este treapta unitate. Se va considera

R1:R2:R3:R4:R.

de circuit si expresiile semnalelor

Solutie: Variabila de stare este is(?), vectorul de iesire ¥ = [u, us i, ig]", iar
ecuatiile de stare sunt:

R,
AM—t
e(t) ;
s _
dt

Yo =Us =Us
Y3zl =—r=_clst e
i 1L i Jri e
Y4 =1 5 5 SR
1( 3RJ3( R] 1( 3R] 3( 5R)T
SelsH ] Selst oo | o se | S s+
H(s) = 5 L) 5 3L) SR L) 3R 3L
3R 3R 3R 3R
S+ S+ S+ S+
5L 5L 5L 5L

3R

y,(t)zi.[s—zz.e‘n']-y(z) , yz(z)zl—;-[nz/-e‘n"]-y(z)
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E13

yj(z)zjiR-[s—zz-e‘n’]-y(t) , y4(z):HLR-[25—15-e‘§"]-y(z)

3.3.17. Sa se rezolve sistemele de ecuatii de stare in conditiile date. Excitatia este
semnalul treapta unitate.

a) %=—3x1+x2 b) %z—x1+e ¢) %z—x+e+3-%
%z—Zx]—x2+4e %=—2x2+2e ;izie_—jx
Yr=e—X; y=e—x;—2x, 1
Y2 =2x Xy =1 —]]T % :[3}

v =1 25" =[-1 o]

Solutie:

a) Se aplicd metoda integrarii ecuatiilor diferentiale neomogene (problema
Cauchy): p;, =-2%.

xp () =x(t)+x(2)

é.[4+e_2" -(cos(t)—3sin(f))]'7(t)

=
N
—
~
SN
|
+
w
Ry
1
|~
1
~
N
|
(Y
o
S
/;\
Q
S
o2}
—
~
SN
+
o
a
=2
—~
SN~
N—
L 1
B
—~
~
SN—"
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¢) Se aplica (3.1.3) si (3.1.5):

1

5O =00(0) ()= -3 |1 (0)
x(t)z(i_i.e—t].y(t)

3.3.18. Sa se rezolve in domeniul Laplace sistemele de ecuatii de stare de mai jos,
in conditiile date. Excitatia este semnalul treapta unitate.

dx; dx;
a) |—=-3x,+x b) |—=-3x;,—x,+e
) ” 1+ X, ) 7 1= X

@:—Zx]—x2+4e &=2x2+26

dt dt

yi=e—x; V==X +tXx

Yy =2x, V=X +X;

T T

Solutie: La ambele sisteme se aplica (3.1.12).

-3 1] 0 0 -1 1
a) A= . B=| |, C= . D=
-2 -1 4 2 0 0
4 s—1
—+

1
XI(S)__ )i s +3s+4 B 5s 5 (s+2)2+1
2-(s2+4s+6) |12 2 s+4
5505 (s+2) +1

Xz(s)_ s‘((s+2)2+])'




Capitolul 3 — Ecuatii de Stare 155

41 _s=1
NI f‘Xz(S) |55 (sw2) 4
Y )_L@(SJ L'XI( )] 24 4 s+4

555 (s+2) +1

Vi =—§-[7—2-ez't -(cos(t)+2-sin(t))]7/(t)
Vs =§-[4+e_2't -(cos(t)—j‘sin(t))]-;/(t)

wa-3 el e 0 o]




4. Diporti

4.1. Consideratii teoretice
4.1.1. Parametrii diportilor
Un diport este un circuit cu doud porti, o poartd fiind pentru intrare si alta

pentru iesire. In analiza diportului intervin patru marimi: tensiunile u;(), us(?),
curentii #;(2) si i,() sau transformatele lor Laplace (Figura 4.1).

() L L (2
o—>—— | L <«—o
U, <‘O Diport ) U,
—_— ———— o
(1) )

Figura 4.1. Schema bloc a unui diport

In functie de gruparea acestor mirimi pentru a stabili intrarea, respectiv iesirea
diportului, se definesc urmatorii parametrii: impedanta (4.1.1), admitanta (4.1.2),
fundamentali (directi (4.1.3), inversi (4.1.4)), hibrizi (directi (4.1.5), inversi

(4.1.6)).
UZ 12_ _ZZI ZZZ 12 .
12 UZ_ YZ] YZZ U2 .
_UI :[A]‘ UZ_:_AII AIZ_'_UZ_ (413)
L II _12_ _AZI AZZ __12_ .
_U2 :[B]' UI_:_B]I BIZ_'_UI_ (414)
_12 _]I_ BZI BZZ _11 .

el ] e
]2 U2 HZ] H22 UZ
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I U G, G U
U, I, Gy Gy 1,
Elementele matricilor (Z, Y, A, B, H, G) se determind in conditii de

functionare in gol (/; = 0) sau in scurtcircuit (U, = 0). De exemplu, pentru
parametrii impedanta se pot scrie relatiile:

U U U U
ZU:[—] ,ngzl—j 922121_2 >222:I_2 (4.1.7)
Tl,=0 211,=0 1l1,=0 211=0
Conditiile de reciprocitate, respectiv de simetrie pentru un diport sunt:
Conditii de reciprocitate : Conditii de simetrie :
Z13=2y Z11=Z);
Y;,=Ys Y=Y (4.1.8)
Ay Ay — Ay Ay =1 Ay =4y,
Hjy=-Hy, HjHy —Hj,Hy =1

Formalismul de repartitie evidentiazd unele aspecte privind transmiterea
semnalelor prin diporti, cum ar fi: propagarea undelor, adaptarea circuitelor. Acest
formalism se defineste prin expresia:

B(s)zS(S)-A(s) 4.1.9)

unde A(s) si B(s) sunt vectorii unda directa (incidenti) si inversa (reflectata) si
reprezintd imaginile Laplace ale vectorilor tensiunilor, respectiv curentilor la porti.
Vectorii a(z) si b(?), pentru cazul R,=R,=1£2, se definesc astfel:

a(t):é-[u(t)+ i(1)]

; (4.1.10)
b(1)=-[u(2)-i(1)]
iar vectorii tensiunilor si curentilor sunt:
u(r)=a(t)+hb(r)
{l(t)za(t)—b(t) (4.1.11)
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Daca R, #Rs # 1 atunci, se poate ajunge la (4.1.11) prin normarea rezistentelor,
sau se utilizeaza expresiile nenormate:

al(t)zé‘ L\I/II(Tt)”J(t)'\/g] az(t)zé‘{bjg)”z(t)'\/?s}

- ) B (4.1.12)
_] ul(t) t _i. U\t — t R
bz(t)—g \/E_l](t) \/E] 2(7) 2| Jr 2(0)Ry
Utilizand formalismul impedanta (4.1.1), se deduce:
S(s)=[2(s)+1]"-[2(s)-1] (4.1.13)
Parametrii de repartitie se mai pot determina calculand termenii:
Z,; —R
S“ :b_l _ inl g S]Z :b_l — UI . &
U lay=0 Zins + Ry @2 la1=0 Ey/2 g
, (4.1.14)
S22 :b_Z — ZinZ — Rs SZ] :b_Z — UZ R_g
a a;=0 Zin2 +Rs a; ar=0 EI /2 Rs

unde S;;, S»; sunt coeficientii de reflexie (de neadaptare) la portile (1), respectiv
(2), E;, E;> sunt t.e.m. de la cele doud porti. Conditiile a;=0 si a,=0 au semnificatia
de pasivizare a surselor la portile (1) si (2). Impedantele Z,,; si Z;,, se determina in
conditia in care la cealaltd poartd este conectatd sarcina (R, sau R).
Diportii simetrici pot fi echivalati cu o structurd in X, cu ajutorul teoremei

bisectiunii (Figura 4.2).

Z,

o—a AN 0
Z,

Z,

Z,
o ANV o

Figura 4.2. Diportul simetric In X
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Teorema bisectiunii: un diport simetric poate fi echivalat cu o schema
simetricdi in X la care impedanta longitudinald este egald cu impedanta de
scurtcircuit a jumatatii diportului simetric, iar impedanta diagonald este egald cu
impedanta de mers In gol a jumatatii diportului simetric. Reciproca teoremei
bisectiunii nu este adevarata.

Diportii simetrici sunt caracterizati prin impedanta caracteristicd (Z.) si
constanta de transfer (). Impedanta caracteristici Z. este impedanta care,
conectatd la o poartd, face ca impedanta la cealaltd poarta sa fie egala tot cu Z,.
Aceasta impedanta se calculeaza pentru un diport in 7' (Figura 4.3a), respectiv in /7
(Figura 4.3b) cu (4.1.15).

Zl/2 Zl/2 Zl
O—e NN +—O

7, 27, 27,

Figura 4.3 a) Diport in T simetric; b) diport in /7 simetric

Z2
2 =22+ A

(4.1.15)
y?2
Y., =0y
’7 4
sau in cazul cel mai general, cu (4.1.16):
Z,=\Z,Z, (4.1.16)

unde impedantele Z; si Z, reprezintd impedantele longitudinala, respectiv
transversald, iar Z, si Z, reprezintd impedantele la mers in gol, respectiv in
scurtcircuit ale diportului.

Constanta de transfer 0 (pe impedanta Z,) este:

I _ I

ﬂ=—=e = 0=a+jb=lnﬂ=ln—

4.1.17)
UZ _12 U2 2

unde
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a:lnM: nﬂ (4.1.18)
vl

reprezintd atenuarea introdusa de diport in Np (8.686Np=1dB), atunci cand diportul
lucreaza pe Z,., iar

b=py, =@y, =Q1, — ¢, =—¢ (4.1.19)

reprezintd defazajul intrarii fatd de iesire atunci cand diportul lucreazd pe
impedanta Z.. Constanta de transfer se poate calcula in functie de impedantele Z, si
Ly

th(0)=, |22 (4.1.20)

Diportii asimetrici sunt caracterizati prin doud impedante imagine (Z; si Z,) si
o constantd de transfer pe imagini (). Aceste marimi reprezintd parametrii
imagine ai diportilor asimetrici.

Impedantele imagine reprezintd acele impedante, care conectate la intrarea,
respectiv iesirea diportului se transforma din una in cealaltd prin intermediul
diportului. Aceste impedante se calculeaza in functie de parametrii impedantd cu
relatiile:

U1 Z]] 2
ZI] I _\/ '(ZIIZZZ _ZIZ )
I|\v,_, Zy;
2
" (4.1.21)
UZ ZZZ 2
ZI2 _I_ _\/Z '(211222 _Z]2 )
2|V, 11

sau in cazul general cu (4.1.22):

Zy=NZZises L =ZxyLoe (4.1.22)

unde Z;, reprezintd impedanta vazuta dinspre poarta (1) cand poarta (2) este in gol,
iar Z;, este impedanta vazuta la poarta (1) cand poarta (2) este in scurt; similar se
definesc si parametrii Z, §i Z;..

Constanta de transfer pe imagini (6) se determina din:
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VA Z
0, =a; + jb;, sau th(6;)= /L= /L (4.1.23)
Z1 Z
unde a, - atenuarea pe imagini, iar b, - defazajul intrarii fata de iesire (4.1.24).
1 271
a;=In| —- ==
V| V24| (4.1.24)

] ]
by =0, =00, +5 (02, =02, )= 01, + o1, +5 (02, =02, ) =01

4.1.2. Interconectarea diportilor

Interconectand doi diporti, parametrii noului diport se pot calcula pe baza unor
relatii simple care implica parametrii diportilor elementari. La conectarea diportilor
pot apare urmatoarele tipuri de conexiuni, pentru fiecare poarta in parte:

e conectarea in serie;
e conectarea in paralel;
e conectarea in cascada,

Relatiile parametrilor echivalenti la diferite tipuri de conexiuni Intre diporti sunt
date n Tabelul 4.1.

Tigﬁiriiec—?en;:gre Parametri echivalenti
Serie-serie 1710,+7,
Serie-paralel H~=HtH,
Paralel-serie G=G+G,
Paralel-paralel Y=Y +Y,
Cascada A=A A,

Tabelul 4.1. Parametri echivalenti
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4.2. Probleme rezolvate

2 2
4.2.1. Pentru diportul din Figura 4.4, si se
determine impedanta caracteristicd si
constanta de transfer. 5

Rezolvare:
Figura 4.4 Diport simetric

- Z . .
Din Figura 4.3a rezulta ca: 7’ =2=7Z,=4,Z,=5.Seinlocuieste 1n (4.1.15) si

2
7,7, +%: /4-5+]76=2JEQ

se obtine:

sau din (4.1.16):

245

Z.=2.,.7,= \/(2 +£j (2+5) =260
Constanta de transfer se determina din:
24

SC 7
th(0) = |Zse =4|-L =
(9) 7, \7

246
7
4.2.2. Se da diportul din Figura 4.5.

a) Sa se determine Z¢ si G;
b) Specificati elementele impedantei Z¢ in cazurile in care frecventa este:

fi= LHZ, respectiv f, = iHZ;
4 7T

¢) Determinati atenuarea a si defazajul ¢ introdus de diport la frecventa f;.

Rezolvare:

. , 1 . .
a) In (4.1.15) se inlocuieste 2Z, =0.5 = Z, =0.25 :Z si se obtine Z¢r7:
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1
0.5 0.5

Figura 4.5 Diport simetric n /7

c \/Y1Y+
" Z, 4Z

Z. =
11 2
\/ZIZ’JFZ:( 2\/s +1

sau calculand in functie de impedantele de mers 1n gol si in scurt:

h<
I

1
SLic sL s
Zsc_)LHCstc: > =7 =7
L+ o sLC+1 s°+2
sC
) S2+2)

Zy— L||(LC serie)= Z, =———
’ ( )= % 4(s2+1)

Z, =2,z i

c sc :ﬁ

Constanta de transfer este:

Z Ns?+1

0 = arcth | =% = arcth

Z() S2+2
b)
. jo
Z, (jo)=
" NI1-o’

1 1 1
f,: Z —|=j—= =L H
1 cr7 (JZJ J \/§ ech \/_
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Trebuie precizat cd impedanta Z. nu este realizabila fizic pe tot domeniul
frecventelor, ci doar pentru o anumiti frecventa data. In acest caz, diportul din
Figura 4.5 se comporta inductiv la frecventa f; si se poate echivala cu o bobina
(Lecr), iar la frecventa f, diportul se comporta rezistiv (Re.;).

)
2
0 =arcth 2;—” =arcth ﬁ
s°+2 s=jw 7

a)1=1/2
N}J

6’=a+j-b=arcth(7
de unde rezulta:
azarcth[gJ:Z.(ﬁNp, p=—b=0 4.2.1)

Conform (4.2.1), diportul din Figura 4.5 (conectat pe Z.) la frecventa f;
atenueaza semnalul de intrare cu 2.63Np si nu introduce defazaj.

4.2.3. Se considera diportul din Figura 4.6. Sa se 1 1
precizeze elementele impedantei Z. la

frecventa f; = L.
8r

Figura 4.6 Diportin T
simetric

Rezolvare:

jr
ZCT(j§J=«/j+I =2l —2 .24 =§’/§-cos%+j-f/§-sin%

R, =<’/§-c0s%=1.m

L, =42 Sin% =0.46H
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In acest caz, diportul se comporta la frecventa f; ca o rezistenta R, in serie cu
o bobina L.,

4.2.4. Se considerd diportul asimetric din Figura
4.7.
a) Sa se determine impedantele imagine si NE
constanta de transfer pe imagini;
b) Precizati  elementele  impedantelor

imagine la frecventa f; = LHZ; ) ] )
2r Figura 4.7 Diport asimetric
¢) Determinati atenuarea a; si defazajul

introdus de diport ¢ la frecventa f;.
Rezolvare:
a) Utilizand (4.1.22), se obtin expresiile impedantelor imagine:

ZISC:] ZOZI+S\/_ = ZIIZ",ZISCZIO :\/1+S

53
Tl V-2l

1+

Constanta de transfer pe imagini este:

th(g]): ZIsc — Z2sc — 1
V Zy Zy \/ 1+ s\/§
b) Elementele impedantelor imagine la f; sunt:

7
= = & 5 2 .
ZII(J): I+ jN3 =~N2-e ¢ = 2 +J :Rlech+fa)1'[‘lech

2

i3 J}e2 3 75 6 32

Z2(J =\|7€¢ =—r J——Rzech +jop - Lyeey

/Hﬂg 5.2 2 4 4

In acest caz, diportul (conectat pe Z;, ;) se comporti la f; ca o structurd RL serie
atat la intrare cat si la iesire, dar avand valori diferite pentru parametrii echivalenti.
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¢) Avem
1| 1
| \/1+S\/§‘s:j1w \/1+j-\/§
=
Se stie ca:
tn(0)= 5= g0 - 1(0)
B el +e7? - 1—th(9)
atunci rezulta:
1

_ +\/1+j'\/§ :\/3+\/_ [arctg[ V2 ]arctg[\/\_/—ﬂ
.1 \3-6
J1+j-/3

Argumentul poate fi simplificat:

2(an+iby) _ 3+6 —Jarctg( 2)
3-6

de unde, prin logaritmare se obtine atenuarea si defazajul:

a =%-|n[ 3+6

3-J6

p=-b, = % -arctg (\/5) =0.477 [rad]

J=0.573Np

Prin urmare, diportul din Figura 4.7 (conectat pe Z);,) la frecventa f; atenueaza

semnalul de la intrare cu 0.573Np si il defazeaza cu 0.477 radiani (sau 27.33°).

4.2.5. Un diport simetric caracterizat prin e? =04 lucreazi adaptat. Sa se
determine amplificarile in tensiune Ay si in curent A,.

Rezolvare:
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U I
Amplificirile in tensiune si in curent sunt rapoartele: 4, =|—2{, 4, = ]—2 . Din
1 1
(4.1.17) rezulta:
u, 1 1
=—L="L 04 = 4,=4,=—=25
u, -1, 0.4

Observatie: La problemele 4.2.6 — 4.2.9, valorile scrise in casetele gri se
considera date, iar celelalte reprezintd solutiile. Rezolvarea implicd mai intai
stabilirea tipului diportului: Z. — simetric, Z;;, Z;, — asimetric sau prin evaluarea
relatiei dintre R, §i R: R, = R, sau R, # R,. Apoi se aplica legea lui Ohm, teorema

divizorului de tensiune si conditia de adaptare:
denemtor = ZII = Zc ’ Zsarcina = ZZZ = Zc (dipOI‘t Simetric)a respectiv
Z generator =Z11 =211 Zsareina =Z22 =Zy, (diport asimetric). Se mai aplica

relatiile (4.1.17) si (4.1.24).

4.2.6. Figura 4.8 reprezinta un diport caracterizat prin Z, = 2 2 si 6 = In(2).
Stiind cé diportul lucreaza adaptat, completati casetele albe cu valorile
corespunzatoare, insotite de unitatile de masura.

2

v @ sy lghlj]zg sy

Figura 4.8 Diport pentru problema 4.2.6

4.2.7. Figura 4.9 reprezintd un diport caracterizat prin Z, = 75 2 si 6 = In(3).
Stiind cé diportul lucreaza adaptat, completati casetele albe cu valorile
corespunzatoare, insotite de unitatile de masura.

50 foma
900mv (¢ 450mVl ﬂ]759 _____

Figura 4.9 Diport pentru problema 4.2.7
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4.2.8. Diportul din Figura 4.10 este asimetric si lucreazd adaptat. Completati
casetele albe cu valorile corespunzatoare, insotite de unitétile de masura.

Figura 4.10 Diport pentru problema 4.2.8

4.2.9. Diportul din Figura 4.11 este asimetric §i lucreaza adaptat. Completati
casetele albe cu valorile corespunzatoare, insotite de unitatile de masura.

ar.

Figura 4.11 Diport pentru problema 4.2.9

4.2.10. Pentru diportul in 7 din Figura 4.12 sd@ se determine parametrii
fundamentali in functie de impedantele din circuit.

L z Z; b L Z M b

Ui Z, U U Z, 374

a) b)
Figura 4.12. a) Diport in T} b) Diportul cu poarta 2 1n scurtcircuit
Rezolvare:
Parametrii fundamentali ai unui diport exprimda marimile de la poarta (1) in

functie de cele de la poarta (2) (relatia (4.1.3)). Considerand poarta (2) in gol, se
pot determina elementele 4;; si 4;>.



Capitolul 4 — Diporti 169

42U _zrz
11
U, 1y=0 Z,
1,=0 (gol) =
Ay =— i
U, 1y=0 Z,

U
4;; = _1_1
21U,=0
U, =0 (scurt) =
1
Ay = _I_]
2lu,=0

UI
_ Z]
Un 1 1 1
[ e
ZI Z2 Z3
Z,-7Z
AIZ:—UI =Z,+Z;+=L=
UiM 2

Se aplica teorema divizorului de curent si se obtine:

1‘122:1+é

Z;

Parametrii fundamentali sunt reprezentati de matricea A:

12 g g Pt
A ]2 , 2
- 1+23
ZZ ZZ
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4.2.11. Sa se determine parametrii fundamentali ai diportului in 7, format dintr- un
lant de 3 diporti elementari cascadati (Figura 4.13). Daca se interschimba
diportul al doilea cu al treilea rezultd un diport echivalent?

Zl Z3 Zl Z3
o—AM— o——o
! 1
! 1
Z, = : Z,
! 1
! 1
o L o : b

Figura 4.13. Echivalenta unui diport in 7 cu 3 diporti
elementari in cascada

Rezolvare:

Daca diportul in 7 se considerda ca un lant cascadat de 3 diporti, atunci
parametrii fundamentali se obtin din parametri elementari prin relatia:

Pentru diportii elementari, parametrii fundamentali se obtin considerand poarta
(2) a fiecaruia in gol, respectiv in scurtcircuit (relatia (4.1.3)).

Il Zl 12 Il 12
U U2 U, g 7, U2
oO—0 oO——8——0
a) b)

Figura 4.14. a) Diport cu o singurd impedanta longitudinal;
b) Diport cu o singurd impedanta transversala

Pentru diportul cu un singur element longitudinal (Figura 4.14a), se obtin
parametrii fundamentali:

U, =4;,,-U A;,=1
12:0:{1 11 23{11

I;=4;,-U, A4;,=0
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U,=-4,,-1 A,=7Z
U2=0:{ 1 1242 :{ 12
I} =—4y-1, A =1

Pentru diportii laterali obtinem:

1 Z 1 Z
A1: R A3:
0 1 0 1

Pentru diportul cu o singurd impedanta transversald (Figura 4.14b) se obtin
parametrii fundamentali:

A4;,=1
1.=0- {UIZAII'UZ
2= U = 1
I;=45-U, Azz_Z_
2
U,=-4;,-1 A, =0
U2=0:{ 1 1242 :{ 12
Iy =—A4y-1, Ay =1
1 0
A, =
2= L
Z,
Matricea fundamentald a diportului in 7T este:
1 0 1+ 241 ZI+Z3+ZI'Z3
1 Z 1 Z Z, Z,
A= |1 . = (4.2.2)
0 1||=— 1||0 1 1 Z;
2 — 1+—-=
Z; Z,

In ceea ce priveste structura rezultata prin inversarea ultimilor 2 diporti (Figura

4.15), se aratd ca echivalenta cu diportul initial nu este valabild, deoarece
parametrii fundamentali sunt:

+
10 |1+45S Z,+7Z;
A 1= (4.2.3)
0 1 — 1 1
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Comparand (4.2.2) cu (4.2.3), se observa inegalitatea dintre matrici ( A# AY ),
deci cei doi diporti sunt diferiti.

Z, Z;

Z, 75
o O—A\W—AM—0
Z, = % 7,
o—  ©»

Figura 4.15. Diportul rezultat prin cascadarea a 3 diporti elementari

4.2.12. Sa se stabileasca relatiile dintre impedantele diportilor in 7, respectiv in /7,
astfel incat diportii sa fie echivalenti (Figura 4.16).

L z' Z5' I, I, 7" I,
0>\ —4—AM—€-0 o>
U, 3% U, U, zz" z" ) U,
o o o i o

Figura 4.16. Diporti echivalenti in 7 si /7
Rezolvare:

Pentru ca cei doi diporti sa fie echivalenti trebuie indepliniti conditia Z" = Z" si
invers. Se determina matricea impedanta pentru diportul in 7 din Figura 4.16.

T T
7T _ Zip Zp
Zy' 2y
Pentru poarta (2) in gol se obtine:

. {Z]TI 7T+ 77
’ T T
Z=2;

iar pentru poarta (1) in gol:
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T
. Z; :ZZT
Zy) =72, tZ;

Se obtine astfel matricea impedanta Z' (4.2.4):

sz{’ e 2 T} (4.2.4)
Z, Zy tZ;

Pentru diportul in /7, se considera matricea admitanta Y**

7 I
YH:[YH Y }
7 7
YZI YZZ

iar pentru determinarea acestei matrici se considerd pe rand portile (1) si (2) in
scurt:

v, =y,
U,=0: {un 1 . 2
Y, ==

U,=0: 12 2
v, =1+ 1"

Se obtine pentru diportul in /7:

17 17 11
YIY: Y] +Y2 _YZ (425)
R D A ;

Utilizand proprietatea matricilor Z si Y de a fi inverse (Z -Y =1) se obtine Z*:

2o} <)

*

de unde rezulta:
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272,77 2,72,
211 _ z"+z,"+ z" 2" +2," + 7" (4.2.6)
z".zH" z,.z vz, 7z
zMM+z,"+z,1 zT+z,"+ 7.1

Pentru trecerea de la diportul in /71a diportul in T se egaleaza (4.2.4) cu (4.2.6)
si rezulta relatiile de echivalenta:

17 17
77 = Zy 2,
zT.z.1
zZ,l = | 42.7
2Tz, 7 @27
17 17
Z3T_ Z2 .Z_?
zT+z,"+ 7,1

Relatiile de echivalentd pentru trecerea de la structura in 7 la cea in /7 se obtine
din Y”=Y". Atunci Y este:

y () :(Z(T))’] _é.([z(ﬂrj (4.2.8)
unde

Az, = (Z1T +ZzT)'(ZzT +Z3T)—(Z2T) =z -z, vz -z vz, Z)

* T T T
[ZTj| |42 tZ;5 ~Z;
-z," oz vz

Inlocuind in (4.2.8) se obtine pentru diportul in T

v,y -y, -y
vy +y., +v.” vy +y,  +v.”
T _ 1 2 3 1 2 3
Y = yT oyt oy T 4yl T (4.2.9)
1 3 1 3 2 3

T T T T T T
AR AR AR CERR €
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Prin egalarea matricilor (4.2.5) si (4.2.9) rezultd relatiile de trecere de la

structura in 7 la structura in /7

Relatiile (4.2.7) si (4.2.10) verifica proprietatea de dualitate.

T T

117: Y -5
Y, +y, 4yt

T T
Y, +1," +y"

T T

7_  ny

(4.2.10)

4.2.13. Sa se determine parametrii impedanta ai diportului in X din Figura 4.17. Sa
se determine functia de transfer U,(s)/U;(s).

Rezolvare:

Z

M p—o0

2,

7,

Z

WV o

Figura 4.17. Diport in X simetric

Diportul in X se poate considera ca fiind format din doi diporti elementari, legati

in paralel atat la poarta de intrare cat si la poarta de iesire (Figura 4.18).
In cazul structurii din Figura 4.18a, elementele lui Y sunt:

I

1

Y1(1) =L Iy
Ulu,=o 27,
1

1

e

Uslv-0 27,

Diportul D; este simetric si reciproc:

1
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I
2Z, 2z,
Y =
R Y
L0z, Lo L 1@
Oo—> NN < 0} 22
Ul U2 U1 U2
Z,

O AN ’e) Zz
a) b)

Figura 4.18. Descompunerea diportului in X simetric

Pentru diportul din Figura 4.18b, de asemenea simetric §i reciproc, elementele
matricii admitanta se determina astfel:

1
y@ = y@ =
1 =12 27,
D,: ;
y@ = y@ =
12 =12 27,
si se obtine matricea Y:
B
2z, 27,
Y =
Dol 1

Conectarea in paralel — paralel a doi diporti corespunde insumarii parametrilor
admitanta corespunzatori (Tabelul 4.1):

LI N IR O O O B
Y—2 Z, Z;) 2\Z, Z _I{YﬁrYz Y-y
=5
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Observatie: Parametrii Y se pot deduce si direct din Figura 4.17 conform (4.1.2),
doar ca la determinarea lui Yy, si Y, admitanta longitudinald echivalenta este

Y} ech = (Y1 —Y2)/ 2, deoarece sensul curentilor prin Z; si Z, este opus unul fatd de
celalalt. Parametrii impedanta rezultd inversand matricea Y:

Z_l Zy+2, Z,-1
2'2,-2, 7,+17,

Functia de transfer U,(S)/Uy(S) se obtine din parametrii admitanta:

U,(9)
U, (s)

Y21 Yl — Y2

4.2.14. Se considera diportul in T podit din Figura 4.19.
a) Sa se determine parametrii impedanta Z,;
b) Sa se determine functia de transfer U,(s)/U4(S).

R
WA

Ul U2

Figura 4.19. Diport in T podit
Rezolvare:

In cazul general (Figura 4.20a), diportul se descompune in doud structuri
elementare legate in paralel (Figura 4.20b). Pentru determinarea parametrilor
admitanta ai diportului D; se considera pe rand portile (1) si (2) In scurt si se obtine
matricea din (4.2.12).

Y, -v,
Yp, = (4.2.12)
LY, Y,



178 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de Probleme

Zy
Wv
Z, Zs
o0—d o
Z,
o : 0
a)

Figura 4.20. a) Diportul in 7 podit (caz general);
b) descompunerea in diporti elementari

Pentru diportul D, se procedeaza in mod aseméanator (vezi problema 4.2.12) si
se obtine matricea Y ceruta:

I Y (Bty)  -ny

S — (4.2.13)
ST S A A (AR

D,

Cei doi diporti D, si D, fiind legati in paralel, matricea admitantd a diportului 7’
podit se determina ca suma a celor doi matrici (4.2.12) si (4.2.13).

NN/ 50 (RN 1) ¢
Y=Y, +Y, = AR R (4.2.14)
- D D - . .
R N /) RN /) (5 1) ¢
Lyt oty

Parametrii impedanta se obtin inversand matricea Y si rezulta:

g Bt 4T,
Z,+7;+7, Z,+7;+7,

7,7, 7,7, 4757,
Z,+Z3+Z, Z,+Z3+Z,

Se obtin parametrii impedanta pentru circuitul din Figura 4.19:
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(sRCY +3sRC+1 (sRCY’ +2sRC+]1

SC-(2+SRC) sC-(2+sRC)
(SRCY +2sRC+1 (sRCY’ +3sRC+1
sC-(2+5sRC) sC-(2+sRC)

Functia de transfer se determina considerand poarta (2) la mers in gol:

Daca exprimam functia de transfer in raport cu parametrii impedantd (4.1.1),

sau parametrii admitanta (4.1.2), in conditii de mers 1n gol (/,=0) obtinem:

Uy=2,1,
U,=2,/1,;
ParametriY: 0=Y,,U,; +Y,,U,

Parametri Z : {

de unde rezulta:

Pentru diportul din Figura 4.20a avem:

Z,=Zj=é; Z,=7Z,=R

In raport cu parametrii admitanti (4.2.14) putem scrie relatiile:

Y, (1+srC)

T2Y,+Y,  R-(1+2sRC)

v _y  Yi-(Yit¥) 1+3sRC+s’R’C’
2 2y+y, R-(1+2sRC)

Yy =-Y,

care inlocuite 1n (4.2.15) conduc la functia de transfer ceruta (4.2.16).

4.2.15)
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_Uy(s) _ (1+SRC)2
Uis) s°R°C?+3sRC+1

H(s)

(4.2.16)

Observatie: H(s) poate fi determinat si cu ajutorul teoremei lui Millman sau
utilizand regula lui Mason (vezi problemele 1.2.18 si 1.3.10 de la Capitolul 1).

4.2.15. Sa se stabileasca relatiile de echivalenta intre diportul simetric in 7 si cel In

X (Figura 4.21).
Z, Z, Z,
o WA WV o 00— WV —O
Zy
S Z Z
Z,
o o o AN\ o
a) b)

Figura 4.21. a) Diport in T; b) Diport in X
Rezolvare:

in problema 4.2.12 s-a aritat ci pentru diportul in 7 avem:

Z,+7, Z,
zZ, = 42.17)
Z, Z,+72,

iar pentru diportul in X (problema 4.2.13):

(4.2.18)

1 Za+Zb Zb_Za
X = —

212,-2, 2,+2z,

Prin egalarea matricelor (4.2.17) si (4.2.18) se obtine:

Z1=24 Z,=7,+2Z,
Za = ZI
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4.2.16. Sa se determine pentru diportul in 7 podit (Figura 4.22), diportul in X
echivalent.

Rezolvare:

Pentru diportul in 7 podit, folosind rezultatele de la problema 4.2.14, rezulta:

Z4 Z,
AM c & AM o o

Figura 4.22 a) Diport in T podit si b) diport in X

Zy

B {RZ +R(2Z,+Z,)+ 2,2,  R’+2RZ,+Z,Z, }
podit N

R?+2RZ,+2,Z, R°+R(2Z,+2,)+ 2,2,
iar pentru diportul in X:

X

1[z,+2, z,-2,
202,-2, 7,+2,

Diportii sunt echivalenti dacd au matricile impedanta egale. Impedantele de pe
laturile diportului in X vor fi:

Z
RZ4
__RZ, _ 2 _R||é
© 2R+Z; p.Z4 2
2

2R’ +R(4Z,+2,)+22,2,
2R+Z,

Schema diportului echivalent este datd in Figura 4.23.
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Z4/2

Z4/2
L AN\—

Figura 4.23. Diport in X echivalent

4.2.17. Sa se demonstreze echivalenta diportilor din Figura 4.24.

zZ Z. zZ
O— A\ 4"A"A% —\\W\—0 [o

Zy

Zy

Dl D2
Figura 4.24. Diporti echivalenti
Rezolvare:

Se utilizeazd teorema bisectiunii, echivaland diportul D; cu D,. Diportul D,
poate fi obtinut prin cascadarea a 3 diporti (Figura 4.25).

Z Z 7+7Z, 7+7,

Figura 4.25. a) Cascadarea a 3 diporti; b) diportul in 7 rezultat
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in problema 4.2.16 s-a aritat ca un diport in T este echivalat cu un diport in X
daca

Z, -7
2

a

Zy=2;+2Z, sau Z,=

Prin urmare, diportul in X poate fi inlocuit cu diportul in 7 (Figura 4.25). Se
determind apoi impedanta de mers in gol si in scurt ale jumatatii diportului din
Figura 4.25 b si se obtine:

Z,.=2+7,

Conform teoremei bisectiunii diportul D; este echivalent cu diportul Ds.
4.2.18. Se considera diportii in X din Figura 4.26.

a) Sa se deduca schema echivalenta in X a diportului simetric in /7;
b) Sa se demonstreze echivalenta diportilor din Figura 4.27.

Figura 4.26. a) Diportul D;; b) Diportul D,

Rezolvare:

a) Trecerea de la diportul in /71a cel in X se face pe baza teoremei bisectiunii
(Figura 4.27).

Y -%,
A R A A R
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2Y, .+ 2Y;

Figura 4.27. Echivalarea diportilor in /7si X

Diportul D, (Figura 4.27b) poate fi echivalat cu o structura avand 3 diporti
cascadati (Figura 4.28a). Inlocuind diportul in X cu un diport in /7 se obtine
structura din Figura 4.28b. S-a obtinut astfel, un diport in /7 care poate fi
transformat din nou in X (Figura 4.28c).

Ybl =Y +Yb

Ya1=Y+Yb+2'%=Y+Ya

Se observa ca aceste elemente corespund intocmai structurii D;.

b) Din problema 4.2.13 rezulta ci diportul din Figura 4.28a are parametrii Y
echivalenti Y\ =(Y =Y,)/2, Y =(Y +Y,)/ 2, iar pentru diportul din
Figura 4.28b Yl(z) =Y,, Y2(2) =Y,. Cu aceste considerente se deduc

parametrii Y (Figura 4.28a si b), iar prin comparatie se observa egalitatea
dintre matrici.

G L2 VY
2| Yo=Y, 2V +Y,+Y,

a) Diportul D, sub forma cascadata
Figura 4.28. Transformarea diportului D, in D,
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(Yy-Y.)/2
o I o O 4'A"A% —0 o—p—o

Y Yy Yy Y

—A\MW

(e, *—O

b) Inlocuirea diportului in X cu unul in 77
Yal

¢) Diportul in X rezultat
Figura 4.28. Transformarea diportului D, in D; (continuare)

4.2.19. Sa se determine frecventele de tdiere la 3dB pentru circuitul in 7 podit

(Figura 4.29). Cat este defazajul circuitului la frecventa @, = R_]C ?

C

R R
o 4'AA% l AW\ 0
I C
Figura 4.29. Diport in T podit

Rezolvare:

Frecventele de taiere reprezintd frecventele la care amplificarea |H(jw)| este

egala cu 1/ J2 (corespunzator nivelului —3dB) din valoarea maxima a
amplificarii. Amplificarea rezulta din functia de transfer H(s):
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unde parametrii Y5, §i Y,, au fost dedusi in problema 4.2.14 pentru cazul general
de diport in T podit. In acest caz se obtin parametrii Y:

y. _ _5"R’C?+25RC+1
2 R-(2+sRC)

y. _SR'C?+35sRC+1
#? R-(2+sRC)

Functia de transfer se obtine:

2,2 o, 1
H(S)_s2R2C2+2sRC+1_S Tre T R
s’R°C? +3sRC+1 2, 3 1

D e E—

Inlocuind s =j@ in H(s) si evaluand modulul se obtine:

2
I o]+t o7 > oV 2
(a)o - ) +4w) o

|H(]a))| — R2C2 - R2C2 —
[ I 2]2 9 (a)OZ — o’ )2 +90; - o°
R°C? R°C?

1 e o 9 .
unde @, =—— . Conditia din care rezulta frecventele de tdiere este:

Honar (4.2.19)

|H(j“’)|: N

unde H,.,.=|H(0)|=|H(o0)|=1 (valabil pentru filtru opreste-bandd cum este acest
circuit). Din (4.2.19) rezulta ecuatia de variabila w:

a)4—3a)£-a)2+a)g=0

Solutiile acestei ecuatii reprezinta frecventele de taiere la —3dB:
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R EESN R B EEE
3dB; > 0 P RC P

Functia de faza a circuitului este:

20,0 3wy
(0(60) = arctgﬁ— arctgﬁ
Wy — Wy —

iar defazajul introdus de circuit la @ = o, este p(wy) = 0.

4.2.20. Sa se determine functia de transfer (amplificarea in tensiune la mers in gol)
a circuitului in dublu 7 din Figura 4.30a.

R R v, 04y,®

o AN o]

'l'O
]

1 2
g Y, O+y,@ g Y, 01y,®

kR :[C/k o o

a) b)
Figura 4.30. Diport in dublu 7 si echivalentul sau in /7

Rezolvare:

Conform problemei 4.2.19, diportul in dublu 7 este echivalent cu diportul in /7
(Figura 4.30b), unde:

Y =Y, = sC N sC _ sC(1+2k)(sRC+1)
"7 SRC+2k  s-2kRC+1 (sRC+2Kk)(s-2kRC +1)
k
v.—__ R s"kRC?_ k(s'R7C +572R°C7 +52RC +1)
? SRC+2k s-2kRC+1  R(sRC+2Kk)(s-2kRC +1)

Pentru calcularea amplificarii in tensiune la mers in gol, aplicim teorema lui
Millman la iesirea diportului in /7 echivalent (Figura 4.30b) si obtinem:
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1

% 3p3c3 4 2op2c? 4 n
Hey=Y2 ; SR +572R7C? +52RC + 1

1

o Lol s3R3C3+s2R2C2(3+1j+sRC(3+]j+1
Y, % 2k 2k

57+ 2a)0s2 + 2w02s + a)03

57+ 3+L CU()S2+ 3+i a)ozs+a)03
2k 2k

unde , :R_C'

4.2.21. Sa se determine frecventa @, la care defazajul dintre intrarea si iesirea
diportului din Figura 4.31a este /80". Care este amplificarea la aceasta

frecventa?
L L L I, L L
o
Ul Ul R U2
b)
Figura 4.31. Diportul dat si descompunerea sa in celule 7~
Rezolvare:

Diportul poate fi considerat ca fiind compus din 3 celule in /" (Figura 4.31b)
. 3
legate in cascada. Inseamna cd A= AV AP AP = (A(]) ) , unde:

U, =0 R 1 U2=0
I 1 ' I
Ay :U—I :E’ Ay :—[—I 1
2112=0 21u2=0

Matricea fundamentald pentru diportul echivalent este produsul a trei matrici
fundamentale identice:
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1+£ sL ]+£ sL I-i-E sL
A= R ) R R
L | N N R
R R R
Dupa inmultirea matricilor, se obtine A;;:
272 343
”_L_UJ_(S)_ + £+5SL +SL
H(s) U (s) R R K

Se impune conditia arg{H(ja))} =m,dacd Re{H (jw)}<0 si Im{H(jo)}=0 si

se obtine:

Ne intereseaza frecventele (solutiile) diferite de 0 si pozitive. La frecventa

W, =w, = RL6 amplificarea si defazajul vor fi:

Y R? 6L’ . I
Re{H I(Jwﬂ)}=1—5L_2.F:_ggq):> |H(]CO”)‘=E

Im{Hfj(ja))}Z() arg{H(ja)ﬁ)}:n

Observatie: Problema poate fi rezolvata si cu ajutorul teoremei lui Millman.

4.2.22. Pentru diportul 7 podit (Figura 4.32), sa se determine frecventa la care
iesirea este in faza cu intrarea.
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kR
AWV

C C
o—e—| }—s—o0

U1 R U2

[o} > O

Figura 4.32. Diport in T podit

Rezolvare:

Conform problemei 4.2.14 matricea admitantd se exprima prin relatiile (4.2.14),
unde:

1 1
Y,=Y;=sC, Y,=—, Y, =—
1= 13 2T R M TR
La mers in gol (/,=0) functia de transfer este:
ne
L+
Uss)_ Yy ' Yth+Y VYV ANY, Y,
Uil) Yo 3 Y5E0Y VY LY VY, 5, Y,
N +h+1
1 1
Hi(s)= =
1+£- ! 1+£. kR2
R 202,8C 1 1 sC R [+2sCR+ks’C’R?

kR kR kR KR

Réspunsul in frecventa este:

Hjow)=

joC kR’

1+ .
R (1-k&’C’R?)+ j20CR

Conditia ca iesirea sa fie In faza cu intrarea este:
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1

RCk

Im{H(ja))}:O = H(jo)eh = 1-ko’C’R* =0 = =

Réspunsul in frecventd devine:

R A |
H(w)= R = 2 e,
I+— I+
2R 2

4.2.23. Pentru diportul din Figura 4.33, sa se determine tensiunea §i impedanta la

poarta (2).
I Z, I,
2
Rg
Z,
E,
Z, ’
Wy °(2)

Figura 4.33. Diport in X cu poarta (1) conectata la o sursa de tensiune
Rezolvare:

Pentru a determina tensiunea la poarta (2), se pune conditia ca iesirea sa fie in
gol (I, = 0). Utilizand parametrii Y (vezi problema 4.2.13) se scrie:

1, =Y,,U,+Y,,U
=AYt pls (4.2.20)
0=YU; +Y5,U,
iar pe ramura sursei se scrie teorema II a lui Kirchhoff:

Din (4.2.20), rezulta /; si U, care se Inlocuiesc in (4.2.21):

Y,y Y. E
Rg-[—%H@J-UZ—ﬁ-UZ:Eg = U,= g

21 Yy, Rg‘(Yu_Y”YZZJ_YZZ
Yy Yy
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Inlocuind parametrii Y, se obtine tensiunea la poarta (2):

ZZ_Z]

U,=—>2"°1__.
P 2R, +Z,+ 2,

Pentru a determina impedanta la poarta (2), se pasivizeaza sursa (£, = 0) de la
cealaltd poarta. In acest caz, se scriu relatiile:

{11=Y11U1+Y12U2 (4.2.22)

I =Y, U+ YU,
Din (4.2.22), rezultd I; si U, care se Inlocuiesc in (4.2.23):

1, =YpU, _

21

0

R, .LYH (1, =15,Us)

+Y,2U2J+
Yy

u, Rg‘(YH’L])

Ly=—==
I, Rg (Y12Y21 _Y11Y22)_Y22

Inlocuind parametrii Y, se obtine impedanta la poarta (2):

R, (Z,+2Z,)+22,Z,
2R, +Z,+Z,

ZZZ -

I, 7 I
0>
Zy Zy

Rezolvare: Ui |:> 2, <:| U

Impedantele imagine sunt impedantele care,

4.2.24. Sa se determine parametrii imagine ai
diportului in /"din Figura 4.34.

conectate la bornele diportului, verifica relatiile: ° y °
Figura 4.34 Diport in /I~
U U
ZH:]_IU , Z[ZZI_ZU
==z 21 =L=z

-1 -1



Capitolul 4 — Diporti 193

iar constanta de transfer este:

gzi.,nm:m[ﬂ. /@):,n[f_z. Z_]
2 U, U, \Zy -1, NZp

Ecuatiile unui diport scrise cu (4.1.3) pot fi exprimate in functie de parametrii
imagine:

’Z —
12

(4.2.24)
shé Z
NZinZp Zy
din care se identifica parametrii fundamentali:
VA
z Ay = |22 . cho
Zp , (4.2.25)

sho

Stiind ca ¢’ = chl+sho si (4.2.25), se poate exprima constanta de transfer:

0= Z”(\/Au Ay Ay - Ay )
Din (4.2.25) se deduc relatiile impedantelor imagine:

{AIIZU = A7y
A 212 = A

A11A12 ZI2 — A22A12
A22 A21 AI 1 A21
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Parametrii imagine se pot exprima si in functie de impedantele de scurtcircuit si
de mers in gol. Stiind ca:

U U

Z]SC:_] ZZII'thg Z]0:_1 :Z[]‘Cth9
I; \uy=0 I; |1,=0
U U

ZZSC:_2 —Z[2 thg 220:_2 :le‘cthe
15 |uy=0 I |1=0

se obtin relatiile pentru Z;;, Z; (4.1.22), respectiv 6, (4.1.23). Aceste relatii
reprezintd cazul general (diport cu orice structurd), iar prin particularizare pentru
diportul in /"se obtine:

Zy -2 =27, Zy Y =Z,+2,
Iy |1=0 I} | 1,=0
Z — s 20:& =Z;
Y Llu~ Z,+2Z, I |10

din care rezulta:

7,72
Z(2,+2,), Z;,= ,/ 12 Z+Z
174

4.2.25. Se considera diportul din Figura 4.35. Sa se determine evolutia semnalelor
la intrarea, respectiv iesirea diportului, dacd acesta este conectat intre o
sursd de tensiune cu r,=/ §i 0 sarcind r,=/, iar sursa furnizeazd un semnal
de tip treapta unitate pz). Se vor considera parametrii R;=2¢2, R,=342 si
R3:4Q.

Rezolvare:

Metoda 1: Se utilizeazad formalismul de repartitie (4.1.13) in care matricea Z(s)
se obtine din (4.1.1):

U;=(R;+R3)1,+Rs1, =61, +4I, 6 4
= Z(s) =
Uy, =R, +(R, +R3) 1, =41, +71,
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I

Figura 4.35 Diportul pentru problema 4.2.25

Se determina Z(s)+1:

il )=t 4]

ol

care, inlocuite 1n (4.1.13), ne dau parametrii de repartitie:

3 1
8§ 4[5 4] |5 5
S(S)zi. . _|5
40 | -4 7 4 6 1 13
5 20
Metoda 2: Se determina Z,,; si Z;,»:
R:(r.+R
Zin =Ry 5 (s 2)—49
Ry +7,+R,
Zmz:RszR—:_-Q
3+, R 7

Parametrii de repartitie se determina din (4.1.14) si se obtine:

(4.2.26)



196 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de Probleme

iar Sy; si S}, rezultd analizand circuitele din Figura 4.36.

Iy Rl V3 Rz U2 U1 R1 V4 R2 I
MV
2 3 1
E, s Iy R3 E,
1 1 4
b)

Figura 4.36. Circuite pentru determinarea parametrilor: a) S,;, b) S;»

Pentru a determina S,;, se aplica teorema divizorului de tensiune la iesire
(Figura 4.36a), respectiv teorema lui Millman in nodul V;:

.
U2=V3' S
I"S+R2 V3
1 1 V=
- g TR, ! V. =i(E +U,)
3 1 7 1 3T VT2
+—+—
r,+R R R,

de unde rezultd §,, =2&=i.
E, 5

Pentru a determina S;,, se considera circuitul din Figura 4.36b si se procedeaza
asemanator:

p

U=V, —=

r rg+R1 Vv,
] 1 Ur=7

E,- +U,-— =

V _ 2 ]/:S‘+R2 ! 2 :E2+2.U]

1T 71 ! 4
+—t+—

n+R, R, R;

de unde rezulta §;, =% =5 Prin urmare se obtine aceeasi matrice S(s) ca in
2
(4.2.26).
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Se determina vectorul unda directa A(s)= {al (S)} :
ag(S)
_E_ 1 1
“w)=5=5 & A(s)=| 2s
a2(5)=0 0

1 o . .. .
in care L{ )/(t)} =— este imaginea Laplace a semnalului treaptd unitate, aplicat la
s

portul (1). La portul (2), deoarece nu s-a conectat nici o sursd, unda directa este
nuld. Se aplica teorema lui Kirchhoff la poarta (1) si se obtine:

el(t)=u](t)+rg -il(t)=u1(t)+i1(t)

€ (t )
P
Se determind vectorul undd inversd (reflectatd) la cele doud porti

o)

de unde rezulta: a,(¢) =

3 Lir |2
B(s)=S(s)-a(s)=| 7 7 || 25 |=| 18
LB, | L
5 20 10s

Tindnd cont de (4.1.11) se determind tensiunile, respectiv curentii la cele doud
porti:

I3 4
UI(S)ZQJ(S)+bI(s)=—+_=_

2s 10s 3s

1 3 1
I,(s)=a,(s)=b,(s)=——— ==
! ! ! 2s 10s s

Uz(s)zaz(s)+b2(s)=b2(s)=1—és

12(s)=az(s)—bz(s)=—b2(s)=—i
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Aplicand transformata Laplace inversa, rezultd semnalele in regim tranzitoriu:

u, (1) =§-7/(t) u, (¢) =$-7/(t)

i (1) =§-7/(t) i (t)= —%-70)

4.2.26. Se considera diportul din Figura 4.37 conectat intre o sursd cu 7,=/£2si 0
sarcind r,=1€2. Sd se determine parametrii de repartitiec S(s) si evolutia
semnalelor la intrarea, respectiv iesirea diportului, daca la intrare se aplica
o0 excitatie treapta unitate y(?).

Figura 4.37 Diport in /7
Rezolvare:

Se determina matricea Z conform (4.1.7):

2(s)= 1 [SJ]rJ J}

s+2 s+1
si se obtine apoi
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In continuare, se determind vectorii unda directa si unda inversa (4.1.9):

a(s)=LL=L z
! 2 25 = A(s)=|2s
az(s)=0 0
1
i =
B(s)= ! o 25 |= ! 2s
20s+0) L1 ~1) || 2(s+0) | L
2s

Tinand cont de (4.1.11) se obtin tensiunile si curentii la cele doua porti, in regim
tranzitoriu:

u (=2 (34¢7) 70 uz(t)zé-(l—e’)-}/(t)

4
4 __ 1
4

H0=2(5-e) 70 0= (1-e")5()

4.3. Probleme propuse

2
4.3.1. Se considera diportul asimetric din Figura 4.38. o AN——o0

Sa se determine:
a) Impedantele imagine §i constanta de transfer

pe imagini; 3
b) Precizati elementele impedantelor imagine la I

frecventa f;=1/27 Hz si determinati atenuarea

a; si defazajul @ introduse de diport; Figura 4.38 Diport
¢) Determinati parametrii impedantd, admitanta asimetric in /~

si fundamentali.
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Solutie:
2 2-(6s+1) 65
2= |5 Zin=\—5— th(f)=
W Zu 3-(6s2+s) 2 3s (%) 6s+1
. 2 _ 2-(6j+1
b) La frecventa fi: Z;, (/)= fm Z5(j)= / (3] )
arctgi arctgl
Zu(j)= 3\2/;‘ cos 5 0 + j-sin 3 6
7 T
—— +arctgb -~ +arctgb
Z,Z(j)z 2;/7- cos 2 > — j-sin %

unde determinarea argumentului unui numar complex se face conform:

Im{z}

Re{z}’

T +arct Im_{z} Re<0
fod , Re<

Re{z}

Structura impedantelor imagine este: Z;; — RL serie, Z;; — RC serie.

Re>0

arctg

arg{z} =

Constanta de transfer pe imagini, la frecventa f;, este:

6]
6j+1

th(é’l): = eZ'(a1+jb1) 21-74‘€j0'068

din care se obtine atenuarea si defazajul:

a —M—OZWN
1= 5 =U P

@=-b, =—0.034 [rad] = ¢=-1.95°
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c)
R
Wy S 3 2
Y= b 2k)= 1 1A= 5 e
_ _ - 2+_
2 3s 3s

4.3.2. Se considera diportul din Figura 4.39a. Sa se determine Z¢ si 6. Specificati

elementele impedantei Z la frecventa f; = %Hz.
v

1 1 1 1
o—— M . AM——0
| 1
I 1
a) b)

Figura 4.39 Diport simetric in 7: a) problema 4.3.2, b) problema 4.3.3

s-(s+2)
s+1

s+2, th(@):

Solutie: Z- =
Jjl 1
J)_4 5‘[7"”@;} :
Zer 3 =317 -e =1.6-1.2j = Zcr la frecventa f; este

echivalata cu o conexiune RC serie: R,.;,=1.602, C,.,=1.7F.

4.3.3. Se considera diportul din Figura 4.39b. Sa se determine Z¢ si 6. Specificati

elementele impedantei Z¢ la frecventa f; = ZLHZ.
V1

(s+2
Solutie: Z. =/s-(s+2), th(g):LJ]r)
s+

L (w-aretg?
ZCT(j)=f/§-e2(” e ):0.8+1.3j = Zcr la frecventa f; este o

conexiune RL serie: R..,=0.82, L,.,=1.3H.
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4.3.4. Se considera diportul din Figura 4.40. Sa se determine Z¢ si §. Specificati

elementele impedantei Z¢ la frecventa f; = ZLHZ.
V4

1

Figura 4.40 Diport simetric in /7

Solutie:

s-(s+2 ) 1 J. zfarctgi )
ZCH=/siz,th(9)=¥,zcn(])=%.e2(2 2j:0.6+0.4]

s+1
Zcrrla frecventa f; este o conexiune RL serie: R, =0.6€2, L,.,=0.4H.

4.3.5. Stiind ca diportul din Figura 4.41 lucreaza adaptat, completati casetele albe
cu valorile corespunzitoare, insotite de unititile de masura.

Figura 4.41 Diport pentru problema 4.3.5

4.3.6. Stiind ca diportul din Figura 4.42 lucreaza adaptat, completati casetele albe
cu valorile corespunzatoare, insotite de unitatile de masura.

Figura 4.42 Diport pentru problema 4.3.6
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4.3.7. Stiind cad diportul din Figura 4.43 este asimetric si lucreaza adaptat,
completati casetele albe cu valorile corespunzatoare, insotite de unitatile de
masura

Figura 4.43 Diport pentru problema 4.3.7

4.3.8. Stiind cad diportul din Figura 4.44 este asimetric si lucreaza adaptat,
completati casetele albe cu valorile corespunzatoare, insotite de unitatile de
masura.

Figura 4.44 Diport pentru problema 4.3.8

4.3.9. Trei diporti simetrici in serie lucreaza adaptat pe impedanta Z,=22 si au
constantele de transfer: 6, =In(0.5)+ j % 0, =1In(2), respectiv 63 =—j % :

Cat este amplitudinea tensiunii la iesirea diportului echivalent, daca t.e.m. a
sursei este /217?

Solutie: U,.., =6 V.

4.3.10. Trei diporti simetrici in serie lucreaza adaptat pe impedanta Z,;=7542 si au

constantele de transfer: 6; =n(0.5)— j % 6, =1In(2), respectiv 6; = — ]%.

Cat este t.e.m. a sursei dacd amplitudinea tensiunii la iesirea diportului este
5V?

Solutie: £ =10 V.
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4.3.11. Sa se determine functia de transfer Uy(s)/Ui(s) pentru circuitul din Figura

4.45.
R v, R
O—+—"W\- AN 0
R 1 1
Ui - C T C U
'|' C
(o] . O
Figura 4.45. Circuitul pentru problema 4.3.11.
Solutie:

Metoda 1: Utilizand parametrii Y se obtine:

1
H(S)_U,,(s)__i__ R(2+sRC) 1
Ui(s) Yy 1+3sRC+(sRC)Y  1+3sRC+(sRCY
R(2+SRC)

Metoda 2: Utilizand teorema lui Millman se obtine:

_Ur U,
=210
!
2+sRC — H(s)-= .
__ 1 1+3sRC +(sRC)
" 1+srC’!

4.3.12. Sa se verifice daca parametrii impedanta ai diportului in 7 (Figura 4.46a),
echivalent cu circuitul in punte din Figura 4.46b, au expresiile:

;g _RRAR)VIRR, R’ —RR,
b 2R+R,+R, 2R+R,+R,

4.3.1)

a c

Solutie: Matricea impedanta pentru diportul in 7 este:

. _{ZaJch Z, }
;=
Z,  Zy+Z.
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a)
Figura 4.46. a) Diport in 7} b) Diport in punte.

iar pentru diportul in punte:

(R+R)-(R+R,) R,R,— R’
, 2R+R,+R, 2R+R,+R,
punte 2
RR,—R (R+R;)-(R+Ry)
2R+R; + R, 2R+R; + R,

Dupa egalarea matricilor rezulta pentru elementele Z,, Z, si Z,:

R,R, — R’

Z =7,=
b JR+R,+R, (4.3.2)

a

Z.=R

c

Relatiile (4.3.1) difera de (4.3.2), deci (4.3.1) nu reprezintd relatiile de trecere
de la diportul in punte la cel in T; relatiile corecte de echivalentd sunt (4.3.2).

4.3.13. Sa se determine frecventele de taiere pentru diportul format din doua celule

["din Figura 4.31b.
1 R H
Solutie: A”:—=—2-32+3—-s+1, @y =—, H(ja))|=- max
H(s) R R L Hypan=H(0)=1
-7 1 16 R
a)4+7a),fa)2—a)§=0 = W33 =" %ﬁ;?@%zg z

4.3.14. Se considera circuitul din Figura 4.47. Determinati rezistenta de intrare a
circuitului (R;,), daca AO se considera ideal (R; = oo, Ry = 0, A = 0).



206 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de Probleme

R 20k
PM 4%
Rin —° VO
|:> 20k
Uin o 4'\A%

Figura 4.47. Circuitul pentru problema 4.3.14.

Solutie:
V.= R V,
R + 20k
vVt =U. :
" = R, _Yn_g
V=V~ lin
l. _VO _Uin
20k

4.3.15. Se considera circuitul din Figura 4.48, in care ambele amplificatoare
operationale sunt ideale (R; = o0, Ry = 0, A = ).
a) Determinati impedanta de intrare a circuitului Zjy;
b) Daca R; = 4k, R, = R; = 10k, Ry = 1k, C = 200pF, ardtati ca
Zinzj oL, unde L, = 0.8mH.

M| R 2 R
4'A"A% * 4'A"A%

Figura 4.48. Circuitul pentru problema 4.3.15.
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Solutie:
a)
RV, + R,V
Vy=—32--20
R, +R;
sR,C V, R;R;R
TR, e+l ST T TR,
V,=V;=V, (AO ideale)
Vi=Va=Rl,
R,R:R
b) Impedanta de intrare este de forma Z;,=sL;, unde L, = % -C=0.8mH .
2

4.3.16. Determinati parametrii Z la @ = 108 rad/s ai circuitului echivalent de inalta
frecventa pentru un tranzistor (Figura 4.49). Se cunosc C=IpF si R=10k(2.

+o Il o+

Vi Z1R T 5C <¢> SRV,
0.01V,

-0 O —

Figura 4.49. Schema echivalenti a tranzistorului (problema 4.3.16).
Solutie:

in Figura 4.49, sursa 0.01V; este o sursa de curent comandatd in tensiune si are
impedanta interna foarte mare (teoretic <), deci in calcule intervine aditiv doar un
curent de valoare [y=0.01V;, nu si o impedanta internd finita si diferitad de zero. in
aceste conditii, rezulta matricea impedanta:

10R-(1+sRC) 10-sR°C
7 _| 1+61-sRC+50-5’R°C?  1+61-sRC+0.1-sR*C +50-s°R*C’
10-sR’C R-(1+60-sRC)

1+61-sRC+50-s°R>C? 1+61-sRC+50-s°R°C?
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Valoarea numerica a termenilor sRC, 61sRC, 50s°R°C°, 0.1sR°C la frecventa
108 rad/s este foarte mica (10 + 10™"") in comparatie cu /, deci se pot neglija si se
obtine matricea:

z

I

10R  10-sR°C 100 0.108
= |Z|;
10-sR°C R 0.108 10*

4.3.17. Sa se determine functia de transfer U,(s)/U;(s) pentru circuitele din Figura

4.50.
L
Y'Y Y\
C )
o ° C
o o
a) b)
Figura 4.50. Diporti simetrici in X
1
Y., T reC
Solutie: Pentru Figura 4.50a: H(s)=-—2L= —RIC
Y22 S+ —
RC
2 1 1
vy, S8
Pentru Figura 4.50b: H (s)= —2 %
LEZ I
RC LC

4.3.18. Se considera diportii din Figura 4.51, fiecare fiind conectat intre o sursi cu
re=1£2 1 o sarcind r,=1(2 Sa se determine parametrii de repartitie S(s) si
evolutia semnalelor la intrarea, respectiv iesirea fiecdrui diport, daca
semnalul de excitatie este treaptd unitate ().
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Figura 4.51. Diporti pentru problema 4.3.18

Solutie: Pentru Figura 4.51a:

2s+1
; s(1+25) 2 2(257 +35+2)
S(s)zz—{ ~ }B( )=
25° +3s+2 2 s(1-2s) 1
S(2S2+3S+2)

3
u; (t)=[§+ﬁ-e4.t -{7cos(gt]—\/7sm(gt]ﬂ'7(t)

3 _
iz(t) =[§—é-e_4.t -{7c0s(§t}—ﬁsin(@tﬂ 'V(t)

}y(t)

<
Y
~
~
p—

1l
—
N |~
|
X~
[

~'\.
—
AN
o
S
[22)
I/
4\|§|
-
N
+
o
S
a
<
N
|5
-
[E—

i (1) =—u,(t)

Pentru Figura 4.51b:

S(s)=2,(sl+1)'[j ﬂ B(S):z;s(slu)'m

u,(t)zé-(S—et)-}/(t) uz(t)zé-(l—et)-}/(t)

0=2 (1) 70 |0=-2(1-e7) 50



5.Circuite de adaptare

5.1 Consideratii teoretice

Adaptarea lanturilor de transmisie urmireste evitarea fenomenelor de
reflexie-refractie, fenomene care produc unde stationare (in regim de linie lunga),
atenudri de neadaptare (in regim cvasistationar). Circuitele de adaptare se utilizeaza
doar atunci cand elementele lantului de transmisie nu pot realiza, simultan cu
functia lor principala, adaptarea lantului.

Conditia de adaptare a unui lant de transmisie este egalitatea impedantelor
intr-o sectiune a lantului (amonte si aval). Dacd lantul de transmisie este format
din sursd, cu impedanta Zg si o sarcind Z,, atunci adaptarea Z; = Zg va asigura
anularea undei reflectate in lant. In cazul unor impedante pur rezistive (Zg=Rg sl
Z, = R;), conditia de adaptare coincide cu cea de transfer maxim de putere (Zg=Zs*),

2
puterea transferatd fiind By = £ .
4R,

Atunci cand impedantele sursei si ale sarcinii nu sunt egale, pentru evitarea
undei reflectate sau pentru optimizarea transferului de putere, se intercaleaza
circuite de adaptare. Pentru a nu introduce pierderi, aceste circuite se construiesc
din elemente reactive. Adaptarea se va obtine la o anumitd frecventd numitd
frecventa de lucru f,.

5.1.1. Tipuri de circuite de adaptare

Adaptarea cu un transformator ideal

Figura 5.1 Adaptor cu transformator ideal
Intre marimile de la intrarea si iesirea transformatorului ideal, exista relatia:

UL, 610
U2 I1
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unde 7 este raportul de transformare:

R
ne |ne o |l (5.1.2)
Rs LZ

Aceasta expresie verificd cele doud conditii de adaptare: adaptarea in primar
(Znw=Z,) si adaptarea 1n secundar (Z,,=Z;). Mai mult, conditia (5.1.2) aratd ca
adaptarea se realizeaza la orice frecventd, fiind independentd de frecventa si este
valabila atata timp cat transformatorul este ideal.

Circuite de adaptare in I”

Figura 5.2. Circuite de adaptare in 7 a) R, > R, b) R, < R,

Aceste circuite se utilizeaza pentru adaptarea surselor cu impedanta interna pur
rezistiva la sarcini pur rezistive. Valorile reactantelor se calculeaza cu expresiile:

R
X, = |R,R, -[]—R—SJ
4

(5.1.3)
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din care rezulta valorile parametrilor L si C:

T R—
2z, 2z f-X¢|

(5.1.4)

Relatiile (5.1.3) se obtin grupand circuitul de adaptare cu una din rezistentele
sursei sau de sarcind si considerand impedanta echivalentd egald cu rezistenta de la
celalalt capat al lantului de transmisie. Aceleasi relatii se mai pot obtine utilizand
principiul echivalarii circuitului LC serie cu cel paralel si invers (Figura 5.3).

iXp
—AM— R, iXs
o— R, t—0° <& OoO—WW—W—o

_IVW_

Figura 5.3. Transformarea paralel-serie, serie-paralel

__% Ry
e s R L e B R
R2+X R2+X
r v (5.1.5)
X R
R,=R+=%, X, =X+
RS XS

Circuite de adaptare pe imagini

1) X Xo (2 (1) 1Xc (2)
[o} 4'A'A% 4 4'A'A% o} o—2 4'A'A% 4+—O
iXe iXa iXs
a) b)

Figura 5.4. Circuite de adaptare: a) in 7'si b) in /7

Circuitele din Figura 5.4 se utilizeaza in cazul adaptarii impedantelor complexe
sau daca este necesard obtinerea unui anumit defazaj intre marimile de la intrare si
cele de la iesire.
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Valorile reactantelor se calculeaza cu expresiile (5.1.6) pentru structura in 7 si
respectiv (5.1.7) pentru structura in /7.

e structura in 7T:
Xc = KCTVRgRs
X,=-X R \Klp -1
X, =-X,+R\KZr —1 (5.1.6)

-1 1
Ker = =

sin(by)  sin(@p)
|Ker|21

’

e structura in /7

gots

I T S S N S

X, Xc R, Kén

I Ry (5.1.7)
XB XC Rs Kcn

Koy = sinb; = —sing;,
|Ken|<1

unde b; reprezinta defazajul intrérii fatd de iesire, ¢y — defazajul iesirii fatd de
intrare si Kcr, respectiv K¢z — factori de cuplaj. Intre aceste marimi existd relatia:
by =—¢.

Semnele in expresiile (5.1.6) si (5.1.7) se aleg in functie de defazajul introdus
de circuitul adaptor si de semnul factorului de cuplaj (Kcr sau K¢pg) (Tabelul 5.1).

Semn Semn \/—in |(/7|
Ker, Kenr X, X,
N + <rn/2
— >r/2
+ >r/2
a - <rn/2

Tabelul 5.1 Alegerea semnelor in (5.1.6) si (5.1.7)
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Rejectia unor frecvente

Circuitul adaptor poate fi proiectat in asa fel incat sa rejecteze anumite
componente spectrale. Astfel, se inlocuiesc reactantele circuitului adaptor cu
circuite LC rezonante, serie sau paralel, amplasate transversal sau longitudinal;
frecventele lor de rezonanta vor fi frecventele ce trebuie rejectate. Pentru calculul
parametrilor laturilor rezonante, trebuie Indeplinite simultan conditiile:

e asigurarea adaptirii: la o, si aiba reactanta echivalentd cu cea a
elementului pe care il inlocuiesc;

e asigurarea rejectiei: la w, sd asigure un zero de transmisie (sd fie
rezonante).

Tindnd cont de variatia reactantelor serie si paralel in functie de frecventa
(Figura 5.5), rezultd: (1) circuitul serie poate asigura un zero de transmisie doar
amplasat transversal, iar (2) circuitul paralel poate asigura un zero de transmisie
doar amplasat longitudinal.

A Xscric : AXparalcl :
| % N
| |
/ |
Fon “® 0o “®
| |

+ : i

] ]

Figura 5.5. Dependenta de frecventa a reactantelor echivalente

Laturile transversale se vor inlocui numai cu grupuri LC serie, iar calculul
parametrilor se va face pe baza relatiilor:

5 — Xirans . 1
Wy LSCS =] s Zn.ﬁ ; sz
X, =L, - - /7 (5.1.8)
WL 2
1
Xy = Xirans Cs: ’ Lz_]
; ; 271X yans s

Laturile longitudinale se vor inlocui numai cu grupuri LC paralele, iar
calculul parametrilor se va face pe baza relatiilor:
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w, L
Xp= ép L _ Xiong I_fLZ
]-a)leCp p 27Tfl

f()2
w,L,C,=1 = S B (5.1.9)
Xp:Xlong P Zn'lelong Lf—]

f]2

5.2 Probleme rezolvate

5.2.1 Sa se determine inductivitatea primarului (L;) unui transformator ideal
astfel incat acesta sd realizeze adaptarea unei surse cu R, = 442 1a o sarcind
cu R, = 1. Inductivitatea secundarului este L, = 2H. Cat este raportul de
transformare » in acest caz?

Rezolvare:

Circuitul de adaptare este dat in Figura 5.1. Conditia de adaptare este (5.1.2),
din care rezultd L; si L, pentru transformator:

5.2.2 Pentru circuitul din Figura 5.1, sd se determine inductivitatea secundarului
(L), stiind ca primarul are inductivitatea L;=2H, iar raportul de
transformare este n=2. Ce sarcind se poate conecta in secundarul
transformatorului astfel incat transferul de putere si fie maxim? Se
cunoaste rezistenta internd a sursei din primar R, = 5042,

Rezolvare:

. L, 1 . .
Din (5.1.2) rezulta L, =—é=3H , lar transfer maxim de putere inseamna
n

R
adaptarea sursei la sarcina: R, = —§ =12.50.
n
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5.2.3 Sa se proiecteze un circuit de adaptare in / care sa realizeze adaptarea unei
surse cu R,=75 £21a o sarcina R,=50 (21a frecventa de lucru /=300 MHz.

Rezolvare:

Metoda 1
Pentru circuitele de adaptare in 7, calculul parametrilor se poate face scriind
impedanta echivalenta circuitului format din C, L si Ry, care trebuie sa fie egald cu

R,. Punand conditiile R, =Re{Z;}; 0=Im{Z;} rezultd doua ecuatii din care se
determind valorile patametrilor C si L.

In cazul R, > R, se va folosi circuitul din Figura 5.6a, la care, aplicand
transformarea serie paralel, rezulta structura din Figura 5.6b.

R, L

Figura 5.6. a) Circuitul de adaptare;
b) Schema echivalentd dupa transformarea serie -paralel

Parametrii circuitului de adaptare se vor determina din sistemul (5.1.5). Se pun
conditiile:
R/'=R,
X'=Xc

si se obtin relatiile (5.1.3), din care rezulta valorile parametrilor:

X
X, =25J2=35350 = L= ? = 18.7nH
<

X =752 210612 = C=—— —5pF
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Metoda 2
Utilizand parametrii imagine ai diportului in /" (Figura 5.7), se obtine:
VAYA
Z,, = / =2_.7, =R,
Z+Z, (5.2.1)

Zr,=NZ(Z1+2,) =R,

unde Z; = jX,;, Z, = jX,

Z

Z,

Figura 5.7. Diportul in I~

Rezolvand sistemul (5.2.1), rezulta:

Alegand una din combinatii (1), se obtine:

1
L:?ﬁ- Ry -(Ry-R,)=18.7nH
c=_1 . |_fe_
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5.2.4 Sa se proiecteze un circuit de adaptare n /;, conectat intre un generator cu

R,=1£2 si o sarcind R,=442, la frecventa de lucru f, =4LHZ. Sa se
s

. L . 1 .
reproiecteze circuitul adaptor pentru a rejecta frecventele f, :2—Hz si
Vs

1
=—MH:z.
Jor St

Rezolvare:

Circuitul adaptor are structura din Figura 5.2b. Parametrii rezulta din (5.1.3)
pentru cazul R, < R;:

29 L= 2
2zf; 3
- I
R,R, C=———=\3F
Xcz—;—=—4\/§.(2 27 fi| Xl
L

Din Figura 5.5, rezultd ca rejectia frecventei fj; nu este posibila cu acest circuit
adaptor, iar frecventa fj, se poate rejecta cu una din circuitele din Figura 5.8.

L,
C
| o—i
— L
G L @ )
1°

a) b)

Figura 5.8 Variante posibile al circuitului adaptor
pentru rejectia frecventei fy,

Pentru grupul LC paralel, rezulta:
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_ a)le 2
= L:ﬁ.[I_LJ:ﬂH

P 2
I-wiL,C, P 2nf, 15 2
wpLl,C,=1 = I I 25
C,= —= F
X,=Xc 21, X ¢ fip 183
fzz
iar pentru LC serie:
X 1 50
2 _ L=—L. =——H
wOZLsCs =1 § 27Tfl ] fi22 9\/§
X, =L, wL = /7
1~s 2
1 [ 9.3
X, =X, Co=——F| =51 |=—F
2nfi X\ fi, 8

5.2.5 Se considera un circuit de adaptare in /*
a) Sa se proiecteze un circuit de adaptare conectat intre un generator cu

R,=100£25i o sarcind R,=75421a frecventa de lucru f/=120MHz.

b) Sa se calculeze defazajul ¢ (in grade, cat si in secunde), introdus de
circuitul adaptor la frecventa de lucru.

¢) Sa se reproiecteze circuitul adaptor, astfel incat sa se rejecteze frecventa

Jo=21;-
Rezolvare:

a)  Pentru cazul R, > R,, circuitul adaptor este dat in Figura 5.2a. Calculul
parametrilor rezultd din (5.1.3):

Wi

X
X, = [100-75-[ 1- 22| = 43.30 L=k =57.4n
100 - )

7500

=27 =.173.21Q C=——— s =7-00F
€433 2af; | X

b) Defazajul ¢ reprezintd argumentul raspunsului in frecventd H(jw), care se
determind pentru circuitul din Figura 5.9.
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R, L
\ . Y Y YN\
100 1 57.43n
U, C R,
I7.65p 75

Figura 5.9 Circuitul adaptor pentru calcului defazajului

S

RA
L

U,(s) sL+R LR
L

care este echivalentd cu forma generala de functie de transfer de ordinul I:

Wy
H(s)=
(s) o,
rezulta:
R
w, =—S=L9=1.3'109[rad/s]
L 5743-10

iar w; = 2nf; =754 - 10° [rad/s] . Raspunsul in frecventa la o, va fi:

H(jay, )= o
Joy Ty
Defazajul introdus de circuit este:
Im{H(j 754-10°
Qo= arctgm{—W = -arctgﬂ =-arctg ——=-0. 525[rad]
Re{H(jow)} o 1.3-10

ceea ce in grade inseamni ¢ = ?-(—0.525 )=-30.1°. Conform acestui rezultat,
T

putem spune ca circuitul de adaptare defazeaza in urma (semnul “—*) semnalul de

la iesire fatd de intrare cu 30.1° . Acest defazaj transformat in secunde este:
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Do o [0
360°  360°-f, 360-120-10°

=0.7ns

¢) Din Figura 5.5 rezultd cd este posibila rejectia frecventei de 240MHz
(fy =2f;), dacd se Inlocuieste latura longitudinala (L) cu un grup rezonant

paralel L,C, (Figura 5.10a) sau latura transversald (C) cu un grup rezonant
serie L,C; (Figura 5.10b).

L,

o—l—-
— L,
G,

Figura 5.10 Variante posibile ale circuitului adaptor
pentru rejectia frecventei 2f;

Utilizand (5.1.9), se obtin parametrii L,, C,:

X _ CUle
2 2
1-601 LPCP LPZ§%:43II’1H
2 _ 7T - .
“rp = - c =1 ! 10.2pF
_ == =10.2p
@y = 2eoy P 3 2p.120-10° 433
X, =X,
iar din (5.1.8) rezulta L, C;:
Xs:a)lLs__
R PR TR
WILC. =1 - 3 zn-zzo.zs)
_) c=2. —5.7pF
@o =<0 4 21-120-10°-173.21
Xs:XC
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Observatie: Defazajul ¢ ramane acelasi si dupa introducerea grupului LC
rejector, la frecventa de lucru!

5.2.6  Sa se proiecteze un circuit de adaptare in T care sa realizeze adaptarea intre
o sursd cu R;=442si o sarcind R=1.2la frecventa de lucru fj=16kHz si sa
introducd un defazaj de 30° intre tensiunea de intrare si cea de iesire.

Rezolvare:

Din relatiile de proiectare (5.1.6) se calculeaza mai intai Kcr:

1
Ker =- =-2
T sin30®

apoi reactanta X:

X, = RR——4.(2:>C—;—25F

c et N gs c Zﬂf||xc| DU
Conform Tabelului 5.1, rezulta semnul “~” in (5.1.6), deci existd o singura

situatie posibild (Figura 5.11). In acest caz, avem:

X,=4-43=-2930 = Caz—l =3.4uF

27 | X4

X,=4-43=2270Q = Lbzszf =226 uH
7

Rg Ca Lb

'|' C. R,

Figura 5.11. Circuit de adaptare in T
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5.2.7 Se considerda circuitul de adaptare din Figura 5.12. Sd se determine
rezistenta generatorului si cea a sursei pentru care se realizeaza adaptarea.

Xa Xp
—o

Figura 5.12. Circuit de adaptare in T
Rezolvare:

Se 1nlocuiesc valorile numerice ale reactantelor in (5.1.6) si se obtine sistemul
de ecuatii:

4:KCT‘,RgRS
2=-4+R\Kr-1
3=-4+ R Ky -1

unde Kcr > 0 pentru cd X, > 0, iar necunoscutele sunt K¢z, R, si R,. Se rezolva
sistemul §i rezulta:

2
Ker :2\/;

5.2.8 Pentru exemplul de la problema 5.2.6, si se proiecteze circuitul de
adaptare in T astfel incat sa se asigure si rejectia frecventelor fy;=10kHz si
f0o=20kHz.

Rezolvare:
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Stiind ca reactanta unui condensator este negativd si cea a unei bobine este
pozitiva, din Figura 5.5 rezultd ca pentru rejectia frecventei de [0kHz, fy; < f;, se
poate inlocui condensatorul C, longitudinal cu un LC rezonant paralel (Figura
5.13a, b). Pentru rejectia frecventei de 20kHz, fy; > f;, inlocuirea se poate face
pentru condensatorul C, de pe latura transversala (Figura 5.13b), sau pentru bobina
Ly, de pe latura longitudinala (Figura 5.13a).

Lpl Lp2 Lpl
Ly
D, @ ON
— — — L
Cpi L e Cp2 Cpi sl
Cs
a) = b) I 1

Figura 5.13. Rejectia unor frecvente cu circuitul de adaptare

Pentru Figura 5.13a, valorile parametrilor se obtin din (5.1.9):

2
Lp1=£- I—LZ =455uH
2rf, i
fo; =10kHz
01 plz;.%:i@l}?
2nf; X, fm—]
f12
X, 1
o2 = 1= (= 8.13uH
27f) Jo:
Jfo, =20kHz
02 ) :;.;:7_&1}7
flz

Pentru Figura 5.13b, valorile parametrilor se obtin din (5.1.8) si (5.1.9):
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2
- X [ Ji ]=188.2,L¢H

; L
PT 2nf, f021
Jfo; =10kHz i Ji
o =S = J.6uF
2nf; X, @_1
fzz
2
v,—;- f—’2-1 =0.9uF
2nf, X, 0
=20kHz :
Jo2 L,=X, ]2 L_70.7yH
]_fl)Z o
17

5.2.9 Se considera un circuit de adaptare in T.
a) Sa se proiecteze un circuit de adaptare la frecventa de lucru f;=20kHz,
conectat intre un generator cu R,=/75¢2 si o sarcind R,=25(2. Se va
considera factorul de cuplaj K-y = J3.

b) Sa se redimensioneze circuitul de la punctul a) astfel incat si se
rejecteze armonicile 3, 4 si 5 ale frecventei f. Sa se determine si
defazajul introdus de circuitul de adaptare.

. 1 1 . .
¢) Pot fi rejectate frecventele > I 3 /; cu circuitul obtinut la punctul a)?

d) Sa se determine castigul circuitului adaptor la frecventa de lucru in
conditii de mers in sarcina (Ry).

Rezolvare:
a) Relatiile de proiectare sunt date de (5.1.6) din care rezulta:

Pentru K. = V3, semnul radicalului w/KéT -1 1n relatiile (5.1.6) rezulta
pozitiv (Tabelul 5.1). In acest caz, se obtine:

X, 114.
X, =\3175-25=114.56Q>0 = [, == 436

=ImH
2rf;  2m-20-10°

X
Xa=175-\/§-114.56=1339>0 = L, =—%=1.058mH = ImH

2nf,
1

——=0.1uF
x|

X, =25\2-114.56=-79.2Q<0 = C, =




226 Analiza si Sinteza Circuitelor — Culegere de probleme

Circuitul proiectat este ilustrat in Figura 5.14a.

Lal La2 La3
La Cb Cb
— J o Ho Ho -t
Im L 0.1u |
]I’:’l Cal Ca2 Ca3 Lc
a) b)

Figura 5.14. a) Circuitul de adaptare in 7; b) Circuitul cu rejectia
armonicelor 3, 41 5

b)  Pentru rejectia parametrilor se studiazd graficele din Figura 5.5. Se
observa ca circuitul rezonant paralel se poate introduce numai pe ramura
X,, deoarece rezonanta se produce la o frecventd mai mare decat
frecventa la care el se comporta inductiv (f > f). Circuitul modificat este
ilustrat in Figura 5.14b.

In acest caz, X =X ,+X ,+X ., In care X,;, X,» si X,; sunt necunoscute
a al a2 a3

despre care nu se precizeazd nimic. Prin urmare, aceste reactante se aleg arbitrar,
iar pentru simplitatea calculelor se considera:

X
Xal :XaZ :Xa3 :>Xa] :Xa2 :Xa3 = 3(1

In aceste conditii, se obtin parametrii fiecarui grup LC astfel:

e pentru grupul L,;, C,;:

LI e X 2 8 X
- WLy _ W | _ _
X, oL, ¢ L,=-4 (1-—2}—;-—“—0.3;1111
5 @, Wy @
01La1Car =1 — ~ i 31
a
Xa a)lXa] 02] -1
Xa] = 3 ]

e pentru grupul L, C,;:
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1 1

_ 2
—= -0,Cpp X2 o]
Xaz oLy ‘ Lyp=—51-— 76w
5 @y Wy @y
@y L2Cor =1 — ] ]
a a2 2
XaZ = 3 wy
e pentru grupul L,;, C.3:
1 1 5
- -0;Cy3 Xa3 wj
Xa3 a)lLa.? ¢ La3: 2. T _2_5‘_(1:
5 @ W3 @,
@y1La3Ca3 =1 = /.
wy; =S, Cas = 2 8 wX
X o X .[C{)ag 1“*a
X ,=2a 1“*a3 2
a3 — 3 a)l

Defazajul introdus de un circuit de adaptare in 7 se determina din K¢z

Ker = = @ = arcsin

sing Ker

iar in grade: ¢ = 0.615 180=35.24" .
V4

Ker=v3

=0.615[rad ]

- - o 1 1
¢) Din Figura 5.5 se constata ca, pentru rejectia frecventelor > I 3 f;, sunt

posibile doud variante de circuit (Figura 5.15 a, b).

L, Cy

—o o

Lcl LC2

D
I (;11 Ce

Figura 5.15 Circuite de adaptare cu grupuri LC rejectoare
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Cu datele de la punctul a), se determina parametrii grupurilor LC rejectoare:
e pentru circuitul din Figura 5.15a, reactanta echivalenta X, este:

1 1 1
_ 4
Xc XCI Xc2

iar pentru simplitatea calculelor, consideram X ; = X, = 2X_ si rezulta:

114.56

‘—2”.20.]03 =2.43mH

8
L, =——¢<d —-.7c¢c__
cl 3

2
P ) N S 1) = 0.IuF
oXy \0d ) 2 X, 27-20-10°-114.56

X X. 9 114.
chz—dzi._cz_.%:gm]{
(] 1- 2
@

=0.28uF

I N 7 R 4
? wXe o o X, 27-20-10°-114.56

e pentru circuitul din Figura 5.15b, se obtin parametrii L;;, Cy;, Le; $1 Ce;:

CU[XC ng
X 2 X
Ly =20 120 | =350 = o
@, Wy @y
1 1
Cbl_ :'i' :013ﬂF
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d) Pentru determinarea castigului la frecventa de lucru, se considera
Y2
U(s)’
utilizand teorema lui Millman pentru nodul V; si teorema divizorului de

circuitul din Figura 5.16. Se determina functia de transfer H(s)=

tensiune pentru U, (sistemul (5.2.2)).

L, V;
L.

Gy
U1 % UZ % RS

Figura 5.16. Circuitul adaptor conectat pe sarcina

ﬂJFSCIUZ 3
— SL1 _ SLzU] +s L1L2C1U2
3 B 3
SL] SL2
R.C 1+sR.C
2= 3—s L = V3:U2'—s o
1+sR.C,; sR,C,
Se elimina potentialul V5 si se obtine:
sLU, +s°L,L,C,U, _y. 1SRG
s(L+L,)+S°LL,c,  ° sRC
1+sR.C
U, | ——==L.|s(L,+L,)+5L,L,C; | -5’ L,L,C; | = sL,U
2|:SRSC1|:(1 2) 121] LA 2V
din care rezulta:
RS'
Us(s) A
H(s)=—=2 L (5.2.3)

U(s) - 2+ L+L, R s+ Li+L,
S
LL, L,L,C,
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Aceasta expresie se poate pune sub forma generala:

Hiy-—8

,
s’ +—0s+a)02

in care, prin identificare cu (5.2.3), se obtine:

k=25 = 2510 jormy
Ll

> _LitL, 107 +107
LiL,C; 107107 -0.1-10°

@ _LitLy g, 107 +10°

O LL, " 107107

= 2-]010[rad/s]2 .

Wy

.25=50-10° [rad/s]

Cagtigul reprezinta modulul raspunsului in frecventa H(jw):

fo 73]

Dacd w — w; obtinem castigul la frecventa de lucru:

Afw)=|H(jw)|=

3 3
Aoy )= 25-10° -27-20-10 o

2\? 2 2
\/(240”—(27[-20-103)] +(50.103) -(2n-20-103)

care transformat in dB este:
Agp(w;)=20-1g(0.42)=~7.54[dB]

5.2.10 Se considera un circuit adaptor in 7.
a) Sa se proiecteze un circuit de adaptare la frecventa de lucru f;=0.5MHz,
conectat intre un generator cu R,=50¢2 si o sarcind R,=200£2. Se vor
considera doud variante de realizare dupa defazajul introdus:
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0, =45% si @, =-70°.

b) Sa se redimensioneze circuitele de la punctul a) astfel incat sa se
rejecteze armonicile 2, 3 si 4 ale frecventei f. Sa se determine si
defazajele introduse de circuitele de adaptare.

c¢) Poate fi rejectatd frecventa é /; cu circuitele din Figura 5.17? Pentru

calculul numeric se vor considera datele obtinute la punctul a).

Lal
C, Ly L,

o o Tw
L Cl_
al Cc
fe [

a) b)
Figura 5.17 Circuite de adaptare pentru problema 5.2.10 c).

Rezolvare:

a) Relatiile de proiectare sunt date de (5.1.6), din care rezulta:

A. Pentru ¢, =45°=K.p = V2, deci semnul radicalului «IKéT -1 din
relatiile (5.1.6) este pozitiv (Tabelul 5.1). In acest caz se obtine:

X
XC=J4J.Q>0:>LC=2} =44.8uH
iy

1

Xa:_9]Q<0:Ca:T|)(|
a

=3.5uF

X
Xb=599>0:>Lb=ﬁ=18.8,uH
Ll

Circuitul proiectat este ilustrat in Figura 5.18a.

32

B. Pentru ¢, =-70° = K.y == -1.06 , deci semnul radicalului K2, - 1

din relatiile (5.1.6) este negativ (Tabelul 5.1). In acest caz, se obtine:
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X, =-106Q <0=C, = 3uF
X, =884Q>0=L,=28.1uH
X, =35.7Q>0= L, = 11.4uF

Circuitul proiectat este ilustrat in Figura 5.18b.

C, Ly L, Ly
0—| o) W\TWY\_Q
E L. I C.
a) b)
Figura 5.18 Circuite de adaptare a) ¢; =45°;b) ¢, =-70°
b) Pentru rejectia parametrilorlor, se studiaza graficele din Figura 5.5. In

cazul circuitului cu ¢; =45°, este posibila rejectia frecventelor dorite
modificand doar reactanta X,. Circuitul rejector este ilustrat in Figura 5.19.

Reactanta echivalentd este X, = X,; + X, + X3, In care pentru simplitate se

considerd X,; =X, =X,;.

C.
o—|

Figura 5.19. Circuitul de adaptare modificat pentru cazul ¢, = 45°

In aceste conditii, parametrii fiecarui grup LC vor fi:

e pentru grupul L,;, Cy;:
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1 1
= -Gy, _ Xy of |_ Xy _
Xb] a)lLbI Lb]_T. ]-w—z —5—28/1]“]
2 1 01 1
oLy Cpp =1 — )i ]
wy; = 20, Cp1 = > T X =9nk
Wy, @A p
_X, @ Xppo| —5 -1
Xpr =— @y
3
e pentru grupul L, Cp,:
1 1 X 7)) 8 X
oG Ly = 1-2 =2 b~ 3 36uH
b2 Ol w; wy, ) 27 o
2
wy, L, ,Cry =1 =
0172 b Cpr = ! I L 334mp
wy; =3w b2 2 8 wX
01 [ a)lez La)oj —IJ 1“*b
wy

e pentru grupul Ly;, Cps:

] 1 X ? X
1 oGy |y =Ko O K ssy
Xp3  opLy; w wp; ) 16 @

2
@y Ly3Cp3 =1 = Chr= 1 _1_1 = [.8nF
CU01:4CUI b3 a)(% 5 leb -

@ X3 > -1
wy

In cazul defazajului @, =-70°, conform Figurii 5.5 se pot rejecta frecventele
dorite modificand reactantele X,, X, si X.. Circuitul rejector este dat in Figura 5.20.
Lal Lbl

Ccl I

Figura 5.20 Circuitul de adaptare modificat pentru cazul ¢, =-70°
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Pentru grupul L,;, C,;, @y; = 2w, iar parametrii se determina din (5.1.9):

w; w021 y
1 1 1
Ca] 5 —E Y 1.2nF
Wy WA g
CU[Xa . 2 -1
@y

Pentru grupul L,;, Cy;, @y, = 3@, si rezulta:

Ly, =25uH
CbZ = 045}1F
Pentru grupul L.;,, C.; @y; = 4@, iar parametrii se determina din (5.1.8):

L, =225uH
C,; =2.8nF

Defazajul introdus de circuitul de adaptare se determind din expresia lui K¢z

Ker = = @ = arcsin

sing cr

Pentru fiecare caz in parte se obtine:

A Kep =2 = p=45"
B. Kop =2 = p=-45"

Alte variante posibile pentru circuitul de adaptare cu rejectia armonicelor 2, 3 si
4 sunt ilustrate in Figura 5.21.

I DRV .1 s <
¢) Din Figura 5.5 se constatd ca rejectia frecventei 3 f; ar fi posibild daca

X, >0 pentru circuitul din Figura 5.17a, respectiv X, <0 pentru circuitul
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din Figura 5.17b. Conform rezultatelor de la punctul a), niciunul dintre circuite
(Figura 5.17) nu indeplineste conditia de rejectie.

L. L,
O—"Y Y Y - Y Y Y o
Lcl Lc2 LC3

ICCII CC2I Ces

a)
Figura 5.21. Alte circuite de rejectie (¢, =-70°)

b)

5.2.11 Sa se proiecteze un circuit de adaptare in /7 conectat intre o sursd cu
Ry=1042 si o sarcind R=402, care sa introducd un defazaj de 30° la

frecventa de lucru fi=1MHz.

Rezolvare:

Factorul de cuplaj este, in acest caz:
Kez =—sin(p)=-0.5

In (5.1.7) semnul ales conform Tabelului 5.1 este “— si rezultd reactantele

circuitului adaptor (Figura 5.22):

Xe =-0.5v10-40 =-1002 <0 => C. =16nF

11 1ﬁ—ﬂg<o:cA=n.6nF

X, 10 10 10

1_1 15 4-3
— = —3=——""0>0=1L,=03uH
Xz 10 40 40 B A
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Cc

——o

l 16n

CA LB
I 11.6n 0.3u

Figura 5.22. Circuitul adaptor proiectat

o

5.2.12 Se considera un circuit adaptor in /7.
a) Sa se proiecteze un circuit de adaptare conectat intre o sursd cu
Ry=20042 si o sarcind cu R=5042 la frecventa de lucru fiI=10MHz. Se

. . 1
considera factorul de cuplaj K7 =———.

NG

b) Sa se reproiecteze circuitul de la punctul a) astfel incét sa se rejecteze
frecventele fo;=1MHz si fo, =20MHz.

Rezolvare:
a)
A sin
CC CC
- o o o o o = - - c + LA} | o C L] * o
A |
\/ : ’ I ’ ’ ’
COS
a) b) c)

Figura 5.23. a) Defazajele posibile: ¢y si ¢, (Singy = singy); b) Circuitul de
adaptare cu ¢, =45°; ¢) Circuitul de adaptare cu ¢, =135°

Din expresia factorului de cuplaj Kc;7 rezulta cé exista doud unghiuri care au
aceeasi valoare in sinus (Figura 5.23a), prin urmare exista doua circuite de adaptare

posibile. Unul va introduce un defazaj de ¢, =45° (Figura 5.23b), iar altul, un
defazaj de ¢, =135° (Figura 5.23c).

Pentru circuitul cu ¢, =45° semnul in (5.1.7) se alege “—* (Tabelul 5.1) si se
obtin reactantele:
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Xc =—%\/W=—7o. 70Q<0=Cp=0.22nF

XA=%=109.35Q>0:>LA = 1.7uF
70.7 200

Xp =%=—170.7Q<0:>CB = 93.2pF
70.7 50

Pentru circuitul cu ¢, =735°, semnul in (5.1.7) este “+* si se obtin reactantele:

X, =—% 200-50 =-70.7Q2 < 0= Cr. = 0.22nF

x,=—1 =5220>0=1,=08uH
707" 200

XB=;]=29.3.Q>0:>LB=0.5;1H
70.7 " 50

b) Pentru adaptorul din Figura 5.23b, se constatd (vezi Figura 5.5) cd este
posibild rejectia frecventelor fy; si fy,, 1ar circuitele rejectoare sunt date in
Figura 5.24. Pentru adaptorul din Figura 5.23c se constatd ca se poate
rejecta numai frecventa f;, nu si frecventa fj,.

L
CC Y Y\
o—2t T +—o , @ «
—
Lai Lz, L Cai Lg
A
()
I Cai I Cai I Cai
a) b)

Figura 5.24. Circuite rejectoare cu ¢; =45°.

Din (5.1.8) si (5.1.9) rezulta parametrii circuitelor rejectoare (Figura 5.24 a, b):
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100 X
Ly=— A =17ul
A1~ g9 o, H

1
Cy =99 =14.49nF
X 4
X
I
CBIZ'i‘ ! =70pF
4 leB
LC]=-99-&=0.11mH
@y
Cor=-20. L~ 23nF
99 wXc

5.2.13 Pentru circuitul de adaptare in T (Figura 5.25a) sd se determine expresia

randamentului, dacd se presupune cd bobinele nu sunt ideale si au factorul
de calitate Q.

Rezolvare:

La adaptare, puterea pe rezistenta de sarcind R, este egald cu puterea pe
rezistenta sursei R,:

aza'Ua
Uy
R, T
_— >
v, I,
b)

Figura 5.25. a) Circuit de adaptare in 7;
b) Compunerea vectoriala a tensiunilor

U
_ 2 _ Tl _ 2
P=R,1,,; = g = Rilys
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Pierderile in cele doud bobine (L,, L.) sunt:

U’ v’
_ 2 _ of _ 2 _ of
P=R, 1, ——;’; . P=R.I, —Rc.—RZieXZ

a C (4

Rezistentele parazite ale bobinelor se pot exprima in functie de factorul de
calitate O:

X, X
Ra _“a ) Rc: c
o o

Scriind teorema a II-a a lui Kirchhoff pentru bucla R,, L,, Ly:
U, =U,+U,
2 _ 2 2
Ucef - UI ef + Uaef

tensiunea pe bobina L, este defazata Tnainte cu 772 fata de curent (Figura 5.25b). Se
poate scrie astfel tensiunea pe bobina L.

2 2 2 2
Uuy” = PRy +(R + X7 ) Ly

R,<<X, ) é . (Ré " X“Z)

Puterile disipate pe cele doua bobine vor fi:

P-X
P = 4 P P

a ’ I ——
Rg‘Q Rg'Xc‘Q

2 2
(RS + X, )
Se poate determina acum randamentul circuitului de adaptare din Figura 5.25a:

a c=]_
P 0-R,

_p_ R’+Xx7’
”:P P —P 1 .[Xﬁ o a:|

c

5.2.14 Sa se proiecteze un circuit de adaptare in 7 pentru a adapta o sursa cu

impedanta internd Z, =4+ j2xf; - 1 0° (.Q) la o sarcina cu impedanta
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z =1-j—1 (Q) la frecventa de lucru de /6kHz. Circuitul adaptor va

s Jo———=%
’ drf; - 10°°
introduce un defazaj de ¢ = 30°.

Rezolvare:

Circuitul de adaptare este prezentat in Figura 5.26.

R, X, X, Xy X, R

Figura 5.26. Adaptarea impedantelor complexe

Separand partea reald de cea imaginara a impedantelor generatorului, respectiv
sarcinii, apoi grupand reactantele acestora cu reactantele circuitului de adaptare,
problema adaptarii se reduce la cazul tipic de adaptare cu elementele X,;, X;;, X,

Astfel, X,; si X;; vor fi:
X=X, X,
Xy =Xy + X

Pentru adaptarea rezistentelor R, si R,, circuitul adaptor a fost proiectat in
problema 5.2.6, cu valorile reactantelor:

X, =40
X, =-2.920
X, =2.270Q

Circuitul de adaptare, n acest caz, va fi compus din reactantele:

{Xa :Xal _Xg
Xp = Xy = X

La f; = 16kHz se obtine:
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X, =—-40

X, =32.107n=10Q

! =-50

X, ==
64-107 7

N

iar valorile parametrilor rezulta:

1

Ca =m=2.5,uF

Figura 5.27. Circuitul de adaptare rezultat

5.2.15 Se considera circuitul din Figura 5.28. Stiind valorile parametrilor L;, L,,
R, si Ry, sa se determine C,; si C, astfel Incat sd se realizeze adaptarea
sursei cu R, la sarcina R;, la frecventa f, a generatorului. Se vor considera
valorile numerice: R,=10082, R;=50£2, L,=1mH, L,=10mH si f,=10kHz.

Rp
Jo

L ™ Rgi L

a

1L

LA
AW

Figura 5.28. Circuitul pentru problema 5.2.15

Rezolvare:
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Se descompune circuitul in doud parti (intre punctele A si B), dupa care folosim
metoda transformarii serie-paralel, paralel-serie (Figura 5.3), se transforma
circuitul pand la o forma ireductibild pentru a observa mai usor conditiile de
adaptare  (egalitatea rezistentelor echivalente, compensarea reactantelor
echivalente).

Transformarea ramurii de circuit cu condensatoare este ilustratd in Figura 5.29,
iar elementele echivalente rezulta din (5.1.5):

X2 . 5
Rparalel = Rserie ’ (] + %} = Rserie ’ (1 + Qserie)
Rserie
~ i
Xparalel = Xgerie *| 1 +2—
Qserie

Pentru simplitatea calculelor, consideram un factor de calitate mare (Qseyie = 10)
si se obtine:

2

Rparalel = Rserie ’ Qserie

X paralel =X serie
A G A G A Ce A
o—i} o—nj o——{}—

Cls 9
G T é Ry ; Ry C R,

B B N B B
[o] [lo MN—

Figura 5.29 Etapele transformarii circuitului intre punctele A, B spre sarcina R;

Pentru circuitul paralel C;, R; se scriu relatiile de transformare:

R
— — L
Rserie - RI )
Qpamlel
Xserie = Xparalel = XC1

2 _ 2p2~2
Q paralel — Wy RL CI

de unde
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I
a)(f R, CJ2
=C,, =0

Ry =R =

serie
C

serie

Se observa ca s-a format o conexiune serie intre doud condensatoare (C,, Cj;,),
care se poate reduce la o valoare echivalenta:

_ GG

¢ C+C,

Pentru circuitul serie C,, R; se scriu relatiile de transformare:

_ — 2
Rparalel - RZ - R] ’ Qserie

Xparalel = Xe = XC
1
[ —
serie a)gRIZCj
de unde
1
R =R, =——
paralel 2 ng]Ce?
— — = CICZ
Cparalel - Ce =C= C[ i C2

Se inlocuieste expresia lui R; in expresia lui R; si se obtine:

2

R, = ! 2=RL-(]+Q]
C
> ( C1C2] 2

a) .
" wir,ci \CHC,

Pe ramura cu bobine si sursd transformarea este ilustrata in Figura 5.30,
respectiv elementele echivalente rezulta din (5.1.5).
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L L, A L. A A
R; R; L Ry
o o
B B B

Figura 5.30 Etapele transformarii circuitului intre punctele A, B spre sursa

Pentru circuitul paralel L;, R, se scriu relatiile:

=R, = R
3 2
Q paralel

:XL1

R

serie

X

serie

=X

paralel
Rg

Q paralel =
wply

de unde

252
Rypo = Ry =251

serie
Rg

L :L1

'serie

:L]

N

Se observa ca s-a format o conexiune serie intre doud bobine (L,, L) care se
reduce la o valoare echivalenta:

L=L+L,

Pentru circuitul serie L., R; se scriu relatiile:

— _ 2
Rparalel - R4 - R3 ’ Qserie
Xparalel = Xe = XL
Q = wOLe‘
serie R,
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de unde
27 2
Wy L
RPamlel = R4 = R3 <
Lparalel = Le =L= LI + LZ

Se inlocuieste expresia lui R; in expresia lui R, si se obtine:

2 2 2
oLl o (L) (L
Ry= Ry 2 Rq 272 R I
R3 Cl)() L] L]

In final, se pun conditiile de adaptare (egalitatea rezistentelor si compensarea
reactantelor — transfer maxim de putere):

R, =R

intrare
R, =R,
RL :Riesire = X =X
X —x L~ 4cC
Lech - Cech

din care rezulta expresiile capacitatilor C; si Cs:

1 R
I 2 c 2 C, = — _£
R .[[+_2J :RL'(]—F_IJ w)"L; R
g L C
! 2 = c I
C,C 27
2 L2
wy (L +L,)———=1 fR
R
g
Circuitul rezultat in urma transfigurarii este dat in Figura 5.31.
A
®

L (MR, L C{ R,

B
°

Figura 5.31 Circuitul echivalent obtinut
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Cu valorile numerice din enuntul problemei se obtine C;=0.36uF,
C, =24.6nF .

5.2.16 Sa se determine atenuarea minima pe care o poate introduce un atenuator in
T (Figura 5.32) si parametrii corespunzatori, daca lucreaza adaptat intre
rezistentele R,=7542s1 R;=5042.

Figura 5.32. Atenuator in T

Rezolvare:

Impedantele diportului pot fi exprimate utilizand parametrii fundamentali,
astfel:

_ Ay -1 1Ayl
A2] AZ] A2]

Z, (5.2.4)

unde

Z sho Z
Ay = [FE cht, 4y =——=, 4y :Jl-chG (5:2.5)
Zp NZiZp Zy

Un atenuator este pur rezistiv, daca constanta de transfer g, este reala (defazajul
introdus b]ZO, Z]] :Rg $1 Z]QZRS).
Din (5.2.4) si (5.2.5) rezulta sistemul:

R
R, R
Z,=R,=Y%"°
T sh(ay)
Rg
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R
unde 6, = a;. Deoarece ch(a;)>1 si R, >R, rezultd ca fR—g-ch(aI)—1>0, sau

s

R
R;>0. Rezistenta R; va fi pozitiva doar daca ,R_g <ch(a;). Deci atenuatorul care

s

lucreaza adaptat fintre R, si R, poate avea o atenuare minima

fR
A,y = arcch ng =0.66 Np = -3.63dB . Aceastd valoare impune R; = 0, deci
S

atenuatorul va avea o structura in / inversat.
Ceilalti doi parametri sunt:

R R R
R =Z,- R—g-ch(amm)—] =43.30, R2=ﬁ=86.6.(2
S S\ Qi

53 Probleme propuse

5.3.1. Sa se determine inductivitatea L, a secundarului unui transformator ideal
astfel incat acesta sd realizeze adaptarea unei surse cu R, = 242 1a o sarcind
cu Ry = 5¢2. Inductivitatea primarului este L; = [H. Céat este raportul de
transformare # in acest caz?

Solutie: L, =2.5H, n:\/%‘

5.3.2. Pentru circuitul din Figura 5.1 sd se determine inductivitatea primarului
(L;) stiind cd secundarul are inductivitatea L,=4H, iar raportul de
transformare este n=0.5. Ce sarcind se poate conecta In primarul
transformatorului astfel incat transferul de putere sa fie maxim? Se
cunoaste rezistenta de sarcind conectata in secundar R, = 20£2.

Solutie: L, =1H, Rg =50.

5.3.3. Sa se proiecteze un circuit de adaptare in /I, conectat intre o sursd cu
R,=100£25si o sarcind R,=75421a frecventa de lucru /0MHz.

Solutie: Figura 5.2a: X, = 25v/3, X =—100\/3 = L=0.14uH, C = 92pF
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5.3.4. Sa se proiecteze un circuit de adaptare in /, conectat intre o sursd cu
R,=10£25i o sarcind R,=50421a frecventa de lucru SMHz.

Solutie: Figura 5.2b: X; =252, X =-202 = L=0.8uH, C=1.6nF

5.3.5. Sa se reproiecteze circuitul din Figura 5.33a astfel incét sa se rejecteze
frecventa my=2rad/s, daca frecventa de lucru este @w=1rad/s.

X, X
OT/W o—}—2 )
XC 20 -4Q X L
- QI 3Q
a) b)

Figura 5.33 Circuite de adaptare a) problema 5.3.5; b) problema 5.3.8

Solutie: Exista doua variante: LC paralel cu L, =§H . C, =éF sau LC serie
cu L =1H, C, =iF.
3 16

5.3.6. Sa se proiecteze un circuit de adaptare in 7, conectat intre o sursd cu
rezistenta R,=17542 si o sarcind R;=2512 la frecventa de lucru f,=5kHz.
Circuitul adaptor va introduce un defazaj de 120°.

Solutie:
X.=76402>0 L.=24mH
X,=-177402<0 = {C,=035uF
X, =-90.802<0 C,=042uF

5.3.7. Sa se proiecteze un circuit de adaptare in /7 conectat Intre o sursd cu
rezistenta R,=8042 si o sarcind R,=20(2 la frecventa de lucru f/=IMHz.
Circuitul adaptor va introduce un defazaj de 60°.

J3 80~/3

Solutie: K., = 5 Xc= ~2030, X4 :TQ’ Xy =oo. In acest caz
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circuitul in /7 se transformd intr-o structurd in /" cu valorile parametrilor:
Co=4.6nF i L, =7.35uH ,iar ramura X}, rdmane neconectata.

5.3.8. Sa se reproiecteze circuitul din Figura 5.33b astfel incat sd se rejecteze

frecventele ay;=Irad/s, wy,=2rad/s si wy;=3rad/s, daca frecventa de lucru
este w=4rad/s.

Solutie: Existd doua variante:

LC paralel:

Xy =X,=Xp3

Xey=Xcr=X¢s 4
L, =5H Ly=751

Xy 1 X 15
Lpr=1H . Lo=tn

X - , LC serie: 527 3

c2 1 X
CsZ_ZF
7

p3 ; 4

Cps=2F X13 7
7 =—F

s3 36

5.3.9. Sa se proiecteze un circuit de adaptare in /7 conectat Intre o sursd cu
rezistenta R,=50(2 si o sarcind R,=2542la frecventa de lucru f;=800Hz. Se

va considera coeficientul de cuplaj K = =3

1

Solutie: Exista doua variante:

@, =30

Xc

Q<0=Cp=11.2uF

_-25\2
2

_50\2
ENG
25\2

XB:

N<0=Cp=25uF

2-+6
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XC=_252*/§Q<0:>CC=11.2;1F
4+6
2++6

5.3.10. Sa se reproiecteze circuitul din Figura 5.34a astfel incét sa se rejecteze
frecventa wy=2rad/s, daca frecventa de lucru este o=1rad/s.

Solutie: Existd doud variante: LC paralel (ramura X,) cu L, =§H . C, =éF

3

sau LC serie (ramura X;) cu L, = éH C, = ZF .

5.3.11. Sa se reproiecteze circuitul din Figura 5.34b astfel incat sa se rejecteze
frecventele wy,=2rad/s si wp,=4rad/s, daca frecventa de lucru este
w=3rad/s.

Solutie: Existd doua variante:

7 7

Ly =13H Ly =734
ramura X, : 3 ramura X, 3
Cp =—F G, =—F
. b1~ g . bl = g
01 + » @pz -
LCI ZEH Lal ZEH
5 3
ramura X, : 5 ramura X, : P
Ccl ng Ca] :%F

5.3.12. Sa se reproiecteze circuitul din Figura 5.34c astfel incét sa se rejecteze
frecventele wy;=1rad/s si w@p=2rad/s, dacd frecventa de lucru este
@=0.5rad/s.

Solutie: Modificarea este posibild numai pe ramura X,: L,; = %H ,C, = %F
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15 1
iL,=—H,C,,=—F.
M fa2 =y L
Xa Xb Xa Xb Xa Xb
oO—/Y Y Y\ P ” 7o) o :: Py Y Y Y \_o l_o
20 J_ 30 -4 40 302 202
Xe I -10 X, € 30 X. $ 10
a) b) c)

Figura 5.34 Circuite de adaptare a) problema 5.3.10; b) problema 5.3.11;
c¢) problema 5.3.12

5.3.13. Se considera circuitul de adaptare din Figura 5.35a. Sa se determine
rezistentele generatorului si a sursei pentru care se realizeaza adaptarea.

Xa Xb

Xec
o o——f———i—o
; 12 ) -120
X 2 12 ) x,
X, ¢ 12
20 30
a)

b)

Figura 5.35. Circuite de adaptare a) problema 5.3.13, b) problema 5.3.14

ENE) I

Solutie: Din (5.1.7) rezulta: R, =~/2,R == Ken =

NE

5.3.14. Se considerd circuitul de adaptare din Figura 5.35b. S& se determine
rezistentele generatorului §i a sursei pentru care se realizeaza adaptarea.

J3 2

Solutie: Din (5.1.6) rezulta: R, =~/3, R, == Ken =7

NE]

5.3.15. Sa se proiecteze un circuit de adaptare in T pentru a adapta o sursda cu
impedanta interna Z, = (5000- j-580)Q la o sarcind cu R;=5002, la
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frecventa de lucru de /00kHz. Circuitul adaptor va introduce un defazaj de ¢ = 45°.

Solutie:
X, =-1.4k02
X, =6.4k0 C.=112nF
X, = 2kQ =<L,=11.14mH
L, =3mH

X, =X, - X, =7kQ

L, Ly

I
Figura 5.36. Circuitul de adaptare rezultat
5.3.16. Sa se determine randamentul circuitului de adaptare proiectat la problema

5.2.9, daca bobinele au factorul de calitate Q=100. Cum se modifica
randamentul daca se considera pierderea si pe condensator (Cp)?

Solutie: Expresia randamentului s-a dedus la problema 5.2.13: 7= 96.83% .
. . : P-P —-PB -P
Cu pierdere si pe Cp: R, =£, B, = P-0 , n= a__b_—c=9]78%
| X, R | X, P

5.3.17. Determinati expresia randamentului circuitelor de adaptare in 77, obtinute
la problema 5.3.9, daca bobinele au factorul de calitate 0=100.

Solutie: Pentru circuitul cu ¢,=30":

U2 P.R — R
Aef _ g :>,7:P PA=1- £ =0.989

Py=Ry——5——>
+ X P X
RA XA RA<<XA Q 4 Q 4

Pentru circuitul cu ¢,=150":

P-R, P-R, P-P,-P, ] (Rg R
PA = :—:]__

- Py = = 7 : —+—Sj=0.923
Q'XA QXB P Q XA XB
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5.3.18. Sa se determine expresia randamentului circuitelor de adaptare in T din
Figura 5.37. Bobinele se considera cu factor de calitate Q.

La Lb Ca Cb

a) b)

Figura 5.37. Circuite de adaptare pentru problema 5.3.18

P-X P X P-P -P 1 [ X, X
Solutie: a) P, = L, p= b op= a" by L | La b
Ry -0 R-Q P O (R, R
b)
1 1
2 2 2
Icef:Iaef—Flbef :P(Rg +RSJ

O |R, R P O |R, R

Q:RC.,gef:P‘Xc.(;ij, ,,:P—I%:]_Xc.{L+LJ
g s



6. Filtre pasive

6.1. Consideratii teoretice

Filtrele sunt circuite electrice care permit transferul energiei de la intrare la
iesire numai cand frecventa semnalului este cuprinsd intr-un anumit interval, numit
bandi de trecere. Filtrele din acest capitol sunt diporti simetrici, nedisipativi
(elemente L, C), care lucreaza intr-un lant de transmisie adaptat (conectate pe
impedanta caracteristica Z.).

In cazul structurilor simetrice pur reactive, impedanta caracteristica si constanta
de transfer se exprima din (4.1.16):

XS C

0

Z, =(-X,-X,, . th0= (6.1.1)

Dezvoltand th(6), unde 8 = a + jb (vezi (4.1.18), (4.1.19)) rezulta doua cazuri:
e La frecventele la care X si X;. au semne contrare:

a=0

X
b=2-arcsin| =L ,

2R,

C

Zc :V|X0 'Xsc| =R

de unde rezultad ca suntem in banda de trecere (B7) a filtrului (a = 0).
e La frecventele la care X si X,. au acelasi semn:

X

th = j-
XO

=

X
R < (6.1.2)

b=0, tx
thd = =5 = X
a=2-arcch|—L s el B8
0 " 2R (6.1.3)
Zc :j'\[|X0 'Xsc| zj'Xc
de unde rezulta ca suntem in banda de oprire (BO) a filtrului (b = 0, #7).
- X VA
In relatiile (6.1.2) si (6.1.3) se poate inlocui i B B/ B (@, reprezinta
2R, iZ, o,

pulsatia de taiere la —3dB).
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Schimbarea semnului reactantelor X; si X se realizeaza prin trecere prin zero
(rezonanta serie) sau la infinit (rezonanta paralel).
Banda de trecere se mai poate determina din conditia:

—1<42—’<0 (6.1.4)

t

unde Z;, Z, sunt impedantele longitudinala, respectiv transversald. Conditia (6.1.4)
este valabila atat pentru structura in 7, cat si pentru cea in /7.

6.1.1. Tipuri de filtre pasive

Filtre K—constant au produsul dintre impedantele longitudinala, respectiv
transversald egal cu o constanta.

Z,-Z, =K =const. (6.1.5)

Dezavantajele filtrelor K sunt:

e pantele caracteristicilor de frecventa sunt prea line, deci nu se poate

asigura o separare netd a benzilor;
e 7. variazd mult cu frecventa In BT, deci nu se poate asigura adaptarea

decat pe o portiune limitata a BT.
Celulele elementare de filtre K—constant (7., TS, 7B, OB) sunt prezentate in
Figura 6.1, iar relatiile de proiectare sunt date in (6.1.6) si (6.1.7). Aceste relatii
sunt determinate pentru cazul cand filtrele se conecteaza la sursa, respectiv sarcina

rezistivd (Z; - Z, =RS2 ). In (6.1.6), @, reprezinti pulsatia de tiiere la —3dB, iar @,
din (6.1.7) reprezintd pulsatia corespunzatoare frecventei centrale.

FTJ: FTS:
L — 2RS‘ L — RS
0y 2w,
C= = C= !
o, R 20,R; (6.1.6)
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FTB: FOB :
2.
le 2RS le (wsz a)I)RS
W — O )
= W5 — @, C = 1
2605RS 2R ((03 a}l)
s — O Rs
‘R, , = 6.1.7
c, - 2 C - 2- (w5 — o
(a)s -0 ) Ry a)gRS
R, = i: L R = i: L
° C:| Ct S C| Ct
Wy = Qs - @
L2 L2 L
O_NMTNM_O O VYY" \_o o
:[ C :'I[ C2 :'I[ C2
a) b)
2C 2C C
o il + il 0 O—+¢ il +~—0
L E 2L 2L
c) d)
L/2 2C, 2C, L/2 G L,
o— Y| }—Y YN o o —""YY" o o
C; ]:r L, Ct/2:|: ‘E 2L, Ct/ZI 2L

f)

Figura 6.1. Structuri in T si /7 de filtre K: a-b) FTJ, c-d) FTS, e-f) FTB
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Ll/ 2 Ll/ 2 Ll
Y Y Y\
2, I 2C, °‘T’ G T“’
— — c/2 —I— = cn
G
E Lt 2Lt 2Lt
g) h)

Figura 6.1. Structuri in T si /7 de filtre K (continuare): g-h) FOB

Filtre m—derivate deriva din filtrele K, corectdnd delimitarea insuficient de
neta Intre BT si BO ale filtrelor de tip K, si realizdnd o mai buna adaptare in BT.
Filtrele derivate se proiecteazd astfel Incat impedanta caracteristicd si benzile de
trecere si fie aceleasi cu cele ale filtrelor K din care deriva.

Derivarea serie se aplica structurilor in 7. Se considera:

unde m este factorul de derivare (meR, 0<m<1). Pentru a determina
impedanta transversald, se pune conditia de egalitate a impedantelor caracteristice
(Zcm = ZC ).

-Z (6.1.9)
Pornind de la structura din Figura 6.2a, se obtine cea din Figura 6.2b.
Derivarea paralel se aplica structurilor in /7 Se considera:

Y, =m- (6.1.10)

=<

Pentru a determina admitanta longitudinala, se pune conditia de egalitate a
admitantelor caracteristice (Y, =Y, ):

Y, (6.1.11)

Pornind de la structura din Figura 6.2c, se obtine cea din Figura 6.2d.
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Zl/2 Zl/2 le/Z le/Z
Z/m
Z, 5

(1-m°)Zy/4m

a) b)

I'IlZl
Z
o]
27
c) d)

Figura 6.2. Derivarea celulelor in 7 si /7

Factorul de derivare m se poate determina in functie de frecventele de tdiere
respectiv de atenuare infinita:

2
Ji
= 1-| 2 6.1.12
m (wa ( )

6.2. Probleme rezolvate

6.2.1. Sa se proiecteze un FTS de tip K—constant, cu frecventa de tiiere 50kHz,
care sa lucreze pe o rezistentd de sarcina de 400€2. Desenati structurile n 7,
respectiv in /1.

Rezolvare:
Pulsatia de taiere este: @, =27-50-10° =7-10° rad / s . Parametrii L si C se
determina din (6.1.6):
I R _ 400
20, 2-7-10°
1 1
C20R, 2-7-10°-400

=0.64 mH

=3.9nkF
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Structurile in T si /7 sunt date In Figura 6.3.

7.8n 7.8n 39n
o il + i1 ] o—¢ il +—o0
0.64m 1.28m 1.28m
a) b)

Figura 6.3. F7S proiectat (structurile in 7' si /7)

6.2.2. Pentru filtrele de tip K—constant din Figura 6.4, sa se determine frecventa
de taiere si rezistenta de sarcind pe care trebuie sa lucreze in conditii de

adaptare.
8n 8n 2u
IOSn :[OSn § u é 10n
c)
Flgura 6.4. Filtre K—constant
Rezolvare:

Pentru filtrul din Figura 6.4a (FTS), se scrie:

L [107
{2C=8n = C=dn _ \E 700 ke

L=1Im

W, = =250krad /s = f, =39.78 kHz

2\/LC

Pentru filtrul din Figura 6.4b (F#T.J) se scrie:

6
L= 104 R= L /10] 10I0T _o0e

£=0.5n = C=1In
2 a)[———ZOMrad/s = f;,=3.183 MHz

JLC
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Pentru filtrul din Figura 6.4¢ (FTS), se scrie:

L
{C=40n R, = /Ezzog
=

2L=8u = L=4u i

Pentru filtrul din Figura 6.4d (FT.J), se scrie:

= 10n R, = /£=20.(2
N\
=

—2u = L=4
po= L= 2 0 Mrad /s = [ =1.59 MHz

tJLc

6.2.3. Sa se proiecteze un F7B de tip K—constant, cu frecventele de taiere /0kHz
si 20kHz, care sd lucreze pe o rezistentd de sarcind de /0€Q. Desenati

structurile in 7, respectiv in /1.

Rezolvare:

Pulsatia @, este: ) =w,-w,=47°-10-10°-20-10° =8x° - 10° (rad/s)z,

unde @; $i o, reprezinta pulsatiile inferioard, respectiv superioard, corespunzatoare

frecventelor de taiere. Parametrii L, , L,, C; si C; se determina din :

2.1 1073
L= 0 = 0 030mH
2z-(20-10)-10° &
27-(20-10)-10° -5
C = 7 - 8) 107 g qur
2.8722-10%5-10 8«
27-(20-10)-10° =3
L= ( : )8 19=19 =40uH
2-87°-10 S
2 1070
C, = —= =3.2uF
27-(20-10)-10° 10 7

Structurile in 7 si /7 sunt prezentate in Figura 6.5.
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0.16m 0.8u 0.8u 0.16m 0.4u 0.32m
oO— Y Y Y |——}— Y 7o) o | —"Y"Y

r 40u 1.6u 'l'_é;Ou 1.6u r 80u
I A

) b)
Figura 6.5. FTB proiectat (structurile in 7 si /J)

3.2u

6.2.4. Sa se verifice, utilizdnd conditia (6.1.4), daca filtrul proiectat la problema
6.2.3 are frecventele de tdiere precizate (/0kHz, 20kHz).

Rezolvare:
Se determina impedantele Z, si Z, (vezi Figura 6.5):

2
ﬁ:S_I_F ! = leL(le
22 s(2¢) s,

sL,-i

sC, sL,

Z,= =
sL+— 5 LC, +1

&y

2
Z, - o LG -1
oC,
L
Z,=j
o’ LC, -1

Inlocuind in (6.1.4), rezulta:

w’L,CLC, —(LC +LC,)+1
4-0C/L,

-I< <0

A 1n . A .. Z
Avand 1n vedere ca raportul Z/4Z, este negativ, ramane conditia —/ < =L
t
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o’ L,CLC, —(L,C +L,C, +4-0C/L)+1<0
Cu valori numerice, se obtine:

1638107 0% 3201077 -0’ +1<0

de unde rezultd frecventele de taiere:

w, =125-10°rad / s £, =19.89-10° Hz
=
w;=62.5-10°rad / s £,=9.95-10° Hz

Comparand aceste rezultate cu valorile date in enunt, se observa ca diferentele
sunt nesemnificative.

6.2.5. Se considera filtrul K—constant din Figura 6.6a. Sa se determine filtrul m
derivat, daca m = 0.4.

1.6m
YL
4m
°—I’W“-l—° °—l~ 5.25u |
Su I 1 Su 2u 1 h I 2u
a) b)

Figura 6.6. F7J de tip K si m—derivat

Rezolvare:
Din Figura 6.6a rezulta: L=4mH si %z Su = C=10ufF .

Pentru a proiecta filtrul m—derivat, se aplica (6.1.10), (6.1.11) si rezulta:

C, =
o =m-sC " 5
—m? = 1C),=—C
Ylm_i i+1 m o "
m sL 4dm L, =m-L

Din expresia lui Y, rezultd ca bobina de pe ramura longitudinala a filtrului K se
inlocuieste cu o conexiune LC paralela (Y}, fiind o suma de admitante).
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L, =04-4m=1.6mH
—1_0'16-10;1:5.25#1:

m =404
C, =0.4-10u=4uF

Structura filtrului m—derivat este prezentat in Figura 6.6b.

6.2.6. Se se proiecteze un FTS m-derivat in structura 7, avand m = 0.5, frecventa
de taiere 1/47Hz si rezistenta de sarcina /0.2.

Rezolvare:
Filtrul K din care rezulta filtrul cerut are structura din Figura 6.1c. Parametrii

filtrului K se determina din (6.1.6):

L= R _ ]01 =20H
20, 5. L
i
1 ]] =0.2F
20, 5 L 4
i

Parametrii filtrului m—derivat rezulta din (6.1.8) si (6.1.9), iar structura filtrului
m—derivat este prezentata in Figura 6.7:
1

C, =+.c=—1_—o4r
m 5-0.5
LBy
m 0.5
C,, = 4’”2-C= 4'0'52-0.2=ﬁ=0.53F
I-m 1-0.5 15
0.8 0.8
o—f—4——f—o
40
8/15

1

Figura 6.7. FTS m—derivat proiectat
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6.2.7. Se se proiecteze un F'T.J m-derivat in structura 7, avand m = (.8, frecventa
de tdiere Srad/s si rezistenta de sarcind 2.02.

Rezolvare:

Filtrul K din care rezultd filtrul m—derivat are structura din Figura 6.1a.
Parametrii filtrului K se determina din (6.1.6):

L=2Rs =£=0.8H
@y

C= 2 =i=0.2F
R, 5-2

Parametrii filtrului m—derivat rezulta din (6.1.8) si (6.1.9):

Ly, =m-L=0.8-0.8=0.64F

p— 2 p—
f _dmm’  _1-064_ 9
4m 4:0.8 80

C,=m-C=0.8-02=0.16F

Structura filtrului m—derivat este prezentata in Figura 6.8.

0.32 0.32
I 0.16
9/80

Figura 6.8. F7.J m—derivat proiectat

6.2.8. Sa se proiecteze un F7T.J m-derivat in structurd /7, avand m = 0.5, frecventa
de taiere /rad/s si rezistenta de sarcina 5¢2.

Rezolvare:
Filtrul K din care rezultd filtrul m—derivat are structura din Figura 6.1b.
Parametrii filtrului K se determina din (6.1.6):
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2R, 2.5

L=—%=—-=10H
@, 1

C= 2 =i=0.4F
oR;, 15

Parametrii filtrului m—derivat rezulta din (6.1.10) si (6.1.11):

Ly, =m-L=05-10=5F

2
¢, ~l=m o 17025 3,
4m 4-0.5 20

C, =m-C=0.5-04=02F

Structura filtrului m—derivat este prezentata in Figura 6.9.

5
YL

o TUTT
I I

Figura 6.9. FT.J m—derivat proiectat

6.2.9. Se se proiecteze un FOB m-derivat in structura 7, avand m = 0.5,
frecventele de taiere 2rad/s, respectiv 4rad/s, iar rezistenta de sarcind /.02.

Rezolvare:
Filtrul K din care rezultd filtrul m—derivat are structura din Figura 6.1g.
Parametrii filtrului K se determina din (6.1.7):

2-(4-2) i
I o L =———=025H
L 0.5H =512

1 ’ 2-(4-2)
C,=—————=025F _ _
"2 (4-2) C, >4 0.5F

Parametrii filtrului m—derivat rezulta din (6.1.8) si (6.1.9). Avand in vedere ca
ramura longitudinala este o conexiune paralela, este mai usor sd se lucreze cu
admitante:
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1 1 1
Lip=m-Z; = Y, =—1 =—'(—+SC1J
m

de unde rezultd parametrii de pe ramura longitudinala a filtrului m—derivat:

Ly, =m-L;=0.5-0.5=0.25F
1

L=t 025058
m 0.5

G

m

Pentru ramura transversala se aplica (6.1.9) si se obtine:

2
Z zi.(LHLZJJ LA
mo L

sL,

de unde rezultd ca ramura transversald a filtrului m—derivat va fi o structurd LC
serie, in serie cu o structurd LC paralel. Parametrii de pe ramura transversala sunt:

1-m’ 1-0.25 3
Lmzi-L,zi-o.25=0.5H Ly=— =05 %=1
oo 02 ’ 4 405 2
Co=m-C,=0505=025F |C, =—" .C/=—"2 .025==F
N e 1-0.25 3

Structura filtrului m—derivat este prezentata in Figura 6.10.

0.125 0.125

——
0.25
0.5

2/3 1 3/16

Figura 6.10. FOB m—derivat proiectat
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6.2.10. Pentru filtrele de tip m—derivat din Figura 6.11, sd se determine filtrul
K—constant din care deriva, factorul de derivare m, frecventa de taiere si
rezistenta de sarcina.

Rezolvare:
1.8 1.8 34.28u
O_WY'\TWV’\_Q — Y Y\
2.4 | 26.66n |
—
1.6 13.32u 13.32u
a) b)

Figura 6.11. Filtre m—derivate

Filtrul din Figura 6.11a poate sd derive numai din filtrul din Figura 6.1a (FT.J
K—constant in 7). Se scriu parametrii filtrului m—derivat in functie de parametrii
celui de tip K si se obtine:

L

my=18 L=>9 m=0.6

m-C=24 =1 ”;36 — lL=6H
2 LY C=4F

=m ;_16 im m

4m

Frecventa de téiere si rezistenta de sarcina se determina din (6.1.6):

A
c \2
= L=0.4rad/s:>f,=

NN

04 = 1 Hz
2r S«
Filtrul din Figura 6.11b poate sa derive numai din filtrul din Figura 6.1d (FTS

K—constant in /7). Se scriu parametrii filtrului m—derivat in functie de parametrii
celui de tip K si se obtine:
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ML= 34.28uH

1]_’" L=6.66-100-m m=0.75
~.C=26.66nF =1 um = L=5uH
1}1 666 m = 3428 C — 20mF
—2L=13.32uH

Frecventa de téiere si rezistenta de sarcina se determina din (6.1.6):

-6
Rﬁ 5007 55
C 20-107
1 1

=1.58 Mrad /s = f, =251.6 kHz

a)l = =
NLC  25.20.107

6.2.11. Cat trebuie sa fie factorul de derivare m, la un F7J de tip m, astfel incat
frecventa de taiere sa fie 20MHz, iar frecventa de atenuare infinitd SO0MHz.

Rezolvare:
Din (6.1.12) rezulta factorul de derivare:

2
m= 1—(£] =0.92
50

6.2.12. Cate celule de F7J de tip K sunt necesare pentru ca filtrul rezultat prin
cascadare sd aiba frecventa de tdiere In banda de trecere de /kHz, iar la
frecventa de 3kHz atenuarea sa fie cel putin 40dB?

Rezolvare:

In banda de oprire, atenuarea este dati in expresia (6.1.3):

=2-arcch (QJ
2

= 3. In acest caz, atenuarea devine:

2L

a=2-arcch

S

o 3-10°
unde — = 3
, 10
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a= 2-arcch(3) =3.525Np =30.62dB

Prin urmare, va fi nevoie de un numar minim de celule egal cu 4?52 =1.306,
adica minim 2 celule de tip K.
6.3. Probleme propuse
20u 20u
6.3.1. Sa se proiecteze un F'7J de tip K—constant in
T, cu frecventa de tiiere 1.59MHz, care sa WVTNM_O
lucreze pe o rezistentd de sarcind de 200Q. In
Desenati structura filtrului proiectat. I
. — a)
Solutie: Vezi Figura 6.12a.
10u
6.3.2. Sa se proiecteze un FT.J de tip K—constant in O-I’W‘”\-IO
11, cu frecventa de tdiere 3./8MHz, care sa
lucreze pe o rezistentd de sarcind de 7002. 0.5n 0.5n
Desenati structura filtrului proiectat.
- b)
Solutie: Vezi Figura 6.12b.
8p 8p
6.3.3. Sa se proiecteze un F7S de tip K—constant in o
T, cu frecventa de tdiere 39.78MHz, care sa lu
lucreze pe o rezistentd de sarcina de 0.5kQ.
Desenati structura filtrului proiectat.
)

Solutie: Vezi Figura 6.12c.
2n
6.3.4. Sa se proiecteze un F7TS de tip K—constant in
11, cu frecventa de taiere 0.796MHz, care sa 40u 40u
lucreze pe o rezistentd de sarcind de /00Q.
Desenati structura filtrului proiectat.
d)
Solutie: Vezi Figura 6.12d. . .
Figura 6.12. Solutiile
problemelor 6.3.1-6.3.4
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6.3.5. Pentru filtrele de tip K—constant din Figura 6.13, sa se determine frecventa
de taiere si rezistenta de sarcind pe care trebuie sa lucreze in conditii de
adaptare.

In 1n 2m 2m

20u 5u
o— o OT/YYV\TO O_N‘VV\_I/‘V‘VV\_O
20u 1 1n Iln % 10u % 10u :[ lu
a) b) ©) d)

Figura 6.13. Filtre K—constant
Solutie:
a) R,=200Q, f;=79.57kHz; b) R,=1009Q, f;=2.25MHz; ¢) R,=1Q, f;/=16kHz; d)
R=63.25Q, f,=5kHz.

6.3.6. Sa se proiecteze un FT.J in T, de tip m—derivat, cu m = 0.6, frecventa de
taiere 4 rad/s si rezistenta de sarcind 30€.

Solutie: Vezi Figura 6.14a.

6.3.7. Sa se proiecteze un F7S in 7, de tip m—derivat, cu m = 0.9, frecventa de
taiere /0 rad/s si rezistenta de sarcina 3€.

Solutie: Vezi Figura 6.14b.

4.5 4.5 1/27 1/27
o i1 - {|—o
4 1/6
6/19
I 0.01
a) b)

Figura 6.14. Solutiile problemelor 6.3.6, 6.3.7

6.3.8. Sa se proiecteze un F7S in 7, de tip m—derivat, cu m = 0.6, frecventa de
taiere 5/2 7 Hz §i rezistenta de sarcina 24Q.

Solutie: Vezi Figura 6.15a.
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6.3.9. Sa se proiecteze un FT.J in T, de tip m—derivat, cu m = 0.3, frecventa de
taiere //z Hz si rezistenta de sarcind 4Q.

Solutie: Vezi Figura 6.15b.

1/6 1/6 0.6 0.6
o il * {|—o
13 91/30
3/16 3/40
a) b)

Figura 6.15. Solutiile problemelor 6.3.8, 6.3.9

6.3.10. Sa se proiecteze un FTS in /7, de tip m—derivat, cu m = 0.5, frecventa de
taiere //4 7 Hz si rezistenta de sarcina /0%.

Solutie: Vezi Figura 6.16a.

6.3.11. Sa se proiecteze un FTS in 71, de tip m—derivat, cu m = 0.8, frecventa de
taiere I/ Hz si rezistenta de sarcind 40.

Solutie: Vezi Figura 6.16b.

80/3 200/9
Y Y Y\ Y Y Y\
1/5 | 5/64
] |
40 40 5/2 5/2
a) b)

Figura 6.16. Solutiile problemelor 6.3.10, 6.3.11

6.3.12. Sa se proiecteze un FT.J in /7, de tip m—derivat, cu m = 0.8, frecventa de
taiere 5 rad/s si rezistenta de sarcina 2Q.

Solutie: Vezi Figura 6.17a.
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6.3.13. Sa se proiecteze un F7J in /7, de tip m—derivat, cu m = 0.4, frecventa de
taiere 2 rad/s si rezistenta de sarcind 50.

Solutie: Vezi Figura 6.17a.

16/25 2
e A

Tl TS T
4/50 4/50 1/25 1/25
I~ 1™ "I 1

a) b)

Figura 6.17. Solutiile problemelor 6.3.12, 6.3.13
6.3.14. Cate celule de F71J de tip K sunt necesare pentru ca filtrul rezultat prin

cascadare sa aiba frecventa de taiere in banda de trecere de 2.5kHz, iar la
frecventa de /2kHz atenuarea sa fie cel putin §0dB?

Solutie: a=2-arcch(4.8)=4.50INp =39.1dB = 3celule K

6.3.15. Ce defazaj (iesire fatd de intrare) introduce un FTJ la frecventa de 2kHz,
dacad frecventa de taiere este SkHz?

Solutie: b= 2-arcsin(0.25)=0.505rad = 28.93° = ¢=-b=-28.93° (vezi
relatia (4.1.19) — Capitolul 4).

6.3.16. Sa se proiecteze un FOB de tip K—constant, cu frecventele de taiere /rad/s
si 2rad/s, care sa lucreze pe o rezistenta de sarcina de 20Q.

Solutie: Vezi structurile din Figurile 6.1a i b.

2C, =1/2F C=1/4F
structurainT : , structurain I7 :
L =1H 2L, =2H

C,=1/2F C,/2=1/4F
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