


Claudiu SCHONSTEIN Gabriel FODOR

Mecanica teoretica
Statica si Cinematica

N

v

UTPRESS
Cluj - Napoca, 2022
ISBN 978-606-737-606-7




Editura UTPRESS

Str. Observatorului nr. 34
400775 Cluj-Napoca

Tel.: 0264-401.999

e-mail: utpress@biblio.utcluj.ro
http://biblioteca.utcluj.ro/editura

Director: ing. Dan Coltea

Recenzia: Conf.dr.ing. Felicia Cristea
Conf.dr.ing. Bogdan Gherman

Pregatire format electronic: Gabriela Groza

Copyright © 2022 Editura UTPRESS
Reproducerea integrald sau partiald a textului sau ilustratiilor din aceasta carte este posibild numai cu
acordul prealabil scris al editurii UTPRESS.

ISBN 978-606-737-606-7
Bun de tipar: 06.12.2022




Prefata

Mecanica teoretica este una dintre disciplinele fundamentale, care sta la baza
formarii unui inginer mecanic. Este o stiintd aplicativa care studiaza miscarea si echilibrul
corpurilor sub actiunea sistemelor de forte ce actioneaza asupra lor, intrucat tot ceea ce ne

inconjoard este supus actiunii acestor elemente.

In facultdtile cu profil mecanic, disciplina se studiaza pe parcursul a trei mari parti -
Staticd, Cinematicd si Dinamicd. In prezentarea acestei lucrdri, se urmareste tratarea
unor elemente de baza, care sa permita aprofundarea unei parti din mecanica teoretics,

disciplina fundamentald in formarea inginereasca.

Lucrarea trateaza didactic si lapidar doua dintre cele trei parti — Statica si
Cinematica. Astfel, in Statica sunt tratate elemente si notiuni privind reducerea sistemelor
de forte, conditiile de echilibru pentru punct, corp si sisteme de corpuri. De asemenea

contine notiuni legate de distributia maselor.

In Cinematica sunt tratate elementele fundamentale, precum viteza, acceleratia, dar
si legile de variatie ale acestora pentru cele mai uzuale tipuri de miscdri intalnite: miscare
de translatie, miscare de rotatie in jurul unei axe fixe, miscare de rototranslatie, miscarea

plan-paraleld si miscarea sferica.

Lucrarea se doreste a fi un indrumator pentru curs si seminar, intrucat contine pe
langa elementele teoretice din statica si cinematicd, si exemple de aplicatii, in conexiune
cu notiunile tratate in fiecare capitol. Pentru aprofundarea materialului din fiecare
capitol, unele dintre problemele prezentate sunt rezolvate integral, la altele sunt date
doar indicatii de rezolvare, avand scopul de a usura pe de o parte intelegerea notiunilor
elementare, iar pe de alta parte insusirea cunostintelor de mecanicd utilizand in acest

scop aparatul matematic accesibil studentilor din anii intai si doi de studiu, si nu numai.

Cartea se adreseazd in special studentilor de la facultdtile cu profil mecanic, dar
poate fi utilizata de toti cei ce doresc sa-si insuseasca notiuni legate de elementele de baza

ale , stiintei miscdrii si echilibrului” .

Autorii



Capitolul 1 Reducerea sistemelor de forte

1.1. Consideratii teoretice

Forta, prin definitie, este o mdrime fizica vectoriala, ce mdsoara interactiunea
mecanicad dintre punctele materiale. Ca si clasificare, in functie de tipul lor, fortele pot fi:
exterioare (forte efectiv aplicate corpului); interioare (forte apartinand aceluiasi sistem
care interactioneaza reciproc); de legdturd (forte care inlocuiesc legaturile geometrice
impuse unui sistem material). O alta clasificare a fortelor, poate fi realizatd, in functie de
modul In care actioneaza, adica: forte concentrate (actioneaza in diferite puncte ale
sistemului); forte distribuite (forte ce revin unei portiuni elementare liniare (dl), de
suprafata (dA) sau de volum (dV).

Intr-un sistem de referinta cartezian, (vezi Figura 1.1), orice fortd are componente pe

toate cele trei axe.
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Figura 1.1

Astfel forta poate fi definita atat vectorial prin (1.1), cat si matricial prin (1.2), astfel:

F=F i+F,-j+F, k; (1.1)
I:X

3x1. y [x y z] (1.2)
I:Z

Daca se cunosc componentele fortei pe cele trei axe, modulul fortei se poate calcula:

F= FX2 +Fy2 +F22; (1.3)



Orientarea oricarui vector este data de versorul acestuia, astfel versorul fortei F este:

= F
E:[F_X};{_}’].,@[F_ZJ.E; (1.4)
FLF F F

In relatia (1.4), rapoartele se numesc cosinusuri directoare:

F E F
COSOL=?X;COSB= Y. cosy=-% (1.5)

Moment polar

In Figura 1.2 se considera o forta F, care actioneaza in punctul A asupra unui solid

rigid (SR).

Figura 1.2

Se numeste moment al fortei F in raport cu punctul O sau momentul polar al fortei
fata de O un vector cu punctul de aplicatie in O egal cu produsul vectorial dintre vectorul
de pozitie al punctului de aplicatie al fortei in raport cu O si forta datd, adica:

Mo (F)=F xF (1.6)
Modulul momentului polar este:

Mo -(F)|=F-r-sina=F d, (1.7)
adica modulul momentului polar este egal cu produsul modulul fortei si bratul fortei
(distanta de la punctul O la suportul fortei).

Astfel, momentul polar este un vector legat de polul Osi este situat perpendicular

pe planul definit de vectorii F si 7 in sensul in care 7, F si M, formeazi un triedru drept



orientat. Sensul este definit de sensul de rotatie al vectorului fortdi F (sau regula

burghiului) avand drept axa suportul momentului.

kh?

Figura 1.3.

Alegand un sistem de referintd Oxyz legat de corp cu originea in polul O, vezi
Figural.3 si notand cu Mx, My, M, componentele carteziene ale momentului polar, cu X,
y, z coordonatele punctului de aplicatie al fortei si cu Fx, Fy, Fz componentele carteziene
ale fortei In acest reper, relatia (1.6) poate fi scrisd dezvoltat:

Mg =T xF =|x j+Mk, (1.8)

><1-|
<‘|‘| < —
NTI

de unde, prin identificarea coeficientilor versorilor deducem proiectiile momentului
polar:

M, =yF ,—zF,; My =zF —XxF,; M, =XFy—ny (1.9)

si in continuare valoarea lui:

Mo (F)| = Mo = M2 + M2 + M2 (1.10)
Orientarea vectorului moment polar este data de cosinusurile directoare:
My M,

M
cosa =—=%; cosf=—>; cosy =—% (1.11)
Mo Mo Mo



Moment axial
In aceeasi Figura 1.2 se considera o axd (A) care trece prin polul O si versorul

acestei axe U . Se numeste moment al fortei F in raport cu axa (A) sau moment axial al fortei

F fatd de axa (A) proiectia pe axa a momentului fortei calculat in raport cu un punct

oarecare de pe axa. In cazul de fata:
(1.12)

My (F)=Mg -0 =(F (1.13)
unde A ={x;y;z}a cdrei orientare este datd de versorul U = {',j,E }

Asadar, momentul unei forte in raport cu o axa se poate exprima prin produsul

mixt dintre vectorul de pozitie al punctului de aplicatie al fortei, vectorul fortd si versorul

axei.
Observatii:

e Nu conteazd pozitia polului pe axd;

o Expresiile lui MX,My, M, , din relatiile (1.9) sunt momente axiale;

o Momentul axial este nul daca forta este coplanardi cu axa.

Cuplu de forte

Doua forte, egale in modul, avand sensuri opuse si care actioneaza pe suporturi

paralele diferite formeaza un cuplu de forte (vezi Figura 1.4).

A, A,
(P) _ ]
Mo F
0]
F
d
g B
Figura. 1.4



Cuplul de forte se reprezintd printr-un vector Mg, numit momentul cuplului,

plasat pe normala la planul fortelor (planul cuplului) si dirijat in sensul de inaintare al
surubului drept rotit in sensul in care fortele tind sa roteasca rigidul, avand modulul egal
cu produsul dintre modulul uneia dintre forte si bratul cuplului (distanta dintre

suporturile fortelor):

Mo =F -d (1.14)

In Figura 1.5 un cuplu de forte F si —F actioneaza in punctele A, respectiv B

asupra rigidului (C).

Figura 1.5

Se calculeazd suma momentelor celor doud forte In raport cu un punct O al
corpului:
Mo =Mg (F)+Mg (—F ) =Ta xF +7g x(—F ) = (fa —Tg ) xF =BAxF (1.15)
Inseamna ci suma momentelor celor doua forte, adicd momentul este normal pe
planul cuplului si are modulul:

Mo|=BA-F-sina =F -d (1.16)

Observatie: Momentul unui cuplu este nu depinde de alegerea polului O, adicd este un vector
liber, perpendicular pe planul de actiune al cuplului, sensul fiind dat de sensul de rotatie al

cuplului de forte, iar modulul dat de expresia (1.10).



1.2 Reducerea unui sistem de forte aplicate unui rigid
In Figura 1.6. a) se considerd un solid rigid (C) supus actiunii unui sistem de “n”
forte (i =1—n) aplicate in punctele A (i =1-—n), pozitionate fatd de un sistem de

referintd cartezian Oxyz prin vectorii de pozitie Tj (i =1—n).

Figura 1.6.

Prin reducerea sistemului de forte se intelege Inlocuirea lui cu cel mai simplu sistem
posibil mecanic echivalent cu cel initial. In acest scop, se plaseazi intr-un punct O
oarecare al corpului perechile de forte F; si —F; (i =1— n), astfel, sistemul obtinut (vezi
Figura 1.6b) este echivalent cu cel initial. Cuplurile de forte IEI si —IEI (i=1—n) aplicate
in Ai si respectiv O se inlocuiesc cu momentele lor:

Moj =T xF (1.17)

Sistemul de 3n forte din Figura 1.6b se transformad intr-un sistem de 2n vectori, n
vectori forta aplicati In O si n vectori moment aplicati tot in O (Fig. 1.6c). Cele doua tipuri
de vectori concurenti se inlocuiesc cu vectorii rezultanti corespunzdtori: vectorul

rezultant (forta rezultantd) egal cu suma vectoriala a celor n forte si momentul rezultant

egal cu suma vectoriald a celor n momente (Fig. 1.6d):

10



R= % , (1.18)
=1

n
Mo = 2 Mg = 2 1j xF (1.19)
i i1

Deoarece au fost aplicate operatiile elementare de echivalentd sistemele de forte din
Figurile 1.6a-1.6d sunt echivalente intre ele. Astfel sistemul initial de forte s-a transformat
in sistemul echivalent din Figura 1.6d format din doua elemente vectoriale, vectorul

rezultant si momentul rezultant, care determina torsorul de reducere ?O al sistemului de

forte in punctul O:

?O(Ifl,izlen)_{ﬁzé,;I\ﬁo:%ﬁx_,} (1.20)

1.3 Calculul elementelor torsorului de reducere

Se considera in Figura 1.7 un solid rigid, iar in punctul O al acestuia un sistem de

referinta Oxyz, legat de corp. Asupra corpului actioneaza in punctele A de coordonate

X;,¥:,Z;, un sistem de forte F, avand proiectiile F, ,F,

w:Fy F, - Cunoscand vectorii de pozitie 1
ai fiecdrei forte £, momentele axiale sunt My,My,M; . In aceste conditii, forma analitica a

elementelor torsorului de reducere in raport cu polul O, se determina pe baza relatiilor:

_ — — — n — — _
R=Ry-T +Ry-J+R, k=3 (Fyx-T +Fy -] +F; k) (1.21)
i=1

0 . i ]k

Mo =2 fixF =My T +My-J+M, k= |x vy 7], (1.22)
=1 =1
| R Ry R

unde:
n n
My = .Zl(yiﬁz ~ziFy )My = 2 (2 ~xiFe); Mg = _zl(xi Fy = YiFix) (1.23)
1= 1= i=

Modulele celor doi vectori sunt date de relatiile:

R=/RZ+R2+R?  (1.24) Mo = M2+ M2+ M2 (1.25)

11



Orientarea vectorilor rezultanti se obtine prin cosinusurile directoare:

R
coso = —=; cos :—y; cosy, =—% 1.26
1 R B1 R Y1 R ( )
M My M
COSOl, = —=; COSP, =—; COSY,H = —2 1.27
2 M Bz M Yo M ( )

unde o,B;,7; sunt unghiurile pe care le face vectorul rezultant R cu axele sistemului de
referintd, iar a,,B,,y, sunt unghiurile pe care le face momentul rezultant M cu axele

aceluiasi sistem.

Torsor minimal

Daca in urma reducerii unui sistem de forte intr-un punct al unui rigid (vezi Fig.
1.7), se obtine un torsor compus din vectorul rezultant R si vectorul moment rezultant

Mg care inchid intre directiile lor un unghi o, iar dacd unghiul o ia valorile particulare:

a =0 sau a = 7, torsorul sistemului de forte se numeste torsor minimal .

/
/Axa centrala

Figura 1.7.

Locul geometric al punctelor in raport cu care sistemul de forte se reduce la un
torsor minimal este o dreapta numitad axa centrald a sistemului de forte.

In continuare, se vor determina ecuatiile vectoriale si cele scalare ale axei centrale,
plecand de la premisa cd se cunosc elementele torsorului de reducere dat de fortele

Fi' i=1-n, ce actioneazd asupra solidului rigid, din Figura 1.7 .

12



Determinarea expresiei vectoriale a axei centrale
Proiectand vectorul Mg pe directia vectorului rezultant R, se obtine momentul
minimal My, adica:
Mmin =Mg -CcOsa (1.28)
Daca se cunosc componentele carteziene ale elementelor torsorului de reducere in O,

momentul minim se determina cu expresia:

MyRy +MyRy +M,R,

Mmin =
JRZ+RZ +RZ

Se considerd, in conformitate cu Figura 1.7, un punct Oy, ce apartine axei centrale, a

(1.29)

cdrei pozitie este Inca necunoscutd. Torsorul de reducere in punctul O; pentru sistemul
de forte este ?01 = (F\_’, Mol)' Conform legii de variatie a momentului rezultant la
schimbarea polului de reducere, rezulta:
Mo, =M +O0; xR (1.30)
Dar in conformitate cu Figura 1.7:
00, =-0,0=F (1.31)
Astfel tinand seama de (1.31), expresia (1.30) devine:
Mo, =Mo —F xR (1.32)
Expresia (1.32) se inmulteste vectorial la stainga cu R, astfel cd rezults;

F\_’xl\ﬁolzlixl\ﬁo—lix(r_xF\_’) (1.33)

Dar, tinand seama cd vectorii R si Mg, sunt colineari, expresia anterioard devine, o

ecuatie vectorialdin I :
RxMg -Rx(FxR)=0 (1.34)
Utilizand formula lui Gibbs, expresia (1.34) se scrie:
RxMg -[(R-R)-F-(R-F)-R]=0 (1.35)

RxMg-R? - +(R-F)-R=0 (1.36)

13



Expresia (1.36) este o ecuatie vectoriald, de gradul intai in r, care aratd ca locul
geometric al extremitatii vectorului de pozitie ce satisface conditia de torsor minimal este
pe o dreapta.

Fie un punct particular O,, al locului geometric cautat, avand vectorul de pozitie
o, ce satisface conditia R-Tg =0, adica cei doi vectori sunt perpendiculari (R LTg).

Substituind r cu Iy in (1.36), se obtine :

RxMg -R?.75 =0 (1.37)
_ RxM
Din (1.37) se deduce ca: o = ><_2 0 (1.38)
R

Expresia anterior obtinuta este o solutie particulara a ecuatiei vectoriale (1.37).

Facand diferenta intre (1.36) si (1.37), rezulta:
~-R2.T+R%2.15+(R-F)-R=0 (1.39)

Expresia (1.39) se rescrie conform cu:

R?.(F-1o)=(R-F)-R (1.40)
_ _ R s
Sau: r-ro=—5-R (1.41)
R2
Expresia anterioara se pune sub forma: r=ig+1-R (1.42)

Relatia (1.42), aratd cd 00, determina o axa ce trece prin O, si este paraleld cu R,

adica este axa centrala.

Observatie: Distanta de la O la axa centrald este:

dz‘?o‘z‘Rll\z/Io‘=R.MIC{)2~sinoc:MO;inoc (143)

Determinarea analitica a ecuatiei axei centrale
Pentru stabilirea expresiei analitice a axei centrale, se utilizeaza expresia (1.32), in

care Mol coliniar cu R, se inlocuieste cu: Mol = A-R. Asadar, (1.32) se rescrie sub forma:

Mg -(Fx)R=4-R (1.44)

14



unde (' x) se numeste matrice antisimetricd asociatd vectorului de pozitie T =|y | si

z
0O -z vy
este definitica: (rx)=| z 0 -x|.
-y x O

Pe baza considerentelor anterioare, expresia (1.44), se rescrie sub forma matriceala astfel:

My 0 -z y ||Ry Ry
My |-l z 0 —x||Ry|=4:Ry (1.45)
M,| LY X O0]|R, R,

Prin identificare, se obtine un sistem de trei ecuatii scalare, de forma:
My -y -R; +Z-Ry =4-Ry
My —=z-Ry +X-R,; =4-Ry (1.46)
M, -x-Ry +y-Ry =1-R,

Eliminand parametrul A din (1.46) se obtine expresia analitica a axei centrale:

MX —yRZ +ZRy _ My —ZRX +XRZ _ MZ —ny +yRX (1.47)
R R R

X y z

Egaland doud cate doud rapoartele din (18) se obtine un sistem de ecuatii cu trei
necunoscute independente x,y,z, reprezentand coordonatele unui punct de pe axa

centrala.

Observatii:

1. In raport cu punctele axei centrale sistemul de forte este echivalent cu un torsor minimal avind

ca elemente vectorul rezultant si vectorul moment minim:
?O(F,,i=1—>n)z?mmE{F&iﬁi;mmm:'\ﬂo—fﬁ} (1.48)

i=1 R

2. Daci M =0, rezulti Mo -R/R =0, adici Mg LR, si sistemul de forte se reduce, in raport

cu punctele axei centrale, la o rezultantd unicd.

3. Pentru un sistem dat de forte, oriunde ar fi polul de reducere ramdn invariante: vectorul

rezultant, trinomul invariant, momentul minim si axa centrald.

15



Teorema lui Varignon

Dacid M, si R sunt elementele torsorului minimal in punctul A de pe axa
centrald (vezi Figura 1.7), iar O un punct oarecare. M, si tinand cont c& OA =T, relatia
Error! Reference source not found. se poate pune sub forma:

Mg =My +TxR (1.49)

ce reprezinta forma canonicd sau invariantd a axei centrale.

In cazul in care M, =0, adica pentru sistemele de forte ce se reduc la o rezultanta

unica fata de punctele axei centrale, din (3.44) rezulta:

Mg =7 xR sau: i(?‘ix_i):fx[
i=1

I

E} (1.50)

relatie ce exprima teorema lui Varignon (Varignon, Pierre, 1654-1722) conform careia:
momentul rezultant al unui sistem de forte care respecti conditia M, =0, in raport cu
un pol O, este egal cu momentul rezultantei sistemului plasatd pe axa centrald, in raport
cu acelasi pol O.

Observatie: Conditia teoremei lui Varignon este respectatd de sistemele de forte concurente,

coplanare si papalele.

1.4 Reducerea sistemelor de forte coplanare

In Figura 1.8 este reprezentat un solid rigid (C) solicitat de un sistem de forte

coplanare F; (i =1—n) in punctele A (i =1—n). Se alege un sistem de referintd, astfel

incat planul xOz sa coincida cu planul fortelor.

ihhy

nj

Figura 1.8
16



In raport cu punctul O sistemul de forte coplanare se reduce la un torsor (R, Mo)

ale cdrui elemente se determina analitic cu expresiile anterior prezentate:

n
ZF,X;tO R, =Y Ry =0; Zﬁz¢0 (1.51)
=1 i=1 i=1
n
My = 2 (Vi -F, -2 Ry )=0;
i=1
n
My=zl(z, Fy —Yi-Fz)#0; (1.52)
i=
n
Mz = Zl(x| y_yi'Fix)=O
=

Din (1.51) si (1.52) se deduce ci vectorul rezultant este situat in planul fortelor, iar vectorul

moment rezultant este perpendicular pe acest plan, iar cd momentul minim este nul.

1.5 Reducerea sistemelor de forte paralele. Centrul fortelor paralele

In Figura 1.9 este prezentat un rigid (C) solicitat de un sistem spatial de “n” forte

paralele F (i=1—>n) avand versorul directiei comune U, aplicate in punctele
A; (i=1—n). Asadar, se poate scrie :

F=F-0 (1.53)
unde F; poate fi pozitiv sau negativ dupd cum forta F; are acelasi sens sau sens contrar

cu versorul directiei comune U a fortelor.

7

Figura 1.9

17



Cu ajutorul relatiilor (1.18) si (1.23) se pot determina elementele torsorului de

reducere in O al sistemului de forte paralele:

R-YF-YFRu- iF.{iF.]G (1.54)
i—1 i

i=1 i=1

_ _ _ n _ _ n _ _ n _ _
Nb:=Z(HXE}=Z(ﬁXEU%:Zi'ﬁxu=(2ﬁ'ﬁjxu (1.55)
i i=1 i i
Deoarece trinomul invariant este nul:

F\_’-I\ﬁoz[ilz,jﬁ-ﬁiﬁ-ﬁ}xﬁ}zo (1.56)
i=1 i=1

momentul minim este nul: Mmin =0 (1.57)

ecuatia vectoriala a axei centrale a sistemului de forte paralele este:

n p—
ZH Fl ;\,’
f:1=I11 S L (1.58)
zFi ZFI
i=1 i=1

In aceastd situatie, axa centrald a sistemului de forte paralele are aceeasi directie cu
directia comund a fortelor si trece In permanentd printr-un punct fix C, numit centrul

fortelor paralele, al carui vectorul de pozitie este:

e =121 (1.59)

n n n
2 X -F 2 Vi F 2.z -F
X _i=1 _i=1 z _i=1 1.60
C n 7 yC n ’ C n ( . )
Py Py Py
i=1 i=1 i=1

18



1.6 Aplicatii

P1.2 Asupra prismei rigide din figura actioneaza un sistem de cinci forte. Cele cinci forte

au mérimile F1=F>=Fs=F.=P si Fs=P\2. Se cere si se determine:

1. Torsorul in punctul O (sa se reduca sistemul de forte in O);
2. Torsorul minimal (in raport cu punctele axei centrale);

3. Ecuatiile axei centrale.

N
o
"N

- 2a »
E
F -—
= F a
o iep Y
—
B a
X —
X_ b.
z
-
2a
F
F r
) i
> e / a_
X —
X d.
Indicatii:
1. Tinand seama de dimensiunile corpului se determina coordonatele punctelor de
aplicatie ale fortelor;
2. Se stabilesc componentele fortelor pe axele sistemului de referinta;
3. Se calculeazd componentele lui R cu formulele:
5 5 5
R, = Fix;Ry= Fiy;Rz= Fi,

4. Se calculeazd componentele lui M, cu formulele:

5 5 5
M, = Z()’iFiz —z;Fy); M, = Z(ZiFix —x;Fiz); M, = Z(xiFiy — ¥iFiy)
i=1 i=1 i=1

19



Observatie — My, My si M sunt de fapt proiectiile lui M, pe axele unui sistem de referinta
cartezian, adicd momentele axiale ale fortelor (momentele in raport cu axele reperului);

- ele se pot calcula mai simplu daca se aplica proprietatea "momentul axial e nul
dacd forta e coplanard cu axa”, adica dacd fie forta e paraleld cu axa, fie o intersecteazi
momentul axial e nul.

- practic adundm momentele axiale ale fortelor in raport cu fiecare axa

Mx:ZMix ;My:ZMiy ; MZZZML'Z

5 5 5
=1 =1 =1

5. Torsorul in O este (R, M,);
6. Torsorul minimal are ca elemente (R, M,,;,), deci mai trebuie calculat numai
M, care este proiectia lui M, pe directia lui R;
My+R MR, + MyRy, + MR,
R R

7. Axa centrald reprezinta locul geometric al punctelor in care facand reducerea se

Mpin =

obtine torsorul minimal (R, M,;,), de ecuatii:

M, —yR, +zR, M, —zR,+xR, M,— xR, + YR,
R, B R B R,

y

Exemplu: prisma d)

Urmarind indicatiile 1 si 2 se pot centraliza datele intr-un tabel:
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i Fix Fiy Fi. Xi yi Zi
1 0 0 P 0 0 0
2 P 0 0 0 0 0
3 0 -P 0 0 2a a
4 0 0 P 0 2a 0
5 P 0 -P 0 2a a

Se tine cont ca:
Fyp = 0; Fsy = Fysin® = PVZZ = P; Fy, = —Fycos™ = —PVZ2 = —p.
Rezultd imediat R, = 2P ,R, = —P ,R, = P simodulul R = \/RZ + RZ + RZ = P/6.

Se determina Mx mai intai dupa indicatia 4, adica:
M,=0-P-0:-0+0:-0-0:-0+2a-0—a-(—-P)+2a-P—-0-0+2a-(—P)—a-0=aP
Sau mai rapid daca se ia in considerare observatia:

My =a-F;+2aF,—2a"Fs, =aP.
Cateodatd e mai comod si se considere componentele unei forte si sd se calculeze momentul axial
al fiecirei componente dacd bratul fortei nu e evident!

Pentru forta Fs, rezulta: M, = a Fs, = aP si M, = —2a - F5,, = —2aP.

Modulul se stabileste cu: My, = /M2 + MZ + MZ = aP\6.
Se pot calcula apoi si cosinusii directori ai celor doi vectori R, M.

Se calculeaza utilizand indicatia 6:

P-2P+aP-P+(—2aP)-P
Mmin:a ap\/g < =—aP/\/€,

prin urmare proiectia lui M, pe directia lui R are sens contrar lui R.

Indicatia 7 da ecuatiile axei centrale ca intersectie a doua plane

aP-yP+z(-P) _ aP-z2P+xP _ —2aP—x(-P)+y2P
2P N -P N P

Dupad simplificarea fiecarui raport, luand rapoartele 1 cu 2 si 2 cu 3 gasim ecuatiile a doua

2x+2y—2z2—3a=0

plane a cdror intersectie e chiar axa centrala (AC): {_ 2x+y+5z—3a=0
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Punctul Po de intersectie al (AC) cu planul xOy se poate obtine punand z=0 in

2x9+2y,—3a=0

2%+ y,—3a=0" solutia yo=2a xo=-a/2 rezulta Po(-a/2,2a,0).
o T Yo =

ecuatiile (AC) {

P1.2. Se considerd un cub de laturé a asupra ciruia actioneaza fortele Fi=F=PV2 si
un moment Mi=2aPV2 orientate conform figurii. Sa se reducé sistemul in raport cu

punctul O, sa se determine apoi momentul minim si ecuatiile axei centrale.

Z4

%

5
F
\ 0 | Y’
(0]

ZA

&~
& a b.
&~
z4 zt
|
: %
E
o . 2 ' o 5
— M
c d.
Indicatii:
1. Se utilizeaza indicatiile de la P1.1;
2. Daca asupra corpului actioneaza pe langa sistemul de n forte si un sistem de m

momente, acestea intervin in calculul momentului rezultant M, astfel:

Mo = Xz, (fi X Fy) + XjL, M; .
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Exemplu: cubul din Fig. a)

W

M,

Se determina elementele din tabel:
i Fix Fiy Fiz Xi Vi Zi
1 P 0 P 0 a 0
2 P -P 0 0 a a
Se tine cont ca: F,, =F cosn/4 ;F,, = F;sinn/4

Fx = Fycosm/4 ; F,y, = —F,sinm/4
Rezultd imediat componentele lui R: R, =2P; R, =—P; R, =P

si modulul: R = /R + RZ + RZ = P+/6.

Proiectiile lui M; se determina:
s V2
My, = M, COSZ = ZaP\E? = 2aP;

M, = My sinn/4 = 2aPVZ2 = 2aP; M, = 0.
Componentele lui M, se pot determina mai simplu conform cu:
My=a-F,+a"F;,+ M, =aP +aP + 2aP = 4aP
M, = a- F,x + My, = aP + 2aP = 3aP
M, = —aF,, — aF,, = —aP — aP = —2aP

si modulul: My = /M2 + M + M2 = aP~/29.
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Conform cu indicatia 6 de la P1 rezulta:
Iy __4aP-2P —3aP-P + (—2aP)"-P
min — P\/E

ceea ce aratd ca proiectia lui M,, pe directia lui R are sensul lui R.

= 3aP/V6

Indicatia 7 de la P1 conduce la ecuatiile axei centrale:

4aP-yP+z(—P) _ 3aP-z2P+xP _ —2aP—x(-P)+y2P
2P -P P ’

Dupa simplificarea fiecdrui raport, luand rapoartele 1 cu 2 si 2 cu 3 gdsim ecuatiile axei

2x+2y—2z+a=0

centrale sub forma: (AC) {Zx +5y+z—8a=0

Punctul Po de intersectie al (AC) cu planul xOy se poate obtine punand z=0 in

2 2 =
ecuatiile (AC) {Zx):,O-:LS }Z) 0—+8aa :00 cu solutia yo=3a xo=-7a/2 rezultd Po(-7a/2,3a,0).

P1.3. Asupra unui paralelipiped dreptunghic, cu muchiile 2a, 3a si a actioneaza
fortele din figura. Stiind ca P1=Ps=2P, P>=Ps=P sa se determine forta F astfel incat sistemul

de forte sd se reducd la o rezultantd unica si sa se gaseasca suportul acesteia.

Z,a Za
P,
A - A
5 P,
a
ane P a P;
o) P v ¥ _ JO P v Y
P, v > F v >
/ 23 / 2a
X . A X A
-« > < »
' 3a = 3a
b.
da.
< a »
« B Iy
zZA 2a ‘
¥
A . —
Py P, 3a
a I -
X P
< 'y O
< ’Ay __O r = 12 "y
3a F/ P4 /P
C.
i d.
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Indicatii:

1.

Sistemul de forte se reduce la o rezultantd unicid cand (R, M,,;,, = 0). Avem de-a

face cu un torsor si mai particular decat torsorul minimal (R, M,,;,) avand ca suport tot

axa centrala (AC) ;

2.

Conditia de rezultanta unica se obtine anuland numaratorului lui M,,;,, dat de

indicatia 6 de la P1 ~ M,R, + MyR,, + M,R, = 0;

3.

4
5.
6

Inainte de a pune conditia trebuie calculate componentele vectorilor R, M;
Din conditie va rezulta marimea fortei F;
Se recalculeazd componentele vectorilor R, My;

Se determina in final ecuatiile axei centrale (AC).

Exemplu: se considera cazul d)

z4 Se observa ca toate fortele sunt orientate dupa muchiile

| P,
(0.a,3a) paralelipipedului si se poate intocmi tabelul in care se

introduc pe wultima linie componentele fortei

(2a,0,3a) necunoscute si coordonatele punctului ei de aplicatie

i Fix Fiy Fi- Xi yi Zi
1 2pP 0 0 0 a 0

M4’y..

"ol 2 0 P 0 2a 0 3a

2a,0,0) 3 0 P 0 0 a 3a

X ¥

4 0 0 2P 2a a 0
5 -F 0 0 2a 0 0

Rezultd imediat componentele lui R :

R,=P —F=2P—F;R,=P,—P;=0; R, = P, = 2P

si componentele lui M, calculate:
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M, = —3aP, + 3aP; + aP, = 2aP
M, = —2aP, = —4aP

MZ:_aP1+2aP2 :O
Conditia de rezultanta unica devine 2aP - (2P — F) + (—4aP) -0+ 0 2P = 0 care
este indeplinitd daca: (2P —-F)=0 —» F =2P.

R,=0 ( M,=2aP
Se observd faptul ca:{ Ry, =0 M, = —4aP din care se vede ca cei doi vectori ai
R, = 2P M, =0

torsorului in O sunt ortogonali.

. 2aP-y2P _ —4aP+x2P _ 0
Se poate gasi sirul de rapoarte egale: = = =—
’ 0 0 2P

. : . . X =2a A y
din care re obtin ecuatiile axei centrale (AC) { y=q carein acest caz este o dreapta

paraleld cu axa z.

P1.4. Se da un cub de latura a asupra cdruia actioneaza conform figurii un sistem
de forte avand marimile F2=F3=P si F1=PV2. Si se reduca sistemul de forte in raport cu
punctul O si apoi sa se determine torsorul minimal si ecuatiile axei centrale. Sa se reduca
apoi sistemul de forte in raport cu punctul de intersectie al cubului cu axa y punct diferit

de O. zT

ZT : .

mall

Xa” a
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Indicatii:
1. Problema este clasica si se tine cont de indicatiile de la P1.1;
2. In plus se cere determinarea torsorului si intr-un al doilea pol de reducere;
3. Schimband polul de reducere se modificA numai momentul rezultant (forta
rezultanta fiind un invariant al operatiei de reducere) dupa legea

M01:M0+01_0X§.

Exemplu: fie cazul b) Zy

(0,0,a)

e

T ) (a,a,a)

F.gg =

B ol 5 T el O | T
Mo=0.--7
. YR

X/v (AC)II

Tabelul cu proiectiile fortelor si cu coordonatele punctelor de aplicatie ale acestora este

i Fix Fiy Fiz Xi yi Zi
1 -P -P 0 a a a
2 0 0 -P a a a
3 0 0 -P 0 0 a
R, = —P
Proiectiile lui R se determina: R, =—-P |,
R, = —2P

My=a-F,—aF,=aP —aP =0
iar cele ale lui M, se calculeaza prin: M, = —aFx + aF, = —aP +aP =0 .
M, =0
Modulele lor vor fi R=P\6 si Mo=0.
Prin urmare sistemul de forte dat se reduce la o rezultantd unica, iar axa centrala (AC)
trece prin O fapt ce se poate verifica usor.
Sirul de rapoarte egale este:
—y(=2P) +z(-P) —z(=P)+x(-2P) —x(—P)+y(—P)
—P B —P B —2P
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din care rezultd ecuatiile axei centrale dupa simplificarea fiecarui raport si luand
2x+2y—22=0

rapoartele 1 cu 2 si 2 cu 3 sub forma (AC) { Sx—y—22=0"

Coordonatele punctului Po sunt solutia sistemului obtinut prin particularizarea z=0 in
ZxO + Zyo =0

5x, — Yo = 0 adica Po(0,0,0) identic cu originea O a reperului
0~ Yo=

ecuatiile axei centrale: {
cartezian.

Punctul de intersectie al axei y cu cubul, diferit de O, este A avand vectorul de pozitie 7}.

Torsorul de reducere in polul A este (R, M,). Dar A0 = —7 si

_ _ TJ  k _
My=M,+4A0xR=-7FxR=—=|0 a 0 |=2aPT—aPk de modul Ma=aP\5.
—P —P 2P

28



Capitolul 2 - Geometria maselor

2.1 Consideratii asupra geometriei maselor

Pe Pamant exista un camp gravitational, care actioneaza asupra fiecarui punct
material, cu o fortd de atractie G =m-§, numiti fortd gravitationala, direct proportionala
cu masa m, factorul de proportionalitate ¢, a cdrui mdrime madsoara intensitatea
campului gravitational si poartd denumirea de acceleratie gravitationald. Acceleratia
gravitationala este un vector orientat intotdeauna spre centrul Pamantului, marimea
acesteia variind atat cu latitudinea, cat si cu altitudinea, in calculele ingineresti, este

valabila ipoteza ca vectorul g = cst.atat in modul cat si in orientare.

2.2 Centrul maselor pentru un sistem discret de puncte materiale
Se considera in Figura 2.1, un sistem discret de n particule materiale notate M,
caracterizate prin masele m;, asupra cdrora actioneaza fortele gravitationale G, =m;-g,in

punctele definite de 7, =(x; y; z )T ,unde i=1—->n.

Mz

Figura. 2.1

Se obtine un sistem de forte paralele orientate in acelasi sens, care prin reducere

este echivalent cu o rezultantd unica egala cu:
_ n

_ n _ _ n _
R=G=>G=>m-g=9>.m=g-M. (2.1)
i=1 i=1 i=1

n
In relatia anterioard, s-a notat cu Y. m; = M masa totald a sistemului.
i=1
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Relatia (2.1) reprezinta greutatea totald a sistemului de forte materiale dirijate dupd axa

centrala (A), care trece prin punctul (C), definit ca fiind centrul fortelor paralele, prin:

fc _ = i=1 i=1 — = . (22)

~ =~ n ~Ta
2.G >mi-g 2.m
i=1 i=1 i=1

Proiectiile vectorului 7, pe un sistem de axe xOyz sunt date de relatiile:
n
_ =t : '

== = S SN . E— 2.3
Ye v, c v (2.3)

n

Expresiile (2.2) si (2.3) caracterizeaza asa numitul centru al maselor sistemului discret de

puncte materiale, rezultd asadar ca centrul de greutate este identic cu centrul maselor.

2.3 Notiunea de densitate
In Figura 2.2, se considera un corp rigid tridimensional (S;), divizat intr-un numar
finit de particule elementare Am; caracterizat prin vectorul de pozitie ;, la care se

cunoaste centrul de masa Iy .

Figura.2.2

Particulele Am; sunt caracterizate printr-un volum elementar AV;, care va da

: vy . . Am;po ... . .-
nastere unei densitati volumetrice medii, de forma: A_\/’ Stiind densitatea volumetrica
i
medie, se poate determina densitatea volumetrica punctuald sau de volum a maselor,
prin trecere la limita cu relatia:

= lm —L =—.
PV e AV, T v
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In Figura 2.3, se considerd o placa (S,), divizata intr-un numar finit de particule
elementare Am; , caracterizat prin vectorul de pozitie I;, la care se cunoagte centrul de

masad ;.

Figura 2.3

Particulele dm; sunt caracterizate printr-o arie elementara AA;. Aceasta va da

: s . .. Am; A . 1y .
nagtere unei densitati superficiale medii E’ Cunoscand densitatea superficiala medie,
i
se calculeaza densitatea de suprafata a maselor prin relatia:
Am; dm

_ jm Am_ dm
PA= o A A

(2.5)
In Figura 2.4, se considerd o bari (S;), divizatd intr-un numar finit de particule
elementare Am;, caracterizat prin vectorul de pozitie ;, la care se cunoagte centrul de

masa I,.

Figura 2.4

Particulele Am; sunt caracterizate printr-o lungime elementara Al;, care va da

. s 1o .. Am;
nastere unei densitati liniare medii —.
i
Cunoscand densitatea liniard medie, se calculeaza densitatea de lungime a masei
prin relatia:
Am;  dm

= (2.6)

Pi = Alj—0 A/l
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Observatii:
> In aceste relatii (2.4 —2.6), dm reprezintd masa infinitezimald a elementelor, distribuitd intr-o

infinitate de puncte ale corpului rigid divizat intr-o infinitate de volume elementare dV , arii
elementare dA, sau lungimi elementare dl .
» Componentele scalare care definesc centrul maselor r, se exprimd prin ecuatiile (2.2) si (2.3),

relatii care vor sta la baza determindrii centrului maselor pentru un corp oarecare.
Rezultd deci cd masa elementara poate fi exprimata:
dm = py -dV (3D); dm= p,-dA (2D);, dm = p;-dl (3D)
Un corp omogen are densitatea constanta ce poate iesi de sub integrale, si poate fi
simplificatd obtinandu-se:

jr -dm jr pydV jr -dV

@|

fam — [py-av  [av /
o [7-dm jr padA jr -dA
fam  [pa-da [oA /

[7-dm jr pydl jr dl

= fom — [ora [d

vectorul de pozitie al centrului de masa/greutate al unui corp omogen (volum omogen,

placd omogena si bard omogena). Relatiile vectoriale fiind echivalente fiecare cu cate trei

relatii scalare avem formulele de calcul:

in 3D: Xo = [[[x-av [[]y-av [[[z-av

v T v T v

- pentru volume omogene

) [[x-da [[y-da [[z-0a '
sau in2D  Xx¢ = J.dA , Yo = _[dA ; Zo = ”dA - pentru placi omogene
jx dl jy-d/ jz.d/

sauin 1D Xp = : = D Zp = - la bare omogene.
¢ [ Ye [ ¢ [ 8

Reducerea dificultatii calculului integralelor triple si duble pleacd de la alegerea
inspiratd a mdrimii elementare (AV sau dA) astfel incdt aceasta si depindd numai de o singurdi

variabili ceea ce duce la calcul de integrale simple!
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Daca corpul omogen este compus din ,,n” parti la care se cunoaste pozitia centrului

de masa a fiecarei pdrti atunci pentru intregul corp sunt valabile relatiile:

Dimi 2 ey Vi 2TV

= _i=1 _i=1 _i=1

rcj N n N n N n
D m; 2.y Vi
i i-1 i-1

= _i=l _i=1 _i=1
- - ==
my PA Al zAl
i=1 i=1 i=1
n n n
Yim Yol Xkl
= _i=l _i=1 _i=1
c n n n
Z my z P1 '11 Z l1
i=1 i=1 i=1

in functie de numarul de dimensiuni ale corpului. Tinand cont cd relatiile sunt vectoriale

se vor obtine formulele de calcul:

n n n
ZXCi 'Vi Zyci 'Vi ZZCi 'Vi
_i=1 Cu i=l o, _i=l .
Xc="— ;Ye " ;2o - ; pt. volume compuse omogene (3D)
2. Vi 2 Vi 2 Vi
i=1 i=1 i=1
n n n
2Xc; A 2V A 2. 7¢ A
_i=1 Cy =l o, _i=l : <
Xc="— ;Ye " ;ZC - ; pt. placi compuse omogene (2D)
2 A DA DA
i=1 i=1 i=1
n n n
Z e li Z e lj ge Ij
i=1 _i=1 _1i=1
Xc="1 JYe=" JZe="T ; pt. bare compuse omogene (1D).
21 21 21
i=1 i=1 i=1
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2.4 Centrul maselor pentru un corp cu o forma geometrica oarecare

Luand in studiu un rigid cu o forma geometrica oarecare (vezi Fig.2.2, 2.3 si 2.4)
divizat intr-un numadr infinit de particule cu masa elementara 4m;, presupunand ca
distributia maselor este uniforma in infinitatea de puncte a rigidului, pozitia centrului
maselor fata de un sistem de referinta este data de o ecuatie vectoriala de forma:

Zn:E Am,

A R— (2.7)

n

2. Am,
i=1
Pentru a se obtine pozitia exactd a centrului de masa a rigidului, acesta este divizat

intr-un numadr infinit de particule, caracterizate prin masele dm continuu distribuite.

Astfel, sumele se transforma in integrale extinse (masice) pe intregul domeniu al

r-dm
rigidului, pozitia centrului maselor fiind: e = '[ Id . (2.8)
m
Prin analogie cu (2.3), componentele vectorului 7; pe cele trei axe sunt urmatoarele:
[x-dm jy -am- jz~dm
Xo =", ;2o =S, 2.9
C J‘ am Ye = J‘ am J‘ am ( )

Tinand cont de relatiile (2.4), (2.5) si (2.6), se poate explicita dm in functie de forma
corpului, ca fiind egal cu: dm = {p, -dv; p,-dA; p,-dl }; (2.10)

Inlocuind (2.3) in relatia de definire a centrului maselor, se va obtine:

 [[rdv [FdA [
° - {dez / deA / de/ } (10

Proiectiile vectorului de pozitie definit in (2.11) pe cele trei axe ale unui sistem de

referintd ortogonal se poate exprima prin relatiile:
jx -dv jx -dA jx dl
fav " Jaa " fd
Iy -dv Iy -dA _[y -dl .
{ fav = fda " Ja | #12)
jz v jz -dA jz dl
fav " [aa " [d
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Observatii:

> In relatiile anterioare, numai pentru corpuri omogene sunt valabile urmitoarele:
fdv =V, [dA=A; [d=L. (2.13)

» Expresia (2.11) aratd cd in cazul corpurilor omogene, centrul maselor depinde de forma
geometricd a corpurilor, deci centrul geometric coincide cu centrul de masd.

Proprietiti:

1. Daca sistemul material este situat in interiorul unei suprafete convexe, centrul de
masa se va gasi in interiorul acelei suprafete.

2. Daca toate punctele sistemului sunt situate intr-un plan, pe o axd, centrul masei se
va gasi in plan sau pe axa considerata.

3. Daca sistemul material admite un centru de simetrie in plan sau pe o axa de

simetrie, centrul masei se va gasi in centru, in plan sau pe axa de simetrie.

2.5 Centrul maselor pentru un sistem de corpuri

Se considera in Figura 2.5 un sistem de corpuri (S;), format din n corpuri. Sistemul
de corpuri este caracterizat prin centrul maselor C; definit de f;,, masele M;, pentru
i=1—n. Plecand de la ecuatia vectoriald (2.2), In cazul unui sistem de corpuri

neomogene, pozitia centrului maselor se determina cu:

i1
n
ZM:' i
i=1

In relatia anterioara, o; reprezinta un operator care ia valoarea +1 in cazul in care

n
ZXC,-'M,"O',' 1
= B a,-={ }; (2.14)

corpurile rdman in sistem, si —1atunci cand se extrag corpuri din sistem.

A
(52

(5)—

(S:)

Figura 2.5
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In cazul unui sistem de corpuri omogene, adici p = cst., pentru toate cele n puncte
din sistem, in functie de forma corpului, m; sunt substituite prin

M, ={p,-Vi; pa-A; p-L;}, relatia (2.14) se transforma, astfel:

n n n
Zrc,- Vo Zrc,- ‘Ao Zrc,- Lo
fc — i=1 : i=1 : i=1 (215)

n

n
ZV/“O'/' ZA/"U/ ZL/"O'/
i=1 '

i=1 i=1

Observatie: In cazul in care rigidul are o formd geometricid complexd, pentru a putea fi stabilit
centrul maselor, rigidul este divizat intr-o multime finitd de forme geometrice simple sau regulate,

pentru care se poate aplica calcul integral conform relatiilor (2.11) si (2.13).

2.6 Momente masice

In Figura 2.6a se considera un punct material M;de masa m, dintr-un sistem de
i=1—>n particule, care este caracterizat de raza vectoare 7.(x;,y;,Z;) si distanta &, la un

plan, o axd sau un punct.

In Figura 2.7b se considerd un rigid oarecare (S), fractionat in n mase elementare

distribuite uniform pozitionate prin vectorul r fata de polul O.

Prin definitie se pot scrie urmatoarele relatii pentru definirea momentelor masice:

{Z&,"-m,; j&p-dm}; unde p=0— 2, (2.25)
i=1

M;
r'

S

T

O /
_ X; #Xi
F Yi % Yi
a / b
Figura .2.6

In functie de valorile indicelui p, se disting urmatoarele momente masice:

» Pentru p=0, va rezulta un moment masic de ordinul zero:
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M = {im,; | dm} ; (2.26)
=1
» Cand p =1, moment static de ordinul intai va fi:
S = {ia,-m,; j&-dm}; (2.27)
i1
» Daca p =2, moment de inertie mecanic de ordinul doi va avea forma:
| = {iaﬁ-mi; jéz-dm} : (2.28)
i=1

Prin definitie, momentele statice reprezinta suma produselor dintre masele particulelor
materiale si distantele de la acestea la un plan, o axa sau un punct. Astfel, daca:

> 0, reprezinta distanta de la particula la un plan, atunci apare un moment static planar:

n
Sy =D X;-dm; S = [x-dm;
i=1
n
S, = ;y, -dm; S, = [y-dm; (2.29)
j=
n
S, =>z;-dm; S, =[z-dm;

S, :Zn: yi+z?-m; S, :j y2+2z% -dm;
S :i z2+x%-m; Syzjm-dm; (2.30)
S, :imm,; S, =[vx*+y? -dm;
Relatiile (2.29) si (2.30) pot fi scrise vectorial :
§0:if,-m,; So=[F-dm=M-i; (2.31)
i

Proiectia ecuatiei vectoriale (2.31) pe un sistem de axe Oxyz este:

n
SXX:ZXi'mI’ SXX:IX'dm=M'XC;
i=1
n
Sy =2y mi Sy =[y-dm=Myc; (232)
n
SzzZZZi m,, SZZ:J.Z'dm:M'ZC_

Il
LN



Expresiile definite in (2.32) reprezintd Teorema momentelor statice. Conform
teoremei: momentul static al unui sistem material in raport cu un plan este egal cu produsul dintre
masa totald a sistemului M, presupusdi a fi concentratd in centrul maselor si distanta de la centrul

maselor la planul considerat (X¢,Y¢,Zc).

Observatie: Daci sistemul material este situat integral in planul considerat, momentul static

planar este zero.
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2.7 Aplicatii

P2.1. Sa se determine centrul de greutate/masad al barei drepte AB

den=p(x)di=ioux de lungime L a cdrei densitate variaza proportional cu distanta la
Al‘ 3 E: Bl X» o
x_, i, capatul A.
< L >

Rezolvare: Se izoleaza o masa elementara dm. Formula de calcul
proiectata pe axa x este:

Japyxdm _ [VkxPdx  [ix?dx 132 2L : < y
= } )dm = fOLk — = ;L —=3E=3 deci centrul de greutate se ala pe bara la
(AB) 0 xax Ox X

Xc

doua treimi de capatul A.

P2.2. Bara omogena de forma unui arc de cerc este prezentatd e 2
in figurd. Sa se gdseasca pozitia centrului ei de greutate/masa.

Particularizare pentru barele sfert de cerc si semicerc.

LA Rezolvare: Bara are axa x axa de simetrie deci yc=0. Se alege o bara
' di=Rd9 . , . ,
40 elementara de lungime dl ce subintinde un unghi la centru do.
4
» »
0 X v v . .
R ‘voq Rllsg * Bara elementara are centrul de greutate/masa la mijlocul ei.

Formula de calcul este:

B f(AB)Xdl ffaR cos ORdO ffacos 0deo sina
X, = = s = s =
¢ Jamy @l JZ,RAO Jo, a6 a

Deci centrul de greutate este pe axa de simetrie a barei avand distanta xc de la centrul

cercului.
. . < 2RV2
Particularizare: - daca bara e un sfert de cerc 2a=m/2, a=m/4 x; = —
v . 2R
- daca bara e semicerc 2a=m, a=m/2 x; = —.
s
A
P2.3. Se da o placa omogend de forma unui sector circular conform i

. .. . . v | ©)
figurii. Calculati coordonatele centrului de greutate/masa. |y %ﬂ 4
Particularizare pentru placile sfert de cerc si semicerc. \

B
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Rezolvare: Se ia placa elementarda de forma unui sector circular
dA=R’d6/2

>

elementar dA care poate fi aproximat cu un triunghi isoscel avand
= <) centrul de greutate/masa pe mediana corespunzatoare bazei la 2/3
de varf. Tinand cont de simetrie (axa x e axa de simetrie) yc=0.

Formula de la placi omogene proiectata pe axa x este:

2 R?
~ f(A)di ~ f_aa§R cos6—-df 2R f_aacosé?dH _ 2Rsina

c = = —a
-a 2

Deci centrul de greutate al sectorului circular se afld pe axa sa de simetrie la distanta xc

de centrul cercului.

Particularizare: - daca sectorul e un sfert de cerc 2a=mn/2, a=n/4 x; = 4RV2

31

y . 4R
- daca sectorul e un semicerc 2a=m, a=1/2 x; = o

P2.4. 5a se determine centrul de greutate/masa al barei omogene din figura.
zZ .,

Za

< »
x‘ a x‘ i a »
a b.
z .,
y
4 al2
2a
y
v > v . X
w
-« »
. ? d.
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Indicatii
1. Problemele a), b) si ¢) sunt spatiale (3D);
Problema d) este plana (2D);

Nici una nu admite vreo simetrie, deci trebuie calculate toate coordonatele;

= LN

Se aplica formulele de la barele compuse omogene

P xcili P vcili P zcil o A
L ===, === unde p este numarul de parti in
SP i Li €T ElL ¢T3 ,

xC:

care a fost divizatd bara [p=4 pt. a), b) si c), iar p=3 pt. d)].
5. Barele in forma de arc de cerc au centrele pe axa de simetrie la distanta 2RV2/7

de centrul sfertului de cerc sau 2R/t de centrul semicercului.

Exemplu: bara compusd c) utilizdm formulele

(x _ Xc1Lly + XcaLy + Xc3ls + Xcaly
¢ Li+L,+Ls+1L,
_ Yeila + Yealo + Yesls + Yealy

X
Ye Li+L,+Ls+1L,
7. = Ze1ly + ZgoLy + Zegls + ZgyLy
¢ Li+Ly+Ls+1L,
XA < a »

Li=rta/2 xc1=0, yci=a-O1Cisin(mt/4)=(1t-2)a/m,
zar= a-O1Cisin(mt/4)=(mt-2)a/m;
L=a\2 xc=a/2, yo=0, zc=a/2;
Ls=a xcs=a, yc=a/2, zc=0;

Li=a xcs=a/2, yau=a, zc=0.
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P2.5. Sa se determine centrul de greutate/masa al placii omogene din figura.

Ya
y'=2px
A
A
ﬂ b
v
O “ a »>
a.
y
* y=sinx
1
O‘ WX
0 a /2
C.

c) )sa
A
b
X X
A 4
o - a »

Ya

b.

Ya

y=COSX
1
O l X

>
0 a /2
- »
d.

Indicatii
1. Parametrul p al parabolei se determina punand conditia ca aceasta sa treaca prin A;

2. Aria elementard este aproximatd cu un dreptunghi de Inaltime y si latime dx

dA=ydx;
3. Trebuie calculate amandoua coordonatele x. si y.deoarece nu avem simetrii;
s . Jeayyaa . . .
4. Inexpresiay; = Toax Y este ordonata centrului de greutate al ariei elementare
@

tiind egal cu y/2 fiind cd centrul dreptunghiului e la jumatatea Inaltimii, iar
integrala de la numitor reprezinta chiar aria pldcii;
5. Ecuatiile parametrice ale elipsei sunt x = acos@; y = bsinf ;

6. Se poate face o transformare de coordonate xi=x/a si y1=y/b care transforma elipsa

x? 2 o . -
Pl z—z =1 fintr-un cerc x{ + yf = 1 si aplicdm formula de la sfertul de cerc.

Raspunsuri
a) xc:%a YC:% A:%
b) xc::_z )’C:g A:n%b
C) Xc = W Yo = %i:szaa) A=1-cosa (daca a=m/2 xc=1yc=m/8)
asina+cosa-1 __ 2a+sin2a

d) xc=———"— y, = A =sina

(dacd a=2 x,=-—-1 =z
sina T2 70T, Ye=3%

8sina
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Exemplu: Se considera placa b). Se utilizeazad ecuatiile parametrice ale elipsei x =
acosf; y=bsinf

dA = ydx = bsinf acos 8 df depinde de 1 variabila 0, iar
integralele sunt simple in loc de duble!!

f(A) di _ f(A) ydA

Jiay a4 Jiay a4

X
» Sunt de calculat trei integrale:

/2 nab
A= dA=J ab sin? 0df = —
) 0 4

/2 azb
f dizf a’bsin® 0 cosfdf = —
(4) 0 3

Tinand cont cd y din formula e de fapt y/2 (ordonata centrului ariei elementare), rezulta:

/2 b b2 4 4b b
f(A)ydA=f(A)2dA f’T Y sin 9d9—T s1rezu1taxc_£ Vo = — A=%_

3T

P2.6. Se considerd placa omogena avand dimensiunile din figura si se cere

determinarea centrului de greutate/masa al pldcii.

Yig yt
2a . Y.

elipsa

v
v

4a

Indicatii

1. se aplica formulele de la pldcile compuse omogene in plan (2D)

Y XciA; ¥ yciA .. < NPT ..
Xc = ‘Z‘,}—A” c= ‘21—” p fiind numarul de parti in care am divizat placa
=141 i=14i
compusa

p=2 placa c) si d) sau p=3 pldcile a) si b);
2. in cazurile a), b) si d) trebuie calculate ambele coordonate;

3. placa din c) are axa x axd de simetrie yc=0.
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Exemplu: placa d) poate fi considerata compusa dintr-un sfert de elipsa din care lipseste

un sfert de cerc.

sfert cerc < -
Formulele de la placa compusa iau forma:

sfert elipsa

o = Xc141 — XAz _ Yc1l1 — YAz
° R
I * unde
0 a ‘
) g Ai=mrtab/4 xc1i=4a/(3m), yci=4b/(3m);

Ax=mtb?/4 xc2=OCzcos(1t/4)=4b/(311), yc=4b/(3)

P2.7. 5a se determine centrul de greutate/masa al corpului/volumului omogen din figura.

z

'y Zz A
2R
“ » -
z4 2b
& A
£ Za »
v
h h - 2a
h
y
. 4
y ! v -
v 4 . o
X, 2R J . X O Ty
X « R >
a. b. C. d.

Indicatii
1. corpurile au axa z axa de simetrie (xe=y=0);
2. volumul elementar este un cilindru aflat la cota z, are indltimea dz, raza bazei y si se

exprima  astfel dV = wy?dz unde y se determina geometric din
v . ..y h—-z
a) asemdnare de triunghiuri = =—,
R h
b) aplicand Teorema lui Pitagora R?* = z% + y?,
2
c) ecuatia parabolei din planul yOz y? = % z [obtinuta din ecuatia paraboloidului
de rotatie
2
x?+y? = %z intersectatd cu planul yOz (x=0) ]
. ... x%  y* z .
3. pt. cazul d) paraboloidul eliptic =+ = —, se poate face o schimbare de axe astfel
x1=x/a si y1=y/b z1=z transformandu-l intr-un paraboloid de rotatie x7 + y? = %

(R=1) cazul c) care are acelasi z !!
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Raspunsuri problema P2.7
a) ze=h/4 V=niR?h/3; b)z=3R/8 V=2mR3/3; c¢)z=2h/3 V=rtR?h/2; d)z=2h/3
V=mtabh/2

Zi

Exemplu: corpul c) paraboloid de rotatie avand ecuatia x? +

2R
R? I ' "

y2 = TZ x dv

f zdV v
are centrul de greutate la z, = *2— unde b gz

Jonav

Z
dV=ny?dz=ntR?z/h depinde de 1 variabila z rezultand calcul ’ y'
@)
X

h nR%2z2dz

. . 2h 4
— 20 h —
de integrale simple  z¢ = =57~ = —.
0 h

P2.8. Corpul omogen din figura se aseazd pe un plan orizontal. Sd se discute echilibrul

corpului in functie de pozitia centrului sau de greutate/masa.

ZA
ZA
- R>
h h
y
) : y
< 2R
a. b.
ZA
ZA
A
= , ™~
h
h\
. J
v -~ T =~ 3/ Q
x4
x4
< 2R »
< 2R »
C. d.
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Indicatii
1. Corpurile se considerd compuse din doua parti, prima fiind un cilindru, con, sau
paraboloid de rotatie, iar a doua o semisfera;
2. Semisfera are cota centrului de greutate negativa (este sub planul xOy);
3. Centrul de greutate/masa se gdseste pe axa z axa de simetrie (xc=yc=0);
4. Echilibrul se discuta functie de zc pozitiv, zero sau negativ;

Discutie:

1. zc>0 tinand corpul pe verticala acesta ramane in echilibru. Dacd se inclina
greutatea creeaza un moment fatd de punctul de sprijin care rastoarna corpul,
situatie de echilibru instabil;

2. zc=0 pe verticala ramane in echilibru, chiar dacd se inclind greutatea trece tot
timpul prin punctul de sprijin si corpul ramane in echilibru, situatie de
echilibru indiferent;

3. zc<0 pe verticala rdmane in echilibru, iar daca se inclina greutatea creeaza un
moment fatd de punctul de sprijin care-l readuce napoi la verticald, situatie de

echilibru stabil.

Rdaspunsuri problema P2.8

3(h?-2R?)
2(3h+8R)

b) ZC:M

_ 3(2n%-R?)

_ 3(h?-2R?)
4(h+2R) ) Zc = 4(3h+2R)

a) z¢ = d) zc= 2(3h+8R)
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Capitolul 3 - Echilibrul punctului material

3.1 Pozitionarea punctului material. Grade de libertate

Parametrii geometrici independenti, cu ajutorul carora se poate defini pozitia unui
punct caracterizeaza gradele de mobilitate ale acestuia. Se poate afirma asadar c3,
numdrul gradelor de libertate ale unui punct material este dat de numdrul de miscari
independente, pe care le poate efectua liber.

Pozitia unui punct material liber este conventional definitd, ca in Figura 3.1, prin
trei parametri independenti intre ei, care se aleg in functie de sistemul de referinta

utilizat: coordonate carteziene; cilindrice sau sferice.
X,,2
Pir0,z
Az

Figura 3.1.

Asadar, in functie de sistemul de referinta ales, este nevoie de trei lungimi (x,y,z)
intr-un sistem cartezian, sau de doud lungimi si un unghi (7,6,z) in sistemul cilindric
sau de o lungime si doua unghiuri (7’1/ 0, (p) 1n coordonate sferice.

Conform Figurii 3.1, indiferent de sistemul de referintda sunt necesari trei parametri
deoarece punctul material poate face numai trei translatii de-a lungul axelor sistemului
cartezian.

Vectorul de pozitie 7 al punctului poate fi exprimat in sistemele cartezian si cilindric
astfel:

rl=x'zT+y~j+z~k=r-,5+z'lz (3.1)
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In cazul unui punct material liber in plan (vezi Figura 3.2), pozitia sa este definita cu
ajutorul a doi parametri independenti, astfel ca punctul material liber in plan are doud

grade de libertate.

Figura 3.2.

Cei doi parametri, in functie de sistemul de coordinate ales, pot fi doud lungimi

(x,y) , in cazul sistemului de coordinate carteziene, sau o lungime si un unghi (p,8) in

sistemul de coordinate polare.

Observatii: Astfel, un punct material liber are trei grade de libertate, un punct pe o suprafatd are
doud grade de libertate (coordonatele curbilinii ale suprafetei), un punct pe o curbd are un grad de
libertate (coordonata curbilinie a curbei), iar un punct obligat si ramand intr-o pozitie fixd nu are

nici un grad de libertate.

3.2 Punct material liber. Punct material supus la legaturi

Un punct material este liber, daca sub actiunea unui sistem de forte cu o distributie
spatiald poate ocupa orice pozitie in spatiu, iar sub actiunea unui sistem de forte
coplanare poate ocupa orice pozitie in planul fortelor.

Un punct material este supus la legaturi dacd este obligat sd ocupe numai anumite
pozitii in spatiu, de exemplu sa rdmana pe o suprafatd, pe o curba sau intr-o pozitie fixa
din spatiu.

Prin legatura se intelege o restrictie geometrica impusa pozitiei punctului. Ca
urmare numdrul de miscdri simple posibile scade fiindca legatura interzice anumite

miscdri simple. Prin urmare scade si numarul gradelor de libertate ale sistemului
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material, iar numarul de necunoscute creste. Legdtura introduce atitea necunoscute cite
grade de libertate sau miscdri simple suprim.

Fortele cu care se inlocuieste echivalentul mecanic al unei legaturi poarta numele de
"forte de legatura". Exista o corespondenta directa intre fortele de legatura si miscarile
simple suprimate de acestea: forta de legaturd are directia miscdrii simple suprimate, sens
contrar ei si mdrimea datd de sistemul de forte active ce actioneazd asupra punctului material.
Restrictiile introduse de legdturile mecanice, sunt exprimate prin relatii de forma:

fi(x0,Y0,20,¥.0,0,%0, 10, 20,17,0,0,) 20, i=1->n (3.2)

in care unele variabile pot sa fie nule.

Sub aspectul comportamentului cinetic, legaturile se clasifica in:
v'Legaturi geometrice — introduc restrictii doar asupra parametrilor de situare si au

forma:

fi(x0.¥0,20.w.0,0,t)=0, i=1->n (3.3)
v'Legaturi cinematice — introduc restrictii atat asupra parametrilor se situare, cat si

asupra derivatelor lor de ordinul intai in raport cu timpul au forma:

fi (X0, Y0,20,¥.0,0,%0, 9, 20,7, 6,0,)=0, i=1->n (3.4)
Observatie: in cazul in care ecuatiile de legdtura:

v' sunt integrabile , legaturile se numesc olonome, de exemplu

fi(xo,yo,zo,(//,@,(p,t)za i=1—->n (3.5)

v' sunt neintegrabile, legaturile se numesc se numesc neolonome, avand forma (3.4)

v contin In mod explicit parametrul timp, se numesc reonome (nestationare), si au forma

(3.3);

v' nu contin In mod explicit parametrul timp,se numesc scleronome, astfel ca legatura

este fixa si indeformabila, avand forma:

fi(x0:Y0,20,%.0,0)=0, i=1—>n (3.6)
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3.3 Generalitati despre legaturi. Axioma legaturilor. Ecuatii vectoriale de

echilibru

Prin aplicarea unei legdturi numarul de miscari posibile scade fiindca legatura
interzice anumite miscdri simple. Prin urmare scade si numarul gradelor de libertate ale
sistemului material, iar numarul de necunoscute creste.

Inlocuirea legaturilor prin fortele de legatura se face in baza Axiomei legaturilor,
conform cdreia: "sistemul material poate fi considerat liber sub actiunea fortelor date si
de legatura”.

In baza acestei axiome se inlocuiesc legaturile cu fortele de legiturd care se

introduc in ecuatiile de echilibru. Se noteazi cu R rezultanta fortelor date/active si cu R,

rezultanta fortelor de legatura.
In cazul unui punct material, rezult o singuri ecuatie vectoriali de echilibru:
R+R;=0 (3.7)
Observatie: in staticd se poate afirma cd fortele de legdturd sunt echilibrate de fortele date !!.

Scalar, numarul de ecuatii de echilibru, este acelasi ca si pentru sistemul material

liber in spatiu, adica trei ecuatii scalare de echilibru:

RX + RIX = 0
Ry +R; =0 (3.8)
R, +R; =0

In plan ecuatiile de proiectii de forte pe x, pe y si pe z numai ecuatia de proiectie de
momente:

R, +R =0; Ry +Ry =0 (3.9)

Legaturile se pot clasifica dupa:

1. existenta frecdrii  -legaturi ideale/lucii/fara frecare
-legaturi reale/aspre/ cu frecare

2. tipul expresiei matematice -legaturi unilatere/unilaterale

-legaturi bilatere/bilaterale (ecuatii)
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3.4 Legaturi ideale ale punctului material

Legaturile ideale (in absenta frecarii) ale punctului material pot fi:
1. legatura pe o suprafata
2. legatura pe o curba
3. legatura prin bara sau fir
Miscarile interzise sunt:
1. pe directia normalei la suprafata
2. in planul normal la curba
3. in lungul barei sau firului
Prin urmare fortele de legatura au directia:
1. normala la suprafata
2. in planul normal la suprafata

3. de-a lungul barei sau firului

3.4.1 Legatura pe o suprafata lucie

Fie o suprafata (S) fixa, lucie/fara frecare avand ecuatia f(x,y,z)=0. Punctul material

M este obligat si rdmana pe suprafatd sub actiunea unui sistem de forte F, i=1—n,

(vezi Figura 3.3). El pierde un grad de libertate, datorita legaturii cu suprafata. In spatiu

(3D) intre cele trei coordonate (x,y,z) existd o relatie, ecuatia suprafetei, deci rdman

independente doar doud coordonate ce determina pozitia pe suprafata adica punctul mai

are doua grade de libertate.

Figura 3.3
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In schita mecanica: sistemul de forte poate fi inlocuit cu rezultanta lui R, iar legatura cu

forta de legdtura a suprafetei (Figura 3.4). Legatura impiedica miscarea pe directia

perpendicularei/normalei la suprafata (S), iar forta de legatura are aceeasi directie si se

numeste "reactiune normala” N .

(n) Figura 3.4

Se duce planul (Pr) tangent la suprafatd in punctul M. Ecuatia vectoriala de echilibru

ia forma 1n cazul acesta:

R+N=0

(3.10)

Se poate observa ca pt. echilibru R trebuie si se giseascd pe normala (n) a

suprafetei (In caz contrar punctul material s-ar putea deplasa in planul (P:) tangent la

suprafatd, miscare care n-ar fi impiedicatd de nici o forta). Reactiunea normala introduce

o0 singura necunoscuta care se poate alege ori marimea ei N ori parametrul A din expresia:

Neaviea L7, 97,9
ox oy oz

In spatiu sistemul de ecuatii scalare se poate scrie:

L I§X+/18—f—0

x +Nx =0 X

_y+_y=0 sau: ﬁy la—fzo
oy

R, +N, =0 3

£ RZ+/18—f:0
0z

(3.11)

(3.12)

Primul sistem are ca necunoscute pozitia de echilibru (x,y,z) si N, iar al doilea

(x,y,z) si A. Pentru a putea rezolva sistemul trebuie sd i se ataseze ecuatia suprafetei

f(x,y,z)=0, rezulta astfel un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute.
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3.4.2 Legatura pe o curba lucie
Fie o curba (I') fixa, lucie/fara frecare avand ecuatiile fi(x,y,z)=0 si f2(x,y,z)=0 (datd ca
intersectie a doua suprafete). Punctul material M este obligat sa rdmana pe curba sub
actiunea unui sistem de forte 5, i =Tn (Figura 3.5). El pierde doua grade de libertate
datoritd legturii pe curba. In spatiu (3D) intre cele trei coordonate (x,y,z) existd doud
relatii, ecuatiile curbei, deci rdmane independentda doar o coordonata ce determina
pozitia pe curba adicd 1i mai rdmane punctului doar un grad de libertate (se poate misca

numai in lungul curbei).

Figura 3.5

In schita mecanici, sistemul de forte se inlocuieste cu rezultanta lui R iar legitura
cu forta de legatura a curbei (Figura 3.6). se duce tangenta (t) si planul (Pn) normal la
curba in punctul M. Legdtura impiedica deplasarea in planul normal, iar forta de legdtura

se gaseste In acelasi plan si se numeste tot "reactiune normalad" .

e
%g,ura 3.6
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Ecuatia vectoriald de echilibru ia forma si in cazul acesta R+N=0. Se poate
observa ca pentru echilibru rezultanta trebuie sd se gdseascd in planul normal (P») al
curbei (in caz contrar punctul s-ar putea deplasa in lungul tangentei (t) la curbd, miscare
care n-ar fi impiedicatd de nici o fortd). Reactiunea normald introduce doud necunoscute
care se pot lua fie ca si componentele ei pe doud directii perpendiculare N1 si N2, adica:
N = N; +N,, fie ca parametri A1 si A2 din expresia:

_ of— of— of - ofy— ofy~ ofy—
N:/%I-Vf1+/12-Vf2=}t{a—;/ a;”@—;k}@(a—iwa—jﬁa—;kj (3.13)

In spatiu sistemul de ecuatii scalare se poate scrie:

- R Maﬁ o _,
Ry +Niy +Np, =0 ox % ox
R, +Ny, +Ny, =0 sau: 4R +z48f1 2,2 g (3.14)
y Ty T2y : y ay 28y :
§ +N1 +N2 =0
z z z R 11@1’1 (Zfz 0

zZ

Primul sistem are ca necunoscute pozitia de echilibru (x,y,z), N1 si N, iar al doilea (x,y,z),
A1 si A2. Pentru a putea rezolva sistemul trebuie sa i se ataseze ecuatiile curbei fi(x,y,z)=0

si f2(x,y,z)=0 (se va obtine un sistem de cinci ecuatii cu cinci necunoscute).

3.4.3 Legatura prin bara sau fir

Se considerd un punct material M atasat printr-un fir/bara de lungime 1 de un punct
fix O. Punctul este supus actiunii unui sistem de forte F,i=1—n (vezi Figura 3.7). Daci
s-ar putea misca punctul s-ar deplasa fie pe suprafata unei sfere de raza 1 in cazul

legaturii prin bard rigida sau pe sfera si in interiorul ei in cazul legaturii prin fir.
Observatii: De mentionat cd bara rezistd la intindere si compresiune pe cind firul rezistd numai

la intindere. Miscarea suprimatd este pe directia barei/firului. Punctul pierde un grad de

libertate.
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Figura 3.7

Legatura este exprimatd matematic printr-o ecuatie de forma:

x? +y2 +2% =/?- pentru bard (3.15)

sau printr-o inecuatie de tipul:
2

X +y2+22 </? - pentru fir. (3.16)
In spatiu (3D) intre cele trei coordonate ale punctului existi o relatie
(ecuatie/inecuatie), prin urmare numai doud coordonate raman independente deci

punctul are doud grade de libertate .In schema mecanica, sistemul de forte se inlocuieste

cu rezultanta lui R, iar legdtura cu forta de legaturd a suprafetei (Figura 3.8).

Figura 3.8

Forta de legaturd are directia barei/firului si se numeste "tensiunea" din bara/fir S.
Ecuatia vectoriala de echilibru ia forma R+S =0. Se observa ca rezultanta R trebuie sa
fie orientata in lungul barei/firului pentru echilibru. Tensiunea introduce o singura

necunoscuta, marimea ei, S.
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3.5 Legaturi cu frecare ale punctului material

3.5.1 Frecarea Coulombiana

Pentru a studia legdturile reale ale punctului material se tine seama de frecarea de
alunecare/uscatd/Coulombiand. Se considerd in plan (2D) un corp asezat pe o suprafata
fixa si aspra (cu frecare) actionat de greutatea proprie G , si de o forta de tractiune F
(vezi Figura 3.9). Experimental se creste marimea fortei de tractiune incepand de la 0. Se
constatd ca initial corpul sta in echilibru pe suprafatd pana cand se ajunge la o valoare

maximad Fy,y la care corpul iese din echilibru si incepe sa se deplaseze. La inceput corpul

sta pe loc din cauza frecdrii cu suprafata.

E
|
|

G Figura 3.9

Pentru studiul echilibrului, se considera schita mecanica din Figura 3.10.
AN
ﬁ —

7_- f — Fmax

<ﬁ— -

— Figura 3.10
gy ¢

Initial miscarile interzise de legdtura cu suprafata sunt pe directia normalei la
suprafata si de-a lungul suprafetei in sensul fortei de tractiune. Fortele de legatura sunt
reactiunea normali N si forta de frecare T, iar fortele active/date sunt G si F. Ecuatia
vectoriala de echilibru este:

G+F+N+T =0 (3.17)

In plan cele doua ecuatii scalare (proiectiile de forte pe orizontala si pe vertical) sunt:

F-T=0
(3.18)
N-G=0
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care permit determinarea fortele de legatura: T =F, respectiv N=G
Graficul fortei de frecare in functie de forta de tractiune este prezentata in Figura 3.11.
A

Echilibru
max @ Alunecare | Miscare

I

@
0 F

max
Figura 3.11

Se poate vorbi de o zond de echilibru pand la R,y la care 1i corespunde Tyay = Fnax dupd
care forta de frecare scade brusc cu cca 10-20% si ramdne constantd, iar corpul alunecd in sensul

fortei de tractiune. Conditia de echilibru in cazul frecirii este:

T<Toa (3.19)

Legile frecarii, stabilite de Charles Augustin Coulomb sunt:

1. Valoarea maximd a fortei de frecare nu depinde de mdirimea suprafetelor in contact si de
viteza lor relativd (la viteze mici);
2. Valoarea maximd a fortei de frecare depinde de natura suprafetelor in contact, de gradul

lor de prelucrare si de mdrimea reactiunii normale.
Matematic legile frecdrii uscate pot fi exprimate prin relatia:
Tnax = #-N (3.20)
Observatii: - tindnd cont de conditia de echilibru se poate scrie:
T<u-N (3.21)
- u poartd numele de "coeficient de frecare” (de aderentd in zona de echilibru sau de

alunecare in zona de miscare);

- u depinde de natura materialelor in contact si de rugozitatea suprafetelor;
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3.5.2 Legatura pe o suprafata aspra

Fie o suprafata (S) fixd, aspra/cu frecare avand ecuatia f(x,y,z)=0. Punctul material M

este obligat sa ramana pe suprafata sub actiunea unui sistem de forte F,i=1—>n (vezi

Figura 3.12).In schita mecanica: sistemul de forte poate fi inlocuit cu rezultanta lui R , iar

legatura cu fortele de legaturd ale suprafetei.

Figura 3.12

Legdtura impiedica miscarile pe directia normalei (n) la suprafata (S) si in planul
tangent (P:). Fortele de legatura sunt: reactiunea normala si forta de frecare. Fata de
suprafata ideald, cea reald (cu frecare) introduce o necunoscuta in plus ce intervine din

cauza frecarii (vezi Figura 3.13).

/ Figura 3.13

Se proiecteaza R pe normali obtinand R,. Axa normald (n) determin un plan ce

intersecteaza (Pi) dupa tangenta (t). R se proiecteaza pe aceasta prin R; . Componentei R,
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ce apasa punctul pe suprafata i se opune reactiunea normald N , iar componentei R; i se

opune forta de frecare T . Compunand cele doud reactiuni se obtine R;. Ecuatia
vectoriald de echilibru R +R; =0 se poate explicita conform cu: R+N+T =0. (3.22)
Atunci cand creste R; incepand de la 0, peste depasirea unei valori Rypg, punctul M iese
din echilibru si se miscad. Compunand Rypay cu R, rezultd Ry, adica:

Rmax = Rn +Remax. (3.23)

Lui Rimax 1 se opune Ty, . Compunand T, cu N se obtine, in sens opus lui, Ry ,

vectorul Ry max , astfel se poate scrie- Rimax = N+ 7_-max (3.24)
: . 5 - e Thax  M-N
Unghiul ¢ dintre Ry si N este stabilit prin: tang = N N U (3.25)

Unghiul a carui tangenta este egald cu coeficientul de frecare se numeste "unghi de
frecare”. Daci se roteste pe Ripax in planul tangent (Py) in jurul normalei (n) costatdm ca
si ﬁmaw 7_-max si ﬁlmax se vor roti si ele. Fortele ﬁmax si ﬁlmax vor genera o suprafatd conica
in jurul normalei (n). Conul ce are normala la suprafatd ca axa de simetrie si unghiul la
varf egal cu dublul unghiului de frecare se numeste "con de frecare". Sa notdm cu «
unghiul dintre R si N . Se observa c& pentru echilibru rezultanta fortelor active/date trebuie
sd se afle in interiorul conului de frecare sau pe acesta in cazul echilibrului la limitd. Observatia
se poate traduce matematic in unghiuri: ase (3.26)
Aplicand asupra relatiei (3.26) functia cosinus rezulta ca: CcosQ > Cos@. (3.27)

R-Vf]

— deoarece
R-[vf|

Primul cosinus se poate determina utilizand produsul scalar cosa =

normala unei suprafete este bine definitd de gradientul ei, iar al doilea cosinus se

determina prin: CcosQ = ! __ (3.28)
\/1+tan2 ® \/1+,u2
Pe baza considerentelor anterioare, se obtine expresia:
Rx g'FR .g_'_RZ q
ox YV ooy 0z
(3.29)

.1
Jeem (2] (2T (2] i
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3.5.3 Legatura pe o curba aspra

Fie o curba (I') fixa, aspra/cu frecare avand ecuatiile fi(x,y,z)=0 si f2(x,y,z)=0 (data ca
intersectie a doua suprafete (S1) si (S2)). Punctul material M este obligat sa rdamana pe

curba (I') sub actiunea sistemului de forte Fi/ i=1—n (Figura 3.14).

In schita mecanic, sistemul de forte poate fi inlocuit cu rezultanta lui R iar legétura cu
fortele de legaturd ale curbei. Legatura impiedica miscdrile pe directia tangentei (t) la
curba (I') si in planul normal (P»). Fortele de legatura sunt doua: forta de frecare si
reactiunea normala. Fata de legdtura pe curba ideald, cazul real introduce o necunoscuta

in plus frecarea.

Figura 3.14

Se proiecteazd, conform Figurii 3.15, R pe directia tangentiald, rezultand astfel R.

Vectorul rezultant R si axa (t) determind un plan ce intersecteazd (Pn) dupa normala (n).

Con complementar
de frecare

L [ max

Figura 3.15
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Proiectand vectorul R pe directia tangentei, se obtine R, iar la proiectare pe directia lui

(n), se obtine R . Componentei R, ce apasa punctul pe curbd i se opune reactiunea

n

normald N, iar componentei R, i se opune forta de frecare T. Compunand cele doui
reactiuni N si T se obtine R;.

Ecuatia vectoriala de echilibru: (3.7) devine:

R+N+T =0 (3.30)
Atunci cand Rt creste de la 0 si depdseste valoarea Rt max Punctul M iese din echilibru.
Compunand vectorii R, si R, ,, rezulta:
Ripax =Ry, + Ry max (3.31)
Vectorului R, ., iseopune T, si compunand vectorii T, cu N, rezulta:
Rl max — N+ _max (3.32)

vectorul astfel obtinut este direct opus lui R, -

Unghiul ¢ dintre R . si N este chiar unghiul de frecare. Intre R, 1.y Si axa

tangenta (t) este complementul unghiului ¢, adica %—(p .Daca se roteste R, in planul

si N se vor roti. Vectorii

normal (Pn) In jurul tangentei (t) se poate costata ca Kmax, I_Ql max S

Riax Si Rjpax VOT genera o suprafatd conicd in jurul tangentei (t). Conul ce are tangenta

la curba ca axd de simetrie si unghiul la varf egal cu dublul complementului unghiului de
frecare se numeste “con complementar de frecare”.
Observatii: - pentru echilibru rezultanta fortelor active/date R trebuie si se afle in exteriorul

conului complementar de frecare sau pe acesta in cazul echilibrului la limitd. Matematic, rezulta:
B> g —p (3.33)

Aplicand asupra relatiei (3.33) functia cosinus, reulta:

cos B < %— @ =sing (3.34)
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Tinand seama de faptul ca tangenta la o curba are versorul bine determinat, adica:

7o (@‘ s, dzi?j (3.35)
s \ds ds ds

se poate determina dintr-un produs scalar:

=i
a

cos == 3.36
PRI (33
Membrul drept al relatiei (3.34), se exprima in functie de tangentd, sub forma:
singp=——n¢ _____H (3.37)
\/1+tan2¢) \/1+y2
Pe baza considerentelor anterioare, se obtine expresia:
R, g +R i +R, - g9
ox Y oy 0z
(3.38)

\/m\/(a{cj (@j (62) \/H#
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3.6 Aplicatii

P3.1. Trei puncte A, B si C situate in varfurile unui triunghi dreptunghic isoscel atrag un
punct material M cu forte proportionale cu distanta pana la varful respectiv, constanta de
proportionalitate fiind k. Sa se determine pozitia de echilibru a punctului M cunoscand

dimensiunile triunghiului ABC.

A E ‘.\\ 2a
F . Lo -
C{" = N .B X
- O 2a »
v
a) ¥
Ya
Ya
C e 2a U
°
* * o L 3 »X
C F B
For FV
a M
F
= M
I ~
N~ e =S X
Yo ° » -
A B A
< a »
c) d)

Indicatii: 1. Se face mai intai schita mecanica a problemei;
2. Se scrie ecuatia vectoriala de echilibru;
3. Se alege un sistem de referintd dacd nu este impus de problems;
4. Ecuatiile scalare de echilibru se obtin proiectand pe axe ecuatia vectoriala;
5. Se rezolva sistemul astfel obtinut.
Se considera exemplul a) din problema P3.1
Avand dimensiunile din figura putem preciza coordonatele varfurilor triunghiului, deci

vectorii de pozitie a punctelor A, Bsi Csunt7y =aj 7, =at 7, = —at.
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"

Ag(0,a)

C B X
— — >
(-a,0) e o s (a,0)
Punctului M nu i se cunoaste pozitia si atunci notdm cu 7 = xU + yj vectorul sdu de

pozitie. Ecuatia vectoriala de echilibru este:

FA+FB+FC:0‘

FA = km
Se exprima fortele Fg = kMB .
F, = kMC
Din schita se pot determina vectorii: MA=7y—7,MB =73 —7,MC =7, —T.

Se inlocuiesc fortele astfel exprimate In ecuatia vectoriala de echilibru

care este de fapt o ecuatie de gradul I'in 7.

Observatii —1. ca pozitie in spatiu cele trei forte sunt coplanare deoarece imaginea
geometrica a relatiei F, + Fz + F = 0 este un triunghi care este o figurd geometricd plana
tiind suficient un sistem de referinta plan;

2. Se poate rezolva ecuatia vectoriald, avand grija la proiectia solutiei 7 pe axe obtinand
pozitia de echilibru a Iui M;

3. sau se proiecteaza ecuatia vectoriald pe axe si se obtine sistemul de ecuatii scalare, se
rezolvd, gasind pozitia de echilibru a punctului;

4. dezavantajul ultimei variante este cd trebuie rezolvat un sistem de doua ecuatii in loc
de o singura ecuatie (vectoriald);

5. problema este de tip direct (se dau fortele si se cere pozitia de echilibru) prin urmare
necunoscind pozitia punctului nu se poate alege originea sistemului de referintd chiar in punct

cum s-ar proceda la problema de tip invers (se dd pozitia de echilibru si se cer fortele).
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Se proiecteaza ecuatia vectoriala: k(ty—7)+ k(g —7)+ k(@ —7) =0

{k(O—x)+k(a—x)+k(—a—x)=0

pe axe: k(a—7)+ k(0 —y)+k(0—y) =0
Sistemul ecuatiilor scalare are forma finala: { —3kx :B
’ ka—3ky =0

cu solutia x=0 y=a/3 coordonatele pozitiei de echilibru, exact centrul de greutate al
triunghiului.

Varianta cealalta conduce la k(ry +15 +17:) —3kir=0

TA+TB+TC

cu solutia 7 = avand proiectiile pe axe x=0 y=a/3.

P3.2. Un punct material M de greutate G este asezat in

- interiorul unui con circular drept, avand unghiul la varf 2« si

' varful in jos. Asupra punctului situat pe generatoarea conului

il

actioneaza o forta de respingere paralela cu axa Oy,
proportionald cu distanta punctului fata de planul (P) (plan ce
coincide cu planul xOz). Stiind cd punctul sta in echilibru se

cere pozitia acestuia.

Se realizeazd schita mecanicad a problemei. Punctul M este
actionat de greutatea proprie, forta de respingere si
reactiunea conulului.

Reactiunea este orientata perpendicular pe generatoarea
conului spre axa lui de simetrie.

Ecuatia vectorial de echilibru este G + F + N = 0.

Solutia in coordonate carteziene

X =rcosf
Coordonatele lui M sunt { y = r sin § unde r este distanta pana la axa conului.
z=rcota

Daca se elimina parametrul O se obtine ecuatia suprafetei conului:
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x? + y% = r? = z? tan” a sub forma implicitd f(x,y,z) =0 x*+y? —z*tan’a =0.

Compunand fortele active/date G + F = R rezulta rezultanta lor.

Normala la suprafata se calculeaza cu relatia: N = AVf = 4 (Z—if + Z—Jf/]— + Z—il?)

o . . F) F) a
in care derivatele partiale sunt: o _ 2x; 9 _ 2y ; R tan’«a .
’ ox ay 0z

Componentele lui R se determind: R, =0; R, =F =ky; R, =—G

Rx Rx Rx
o y T T i
rezultand sistemul de ecuatii de forma: ax 9x  ox
fe,y,2) =0
S _k__ 6 __
Astfel {2x 2y -2ztan’a sistem de 4 ecuatii cu 4 necunoscute A, X,y si z.
x?+y?—z%2tan?a =0
. : k G .2 G
Solutiile lui sunt A = —ZXx= 0;z= ;cot a;y=ztztana = i;cota .

Se observa ca sunt doua pozitii de echilibru situate in planul yOz simetric fatd de axa z

care se noteaza cu M1 si M. Reactiunea suprafetei se calculeaza cu:

N=\/N3§+Ny2+NZ2

unde componentele se pot determina din ecuatiile scalare de echilibru:

R, +A%= 0
{R, +A%= 0
Nx=13—£=—§2x=—kx=0
Astfel rezulta: N, = lg—; = —SZy = —ky = +G cota

_ 0 _ _k _
\ NZ—AE——E(—Zztanza)—G

. G
cu care se obtine: N=——-.
sina
Solutia in coordonate cilindrice
x =rcosf
Din figura se constata ca: y=rsinf siF =ky =krsinf .
zZ=rcota
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Se proiecteaza ecuatia vectoriald de echilibru pe axele sistemului cilindric gasind sistemul

Fsin6 —Ncosa =0
de ecuatii scalare de echilibru: Fcosf6 =0
—G + Nsina=0

Din ecuatia a doua: cos 8 = 0, se obtin 2 radacini: 6; = g 0, = 3;” unde 8 € [0,2m] .

Rezulta doua pozitii de echilibru situate intr-un plan perpendicular pe (P).

. . . < G
Din ecuatia a treia rezulta : N = prll
. . . Ncosa
iar din prima F=—

sin 8

care permit determinarea lui r, sub forma:

F _ Gcosa __ Geceota

" ksin@  ksinasin28  ksin26

= A Geot?a . A . .
In sfarsit z = r cota = Py tinand cont de valorile lui O se deduce:
Gcota G 2
1’1=T2= X Z1=Z2=ECOt a .

Pozitiile de echilibru au coordonatele cilindrice Mi(r1,01,z1) si M2(r2,02,22).

Solutia in plan
Elementul de plecare este observatia 1 a problemei P3.1. Cele trei forte sunt coplanare

numai daca punctul M se afld in planul yOz caz cu doud pozitii simetrice fata de axa z Mx

si M.

Se pot scrie ecuatiile de echilibru scalare in acel plan pentru fiecare pozitie in parte.

F,—Nycosa=0

PentruMl{leina_G —0’

—F, + Nycosa =0

iar pentru Mz { N, sina—G = 0
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Se poate observa ca N; = N, = —
sina
G
N, cos a, care conduce la: y; = Scota.
. F, G
Analog F, = Nycosa siy, = — = —pcota.
Stiind ca punctele M se afla pe con, coordonatele z: si z2 se determina cu:
G o2 G o2
z; =y, cota = —cot“a z; = —y, cota = —cot*a
deci cele doua puncte se afla la aceeasi cota.

In planul yOz x1=x2=0 lucru care permite precizarea coordonatelor celor doua

puncte si reactiunea normala.

Solutia geometrica

Considerand acelasi plan yOz, sunt tot

Zl
Zl

doud pozitii de echilibru, ecuatiile vectoriale . G

de echilibru fiind:

ul
i

Imaginile geometrice ale celor doud ecuatii sunt douad triunghiuri. Scriind teorema

sinusurilor In cele doua triunghiuri rezulta:

Ni _ G Fi N, G F,

sinf ~ sina  sin(Z sint  sina  sin(Z ’
5 sm(z—a) 5 s1n(5—a)

.. v . s v
Stiind ca: sin (E - a) = cos a rezulta:

. Gcosa
N, =N, = siF; =F, = =Gcota
1 2 sina > 1 2 sina /
din care 1n final se determina:
=—==—-cota
=% 7% ¢
Fy G
=—=2=——cota
V2 k k ’

G

Z; =y, cota = Ecotza,
G 42

z; = =y, cota = cot’a.

Observatie — Se poate aplica solutia geometricd (mai rapidd) daca sunt doar trei forte ce

actioneazd asupra punctului.
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P3.3. O lampa de greutate G este suspendata in C printr-un fir conform schitei. Firul este

prins intre punctele A si B de doi pereti verticali. Sd se determine valorile tensiunilor din

fir.
B
/A :
/ ¢ C
/ P

Indicatii 1. Se va studia echilibrul punctului C;

2. Se intocmeste schita mecanicd a problemei;

3. Fortele ce solicitd punctul sunt greutatea proprie G si tensiunile Si si Sz din portiunile
CA respectiv CB;

4. Fiind numai trei forte sistemul de referintd este plan;

P3.4. O lampa de greutate G este suspendata printr-un fir fixat In A si petrecut peste un
mic scripete ideal B. Indltimea lampii se poate regla cu o greutate atarnati in C conform

schitei. Sa se determine tensiunile din fir si marimea greutatii P.

Indicatii -1. Sunt valabile indicatiile de la P3.3;
-2. Scripetele ideal din B are numai rolul de a schimba directia firului, tensiunile

de la capetele firului petrecut peste scripete fiind egale;
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P3.5. Un punct material M de greutate G este suspendat printr-un fir
de lungime 1 de un punct fix A si rezemat pe o sfera fixa de raza R.
Stiind cd punctul A se afld la distanta d de suprafata sferei sa se

determine tensiunea din fir si reactiunea normala a sferei.

Indicatii -1. Se intocmeste schita mecanicd a problemei;

-2. Problema este plana fiind numai trei forte;

-3. Axele sistemului de referinta cu originea in M sunt tangenta si normala la sferd;

P3.6. Un corp A asimilabil unui punct material este asezat pe un plan inclinat cu unghiul
a. Planul este aspru avand coeficientul de frecare la alunecare p. Asupra corpului
actioneaza o forta F conform schitei. Sa se determine marimea fortei F astfel incat corpul

sa stea In echilibru.

Se va rezolva in continuare exemplul c), al problemei P3.6. Se izoleaza corpul A de

legaturi intocmind schita mecanica.
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Acesta are o legdtura prin fir si este rezemat cu frecare pe planul inclinat. Fortele de
legiturd sunt tensiunea din fir S, reactiunea normald N a planului si forta de frecare T .
Se scrie ecuatia vectoriala de echilibru:

G+F+S+N+T=0.
Corpul punctiform A fiind in echilibru in pozitia cunoscuta din schita, se poate considera
originea sistemului de referinta chiar in punct. Forta de frecare este normala pe fir
deoarece corpul A s-ar putea misca pe un arc de cerc avand ca raza firul. Existand doua
tendinte de miscare posibile, fie urca pe plan, fie coboard, in functie de forta F, trebuie sa
fie considerate ambele situatii.
I. Tendinta de coborare a corpului pe plan (vezi schita).

Ecuatiile scalare se obtin prin proiectarea celei vectoriale pe axe:

Tsinff—Scosf =0
F—Gsina+Ssinff+Tcosf =0
N—-Gcosa=0

Expresiilor anterioare, li se ataseaza relatia pentru frecare T < uN .

Din prima ecuatie se deduce S, care substituie in a doua tinand cont ca N rezultd din

ecuatia a treia. Astfel, rezulta: F—Gsina + % =0
Daca folosim relatia frecarii se obtine inecuatia: F—Gsina + ﬁ =0
rezultand forta: F>G(sina—pu Ezz ;) .

Deci pentru ca sa nu coboare pe plan trebuie ca F > F,;,;;, de unde rezulta:

) .

cosa

Fpin=G(sina —u

cosf
II. Tendinta de urcare pe plan.
Refdcand calculele se constata ca se schimba pe schitd sensul fortei de frecare,

semnul ei in ecuatiile de echilibru, sensul inegalitatii si semnul lui p in rezultatul final. Se

).

cosa

obtine: F<G(sina+u

cosf

Prin urmare ca sa nu urce trebuie ca: F < F,,,,, unde:

. cosa
Frax = G(sina + ,um) .

In concluzie, reunind cele doua rezultate se obtine urmatorul interval de valori pentru

forta F: Fnin £ F < Fpax -
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Capitolul 4 - Echilibrul solidului rigid

4.1 Pozitionarea solidului rigid. Grade de libertate

Asa cum s-a aratat in Capitolul trei, gradele de mobilitate, sunt definite prin
parametrii geometrici independenti, care descriu pozitia unui punct sau solid rigid, astfel
ca numadrul gradelor de libertate ale unui punct material/rigid este dat de numarul de
misciri independente, pe care le poate efectua liber. In cazul unui solid rigid liber in
spatiu, pozitia si orientarea acestuia se defineste cu ajutorul a sase parametri
independenti, astfel cd are sase grade de libertate. Cei sase parametri geometrici

independenti sunt: coordonatele (xo,yo,zo) ale unui punct O al rigidului si unghiurile
lui Euler (y,0,¢) sau cosinusurile directoare ale axelor sistemului mobil Oxyz fati de

axele sistemului fix O,x,y,z,.

Figura 4.1

Pentru a pune in evidenta cele sase grade de libertate, conform Figurii 4.1 se considerd un

solid rigid (S) . De asemenea, se considera trei sisteme de referintd, dupa cum urmeaza:

un sistem de referintd fix O,x,y,z,;

1!

un sistem de referintd mobil Ox'yz', avand axele tot timpul paralele cu sistemul de

referinta fix;

72



un sistem de referinti tot mobil Oxyz={S}, legat de rigid si cu originea Intr-un

punct arbitrar ales O, astfel ca isi schimba orientarea odata cu rotatia rigidului.

Pentru a fi cunoscuta pozitia si orientarea rigidului trebuie cunoscutd, pozitia unui punct
oarecare apartinand acestuia. Fie P un punct oarecare apartinand solidului rigid. Vectorul

sau de pozitie fata de sistemul fix este:

1=Tp+°7 sau |y; (=Yg |*+| Y 4.1)

In expresiile anterioare:
=X b Yy g +2yk
1= X1 4tY1"h*t%41% ) _ - - -
B _ _ _, lar Sr:Sx-z+Sy-]+Sz-k (4.2)
Th=xp h+Yo j1+z0k

Se observa ca vectorul de pozitie al lui P fata de rigid, 57, este exprimat fatd de axele

sistemului mobil Oxyz. Orientarea axelor sistemului de referinta mobil Oxyz, fata de cel
fix, O;x1y121, este data de:

=COSOll . 11 +C05ﬂ1 ]1 +C0571 kl’

=

f:cosaz-z_'lJrcos,Bz~]_'1+cosyz~E1; 4.3)
k =cosay i +c0s B - j +COs 3 - ky.
unde {al, By, 7/1} sunt cosinusurile directoare ale axei Ox, {az, B>, 7/2} cosinusurile
directoare ale axei Oy si {a3, B3, 73} , cosinusurile directoare ale axei Oz, fata de sistemul
fix.
Asadar, fiecare axa a sistemului mobil Oxyz este definita ca orientare prin cei trei versori,

i,j,k , ale cdror componente sunt:

cosa cosa, cosay
i=|cos o ;7 =|cosf, | ; k =| cos B3 (4.4)
cos y; cos Cos 3
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i j* h
Ca urmare, se poate scrie: i=|iT _1 ;o= 71 ;o k=kT ]_1 (4.5)
TR TR iR

Daca asupra vectorului de pozitie se impun restrictii cd modulul sa fie egal cu unitatea si
sd fie ortogonale doua cate doud, intre cosinusurile directoare exista urmatoarele relatii

de legaturd, de forma:

zT'le =coszal +coszﬂ1 +C0527/1 =1
i1, =77 4 = cosay -cosa, +cos B -cos By +C0S 71 -COS ¥y =0

i1k =kT .5 =cosay -cosag +cos B -cos B +c0s 1 -CoS y3 =0 @)

]T-]_'l =C052a2 +coszﬂ2 +COSZ}/2 =1

7T Ky k! ?1 =COSa, - COS a3 +COS B, +COS fB3 +COS y5 -cOs y3 =0

kT 'El = cos? az + cos® B+ cos? 73=1

Tinand seama de (4.6) exista 12 parametri pentru definirea pozitiei unui punct al unui

rigid in spatiu {(xo, Yo, 20 ), a;, pB;, 71'}' i=1—3, adica trei coordonate si noud unghiuri.

Dar, luand in considerare (4.6), intre cele noud unghiuri de orientare se stabilesc
sase relatii de dependenta. Cele sase relatii de legaturd reprezinta sase restrictii
geometrice, astfel 9-6=3 parametri independenti, adica cele trei cosinusuri directoare
(unghiuri) independente sunt necesare in caz general pentru descrie orientarea
sistemului atasat rigidului.

Asadar, se observa cd, in cazul unui solid rigid in spatiu situarea este descrisa prin

sase parametrii geometrici independenti, reprezentand si gradele de libertate, adica

coordonatele (xo,yo,zo) ale unui punct O al rigidului, si cele trei unghiuri(y,0,¢) sau
cosinusurile directoare ale axelor reperului mobil Oxyz.

Observatii:

e Pozitia unui solid rigid liber, in spatiu, este cunoscutd, dacd se stiu pozitiile a trei puncte

necoliniare apartindnd rigidului.
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Figura 4.2

Conform Figurii 4.2 se considera sase trei puncte apartinand unui solid rigid aflat in

spatiul cartezian: P (xl,yl,zl), P, (xz,yz,zz), Py (x3,y3,z3). Distantele dintre cele trei

PP =\/(x2—x1)2+(1/2—y1)2+(22 ~z) =ost.

puncte sunt:  P,P; = \/(x3 — Xy )2 + (y3 —Ys )2 + (23 ) )2 = cst. (4.7)

PP = \/(xl —x3)2 +(y1 —y3)2 +(zl 23 )2 = cst.

Rigidul fiind indeformabil, distantele dintre cele trei puncte sunt constante, astfel ca cele
trei coordonate nu sunt independente. Asa cum se poate observa din (4.7), intre cele
noud coordonate, se pot scrie doar trei relatii de legaturd, rezultand astfel ca numai sase
parametri raman independenti, deci rigidul in spatiu are sase grade de libertate.

e Pozitionarea unui solid rigid liber in plan este legata de cunoasterea coordonatelor
a doua puncte ce apartin rigidului. Astfel, conform Figura 4.3, se considerd un solid rigid

in planul z=0, pentru care se cunosc coordonatele a doud puncte apartinand corpului

Py (x1,y1), Py(x3,92)-
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Distanta dintre cele doua puncte este constanta, adica:

PP, = \/(xz -X )2 +(y2 -1 )2 =cst,; (4.8)

astfel ca intre cele patru coordonate, exista o singura expresie de legatura, ceea ce
conduce la concluzia ca in cazul unui rigid liber situat intr-un plan, pozitia acestuia
poate fi descrisa prin doar trei parametri independenti, astfel ca el poseda trei grade
de libertate. Cele trei grade de mobilitate ale rigidului liber situate intr-un plan,
provin din doua translatii, dupa doud axe ce definesc planul, precum si o rotatie in

jurul celei de-a treia axe a unui sistem cartezian.

In mecanica rigidului pentru orientare se utilizeaza in general un singur set de

unghiuri, denumite unghiurile lui Euler, adica:

o, =y
a=|p-9|, (49)
V=@

- unghiul y, numit unghi de precesie, este unghiul pe care axa nodurilor ON il face cu axa
Ox', paralela cu O;x;. Axa nodurilor rezulta din intersectia planului mobil Oxy’ cu
planul Oxy .

- unghiul 6, numit unghi de nutatie, este unghiul dintre axa Oz si Oz'.
- unghiul ¢, numit unghi de rotatie proprie, este unghiul dintre axa Ox si axa nodurilor
ON.

Cele trei expresii din (4.5), pot fi integrate In urmatoarea expresie:

cosa; | |cosa, | |cosa,

0 - -_ —
s[R] [(311) (3]X ) (3x1)} cos f3, cos S, cos 3, (4.10)
cos 7, cos ¥, oS 75

0 TN . . v . . <
Termenul ([R] definit in relatia anterioard se numeste matrice de orientare rezultantd.

Conform cu (4.10), este o matrice a cosinusilor directori ai sistemului, care exprima prin cele

trei coloane orientarea fiecirei axe a sistemului mobil {S}in raport cu sistemul fix {0} .

Matricea care exprima transferul vectorului 7 din sistemul {S}in sistemul {0} este:
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Ox

7 =| O |=xq+y 2k = [R]5T (411)

0,

adica, ecuatia de proiectie a vectorului 57 pe axele sistemului referinta mobil Oxyz.

Concluzii: Un rigid liber se caracterizeaza prin sase parametri independenti, dintre care

trei pentru pozitie si alti trei pentru orientare:

[ N : (4.12)

Miscarile simple pe care le poate face un solid sunt trei translatii in lungul axelor
sistemului fix si trei rotatii in jurul acelorasi axe, in total un numadar de sase miscdri
simple.

Avand in vedere faptul ca cele trei unghiuri ale lui Euler se afla in componenta

matricei de rotatie (4.10) se observa ca aceasta se poate scrie ca o functie de R(w, 0, (0) ,

astfel incat exista urmatoarea identitate:

0

s[RI=R(y, 6, ¢) (4.13)
Tinand seama de (4.11) si de (4.13), relatia (4.1) se poate rescrie ca fiind:

7 =H+7=T+R(y, 0, ¢)-°F (4.14)

astfel Incat toti vectorii de pozitie sunt proiectati pe axele sistemului de referinta fix.
4.2 Matricele de rotatie simpla

Pentru a pune in evidenta conceptul de matrice de rotatie simpld, se iau in studiu
doua sisteme de referintd {O}si {S}, cu aceeasi origine O,=0, in starea initiala fiind
suprapuse.

In Figura 4.4, sistemului {S} i se imprima o rotatie in jurul axei cu un unghi «,.
Astfel, axa x ramane coliniard/identica cu x;, celelalte doua axe fiind rotite cu unghiul

a, in planul fix X, = 0. Unghiurile dintre versorii axelor sunt:
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i < | i j k
/ I_O 0 i T
y 2 2
% Yo Jo % a, %4—0@
OO =0 —_— . i s
Jo kO — | T—Q, oy
2 | 2

/io =i Figura 4.4

In acest caz, noua orientare a sistemului mobil este data de catre versorii:

1
T =cos<| 7,(h.Jo ko) =] 01
0

1
j=cos<| [,(h ok ) =] cosa, |;
sina,
1
I?=COS<X|:I?,(ITO,j_'O,I?O)]= —sing,
cosa,

Inlocuind (4.15) in (4.10), matricea de rotatie rezultati devine:

1T 0 0
[R]=R(X;,)=|0 cose, —sine,
0 sing, cose,

0

i

(4.15)

(4.16)

In Figura 4.5, se roteste cu un unghi A, in jurul axei y,. Se observa cd, axa y

rdmane coliniard/identica cu y,, iar celelalte doud axe se vor roti cu unghiul g, in planul

fix y, =0. In acest caz, noua orientare a sistemului

mobil este data de:

X i i k
- T T

I — —_—

0 ﬂy 2 2 ﬂy
X o] Z
0 2 2
- T T

k, E+ﬁy 0 B,
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In acest caz, noua orientare a sistemului mobil este data de catre versorii:

cos f3,
T =cos<| (ko) |=| 0 |
—sing,
0
j_':COS{[j_',(/To,J_'o,Eo)]: 1] (4.17)
0
sing3,
k =cos<t| k.(Joky)]=| 0
cos f3,

Inlocuind (4.17) in (4.10), matricea de rotatie rezultatd devine:

cosB, 0 sing,
RI=R(v:B)=| 0 1 0 (4.18)

—sinB, 0 cosp,
Conform Figurii 4.6, se imprima o rotatie cu un unghi y,, In jurul axei z,. Astfel, z
ramane coliniara/identica cu z;, iar celelalte doud axe se vor roti cu unghiul y, in planul

fix zy = 0. Noua orientare a sistemului mobil este datd prin:

< i j k
7, ;

Ir , T, |z
Q y 0 72 2 yz 2
iz, |z
R LA

A z
0 2 2 0
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In acest caz, noua orientare a sistemului mobil este data de catre versorii:

cos 7,
T =cos<| 7,(pko) ] =| siny, |;
0
-siny,
J=cos<| [,(T.Joky) |=| cosy, |; (4.19)
0

k =cos<| k,(5.Jp. k) |=| 0

Inlocuind (4.19) in (4.13), matricea de rotatie rezultati devine:
cosy, —siny, 0

"[R]=R(z;»,)=| siny, cosy, 0 (4.20)
0 0 1

4.3 Ecuatiile de echilibru ale solidului rigid liber

Conditia necesard si suficientd pentru cd un solid rigid liber, asupra caruia
actioneaza un sistem de forte oarecare (vezi Figura 4.7), sa fie in echilibru este ca torsorul

sistemului de forte in raport cu un punct O arbitrar ales sa fie nul:

(4.21)

Figura 4.7
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Proiectand ecuatiile vectoriale (4.21) pe axele unui sistem de referintd Oxyz se

obtin ecuatiile de echilibru scalare ale rigidului liber:

n
Rx = zle =0
i;l
Be=zh= 0
Rz = f:Fzz =0
i=1 (4.22)
M, = S(y B~z F,) = 0
My = Ell(zi Fix_xl Flz) =0
n
Mz = i_Z:l(xi Fiy ylle) =0

Observatii:

» Sunt situatii, in care fortele din sistemul de forte, sunt paralele, asa cum reiese din Figura

4.8

Figura 4.8

In acest caz, cind fortele sunt paralele cu axa Ox, numdrul ecuatiilor scalare de echilibru care pot

fi scrise este trei:

R, =3F =0, M, =3(zF)= 0 M, = ¥(-y,-F,) = 0 (4.23)

i=1 i=1 i=1
adicd o ecuatie de echilibru pentru forte, fatd de axa de care sunt paralele, si doud ecuatii de

echilibru fatd de axele perpendiculare pe axa fatd de care sunt paralele fortele.
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» In cazul fortelor coplanare, se pot scrie trei ecuatii scalare de echilibru, conform cu Figura

4.9, astfel:

=0 (4.24)

Figura 4.9

adicd doud ecuatii de echilibru pentru forte, fatd de axele in lungul cdaruia actioneazd acestea, si o

ecuatie de momente, fatd de cealaltd axd.

4.4 Echilibrul solidului rigid supus la legaturi fara frecare

Axioma legaturilor rdmane valabila si in cazul rigidului supus la legdturi, conform
cdreia: “Orice legdturd poate fi inlocuitd cu forte si/sau momente de legiturd (reactiuni)
care reprezintd echivalentul mecanic al legaturii, care actiondnd asupra corpului produce
acelasi efect mecanic cd si legatura insdasi”.

Pentru a studia cazul general al echilibrului pentru un rigid supus la legaturi, se
aplica axioma legdturilor, conform cdreia asupra corpului luat in consideratie va actiona

aldturi de fortele active si un sistem al fortelor de legatura. Cele doua sisteme de forte se
reduc In raport cu polul O, rezultand un torsor al fortelor active notat 70 si un torsor al

fortelor de legatura 7. , exprimate prin urmatoarele relatii:
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_ R R, Ry R, R, [RxL H Ry =V Ry = W]T
70 = N P I (4.25)
i | M, MM, Mo, (M, M, M, ]

unde R si I\7Io sunt elementele torsorului fortelor date care actioneaza asupra rigidului,
iar R, si M,, reprezinti elementele torsorului de reducere, in acelasi punct O, al fortelor

de legdtura.

Ecuatiile vectoriale de echilibru ale rigidului supus la legaturi fara frecare, tinand

seama de axioma legaturilor, sunt: 7o +70=0 (4.26)
ceea ce conduce la: R+R, =0 My +My =0 (4.27)

Ecuatiile vectoriale anterioare, sunt echivalente cu sase ecuatii de echilibru scalare:

R, +R, =0;

R, +R, =0; (4.28)
R,+R, =0

M, +M, =0;

M, +M, =0; (4.29)
M,+M, =0;

Necunoscutele din expresiile anterioare, se refera la parametrii care definesc pozitia

de echilibru a rigidului, respectiv fortele de legatura.

4.5 Legaturile fara frecare ale rigidului

In disciplina de mecanisme legaturile rigidului se clasificd dupa numarul gradelor
de libertate suprimate, in cuple cinematice de clase de la 6 (incastrarea), pand la 1 (simpla

rezemare), numadrul clasei fiind dat de numarul de miscdri simple suprimate.
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4.5.1. Reazemul simplu

Rezemarea simpla, este legdtura prin care un punct al rigidului este obligat sa
ramand pe o suprafata fixa si indeformabila sau curba data.

Sub aspect geometric, conform definitiei, punctul O(Xy,¥,,Z,) al rigidului din Figura

4.10, trebuie sd rdmana pe suprafata fixa de ecuatie: f(x,y,z)=0. (4.30)
z
F, _
1 Fn
~ikz,
X KL
Figura 4.10 Jo vy
777 -
O
Y

X
U

In acest caz, coordonatele punctului O(Xy,y,.Z,), trebuie si satisfacd ecuatia suprafetei,

adica: f(Xo.Y0:29)=0 (4.31)
Conditiilor de rigiditate (4.7), se adduga restrictia (4.31), ceea ce inseamna ca din cei noua
parametri scalari care pozitioneaza un rigid liber In spatiu, numai cinci vor fi
independenti.

Astfel, un reazem simplu suprimd un grad de libertate, deci un rigid simplu
rezemat are In spatiu cinci grade de libertate, adica: translatie si rotatie in lungul/jurul
axei Ox ; translatie si rotatie in lungul/jurul axei Oy, respectiv doar o rotatie in jurul axei

Oz . Tinand seama de (4.12), cele cinci grade de libertate sunt, exprimate prin:

G (4.32)
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Pentru analiza acestui tip de legatura sub aspect mecanic, conform Figurii 4.11, se

considerd un corp simplu rezemat in punctul O pe o suprafatd de forma definita prin

(4.31), unde z, = cst.

Figura 4.11

Asa cum se poate observa din figurd, asupra rigidului actioneaza un sistem de
forte IE, i=1—n.In punctul de reazem, se alege un sistem de referintd, la care axa Oz
este dirijata dupa normala comuna la cele doua suprafete (a planului si a rigidului), dusa
prin punctul de contact, si simbolizata prin Vf. Legdtura nu permite deplasarea rigidului
de-a lungul normalei la suprafata in punctul de contact, forta de legatura fiind plasata pe

aceasta normala. Ca atare rezulta:

~ of — o - of -
R, =N=¢Vf=¢| —-jj+—- jo+—"k 4.33
2 4 (0( X, o s Jo oz, oj (4.33)
Expresiile (4.25), se particularizeazd, si devin:
R R, R, R, R] [[0 0 Ry=NT
To = P ST = e | = e (4.34)
M, [Mx M, M, Mo, [0 0 O]T

Aplicand axioma legaturilor si tindnd seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare

de echilibru, in cazul reazemului simplu devin:

Ry=0R, =0; R, +N=0;
(4.35)
M,=0; M, =0; M, =0;
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Observatii: Din expresiile anterioare, si conform Figurii 4.11, rezultd cd legdtura de tip reazem

simplu introduce o necunoscutd, reprezentatd prin modulul reactiunii

normale, in punctul O. 0
T

> Din (4.35), rezultd cd momentul fortelor active in raport cu 0.

punctul O este nul, ceea ce aratd cd in cazul unei legdturi de tip simpld T
E

rezemare, pentru cd rigidul sd fie in echilibru static, este necesar ca Z

. . C . U L O
sistemul de forte exterioare si fie echivalent cu o rezultantd unicd, al cdrei ,{;
suport s treacd prin normala dusd prin punctul de reazem O. Figura 4.12

> In aplicatii, acest tip de legiturd este reprezentat conform Figura 4.12.

4.5.2. Articulatia sferica

Articulatia sferica este legdtura prin care un punct al rigidului este obligat sa
ramana In permanentd intr-un punct fix, adica intr-o pozitie data (fixa), cand asupra

rigidului actioneaza un sistem de forte in spatiu..

Din punct de vedere geometric, conditia definitorie pentru articulatia sfericd, ca un
punct al rigidului sa coincida cu un punct fix O, impune rigidului trei restrictii
geometrice, adicd x, =cst., y, =cst.,, z, =cst. interzicand deplasarile liniare in lungul celor
trei axe de coordonate, astfel cd numarul de grade de libertate este redus la trei. Cele trei
grade de mobilitate sunt reprezentate prin rotatii in jurul axelor care trec prin polul O.

Tinand seama de (4.12), cele trei grade de libertate sunt exprimate prin:

(% (xo=cst. yg=cst. zy= cst.)T
X = e (4.36)

Conform Figurii 4.13, pentru analiza acestui tip de legaturd, se considera un corp
articulat sferic de un alt rigid, in punctul O. Asupra rigidului actioneaza un sistem de

forte IE, , i =1—n, al cdrui torsor in punctul O, este definit in (4.25).
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Sub aspect mecanic, momentul fortelor active tinde sd roteasca rigidul in jurul

articulatiei, dar neexistand frecare care sa se opuna, oprirea rotatiei este imposibila.

Astfel, pentru echilibru, este necesar ca Mo =0. Forta rezultantd, tinde sa desprinda

cele doud corpuri, dar intrucat corpul (S) nu poate pardsi punctul fix O, conform

principiului actiunii si reactiunii, in articulatie se dezvolta fortele de reactiune R,, asa

cum rezultd din Figura 4.14.

Figura. 4.14
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Astfel, tinand seama de expresiile (4.25), prin particularizare devin:

Rl [k, R R (R ] |[Re=H Ry=V Ry=w]
T0 = | oo | = | oo ; ;L= =0 . (4.37)

Prin aplicarea axiomei legaturilor si tindnd seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile

scalare de echilibru, in cazul articulatiei sferice devin:

Ry+H=0;R, +V=0; R, +W =0;
(4.38)
M,=0; M, =0; M, =0;

Observatii:

> In aplicatii, acest tip de legdturi este reprezentat conform Figura 4.15.

Figura 4.15

Articulatia sferica este echivalentd cu trei reazeme simple, pe directiile celor trei axe ale
unui sistem de referintd, ale cdaror reactiuni formeaza un sistem de forte concurente in

spatiu.
4.5.3. Articulatia cilindrica

Acest tip de legaturd, impune ca un segment de dreapta al rigidului sa-si pastreze

suportul fix, (o axd a corpului fixa In spatiu) sub actiunea unui sistem de forte exterioare.

Sub aspect geometric, corpul poate executa doua miscari, rotatia si translatia in
jurul si in lungul axei unui cilindru, fiindu-i suprimate celelalte patru miscari, astfel ca
este o cupla cinematica de clasa a patra. Conform Figurii 4.16, restrictiile geometrice,

aplicate rigidului (S), sunt y,=cst., z, =cst., & =cst., p=cst., fiind ingradite deplasarile
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liniare in lungul a doua axe, precum si rotatia in jurul acestora, numarul de grade de

libertate este redus la doua.

Xo Figura 4.16
Cele doua grade de mobilitate sunt reprezentate printr-o translatie si o rotatie in

lungul si in jurul axei x,. Tinand seama de (4.12), gradele de libertate sunt exprimate

prin:

_e e (4.39)

Conform Figurii 4.17, datorita actiunii sistemului de forte exterioare F, i=1-—n,

sub aspect mecanic rigidul (S), in absenta frecdrii, poate executa o miscare in lungul si in

jurul axei Ox.

Figura 4.17
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Eliminand legatura din fiecare punct al suprafetei cilindrice de contact si
introducand fortele si momentele de legatura aferente, conform Figurii 4.17, tinand

seama de (4.25), torsor fortelor active si de legdtura in punctul O, devine:

R] [[rR. R R R] |[0 Ru=V Ry=w]
e R P A I . (4.40)
MO [Mx My Mz MOL I:O MyL MzL}T

Aplicand axioma legaturilor si tinand seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare
de echilibru, in cazul articulatiei cilindrice devin:
R, =0, R, +V=0; R, +W=0;
(4.41)
M,=0; M,+M, =0; M,+M, =0;
Se poate observa, ca sistemul este static determinat, Intrucat numarul

necunoscutelor (V, W.M, M, ) este egal cu numarul ecuatiilor de echilibru.

Observatie: Articulatia cilindricd poate fi asimilatd cu doud reazeme simple avind
suporturile reactiunilor din planul fortelor.
> In aplicatii, acest tip de legituri este reprezentat conform Figura 4.18. /

'\_'I
Figura 4.18

4.5.4. Cupla cilindrica plana

Articulatia cilindrica plana este legatura prin care un punct al rigidului este obligat
sd ramand In permanentd intr-o pozitie fixa, sub actiunea unui sistem de forte active
coplanare, care actioneaza asupra rigidului intr-un plan perpendicular pe axa sa de

simetrie.

Din punct de vedere geometric, corpul poate executa doar o miscare de rotatie in
jurul axei proprii, fiindu-i suprimate celelalte cinci miscdri, astfel ca articulatia cilindrica

pland este o cupla cinematicd de clasa a cincea. Conform Figurii 4.19, restrictiile
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geometrice, aplicate rigidului (S), sunt x,=cst.,y, =cst., z,=cst, d=cst,p=cst., fiind
suprimate deplasarile liniare In lungul axelor, precum si rotatiile in jurul axelor continute
in planul fortelor, ceea ce determind un singur grad de libertate, rotatia in jurul axei de

simetrie, perpendiculare pe planul fortelor.

#  Figura419

Conform cu consideratiile anterioare, si tinand seama de (4.12), singurul grad de libertate

este definit de:

= (4.42)
(v O=cst. o= cst.)T

Conform Figurii 4.20, datorita actiunii sistemului de forte coplanare F, i=1—n

continute in planul = ={x=0} , sub aspect mecanic rigidul (S), neglijand frecérile,poate

executa doar o miscare in jurul axei Ox, cu unghiul v .

Figura 4.20 \
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Prin eliminarea legaturii din fiecare punct al suprafetei cilindrice de contact si
introducand fortele de legdtura aferente, tinaind seama de (4.25), torsor fortelor active si
de legatura in punctul O, devine:

) R [0 R, RZ]T - [R [0 R, =V RzL=W]T
A O =S OO I . (443)

Aplicand axioma legaturilor si tinand seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare

de echilibru, in cazul articulatiei cilindrice plane devin:
R, +V=0; R, +W=0; (4.44)

Din expresia (4.44), se poate observa faptul cd este o determinare statica, intrucat

numarul de necunoscute (V,W) este egal cu numadrul ecuatiilor de echilibru static.

4.5.5. Cupla de rotatie

Cupla de rotatie este o cupla de clasa a cincea, ea obligand doua puncte ale rigidului
sd-si pastreze pozitia fixa. Este exemplificata printr-un rigid de forma cilindrica, asezat
intr-un alt corp tot de forma cilindrica, de aceeasi raza, care impiedica translatia in lungul
axei de rotatie.

Sub aspect geometric,corpul (S) poate executa doar o miscare de rotatie asadar in
jurul axei unui cilindru, fiindu-i suprimate celelalte cinci miscadri. Conform Figurii 4.21,
restrictiile geometrice, aplicate rigidului (S), sunt
Xy =cst.,y, =cst., z, =cst., @=cst., p=cst., astfel cd sunt restrictionate deplasarile liniare in
lungul celor trei axe ale sistemului de referinta, precum si rotatiile in jurul axelor Ox si
Oy, perpendiculare pe axa de rotatie.
Conform cu consideratiile anterioare, si tinand seama de (4.12), singurul grad de libertate

este definit:

e (4.45)



Conform Figurii 4.21, datorita actiunii sistemului de forte exterioare F, i=1-—n,

.....

Prin eliminarea legaturnt ain riecare punct a1 supraretei cilindrice de contact si
introducand fortele de legatura aferente, conform cu Figura 4.22, tindnd seama de (4.25),

se determina torsorul fortelor active si de legatura in punctul O, prin:

N
o
Il
2|
Il
1
X
>
Pu)
<
20
N
1
=8
|
hml
1
Py
=
Il
T
X
=
Il
<
NI
N
Il
<
L1
=8

N I c=| e = . (4.46)
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Aplicand axioma legaturilor si tinand seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare

de echilibruy, in cazul articulatiei cilindrice devin:

R,+H=0; R, +V=0, R,+W=0;
(4.47)
M,=0; M,+M, =0; M,+M, =0;

Din (4.47) se obtin cele cinci necunoscute (H,V,W,MyL,MzL), ale sistemului de forte de
legatura, respectiv din ecuatia de moment M, =0, rezultd ca orientarea corpului este

definita de unghiul de rotatie y .

> In aplicatii, acest tip de legdturi este reprezentat conform Figura 4.23.

Al

»

0

)

| I——I\‘ | [

Figura 4.23
4.5.6. Cupla prismatica

Cupla prismaticd este formata din doua corpuri, cu o axd comuna dupa care are loc o
deplasare liniard a unuia fata de celalalt, fara rotatie, astfel incat doua drepte paralele ale
corpurilor isi pastreaza suporturile fixe. Conform Figurii 4.24, modelul fizic al unei cuple
prismatice (translatie), este materializat printr-un un rigid de forma paralelipipedica (5),
introdus intr-un alt rigid, avand un canal cu forma si dimensiunile transversale identice

cu cele ale rigidului (S).

Sub aspect geometric, corpul (S), in conformitate cu Figura 4.24, poate executa

doar o deplasare liniara, fiind posibila doar translatia in lungul axei O, a cuplei. Ca atare,

tiindu-i suprimate celelalte cinci miscdri, cupld prismatica, este o cuplad de clasa a cincea.

Restrictiile geometrice, aplicate rigidului (S), sunt
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Yo =cst., zy =cst.,y =cst., @ =cst., p =cst., astfel ca sunt imposibile rotatiile in jurul celor

trei axe ale sistemului de referintd, precum si deplasadrile liniare in jurul axelor O, si O, .

(% (X Yo=cst. zy=cst)
X . (4.48)

by,

TO 7 O/// —
YO/ 0
Figura 4.24

Prin eliminarea legdturii din fiecare punct al suprafetei contact si introducand
fortele de legaturd aferente, conform cu Figura 4.25, tinand seama de (4.25), se determina

torsorul fortelor active si de legatura in punctul O, prin:

X

g1 |[Re R R R1 |[0 Ri=V Ry=w]
R U O P O I . (449)

.....

liniara in lungul axei Ox.
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Aplicand axioma legaturilor si tinand seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare

de echilibru, in cazul articulatiei prismatice devin:

R, +V=0, R,+W=0;
(4.50)
My +M, =0; M,+M, =0; M,+M, =0;

Din ecuatiile de echilibru (4.50), se determina cele cinci necunoscute (V, WMy, M,, MzL),

ale sistemului de forte, respectiv din ecuatia de echilibru R, =0, rezultd deplasarea

corpului.

> In aplicatii, acest tip de legdturd este reprezentat conform Figura 4.26.

Figura 4.26
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4.5.7. Incastrarea spatiali

Incastrarea este legitura prin care un rigid este fixat intr-un alt rigid,
contactul se realizandu-se intr-o infinitate de puncte, pe mai multe suprafete de
contact. Astfel, sub aspect geometric, corpului (S), in conformitate cu Figura 4.27, 1i

sunt suprimate toate gradele de libertate.

Figura 4.27

Astfel, restrictiile geometrice, aplicate rigidului (S), sunt
X, =cst.,y, =cst., zy =cst., respectiv y =cst., @ =cst., p=cst. Astfel, sunt Impiedicate toate

rotatiile precum si deplasarile liniare fatd de axele unui sistem de referinta cartezian,

numadrul gradelor de libertate fiind zero, deci, se poate scrie:

T T (4.51)

Prin eliminarea legaturii din fiecare punct al suprafetei contact si introducerea
fortelor de legatura, conform cu Figura 4.28, tinand seama de (4.25), torsorul fortelor

active si de legatura in punctul O, este echivalent cu:
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Din punct de vedere mecanic, conform Figurii 4.28, actiunea unui sistem de forte

exterioare F, i=1-—n, asupra rigidului (S), nu ii imprima acestuia nicio deplasare.

Figura 4.28

Aplicand axioma legaturilor si tinand seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare

de echilibru, in cazul incastrarii spatiale sunt:

R,+H=0; R, +V=0; R,+W=0;
(4.53)

My +M, =0; M, +M, =0; M, +M, =0;

> In aplicatii, acest tip de legdturd este reprezentat conform Figura 4.29.
& __.-':|

Figura .4.29
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4.5.8 Incastrarea plani

Incastrarea plana este o particularizare a incastrarii spatiale, atunci cand asupra
rigidului actioneaza un sistem de forte coplanare. Sub aspect geometric, corpului (S), in
conformitate cu Figura 4.30, i sunt suprimate toate gradele de libertate, astfel ca
incastrarea pland este o cupla cinematicd de clasa a sasea. Conform Figurii 4.30,
restrictiile geometrice, aplicate rigidului (S), sunt
Xy =cst.,y, =cst., z, =cst., w =cst., 6 =cst., ¢ = cst., fiind impiedicate toate deplasdrile liniare,

precum si rotatiile in jurul axelor unui sistem de referinta cartezian.

Figura 4.30

Asadar, tinand seama de (4.12), se poate scrie

. (4.54)

Conform Figurii 4.31, sistemul de forte coplanare F, i=1—n continute in planul

¥ =x0z, nu au nici un efect mecanic asupra rigidului (S).
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Figura 4.31

Reducand in raport cu polul O, sistemul de forte coplanare, tinand seama de (4.25)

, torsor fortelor active si de legdtura, devine:

Aplicand axioma legaturilor si tinand seama de (4.26), sau (4.27), ecuatiile scalare

de echilibru, in cazul incastrdrii plane devin:

R,+H=0; R,+W=0M, +M, =0 (4.56)
4.6. Legatura prin fir si prin bara dublu articulata

In inginerie, sunt aplicatii sunt corpuri fixate intre ele prin fire si/sau prin bare.
Analiza urmatoare, considera firul ideal, adica nu are masa, este perfect flexibil si
inextensibil, astfel ca firele nu se pot comprima, deci ele nu preiau eforturi de
compresiune. Ca urmare, in fir (vezi Figura 4.32) apare o forta de intindere, cu punctul de
aplicatie In punctul in care este legat firul de rigid si axa suport dreapta dupa care este
intins firul, sensul este de la rigid catre punctul de fixare al firului.

Asadar, legatura prin fir este o legdturd unilaterald, consideratiile anterioare fiind

valabile doar daca firul este Intins.
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Pe baza axiomei legdturilor, forta de intindere din fir, este substituita cu o fortd pe
directia si in sensul de intindere al firului, numita tensiune. Legatura suprima deplasarea

rigidului pe directia firului, astfel cd se pierde un grad de libertate.

Figura 4.32

Stabilirea ecuatiilor de echilibru rigidului legat prin fire, are la baza substituirea
firului prin tensiunile care actioneaza asupra rigidului. Ca urmare, rigidul este considerat un
corp liber, asupra caruia actioneaza forte exterioare, tensiuni in fire, si alte forte de legatura
introduse prin alte legaturi. Pentru ca sistemul ecuatiilor de echilibru sa fie static determinat,
corpul poate fi suspendat in spatiu prin maxim sase fire, iar in plan prin maxim trei, astfel
incat numarul de ecuatii sa fie egal cu numarul de legdturi aplicate corpului.

In cazul legiturii prin bare rigide, articulate la ambele capete, este suprimati
deplasarea corpului pe directia barei (vezi Figura 4.33). Astfel, se introduce notiunea de
efort, reprezentand forta de legatura corespunzatoare barei articulate la ambele capetele,

are sensul dat de actiunea fortelor asupra punctului de legatura, si directia barei.

Figura 4.33
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Se considera urmatoare conventie: daca forta , pleaca” din punctul de aplicatie,
adica , trage”, este consideratd forta de intindere; daca forta actioneaza asupra capatului,
,apasa”, este considerata forta de compresiune.

Tinand seama de aceste aspecte, adicad bara poate fi atat intinsa cat si comprimata,
legatura prin bara dublu articulatd este bilaterald.

In concluzie, legitura prin fire, sau bare rigide articulate, suprimd un singur grad de
libertate, deplasarea pe directia firului sau a barei.

Studiul echilibrului sistemelor supuse la legaturi, consta in :

o aplicarea axiomei legdturilor prin eliberarea fiecdrei legaturi si inlocuirea acestora prin
elementele mecanice corespunzitoare fiecarei tip de legitura. Astfel legiturile se inlocuiesc
prin fortele si momentele de legdtura, orientate dupd directiile translatiilor/rotatiilor blocate
de cdtre aceste legituri.

e stabilirea ecuatiilor de echilibru pe baza tuturor fortelor si momentelor active si de legitura,
care actioneazd asupra corpului;

e determinarea necunoscutelor din sistemul de ecuatii de echilibru.

4.7 Studiul echilibrului rigidului supus la legaturi cu frecare

In cazul legaturilor care nu suprima toate gradele de libertate ale unui rigid, la
deplasare, apar forte sau momente de legdtura care se opun acestor tendinte de miscare,

denumite frecari.
4.7.1. Generalitati privind frecarile. Conditii de echilibru

In Figura 4.34a considerd un corp (C) care se sprijind pe un alt corp fix (C1). Se
considera, teoretic ca reazemul de face intr-un singur punct O, dar datorita deformarii, pe
rezemarea se face o suprafata de contact. Asupra corpului (C) actioneaza un sistem de
forte F,, (i=1, 2,..., n), al carui torsor de reducere in O este format din vectorul rezultant

R si momentul rezultant M.
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Figura 4.34
Se constata cd rigidul (C) rdmane in echilibru, adica fortele de legatura din punctele

de contact se reduc in acelasi punct O la un torsor, format din vectorul rezultant R, si
momentul rezultant My, care echilibreazd torsorul fortelor date (vezi Figura 4.34b),

astfel se scrie:
R+R;=0; Mg +M;; =0 (4.57)

Pentru stabilirea conditiilor de echilibru ale corpului (C), supus legaturilor cu frecare, se
descompun vectorii din ecuatiile (4.57) iIn componente dupa normala la suprafata de

contact si planul tangent la aceasta In punctul teoretic de contact (fig 4.34 c):

R=P+F; R, =N+T; Mg =M, +M,; My, =M, +M, (4.58)
Conform cu expresia (4.57) rezulta:
P+N=0; F+T=0; M, +M_,=0; M;{+M, =0 (4.59)

Tinand seama de Figura 4.34, in continuare se explica fiecare componenta:

> Componenta P tinde si deplaseze corpul (C) interiorul corpului (Ci),
miscare numita stripungere. Acestei tendinte i se opune reactiunea normald N, egald in

modul si direct opusd componentei P.
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> Componenta F tinde sa deplaseze corpul (C) in planul tangent la suprafata
de contact, migcare numiti alunecare. Se opune acestei tendinte componenta T a
vectorului rezultant al fortelor de legdturd, numita forta de frecare de alunecare.
Experimental se demonstreaza cd alunecarea nu se produce atata timp cat forta de frecare

nu depaseste o valoare maxima egala cu produsul dintre coeficientul frecarii de alunecare

si reactiunea normala:
T<uN (4.60)

> Componenta M, a momentului rezultant al fortelor exterioare date are

tendinta sa roteasca rigidul in jurul normalei, in punctul teoretic de contact la suprafata
de contact, migcare numitd de pivotare. Tendintei de pivotare a corpului i se opune

componenta M, a momentului fortelor de legatura, denumitd moment al frecarii de

p
pivotare. Corpul nu pivoteaza dacd momentul frecdrii de pivotare este mai mic sau cel
mult egal cu momentul maxim al frecdrii de pivotare, egal la randul lui cu produsul

dintre coeficientul frecarii de pivotare si reactiunea normala:

5 <VN (4.61)

> Componenta M, a momentului rezultant al fortelor exterioare date tinde sa
roteasca rigidul in jurul unei tangente din planul tangent, in punctul teoretic de contact la
suprafata de contact, numita miscare de rostogolire. Tendinta de rostogolire a corpului
este Impiedecatd de componenta M, a momentului fortelor de legiturd, denumitd

moment al frecdrii de rostogolire. Corpul nu se rostogoleste dacd momentul frecarii de
rostogolire nu depdseste momentul maxim al frecdrii de rostogolire, care este egal cu

produsul dintre coeficientul frecarii de rostogolire si reactiunea normala:
. <sN (4.62)

Daca sunt indeplinite conditiile (4.60), (4.61)si (4.62) corpul ramdne in echilibru, adicd nu

alunecd nu pivoteazd si nu se rostogoleste.

104



4.8 Aplicatii

P4.1. Un corp A greutate G este asezat pe un plan aspru inclinat cu unghiul a si
caracterizat prin coeficientul de frecare la alunecare p. De A este atasat un fir petrecut
peste un mic scripete ideal B avand celdlalt capat fixat in D. Pe fir in C este atarnata o
greutate P conform schitei. Sa se determine, tensiunile din fir, reactiunile pe planul

inclinat si unghiul 3 al firului cu verticala.

Indicatii -1. Problema este dedicata studiului echilibrul unui sistem de doud puncte
materiale A si C atasate intre ele printr-un fir;

-2.Se aplicd metoda echilibrului partilor.

Corpul A fie urcd, fie coboard pe plan functie de mdrimea lui Q avand deci doud tendinte

de miscare care trebuie analizate.

L. Tendinta de urcare pe plan. Se separa cele doud puncte A si C si se intocmesc

schitele mecanice.

D ya B
S ppS s ®Y
G i \ZﬁA
Q " £
P a

Ecuatiile vectoriale de echilibru sunt:
P+S+N+T =0 (punctul A)
Q+S,+S,=0 (punctul C).

Se proiecteaza pe axele sistemelor de referintd proprii ale fiecaruia obtinand:

N—Pcosa=0
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Sysinff —S,sinff =0
{ 1Sinf =S, sinf (punctul C)

SicosB+S,cosB—Q =0
Acestor doua sisteme se adauga relatia frecdrii T < uN .

Q
2cosf’

In cazul punctului C rezulta: S =S,=

Scripetele numai schimba directia firului deci tensiunile pe capetele firului infasurat

. . . Ce_ Q@
pe scripete sunt egale prin urmare:  §; =5 = — 5

Mai raman trei necunoscute: N, T si 3 de calculat. Astfel:

Q

N =Pcosaq, Psina+T — =
2cosf

din care tinand cont de frecare se obtine inecuatia: P sina + uP cosa — 5 CSS 3 >

care permite determinarea:

cosf = ¢

>———— = 0SB,y , deci cos B = c0S Bir -
P(sin a+p cos a) Bmin B Prmin

II. Latendinta de coborare pe plan, se obtine:

Q

cosp < ————
ﬁ P(sina—p cosa)

= COS Smax SaU cos f < oS Bimax-

In concluzie intervalul de valori pentru cosp este:

€COS Lmin < €0S f <€OS Lrmax -

P4.2. Bara AB de lungime 21 si greutate G se reazema fara frecare in punctele A si D. Sa se
determine reactiunile din cele doud puncte de reazem si pozitia de echilibru a barei AB

cu exceptia cazului c) in care se cere forta F ce mentine echilibrul barei.

2l fo B

D q 2

a) b) ) d)
Indicatii:

-1. Reazemul simplu (simpla rezemare) suprimd un singur GDL impiedicand = miscarea
de translatie pe directia normalei la suprafata de sprijin;

-2. Legdtura introduce o singura necunoscuta reactiunea normala la suprafata;
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-3. Dacd suprafata de sprijin are o discontinuitate in acel punct, prin el putem duce o
infinitate de normale, o vom alege pe cea comuna cu bara [vezi a), b) si ¢) in punctul DJ;
-4. Legatura din A varianta d) impiedica deplasarea si pe orizontala si pe verticald ca si
cand ar fi un reazem dublu, vom introduce doud necunoscute reactiunile normale pe
orizontald si pe verticala;

-5.In plan sunt trei ecuatii scalare de echilibru (pe x, pe y de proiectii de forte si una  de

momente pe directia perpendiculara pe plan.

Exemplu problema d)
Bara are reazeme simple in punctele A si D. Reactiunea din D este normala pe suprafata
cilindricd, iar In A sunt practic doud reazeme in acelasi punct, dar pe directii diferite ceea

ce se vede In schita mecanica a problemei.

Se considera sistemul de referinta in O si se scriu ecuatiile scalare de echilibru:

Npsina — Ny =0 (x)
Npcosa—G+ Ny =0 (y)
Glcosa — Nprcota =0 (4)

Ecuatia de momente a fost exprimata fata de punctul A deoarece doua forte trec prin A
(Na1 si Na2) si nu dau moment ramanand de calculat doar doua momente ale lui G si Nb.

Sistemul are solutia:

Glsina G(r-lsinacosa) . Glsin? a
Np = ; Nggy =————= sl Ny, =

r r ’ r
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P 4.3. Bara AB de lungime 21 si greutate G este articulata in A si rezemata in B [ figura a)
sib)] sauin D [figura d)] fara frecare. In tigura d) de capatul B este atasat un fir fixat in D

si actioneaza o greutate P. Sd se determine fortele de legatura.

Indicatii -1. Articulatia in plan Impiedicd doua translatii, suprimand 2GDL si
introducand doua necunoscute;
-2. Se pot considera ca necunoscute fie doua componente ortogonale (H, V) ale

reactiunii din articulatie fie marimea ei si un unghi.
Se considera cazul d), din problema P4.3

Se intocmeste schita mecanica introducand fortele de legaturd componentele Hy, V, si

tensiunea din fir S .

sy
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Ecuatiile scalare de echilibru in plan sunt:

H, — Ssin(mr —2a) =0
Vy—G—P+Scos(mt—2a) =0 _
Gl cos(g —a)+ P2l cos(g —a)—S2lsina=0 (4)

Cu observatia ca unghiul din D este m-2a si ca:
sin(m — 2a) = sin2a, cos(m — 2a) = — cos 2q,

sistemul de ecuatii ia forma finald dupa simplificarea cu Isin2« a ultimei ecuatii:

Hy—Ssin2a =0
Vy—G—P—Scos2a=0
G+2P-25=0

Rezulta solutiile:

S = G+2p ; Hy =ﬂsin2a ; V= G(1+M)+P(1 + cos 2a) .
2 2 2
Reactiunea din articulatie va fi: Ry =+ H;+V}.

P 4.4. Bara AB de lungime 21 si greutate G este Incastrata (fixata rigid) la capatul A si

actionatd la capatul B conform schitei. Se cer reactiunile.

a) b) c)
Indicatii -1. Incastrarea nu mai permite nici o miscare suprimand toate GDL (3 in plan, 6

in spatiu);

2. Se introduc atatea necunoscute cate GDL suprima;

3. Daca miscarea suprimatd este translatie atunci introducem o forta de legaturd, iar daca
este o rotatie atunci introducem un moment de legatura;

Exemplu problema d)
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Incastrarea din A se inlocuieste cu doua forte Ha si Va si un moment Ma, conform figurii,

tinand seama ca fortele sunt coplanare.

y‘

X
>

Sistemul ecuatiilor scalare de echilibru este:

Psina—H,; =0
Vy,—G—Pcosa=0
Gl + P2lcosa — M, =0 (4)

si permite determinarea necunoscutelor:

H, =Psina ; Vy=G+Pcosa ; My =(G+2Pcosa)l.

P4.5. Corpul rigid din figura este supus la legaturi cu frecare de alunecare si cu frecare de
rostogolire. Se cere: a) forta F ca roata sa urce pragul; b) forta motoare F; c) forta de
tractiune F si cuplul motor M; d) unghiul ¢ dacd omul P urca pe scard la distanta d si

reactiunile din A si B.

B F
(H2)
= Ind
» (W,s) . icat
/ M a a
A ; : : )
a) b) <)

ii -1. Roata a) are o singura tendinta de alunecare si se reazema in P;
-2. Roata trasa b) are doud tendinte de alunecare si doud de rostogolire;
-3. Roata motoare c) are o tendinta de alunecare si doua de rostogolire;
-4. Scara din d) are o singura tendinta de alunecare (nu poate decat sa cada);

-5. Fiind probleme cu frecare trebuie tinut cont de toate tendintele posibile.

110



Exemplu cazul din figura d)

Se realizeaza schita mecanicd eliminand legdturile (reazeme simple cu frecare in A si B).

Se scriu ecuatiile scalare de echilibru:

NA_TB =O
TA_G_P+NB =0
Glcose + Pdcosep — Ny2lsingp —Ty2lcosp =0 (B)

v .o A o TA S ‘u,z NA
la care se ataseaza relatiile pentru frecare in cele doua puncte: .
’ ’ Tp < u1Np
Daca se considera frecarea la limita de echilibru din primele doua ecuatii rezulta:

_ u1(G+P) __ (G+P)

A7 ttpp, BT 1tups

Ecuatia de momente devine o inecuatie:

G+P G+P
Glcos ¢ + Pd cos ¢ —MZZSin(p +M2lsinq) <0
1+ pmu, 1+,
si permite gasirea unghiului ¢:
(G+P)21 1+pip, _ Gl+Pd _ — )
tan@ > [Gl +Pd - 2] G = 2icery (LT Hak2) =ty = (tan @)min -
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Capitolul 5 - Echilibrul sistemelor materiale

5.1 Echilibrul sistemelor de puncte materiale

Se considerd un sistem de n puncte materiale Mi i = 1,n. Daca punctele sunt libere
in spatiu sistemul va avea 3n grade de libertate. In cazul in care sistemul este supus la
legaturi numarul de grade de libertate scade.

Se considera ca asupra sistemului actioneaza doud categorii de forte interioare si
exterioare. Fortele exterioare pot fi forte active si de legatura, iar cele interioare sunt forte
de interactiune dintre punctele sistemului. Sistemul este in echilibru daca fiecare punct

al sdu va fi in echilibru. Fie doud puncte din sistem Mi si M, vezi Figura 5.1.
o Fi Fi m

J
ﬂgura 5.14_\\'?/'

Asupra punctului Mi actioneaza un sistem de forte concurente a caror rezultanta

M.

trebuie sa fie nuld pentru echilibru, deci:
Ri+X7 1+Fj=0 (8.1)
unde F;; este forta cu care punctul M; actioneaza asupra lui M..
In cazul unui punct relatia (8.1) este ecuatia vectoriala de echilibru a punctului ,,i”
Scriind cate o astfel de relatie pentru fiecare punct din sistem rezultd ,n” ecuatii

vectoriale de forma:

Ri+3¥} 1sFj=0 i=1n (8.2)

Proiectand fiecare ecuatie pe axele sistemului de referintd rezulta un sistem de
ecuatii scalare cu ajutorul cdruia se pot rezolva probleme de tipul celor intalnite la
echilibrul punctului. Daca numarul de necunoscute este egal cu numarul de ecuatii

sistemul ecuatiilor scalare este static determinat, iar in caz contrar static nedeterminat.
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5.2 Echilibrul sistemelor de solide rigide

Fie un sistem de doua solide rigide (Ci1) si (C2) in Figura 5.2. Sistemul are legaturi

exterioare in A si in B, iar in C o legatura interioard. Asupra fiecdrui corp actioneaza cate

un sistem de forte active Fy; i = 1,nsi Fy; j =

1,m.

Fom

Figura 5.2

Teorema echilibrului partilor afirma ca ,sistemul de corpuri std in echilibru daca
fiecare parte a sa este in echilibru,,. Trebuie mentionat aici ca prin ,parte, se intelege fie
fiecare corp din sistem fie un subsistem de corpuri. Pe baza ei rezulta metoda echilibrului
pdrtilor care permite separarea corpurilor aplicandu-i fiecaruia axioma legaturilor.

Se noteaza:

(Ry, M) torsorul fortelor active aplicate lui (C1) in O ;

(R,, M,) torsorul fortelor active aplicate lui (C2) in Oo.

Conform cu Figura 5.3, se inlocuiesc legdturile exterioare sistemului de corpuri in A
si B cu reactiunile R, si Ry , iar in cazul legaturii interioare sistemului de corpuri din C se
tine seama de principiul actiunii si reactiunii si se introduc fortele de legatura Ry =

_RIZI'
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Figura 5.3

Se pot scrie ecuatiile vectoriale de echilibru pentru fiecare corp in parte:

{ §1+EA+§112 =0 (83)
M1+mIX§1+fAXEA+WXRl12:0 '
{ §2+EB+R121=O (84)
M2+m2XE2+fBXEB+WXE121:0. '

Ecuatiile de momente au fost scrise fatd de acelasi pol O si s-a tinut seama de legea
de variatie a momentului rezultant la schimbarea polului (se schimba polul din O1 in O si
din Oz in O). Rezulta asadar, in total 2n = 4 ecuatii vectoriale de echilibru echivalente cu
én = 12 ecuatii scalare in spatiu (3D) sau cu 3n = 6 ecuatii scalare in plan (2D), ,n” fiind
numarul de parti (in cazul anterior amintit n = 2). Sistemul de ecuatii scalare astfel

obtinut permite rezolvarea problemei statice.

Daca se aduna ecuatiile vectoriale de forte intre ele si ecuatiile de momente intre

ele se obtine:

{ E1+EA+E112+R2+RB +E121 = 0

_ _ _ 4 g - — - 8.5).
M1+001XR1+fAXRA+OCXR112+M2+002XR2+fBXRB+OCXR121=0( )

114



Se noteaza:

R = R, + R, - rezultanta fortelor active ce actioneaza asupra sistemului de corpuri;

M, =M, + 00, X R, + M, + 00, X R, = M;, + M, momentul rezultant al tuturor

fortelor active in raport cu O;
R; = R, + Rp rezultanta fortelor de legitura exterioare sistemului de corpuri;

My, = 7y X Ry + 73 X Rz momentul rezultant al fortelor de legdturd exterioare sistemului

de corpuri.

Sistemul de ecuatii (8.5) se poate scrie cu noile notatii astfel:

{ R+R1+R112+E121:0 (86)
Mlo +M20 +Mlo +WX§112 +WX§121 = MO +Mlo +WX (Ellz +E121) == 0 '
Stiind ¢& R;1, + Rj2; = 0 forma final3 a sistemului de ecuatii vectoriale este:
R+R =0
{_ Ry (8.7)
MO + MlO = 0

forma identica cu ecuatiile vectoriale de echilibru ale solidului rigid supus la legaturi ca si
cand sistemul de corpuri s-ar comporta ca un singur solidului rigid. Acest lucru permite
enuntarea teoremei solidificarii conform cdreia ,un sistem de solide rigide aflat in
echilibru ramadne in echilibru si dupd ce a fost solidificat,,.

Observatie — ultimul sistem de ecuatii vectoriale de echilibru este o conditie necesard, dar nu si
suficientd!

Sistemul prezentat in Figura 5.4 format din doud bare identice AO si BO articulate
intre ele in O solicitat de fortele F, si Fz egale si direct opuse indeplineste conditia
(necesitatea), dar barele se pot roti in jurul articulatiei O (nu si suficientd).Daca se
introduce un arc intre cele douad bare, vezi Figura 5.5, capetele A si B se vor apropia pana
cand forta elastica din arc va echilibra sistemul si numai atunci se poate utiliza metoda

solidificarii.

A B
Figura 54 Figura 5.5
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5.3 Aplicatii

Problemele privind echilibrul sistemelor de solide rigide, pot fi divizate in trei categorii:

1.probleme fard frecare;
2.probleme in care apare fie frecare de alunecare fie frecarea firelor

3.probleme cu frecare de alunecare si de rostogolire.

Categoria 1

P5.1 O bard omogend AB de lungime 4a si greutate G se reazema fard frecare in A si in D
pe o suprafatd fixa conform figurii. Pe bara in E este asezata o roatd de raza r si greutate
P. Bara este prinsd in A printr-un fir orizontal
atasat in F, iar roata in O printr-un alt fir atasat
in H si paralel cu bara. Cunoscand distantele
AD = 3a, AE = a si pozitia de echilibru a

sistemului (unghiul «) sda se determine

tensiunile din fire si reactiunile din punctele A,

E siD.

P5.2 Un mecanism biela-maniveld cu
excentric este actionat de cuplul motor
Mo si mentinut in echilibru de o forta
F aplicatd culisei din B conform

schitei. Sa se determine marimea

fortei F si reactiunile din articulatiile

O, A si B precum si reactiunea culisei.
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P5.3 Doud bare identice omogene AiB: si A:B: de
greutate G si lungime 21 sunt articulate intre ele chiar
in centrul lor de greutate O. Barele se reazemad in
punctele B1 si B2 pe o suprafatd orizontala lucie si sunt
legate intre ele printr-un fir AiA.. Intre bare este
asezata o sferd de raza r si greutate P’ care se reazema
pe bare in punctele Ci si Co. Cunocand unghiul a pe
care il fac barele cu verticala la echilibru se cere

tensiunea din fir si reactiunile din O, B, Bz, Ci si Ca.

P5.4 Bara OA de lungime 2a si greutate 2G este articulata
in O si actionatd in A de o fortd P. In C este articulati o altd
bard BC de lungime a si greutate G care la randul ei este
articulatd in B de o culisd avand greutatea Q. Culisa este
suspendata printr-un arc de constanta elastica k, arc care in
pozitia neintinsd are capatul B in Bo. Stiind ca in pozitia de

echilibru bara OA face unghiul a cu verticala se cer

marimile fortelor (forta elastica din arc si forta P),

P5.4

reactiunile din articulatiile O, C si B precum si reactiunea culisei din B.

Indicatii: 1. Legaturile, ele se inlocuiesc cu fortele si momentele de legatura aferente;
2. Se aplica principiul actiunii si reactiunii la legaturile interioare sistemului;
3. Se intocmeste schita mecanicd separand corpurile daca in problema se cer

reactiunile interioare sistemului.
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Schitele mecanice pentru cazurile P 5.1-P5.4 sunt:

P53 P5.4

4. Se scriu ecuatiile scalare de echilibru pentru fiecare corp, tinand seama de tipul de

forte, planare sau spatiale.

In cele ce urmeazd, se va rezolva cazul P 5.4

HO +HC +P = 0
pt.baraOA{ Vo—V:—2G =0
2Gasina +Veasina + Heacosa — P2acosa =0 (0)

HB_HC = 0
pt. bara BC Ve-G-Vp=0
G%sina+VBasina—HBacosa= 0 (®)
. . NB+HB=O
pt. culisa din B {Fe +V,—0=0
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unde forta elastica este: F, = kAl = k(OBy — OB) = k(2a — 2acosa) = 2ak(1 — cos a)
.Prin rezolvarea sistemul de ecuatii astfel obtinut se determina necunoscutele: P, Hc, V,

Ho, Vo, Hs, Vs si Ns. Reactiunile din articulatiile O, C si B se calculeaza apoi cu relatii de

forma: Ry =/ Hf +VZ .

Categoria 2

P5.5 Se considera sistemul mecanic din
figurda la care se cunosc dimensiunile
geometrice si greutdtile G, P si Q. Exista
frecare numai intre troliu si sabot (). Se

neglijeaza greutatea sabotului, iar

scripetele din D este ideal. Firul petrecut
peste scripete face wunghiul [ cu P55
verticala. Sa se determine forta F ce mentine in echilibru sistemul si reactiunile din

articulatia O, din Incastrarea E si din punctele A, B si C.

P5.6 O scara model A este asezatd cu frecare pe o
podea aspra orizontald (coeficient de frecare la
alunecare ). Pe scard se urcd Dorel (greutatea P).
se determine distanta x pana la care se poate urca
Dorel pe scara si unghiul ¢ al scdrii pentru ca

aceasta sa stea in echilibru.

P5.7 Se considera sistemul format dintr-o bara
AB de lungime 21 si greutate P si un
semicilindru de greutate Q si raza r. Bara este

articulata In A si se reazemd cu frecare

(coeficient de frecare la alunecare i) in D pe

semicilindru. Acesta este asezat tot cu frecare

P5.7
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(coeficient de frecare la alunecare p12) pe un plan orizontal. Se cere unghiul O si distanta x
fata de O a punctului de aplicatie al reactiunii normale dintre semicilindru si plan

precum si reactiunile ca sistemul sa stea in echilibru.

P5.8 O roata articulata in O1 este actionata de
cuplul motor M. Roata este tinuta in echilibru
cu ajutorul unei frane cu curea (coeficient de
frecare al curelei pe roata ) conform schitei.
Parghia OB a franei este actionata de o greutate
P prin intermediul unui fir petrecut peste peste

un mic scripete ideal C, fir ce face unghiul 3 cu

.....

parghiei se cer: tensiunile din curea, reactiunile

din articulatiile O si O1 si marimea fortei Q.

Indicatii: 1.Se respecta indicatiile 1 - 3 de la categoria 1;
2.Din cauza existentei frecarii se vor lua in considerare numai tendintele

posibile de miscare ale corpurilor;

Schitele mecanice pentru cazurile P5.5 — P5.8 sunt:

yA
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=l

—pe
P5.7 N’t Q

Ecuatiile de echilibru pentru cazul P5.8 sunt:
Hl =0
V]_ - Sl - 52 =0

pt. roata ) )
—-a —-a
Sl _2 -—M - 52 _2 =0 (01)

relatia pentru frecarea curelei: §; < S,e#”™

Qcosf—Hy=0
pt. parghie Si+S,—Qsinff =V, =0
=Sia—S8,b+Qbsinf =0 (0)

si se obtine un sistem de 7 ecuatii cu 7 nec. cu solutiile:

P5.8

_ M(aet™ +b) .
O™ Rb(etm — 1) cotp

M Me#h™ M(ae"*™ + b)
S2=pm Ty T Ram oy ¢ : T
R(e*™ —1) R(et™ —1) Rbsin f (e#™ — 1)
M(aet™+b) MekT+1
V, = Rb‘(‘:w_l) H =0 V= _R(:W_l) =R, Ro=+H:+VZ.
Categoria 3

P5.9 O roata este antrenatd printr-un mecanism

(,8)

biela-manivela cu excentric conform schitei.
Roata se poate misca pe un plan orizontal aspru
(coeficienti de frecare p la alunecare si s la
rostogolire) fiind articulata la capatul B al bielei.

Cunocand greutatile G a manivelei, P a bielei, Q

a rotii si dimensiunile sistemului sa se determine coeficientii de frecare minimi p si s

pentru echilibru fara alunecare si rostogolire precum si reactiunile din articulatiile O, A, B

si din reazemul D.
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P5.10 Se considera sistemul format dintr-un
cilindru de greutate P, raza r si o bard de greutate G
si lungime 2. Cilindrul este articulat in O de bara si
este rezemat cu frecare in B pe o suprafatd orizontala.
Bara este simplu rezematd fara frecare in A si face
unghiul a cu verticala. Sa se determine coeficientii de
frecare la alunecare p si la rostogolire s din punctul B

astfel ca sistemul sd ramana in echilibru. Se neglijeaza

B(u,s)

2l

frecarea din articulatia O.

P5.12

(IES)

P5.11 Se considera sistemul format dintr-o bard si
doi cilindri articulati in O si O1. Se cunosc OO1 = 2],
unghiul a, G, P respectiv greutatile cilindrilor si R si
r razele lor. Sa se determine coeficientii de frecare la
alunecare u si la rostogolire s din punctul A pentru
ca sistemul sa ramand in echilibru. Se vor neglija

frecarile din O, O si B.

P5.12 Bara AB de greutate P si lungime 21 este
articulatd in A si rezematd cu frecare in D pe un
cilindru de greutate Q asezat in E pe un plan
orizontal aspru (coeficienti de frecare la
alunecare [ si la rostogolire s). Se cunoaste

coeficientul de frecare la alunecare p2 din

punctul D intre bara si cilindru si se neglijeazd frecarea din articulatia barei. Sa se

determine valoarea greutatii P, a unghiului ¢ si a coeficientului minim de frecare s la

rostogolire ca sistemul sa stea in echilibru.
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Indicatie: - se respectd cele indicate la categoria 2.

Schitele mecanice pentru cazurile P5.9 — P5.12 sunt:

P 5.10

Ecuatiile de echilibru pentru cazul P5.12 sunt:

Hy — Npsing + Tpcosp =0
pt. bara Vy+ Npcosp +Tpsing —P =0
Plcos¢@ — NpR cot% =0 (A)

la care se ataseaza relatia frecarii: Tp < p,Np

Npsing —Tpcosp — T =0
pt. cilindru {NE —Q —Npcosp —Tpsingp =0

Tg < pyNg

relatiile pentru frecari { M, < sN,

si se obtine un sistem de 9 ecuatii cu 9 necunoscute care se poate rezolva facil.
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Capitolul 6 - Statica firelor

6.1 Generalitati si ipoteze simplificatoare
Modelul de ,fir, presupune o linie materiald, flexibild, inextensibila si torsionabila.
Prin urmare sunt valabile urmatoarele ipoteze:
1. lungimea este mult mai mare decat dimensiunile sectiunii transversale (firul este
aproximat cu o linie materiala);
2. firul ia orice formd fdrd sa opuna rezistentd (nu rezista la incovoiere si la
compresiune adica este perfect flexibil);
3. firul se opune intinderii (rezistd la intindere deci este inextensibil);
4. firul poate fi rasucit (este torsionabil).
Asupra firului actioneaza douad categorii de forte: a. concentrate (intr-un punct) si b.
repartizate pe lungimea firului

Forma pe care o ia firul sub actiunea fortelor se numeste ,curba funiculara,. In
statica firelor se pune problema:
a. determindrii curbei funiculare;

b. determinarea tensiunii intr-un punct al firului sub actiunea unui sistem de forte dat.

6.2 Fire suspendate

6.2.1 Ecuatiile vectoriale de echilibru

In Figura 6.1, se considera un fir suspendat intre punctele A si B actionat de o forta

p [N/m] uniform repartizata pe fir.
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Pozitia unui punct M pe fir este data de arcul de curba s masurat din capatul A al
firului sau de vectorul de pozitie 7 fata de reperul cartezian Oxyz. Un alt punct M: se
gaseste la un arc mic As sau la vectorul A7 de M1 respectiv 7 + A7 de reperul cartezian.
Firul se gaseste in echilibru sub actiunea fortei repartizate p, prin urmare si bucata de fir
MiM: trebuie sa fie in echilibru. Pentru studiul echilibrului, se izoleaza bucata
considerata de fir. La capetele bucatii de fir, In M1 si M2 vor actiona partile inldturate de

fir ca in Figura 6.2.

X Figura 6.2

Ecuatiile vectoriale de echilibru ale bucatii de fir MiM: sunt

—S+pAs+S+AS=0
{ P 6.1)

Mle X (_S_) + MzM/ X ﬁAS s 0

unde ecuatia de momente este scrisa in raport cu punctul M.

Tinand seama ca M,M; = —Ar, fiecare ecuatie se divizeaza cu As, rezultand:

As
Af><§+M M Xp=0 2
As 2 p=

Trecand la limita cand As—0, se obtine:

. AS . _
lim 2 x lim $+ lim M,M X lim p = 0
As—0As  As—0 As—0 As—0
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0
Rezulta: ds , (6.4)
0

dar T=—=—I1+—]+—k (6.5)
as | _

deci {E@ =0 6.6)
S$=0

Un produs vectorial e nul daca termenii sunt coliniari si sistemul ia in forma finala

ecuatiile vectoriale de echilibru ale firelor suspendate, adica:
as | _
{E tp=0 6.7)

Prima ecuatie conduce la concluzia ca tensiunea dintr-un punct al firului se datoreaza fortei

repartizate pe fir, iar a doua ca tensiunea dintr-un punct al firului este tangenti la fir.

6.2.2 Ecuatiile carteziene de echilibru

Pentru stabilirea ecuatiilor carteziene de echilibru, se considera ecuatiile vectoriale
de echilibru ale firelor suspendate, in care se exprima toti vectorii in sistemul cartezian
Oxyz si anume:

T=20+ 27+ 2k, T=xl+yi+zk; (6.8)

dx _

§=s1 +de]‘+5%1€; P = Dl + pyJ + P,k (6.9)

Se inlocuiesc apoi in prima ecuatie vectoriald din (6.8) obtinand:

S (sTT+S27+SZK) +pel+ T + 9k =0, (6.10)

Dand factori comuni versorii, se obtine:
@) o [G(R) o lr+ [S(5E) +re] =0 61

Expresia are sens numai dacd se anuleaza coeficientii versorilor ceea ce conduce la un

sistem de trei ecuatii scalare diferentiale de ordinul doi de forma:
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2(s2) +p, =0 (6.12)
dz

In expresiile anterioare sunt patru necunoscute, si anume: valoarea tensiunii S, x(s),
y(s), z(s) ecuatiile parametrice ale curbei funiculare. Fiind numai trei ecuatii diferentiale

mai este nevoie de Incd una (relatia dintre cosinusii directori ai versorului tangentei la

curba 7), adica: (d—x)z + (ﬂ)z + (2)2 =1. (6.13)

ds ds ds

Asadar, s-a ajuns la patru ecuatii diferentiale, sistemul se poate integra si se pot obtine

necunoscutele.

6.3 Frecarea firelor

n Figura 6.3., un fir este asezat cu frecare (coeficient de frecare e o roata fixa
In F 6.3 fir este asezat cu f f t de f v ta f
intre punctele M1 si M2 in care actioneaza tensiunile S;si S,. Unghiul a intre razele

corespunzdtoare punctelor M1 si Mz poarta numele de "unghi de infdsurare" al firului

Figura 6.3

Se cere determinarea unei relatii intre tensiunile S;si S, astfel incat firul sa stea in
echilibru pe roata. In acest scop, din fir se izoleaza o bucata MM " infinitezimala de fir ce
subintinde unghiul la centru dO si este plasata sub unghiul 6 de M. La echilibru, pentru

tendinta de alunecare in sens orar a firului, asupra bucatii MM actioneaza fortele din Figura

6.4.
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Figura 6.4

Ecuatiile scalare de echilibru proiectate pe axele tangentd (r) si normala principala (v)
sunt:

{(S+dS) cosdfd —S—dT =0 (6.14)

(S+dS)sindf —dN =0

Acestor expresii li se adauga relatia frecarii dT < pdN. Unghiul dO fiind foarte mic se pot

face aproximdrile: sindf =~ df; cosdf = 1.

S+dS—-5—-dT =0
{Sde +dSd6 —dN = 0. (6.15)
dT < udN

Se obtine sistemul:

Reducand termenii asemenea si neglijand infinitii mici de ordin superior (dSd) pentru

echilibrul la limitd sunt valabile expresiile:

dS—dT =0
{Sd@ —dN =0. (6.16)
dT = udN

Din ecuatia a doua a expresiilor (6.16) rezulta:

dN = Sd9, (6.17)
Substituind (6.17) in expresia a treia din (6.16), iar apoi dT = uSd#@ il substituim in prima
ecuatie din aceeasi expresie (6.16), se obtine o ecuatie diferentiald de ordinul I cu variabile

separabile de forma:

dS —uSdo =0. (6.18)
Se separa variabilele: % = udo . (6.19)
si prin integrare rezulta:
InS =ub + C. (6.20)
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Constanta de integrare se poate determina din conditia la limitd in Mi, unde: 6=0 S5=5.
Astfel, rezulta: C =1InS; (6.21)
Tinand seama de (6.21) si (6.20), rezulta:

InS =ub +1InS;, InS—InS; =pub sau lnsi = uf din care Si = ehd, (6.22)
1

1

Conditia la limita in punctul Mz, O=a 5=5: permite determinarea relatiei dintre S1 si S2 in

. o qsx S : o .
cazul echilibrului la limita S—Z = eH? cu tendinta de alunecare in sens orar. Stiind ca forta
1

rezistenta este Si, iar forta motoare este S: , pentru echilibru trebuie sa fie indeplinita
conditia:

S; < S ek (6.23)
adica:

Fmot S E’ezeua- (6'24)

Observatie: Daca se ia in considerare cealalta tendinta de alunecare (in sens antiorar) se
schimbd sensul fortei de frecare pe schita mecanicd, semnul frecirii (dT) in ecuatiile scalare de
echilibru si semnul lui u si sensul inegalititii in rezultatul final:

Sy = SjeH (6.25)
In acest caz, forta motoare este Sy, iar forta rezistenta S: si se ajunge la acelasi rezultat.

Combinand rezultatele obtinute rezulta cd pentru echilibru trebuie ca:

e~ha < z—z < eha (6.26)

De remarcat cd in problemele cu frecare trebuie analizate toate tendintele posibile de miscare!!

6.4 Echilibrul firului petrecut peste un scripete

In Figura 6.5, pe un scripete de diametru 2R ce se poate roti in jurul axului sau (de
diametru 2r) este infasurat un fir/cablu actionat la capete de fortele motoare F, si
rezistentd F,. . Se pune problema determinirii unei relatii intre cele doua forte astfel
incat sistemul mecanic si fie in echilibru. In axul scripetelui existé frecare (coeficient

complex de frecare ' al fusului in lagar).
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Figura 6.5

Firul este inextensibil, dar are o anumita rigiditate care-1 face sa se desprindd de
scripete In A1 in loc de Ao si in B1 in loc de Bo (vezi Figura 6.6). Rigiditatea se explica prin
variatia continud a curburii firului de la 1/R (pe scripete) la 0 (la capete) adica variatia nu se

poate face in salturi.

Figura 6.6

Izoland scripetele de ax se introduc fortele/momentele de legaturd: reactiunea normald N
si momentul frecarii fusului M, . La ecuatiile scalare de echilibru in numar de doua (una

de proiectii de forte pe verticala si una de momente):

N—F,—FE=0
{ N (6.27)

Fu(R =€) = F.(R+e,) — My = 0
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se adauga relatia pentru frecarea fusului in lagar la limita echilibrului:
Mg = u'rN. (6.28)
Din prima ecuatie a expresiei (6.27) rezulta:
N=F,+E. (6.29)
care se inlocuieste in relatia (6.28), astfel se obtine:
My = ur(E, +F). (6.30)
Tinand seama de (6.30) rezulta:
E,(R—e;,—ur)—E(R+e,+ur)=0. (6.31)
din care se exprima forta motoare:
_ Rtep+u'r o R—e;—prteite+2u'r

E = Fo=(1+2220 F (6.32)

r R—eq—Uu'r R—eq—u'r

En

- R—ei—u'r

La numitor e;si p'r sunt mult mai mici fata de R si-i putem neglija, astfel:

+ 2u’
Fp=(1+22 4 20 F, (6.33)
Se introduce notatia: k = (1 + % + leTr) , (6.34)

denumita "factor de amplificare al fortei rezistente", si se constataca k > 1.

Termenii doi si trei din paranteza tin seama de rigiditatea firului si de frecarea

fusului in lagar. In final relatia ciutati este:
F,=kE. (6.35)

In cazul scripetelui ideal (se neglijeaza rigiditatea firului e; = e, = 0 si frecarea din

axul scripetelui u” = 0) k = 1, iar forta motoare notata cu F,,q = F,.

Randamentul scripetelui se defineste ca fiind raportul dintre forta motoare a
scripetelui ideal si forta motoare a scripetelui real, si se exprima:

p=mo_fr 1 (6.36)

Fn  kFr k
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Capitolul 7- Cinematica punctului material

7.1 Notiuni generale de cinematica

Daca in Statica pozitia punctului material depindea de coordonatele acestuia, In
cinematicd pozitia se schimba in timp deoarece punctul se deplaseaza. Miscarea se
considerd cunoscutd dacd se poate preciza pozitia punctului in orice moment de timp.
Vectorul de pozitie 7; depinde si de timp deci 77 = 77 (x,y, z, t) este o functie vectoriala de
timp care trebuie sa fie continua, uniforma si derivabila de cel putin doua ori.

Traiectoria este locul geometric al pozitiilor succesive in timp ale punctului

material. Ea se noteaza cu I' vezi Figura 7.1.

21‘21 }1")
3
X,y,z,t
oo "M /
r,0,zt

o(t)

y(t)

Figura 7.1

Expresiile coordonatelor ca functii de timp poarta numele de legi de miscare ale

punctului material. Astfel in coordonate carteziene legile de miscare sunt:

x = x(t)
y=y() (7.1)
z = z(t)
r=1r(t)

iar in coordonate cilindrice: 0=6(). (7.2)
z =2z(t)

Din punct de vedere matematic legile de miscare nu sunt altceva decat ecuatiile

parametrice ale traiectoriei avand ca parametru timpul t.
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Prin eliminarea parametrului intre ecuatii se obtine traiectoria sub forma unei curbe

strambe:
e in spatiul cartezian: ) {; 1 g' zl 2 i 8 ;
2\ ), -
A . .y s . gl(r) 9’2) = 0
e in spatiul cilindric: ») {gz (8.2 =0

Pozitia punctului material pe traiectorie este data fie cunoscand legile de miscare fie

cunoscand arcul de curba s mdsurat dintr-o pozitie initiala Mo(t=0) pana la punctul curent

M(t). Expresia:
s=s(t).

se numeste ecuatia orard a miscarii.

(7.5)

In plan (vezi Figura 7.2) sistemul de coordonate cilindrice devine sistem de

: . [r=r(®
coordonate polare cu legile de miscare: { 0=0(t)
. : {x = x(t)
si in coordonate carteziene: .

y =y

4
N STT e
r(

R
\p
XM

o(t)
LLL L
Figura 7.2

Ecuatia traiectoriei se poate obtine fie sub forma implicita
() f(x,y) =0saug(r,6) =0.
fie sub forma explicita:

(r)y y=yk) sau r = r(0).

dupa eliminarea parametrului timp.
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Viteza este 0o mdrime vectoriald care descrie variatia vectorului de pozitie in timp ca mdrime,
directie si sens.
In Figura 7.3, se considerd un punct material aflat in miscare pe o traiectoria (I"). La

momentul t punct se gdseste in M, iar dupd intervalul de timp At in M.

>

Figura 7.3

Pozitia lui M este data de vectorul de pozitie 7 fata de sistemul de referinta sau de arcul
de curba s fatd de pozitia initiald Mo. In Mi , pozitia fatd de sistemul de referinta este
cunoscuta prin: r=7+Ar. (7.10)

sau de arcul As fata de M.

— AT

Se defineste viteza medie prin: Vi =17 -

(7.11)
Daca punctul Mi se apropie foarte mult de M (At—0) prin trecere la limitd se obtine

. . . . . — . — - AT R
viteza instantanee definita prin: Vv=Ilimv,=lim—=—=7r (7.12)
At—0 At—0 At dt

Se poate observa ca viteza este derivata in raport cu timpul a vectorului de pozitie
al punctului, si se noteaza cu un punct deasupra vectorului (notatie simplificata in
mecanicd) Vv =7 .

In Sistemul International de mirimi si unititi, viteza mésoard in [v]s=m/s.

Tinand seama de arcul de curba As, prin trecere la limita rezulta:
AF _ .. As AT

V= lim — = lim

i As_ im Af_ds_df_ .-
At—0 At At—0 At As At—0 At At—0 As dt ds

(7.13)

. dF . - N
cu observatia ca =T asadar, rezultd ca vectorul vitezd este intotdeauna tangent la

traiectorie!!
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Acceleratia este o mdrime vectoriald care descrie variatia vectorului vitezd in unitatea
de timp ca madrime, directie si sens.

In Figura 7.4, se considerd acelasi punct material aflat in miscare pe o traiectorie
curbilinie in pozitiile M si Mi. La momentul t are viteza v, iar dupa intervalul de timp At

viteza lui s-a schimbat devenind v; =V + Av .

Figura 7.4

Ca si In cazul vitezei se defineste acceleratie medie:

m =5 (7.14)

si o acceleratie instantanee:

- I . AV _ dv _ d*F
a=lima,=Ilm—=—=—
At—0 At—0 At dt dt

V=7 (7.15)

Prin urmare acceleratia este derivata intai a vitezei sau derivata a doua a vectorului de
pozitie.
In Sistemul International de mirimi si unititi, unitatea de mdsurd este [als=m/s2.
Trebuie mentionat ca exista si supraacceleratii care arata variatia acceleratiei. De

exemplu @; =3 =V =T este prima supraacceleratie.
Observatii: - dela 7 la v si a se ajunge prin derivare;

-invers (de la a sau v la 7) se aplicd integrarea si apar constantele de integrare care se
determind din conditiile initiale;

-conditiile initiale ale miscarii sunt: la t=0 (momentul initial) © = 1y (pozitia initiald)

si U = vy (viteza initiald).
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Viteza si acceleratia areolara
Fie un punct material in miscare pe o traiectorie plana (I"). Se noteaza cu xOy planul
traiectoriei. La momentul t punctul se afld in M (avand vectorul de pozitie 7), iar dupa un

interval At s-a deplasat in M (de vector de pozitie 7 + A7) conform Figurii 7.5.
| 4
N

N
N

A AOMM1

QI
Q

Figura 7.5

Se defineste drept arie orientatd vectorul avand modulul egal cu aria triunghiului
curbiliniu OMM;, directia perpendiculard pe planul acestuia si sensul in sensul
produsului vectorial ¥ X Ar . Cand At este mic aria orientatd poate fi aproximata cu aria
triunghiului obtinand:

Aomm, = 57 X AF. (7.16)

Viteza areolard reprezintd aria mdturatd de raza vectoare in unitatea de timp adica:

=S FX T =2F XV (7.17)

A . JOMM 1 ;. TXAT
(! — 1
dt

1,. __ AF
lim —— == lim ==lim7 xX—
At—0 At 2 At—0 At 2 At—=0 At

Acceleratia areolard este derivata vitezei areolare si se poate calcula ca derivata unui
produs, adica:

(7.18)

e
Il
N |-
|
X
<l
+
N | =
|
X
<l
Il
N |-
<l
X
<l
+
N |-
|
X
Ql
Il
N |-
|
X
QJ
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7.2 Componentele carteziene ale vitezei si acceleratiei

Se considera un punct material in miscare pe o traiectorie (I') care se afla la

momentul t in pozitia din Figura 7.6. Vectorul de pozitie al punctului M se exprima in

sistemul cartezian fix prin: 7(t) = x(O)T+y(®)]+ z(Dk (7.19)
iar viteza lui prin: V=Vl +vyj+ v,k (7.20)
[ER

L
/ y(t) (tr]_'

i Figura 7.6

>

Se considerd expresia de definitie a vitezei V = 7, adicd:  v,T+ v,j + v,k = T+ yj + zk

Prin identificarea coeficientilor versorilor intre cei doi membri ai relatiei vectoriale se

Ve =X
determina componentele carteziene ale viteze: vy =Yy (7.21)
V, =2

care permit calculul modulului vectorului viteza si cosinusii sai directori:

v=,Vvi+vi+vs; (7.22)
cosa = "*/y; cosp = Vy/v; cosy = 7/y (7.23)
in care «, 3 si y sunt unghiurile pe care le face viteza cu axele sistemului de referinta.
Acceleratia in sistemul cartezian se exprima la fel ca viteza @ = a,T + a,J + a,k , iar
tinand cont de definitia ei @ = v = 7 rezulta:
a T+ ayJ + ask =V, 0+ V] + v,k = ¥T+ J] + Zk (7.24)

Identificand din coeficientii versorilor, rezulta componentele carteziene ale acceleratiei:
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ay =V, =j (7.25)
a, =V, =172

Modulul si cosinusii directori se determina cu:

a=.a+a’+az; 7.26
y
cosa; = ¥/y4; cospy = ay/a; cosy, = ¥/, (7.27)

unde au, 1 si y1 sunt unghiurile dintre acceleratie si axele sistemului de referinta.

7.3 Componentele cilindrice ale vitezei si acceleratiei

In coordonate cilindrice (vezi Figura 7.7) cu axele mobile R, N si axa fixa z vectorul
de pozitie 71 (t) se exprima astfel:
7)) =r@®p) + z(k (7.28)
Derivand in raport cu timpul rezulta viteza:
V=i =1p+rp+zk (7.29)

care se poate scrie in coordonate cilindrice:

V= VRp_ + VNT_l + Vzk . (730)

Figura 7.7

Derivatele versorilor mobili sunt: p=06n;n=-60p. (7.31)
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Prin identificarea coeficientilor versorilor rezulta componentele cilindrice ale viteze:

Vg =T
vy =716 . (7.32)
Vy; =2
cu care se calculeaza modulul ei: v =,/vi+VvE+VZ. (7.33)
Acceleratia in coordonate cilindrice este: @ = agp + ayn + ak . (7.34)

Tinand seama de (7.31), expresia (7.29), se rescrie sub forma:
V=7(t)-pt) +r(t) 0(t)-nt) +2(t) k (7.35)
Prin derivarea expresiei (7.35) si grupare dupa versori se obtine:
arp + ayfi + azk = #p + 7p + 700 + rOn + ron + zk =
=#p + 70N + 7O + rOn — r0%p + Zk = (7.36)
=(#-1r62)p+ (r6 +210)n + (Dk .
Identificand coeficientii versorilor se obtin componentele cilindrice ale acceleratiei:

ar = T - Téz
ay =16 + 216 (7.37)
a; = VA

avand modulul: a=.ai+a$+a; . (7.38)
In plan coordonatele cilindrice devin coordonate polare, (vezi Figurii 7.8) disparand

componenta dupa axa z atat a vitezei cat si a acceleratiei. Astfel, se scrie:

(7.39)

{VR=7.' . {aR=F—r92
aN=r0+2T0

vy =160

ZA?!?\

LEL

6(t) X
L2 e

e

Figura 7.8
Se pot determina usor derivatele versorilor mobili p(t) si n(t) daca sunt exprimati

in functie de versorii ficsi 7sij:
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{p‘(t) =1TcosO(t) +Jsin6(t) 7 40
n(t) = —1sin6(t) +jcos 6(t) (7.40)
Dupa care prin derivare, se obtin:
{ p(t) = —10sinO(t) +76 cos B(t) =67 (7.41)
A(t) = —10cosO(t) —jOsin@(t) = —0p '

7.4 Componentele intrinseci ale vitezei si acceleratiei

Un punct material se deplaseaza pe traiectoria (I"). Pozitia lui este determinata de
arcul de curba s masurat din pozitia initiala Mo(t=0). Se presupune cunoscutd ecuatia
orara a miscarii s=s(t). Se alege un sistem de referinta mobil legat de punctul in miscare si
anume triedrul lui Frenet, cu axele: tangenta (T), normala principald (N) si binormala
(B). La momentul t punctul se afla in M si are viteza V tangenta la traiectorie conform

Figurii 7.9.

Ui
M, Figura 7.9

Din definitia vitezei se cunoaste Vv = $T unde 7 este versorul tangentei. Ceilalti doi versori
sunt ¥ si (. Viteza ca vector in triedrul lui Frenet, se exprima prin:
V=V, T+ Vv, 7+ V. (7.42)

Comparand cele doua expresii se identificd componentele intrinseci ale vitezei:

V;=38§
vy, =0 (7.43)
Vﬁ =0

Tinand seama de componentele acceleratiei, @ = a,7 + a,7 + agp sistiind cda =V se

obtine:
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— — ) . — . o at dt ds
a;T+a,V+agf =5T+3$7T undeT=—=——=

- =15 (7.44)
dt ds dt p

(s-a aplicat cea de-a doua formula a lui Frenet % = % D).
A — &2
In final rezulta: a;T+a,v+agf =35T+ %17 (7.45)

din care se determina componentele intrinseci ale acceleratiei :

ar; =

oL <

a, = (7.46)

Nel% o

ag
De remarcat cd p este raza de curburi a traiectoriei si ca acceleratia se afla in planul
osculator al curbei (plan determinat de tangenta si de normala principald) ea avand
componente numai pe cele doud axe. De aici rezultd ca "acceleratia este indreptata
intotdeauna spre concavitatea traiectoriei”. Mai mult raza de curburdi a traiectoriei apare

numai in componentele intrinseci ale acceleratiei. Modulul acceleratiei se poate calcula cu:

a2 +a+a} = \/52 + (%)2 = \/vz + (V—Z)Z : (7.47)

p

Relatia permite determinarea razei de curbura: (7.48)

7.5 Miscarea circulara

Daca miscarea se face cu raza de curburd constantd si finitd (p = R = ct.) traiectoria
punctului este un cerc (vezi I'' in Figura 7.10) in aceasta situatie, miscarea se numeste
miscare circulard . Fie Mo pozitia initiald pe cerc. Arcul de cerc s care pozitioneaza
punctul M la momentul t pe traiectorie este:  s(t) = RO(t). (7.49)
Viteza punctului va fi: v=$=RO=Row (7.50)
tangenta la cerc. Se introduce un alt parametru cinematic vitezd unghiulard:

o

w=0==] (7.51)

care descrie variatia unghiului 0 in raport cu parametrul timp.

In Sistemul International de mdrimi si unitdti, unitatea de mdsurd este [w]si=rad/s.
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Componentele acceleratiei sunt : { 2 (7.52)

_dw

unde: E=—=0 (7.53)

descrie variatia vitezei unghiulare in timp si se numeste acceleratie unghiulard.

In Sistemul International de mdrimi si unitditi, unitatea de mésurd este [elsi=rad/s?.
Observatii: - a, aratd cum variazd viteza in timp;
-miscarea circulard este acceleratd dacd a; > 0;
-dacd a, = 0 miscarea circulari este uniformd deoarece v = ct.= a,, = ct.;
-miscarea circulard este incetinitd pentru a; < 0;

-ay, aratd cum variazd directia vitezei.
7.6 Miscarea rectilinie

Daca miscarea se face cu raza de curburd infinitd (p = ) traiectoria punctului este o
dreapta (vezi I'> in Figura 7.10) , iar miscarea se numeste miscarea rectilinie. Fie Mo

pozitia initiald pe dreaptd. Se observa ca viteza v = § este orientata de-a lungul dreptei
(traiectoriei), iar acceleratia nu are componenta normala a, = g = 0. Componenta
tangentiala a acceleratiei din (7.52) este: a, =v=_§ (7.54)
Observatii:

e miscarea rectilinie este singura migcare in care relatia vectoriald @ = U este respectatd i
scalar a = v deoarece a = a,;
e miscarea rectilinie este variatd (acceleratd sau incetinitd) dacd a # 0;

e miscarea este rectilinie si uniformi cind a =a, =v =0 = v = ct.
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7.7 Aplicatii

P7.1 Un avion zboard pe orizontald cu viteza constanta
u. Pe sol, un observator plasat in O urmadreste avionul.
Cand acesta ajunge pe verticala locului In Ao,
observatorul incepe cronometrarea pana cand avionul

ajunge In pozitia A in care e vazut sub unghiul «a. Sa se

h

determine Inaltimea h la care zboara avionul. Dar daca s-ar cunoaste indltimea care ar fi

viteza avionului?

P72 Un om de indltime h se plimba cu viteza u *

constanta pe sub un felinar situat la indltimea H. Sa se 4 " ST
determine viteza capatului umbrei omului. h ‘I\
v y L ‘\,ZL
o) At) B(t)
0
*—U »
i y
P7.3 O drond ce zboara cu viteza u constantda la o
M(t) . ot . L A
indltime h lanseaza un pachet care trebuie sa ajunga in
punctul A situat la distanta d de punctul Ao aflat pe
A A verticala locului. Sa se determine legile de miscare in
<+ d >

coordonate carteziene si ecuatia traiectoriei ale

pachetului daca se neglijeaza frecarea cu aerul. Care ar fi indltimea dronei in ipoteza

cunoasterii vitezei u si distantei d?
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P7.4 Un rau de latime L curge cu vaps constanta. Un « >

inotdtor care poate inota cu viteza constanta u vrea [ & g

sd treacd raul plecand din punctul Ao. Datorita i - o d)

miscdrii apei el este deviat si in loc de punctul A

ajunge in B. La ce distantd de punctul de plecare se !_u -
A, B,

afla Bo (transversala lui B) si cat dureaza
traversarea?
Indicatii: 1. spatiul parcurs in timpul t cu viteza constanta u este ut;

2. la cazul b) raportul OA/OB rezulta din asemanarea triunghiurilor;

3. cazul c) trebuie integratd acceleratia pe verticala si viteza pe orizontala;

4. viteza rezultanta are ca si componente viteza transversala u si viteza

longitudinala vapa.

.. h _ h y
Solutii: P7.1 AjA =ut tana = -—— =—deunde h = uttan a. Daca se cunoaste h
0

o h
rezulta u = " cota.

. v AB h A
P7.2 din raportul de asemanare — = — in care

H O
R . o H ) . .
AR N AB = xp — x4 51 OB = xp rezulta xp = =5 Xa ,1ar prin derivare
| 1
vl y | G o X H . H
0 At) B(t) Xg = _H—h X4 Sau Vg = _H—hVA .
O
A »
y
ax =49 X = o ..
M = P7.3 _ sau 1. g care sunt doua ecuatii
t). & Vy =1u y=u s

diferentiale. Se integreaza:

=g di=gdt x=gt+C dx=gtdt + Cdt
< > 2

Xy gt
x=T+C1t+C2

‘)
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Z—Jt’=u dy =udt y=ut+Cs.

Constantele de integrare se determina din conditiile initiale: la t=0 x0=0 yo=0 vox=0 voy=u si

rezulta: C=0 C=0 Cs=0.
2
. N . x® =2 o
Legile de miscare in spatiul cartezian sunt: © 2 din care eliminand timpul
y(t) = ut
t =2 rezulta traiectoria: Mx=- g Y o parabola
u ) 27 u2? )
Punand conditia ca traiectoria sa treaca prin: A t=ta xa=h ya=d
C A e 1 d?
deci Inaltimea de zbor este: h=-g—.
y . a2
Daca se cunoaste h rezulta viteza: u= gz—h .
P7.4 cele doua componente ale vitezei sunt componenta ¥ : g
A o B
v o— . . . v — \
transversala @ si componenta longitudinald v . e
L v
Prin urmare: v = /uz + V- : iy
C e s s d . ..
Se observa din figurd ca: tana = -, iar timpul de 3 -
A B
traversare se obtine din:
ute=L t=L/u sidistanta:  d = vapate = vapsL/u.
) ) ) x(t)=et -1 ) . .
P7.5 Se dau legile de miscare ale unui punct YO = et +1 Se cere traiectoria, viteza si
acceleratia punctului.
x(t) = 2t

P7.6 Legile de miscare ale unui punct sunt { _ 42 sd se determine traiectoria, viteza,

y(t)

acceleratia si raza de curbura initiala a traiectoriei.

P7.7 5S4 se gaseasca traiectoria, viteza si acceleratia ale unui punct material care se misca

x(t) = a cos wt

dupa legile {y(t) — asinwt
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x(t) = asinwt

y(t) = b cos wt ale unui punct material sa se cer:

P7.8 Cunoscand legile de miscare {

traiectoria, viteza si acceleratia.
Indicatii 1. eliminand timpul intre legile de miscare se determind ecuatia carteziana a
traiectoriei;

2.daca parametrul apare sub functiile sin si cos aplicam formula fundamentala a
trigonometriei sau 1 + tan? @ = 1/ cos? a daca apare sub tan;

3. viteza si acceleratia se obtin derivand coordonatele.

Solutii: P7.5 prin scaderea relatiilor avem y-x=2 de unde y=x+2 ecuatia unei drepte

R t — S TR t
Vy=X=e a,=vey=X=e
: — 2 — t : —
{ . ¢ { ) 5 ot din care v=,vi+tvy=+V2e'm/s sia=

vy,=y=e a,=v, =7y

Jai + a2 = V2e' m/s?

f— 0 (4=
P7.6 t=x/2 si gdsim y=x?/4 ecuatia unei parabole si {;: ot {;C/ _ (2) prin urmare

acceleratia are numai componenta verticala constantd miscarea facandu-se uniform

accelerat pe traiectorie, v =2v1+t? a =2, iar raza de curbura se calculeaza cu p =

vi oo .2t < . _4(14e?)
= incareV = ——. rezulta deci p(t) = T $10=0(0)=2.

a2

P7.7 x*+y*=a’cos’wt+asin’wt=a(cos’wt+sin’wt)=a? rezultand ecuatia unui cerc de raza a

cu centrul in origine:

X =—awsinwt (¥ = —aw? cos wt )
, cuv=aw a=aw?.

24x72=12
X“ty“=a . . .
y { y = aw cos wt j = —aw? sin wt

P7.8 sinwt = g ; COS wt = % de unde:

x? 2 . .1 . .
pri z—z = 1 ecuatia unei elipse cu semiaxele a si b.

P7.9 Un punct material se misca cu modulul vitezei constant v = u, iar raza vectoare se

roteste si ea cu viteza unghiulara constantad wo. Stiind cd In momentul initial punctul era

146



in repaos sa se determine ecuatiile traiectoriei in coordonate polare si in coordonate

carteziene.

.. . A Vg = 2acos 2t
P7.10 Se dau expresiile componentelor vitezei in coordonate polare { * . si
vy =asin2t °
viteza unghiulara constanta a razei vectoare w = 1. Se cere traiectoria, viteza si acceleratia

in conditii initiale nule.

P7.11 Un disc de raza R se roteste in jurul normalei pe
planul lui in centrul sdu cu viteza unghiulara constanta wo. Pe
diametrul sdau AB, plecand din pozitia AoBo, se misca un punct
material M dupa legea s = Rsing. Sa se determine traiectoria,

viteza si acceleratia punctului M.

P7.12 Un punct material se miscd cu componenta radiala a vitezei constanta vy = b avand
si viteza areolara constantd () = ar/2. Stiind cd in momentul initial punctul avea
coordonatele polare r =ro si O = 0 sa se determine traiectoria.

Indicatie — Se utilizeazd coordonatele polare cu componentele polare ale vitezei si

acceleratiei.

P7.9 determinarea ecuatiilor traiectoriei in coordonate polare

- . (VR=T . . : ;
Se utilizeaza: { . si0=wy v=u=+72+7120%2 =12+ 12w} .

VN:re

6 =w
Rezulta doua ecuatii diferentiale: { 0
r

. V4
= Ju? — r2w}

. < de
care se integreaza: o = @Wo 0 = wot + C;
dr dar 1 . _qwor
— = Ju? —rw ————=dt —sin!=>==t+¢(,.
dt 2 2, .2 [On) u
us—r-wy
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Din conditiile initiale, t=0 r=0 0=0 rezulta constantele de integrare: Ci1=0 si C>=0 si:

9 :wot
. —1 WoT .
sin 170 = wyt

Dupa aplicarea functiei sinus celei de a doua ecuatii se obtin legile de miscare in

9 = (Uot
coordonate polare: r = wl sin wyt -
0

Eliminand parametrul timp se obtine traiectoria in coordonate polare:

@I r@) = wlsin 0.

Determinarea ecuatiilor traiectoriei in coordonate carteziene
u . u .
x=0M cos@ =rcosf = —sinwgt €os woet = 5—sin 2wyt
0 0

y = O0Msinf = rsinf = —sin wyt sin wyt = — (1 — cos 2wyt)
wo 2wg

Se elimindm timpul intre legile de miscare carteziene:

2WpX 2w
sin 2wyt = 9 cos 2wot =1 — uoy
. A . . A . 2 u 2 u 2
obtinand traiectoria in coordonate carteziene: I x=+ (y - H) = (Z)
0 0

A . v u A u
avand forma unui cerc de raza: R = A centrul in C (0, Z)'
0 0

P7.11 In sistemul de referintd cartezian: se utilizeaza expresia vitezei unghiulare wy, = ¢,
avand forma unei ecuatii diferentiald, care este integrata:

do
dt

Din conditiile initiale: t=0 =0, rezulta: C=0, iar legea de variatie in timp este ¢ = wqt

Wy d(p = wodt (p = wot + C

Legile de miscare/coordonatele carteziene sunt:
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R
x = OM sin@ = ssin@ = Rsin? wyt :E(l — €0S 2wy t)

R
y = 0M cos ¢ = scos @ = Rsinwyt cos wyt = Esin 2wyt

2 2
Eliminand timpul rezulta traiectoria: (D) (x — g) + y? = (g)

un cerc de razd R/2 si centrul pe axa x in (R/2, 0).

Viteza si acceleratia se obtin prin derivarea vitezei, adica:
%X = Rwp sin2wot | ¥ = 2Rw§ cos 2wt ,
{. _ 0 0 02 ) 0 v=Rwo sia=2Rw.
Y = Rwgcos2wot |y = —2Rw3 sin 2wyt
. ) r =5 = Rsinwyt
In sistemul de referinta polar legile de miscare sunt: 0="—p =" wyt
= = 0
2 2

. . . 7 = Rwg cos wyt

care se deriveaza o data: {

é == _(UO
SR _ 2 .
de doua ori {T - zwo ;m @ol

dupa care pot fi calculate componentele polare ale vitezei si acceleratiei:

{VR =7 = Rw, cos wyt {aR =i —16? = —2Rw3 sin w,t

vy =10 = Rw, sin wyt ay = 6 + 276 = 2Rw} cos wyt

precum si modulele:

v=,Vi+Vvi=Rw, a=,/a%+a%=2Rw§.

Ecuatia traiectoriei in coordonate polare este:
. . s
r =Rsing = Rsm(E—B) =Rcosf (I).
Observatie — traiectoria fiind circulard, viteza v =R wo si raza traiectoriei de doud ori mai

mica (R/2) viteza unghiulara pe traiectorie va fi de doua ori mai mare!
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P7.12 Un con circular drept avand unghiul de deschidere la varf
2a se roteste In jurul axei sale de simetrie cu viteza unghiulara
constanta wo conform figurii. Pe generatoarea OA a conului se
miscd, plecand din O, un punct material M cu viteza constanta

u. Sa se determine viteza si acceleratia punctului stiind ca in

momentul initial generatoarea se afla in pozitia Ao.

P7.13 Un con circular drept avand unghiul de deschidere la varf 2«
se roteste In jurul axei sale de simetrie cu viteza unghiulard
constantd wo conform figurii. Pe generatoarea OA a conului se
miscd, plecand din O, un punct material M cu acceleratia constanta
a. S4 se determine viteza si acceleratia punctului stiind ca in

momentul initial generatoarea se afla in pozitia Ao.

P7.14 Un cilindru circular drept de raza R se roteste in jurul axei N

sale de simetrie cu viteza unghiulara constanta wo conform figurii. A
Pe generatoarea OA a cilindrului se miscd, plecand din O, un v
punct material M cu viteza constantd u. Sa se determine viteza si O]

acceleratia punctului stiind ca iIn momentul initial generatoarea se ~___~ " «8 75

afla in pozitia AoBo.

O,
A, ! A

P7.15 Un cilindru circular drept de raza R se roteste in jurul
axei sale de simetrie cu viteza unghiulara constanta wo conform

M(®) s - . s A .
I tigurii. Pe generatoarea OA a cilindrului se misca, plecand din O, un

a

_--=~77" ===~ | punct material M cu acceleratia constantd a. Sd se determine viteza

si acceleratia punctului stiind ca In momentul initial generatoarea se

afla in pozitia AoBo.
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Indicatii: 1. miscarea pe generatoare este rectilinie si uniforma daca viteza e constantd,
sau uniform accelerata daca acceleratia e constanta;

2. spatiul parcurs pe generatoare e ut in primul tip de miscare si at?/2 in cel de-al doilea;
3. sistemul de referintd are originea in O si axa z chiar axa de simetrie;

4. rezolvarea se poate face fie in sistem de referinta cartezian fie in coordonate cilindrice.

Solutii P7.13

Conditiile initiale sunt la t=0 ¢=0 pt. rotatie si pe
% generatoare la t=0 s(0)=0 $(0)=0. Se integreaza mai intai
R ¢9=wy dp=wedt ¢ =wgt+C(;, din CI rezulta Ci=0

deci @(t) = wot

Apoi pe generatoare OM=s, dar:

S=ads=adt s=at+C(,

2
ds = atdt + C,dt s = a% + C,t + C3, din conditiile

Pl initiale, rezulta: Ci=C2=0

. . £2
Deci pe generatoare legea de miscare e s(t) = a~—.

. . . at? . .
x =0M;singp =ssinasing = TSlnasmwot
. . at? .
Coordonatele carteziene sunt: {y = OM; cos @ = ssina cos ¢ = —~Sina cos wot,
at?
z=0Mcosa =scosa =—-cosa

prin derivare se obtin componentele carteziene ale vitezei si acceleratiei:
X = %sin a (2t sin wot + t2wq cos wyt)
y = %sin a (2t cos wyt — t?wq sin wgt)
z=at?cosa
X = %sin a (2sina + 4tw, cos wy t — t2w3 sin wyt)
y = %sin a (2 cos a — 4twg sin wyt — t2wZ cos wgy t)
Z=acosa

si modulele:

2
=i+t =at /1+t “’Osm = /%2 + 2 + 72 —a\/1+t2w0 sma(3+t wo)
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La aceleasi rezultate se poate ajunge si in coordonate cilindrice:

( at?
r=0M; = Tsma
! ==L oyt
=——@p==—w
2 2 0
at?

(Z = OM cosa = Tcosa
r=atsina t =asina

Prin derivare rezulta: 0 =—w, 6=0
Z=atcosa Z=acosa

Se determina apoi componentele cilindrice ale vitezei si acceleratiei :

=7r = i . . : t“w

VR =T =atsina ar =#—16? =asina (1 ——2)
—rf = at?wisina . ) 2
VN =10 = 2 ay =0+ 270 = 2atw, sina

v, =Z=atcosa a,=Z7=acosa

si modulele:

t2w? sin? a
v=4VR2+Vvy2+v,2= at 1+OT

t2w3
4 )

a=\ag?+ay’+a,2=a \/1 + t2wisina (3 +

P7.14 se trateaza asemanator cu P7.13, deosebirea cd pe generatoare:

AM=s Ss=u ds =udt, s=ut+C(,
in care din conditiile initiale rezulta: = C>=0,
X = Rcoswyt r=R
iar legile de miscare sunt: y = Rsinwyt sau {6 = wyt.
7z =ut zZ=ut
x = R sinwgt r=R
= 0 =—-—wyt
P7.15 y =Reoswol ooy 2~ @o
_at? __at?
E 2=
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Capitolul 8 - Cinematica solidului rigid
8.1 Relatii matriciale de pozitionare si orientare a rigidului

In Cinematica rigidului miscarea se considera cunoscuta daca se stie cum se misca
fiecare punct al rigidului sau dacd se poate preciza pozitia rigidului in orice moment de
timp. Se cunoaste din statica ca pozitia rigidului depinde de sase parametri independenti
fie coordonatele generalizate: pozitia unui punct xo, yo, zo si unghiurile lui Euler {, ¢, 0,
tie: pozitia unui punct al rigidului xo, yo, zo si cele noud unghiuri ale axelor sistemului
mobil legat de rigid au, ..., ys din care numai trei sunt independente. Cand rigidul este in

miscare cei sase parametri independenti sunt variabili in timp.

z 7' M i

{azaﬂz’h}

— i

{051,/31,71}

Figura 8.1

Figura 8.1 prezintd cel de-al doilea caz xo(t), yo(t), zo(t), au(t), ..., ys(t) in care sunt
trei sisteme de referinta: unul fix Oixiy1z1, unul mobil Ox’y’z’care are axele paralele cu cel
fix si unul mobil Oxyz legat de rigid. Unghiurile axelor sistemului mobil Oxyz in raport

cu cel fix Oixiy1z1 sunt prezentate in Tabelul 8.1

Tabelul 8.1
1(3) J(®) k(®)
1y a,(t) a,(t) as(t)
J:1 B1(t) B2 (1) B3 (t)
ky y1(t) Y2(t) Y3(t)
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care permite exprimarea versorilor mobili in sistemul fix.

U(t) = cay (O + cf (O + Cyl(t)'l_fl
]:(t) = ca, ()t + cfr(O)jr + C)’z(t)lil
k(t) = caz(t)t; + cf3(t)j1 + cys(t)ky

cu notatiile sina = sa si cosa = ca .

Vectorii de pozitie se pot exprima:

() =%, + y1 (O + 21 (k4
T (t) = x0 (O + yo (D1 + 2o (t)k; -
7(t) = x1(t) + yj(t) + zk(¢t)

Intre ei, tinand seama de Figura 8.1, este o relatie vectoriala evidenta:

7 (t) = 7o () +7(t)

(8.1)

(8.2)

(8.3)

in care se inlocuiesc vectorii si versorii variabili In timp dupa care se identifica

coeficientii versorilor ficsi intre membrul stang si membrul drept al relatiei vectoriale

obtinand coordonatele Iui M ca functii de timp (de fapt legile de miscare ale unui punct

oarecare M apartinand rigidului):

x,(t) = xo(t) + x-ca(t) + y - ca,(t) + z- cas(t)
yi(®) =yo(®) +x-cfi(t) +y-cfr(t) +z-cP3(t)
z1(t) = zo(t) + x - cy1(t) +y - cy,(t) + z - cyz(t)

Expresia (8.4) un sistem ce poate fi scris matricial sub forma:

x,(t) xo(t) ca,(t) cay(t) cas(t)|x
Y1 = [yo O+ [cB(E) cB(t) cB5(t) IY]
z,(t) zo(t) cy1(t)  cya(t) cys(O) |tz

sau mai compact [r1] = [ro] + [R][r] .

(8.4)

(8.5)

(8.6)

Matricile [ri], [ro] si [r] (de fapt vectorii scrisi matricial) sunt matrici coloand, au

dimensiunile 3x1 pe cand matricea pdtraticd [R] are dimensiunile [3x3].

ca;(t) cay(t) cas(t)
Matricea: [R] = |cBi(t) cB(t) cpB3(t)].
cy1(t)  cy2(t)  cys(t)

se numeste matrice de rotatie si arata orientarea rigidului.
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Ea are urmatoarele proprietati:

1. este ortogonald [R]* = [R]7?;

2. este unitara [R]|‘[R] = [I5] .

Matricea [ro] arata pozitia rigidului.

Observatii: -daca rigidul nu-si schimbd pozitia [r;] = [R][r] se roteste fati de O;

-dacd rigidul nu-si schimbid orientarea [R] = [I3] face o miscare de translatie.

Matrici de rotatie
Fie un solid rigid (SR) care se poate roti in jurul originii O. Pentru simplificare O
coincide cu O:1 . In cele ce urmeazi, se prezinti matricile de rotatie in jurul axelor

sistemului fix. Mai intai rotatia fata de xi, prezentata in Figura 8.2.

Figura 8.2

Pe baza Figurii 8.2, se poate completa Tabelul 8.2 cu unghiurile dintre axe.

Tabelul 8.2
T J k
[ 0 /2 /2
i /2 0 n/2+ 6
ky /2 n/2—6 0

Matricea de rotatie in jurul axei x1 are drept componente cosinusii unghiurilor din

1 0 0
Tabelul 8.2 Rl = [O cO —59]. (8.8)
0 s co
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Rotatia fata de y1 (Figura 8.3) se face in mod similar. Mai intdi unghiurile dintre axe se

trec in Tabelul 3.
Tabelul 3
U J k
[ 0 /2 n/2—0
n /2 0 /2
k, /2 +6 /2 6

Figura 8.3
Matricea de rotatie in jurul axei y: este
cd 0 s6O
[Rljy=| 0 1 0 (8.9)
—s6 0 cO

Rotatia fata de z:1 (Figura 8.4) se face dupa acelasi algoritm. Unghiurile se gdsesc in

Tabelul 4. z=1

X4 0 i Figura 8.4
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Tabelul 4

U J k
[ 0 n/2+0 /2
J1 w/2—6 0 /2
ky /2 /2 0
Matricea de rotatie in jurul axei z1 este:
cd —s6 0
[R]Zl = |sf co 0f.
0 0 1

(8.10)

Observatie: In cazul in care rotatiile se fac in sens invers axelor se inverseaza semnele

functiei sinus!

De exemplu rotatia in sens invers axei z: este prezentata in Figura 8.5, iar unghiurile se

gasesc in Tabelul 5.

Tabelul 5
7 T k
1 0 /2 —2 /2
i w/2+2 0 /2
k, /2 /2 0
Matricea de rotatie inversa in jurul axei z1 fiind
cd s6 0
[R]_;1 = [—59 cO 0‘ .
0 0 1

In mod similar se obtin matricea de rotatie inversd in jurul axelor x1 si y.

K=k

:ZEA
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8.2 Miscarea generala a rigidului

8.2.1 Definitie, ecuatii finite, traiectoria unui punct oarecare al rigidului

Cel mai simplu tip de miscare este cel in care variazd numai un singur parametru
independent (ori lungime, ori unghi), ea se numeste miscare simpld si poate fi sau
translatie sau rotatie. Dacd variazd doi sau mai multi parametri simultan rigidul face o
miscare complexd. Cel mai complicat tip de miscare in care variazd simultan toti cei sase
parametri independenti se numeste miscare generala.

Conform cu Figura 8.6, se considera ca parametri independenti coordonatele
generalizate ale rigidului pozitia unui punct xo, yo, zo si unghiurile lui Euler {, ¢, 0 (de

precesie, de rotatie proprie si de nutatie).

In timpul miscarii generale toti cei sase parametri sunt functii de timp si poarta

numele de ecuatiile finite_ale miscdrii:

Xo = Xo(t) Y =)
Yo = Yo(t) »=¢(). (8.12)
Zg = Zo(t) 6 =0(t)
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8.2.2 Viteza unghiulara, formulele lui Poisson, componentele w pe axele

sistemului mobil, componentele w pe axele sistemului fix

Daca in cazul miscarii circulare a punctului material s-a introdus viteza unghiulara
w = 0 perpendiculard pe planul traiectoriei, 0 fiind unghiul ce pozitioneaza punctul pe
traiectorie (vezi 7.5 Miscarea circulard), in cazul rigidului sunt trei unghiuri ce variaza
simultan (unghiurile lui Euler) ele exprimand rotatii in jurul axei z:1 () unghi de precesie),
axei nodurilor N (0 unghi de nutatie) si axei z (unghi de rotatie proprie) lucru care
permite sa definirea vitezei unghiulare ca rezultantd a trei componente in jurul axelor

mentionate mai sus (vezi Figura 8.6)

(8.13)

Formulele lui Poisson
Permit determinarea derivatelor versorilor sistemului mobil legat de rigid Oxyz
variabili in timp cand rigidul isi schimba orientarea. Se utilizeaza relatiile dintre versori:

k=11-7=0;7-k=0;k-1=0 (8.14)

&

t'r=1;7-j=1;
care se deriveaza in raport cu timpul ca produse:

d()
dt

=1'T4+1:1=211=0  rezultAnd 1-7=0 (8.15)

Se procedeaza la fel pentru produsele scalare in care apar aceeasi versori si se obtine:

jy=0;kk=0. (8.16)
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Produsele in care apar versori diferiti conduc la:

d(;;f):i F+Tj=0
%’f)zj‘-l?ﬂ‘-fczo (8.17)
d(l;;f):k T+k-i=0
din care rezulta:
U ]J=—1"]=w,
k=] k=w,. (8.18)

Se exprima apoi derivatele versorilor ca niste vectori de componente scrise cu produse

scalare intr-un sistem cartezian si se constata ca:

o [t Tk
z=(i-t)f+(i-j)j+(i-k)k=wzj—wyk=\wx Wy wzlzaxz (8.19)
1 0 0
. . L - v T kK
j=(j-f)f+(j-j)j+(j-k)k=—wzf+ka=[wx wy wZ]=6><j (8.20)
0 1 0
= = = =~ =\ — T ]_ k —
k=(k-f)f+(k-j)j+(k-k)k=wyf—wxj=[a)x wy w2‘=6xk (8.21)
0 0 1

Expresiile determinate anterior, se numesc formulele lui Poisson, adica:

'\_4|. Pt | o
I
gl el

X X X
1 =

(8.22)

~
I
el
~I

Componentele vitezei unghiulare w

In continuare se prezintd doua variante de determinare a proiectiilor lui w pe axele
sistemului mobil Oxyz legat de rigid si pe axele sistemului fix Oixiy1zi. Vectorial viteza
unghiulara se scrie in cele douad sisteme de referinta:

w = (Uxf‘l‘ (Uy]_+ (UZI; ; w = (leil + a)ylf_l + wzlkl. (823)

160



Varianta 1 —cu ajutorul matricii de rotatie [R]:

0 —W; Wy
daca se face notatia: (0] =] w, 0 —wy (8.24)
—Wy Wy 0

reprezentand matricea antisimetricd asociatd vectorului @, se obtine:
] = [R]*[R] . (8.25)

Analog, tinand seama de (8.24), se introduce notatia:

0 —Wz Wy
[@01] = | Wz 0 —wyl. (8.26)
—Wy1 Wy 0

si reprezinta matricea antisimetricd asociati vectorului w, care poate fi determinatd prin:

= [R][R]*. (8.27)

Varianta 2 —prin multiplicarea relatiei vectoriale succesiv cu versorii explicitati prin trei
rotatii succesive realizate prin inmultiri de matrici: se noteaza cu R(a) matricea de rotatie
in sensul pozitiv al axei si cu R(-a) matricea de rotatie in sens negativ. Trecerea de la

sistemul fix la cel mobil se face prin:

2 T
J1| = [R@)]A[RO)]xa[R(P)]21 J:] (8.28)
ky k
care aduce sistemul fix peste cel mobil. Astfel:
! cp —syP 0 cpg —so 0][T
= [51/) cy ‘ [ —36 sp cp O ]_] = (8.29)
ky 0 56 c0llo o0 1k

= |sYce + cpcOBsp —sPse + cpcOcp —cyPsO
sOsq sOcep cO

cpcp — syPclsp —cpsp —spcOBcp  sYPsO 1[1]
k

permitand explicitarea versorilor sistemului fix in cel mobil:

I, = (cpcp — syPchsp)T + (—cpsp — sycHcp)j + spsOk
J1 = (sYce + cpcBs)T + (—syse + cpchep)] — cpsOk . (8.30)
k, = sOcpt + sOcp + cOk
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Se exprima vectorul viteza unghiulara astfel:
Wl + wy] + wk = Pky + @k + 67
Tinand cont de relatiile dintre versori:

1-1=1;7-J=1;k-k=11-7=0;7-k=0;k-1=0
si Inmultind scalar succesiv cu T cu J si cu k viteza unghiulara rezulta:
wy =Pk, T+6O0-T
wy =Pk, -jH+OR-T .
Wz = ¢E1 k+ ®
dupé care cunoscand pe k, explicitat in sistemul mobil si:

{ﬁ-fzap
n-j=-—s¢’

rezultd proiectiile vitezei unghiulare pe sistemul mobil:

w, = Pspsh + Bcp
Wy = Peps — Osg .
w, =Pch + ¢
Trecerea de la sistemul mobil la cel fix se face prin:

l 9
[z = [RC-9)L1[RC-O)]a [RC-9)),1 |
k ky
care aduce sistemul mobil peste cel fix.
Asadar, tinand seama de (8.36), se scrie:
U cp sp O][1 0 O][ce sp O0]|h
]_] = [—51/1 cy 0] [0 cd sO||—sp cop O|f)1]|=
k 0 o ulo —-s6 c0ll 0 0o 1]k
sQpcy — spcOsy cosP + spclcy)  spsO1|h
= |—s@psyY — copcOsy —spsyP + cpcOc) s || 1
sOsy —sOcy co 1|k,

permitand explicitarea versorilor sistemului mobil in cel fix:

= (spcyp — spcHsP)T; + (cosy + spcOc)]; + spsbk,
J = (=s@sy — cocOs)t; + (—spsyp + copcOdc)]; + cpsbk, .
k = —sOcyt, — sOcpj; + Ok,
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(8.36)

(8.37)
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Vectorul vitezd unghiulara, se exprimam astfel:
(Ux1T1 + wylj_l + wzllzl = l/)El + (pl} + 9.7_1

Tinand cont de relatiile dintre versori:

si inmultind scalar succesiv cu 7; cu j; si cu k, viteza unghiulard rezulta:

Wy =Pk T, + 00T,
Wy, =@k +0n-J;
Wy =P+ @k ky

dupa care cunoscand pe k explicitat in sistemul fix si:

{ﬁ-f1=c¢
n-j=-—sy

se obtin proiectiile vitezei unghiulare pe sistemul mobil:

Wy = @sOsY + OBcy
Wy = —1sfcy + Osy .
W, = Gl + Y

8.2.3 Distributia de viteze in miscarea generala a rigidului

(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)

(8.43)

Prin distributie/camp de viteze se intelege totalitatea vectorilor viteza instantanee

a punctelor apartinand solidului rigid. Se considera in Figura 8.7, un punct material M,

apartinand unui solid rigid, aflat intr-o deplasare.
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Tinand seama de Figura 8.7, este evidenta relatia vectoriala:

7 (t) =1o(t) +7(t) (8.44)
(1) = (O + y1(O]; + 21 (ks
vectorii avand expresiile: To(t) = xo ()T + yo(O)J1 + 2o (O)ky (8.45)

() = xt(t) + yj(t) + zk(t)
Expresia (8.44) se deriveaza in raport cu timpul, rezultand:
Bo=fy 47 (8.46)
in care ; = V este viteza lui M, 7, = V,, viteza lui O.
Pe baza relatiilor lui Poisson (8.22) se scrie:

Fexityj+zk=x@XT+yoxJ+zoxk=ax (xI+yj+zk) = x7 (847)

Asadar, legea de compunere a vitezelor, este:

T=Vo+@XT. (8.48)
Proprietiti:
1. Vo si @ determind complet distributia de viteze In miscarea generald;
2. relatia (8.48) se mai numeste si relatia lui Euler pentru viteze;
3. valoarea instantanee a vitezei unghiulare este un invariant (in sensul cd la un moment
dat ea este aceeasi pentru toate punctele apartinand rigidului, dar la momentul urmator

valoarea ei s-a schimbat, insa din nou toate punctele rigidului au aceeasi noud valoare).

8.2.4 Distributia de acceleratii in miscarea generala a rigidului

Distributia/campul de acceleratii este totalitatea wvectorilor acceleratie
instantanee ai punctelor ce apartin solidului rigid. Expresia de plecare este legea de
distributie a vitezelor (8.48) care se deriveaza in raport cu timpul, astfel se obtine:

V=Vp+wXT+aXT. (8.49)

Se constata ca:

V = @ este acceleratia lui M,

Vo = @ acceleratia lui O,
DXTFT=0X®BXT,

. dw _ _ . . . y < A 5
@ = — = & se numeste acceleratie unghiulard si se masoara in rad/s?.
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In final tinand seama de considerentele anterioare, expresia (8.49) devine:
=0y +EXT+H+BXPBXT . (8.50)
si se numeste legea de distributie a acceleratiilor in miscarea generald a rigidului.
Termenii doi si trei din (8.50) sunt:
Gror = € X T si se numeste acceleratie de rotatie,

Ggx = W X @ X T acceleratie axipetd fiind orientata spre suportul lui w (vezi Figura 8.8).

Figura 8.8

Ql
I
Ql

In concluzie: o+ Aot + gy - (8.51)
Proprietati:

1. @y, € si w determind complet distributia de acceleratii in miscarea generald;

2. relatia se mai numeste si relatia lui Euler pentru acceleratii;

3. valoarea instantanee a acceleratiei unghiulare este un invariant (in sensul cd la un moment dat
ea este aceeasi pentru toate punctele apartinind rigidului, dar la momentul urmator valoarea ei s-a

schimbat, insd din nou toate punctele rigidului au aceeasi noud valoare).
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Observatii:
- relatia lui Euler pentru viteze (8.48) poate fi scrisd si sub formd matriciald utilizind matricea
antisimetricd asociatd vectorului @, definita cu (8.24), conform cu:

[v] = [vo] + [@][r] (8.52)
- de asemenea si relatia lui Euler pentru acceleratii (8.51) poate fi scrisa matricial cu ajutorul

si a unei alte matrici antisimetrice asociatd vectorului & de forma (8.24), conform cu:

0 —¢ ¢
[é] =| & 0 —&x
—& & 0
[a] = [ap] + [€][r] + [@]?[r] . (8.53)

8.3 Studiul miscarilor particulare ale rigidului

Daca variaza simultan mai putin de sase parametri independenti, rigidul executa
miscdri particulare dintre care cele mai simple sunt cele in care un singur parametru este

variabil in timp. Se vor studia anumite miscari simple in care se urmareste:
1.definitia miscarii,

2.ecuatiile finite,

3.traiectoria unui punct oarecare apartindnd rigidului,

4.distributia de viteze

5.distributia de acceleratii.

8.3.1 Miscarea de translatie

Miscarea de translatie este acea miscare in care rigidul nu-si schimbd orientarea/un
segment de dreaptd ramadne paralel cu el insusi pe tot timpul miscirii. Fie doud puncte O si M
apartinand rigidului (SR) conform Figurii 8.9.

Ele determind un segment de dreapta OM care ramane paralel cu el insusi in timp
ce rigidul se miscd. Sunt asadar doua sisteme de referinta unul fix Oxayiz: si al doilea
mobil legat de rigid Oxyz. Pe timpul miscarii cum rigidul nu-si schimba orientarea,

sistemul mobil rdmane cu axele paralele cu cele ale sistemul fix.
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Prin urmare unghiurile ¥, ¢, 8 rdman constante si @ = 0 £ = @ = 0. Astfel, ecuatiile

xo = xo (t) ‘(/) = 0
finite ale miscarii sunt: Yo =Yo(t) Jop=0 (8.54)
zp =2p(t) 6=0

care aratd cd rigidul are trei grade de libertate si vV, = 7, = xol + Vo] + zok.
Intre vectorii de pozitie ai punctelor O si M exista o relatie vectoriala:

7)) =1o(t) +7 (8.55)
care aratd ca vectorii de pozitie 75 (t) si 7, (t) difera intre ei printr-o constanta vectoriala 7
, adicd traiectoriile celor doua puncte sunt curbe identice (I) si (Iy) decalate prin 7.

Acelasi lucru se poate demonstra si matricial, astfel:

[r1] = [ro] + [R][r] unde [R] = [I3] (8.56)
x1(t) Xo(t) 1 0 0O]px

deci: i)l =lyo@®|+]0 1 0] M (8.57)
z,(t) Zo(t) 0 0 11tz

x1(t) = xp(t) +x
Astfel se obtine: yi(®) =y +y, (8.58)
z1(t) = zp(t) + z

un sistem de ecuatii in care coordonatele punctelor difera intre ele doar prin constante
numerice.
In concluzie in miscarea de translatie traiectoriile tuturor punctelor rigidului sunt

curbe identice paralele intre ele.
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Particularizand distributia de viteze a miscdrii generale si distributia de acceleratii
gasim ca V= V, si @a = 3, . Rezulta cd In miscarea de translatie toate punctele rigidului au

aceeasi vitezd si acceleratie.

8.3.2 Miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe

Prin definitie miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe este miscarea rigidului cu
doud puncte fixe. Cele doua puncte determina o dreapta fixa, numita axa permanentd de
rotatie (APR). Fie O1 si Oz punctele fixe ( vezi Figura 8.10). Se aleg sistemele de referintd
astfel incat axele z1 si z sa coincida cu APR, iar originile lor sd coincida si ele. Prin urmare

punctul O e fix si are viteza v, = 0.

Figura 8.10

APR.

Rigidul nu poate decat sa se roteasca in jurul APR cu unghiul ¢ = ¢(t) ceea ce conduce

la existenta unui grad de libertate lucru vizibil in ecuatiile finite ale miscarii:

XO=0 L|J=O
{YO =0 {cp=q)(t). (8.59)
ZO:0 0=0
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Viteza unghiulara se obtine in acest caz prin particularizarea ei de la miscarea generala
@ = ¢k si are directie fixd chiar APR. Dacd viteza unghiulara are directie fixa atunci si
acceleratia unghiulard &= @ = ¢k va avea si ea aceeasi directie fixa. Din coincidenta

originilor sistemelor de referinta 7, (t) = 0, ecuatia vectoriala generala 7, (t) = 7, (t) + 7(t)

devine 73 (t) = 7(t) sau matricial [r;(t)] = [R(t)],1[r] care ia forma scrisa explicita:

x1(£) co(t) —sp(t) 0
Y1) = [se(®) C(p(t) “ l (8.60)
z,(t) 0

conducand la legile de miscare ale lui M in sistemul fix care pot fi interpretate drept

ecuatiile traiectoriei lui M :

x1(t) = xcp(t) — ysp(t)
y1(8) = xs(t) + yco(t) . (8.61)
z(t) =z

unde prin eliminarea parametrului timp (ridicand la patrat primele doud ecuatii si

adunandu-le) se gasesc ecuatiile traiectoriei punctului:

2 402 — 42 4 2 — P2
{xl +y; =x"+y —RM' (8.62)
1 =Z

Se poate observa ca traiectoria lui M (I},) este un cerc cu centrul Om pe APR de razd Ry =

Oy M situat intr-un plan paralel cu planul orizontal Oixiy: la distanta z=cst. de acesta.

Distributia de viteze rezultd prin particularizarea relatiei generale si anume:

V= wXT (8.63)
T Tk
care poate fi scrisa explicit:  v,i+v,J+v,k=[0 0 ow|=—-wyl+ wx] (8.64)
Xy z
Vi —wy
avand componentele: Vy = WX (8.65)
v, =0

si modulul: v=,/vi+Vvi+v:=w/x?+y?=wRy (8.66)

ea fiind situatd in planul traiectoriei si proportionald cu raza acesteia.
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Plecand de la particularitatea v, = 0 rezultd cd 3, = vV, = 0, conducand la distributia de

acceleratii: a=eEXT+wWXwXT. (8.67)
Dar tinand cont de relatia vectoriala: 7 =0,0, + Ry (8.68)
de faptul ca: 0,0, = 0,0,k (8.69)

si de dezvoltarea dublului produs vectorial cu formula lui Gibbs, rezulta o alta

exprimare: a=&éxRy—w’Ry=a,+a,. (8.70)

Explicitind R = xT + yJ rezulta:

_ltT ok
a=ad+a,j+ak=|0 0 &l —w?*&T+yj) (8.71)
x y O
a, = —gy — w?x
avand componentele: ay = &x — w2y (8.72)
a, =0
si modulul: a=,/ait+aj+aZ=Ryve? + w*. (8.73)

8.3.3 Miscarea de rototranslatie

Miscarea de rototranslatie_este miscarea in care doud puncte ale rigidului se miscd pe o
dreaptd fixd . Stiind cd doua puncte determina o dreapta se poate afirma ca o dreaptd
apartindnd rigidului se miscd pe o dreaptd fixd. Dreapta fixa se numeste axa miscdrii de
rototranslatie/axa miscarii elicoidale (AMRT/AME). De data aceasta se considera cele trei
sisteme de referintd cu axele zi, z’si z coincizand cu AMRT/AME conform Figurii 8.11.
Vectorul de pozitie a punctului O fatd de O este 7, (t) = z,(t)k din care v, = 7, = zyk,
astfel ca viteza lui O are directie fixa chiar AME.

Cum rigidul se poate roti in jurul ei variaza in timp numai unghiul ¢. Ecuatiile
finite ale miscdrii iau forma:

Xg = 0 1/) =0
{ Yo =0 {(p = @(t) . (8.74)
Zo = Zo(t) 6=0

170



rigidul avand doua grade de libertate. Viteza unghiulara are si ea aceeasi directie @ = ¢k

ca sivy.

Figura 8.11

AMRT.IAME.

In concluzie la miscarea de rototranslatie ¥, si @ sunt paraleli si au ca directie fixa
AME. Pentru determinarea traiectoriei se pleaca tot de la ecuatia vectoriald
71 (t) = 7p(t) + 7(t) pusd sub forma matriciala:
[7(O] = [To(OI+R@®)][r] - (8.75)
si explicitata:

x1 (O] [x0(t)
i@ = [yo®|+
71 (t) Zo(t)

obtinand ecuatiile parametrice ale traiectoriei sau legile miscarii de rototranslatie sau

cp(t)  —so(t) 0

sp(t) ap(t)
0

(8.76)

elicoidale:

x1(£) = x1(t) + xc(t) — yso(t)
y1(8) = y1(1) + xs9(t) + ycp(t) . (8.77)
z1(t) = zo()

Eliminand timpul intre primele douad ecuatii se determina traiectoria (I'y,):
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{xf+yf=x2+y2=R§4 (878)
z1=29(t) + 2z '
descriind o elice infasurata pe un cilindru de raza Rm (distanta de la M la axa AME).
Distributia de viteze se obtine utilizand relatia de la miscarea generald: v =V, +

w X T, dar cu particularitatea vy, || @ cu directie fixd. Se expliciteaza si rezulta:

|t Tk _
Vil +VyJ+Vv,k=vpok+ |0 0 w|=-wyl+wxj+vok. (8.79)
Xy z
Ve = —WY
rezultand componentele vitezei: Vy = WX (8.80)
V, =Vp

de modul: v=VZ+VvZ+vZ=,(x2+y2)w?+ V2= Riw?+V3 . (8.81)
Derivand vitezele rezulta acceleratiile:

adp=Vp =20k si £€=w=¢k. (8.82)

Se observa cad si ele au ca directie fixa tot AME si ca a, || €, (vezi Figura 8.12) deci
relatia generald de la distributia de acceleratii ia o formd asemanatoare a =a, + € X7 +
@ X @ x7 din care tindnd cont de 7= 0,0y + Ry rezultd legea de distributie a

acceleratiilor din miscarea elicoidald/rototranslatie:

a=dp+ EXRy—w?Ry=ap,+a,+a,. (8.83)




Componentele si modulul se determina explicitand relatia (8.83) si avand in vedere

cd Ry, = xU + yj. Asadar, rezulta:

B |t Tk
al+a,j+ak=a0k+|0 0 &|—w?&T+yj). (8.84)
x y O
avand componentele si modulul:
a, = —&y — wx
— 2 — 2 2 — 2 4 2 2
a, = ex — wky a=.aZ+aZ+aZ=,(e?+w*")RY +a} (8.85)
d, = ao

Observatie: — in cazul particular al miscarii de surub zy(t) = A@(t) cu pasul p = A2m cind

Zo(t) = %(p(t) in care rigidul are un singur grad de libertate, iar vy = %w si ag = %e ,

viteza si acceleratia sunt:

V=0 (ﬁ)z +R; a= Jez [(%)2 + R,%,] + w*RE . (8.86)

21

8.3.4 Miscarea plan-paralela

Prin definitie este miscarea in care trei puncte necoliniare apartindnd rigidului se misca
intr-un plan fix. Cele trei puncte (fie O,M si N) determina o sectiune (o) a rigidului, planul
fix purtand denumirea de plan director al miscarii (P4) vezi Figura 8.13. Asadar, o a doua
definitie a miscdrii plan-paralele, este: miscarea in care o sectiune a rigidului se misci tot
timpul in planul director.

Se aleg sistemele de referinta astfel incat planul Omxiy: sd coincida cu planul
director, iar sectiunea (o) sd contina axele x’,y’, x si y. Se duce prin M o dreapta (A)
perpendiculard pe planul director. In timp ce rigidul face miscare plan-paraleld dreapta
(A) face o miscare de translatie (rdmane tot timpul paraleld cu ea insasi, adicd normala la
(P4)). Prin urmare toate punctele de pe (A) au traiectorii identice situate in plane paralele
cu (Pa), si aceeasi viteza si acceleratie. De aici si numele miscarii ”plan-paraleld”. Se poate
simplifica studiul miscdrii intregului rigid la studiul miscdrii sectiunii (¢) in planul

director, astfel ca studiul nu se mai face in spatiu, ci in plan.
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Figura 8.13 X |

Miscarea pland este miscarea unei pldci (sectiuni) intr-un plan fix (planul director)
conform Figurii 8.14. Ecuatiile finite ale miscarii sunt:

Xo = Xp (t) 1/) =0
Yo =Yo(t) ¢ =o(t). (8.87)
Zg = 0 =0
asadar atat In miscarea pland cat si in cea plan-paraleld rigidul are numai trei grade de

libertate.

Vi

Yo (D)

Oy Xo (1) Xii
Figura 8.14

174



Vectorul de pozitie al originii sistemului mobil se scrie:

To(t) = x0 (D)1 + Yo (D)1 - (8.88)
si i se poate calcula viteza
‘70 = 7:_'0 = J'Cofl + ijl. (889)
si acceleratia: ap = Vo = Xoly + Vo1 - (8.90)

Viteza unghiulard rezultd din ecuatiile parametrice @ = @k permitand calculul
acceleratiei £ = @ = ¢k . In concluzie v, si 3, apartin planului director, w si & de directie
fixa sunt perpendiculare/normale pe acesta.

Distributia de viteze are aceeasi forma ca la miscarea generalda V=V, + @ X7 cu
mentiunea ca v apartine planului director, iar @ are directie fixd normald pe planul director.
Proprietati: 1. v, si @ determina complet distributia de viteze;

2. valoarea instantanee a vitezei unghiulare este un invariant;
3. relatia dintre vitezele a doud puncte A si B:

Vg =V4+ @ X AB =V, + Vg, (8.91)
se numeste relatia lui Euler pentru viteze si sta la baza metodei grafice planul vitezelor;
4. existd un singur punct de viteza instantanee nula se noteaza cu I si se numeste polul
vitezelor / centrul instantaneu de rotatie (CIR).
Distributia de viteze fata de I se deduce tinand seama de particularitatea:

Vi=0=Vy+w X1} (8.92)

care se scade din: v =V, + w X 1.

—oXT,=wX({F—1)=wxIM (8.93)

=i

X

gl

Astfel, rezulta: V=
ca si cand placa s-ar roti in jurul lui I din punctul de vedere al vitezelor.
Acest lucru permite determinarea grafica a lui I la intersectia perpendicularelor pe

viteze (vezi Figura 8.15), iar vitezele impun sensul vitezei unghiulare @ .

Figura 8.15
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Metoda CI de determinare a vitezelor

1. se dau v, si w: se determina I la distanta I4A = VZA perpendicular pe v, si apoi vz =
w IB perpendicular pe IB in sensul lui w.

2. Se dau v, si I: se determina w = ‘I]—: cu sensul impus de v, si apoi vg = ‘I]—: IB
perpendicular pe IB in sensul lui w.
Observatii: - daca perpendicularele pe viteze se suprapun se poate gasi I la intersectia

perpendicularei pe viteze cu segmentul ce uneste varfurile vitezelor Figura 8.16;

Figura 8.16

[, @
-daca I este la «~ atunci, w = 0si vy = v, placa avand o miscarea de translatie

instantanee Figura 8.17.

[ — o0 =0
Figura 8.17

Centroidele miscarii
In miscarea plané/plan-paralel la un moment dat un singur punct are viteza nul el
tiind I. La momentul urmator de timp alt punct are viteza nuld si asa mai departe. Se

Xy = xqy(t) .

inregistreaza pozitiile lui I separat in cele doua sisteme de referinta fix {y — v (0 si
11 — Jil

(X =x(t . cpes . . .1
mobil {yl _ yI E tg . Locul geometric al pozitiilor succesive ale lui I se numeste centroidda
1=

fixd/curba baza (C¢/B) sau centroidd mobild/rostogolitoare (Cn/R). Ele se obtin eliminand

parametrul intre ecuatiile coordonatelor si gasind formele implicite ale celor doud curbe:

176



(C¢/B) f(x15,¥11) =0 sau (Cu/R) g(x;,y;) = 0. Cele doud curbe sunt tangente intre ele
chiar in I.

Observatii: - in tipul miscdrii centroida mobild se rostogoleste fird sid alunece pe centroida fixa
punctul lor de tangentd fiind I;

- in spatiu lui I ii corespunde o dreaptd, numita axd instantanee de rotatie (AIR), iar centroidelor
niste suprafete cilindrice riglate numite axoida fixda (Ay) si axoidd mobild (An);

- axoidele sunt tangente intre ele dupd (AIR);

- in timpul miscdrii axoida mobild se rostogoleste fird si alunece pe axoida fixd.

Distributia de acceleratii se obtine din formula generala cu mentiunea ca 7,Vsia,
apartin sectiunii (o), iar @ si &€ au directie fixa perpendiculara pe (o) astfel:

A=Gy +EXTFHBXDXT=dy + EXT + (@F)B — (BD)T = Gy + & X T — w?F. (8.94)

<

Q|

Cu notatiile: a® = & X 7 si @’ = —w?7, substituite in (8.94), rezulta:

=i
-

a=ap+a+a’ (8.95)
Proprietati: 1. a,, @ si £ determind complet distributia de acceleratii;

2. valoarea instantanee a acceleratiei unghiulare este un invariant;

3. relatia dintre acceleratiile a doud puncte A si B se numeste relatia lui Euler pentru
acceleratii: ag =a, +&XAB — w?AB = @y + as, + a%, = @, + dgy (8.96)
si sta la baza metodei grafice numita planul acceleratiilor;

4. existd un singur punct de acceleratie instantanee nuld, se numeste polul
acceleratiilor si se noteaza cu J.

Distributia de acceleratii fatd de J se deduce tinand seama ca 7 =7, + JM si:
a=0=dy,+&XT— 0 (8.97)

Facand diferenta dintre (8.94) si (8.97), se obtine:

a=¢x(f—1)—w?(Ff—7)=exM— w?*M (8.98)
ca si cind placa s-ar roti in jurul lui | din punct de vedere al acceleratiilor. Acest lucru permite
determinarea grafica a acceleratiei unui punct cand se cunoaste acceleratia altui punct.
Metoda polului acceleratiilor_vezi Figura 8.18

1. sedau], wsi € se calculeaza: ai=&exJAaY = —w?JA

apoiay = JA VeZ + w* si tanf = % = &/w? pe directia JA se duce sub unghiul 6 aa.
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2. sedauaa, J, wsie: se calculeazd ag = JB Ve? + w*, iar sub unghiul O fata de JB se

duce as.

Figura 8.18

8.3.5 Miscarea sferica

Miscarea sferica apare atunci cand un punct apartindnd rigidului ramdne fix pe tot
timpul miscdrii . Se mai numeste si miscarea rigidului cu punct fix. Se alege punctul fix O

ca origine a sistemelor de referintd conform Figurii 8.19.

AlR.

Z

Prin urmare 7, = 0 si v, =7, = 0 ceea ce inseamnd ca rigidul nu-si schimba pozitia ci

numai orientarea.

X0 =0 Y =P(t)
Ecuatiile finite ale miscarii sunt: Vo =0 @ =q@(t). (8.99)
ZO = 0 9 = B(t)
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Rezulta de aici ca rigidul are trei grade de libertate si ca vo = 0, iar:

= Yk, + ¢k + On (8.100)

gl

are o directie oarecare. Prin urmare @, = 0, iar acceleratia unghiulard £ = @ va avea si ea
o directie oarecare. Vectorul r(t) are modulul constant numai directia lui fiind variabila.
Acest lucru Inseamna cd punctul M se deplaseaza pe o sferd de raza r adica traiectoria lui

este o curbd Inscrisd pe o sferd de unde si denumirea de miscare sfericd.

Distributia de viteze este v = @ X I obtinuta prin particularizarea relatiei de la miscarea

generald si are expresia:

I R
Vel +vyJ+ vk = o, w, w,]|=
x y z
= (wyz — 0,y)T+ (W, x — W 2)] + (wyy — wyx)k (8.101)

cu ajutorul cdreia se identifica componentele vitezei pe sistemul mobil legat de rigid:

Ve = WyZ — WY
Vy = WzX — WyZ (8.102)
V, = WrY — WyX

Distributia de acceleratii In miscarea sferica se gaseste in mod asemadnadtor din relatia de
la miscarea generala tinand seama de particularitatea ca a, = 0, rezultand:

a = Qpot + Agy (8.103)
in care: ot =EXT Sl Quy =W X W XT. (8.104)
Componentele acceleratiei pe axele sistemului mobil Oxyz se determina explicitand
vectorii, calculand produsele vectoriale si identificand coeficientii versorilor intre

membrii stang si drept al relatiei.

Tk U j k
axlta,jtak=le g |+ Wy w,, W, (8.105)
Xy z WyZ — WY WX — WyZ WY — WyX

Prin efectuarea calculelor se obtine:

a, = —(wf, + wzz)x + (wxwy — sz)y + (wxwz + gy)z
a, = (wywy + &)x — (0f + D)y + (0,0, — &)z (8.106)

a, = (wzwx - ey)x + (wzwy + ex)y — (wf, + w,%)z
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8.4 Aplicatii

P8.1 Mecanismul paralelogram din figurd este
pus In miscare de manivela motoare O1A care se
roteste cu viteza unghiulard constantad wo in jurul
articulatiei Oi.  Cunoscand  dimensiunile

geometrice ale mecanismului sd se gdseasca

traiectoria, viteza si acceleratia punctelor A si B ale mecanismului.

mecanismului.

P8.3 Bara AB executa o miscare cardanica si are viteza

capatului A constantd u. Sa se gaseasca viteza capatului B si

centroidele miscarii barei.

P8.4 Bara AD este pusd in miscare de manivela
motoare OC care se roteste cu viteza unghiulara
constantd wo In jurul articulatiei O. Punctele A si
B ale barei culiseaza pe axele xi1 respectiv y1. Sa
se determine traiectoria, viteza si acceleratia
punctului D precum si centroidele miscarii plane

ale barei.
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P8.2 Manivela motoare OA se roteste in jurul
articulatiei O cu viteza unghiulard constanta wo
punand In miscare mecanismul bield-maniveld

din figura. Sa se determine viteza punctului B al




Indicatii: 1. daca nu este dat sistemul de referinta atunci el se alege cu originea in
articulatia manivelei motoare;

2. se proiecteaza punctul pe sistem gasindu-se coordonatele acestuia;

3. se deriveaza coordonatele obtindnd componentele vitezei (dupa prima derivare)
si ale acceleratiei (dupa a doua derivare);

4. daca se cere traiectoria se elimina parametrul (fie timpul, fie unghiul) intre
coordonate;

5. daca se trateazd problema ca la cinematica problemelor de solide, atunci se cauta
polul vitezelor (I si se aplica metoda CIR de determinare a vitezelor;

6. daca se cer centroidele se cauta coordonatele lui I fata de un sistem fix si fata de
un sistem mobil, dupa care se elimind parametrul si se obtin centroidele;

7. cand acceleratia unghiulard e nuld atunci acceleratia punctului nu are decat
componentd normald, ea avand directia spre centrul de rotatie, din valoarea ei se
poate gasi distanta pana la polul acceleratiilor cu ajutorul cdruia se pot calcula restul

acceleratiilor.

Solutii:
P8.1 Mecanismul este compus din manivela motoare 1, biela 3 si manivela condusa 2.
Biela AB face o miscare de translatie toate punctele ei avand aceeasi vitezd si

acceleratie prin urmare e suficient sd se determine: v, si a, .

Astfel, v, = 0,4 wy = rw, fiind L 0;A cu sensul dat de w,. Cum w, =ct.=> €=

wo=0decia, =aj ay =a} = 0,4 w5 =rws.

P8.2 Manivela motoare OA executd o miscare de
rotatie fata de articulatia O, iar biela AB o
miscare pland. Viteza lui A este la fel ca in
exemplul precedent. Punctul B executa o miscare

rectilinie avand directia vitezei de-a lungul OB.
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Se duc perpendicularele pe viteze in A si in B, gasind la intersectia lor pe I (polul
vitezelor sau CIR al bielei). Cum v, =rw, , se exprima fatd de v, = LA w,

A r . ri,B
rezultand: W, =—wy sivg = LB w, ===
1A 0 3 I,A

Wo

unde 2B si A sunt usor de determinat geometric.

P8.3 In miscarea cardanica capetele barei se misca pe axele xi1 si yi1. Prin urmare

viteza lui B are directia axei y1 .

X
N

Se traseaza perpendicularele pe viteze si se determina I la intersectia lor.
. . v . . IB 2l sin
Din: va=usiv, = wlA rezultd w siapoivg = —u = d

’ ’ IA 2lcos o
Xy =IB = 2lsing
yiy = 1A =2lcosg@’

u=utange.

Coordonatele lui I in sistemul fix Ox1y1 sunt: {

iar prin eliminarea lui ¢ se obtine baza sau centroida fixa B/Ct un cerc cu centrul in O
si raza 2lI: x% + y?4 = (21?2
Se considera un sistem mobil legat de bara Axy in care coordonatele lui I vor fi:
x =1IAsing = 2lcosp sing = lsin 2¢
{y = IAcos @ = 2l cos? ¢ = (1 + cos 2¢)
cu care se stabileste rostogolitoarea sau centroida mobild R/Cm: x? + (v, — D? = I?

tot un cerc de raza 1 si centru in C(0, 1) exact la mijlocul barei.

P8.4 Bara AB de lungime 2l executa o miscare

2l

plana astfel incat capatul A se misca cu viteza
constanta u pe o suprafata cilindrica de raza r, iar
corpul barei trece In permanenta prin culisa
oscilantd din D vezi figura. Se cer viteza si

acceleratia punctului B precum si centroidele

miscarii barei.
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P8.5 Bara AB de lungime 2l executd o miscare
plana astfel incat capdtul A se miscd cu viteza
constantd u pe o suprafata orizontald, iar corpul

barei trece In permanenta prin culisa oscilanta din

D conform figurii. Se cere viteza punctului B

precum si centroidele miscarii barei.

P8.6 Manivela motoare OA a mecanismului
bield-manivela cu excentric din figura se roteste
cu viteza unghiulard constantd wo in jurul
articulatiei O. Sa se determine viteza culisei din

-~ B utilizand metoda polului vitezelor sau metoda

planului vitezelor.

P8.7 O roata de razd r se rostogoleste fara alunecare
pe o sind fixd orizontala. Stiind viteza u, constanta, a
centrului rotii sa se afle viteza si acceleratia unui

punct M aflat pe periferia ei. Sd se determine de

asemenea centroidele miscarii plane ale rotii. PR T Tt g

Indicatii 1. Se pot utiliza notiunile de la cinematica sistemelor de corpuri;

2. CIR sau I se determind usor la intersectia perpendicularelor pe viteze/pe directia
vitezelor;

3. daca se cere acceleratia vreunui punct cand &=0 se aplica indicatia 7 de la problema
P8.4.

Schemele fortelor pentru P 8.4—P 8.6

yl, 1, R
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P8.7 Deoarece nu existd alunecare intre sina si roatd, in punctul de contact se
suprapun doud puncte: unul apartine rotii celdlalt sinei, iar vitezele lor sunt egale.
Cum sina e fixa viteza punctului de pe sind e zero, prin urmare si punctul de pe roata
are viteza nula el fiind chiar I. Din expresia vitezei lui O se poate determina viteza
unghiulard w = % =% dupa care se gaseste viteza lui M: v=wIM = 2rwcos¢ .
Viteza lui O fiind constanta, iar traiectoria lui o dreaptd, el face o miscare rectilinie si

uniformd, acceleratia sa fiind nuld prin urmare polul acceleratiilor J=O .

: i M
I
0»1 777777777 \'—J iog‘*~— L — — [ 3
l faamis .U Y4
p ) i
o 4
| v w B/C
BUE G WS o WS T
Xv X¥

Deoarece u si r sunt constante si w e constant deci € = @ = 0 iar acceleratia lui M nu
are decat componenta normald @ =a, a = w?*/M = w?r. Se aleg doud sisteme de
referintd unul fix Oixiy1 si celdlalt mobil legat de roata Oxy. Se proiecteaza pe Iin cele
doua sisteme:

{xu =10 =7 =ct. {x, = 10c93<p = rcF)s<p

Y = ut y; =10sing =rsing
observand cd in sistemul fix I descrie o dreaptd paralela cu axa y de ecuatie:
X1; = r = ct. centroida fixa B/Cs.
Se elimina parametrul timp intre coordonatele lui I in sistemul mobil si rezulta:
xt+yt =12

ecuatia unui cerc ce coincide cu periferia rotii centroida mobila R/Cm.

P8.8 Un rulment este compus dintr-un inel

‘ exterior, unul interior si bile asezate intre inele. La
rulmentul din figurd, schematizat, ambele inele se

rotesc cu viteze unghiulare constante, de sensuri opuse

(we>wi), iar bilele executd miscare pland. Cunoscand

razele Ri si Re sd se determine viteza unghiulara a bilei

si viteza centrului ei.
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P8.9 Manivela motoare OO:1 a mecanismului planetar din
figura se roteste cu viteza unghiulard constanta wo in jurul
articulatiei fixe O si pune in miscare roata planetard de raza r
ce se rostogoleste fara sa alunece pe roata fixa de raza R. Sa se
determine vitezele si acceleratiile punctelor A si B apartinand

rotii planetare.

P8.10 Manivela motoare OO: de lungime 2r a
mecanismului planetar din figurd se roteste cu viteza
unghiulara constanta wo in jurul articulatiei fixe O si pune
in miscare roata planetard de raza r ce se rostogoleste fara
sd alunece pe interiorul rotii fixe de raza 3r. Sa se
determine vitezele si acceleratiile punctelor A si B

apartinand rotii planetare. Mai mult punctul A se

suprapune cu manivela in momentul considerat.

P8.11 Se considera un mecanism planetar avand o bield AB articulatd de
periferia rotii planetare. In cellalt capat B al bielei se afli o culisa.
Cunoscand dimensiunile geometrice si viteza unghiulara wo constantd a
manivelei sa se determine pentru pozitia mecanismului in care 0;4 L OB
vitezele unghiulare ale rotii planetare si bielei precum si vitezele

punctelor A si B.

Solutii:
P8.8 Bila nu alunecd pe inelele rulmentului deci in punctele de contact dintre bila si
. inele vitezele punctelor de pe bild sunt egale cu
@ vitezele  punctelor inelelor. Daca se duc
perpendicularele pe viteze se constatd ca ele se
suprapun si devine un caz particular in care se unesc
varfurile vitezelor si se determina I.

Vitezele punctelor de contact sunt:
{Vi = w;R; = wp (10, + Rp)
Ve = WeRe, = wp(Ry —10p)’

Re—R; . < . <
£ — . Se rezolva sistemul de doua ecuatii cu doua necunoscute wy,, 10,

iar Ry =
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( _ Ve + \%i _ (A)eRe + (UiRi

wp = =
R —R; R —R;
10 Ve —V; Re - Ri (A)eRe + wiRi Re - Ri
, = : = :
Ve +V; 2 a)eRe - a)l-Rl- 2
Iar apoi se calculeaza apoi viteza centrului bilei:
VetV Re—R; VetV WeRe+wiR;
Vb=wbRb=e L, Z2e” i VeTVi _ DeleTWifi
Re—R; 2 2 2

P8.10 Se noteazd elementele mecanismului: 1 manivela motoare, 2 roata planetara si 3
roata fixd. Cum roata planetard nu aluneca pe roata fixa punctul lor de contact are

viteza nula si este chiar I» (I al elementului 2).

Se determina mai Intai viteza lui On:
VOl = 0010)1 = 2Ta)0

avand sensul impus de wo.

Cu ajutorul lui vy, se poate calcula:  w, =

adica roata planetard are o vitezd unghiulard de doud ori mai mare ca viteza

unghiulara a manivelei. Deoarece w2=2wo care e constant rezulta ca:
81=d)0=0 £2=0:)2=0 @ia01=agl
atat fata de O cat si fatd de J2 si: ap, = w§00; = w3/,0,
01

de unde se deduce: J,0; = C;—z = g , ]2 aflandu-se la r/2 de O1. De remarcat ca
2

acceleratiile tuturor punctelor rotii planetare merg direct spre J.. Acceleratiile

punctelor A si B apartinand rotii planetare vor fi:

ay = w3),A = 2w3r si ag = w3),B = 2rV5wi .
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