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1.1 Reprezentarea numerelor complexe
Fie C = {z = x + jy : x ∈ R, y ∈ R, j2 = −1}. Corpul comutativ (C,+, ·),
unde z1 + z2 = (x1 + x2) + j(y1 + y2), z1z2 = (x1y1 − x2y2) + j(x1y2 + x2y1),
z1 = x1 + jy1 ∈ C s, i z2 = x2 + jy2 ∈ C, se numes,te corpul numerelor
complexe.

Scrierea z = x + jy se numes,te reprezentarea algebricǎ a numǎrului
complex z, x se numes,te partea realǎ a lui z, y partea imaginarǎ s, i notǎm
x = Rez, respectiv y = Imz. Conjugatul numǎrului complex z este z̄ =
x − jy, iar modulul este numǎrul real pozitiv |z| = √x2 + y2.

fig. 1.1:

Dacǎ z = a + jb, atunci punctul M(a, b) din planul Oxy se numes,te
imaginea geometricǎ a lui z. Fiind dat M(a, b), numǎrul complex z = a+jb

se numes,te afixul punctului M . Planul Oxy se numes,te planul complex,

Operații cu numere complexe.
Topologia corpului numerelor complexe

Capitolul  1



Analiză matematică în complex6

axa Ox axa realǎ, iar axa Oy axa imaginarǎ. Au loc egalitǎt, ile

|z| = OM = |−−→OM | =
√

a2 + b2.

Unghiul t ∈ [0, 2π) dintre versorul −→
i al axei Ox s, i vectorul

−−→
OM se numes,te

argumentul redus al lui z s, i se noteazǎ t = argz (vezi figura 1.1), ı̂n vreme
ce mult, imea Argz = {argz + 2kπ : k ∈ Z} = argz + 2πZ se numes,te
mult,imea argumentelor numǎrului complex z. Numǎrul argz se mai
numes,te determinarea principalǎ a argumentului, iar Argz determinarea
generalǎ a argumentului lui z. Pe de altǎ parte,

argz =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctg b

a
, dacă a > 0, b ≥ 0 (cadranul I)

π/2, dacă a = 0, b > 0 (semiaxa pozitivǎ Oy)

arctg b

a
+ π, dacǎ a < 0, b ∈ R (cadranele II s, i III)

3π/2, dacǎ a = 0, b < 0 (semiaxa negativǎ Oy)

arctg b

a
+ 2π, dacǎ a > 0, b < 0 (cadranul IV)

Argumentul lui z = 0 nu se defines,te.
Fie z = a + jb ∈ C∗ s, i t = argz. Dacǎ notǎm r = |z| = √

a2 + b2, atunci
z = r(cos t + j sin t) se numes,te reprezentarea trigonometricǎ a lui z.

1.2 Topologia corpului numerelor complexe

Cât prives,te structura metricǎ, (C, d) este un spat, iu metric, iar metrica
sau distant,a pe C este d : C × C → R+, d(z1, z2) = |z1 − z2|, ∀z1, z2 ∈ C.

Fie z0 ∈ C s, i r > 0. Atunci
� Δ(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| < r} = {z ∈ C : d(z, z0) < r} este

discul deschis de centru z0 s, i de razǎ r. Δ(0; 1) se numes,te discul unitate
deschis.

� Γ(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| = r} = FrΔ(z0; r) este cercul de centru z0
s, i de razǎ r s, i frontiera discului deschis. Γ(0; 1) se numes,te cercul unitate.

� Δ̄(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r} este discul ı̂nchis de centru z0 s, i de
razǎ r. Δ̄(z0; r) = Δ(z0; r) ∪ Γ(z0; r).

� U(z0; r, R) = {z ∈ C : r < |z − z0| < R}, unde 0 < r < R, este
coroana circularǎ de centru z0 s, i de raze r s, i R. Observǎm cǎ U(z0; r, R) =
Δ(z0;R) \ Δ̄(z0; r).
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1.3 Puterea complexǎ a numǎrului e

Formula lui Euler sau reprezentarea exponent,ialǎ a unui numǎr complex
asociazǎ unui numǎr real t, numǎrul complex

ejt = cos t + j sin t,

situat pe cercul unitate.
As,adar, dacǎ z = x + jy, atunci

ez = ex(cos y + j sin y) = eRez (cos(Imz) + j sin(Imz)) .

Observǎm cǎ ejπ = cos π + j sin π = −1, ejnπ = cosnπ + j sinnπ =
(−1)n + 0j = (−1)n s, i ez+2kπj = ez · e2kπj = ez(−1)2k = ez.

Dacǎ z = r(cos t + j sin t) este reprezentarea trigonometricǎ a lui z,
atunci z = rejt s, i obt, inem urmǎtoarea reprezentare exponent,ialǎ

z = |z|ejargz sau z = |z|ejt, cu t ∈ Argz.

1.4 Radicalul de ordinul n ı̂n complex

Fie z ∈ C s, i n ∈ N, n ≥ 2. Se numes,te radical complex de ordinul n al lui
z, mult, imea n

√
z = {w ∈ C : wn = z}. Dacǎ z = r(cos t + j sin t) = rejt, cu

r = |z| s, i t = argz, atunci

n
√

z =
{

n
√

r

(
cos t + 2kπ

n
+ j sin t + 2kπ

n

)
: 0 ≤ k ≤ n − 1

}
,

n
√

z =
{

n
√

rej(t+2kπ)/n : 0 ≤ k ≤ n − 1
}

sau
( n
√

z)C =
{(

n
√

|z|
)
R

ej(argz+2kπ)/n : 0 ≤ k ≤ n − 1
}

,

unde n
√

r este radicalul aritmetic (singurul numǎr real pozitiv s cu pro-
prietatea sn = r). Observǎm cǎ radicalul complex de ordinul n are n

elemente (sau determinǎri), iar n
√

rejt/n este determinarea principalǎ a
radicalului s, i se obt, ine pentru k = 0.

Astfel, (
√
16)R = 4, dar (

√
16)C = {−4, 4} s, i ( 3√8)R = 2, dar ( 3√8)C =

{2, −1 ± j
√
3}.
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1.5 Logaritmul unui numǎr complex

Fie z ∈ C∗. Mult, imea Logz = {w ∈ C : wn = z} se numes,te logaritmul
complex al lui z. Logaritmul numǎrului complex 0 nu se defines,te.

Dacǎ z = rejt, atunci logaritmul complex are ı̂n C o infinitate de
determinǎri, s, i anume

Log z
not==== Lnz = {ln r + j(t + 2kπ) : k ∈ Z} = ln r + j(t + 2πZ)

sau

Log z = {ln|z| + j(argz + 2kπ) : k ∈ Z} = ln|z| + j(argz + 2πZ),

unde r = |z|, t = argz, iar ln r este logaritmul real al numǎrului r >

0. Pe de altǎ parte, luând k = 0, obt, inem determinarea principalǎ a
logaritmului complex, s, i anume

log z
not==== lnz = ln|z| + j · argz, z ∈ C∗.

1.5.1 Exemple

a) Log (1 − j
√
3) =

{
ln |1 − j

√
3| + j

(
arg(1 − j

√
3) + 2kπ

)
: k ∈ Z

}
=
{
ln

√
1 + 3 + j

(
arctg(−√

3) + 2π + 2kπ
)
: k ∈ Z

}
=
{
ln 2 + j

(5π

3 + 2kπ

)
: k ∈ Z

}
= ln 2 + j

(5π

3 + 2πZ

)
.

Determinarea principalǎ a logaritmului este log (1− j
√
3) = ln 2+ 5π

3 j.

b) Log
(

j

3

)
=
{
ln
∣∣∣∣ j3
∣∣∣∣+ j

(
arg j

3 + 2kπ

)
: k ∈ Z

}

=
{
ln 1

3 + j

(
π

2 + 2kπ

)
: k ∈ Z

}

= −ln 3 + j

(
π

2 + 2πZ

)
.

Determinarea principalǎ a logaritmului este log
(

j

3

)
= −ln 3+ π

2 j, cu
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Re
(
log j

3

)
= −ln 3 s, i Im

(
log j

3

)
= π

2 .

c) Log e = {ln |e| + j(arg e + 2kπ) : k ∈ Z}
= {1 + 2kπj : k ∈ Z} = 1 + 2πjZ.

Determinarea principalǎ a logaritmului Log e este log e = ln e = 1.
Meritǎ sǎ amintim aici faptul cǎ determinarea principalǎ a logaritmu-

lui complex al unui numǎr real x > 0 coincide cu logaritmul real natural
al numǎrului x, deoarece Logx = lnx + 2kπj, k ∈ Z, iar determinarea
principalǎ este logx = lnx (i.e. (lnx)C = (lnx)R).

1.6 Puterea complexǎ a unui numǎr complex nenul
Fie z ∈ C∗ s, i α ∈ C. Prin puterea α a numǎrului z ı̂nt,elegem mult, imea
zα, definitǎ prin zα = eαLog z. Fiecare din elementele acestei mult, imi se
numes,te determinare, iar numǎrul eαlog z, unde log z = ln |z| + jarg z se
numes,te determinarea principalǎ a puterii zα.

1.6.1 Exemple

a) (−j)j = ejLog (−j) =
{

ej(ln |−j|+j(arg(−j)+2kπ)) : k ∈ Z
}

=
{

ej2(3π/2+2kπ) : k ∈ Z

}
=
{

e−3π/2−2kπ : k ∈ Z
}
= e−3π/2+2πZ.

Determinarea principalǎ este e−3π/2 ∈ R.

b) (1 + j)−j = e−jLog (1+j) =
{

e−j(ln |1+j|+j(arg(1+j)+2kπ)) : k ∈ Z
}

=
{

e−j(ln
√

2+j(π/4+2kπ)) : k ∈ Z
}
=
{

eπ/4+2kπe−jln
√

2 : k ∈ Z
}

= eπ/4+2πZ · e−jln
√

2.

Determinarea principalǎ este

eπ/4e−jln
√

2 = eπ/4
(
cos
( ln 2

2

)
− j sin

( ln 2
2

))
.



Analiză matematică în complex10

1.7 Probleme propuse
1. Fie z = x + jy ∈ C s, i M(x, y) = M(z). Determinat,i urmǎtoarele
mult,imi din planul complex:

A0 =
{
(x, y) :

∣∣∣∣z − 2
z + 2

∣∣∣∣ < √
2
}

A1 = {(x, y) : 1 ≤ |2z − 1 − 2j| < 3}
A2 = {(x, y) : |z − 1 + 3j| + |z − 2| = 6}
A3 = {(x, y) : |z + 3| − |z − 3 − 6j| = 4

√
2}

A4 = {(x, y) : |z + 2 − 2j| = |z − 3 − 4j|}
A5 = {(x, y) : |z − j| +Re(z) ≤ 2}
A6 =

{
(x, y) : π

4 < arg j + z

j − z
≤ π

2

}
.

2. Determinat,i urmǎtorii radicali complecs, i:

a) 7√j; b) 4√−1 + j; c)
√

−1 + 3j

1 + 2j
.

3. Sǎ se rezolve ı̂n C ecuat,iile:
a) (2 − j)z5 + 3 + j = 0; b) z6 − z3 + 1 − j = 0; c) z4 + z2 + 1 = 0;
d) z10 = (1 +

√
3j)z̄.

4. Sǎ se calculeze:
a) Log−1 − j

√
3

2 ; b) Log(−1); c) j(1−j)2 ; d) (ej)j ; e) jjj

5. Determinat,i partea realǎ s, i partea imaginarǎ pentru determinǎrile
principale ale logaritmilor sau puterilor complexe de mai jos:

a) log−√
2 +

√
2j

2 ; b) log(− 4√5); c) (j
√
3 − 1)−j ; d) (j − 1)1+j

√
3;

e) (1 + j)j ; f) (−j)−πj ; g) 1
√

2; h) ej

1.8 Indicat, ii s, i rǎspunsuri
1. Avem |z −2| <

√
2|z+2| ⇔ |x −2+ jy| <

√
2|x+2+ jy| ⇔ (x −2)2 +y2 <

2(x+2)2+2y2, adicǎ x2+12x+4+y2 > 0, de unde rezultǎ cǎ (x+6)2+y2 > 32.
Prin urmare, A0 = C \ Δ(−6; 4

√
2).

Observǎm cǎ 1 ≤ |2z − 1 − 2j| < 3 ⇔ 1
2 ≤
∣∣∣z −

(
1
2 + j

)∣∣∣ < 3
2 s, i, de aici,

z ∈ U
(
z0; 1

2 , 3
2
)

∪Γ
(
z0; 1

2
)

, cu z0 = 1
2 + j. În concluzie, A1 = U

(
z0; 1

2 , 3
2
)

∪
Γ
(
z0, 1

2
)
.
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Fie F1(1, −3) ≡ F1(1−3j) s, i F2(2, 0) ≡ F2(2). Deci |z −1+3j|+ |z −2| =
6 ⇔ d(M, F1)+d(M, F2) = 6 = 2a. Prin urmare, A2 este elipsa cu distant,a
focală F1F2 =

√
10 = 2c s, i semiaxele a = 3, respectiv b =

√
26
2 (a2 = b2+c2).

Dacǎ considerǎm F1(−3, 0) ≡ F1(−3) s, i F2(3, 6) ≡ F2(3 + 6j), atunci
|z +3| − |z − 3− 6j| = 4

√
2 ⇔ d(M, F1)− d(M, F2) = 4

√
2 = 2a. Deci A3 este

o ramurǎ a hiperbolei cu distant,a focalǎ F1F2 = 6
√
2 = 2c s, i semiaxele

a = 2
√
2, respectiv b =

√
10 (c2 = a2 + b2).

Luând A(−2, 2) ≡ A(−2+2j) s, i B(3, 4) ≡ B(3+4j), obt, inem |z+2−2j| =
|z − 3 − 4j| ⇔ d(M, A) = d(M, B) s, i A4 este mediatoarea segmentului AB.

Se poate observa cǎ |z − j| + Rez ≤ 2 ⇔ |x + j(y − 1)| ≤ 2 − x ⇔ x2 +
(y −1)2 ≤ (2− x)2 ⇔ x ≤ −y2+2y+3

4 . De aici, A5 =
{
(x, y) : x ≤ −y2+2y+3

4
}
.

Fie Z = j + z

j − z
, Z = X + jY . Atunci

Z = x + j(y + 1)
−x + j(1 − y) = (x + j(y + 1))(−x − j(1 − y))

(−x + j(1 − y))(−x − j(1 − y))

= −x2 − y2 + 1
x2 + (1 − y)2 − 2x

x2 + (1 − y)2 j,

de unde obt, inem X = −x2 − y2 + 1
x2 + (1 − y)2 s, i Y = − 2x

x2 + (1 − y)2 . Pe de altǎ
parte,

π

4 < arg j + z

j − z
≤ π

2 ⇔ 0 ≤ X < Y

s, i, prin urmare,

A6 = {(x, y) : −2x > −x2 − y2 + 1, −x2 − y2 + 1 ≥ 0}
= {(x, y) : (x − 1)2 + y2 > 2, x2 + y2 ≤ 1} = Δ̄(0; 1) ∩

(
C \ Δ̄(1;

√
2)
)

.

2. a) 7√j =
{

e
j
(

π
14+2kπ

7
)
: 0 ≤ k ≤ 6

}
;

b) 4√−1 + j =
{

8√2e
j
(

3π
16 +kπ

2
)
: 0 ≤ k ≤ 3

}
;

c)
√

−1 + 3j

1 + 2j
=

√
1 + j =

{
4√2ej(π

8 +kπ) : 0 ≤ k ≤ 1
}
.

3. a) Cum z5 = 3 + j

−2 + j
, S =

{
10√2ej

(π
4 + 2kπ

5
)
: 0 ≤ k ≤ 4

}
;

b) Fie z3 = u. Ecuat, ia devine: u2 − u + 1 − j = 0, de unde obt, inem
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u1 = 1 + j s, i u2 = −j. Deci

S = 3√1 + j ∪ 3√−j

=
{

6√2e
j
(

π
12+2kπ

3
)
: 0 ≤ k ≤ 2

}
∪
{

e
j
(

π
2 +2kπ

3
)
: 0 ≤ k ≤ 2

}
.

c) Notând z2 = u, ecuat, ia din enunt, devine u2 + u + 1 = 0. De aici,
u1,2 = −1

2 ± j
√

3
2 s, i, prin urmare

S =
√

−1+j
√

3
2 ∪

√
−1−j

√
3

2

=
{

ej(π
3 +kπ) : 0 ≤ k ≤ 1

}
∪
{

e
j
(

2π
3 +kπ

)
: 0 ≤ k ≤ 1

}

=
{

1
2(1 ± j

√
3); 1

2(−1 ± j
√
3)
}

.

d) Înmult, ind ecuat, ia cu z, obt, inem z11 = (1 + j
√
3)|z|2 s, i, de aici,

|z|11 = |1 + j
√
3| · |z|2. Dacǎ z �= 0, atunci |z|9 = |1 + j

√
3| = 2, de unde

rezultǎ cǎ |z| = 2
1
9 . As,adar, z11 = (1 + j

√
3)
(
2

1
9
)2
, adicǎ

z ∈ 11
√
(1 + j

√
3)2

2
9 =
{

11
√

|1 + j
√
3|2 2

9 ej(π
3 +2kπ)/11; 0 ≤ k ≤ 10

}

=
{
2

1
9 ej
(

π
33 + 2kπ

11
)
; 0 ≤ k ≤ 10

}
= S1.

Solut, ia finalǎ este S = {0} ∪ S1.

4. a) Avem

Log−1−j
√

3
2 =

{
ln
∣∣∣∣−1−j

√
3

2

∣∣∣∣+ j

(
arg −1−j

√
3

2 + 2kπ

)
: k ∈ Z

}

=
{

j
(

4π
3 + 2kπ

)
: k ∈ Z

}
= j
(

4π
3 + 2πZ

)
;

b) Log(−1) = {ln | − 1| + j (arg (−1) + 2kπ) : k ∈ Z} = (2Z+ 1)πj;

c) j(1−j)2
= j−2j = e−2jLog(j) =

{
e−2j(ln |j|+j(arg (j)+2kπ)) : k ∈ Z

}
=
{

e2(π
2 +2kπ) : k ∈ Z

}
= eπ+4πZ.
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d) (ej)j = ejLog(ej) = ej(ln |ej|+j(arg(ej)+2πZ))

= ej(1+j( π
2 +2πZ)) = ej− π

2 +2πZ.

e) jjj
= ejjLogj = ejj ·j( π

2 +2πZ) = ejj+1( π
2 +2πZ),

unde

jj+1 = e(j+1)Logj = ej(j+1)( π
2 +2πZ) = e(−1+j)( π

2 +2πZ).

As,adar,

jjj
= e( π

2 +2πZ)·e(−1+j)(π
2 +2πZ)

.

5. a) log−√
2+

√
2j

2 = ln
∣∣∣∣−

√
2+

√
2j

2

∣∣∣∣+jarg −√
2+

√
2j

2 = 3π
4 j = z, Rez = 0,

Imz = 3π
4 ;

b) log
(
− 4√5

)
= ln | − 4√5| + jarg (− 4√5) = 1

4ln5 + πj = z, Rez = 1
4ln5,

Imz = π;

c) Cum

(j
√
3 − 1)−j = e−jLog(j

√
3−1) =

{
e
−j
(

ln2+j
(

2π
3 +2kπ

))
: k ∈ Z

}

=
{

e

(
2π
3 +2kπ

)
−jln2

: k ∈ Z
}

,

z = e
2π
3 −jln2 = e

2π
3 (cos(ln2) − j sin(ln2)) este determinarea principalǎ,

Rez = e
2π
3 cos(ln2), iar Imz = −e

2π
3 sin(ln2);

d) (j − 1)1+j
√

3 = e(1+j
√

3)Log(j−1)

=
{

e
(1+j

√
3)
(

ln2
2 +j

(
3π
4 +2kπ

))
: k ∈ Z

}

=
{

e
ln2
2 −√

3
(

3π
4 +2kπ

)
· e

j

(
3π
4 +

√
3

2 ln2+2kπ

)
: k ∈ Z

}
.
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De aici, z = e

ln2
2 −3

√
3π

4 +j

(
3π
4 +

√
3

2 ln2
)

este determinarea principalǎ

a puterii complexe, partea realǎ fiind Rez = e
ln2
2 −3

√
3π

4 cos
(

3π
4 +

√
3

2 ln2
)
,

iar partea imaginarǎ Imz = e
ln2
2 −3

√
3π

4 sin
(

3π
4 +

√
3

2 ln2
)
;

e) Avem

(1 + j)j = ejLog(1+j) = e
j
(

1
2 ln 2+j(π

4 +2πZ)
)
= e

ln 2
2 j−π

4 −2πZ,

s, i, de aici, z = e−π
4 · e

ln 2
2 j = e−π

4
(
cos
(

ln 2
2
)
+ j sin

(
ln 2
2
))

este determina-
rea principalǎ. Prin urmare, Rez = e−π

4 cos
(

ln 2
2
)
, iar Imz = e−π

4 sin
(

ln 2
2
)
.

f) Deoarece

(−j)−πj = e−πjLog(−j) = e
−πj2

(
3π
2 +2πz

)
= e

3π2
2 +2π2Z,

determinarea principalǎ este z = e
3π2

2 , cu Rez = e
3π2

2 s, i Imz = 0.
g) Observǎm cǎ

1
√

2 = e
√

2Log1 = e2
√

2πjZ,

determinarea principalǎ a puterii complexe este z = e0 = 1, Rez = 1 s, i
Imz = 0.

h) Observǎm cǎ

ej = ejLoge = ej(ln |e|+j(0+2πZ)) = ej+j2·2πZ = ej−2πZ,

având determinarea principalǎ z = ej = (cos 1 + j sin 1). Rez = cos 1, iar
Imz = sin 1.



2.1 Noţiunea de funct, ie complexǎ

Fie E ⊆ C o mult, ime datǎ. Funct, ia f : E → C, care atas,eazǎ fiecǎrui
numǎr complex z ∈ E numǎrul complex f(z) ∈ C se numes,tie funct,ie
complexǎ de variabilǎ complexǎ.

Dacǎ z = x + jy, atunci

f(z) = P (x, y) + jQ(x, y), (x, y) ∈ E

este reprezentarea algebricǎ a funct, iei f(z), ı̂n vreme ce

f(z) = |f(z)|ejarg f(z)

este reprezentarea trigonometricǎ. Se poate observa cǎ P (x, y) = Re f(z)
s, i Q(x, y) = Im f(z).

Dacǎ f : E ⊆ C → C este o funct, ie complexǎ a.̂ı. ∞ ∈ E′ (i.e. punctul
de la infinit este punct de acumulare pentru mult, imea E), atunci prin
comportarea funct, iei f la ∞ ı̂nt,elegem comportarea ı̂n 0 a funct, iei g,
definite prin g(z) = f

(
1
z

)
, z ∈ C∗, astfel ı̂ncât 1

z ∈ E.

2.2 Funct, ii monogene. Condit, iile Cauchy-Riemann

Fie G ⊆ C o mult, ime deschisǎ, z0 ∈ G un punct fixat, z0 = x0 + jy0 s, i
f : G → C, f(z) = P (x, y) + jQ(x, y), z = x + jy ∈ G, o funct, ie datǎ. Dacǎ
existǎ limita

lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

= f ′(z0)

s, i este finitǎ, i.e. f ′(z0) ∈ C, atunci funct, ia f se numes,te monogenǎ sau
derivabilǎ ı̂n z0. Mai mult, funct, iile P s, i Q admit derivate part, iale ı̂n
punctul (x0, y0) s, i au loc egalitǎt, ile:

Funcții olomorfe

Capitolul  2
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(C − R)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂P

∂x
(x0, y0) =

∂Q

∂y
(x0, y0)

∂P

∂y
(x0, y0) = −∂Q

∂x
(x0, y0),

numite s, i condit,iile de monogenitate Cauchy-Riemann ı̂n punctul z0.
Invers, dacǎ funct, iile P s, i Q admit derivate part, iale pe o vecinǎtate

a unui punct z0 ∈ G, care sunt pe deasupra continue ı̂n z0 s, i dacǎ sunt
ı̂ndeplinite condit, iile Cauchy-Riemann (C-R), atunci funct, ia f este mono-
genǎ ı̂n z0. Observǎm as,adar cǎ punctele de monogenitate ale unei funct, ii
se determinǎ din condit, iile (C-R).

� Dacǎ f : G ⊆ C → C este o funct, ie monogenǎ ı̂n z0 = x0 + jy0 ∈ G,
atunci

f ′(z0) =
∂P

∂x
(x0, y0) + j

∂Q

∂x
(x0, y0).

Mai mult, t, inând cont de condit, iile (C-R), putem scrie s, i

f ′(z0) =
∂P

∂x
(x0, y0) − j

∂P

∂y
(x0, y0),

f ′(z0) =
∂Q

∂y
(x0, y0) + j

∂Q

∂x
(x0, y0),

f ′(z0) =
∂Q

∂y
(x0, y0) − j

∂P

∂y
(x0, y0).

� Dacǎ scriem funct, ia f ca o funct, ie ce depinde de variabilele z s, i z̄,
atunci

(2.1) (C-R) ⇔ ∂f

∂z̄
= 0,

iar derivata ı̂n punctul de monogenitate z0 se calculeazǎ cu formula

f ′(z0) =
∂f

∂z
(z0).

De cele mai multe ori, este mai us,or sǎ verificǎm condit, iile (C-R)
folosind relat, ia (2.1), decât sǎ calculǎm funct, iile P s, i Q.

În cele ce urmeazǎ, vom determina prin douǎ metode punctele de
monogenitate ale urmǎtoarelor funct, ii, respectiv valoarea derivatelor ı̂n
aceste puncte.
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2.2.1 Exemple

a) Fie f(z) = z3 + 2z̄2 − 4z̄ + 2 − 3j.
Metoda I
Punând z = x + jy ı̂n expresia funct, iei, obt, inem f(z) = (x + jy)3 +

2(x − jy)2 − 4(x − jy) + 2 − 3j = x3 + 3x2yj − 3xy2 − y3j + 2x2 − 4xyj −
2y2 − 4x + 4yj + 2 − 3j, de unde P (x, y) = x3 − 3xy2 + 2x2 − 2y2 − 4x + 2
s, i Q(x, y) = 3x2y − y3 − 4xy + 4y − 3. Condit, iile de monogenitate Cauchy-
Riemann, scrise ı̂ntr-un punct arbitrar z = x + jy, sunt:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂P

∂x
= ∂Q

∂y
∂P

∂y
= −∂Q

∂x

⇔
{

3x2 − 3y2 + 4x − 4 = 3x2 − 3y2 − 4x + 4
−6xy − 4y = −6xy + 4y,

de unde rezultǎ x = 1, y = 0. As,adar, singurul punct ı̂n care f este
monogenǎ este z0 = 1 s, i

f ′(1) = ∂P

∂x
(1, 0) + j

∂Q

∂x
(1, 0) = 3 + 0j = 3.

Metoda a II-a
Deoarece funct, ia f este deja scrisǎ ca o funct, ie de variabilele z s, i z̄,

condit, iile (C-R) ⇔ ∂f

∂z̄
= 0 ⇔ 4z̄ − 4 = 0 ⇔ z̄ = 1 ⇔ x − jy = 1, ceea

ce ı̂nseamnǎ cǎ x = 1, y = 0 s, i deci, singurul punct de monogenitate al
funct, iei f este z0 = 1. Mai mult,

f ′(1) = ∂f

∂z
(1) = 3z2

∣∣∣∣
z=1

= 3.

b) Fie f(z) = |z|2 + 2Rez · Imz.
Metoda I
Înlocuind pe z cu x + jy ı̂n expresia funct, iei f , obt, inem f(z) = x2 +

y2 + 2xy = (x + y)2. As,adar, P (x, y) = (x + y)2, iar Q(x, y) = 0. Condit, iile
(C-R) se reduc la relat, ia x + y = 0. Prin urmare, f este monogenǎ ı̂n
toate punctele de forma zα = α − jα, α ∈ R s, i

f ′(zα) =
∂P

∂x
(α, −α) + j

∂Q

∂x
(α, −α) = (2(x + y) + 0j) |x=α, y=−α = 0.
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Metoda a II-a
Pentru a scrie funct, ia doar cu ajutorul variabilelor z s, i z̄, folosim

relat, iile |z|2 = zz̄, Rez = x = z + z̄

2 , Imz = y = z − z̄

2j
s, i obt, inem

f(z) = zz̄ + z2 − z̄2

2j
.

Prin urmare,

(C-R) ⇔ ∂f

∂z̄
= 0 ⇔ z − z̄

j
= 0 ⇔ x + jy + j(x − jy) = 0

⇔ (x + y) + j(x + y) = 0 ⇔ x + y = 0.

De aici deducem cǎ punctele de monogenitate ale funct, iei f sunt de
forma zα = α − jα, α ∈ R s, i

f ′(zα) =
∂f

∂z
(zα) = (z̄ − jz)

∣∣∣∣
z=α−jα, z̄=α+jα

= 0.

2.3 Funct, ii olomorfe
O funct, ie f : G → C se numes,te olomorfǎ pe mult, imea deschisǎ G dacǎ
f este monogenǎ ı̂n fiecare punct z0 ∈ G. Vom nota cu H (G) mult, imea
tuturor funct, iilor olomorfe pe G. O funct, ie f se numes,te ı̂ntreagǎ dacǎ
f ∈ H (G). În cele ce urmeazǎ, vom nota cu Cn(G) mult, imea funct, iilor
f : G → C cu proprietatea cǎ Re f s, i Im f sunt de clasǎ Cn(G), n ∈ N.

Fie D ⊆ C un domeniu s, i f : D → C, f(z) = P (x, y)+jQ(x, y), z = x+jy.
Dacǎ f ∈ H (D)∩C2(D) atunci P s, i Q sunt armonice pe D, adicǎ ΔP = 0

s, i ΔQ = 0 pe D, unde Δ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 este operatorul diferent, ial al lui
Laplace.

Principiul identitǎt,ii funct,iilor olomorfe
Fie f, g : D → R douǎ funct, ii olomorfe pe domeniul D ⊆ C (adicǎ

f, g ∈ H (D)). Dacǎ f(x) = g(x), ∀x ∈ D ∩ R, atunci f(z) = g(z), ∀z ∈ D.
Spre exemplu, cos 2x = 1− 2 sin2 x, ∀x ∈ R, implicǎ cos 2z = 1− 2 sin2 z,

∀z ∈ C.
2.3.1 Exemple

Vom determina ı̂n continuare o funct, ie olomorfǎ cǎreia ı̂i cunoas,tem
partea sa realǎ. Similar se procedeazǎ dacǎ se s,tie partea imaginarǎ.
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a) Determinat,i funct,ia olomorfǎ f : R2 \ {(0, 0)} → C, f(z) = P (x, y)+
jQ(x, y), z = x + jy, dacǎ

P (x, y) = Re f(z) = y

x2 + y2 − 3x2y + y3 s, i f(1) = 2j.

Determinǎm mai ı̂ntâi f ′(z). Avem

f ′(z) = ∂P

∂x
+ j

∂Q

∂x

(C−R)======= ∂P

∂x
− j

∂P

∂y

= − 2xy

(x2 + y2)2 − 6xy − j

(
x2 − y2

(x2 + y2)2 − 3x2 + 3y2
)

, (x, y) �= (0, 0).

Luând y = 0, obt, inem z = x + 0j = x ∈ R s, i

f ′(z) = f ′(x) = −j

( 1
x2 − 3x2

)
= −j

( 1
z2 − 3z2

)
, ∀z ∈ R∗.

Utilizând principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe, deducem cǎ

f ′(z) = −j

( 1
z2 − 3z2

)
, ∀z ∈ C∗,

deci f(z) =
∫

f ′(z)dz = j

(1
z
+ z3

)
+ k, k ∈ C. Folosind condit, ia init, ialǎ

f(1) = 2j, obt, inem k = 0 s, i, prin urmare,

f(z) = j

(1
z
+ z3

)
, ∀z ∈ C∗.

b) Determinat,i funct,ia olomorfǎ f(z) = P (x, y) + jQ(x, y), z = x + jy,
dacǎ Q(x, y) = Im f(z) = φ

(
x

y

)
, unde φ ∈ C2(R) este o funct,ie datǎ.

Cum f este olomorfǎ, ΔQ = 0. Folosind notat, ia u = x

y
, obt, inem

Q(x, y) = φ(u),

∂Q

∂x
= φ′(u)u′

x = 1
y

φ′(u) s, i
∂2Q

∂x2 = 1
y2 φ”(u).

Analog,
∂Q

∂y
= φ′(u)u′

y = − x

y2 φ′(u)
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s, i

∂2Q

∂y2 =
(

− x

y2

)′

y
φ′(u) +

(
− x

y2

)(
φ′(u)

)′
y

= 2x

y3 φ′(u) + x2

y4 φ”(u).

Utilizând condit, ia ΔQ = 0, deducem cǎ

1
y2

(
2x

y
φ′(u) +

(
1 + x2

y2

)
φ”(u)

)
= 0 ⇔

2uφ′(u) + (1 + u2)φ”(u) = 0 ⇔
(
(1 + u2)φ′(u)

)′
= 0 ⇔

φ′(u) = c1
1 + u2 ⇔ φ(u) = c1arctgu + c2, c1, c2 ∈ R.

As,adar,
Q(x, y) = φ

(
x

y

)
= c1arctg

x

y
+ c2.

Cunoscând acum partea imaginarǎ a funct, iei f , procedǎm ca la punc-
tul a). Pornim de la derivata funct, iei, adicǎ

f ′(z) = ∂P

∂x
+ j

∂Q

∂x

(C−R)= ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x

= −c1x

y2
1

1 + x2

y2

+ j
c1
y

1

1 + x2

y2

= − c1x

x2 + y2 + j
c1y

x2 + y2 , (x, y) �= (0, 0).

Luând y = 0, z = x ∈ R s, i

f ′(z) = f ′(x) = −c1
x

= −c1
z

, ∀z ∈ R∗.

Conform principiului identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,

f ′(z) = −c1
z

, ∀z ∈ C∗

s, i, prin urmare, f(z) =
∫ (

−c1
z

)
dz = −c1log z+k1, z ∈ C∗, c1 ∈ R, k1 ∈ C.
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Încercǎm acum sǎ determinǎm o funct, ie olomorfǎ f , cǎreia ı̂i cunoas,tem
modulul.

c) Sǎ se determine funct,ia complexǎ f ∈ H (D), D ⊆ C dacǎ

|f(z)| = (x2 + y2 + 2x + 1)eπx, z = x + jy s, i f(−j) = 2j.

Observǎm cǎ dacǎ f(z) = P (x, y) + jQ(x, y), atunci

|f(z)| =
√

P 2(x, y) + Q2(x, y),

cu alte cuvinte s,tim din ipotezǎ o relat, ie ı̂ntre partea realǎ s, i partea
imaginarǎ a funct, iei f . Deoarece

Logf(z) = {ln |f(z)| + j(arg f(z) + 2kπ) : k ∈ Z} ,

iar determinarea principalǎ a logaritmului funct, iei f(z) este

logf(z) = ln |f(z)| + jargf(z) = πx + ln(x2 + y2 + 2x + 1) + jargf(z).

Notând g(z) = logf(z) ⇔ f(z) = eg(z), obt, inem funct, ia g(z) = P1(x, y)+
jQ1(x, y), cǎreia ı̂i cunoas,tem partea realǎ P1(x, y) = πx+ln(x2+y2+2x+1).

Pornim de la derivata funct, iei

g′(z) = ∂P1
∂x

+ j
∂Q1
∂x

(C−R)======= ∂P1
∂x

− j
∂P1
∂y

= π + 2(x + 1)
x2 + y2 + 2x + 1 − j

2y

x2 + y2 + 2x + 1

s, i luǎm y = 0. Atunci z = x + 0j = x ∈ R s, i

g′(z) = g′(x) = π + 2(x + 1)
(x + 1)2 = π + 2

x + 1 = π + 2
z + 1 , ∀z ∈ R \ {−1}.

Conform principiului identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,

g′(z) = π + 2
z + 1 , ∀z ∈ C \ {−1},

iar g(z) =
∫

g′(z)dz = πz + 2log (z + 1) + c, z ∈ C \ {−1}, c ∈ C, de unde

f(z) = eπz+2log(z+1)+c = eπz+c(z + 1)2, z ∈ C \ {−1}, c ∈ C.
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Folosind condit, ia init, ialǎ f(−j) = 2j, obt, inem

e−πj+c(1 − j)2 = 2j ⇔ −2j (cosπ − j sin π) ec = 2j ⇔ ec = 1 ⇔ c = 0.

As,adar,
f(z) = eπz(z + 1)2.

Similar procedǎm dacǎ cunoas,tem argumentul funct, iei.

d) Sǎ se determine funct,ia complexǎ f ∈ H (D), D ⊆ C dacǎ

argf(z) = 3y + arctg y

x + 1 , z = x + jy, x �= −1 s, i f(−jπ) = −1 + jπ.

Determinarea principalǎ a logaritmului complex al lui f(z) este

logf(z) = ln|f(z)| + jargf(z) = ln|f(z)| + j

(
3y + arctg y

x + 1

)
.

Notând g(z) = logf(z) ⇔ f(z) = eg(z), obt, inem funct, ia g(z) = P (x, y)+
jQ(x, y), cu Im g(z) = Q(x, y) = 3y + arctg y

x + 1. În continuare,

g′(z) = ∂P

∂x
+ j

∂Q

∂x

(C−R)======= ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x

= 3 + 1
x + 1

1

1 + y2

(x + 1)2

− j
y

(x + 1)2
1

1 + y2

(x + 1)2

3 + x + 1
y2 + (x + 1)2 − j

y

y2 + (x + 1)2 .

Luând y = 0, z = x ∈ R s, i

g′(z) = g′(x) = 3 + 1
x + 1 = 3 + 1

z + 1 , ∀z ∈ R \ {−1}.

Conform principiului identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,

g′(z) = 3 + 1
z + 1 , ∀z ∈ C \ {−1}

s, i g(z) =
∫

g(z)dz = 3z + log(z + 1) + c, c ∈ C, de unde

f(z) = e3z+celog(z+1) = e3z+c(z + 1).
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În final, deoarece f(−jπ) = −1 + jπ, adicǎ e−3πj+c(1 − jπ) = −1 + jπ,
obt, inem (cos 3π − j sin 3π)ec = −1 ⇔ c = 0. Funct, ia cǎutatǎ este

f(z) = e3z(z + 1).

e) Fie f : D ⊆ C → C, z = x + jy, o funct,ie olomorfǎ pe D, astfel
ı̂ncât P (x, y) �= 0, ∀(x, y) ∈ D. Sǎ se arate cǎ dacǎ P 4 este armonicǎ ı̂n
D, atunci f este constantǎ.

Deoarece f ∈ H (D), P este armonicǎ, adicǎ

(2.2) ΔP = 0 ⇔ ∂2P

∂x2 + ∂2P

∂y2 = 0.

Pe de altǎ parte s, i P 4 este armonicǎ, adicǎ

(2.3) ΔP 4 = 0 ⇔ ∂2P 4

∂x2 + ∂2P 4

∂y2 = 0.

Avem

(2.4) ∂P 4

∂x
= 4P 3 ∂P

∂x
=⇒ ∂2P 4

∂x2 = 12P 2
(

∂P

∂x

)2
+ 4P 3 ∂2P

∂x2 .

Analog,

(2.5) ∂P 4

∂y
= 4P 3 ∂P

∂y
=⇒ ∂2P 4

∂y2 = 12P 2
(

∂P

∂y

)2
+ 4P 3 ∂2P

∂y2 .

Din (2.3), (2.4) s, i (2.5) obt, inem

12P 2
((

∂P

∂x

)2
+
(

∂P

∂y

)2)
+ 4P 3

(
∂2P

∂x2 + ∂2P

∂y2

)
= 0.

Utilizând apoi relat, ia (2.2), deducem cǎ

P 2
((

∂P

∂x

)2
+
(

∂P

∂y

)2)
= 0,

iar din ipoteza P (x, y) �= 0, ∀(x, y) ∈ D, rezultǎ
(

∂P

∂x

)2
+
(

∂P

∂y

)2
= 0, ∀(x, y) ∈ D
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s, i deci
∂P

∂x
= ∂P

∂y
= 0. As,adar, f ′(z) = ∂P

∂x
− j

∂P

∂y
= 0. Prin urmare,

∃ c ∈ C a.̂ı. f(z) = c, ∀z ∈ D, adicǎ f este constantǎ.

2.4 Interpretarea geometricǎ
a derivatei unei funct, ii complexe
Fie f : D ⊆ C → C o funct, ie olomorfǎ pe domeniul D s, i transformarea
Z = f(z). Considerǎm de asemenea γ o curbǎ netedǎ din planul (z) s, i
Γ = f(γ) imaginea sa ı̂n planul (Z).� Modulul derivatei |f ′(z0)| se mai numes,te s, i coeficientul de defor-
mare liniarǎ ı̂n punctul z0 s, i caracterizeazǎ deformarea (contract, ie pentru
|f ′(z0)| < 1 sau dilatare pentru |f ′(z0)| > 1) dimensiunilor liniare ı̂n z0.
Notǎm dl(f ; z0) = |f ′(z0)|.� Dacǎ f ′(z0) �= 0, atunci argf ′(z0) reprezintǎ unghiul de rotat,ie al
tangentei la curba (γ) ı̂n punctul z0 prin transformarea Z = f(z).

2.5 Funct, iile circulare s, i funct, iile hiperbolice
Funct, iile sinus (sin), cosinus (cos), sinus hiperbolic (sh) s, i cosinus hiper-
bolic (ch) se definesc dupǎ cum urmeazǎ:

sin : C → C, sin z = ejz − e−jz

2j
, ∀z ∈ C

cos : C → C, cos z = ejz + e−jz

2 , ∀z ∈ C

sh : C → C, shz = ez − e−z

2 , ∀z ∈ C

ch : C → C, chz = ez + e−z

2 , ∀z ∈ C

Funct, iile sin, cos, sh s, i ch sunt funct, ii ı̂ntregi (olomorfe pe C) s, i au loc
egalitǎt, ile:

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z, (shz)′ = chz, (chz)′ = shz, ∀z ∈ C.

În ce prives,te periodicitatea, funct, iile sin s, i cos au perioada T = 2kπ,
k ∈ Z, iar funct, iile sh s, i ch au perioada T = 2kπj, k ∈ Z.

Funct, iile tangentǎ (tg), cotangentǎ (ctg), tangentǎ hiperbolicǎ (th) s, i
cotangentǎ hiperbolicǎ (cth) se definesc astfel:

tg : C \ {π

2 + kπ : k ∈ Z} → C, tgz = sin z

cos z
= −j

e2jz − 1
e2jz + 1

5
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ctg : C \ {kπ : k ∈ Z} → C, ctgz = cos z

sin z
= j

e2jz + 1
e2jz − 1

th : C \ {π

2 + kπ : k ∈ Z} → C, thz = shz

chz
= e2z − 1

e2z + 1

cth : C \ {kπj : k ∈ Z} → C, cthz = chz

shz
= e2z + 1

e2z − 1 .

Funct, iile tg, ctg, th s, i cth sunt olomorfe pe orice domeniu (sau mult, ime
deschisǎ) inclus ı̂n mult, imea lor de definit, ie. Derivatele lor sunt:

(tgz)′ = 1
cos2 z

, (thz)′ = 1
ch2z

, (ctg)′ = − 1
sin2 z

s, i (cthz)′ = − 1
sh2z

.

Au loc urmǎtoarele relat, ii ı̂ntre sin, sh, cos, ch, tgz, thz, ctgz s, i cthz:

sin(jz) = jshz; sin z = −jsh(jz); sh(jz) = j sin z; shz = −j sin(jz);
cos(jz) = chz; cos z = ch(jz); tg(jz) = jtgz; ctg(jz) = −jctgz;
tgz = −jthz; thz = −jtg(jz); ctgz = jcthz; cthz = jctg(jz).

2.6 Funct, iile rat, ionale s, i omografice
Dacǎ p s, i q sunt douǎ polinoame prime ı̂ntre ele, atunci funct, ia rat, ionalǎ

R : C \ {z ∈ C : q(z) = 0} → C, R(z) = p(z)
q(z)

este olomorfǎ pe orice mult, ime deschisǎ, inclusǎ ı̂n mult, imea sa de definit, ie.
Fie a, b, c, d ∈ C a.̂ı. ad �= bc. Funct, ia rat, ionalǎ f definitǎ prin

f(z) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

az + b

cz + d
, dacǎ c �= 0 s, i z ∈ C \

{
−d

c

}
az + b

d
, dacǎ c = 0 s, i z ∈ C

se numes,te funct,ie omograficǎ (circularǎ), iar transformarea

Z = f(z) = az + b

cz + d

se numes,te transformare omograficǎ sau circularǎ. Meritǎ sǎ amintim
aici cǎ orice transformare omograficǎ transformǎ orice cerc ı̂ntr-un cerc
sau dreaptǎ s, i orice dreaptǎ ı̂ntr-o dreaptǎ sau cerc.
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2.7 Probleme propuse

1. Sǎ se determine punctele ı̂n care urmǎtoarele funct,ii complexe f : C →
C sunt monogene s, i sǎ se calculeze valoarea derivatei ı̂n aceste puncte:

a) f(z) = −z5 + 2
3 z̄3 + 6z̄2 + 18z̄ − jz + 5 − 7j;

b) f(z) = 3z2 + zz̄ + 2z̄2 − 5z̄ + 1 + 3j;
c) f(z) = z3 + 1

3 z̄3 − 1 − 2j

2 z̄2 + (3 − 3j)z̄ − z + 3j;

d) f(z) = |z|8 − 1
2 z̄; e) f(z) = z3z̄ + 2j|z|2;

f) f(z) = z2z̄ + 4jRez; g) f(z) = (z2 + 18j)|z|2;
h) f(z) = (z2 − 8j)Imz.

2. Determinat,i funct,ia olomorfǎ f(z) = P (x, y) + jQ(x, y), z = x + jy

dacǎ:

a) P (x, y) = y

x2 + y2 + e−y cosx, f(j) = 1 + e−1

b) Q(x, y) = x − 1
x2 + y2 − 2x + 1 − 3x, f(0) = −j

c) Q(x, y) = e2x(x sin 2y + y cos 2y), f(0) = e

d) P (x, y) = (shx − xchx) cos y + y shx sin y, f(j) = j(sin 1 − cos 1)

e) Q(x, y) = (x2 − y2)arctgy

x
+ xy ln(x2 + y2), f(e) = e2

f) Q(x, y) = sh2y

cos 2x − ch2y
, f

(
π

2

)
= 1

g) P (x, y) − Q(x, y) = ex2−y2
(cos 2xy − sin 2xy), f(−j) = e−1

h) P (x, y)+Q(x, y) = (x+ y)(sin x − cosx)chy +(x − y)(sin x+cosx)shy,
f(0) = 0

i) argf(z) = 2y − arctgy

x
, f(1) = e2

j) argf(z) = 3x + y + arctgy

x
, f(π) = −π

k) |f(z)| = (x2 + y2)e−2y, f(j) = −e−2

l) |f(z)| = e2 sin xchy, f(0) = 1
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3. Sǎ se determine funct,ia olomorfǎ f(z) = P (x, y) + jQ(x, y),
z = x + jy ı̂n fiecare din situat,iile de mai jos, s,tiind cǎ φ ∈ C2(R):

a) P (x, y) = φ

(
y

x

)
; b) Q(x, y) = xyφ(x2 − y2);

c) P (x, y) = φ(x2 − y2); d) Q(x, y) = φ(x2 + y2);

e) P (x, y) = φ

(
x2 + y2

x

)
.

4. Determinat,i:
a) Coeficientul de deformare liniarǎ s, i unghiul de rotat,ie pentru trans-

formarea
Z = 2z + 3j

j(z + 1) + 5 ı̂n punctul z0 = 2 + j.

b) Regiunile din plan care se dilatǎ s, i cele care se contractǎ prin
transformarea

Z = 3z − 10j

z + 2j

5. Determinat,i:
a) Mut,imea din planul complex cu proprietatea cǎ ı̂n fiecare punct al

sǎu coeficientul de deformare liniarǎ al transformǎrii

Z = jz − 1
5z + j

este 1.

b) Mult,imea de puncte din plan cu proprietatea cǎ unghiul de rotat,ie
prin transformarea

Z = z + 2 − j

−z + 1 + j
este nul .

6. Sǎ se determine imaginea domeniului

D =
{
(x, y) ∈ R2 : |z| ≤ 1, 0 < argz ≤ π

10

}
,

prin transformǎrile: a) Z = z5; b) Z = z15; c) Z = z25.
7. Sǎ se determine imaginea discului unitate Δ(0, 1) prin transfor-

marea omograficǎ
Z = −z + 2j

1 + 2jz
.
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8. Determinat,i partea realǎ s, i partea imaginarǎ pentru urmǎtoarele
numere complexe:

a) sin
(

π

3 + j ln 5
)
; b) e1+ 3π

2 j ; c) tg
(

π

2 − 2j

)
;

d) 1
j
sin
(2π

3 + j ln 2
)
; e) j cos

(3π

4 − j ln 3
)
;

f) ch
(
1 + π

2 j

)
; g) th (ln 2 − πj).

9. Sǎ se rezolve ı̂n C ecuat,iile:
a) sin z =

√
2; b) cos z − j sin z = 2j;

c) shz + chz = j; d) 2jchz + jshz + 1 = 0;
e) 4chz + shz = j; f) cos z − 2 sin z = 1;

g) sin z = cos z; h) thz = 1 + j
√
3

2 .

10. Demonstrat,i urmǎtoarele egalitǎt,i:
a) sin 2z = 2 sin z cos z; b) cos 2z = cos2 z − sin2 z;

c) sin2 z = 1 − cos 2z

2 ; d) cos2 z = 1 + cos 2z

2 ;

e) sh2z = −1 + ch2z

2 ; f) ch2z = 1 + ch2z

2 ;

g) sin z = sin z; h) cos z = cos z; i) ch2z = sh2z + ch2z;

j) sin3 z = 3
4 sin z − 1

4 sin 3z; k) cos4 z = 1
8 cos 4z + 1

2 cos 2z + 3
8;

l) sh(z1 + z2) = shz1 chz2 + shz2 chz1, unde z1, z2 ∈ C.

11. Demonstrat,i urmǎtoarele egalitǎt,i:

a) Re(shz) = shx cos y; b) Im(ctgz) = sh2y

cos 2x − ch2y
;

c) | sin z| =
√
sin2 x + sh2y; d) |chz| =

√
cos2 y + sh2x;

e) Re1 + jtgz

1 − jtgz
= cos 2z, iar Im1 + jtgz

1 − jtgz
= sin 2z.

12. Demonstrat,i cǎ dacǎ |a| < 1

1 + a cosx + a2 cos 2x + . . . = 1 − a cosx

1 − 2a cosx + a2

s, i a sin x + a2 sin 2x + . . . = a sin x

1 − 2a cosx + a2 .
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2.8 Indicat, ii s, i rǎspunsuri

1. a) ∂f

∂z̄
= 0 ⇔ 2(z̄ + 3)2 = 0 ⇔ z̄ = −3. Singurul punct de monogenitate

este z0 = −3, iar f ′(z0) =
∂f

∂z
(−3) = (−5z4 − j)

∣∣
z=−3 = −405 − j.

b) ∂f

∂z̄
= z + 4z̄ − 5 = 0 ⇔ 5(x − 1) − 3jy = 0 ⇔ x = 1, y = 0. Obt, inem

punctul de monogenitate z0 = 1, cu f ′(z0) =
∂f

∂z
(1) = (6z + z̄)

∣∣
z=z̄=1 = 7.

c) ∂f

∂z̄
= 0 ⇔ z̄2 −(1−2j)z̄+3−3j = 0 =⇒ z1 = 1+j, z2 = −3j =⇒ z1 =

1 − j s, i z2 = 3j. Derivatele ı̂n aceste puncte sunt: f ′(1 − j) = ∂f

∂z
(1 − j) =

(3z2 −1)
∣∣
z=1−j = −1−6j, respectiv f ′(3j) = ∂f

∂z
(3j) = (3z2 −1)

∣∣
z=3j = −28.

d) Scriem f ı̂n funct, ie de variabilele z s, i z̄. Astfel, f(z) = (zz̄)4 − 1
2 z̄.

∂f

∂z̄
= 0 ⇔ z4z̄3 = 1

8 ⇔ x(x2 + y2)3 + jy(x2 + y2)3 = 1
8. Obt, inem y = 0 s, i

x = 1
7√8

. Prin urmare, z0 = 1
7√8

s, i f ′(z0) = 4z3z̄4∣∣
z=z̄= 1

7√8
= 1

2.

e) Cum f(z) = z3z̄ + 2jzz̄, ∂f

∂z̄
= 0 ⇔ z(z2 + 2j) = 0. Punctele de

monogenitate sunt z0 = 0, z1 = 1− j s, i z2 = −1+ j, iar derivatele ı̂n aceste
puncte sunt f ′(z0) = (3z2z̄ + 2jz̄)

∣∣
z=0 = 0, f ′(z1) = 4 − 4j s, i, respectiv,

f ′(z2) = −4 + 4j.
f) Deoarece Rez = z + z̄

2 , f(z) = z2z̄ + 2j(z + z̄). Punctele de mono-
genitate sunt z1,2 = ±(1 − j), cu f ′(z1) = (2zz̄ + 2j)

∣∣
z=1−j = 4 + 2j s, i

f ′(z2) = (2zz̄ + 2j)
∣∣
z=−1+j = 4 + 2j.

g) Rescriem funct, ia sub forma f(z) = z3z̄ + 18jzz̄ s, i observǎm cǎ
∂f

∂z̄
= z(z2+18j) = 0 =⇒ z0 = 0, z1,2 = ±(3−3j). Derivatele sunt f ′(z0) = 0,

f ′(z1) = f ′(3− 3j) = 108(1− j), respectiv f ′(z2) = f ′(−3+ 3j) = 108(1 + j).

h) Cum Imz = z − z

2j
, obt, inem f(z) = 1

2j
(z3−z2z−8jz+8jz). Deoarece

condit, iile (C-R) ⇔ ∂f

∂z
= 0 ⇔ 1

2j
(−z2 + 8j) = 0 ⇔ z2 − 8j = 0 ⇔ z2 =

4 ·2j = 4(1+j)2, deducem de aici cǎ punctele de monogenitate sunt z1,2 =

±2(1+j), cu derivatele f ′(z1) =
1
2j

(3z2−2zz−8j)
∣∣∣∣
z=2+2j

= 8(1+j) = f ′(z2).
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2. a) Derivata funct, iei f este

f ′(z) = ∂P

∂x
+ j

∂Q

∂x

(C−R)======= ∂P

∂x
− j

∂P

∂y

= − 2xy

(x2 + y2)2 − e−y sin x − j

(
x2 − y2

(x2 + y2)2 − e−y cosx

)
.

Luând y = 0, obt, inem z = x ∈ R s, i

f ′(z) = f ′(x) = − sin x − j

( 1
x2 − cosx

)
= − sin z − j

( 1
z2 − cos z

)
, ∀z ∈ R∗.

Conform principiului identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,

f ′(z) = − sin z − j

( 1
z2 − cos z

)
, ∀z ∈ C∗.

În final, f(z) =
∫

f ′(z)dz = 1
z

j + ejz + c, c ∈ C. Folosind condit, ia

init, ialǎ f(j) = 1 + 1
e
, deducem cǎ c = 0 s, i, prin urmare, f(z) = 1

z
j + ejz,

z ∈ C∗.

b) f ′(z) = ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x
= − 2y(x − 1)

(x2 + y2 − 2x + 1)2

+ j

(
y2 − (x − 1)2

(x2 + y2 − 2x + 1)2 − 3
)

.

Alegând y = 0 s, i folosind principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,
obt, inem

f ′(z) = cos z − j

( 1
(z − 1)2 + 3

)
, ∀z ∈ C \ {1}

s, i, de aici, f(z) = sin z + j
1

z − 1 − 3jz + c, c ∈ C. În cele din urmǎ, folosind
condit, ia init, ialǎ, deducem cǎ c = 0 s, i

f(z) = sin z + j

(
−3z + 1

z − 1

)
, z ∈ C \ {1}

c) f ′(z) = ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x
= e2x (2x cos 2y + cos 2y − 2y sin 2y)

+ j
(
2e2x (x sin 2y + y cos 2y) + e2x sin 2y

)
.
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De aici, f ′(z) = (2z + 1)e2z, ∀z ∈ C s, i f(z) = ze2z + c, c ∈ C. Cum
f(0) = e, deducem cǎ c = e s, i f(z) = ze2z + e.

d) f ′(z) = ∂P

∂x
− j

∂P

∂y
= −x shx cos y + y sin y chx

− j ((x chx − shx) sin y + (sin y + y cos y) shx) .

Drept urmare, f ′(z) = −z shz, ∀z ∈ C s, i f(z) = shz − z chz + c, c ∈ C.
Cum f(j) = j(sin 1 − cos 1), deducem cǎ c = 0 s, i f(z) = shz − z chz.

e) f ′(z) = ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x
= −2yarctgy

x
+ x ln(x2 + y2) + x

+ j

(
2xarctgy

x
+ y ln(x2 + y2) + y

)
.

Luând y = 0 s, i folosind principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,
obt, inem f ′(z) = z + 2z log z, ∀z ∈ C∗ s, i f(z) = z2logz + c, c ∈ C. Folosind
acum condit, ia init, ialǎ, obt, inem c = 0 s, i f(z) = z2logz, z ∈ C∗.

f) Cum f ′(z) = ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x
= 2ch2y(cos 2x − ch2y) + 2sh22y

(cos 2x − ch2y)2

+ 2j
sin 2x sh2y

(cos 2x − ch2y)2 ,

luând y = 0 s, i folosind principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe, obt, inem
f ′(z) = 2

cos 2z − 1, adicǎ f(z) = ctgz+c, c ∈ C. În final, deoarece f
(π

2
)
= 1,

deducem cǎ c = 1 s, i, prin urmare, f(z) = 1 + ctgz.
g) Derivând part, ial ı̂n raport cu x s, i y relat, ia din ipotezǎ, obt, inem

(2.6) ∂P

∂x
− ∂Q

∂x
= 2xex2−y2

(cos 2xy − sin 2xy) − 2yex2−y2
(sin 2xy + cos 2xy)

s, i

(2.7) ∂P

∂y
− ∂Q

∂y
= −2yex2−y2

(cos 2xy−sin 2xy)−2xex2−y2
(sin 2xy+cos 2xy).

Adunând s, i scǎzând apoi relat, iile (2.6) s, i (2.7) s, i folosind condit, iile
Cauchy-Riemann, deducem cǎ
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∂Q

∂x
= 2xex2−y2

sin 2xy + 2yex2−y2
cos 2xy(2.8)

s, i

∂P

∂x
= 2xex2−y2

cos 2xy − 2yex2−y2
sin 2xy.(2.9)

Prin urmare, t, inând cont de (2.8) s, i (2.9),

f ′(z) = ∂P

∂x
+ j

∂Q

∂x

= 2ex2−y2
(x cos 2xy − y sin 2xy) + 2jex2−y2

(x sin 2xy + y cos 2xy).

Luând apoi y = 0, f ′(z) = 2zez2 , obt, inem f(z) = ez2
+ c, c ∈ C. Cum

f(−j) = e−1, deducem cǎ c = 0 s, i f(z) = ez2 .

h) Procedând similar cu g), obt, inem f(z) = z(sin z − cos z).
i) logf(z) = ln |f(z)| + jargf(z), deci g(z) not==== logf(z) = ln |f(z)| +

j
(
2y − arctg y

x

)
, cu P (x, y) = Re g(z) = ln |f(z)| s, i Q(x, y) = Im g(z) =

2y − arctg y
x . De aici, g′(z) = ∂Q

∂y + j ∂Q
∂x = 2 − x

x2+y2 + j y
x2+y2 .

Luând y = 0, conform principiului identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,
obt, inem g′(z) = 2 − 1

z , ∀z ∈ C∗ s, i g(z) = 2z − logz + c, c ∈ C. Prin
urmare, f(z) = eg(z) = 1

z e2z+c. Din condit, ia f(1) = e2, rezultǎ c = 0 s, i
f(z) = 1

z e2z, z ∈ C∗.
j) Analog cu i), obt, inem f(z) = ze−π+(1+3j)z.
k) Cum logf(z) = ln |f(z)| + jargf(z), obt, inem g(z) not==== logf(z) =

ln(x2 + y2)e−2y + jargf(z), cu P (x, y) = Re g(z) = ln(x2 + y2)e−2y = −2y +
ln(x2 + y2) s, i Q(x, y) = Im g(z) = argf(z). De aici,

g′(z) = ∂P

∂x
− j

∂P

∂y
= 2x

x2 + y2 − j

(
−2 + 2y

x2 + y2

)
.

Punând y = 0 s, i folosind principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,
deducem cǎ g′(z) = 2j + 2

z
, ∀z ∈ C∗ s, i f(z) = z2e2jz+c. Din condit, ia

init, ialǎ, obt, inem c = 0, deci f(z) = z2e2jz = z2(cos 2z + j sin 2z).
l) Similar cu k), obt, inem f(z) = e2 sin z.
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3. a) Folosind notat, ia u = y

x
, P (x, y) = φ(u) s, i au loc relat, iile

∂P

∂x
= − y

x2 φ′(u), ∂2P

∂x2 = y2

x4 φ”(u) + 2y

x3 φ′(u)

s, i
∂P

∂y
= 1

x
φ′(u), ∂2P

∂y2 = 1
x2 φ”(u).

Funct, ia f fiind olomorfǎ, P este armonicǎ, adicǎ ∂2P

∂x2 + ∂2P

∂y2 = 0. De

aici, (u2 +1)φ”(u)+2uφ′(u) = 0 ⇔
(
(u2 + 1)φ′(u)

)′
= 0 ⇔ φ′(u) = c1

u2 + 1 ⇔
φ(u) = c1arctgu + c2, c1, c2 ∈ R. As,adar, P (x, y) = c1arctg

y

x
+ c2 s, i

f ′(z) = ∂P

∂x
− j

∂P

∂y
= − c1y

x2 + y2 − j
c1x

x2 + y2 .

Luând y = 0 s, i folosind principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe, obt, inem
f ′(z) = −j

c1
z
, ∀z ∈ C∗. De aici, f(z) = −jc1logz + k, c1 ∈ R, k ∈ C.

b) Notând u = x2 − y2, Q(x, y) = xyφ(u) s, i

∂Q

∂x
= yφ(u) + 2x2yφ′(u), ∂2Q

∂x2 = 6xyφ′(u) + 4x3yφ”(u)

s, i

∂Q

∂y
= xφ(u) − 2xy2φ′(u), ∂2Q

∂y2 = −6xyφ′(u) + 4xy3φ”(u).

Din ΔQ = 0 ⇔ ∂2Q

∂x2 + ∂2Q

∂y2 = 0, deducem cǎ 4xy(x2 + y2)φ”(u) =

0, ∀x, y ∈ R (f fiind olomorfǎ). Deci φ”(u) = 0, de unde rezultǎ cǎ φ′(u) =
c1u s, i φ(u) = c1u+c2, cu c1, c2 ∈ R. As,adar, Q(x, y) = xy

(
c1(x2 − y2) + c2

)
s, i

f ′(z) = ∂Q

∂y
+ j

∂Q

∂x
= x
(
c1(x2 − y2) + c2

)
− 2c1xy2

+ j
(
y(c1(x2 − y2) + c2) + 2c1x2y

)
.

Dupǎ ce luǎm y = 0 s, i aplicǎm principiul identitǎt, ii funct, iilor olomorfe,
obt, inem f ′(z) = z(c1z2 + c2). De aici, f(z) = c1z4 + c2z2 + k, cu c1, c2 ∈ R
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s, i k ∈ C.
c) Fie u = x2 − y2. Atunci P (x, y) = φ(u) s, i au loc relat, iile

∂P

∂x
= 2xφ′(u), ∂2P

∂x2 = 2φ′(u) + 4x2φ”(u)

s, i
∂P

∂y
= −2yφ′(u), ∂2P

∂y2 = −2φ′(u) + 4y2φ”(u).

Procedând similar cu a), ΔP = 0 ⇔ φ”(u) = 0, de unde φ(u) = c1u+c2,
c1, c2 ∈ R s, i, prin urmare, P (x, y) = c1(x2 − y2) + c2. În final, f ′(z) = 2c1z

s, i f(z) = c1z2 + k, cu c1 ∈ R s, i k ∈ C.
d) Notând u = x2 + y2, Q(x, y) = φ(u) s, i

∂Q

∂x
= 2xφ′(u), ∂2Q

∂x2 = 2φ′(u) + 4x2φ”(u)

s, i
∂Q

∂y
= 2yφ′(u), ∂2Q

∂y2 = 2φ′(u) + 4y2φ”(u).

Analog cu punctul b), ΔQ = 0 ⇔ (
uφ′(u)

)′ = 0, de unde rezultǎ
φ(u) = c1 ln |u| + c2, c1, c2 ∈ R. De aici, Q(x, y) = c1 ln(x2 + y2) + c2,
f ′(z) = 2c1j

z
s, i f(z) = c1jlogz + k, cu c1 ∈ R, k ∈ C s, i z ∈ C∗.

e) Fie u = x2 + y2

x
. Atunci P (x, y) = φ(u) s, i

∂P

∂x
= x2 − y2

x2 φ′(u), ∂2P

∂x2 = 2y2

x3 φ′(u) +
(

x2 − y2

x2

)2
φ”(u)

s, i

∂P

∂y
= 2y

x
φ′(u), ∂2P

∂y2 = 2
x

φ′(u) + 4y2

x2 φ”(u).

Din condit, ia ΔP = 0, luând y = 0, obt, inem
(
x2φ′(x)

)′
= 0 s, i apoi

φ(x) = −c1
1
x
+ c2, c1, c2 ∈ R, x ∈ R∗. În consecint, ǎ,

P (x, y) = φ

(
x2 + y2

x

)
= − c1x

x2 + y2 + c2.
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De aici, f ′(z) = c1
z2 s, i f(z) = −c1

1
z
+ k, cu c1 ∈ R, k ∈ C s, i z ∈ C∗.

4. a) dl(f ; z0) = |f ′(z0)|, unde Z = f(z) s, i Z ′ = f ′(z) = 13 + 2j

(j(z + 1) + 5)2
.

As,adar, deformarea liniarǎ este

|f ′(2 + j)| =
∣∣∣∣ 13 + 2j

(4 + 3j)2

∣∣∣∣ = |13 + 2j|
|4 + 3j|2 =

√
173
25 < 1,

adicǎ o contract, ie. Unghiul de deformare liniarǎ pentru transformarea Z

este rot(f ; z0) = argf ′(z0) = argf ′(2+j) = (arg(13 + 2j) − 2arg(4 + 3j))mod2π

=
(
arctg 2

13 − 2arctg34

)
mod2π

.

b) Cum Z ′ = f ′(z) = 16j

(z + 2j)2 , obt, inem |Z ′| < 1 ⇔ |z + 2j|2 > 16 ⇔
|z + 2j| > 4 ⇔ z ∈ C \ Δ̄(−2j, 4). În concluzie, se dilatǎ mult, imile situate
ı̂n Δ(−2j, 4) \ {−2j}, iar cele din exteriorul discului ı̂nchis se contractǎ.

5. a) Deoarece dl(f ; z) = 1, ∀z ∈ C, |f ′(z)| = 1, unde Z = f(z). De
aici, 4

|5z + j|2 = 1 ⇔ |5z + j| = 2 ⇔
∣∣∣∣z + 1

5j

∣∣∣∣ = 2
5 ⇔ z ∈ Γ

(
− j

5 ,
2
5

)
.

b) Z ′ = f ′(z) = 3
(−z + 1 + j)2 . As,adar, rot(f ; z) = argf ′(z) = 0 ⇔

(arg 3 − 2arg(−z + 1 + j))mod2π = 0 ⇔ (2arg(−z + 1 + j))mod2π = 0 ⇔
arg(−z + 1 + j) ∈ {0, π}. As,adar Re(1 − x + j(1 − y)) �= 0 s, i Im(1 −
x + j(1 − y)) = 0, adicǎ 1 − x �= 0 s, i y = 1. Obt, inem ı̂n final mult, imea
M = {(x, y) ∈ R2 : x �= 1, y = 1}.

6. a) Sfertul din cadranul I al discului unitate ı̂nchis Δ̄(0, 1), fǎrǎ
segmentul OM, cu M(0, 1). b) Port, iunea din discul unitate ı̂nchis Δ̄(0, 1)
situatǎ ı̂n cadranele I, II s, i III, fǎrǎ segmentul OM, cu M(0, 1). c) Întregul
disc unitate Δ̄(0, 1).

7. Mai ı̂ntâi vom determina imaginea frontierei discului Δ̄(0, 1), s, i
anume imaginea cercului Γ(0, 1) = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} = {z ∈ C :
|z| = 1} prin transformarea Z = X + jY . Deoarece

Z = −z + 2j

1 + 2jz
= −x − jy + 2j

1 + 2j(x + jy) = 3x

5 − 4y
+ j

4 − 5y

5 − 4y
,

deducem cǎ X = 3x

5 − 4y
s, i Y = 4 − 5y

5 − 4y
. De aici, y = 5Y − 4

4Y − 5 s, i x = 3X

5 − 4Y
.
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Impunând condit, ia x2 + y2 = 1, obt, inem

9X2

(5 − 4Y )2 + 25Y 2 − 40Y + 16
(5 − 4Y )2 = 1 ⇔ X2 + Y 2 = 1.

As,adar, cercul unitate din planul (z) se transformǎ ı̂n cercul uni-
tate din planul (Z). Cum transformarea omograficǎ este o transformare
continuǎ s, i z = 0 Z−→ Z = 2j, (punct din afara discului unitate), rezultǎ cǎ
discul unitate deschis Δ(0, 1) din sistemul Oxy se transformǎ ı̂n exteriorul
discului unitate ı̂nchis din sistemul OXY .

8. a) (Met. I) Folosind formula sin z = ejz − e−jz

2j
, z ∈ C, obt, inem

w = sin
(

π

3 + j ln 5
)
= ej(π

3 +j ln 5) − e−j(π
3 +j ln 5)

2j

= e
π
3 je− ln 5 − e−π

3 jeln 5

2j

=

(
cos π

3 + j sin π

3

)
· 15 −

(
cos π

3 − j sin π

3

)
· 5

2j

= cos π

3 ·
1
5 − 5
2j

+ j sin π

3 ·
1
5 + 5
2j

= 13
√
3

10 + 6
5j.

(Met. a II-a) Utilizând formulele sin (z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1,
z1, z2 ∈ C s, i cos(jz) = chz, respectiv sin(jz) = jshz, z ∈ C, deducem cǎ

w = sin
(

π

3 + j ln 5
)
= sin π

3 cos(j ln 5) + sin(j ln 5) cos π

3

=
√
3
2 ch(ln 5) + j

2sh(ln 5)

=
√
3
2 · eln 5 + e− ln 5

2 + j

2 · eln 5 − e− ln 5

2

=
√
3
2 · 5 +

1
5

2 + j

2 · 5 − 1
5

2 = 13
√
3

10 + 6
5j.

De aici, Rew = 13
√
3

10 , iar Imw = 6
5.

b) Deoarece w = e1+3π
2 j = e

(
cos 3π

2 + j sin 3π

2

)
= −ej, Rew = 0 s, i

Imw = −e.
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c) w = tg
(

π

2 − 2j

)
=

sin
(

π

2 − 2j

)

cos
(

π

2 − 2j

) =
sin π

2 cos 2j − sin 2j cos π

2
cos π

2 cos 2j + sin π

2 sin 2j

= ch2
j sh2 = e2 + e−2

j
(
e2 − e−2) = −j

e4 + 1
e4 − 1 .

As,adar, Rew = 0 s, i Imw = −e4 + 1
e4 − 1.

d) w = 1
j
sin
(2π

3 + j ln 2
)
= −j

(
sin 2π

3 cos(j ln 2) + sin(j ln 2) cos 2π

3

)

= −j

(√
3
2 ch(ln 2) − j

2sh(ln 2)
)

= −3
8 − 5

√
3

8 j.

De aici, Rew = −3
8, iar Imw = −5

√
3

8 .

e) w = j cos
(3π

4 − j ln 3
)
= j

(
cos 3π

4 cos(j ln 3) + sin 3π

4 sin(j ln 3)
)

= j

(
−

√
2
2 ch(ln 3) + j

√
2
2 sh(ln 3)

)
= j

(
−

√
2
2 · 53 +

√
2
2 · 43j

)

= −2
√
2

3 − 5
√
2

6 j.

Prin urmare, Rew = −2
√
2

3 , iar Imw = −5
√
2

6 .

f) w = ch
(
1 + π

2 j

)
= e

1+
π

2 j
+ e

−1−π

2 j

2

=
e ·
(
cos π

2 + j sin π

2

)
+ 1

e
·
(
cos π

2 − j sin π

2

)
2 = e2 − 1

2e
j = jshe.

De aici, Rew = 0, iar Imw = sh1.

g) w = th(ln 2 − πj) = sh(ln 2 − πj)
ch(ln 2 − πj) =

2e−πj − 1
2eπj

2e−πj + 1
2eπj
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=
2 · (cosπ − j sin π) − 1

2 · (cos π + j sin π)

2 · (cosπ − j sin π) + 1
2 · (cosπ + j sin π)

= 3
5 .

În final, Rew = 3
5, iar Imw = 0.

9. a) Deoarece sin z = ejz − e−jz

2j
, notând ejz = u, ecuat, ia init, ialǎ

devine u2 − 2
√
2uj − 1 = 0, cu solut, iile u1,2 = (

√
2 ± 1)j. În primul caz,

pentru ejz = (
√
2 + 1)j, obt, inem

jz ∈ Log(
√
2 + 1)j =

{
ln(

√
2 + 1) + j

(
π

2 + 2kπ

)
: k ∈ Z

}

s, i, de aici
z ∈
(

π

2 + 2πZ

)
− j ln

(√
2 + 1

)
= S1.

Similar, din ejz = (
√
2 − 1)j, deducem cǎ

z ∈
(

π

2 + 2πZ

)
− j ln(

√
2 − 1) = S2.

Solut, ia finalǎ este S = S1 ∪ S2.

b) Ecuat, ia init, ialǎ este echivalentǎ cu e−jz = 2j, de unde −jz ∈
Log 2j ⇔ −jz ∈ ln 2 + j

(
π

2 + 2πZ

)
⇔ z ∈ j ln 2 − π

2 + 2πZ.

c) Ecuat, ia shz + chz = j este echivalentǎ cu ez = j, de unde

z ∈ Logj = j

(
π

2 + 2πZ

)
.

d) Notând ez = u, obt, inem ecuat, ia 3u2−2ju+1 = 0, cu solut, iile u1 = j

s, i u2 = − j

3. De aici,

z ∈ Log j ∪ Log
(

− j

3

)
= j

(
π

2 + 2πZ

)
∪
(

− ln 3 + j

(3π

2 + 2πZ

))
.

e) Folosind notat, ia ez = u, ecuat, ia devine 5u2 − 2ju + 3 = 0. Solut, iile
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ei sunt u1 = j s, i u2 = −3
5j. As,adar,

z ∈ Log j ∪ Log
(

−3
5j

)
= j

(
π

2 + 2πZ

)
∪
(
ln 3

5 + j

(3π

2 + 2πZ

))
.

f) Cu notat, ia ejz = u, obt, inem ecuat, ia (j − 2)u2 − 2ju + 2 + j = 0, cu
solut, iile u1 = −3 + 4j

5 s, i u2 = 1. De aici, jz ∈ Log
(

−3 + 4j

5

)
∪ Log 1 ={

jarctg43 + (2Z+ 1)πj

}
∪ 2πjZ. În final,

z ∈
(
arctg43 + (2Z+ 1)π

)
∪ 2πZ.

g) Fie ejz = u. Ecuat, ia devine (1 − j)u2 − 1 − j = 0 s, i are solut, iile
u1,2 = ± 1√

2(1 + j). As,adar, jz ∈ Log
(

1√
2(1 + j)

)
∪ Log

(
− 1√

2(1 + j)
)
=

j

(
π

4 + 2πZ

)
∪ j

(5π

4 + 2πZ

)
s, i, ı̂n final,

z ∈
(

π

4 + 2πZ

)
∪
(5π

4 + 2πZ

)
= π

4 (1 + 4Z).

h) Ecuat, ia este echivalentǎ cu e2z − 1
e2z + 1 = 1 + j

√
3

2 . Notând e2z = u,

obt, inem u = 3 + j
√
3

1 − j
√
3
= j

√
3. De aici, 2z ∈ Logj

√
3 =
{
ln

√
3 + j

(
π

2 + 2πZ

)}

s, i z ∈ 1
4 ln 3 + j

(
π

4 + πZ

)
.

10. a) 2 sin z cos z = 2ejz − e−jz

2j
· ejz + e−jz

2 = e2jz − e−2jz

2j
= sin 2z.

b) cos2 z − sin2 z =
(

ejz + e−jz

2

)2
−
(

ejz − e−jz

2j

)2
= e2jz + e−2jz

2
= cos 2z.

c) sin2 z =
(

ejz − e−jz

2j

)2
= −e2jz − 2 + e−2jz

4 =
1 − e2jz + e−2jz

2
2

= 1 − cos 2z

2 .
d), e), f) Analog.
g) sin z = sin(x + jy) = sin x cos jy + sin jy cosx = sin x chy + jshy cosx

= sin xchy − jshy cosx = sin x cos jy − sin jy cosx = sin(x − jy) = sin z.
h) Similar cu g).
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i) sh2z + ch2z =
(

ez − e−z

2

)2
+
(

ez + e−z

2

)2
= e2z + e−2z

2 = ch2z.

j) Avem

sin3 z =
(

ejz − e−jz

2j

)3
= −e3jz − 3ejz + 3e−jz − e−3jz

8j

= 3
4 · ejz − e−jz

2j
− 1

4 · e3jz − e−3jz

2j
= 3

4 sin z − 1
4 sin 3z.

k) Analog cu punctul g),

cos4 z =
(

ejz + e−jz

2

)4
= e4jz + 4e2jz + 4e−2jz + e−4jz + 6

16

= 1
8 · e4jz + e−4jz

2 + 1
2 · e2jz + e−2jz

2 + 3
8 = 1

8 cos 4z + 1
2 cos 2z + 3

8 .

l) sh(z1 + z2) = −j sin j(z1 + z2) = −j(sin jz1 cos jz2 + sin jz2 cos jz1)
= −j(j shz1 chz2 + jshz2 chz1) = shz1 chz2 + shz2 chz1.

11. a) Deoarece

shz = ex+jy − e−x−jy

2 = ex(cos y + j sin y) − e−x(cos y − j sin y)
2

= cos y
ex − e−x

2 + j sin y
ex + e−x

2 = cos y shx + j sin y chx,

Re(shz) = cos y shx.

b) T, inând cont de formulele ch2y − sh2y = 1, sh 2y = 2shy chy s, i
ch2y = 1 + 2sh2y, obt, inem

ctgz = cos z

sin z
= cos(x + jy)

sin(x + jy) = cosx cos jy − sin x sin jy

sin x cos jy + sin jy cosx

= cosxchy − j sin xshy

sin xchy + jshy cosx
= sin x cosx − jshychy

sin2 xch2y + sh2y cos2 x

= sin 2x − jsh2y

2 sin2 x + 2sh2y
= sin 2x − jsh2y

− cos 2x + 1 + 2sh2y

= sin 2x − jsh2y

ch2y − cos 2x
= sin 2x

ch2y − cos 2x
− j

sh2y

ch2y − cos 2x
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s, i de aici, Im(ctgz) = sh2y

cos 2x − ch2y
.

c) Având ı̂n vedere cǎ ch2y − sh2y = 1, obt, inem

| sin z| = | sin(x + jy)| = | sin x cos jy + sin jy cosx|
= | sin x chy + jshy cosx| =

√
sin2 xch2y + sh2y cos2 x

=
√
sin2 xch2y + sh2y(1 − sin2 x) =

√
sin2 x + sh2y.

d) Analog,

|chz| = | cos jz| = | cos j(x + jy)| = | cos(−y + jx)|
= | cos y cos jx + sin y sin jx| = | cos ychx + j sin yshx|
=
√
cos2 y ch2x + sin2 y sh2x =

√
cos2 y ch2x + (1 − cos2 y) sh2x

=
√
cos2 y (ch2x − sh2x) + sh2x =

√
cos2 y + sh2x.

e) Avem

1 + jtgz

1 − jtgz
=

1 + j
sin z

cos z

1 − j
sin z

cos z

= cos z + j sin z

cos z − j sin z

= ejz

e−jz
= e2jz = cos 2z + j sin 2z.

12. Fie z = aejx. Deoarece |z| = |a| < 1, folosind seria geometricǎ

1 + z + z2 + . . . = 1
1 − z

,

obt, inem

1 + a(cosx + j sin x) + a2(cos 2x + j sin 2x) + . . . = 1
1 − aejx

= 1 − ae−jx

(1 − aejx)(1 − ae−jx)
= 1 − a cosx + aj sin x

1 − aejx − ae−jx + a2 = 1 − a cosx + aj sin x

1 − 2a cosx + a2

s, i, de aici

(1 + a cosx + a2 cos 2x + . . .) + j(a sin x + a2 sin 2x + . . .)
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= 1 − a cosx

1 − 2a cosx + a2 + j
a sin x

1 − 2a cosx + a2 .

Identificând apoi pǎrt, ile reale s, i, respectiv imaginare, obt, inem relat, iile
din enunt, .



3.1 Integrala curbilinie a unei funct, ii
complexe de variabilǎ complexǎ
Fie G ⊆ C o mult, ime deschisǎ, nevidǎ s, i f : G → C o funct, ie complexǎ
continuǎ, f = P + jQ. Fie, de asemenea, a, b ∈ R, a < b s, i (γ) o curbǎ
netedǎ, (γ) : x = x(t), y = y(t), a ≤ t ≤ b, unde x ∈ C1[a, b], y ∈ C1[a, b]
cu |x′(t)|2 + |y′(t)|2 > 0, ∀t ∈ [a, b]. Luǎm z(t) = x(t) + jy(t), a ≤ t ≤ b s, i
presupunem cǎ z(t) ∈ G, ∀t ∈ [a, b].

În condit, iile de mai sus, integrala curbilinie a funct, iei f pe curba (γ)
este numǎrul complex

∫
γ

f(z)dz =
∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt.

Dacǎ scriem f(z) = P (x, y) + jQ(x, y) s, i dz = dx + jdy, obt, inem∫
γ

f(z)dz =
∫
γ

P (x, y)dx − Q(x, y)dy + j

∫
γ

P (x, y)dy + Q(x, y)dx.

Dacǎ (γ) este frontiera unui domeniu mǎrginit din plan, atunci (̂ın
absent,a unei alte precizǎri) sensul de parcurgere al curbei ı̂nchise (γ) se
considerǎ cel trigonometric.

3.1.1 Exemplu
Evaluat,i integrala ∫

γ

(|z|2 − 3(z + 1)2)dz,

unde a) (γ) este segmentul [MN ] cu capǎtul init,ial M(−1), respectiv cel
final N(j).

b) (γ) este arcul de cerc de pe cercul unitate cu punctul init,ial
M(−1), respectiv cel final N(j). Coincid cele douǎ integrale?

Integrala în complex

Capitolul  3
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a) Deoarece ecuat, iile parametrice ale dreptei MN sunt:

MN :
{

x = −1 + t

y = t, t ∈ R,

o parametrizare a segmentului [MN ] este x(t) = −1+ t, respectiv y(t) = t,
cu t ∈ [0, 1]. De aici, z(t) = −1 + t + jt s, i

I1 =
∫

[MN ]

(|z|2 − 3(z + 1)2)dz =
∫ 1

0
(|z(t)|2 − 3(z(t) + 1)2)z′(t)dt

=
∫ 1

0
(| − 1 + t + jt|2 − 3(t + jt)2)(1 + j)dt

= (1 + j)
∫ 1

0
(2(1 − 3j)t2 − 2t + 1)dt = 4

3(2 − j).

b) În general, dacǎ curba (γ) este {z ∈ C : |z − z0| = r} (adicǎ
cercul Γ(z0; r)), parametrizarea pe care o folosim este z(t) = z0 + rejt, cu
t ∈ [0, 2π]. Prin urmare, pentru arcul de cerc

�
MN , considerǎm z(t) = ejt,

cu t ∈
[
π,

π

2
]
, de unde dz = z′(t)dt = jejtdt s, i, de aici

I2 =
∫
�

MN

(|z|2 − 3(z + 1)2)dz =
∫ π

2

π

(
|ejt|2 − 3(ejt + 1)2

)
jejtdt

= j

∫ π
2

π
(1 − 3(e2jt + 2ejt + 1))ejtdt = −j

∫ π
2

π
(2ejt + 6e2jt + 3e3jt)dt

= −j

(
2ejt

j
+ 6e2jt

2j
+ 3e3jt

3j

) ∣∣∣∣∣
π
2

π

= −2 (cos t + j sin t)
∣∣π2
π

− 3 (cos 2t + j sin 2t)
∣∣π2
π − (cos 3t + j sin 3t)

∣∣π2
π = 3 − j.

Observǎm cǎ cele douǎ integrale I1 s, i I2 nu coincid, valoarea lor
depinzând de alegerea curbei (γ), a drumului dintre M s, i N .

3.2 Teorema lui Cauchy. Formula lui Cauchy

� Teorema lui Cauchy-Goursat

Fie (γ) o curbǎ simplǎ, ı̂nchisǎ s, i netedǎ sau netedǎ pe port,iuni s, i
fie D = Int(γ) domeniul mǎrginit de (γ). Dacǎ funct,ia complexǎ f este
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olomorfǎ pe D s, i continuǎ pe γ, atunci
∫
γ

(z)dz = 0.

3.2.1 Exemplu
Sǎ se calculeze

I =
∫

|z−1|=2
√

2

ez2 − z sin(z2 + 5) + 7
(shz + chz + 1)2 dz

Observǎm cǎ (γ) = Γ(1; 2
√
2) (adicǎ cercul de centru 1 s, i de razǎ 2

√
2),

iar D = Δ(1; 2
√
2) este interiorul cercului (γ). Pe de altǎ parte, funct, ia

f(z) = ez2 − z sin(z2 + 5) + 7
(shz + chz + 1)2 este olomorfǎ (s, i continuǎ) ı̂n orice domeniu

din C\{z ∈ C : shz+chz+1 = 0}. As,adar, ar trebui mai ı̂ntâi sǎ rezolvǎm
ı̂n C ecuat, ia

shz + chz + 1 = 0 ⇔ ez − e−z

2 + ez + e−z

2 + 1 = 0.

De aici, ez = −1 ⇔ z ∈ Log(−1) = (2Z + 1)πj = {..., −πj, πj, ...}.
În continuare, evaluând pozit, ia rǎdǎcinilor zk = (2k + 1)πj, k ∈ Z fat, ǎ
de curba (γ) = Γ(1; 2

√
2), concluzionǎm cǎ toate acestea se gǎsesc ı̂n

exteriorul ei. Prin urmare, f este olomorfǎ ı̂n interiorul cercului (γ)
(adicǎ ı̂n discul Δ(1; 2

√
2)) s, i este continuǎ pe cercul (γ).

În final, din Teorema lui Cauchy-Goursat, deducem cǎ I = 0.

3.2.2 Exemplu
Arǎtat,i cǎ

∫ ∞

0
cos(ax2)dx =

∫ ∞

0
sin(ax2)dx = 1

2

√
π

2a
, a > 0.

Avem ∫ ∞

0
cos(ax2)dx

√
ax=t====== 1√

a

∫ ∞

0
cos(x2)dx.

Analog,
∫ ∞

0
sin(ax2)dx = 1√

a

∫ ∞

0
sin(x2)dx. Considerǎm mai departe
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integrala

I1 =
∫
γ

ejz2
dz,

fig. 3.1:

de-a lungul curbei (γ) reprezentatǎ ı̂n figura 3.1 de mai sus. Cum funct, ia
f(z) = ejz2 este olomorfǎ pe C, din Teorema lui Cauchy-Goursat deducem
cǎ I1 = 0. De aici,

∫
[OA]

f(z)dz +
∫
�

AB

f(z)dz +
∫

[BO]

f(z)dz = 0.(3.1)

Pe de altǎ departe,
∫

[OA]

f(z)dz =
∫ 1

0
ejR2t2

Rdt
Rt=x======

∫ R

0
ejx2

dx,

parametrizarea folositǎ fiind z(t) = Rt, cu t ∈ [0, 1]. Dacǎ pentru arcul de
cerc

�
AB, considerǎm z(t) = Rejt, cu t ∈ [0, π

4 ], obt, inem
∫
�

AB

f(z)dz =
∫ π

4

0
ejR2e2jt

jRejtdt.

Apoi, luând z(t) = R√
2 + j R√

2 , deducem cǎ

∫
[BO]

f(z)dz = R√
2
(1 + j)

∫ 0

1
e−t2R2

dt
tR=x====== −e

πj
4
∫ R

0
e−x2

dx.
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Folosind (3.1) s, i relat, iile de mai sus, avem
∫ R

0
ejx2

dx =
∫ R

0
(cosx2 + j sin x2)dx

= −
∫ π

4

0
ejR2(cos 2t+j sin 2t)jRejtdt + e

π
4 j
∫ R

0
e−x2

dx(3.2)

Apoi, deoarece

∣∣∣ ∫ π
4

0
ejR2(cos 2t+j sin 2t)jRejtdt

∣∣∣ ≤ ∫ π
4

0

∣∣∣ejR2(cos 2t) · e−R2 sin 2tjRejt
∣∣∣dt

= R

∫ π
4

0
e−R2 sin 2tdt

t= u
2===== R

2

∫ π
2

0
e−R2 sin udu

(− sin u≤− 2u
π , u∈[0, π

2 ])
≤ R

2

∫ π
2

0
e− 2

π R2udu

= R

2 · e− 2
π R2u

− 2
π R2

∣∣∣∣∣
π
2

0
= π

4R

(
1 − e−R2

)
,

trecând la limitǎ pentru R → ∞, obt, inem

lim
R→∞

∫ π
4

0
ejR2(cos 2t+j sin 2t)jRejtdt = 0.(3.3)

Pe de altǎ parte, folosind integrala lui Euler-Poisson
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π,
deducem cǎ

lim
R→∞

e
πj
4
∫ R

0
e−x2

dx = e
πj
4
∫ ∞

0
e−x2

dx

=
√

π

2 e
πj
4 = 1

2

√
π

2 + j
1
2

√
π

2 .(3.4)

As,adar, din relat, iile (3.2), (3.3) s, i (3.4) deducem cǎ
∫ ∞

0
(cosx2 + j sin x2)dx =

∫ ∞

0
ejx2

dx

= lim
R→∞

∫ R

0
ejx2

dx = 1
2

√
π

2 + j
1
2

√
π

2 .
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În final,
∫ ∞

0
cosx2dx =

∫ ∞

0
sin x2dx = 1

2

√
π

2 ,

de unde rezultǎ cǎ∫ ∞

0
cos ax2dx =

∫ ∞

0
sin ax2dx = 1

2

√
π

2a
.

� Formula lui Cauchy
Fie (γ) o curbǎ simplǎ, ı̂nchisǎ, netedǎ (sau netedǎ pe port,iuni) s, i fie

D = Int (γ) s, i z0 ∈ D. Dacǎ funct,ia complexǎ f : D ∪γ → C este olomorfǎ
pe D s, i continuǎ pe (γ), atunci

f(z0) =
1

2πj

∫
γ

f(z)
z − z0

dz.

� Formula generalizatǎ a lui Cauchy
În condit,iile Formulei lui Cauchy, are loc egalitatea

f (n)(z0) =
n!
2πj

∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

As,adar, orice funct,ie complexǎ f : D → C, olomorfǎ pe domeniul
D ⊆ C admite derivate de orice ordin.

3.3 Probleme propuse

1. Calculat,i integrala
∫
γ

f(z)dz dacǎ:

a) f(z) = z2 − 3z̄ + 2jz; (γ) : |z| = 1

b) f(z) = z + z̄ − 3j; (γ) : |z − j| = 3

c) f(z) = z − 5z̄ + 3j; (γ) : y = x3 + 2, x ∈ [0, 1]

d) f(z) = 2z̄ − z2; (γ) este arcul de cerc cu extremitǎt,ile A(−2) s, i

B(−2j)

e) f(z) = 1
2(z − 3z̄); (γ) este segmentul [AB], cu A(1 − j) s, i B(2 + j)
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f) f(z) = j| − z + j| + 3z̄ − j; (γ) : z = j − eπjt; t ∈ [1, 2]

g) f(z) = Re(z − j) + jImz̄; (γ) =
�

AB ∪[BC], unde
�

AB este arcul de
cerc cu extremitǎt,ile A(2) s, i B(−2), iar [BC] este segmentul de extremitǎt,i
B(−2) s, i C(−3j).

2. Utilizând Teorema lui Cauchy-Goursat s, i Formulele lui Cauchy,
sǎ se calculeze urmǎtoarele integrale:

a)
∫

|z|= e
4

1 + 3 shz

sin z + cos z
dz;

b)
∫

|z−1+j|=√
2

2 + ejz

(z − 1)(1 − jz)dz;

c)
∫

|z|=1

(z + 6) sin πz

z2(z + 2)(z − 3)dz;

d)
∫

|z−1|=2

sin(3πz2) + cos(3πz2)
(z − 1)(z − 2) dz.

3.4 Indicat, ii s, i rǎspunsuri
1. a) Fie parametrizarea z(t) = ejt, t ∈ [0, 2π]. Prin urmare, z̄(t) = e−jt,

z′(t) = jejt s, i

I =
∫
γ

f(z)dz =
∫ 2π

0
f(z(t))z′(t)dt =

∫ 2π

0

(
e2jt − 3e−jt + 2jejt

)
jejtdt

=
∫ 2π

0

(
je3jt − 2e2jt − 3j

)
dt =

(
e3jt

3 − e2jt

j
− 3jt

) ∣∣∣∣∣
2π

0

= 1
3(cos 6π + j sin 6π − cos 0 − j sin 0)

− 1
j
(cos 4π + j sin 4π − cos 0 − j sin 0) − 6πj = −6πj.

b) Fǎcând parametrizarea z(t) = j +3ejt, t ∈ [0, 2π], z̄(t) = −j +3e−jt,
z′(t) = 3jejt s, i

I =
∫ 2π

0

(
j + 3ejt − j + 3e−jt − 3j

)
3jejtdt
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= 9j

∫ 2π

0

(
e2ejt − jejt + 1

)
dt = 9j

(
e2jt

2j
− ejt + t

) ∣∣∣∣∣
2π

0
= 18πj.

c) Fie x = t, t ∈ [0, 2]. Atunci y = t3+2, z(t) = x(t)+jy(t) = t+j(t3+2),
z̄(t) = t − j(t3 + 2), z′(t) = 1 + 3t2j s, i

I =
∫ 1

0
(−4t + 15j + 6jt3)(1 + 3jt2)dt

=
∫ 1

0
(−18t5 − 6jt3 − 45t2 − 4t + 15j)dt = −20 + 27

2 j.

d) Luând z(t) = 2ejt, t ∈
[
π,

3π

2

]
, z̄(t) = 2e−jt, z′(t) = 2jejt s, i

I = 8j

∫ 3π
2

π

(
e−jt − e2jt

)
ejtdt = −8

3 + j

(
4π − 8

3

)
.

e) Pornind de la ecuat, ia canonicǎ a dreptei AB,

AB : x − 1 = y + 1
2 = t, t ∈ R,

vom face urmǎtoarea parametrizare a segmentului [AB] : x(t) = 1 + t,
y(t) = −1 + 2t, cu t ∈ [0, 1]. Prin urmare, z(t) = 1 + t + j(−1 + 2t),
z̄(t) = 1 + t − j(−1 + 2t), z′(t) = 1 + 2j s, i

I = 1
2

∫ 1

0
(−2 − 2t + 4j(−1 + 2t)) (1 + 2j)dt = −3

2 − 3j.

f) Din ipotezǎ z(t) = j − eπjt, t ∈ [1, 2], prin urmare z̄(t) = −j − e−πjt,
z′(t) = −πjeπjt s, i

I = 3
∫ 2

1

(
j + e−πjt

)
πjeπjtdt = 3j(π + 2).

g) Luând pentru arcul
�

AB, z(t) = 2ejt = 2(cos t+j sin t), cu t ∈ [0, π], iar
pentru segmentul [BC], x(t) = −2+2t, y(t) = −3t, adicǎ z(t) = −2+2t−3jt

s, i z(t) = −2 + 2t + 3jt cu t ∈ [0, 1], obt, inem

I =
∫
�

AB

f(z)dz +
∫

[BC]

f(z)dz
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=
∫ π

0
(2 cos t − 2j sin t) 2jejtdt +

∫ 1

0
(−2 + 2t + 3jt)(2 − 3j)dt

= 4j

∫ π

0
dt +

∫ 1

0
(−4 + 6j + 13t)dt = 5

2 + 2j(3 + 2π).

2. a) Mai ı̂ntâi verificǎm care este pozit, ia rǎdǎcinilor ecuat, iei sin z +
cos z = 0, fat, ǎ de curba γ = Γ(0; e

4). Pentru aceasta, notǎm ejz = u s, i
ecuat, ia devine u2 = −j = 1

2(1 − j)2. De aici, u1,2 = ±
√

2
2 (1 − j) s, i, prin

urmare,

jz ∈ Log
(√

2
2 (1 − j)

)
∪ Log

(
−

√
2

2 (1 − j)
)

,

de unde deducem cǎ rǎdǎcinile ecuat, iei sunt de forma zk = (4k+3)π
4 , k ∈ Z.

Cum |zk| > e
4 , ∀z ∈ Z, deducem cǎ funct, ia f(z) = 1 + 3 shz

sin z + cos z
este olo-

morfǎ pe discul Δ̄
(
0; e

4
)
. Folosind, ı̂n final, Teorema lui Cauchy-Goursat,

obt, inem I = 0.
b) Deoarece

f(z) = 1 + j

2 · 2 + ejz

z − 1 + −1 + j

2 · 2 + ejz

1 − jz

= 1 + j

2 · 2 + ejz

z − 1 + 1 − j

2j
· 2 + ejz

z + j
,

iar z1 = 1 s, i z2 = −j sunt situate ı̂n discul Δ(1 − j;
√
2),

I = 1 + j

2

∫
|z−1+j|=√

2

2 + ejz

z − 1 dz + 1 − j

2j

∫
|z−1+j|=√

2

2 + ejz

z + j
dz.

Folosind formulele lui Cauchy, obt, inem:

I = 2πj · (1 + j)(2 + ejz)
2

∣∣∣∣∣
z=1

+ 2πj · (1 − j)(2 + ejz)
2

∣∣∣∣∣
z=−j

= π(−1 + j)(2 + ej) + π(1 − j)(2 + e)
= π(e − cos 1 − sin 1 + j(cos 1 − sin 1 − e)).

c) Observǎm cǎ doar z0 = 0 ∈ Δ(0; 1), z1 = −2, z2 = 3 /∈ Δ(0; 1). Prin
urmare, scriem integrala dupǎ cum urmeazǎ:
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I =
∫

|z|=1

sin πz

(z + 2)(z − 3)dz −
∫

|z|=1

sin πz

z2 dz.

Utilizând Teorema s, i formulele lui Cauchy, obt, inem

I = 0 − 2πj(sin πz)′|z=0 = −2πj(π cos πz)|z=0 = −2π2j.

d) Cum z1 = 1 s, i z2 = 2 apart, in discului deschis Δ(1; 2), descompunând
ı̂n fract, ii simple s, i folosind Formula lui Cauchy, obt, inem

I =
∫

|z−1|=2

sin(3πz2) + cos(3πz2)
z − 2 dz −

∫
|z−1|=2

sin(3πz2) + cos(3πz2)
z − 1 dz

= 2πj

((
sin(3πz2) + cos(3πz2)

) ∣∣∣
z=2

−
(
sin(3πz2) + cos(3πz2)

) ∣∣∣
z=1

)

= 2πj(sin 12π + cos 12π − sin 3π − cos 3π) = 4πj.



4.1 Serii Taylor
O funct, ie f : G → C, cu G ⊆ C o mult, ime deschisǎ, este dezvoltabilǎ ı̂n
serie Taylor ı̂n jurul punctului z0 ∈ G (sau ı̂ntr-o vecinǎtate a punctului
z0 ∈ G) dacǎ existǎ un disc Δ(z0; r) ⊆ G, r > 0 s, i o serie de puteri∑∞

n=0 an(z − z0)n convergentǎ pe Δ(z0; r) ⊆ G, astfel ı̂ncât

f(z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)n, ∀z ∈ Δ(z0; r).

Egalitatea de mai sus se numes,te dezvoltarea funct,iei f ı̂n serie
Taylor ı̂n jurul punctului z0, iar membrul drept al egalitǎt, ii se numes,te
seria Taylor atas,atǎ funct,iei f ı̂n jurul punctului z0 (sau ı̂ntr-o vecinǎtate
a lui z0).� Dacǎ f este o funct, ie olomorfǎ pe o mult, ime deschisǎ G ⊆ C, atunci
f este dezvoltabilǎ ı̂n serie Taylor ı̂n jurul fiecǎrui punct din G (adicǎ f

este analiticǎ), iar coeficient, ii seriei Taylor sunt

an = f (n)(z0)
n! = 1

2πj

∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1 dz,

unde (γ) este un cerc arbitrar cu centrul ı̂n z0, situat ı̂n G.

4.1.1 Serii Taylor importante
a) Seria geometricǎ

1
1 − z

=
∞∑

n=0
zn, ∀z ∈ Δ(0; 1), i.e. |z| < 1.

În particular,

1
1 + z

= 1
1 − (−z) =

∞∑
n=0

(−1)nzn, ∀z ∈ Δ(0; 1).

Serii Taylor. Serii Laurent

Capitolul  4
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b) Serii exponent, iale, circulare, hiperbolice

ez =
∞∑

n=0

zn

n! , ∀z ∈ C

sin z =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!z
2n+1, ∀z ∈ C

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)! z2n, ∀z ∈ C

shz =
∞∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)! , ∀z ∈ C

chz =
∞∑

n=0

z2n

(2n)! , ∀z ∈ C

c) Seria logaritmicǎ Fie f(z) = log(1+z) ramura uniformǎ ı̂n Δ(0; 1)
a funct, iei multivoce F (z) = Log(1 + z), pentru care f(0) = 0. Atunci

log (1 + z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
zn, ∀z ∈ Δ(0; 1).

d) Seria binomialǎ Fie α ∈ C s, i f(z) = (1+ z)α ramura uniformǎ ı̂n
Δ(0; 1) a funct, iei multivoce F (z) = (1 + z)α, pentru care f(0) = 1. Atunci

(1 + z)α = 1 +
α∑

n=1

α(α − 1) . . . (α − n + 1)
n! zn, ∀z ∈ Δ(0; 1).

� Pentru a dezvolta funct, ia f : G → C ı̂n serie Taylor ı̂n jurul unui
punct z0 ∈ G, notǎm u = z −z0 ⇔ z = u+z0, dupǎ care dezvoltǎm funct, ia
g(u) = f(u + z0) ı̂n serie Taylor ı̂n jurul originii.

4.2 Serii Laurent
Fie z0 ∈ C un punct fixat. Orice serie de funct, ii de forma

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n = . . . + a−n

(z − z0)n
+ . . . + a−1

z − z0
+

+ a0 + a1(z − z0) + . . . + an(z − z0)n + . . . ,

unde an ∈ C, n ∈ Z, se numes,te serie Laurent centratǎ ı̂n z0.
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Unei serii Laurent i se asociazǎ seriile de funct, ii

−1∑
n=−∞

an(z − z0)n =
∞∑

n=1

a−n

(z − z0)n
s, i

∞∑
n=0

an(z − z0)n,

care se numesc partea principalǎ, respectiv partea taylorianǎ ale seriei
Laurent. Observǎm deci cǎ seriile Laurent sunt serii de puteri ale bi-
nomului (z − z0), asemǎnǎtoare cu seriile Taylor, dar ı̂n care apar atât
puteri pozitive, cât s, i negative ale lui (z − z0).� Fie D ⊆ C un domeniu, z0 ∈ C un punct dat s, i f : D → C o funct, ie
olomorfǎ. Dacǎ existǎ o coroanǎ circularǎ U = U(z0; r, R), cu 0 < r < R,
a.̂ı Ū ⊆ D s, i

(4.1) an = 1
2πj

∫
γ=Γ(z0;ρ)

f(z)
(z − z0)n+1 dz, n ∈ Z

cu r ≤ ρ ≤ R, atunci seria Laurent
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n este convergentǎ pe

U s, i are suma f(z), adicǎ are loc egalitatea

(4.2) f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n, ∀z ∈ U.

Dacǎ dezvoltarea ı̂n serie Laurent a funct, iei f are loc ı̂n coroana
circularǎ U(z0; r, R) pentru orice r > 0, atunci se spune cǎ funct, ia f

este dezvoltabilǎ ı̂n serie Laurent ı̂n jurul punctului z0. În acest caz,
dezvoltarea (4.4), cu coeficient, ii dat, i de (4.3), este valabilǎ pe domeniul
{z ∈ C : 0 < |z − z0| < R} = Δ(z0;R) \ {z0}, adicǎ z0 este singurul punct
din Δ(z0;R) ı̂n care f nu este monogenǎ.

4.2.1 Exemplu
Dezvoltat,i ı̂n serie Laurent funct,ia rat,ionalǎ

f(z) = 19z + 35
(z − 1)(z + 2)3 , z ∈ C \ {−2, 1}

a) ı̂n jurul originii;
b) ı̂n jurul punctului z0 = −2;
c) ı̂n jurul punctului z0 = 1;
d) ı̂n domeniul D = {z ∈ C : |z + 2| > 3}.
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a) Cum f este olomorfǎ ı̂n discul Δ(0; 1), seria Laurent a lui f ı̂n
jurul originii se reduce la o serie Taylor. Descompunând ı̂n fract, ii simple,
obt, inem

f(z) = 2
z − 1 − 2

z + 2 − 6
(z + 2)2 + 1

(z + 2)3

= − 2
1 − z

− 1
1 + z

2
− 3

2
(
1 + z

2

)2 + 1

8
(
1 + z

2

)3(4.3)

Folosindu-ne de seria geometricǎ, deducem cǎ

(4.4) 1
1 − z

=
∞∑

n=0
zn s, i

1
1 + z

2
=

∞∑
n=0

(−1)n
(

z

2

)n

, |z| < 1.

Derivând a doua egalitate din (4.4), obt, inem

(4.5) 1(
1 + z

2

)2 =
∞∑

n=0
(−1)n(n + 1)

(
z

2

)n

, |z| < 1.

Derivând ı̂ncǎ o datǎ egalitatea (4.5), rezultǎ cǎ

1(
1 + z

2

)3 = 1
2

∞∑
n=1

(−1)n−1(n + 1)n
(

z

2

)n−1

= 1
2

∞∑
n=0

(−1)n(n + 2)(n + 1)
(

z

2

)n

, |z| < 1.(4.6)

Din relat, iile (4.3), (4.4), (4.5) s, i (4.6) deducem cǎ

f(z) =
∞∑

n=0

(
(−2)n+1 − 1 − 3(n + 1)

2 + (n + 1)(n + 2)
16

)(
−z

2

)n

, |z| < 1.

b) Notând u = z + 2 ⇔ z = u − 2, obt, inem

(4.7) f(z) = g(u) = 2
u − 3 − 2

u
− 6

u2 + 1
u3 , u ∈ C \ {0, 3}.

Pe de altǎ parte, observǎm cǎ a dezvolta funct, ia f ı̂n jurul lui z0 = −2
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este acelas, i lucru cu a dezvolta funct, ia g ı̂n jurul lui u0 = 0. Dezvoltând
as,adar dupǎ puterile lui u, ajungem la

(4.8) 2
u − 3 = − 2

3
(
1 − u

3

) = −2
3

∞∑
n=0

(
u

3

)n

, |u| < 3.

Din (4.7) s, i (4.8) rezultǎ cǎ

f(z) = − 2
3

∞∑
n=0

(
z + 2
3

)n

− 2
z + 2

− 6
(z + 2)2 + 1

(z + 2)3 , |z + 2| < 3, z �= −2.(4.9)

Întrucât |z+2| < 3 s, i z �= −2, dezvoltarea ı̂n serie Laurent (4.9) are loc
ı̂n orice coroanǎ circularǎ U(−2; r, 3) cu 0 < r < 3. De asemenea, se poate
vedea cǎ partea principalǎ a dezvoltǎrii ı̂n serie Laurent (4.9) a funct, iei
f ı̂n jurul punctului z0 = −2 existǎ s, i are 3 termeni.

c) Fie u = z − 1 ⇔ z = u + 1. A dezvolta funct, ia f ı̂n jurul lui z0 = 1
este totuna cu a dezvolta funct, ia h ı̂n jurul lui u0 = 0, unde

(4.10) h(u) = 2
u

− 2
u + 3 − 6

(u + 3)2 + 1
(u + 2)3 , u ∈ C \ {−, 3, 0}.

Folosind seria geometricǎ, obt, inem

(4.11) 1
u + 3 = 1

3
(
1 + u

3

) = 1
3

∞∑
n=0

(−1)n
(

u

3

)n

, |u| < 3.

De aici, derivând de douǎ ori, deducem egalitǎt, ile

(4.12) 1
(u + 3)2 = 1

9

∞∑
n=0

(−1)n(n + 1)
(

u

3

)n

, |u| < 3.

s, i

(4.13) 1
(u + 3)3 = 2

27

∞∑
n=0

(−1)n(n + 2)(n + 1)
(

u

3

)n

, |u| < 3.

În final, din relat, iile (4.10), (4.11), (4.12) s, i (4.13) obt, inem urmǎtoarea
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dezvoltare ı̂n serie Laurent a funct, iei f ı̂n jurul punctului z0 = 1, adicǎ
ı̂n orice coroanǎ circularǎ U(1; r, 3) cu 0 < r < 3:

(4.14) f(z) = 2
z − 1+

∞∑
n=0

n2 − 33n − 70
54

(
−1
3

)n

·(z−1)n, |z−1| < 3, z �= 1.

Observǎm cǎ partea principalǎ a seriei Laurent (4.14) are un singur
termen.

d) Notând u = z + 2 ⇔ z = u − 2, conform relat, iei (4.7),

f(z) = g(u) = 2
u − 3 − 2

u
− 6

u2 + 1
u3 , u ∈ C \ {0, 3}.

Cum, din ipotezǎ, |u| > 3 ⇔
∣∣∣∣3u
∣∣∣∣ < 1, folosind seria geometricǎ,

obt, inem
1

u − 3 = 1
u

· 1

1 − 3
u

=
∞∑

n=0

3n

un+1 , |u| > 3.

De aici, deducem urmǎtoarea dezvoltare ı̂n serie Laurent:

f(z) = 19
(z + 2)3 + 2

∞∑
n=3

3n

(z + 2)n+1 ,

care este valabilǎ ı̂n orice coroanǎ circularǎ U(−2; 3, R) cu R > 3. Meritǎ
sǎ ment, ionǎm aici faptul cǎ dezvoltarea ı̂n acest caz nu are loc ı̂n jurul
punctului z0 = −2.

4.3 Probleme propuse
1. Dezvoltat, i urmǎtoarele funct, ii ı̂n serie Laurent ı̂n jurul punctelor
indicate sau pe domeniile indicate:

a) f(z) = 11 − z

z2 + 3z − 4, z0 = 0, z0 = −4 s, i z0 = j

b) f(z) = z3sh(z + j), z0 = −j

c) f(z) = sin3(z + 1), z0 = −1

d) f(z) = log(1 − √
2z + 2z2), z0 = 0, f(0) = 0

e) f(z) = log 1 − jz

1 + jz
, z0 = 0, f(0) = 4πj



Serii Taylor. Serii Laure nt 59

f) f(z) = 1
z + 2e

1
z+1 , z0 = −1

g) f(z) = 3z + 1
(z + 1)(z2 − 1), z0 = 0, z0 = 1, z0 = −1 s, i ı̂n domeniul

D = {z ∈ C : |z − 1| > 2}

h) f(z) = z

z2 + 3z + 2, |z| < 1, 1 < |z| < 2, |z| > 2

i) f(z) = chjz

z + j
, z0 = −j.

4.4 Indicat, ii s, i rǎspunsuri
1. a) Descompunând ı̂n fract, ii simple funct, ia f , obt, inem

f(z) = 2
z − 1 − 3

z + 4 .

Pentru z0 = 0, folosind seria geometricǎ, deducem cǎ

f(z) = − 2
1 − z

− 3

4
(
1 + z

4

)

= −
∞∑

n=0

(
2 + 3

4 ·
(

−1
4

)n)
zn, |z| < 1.

Pentru z0 = −4, notând u = z + 4 ⇔ z = u − 4,

f(z) = g(u) = 2
u − 5 − 3

u
= − 2

5
(
1 − u

5

) − 3
u

= −3
u

− 2
5

∞∑
n=0

(
u

5

)n

, |u| < 5.

Prin urmare,

f(z) = − 3
z + 4 − 2

5

∞∑
n=0

(
z + 4
5

)n

, z ∈ Δ(−4; 5) \ {−4}.

Pentru z0 = j, fie u = z − j ⇔ z = u + j. De aici,

f(z) = h(u) = 2
u + j − 1 − 3

u + j + 4
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= 2

(j − 1)
(
1 + u

j − 1

) − 3

(j + 4)
(
1 + u

j + 4

)

= − j + 1
1 + u

j − 1
+ 3(j − 4)

17
(
1 + u

j + 4

)

= −(1 + j)
∞∑

n=0
(−1)n ·

(
u

j − 1

)n

+ 3(j − 4)
17

∞∑
n=0

(−1)n ·
(

u

j + 4

)n

= −(1 + j)
∞∑

n=0

(1 + j

2

)n

· un + 3(j − 4)
17

∞∑
n=0

(
j − 4
17

)n

· un

=
∞∑

n=0

(
−(1 + j)n+1

2n + 3(−4 + j)n+1

17n+1

)
· un, |u| <

√
2,

deci

f(z) =
∞∑

n=0

(
−(1 + j)n+1

2n + 3(−4 + j)n+1

17n+1

)
· (z − j)n, z ∈ Δ(j;

√
2).

b) Notând u = z + j ⇔ z = u − j, obt, inem

f(z) = g(u) = (u − j)3shu = (u3 − 3u2j − 3u + j)
∞∑

n=0

u2n+1

(2n + 1)!

=
(
(z + j)3 − 3(z + j)2j − 3(z + j) + j

) ∞∑
n=0

(z + j)2n+1

(2n + 1)! .

De exemplu, a1 = j.

c) Fie u = z + 1 ⇔ z = u − 1. Atunci

f(z) = g(u) = sin3 u = 3
4 sin u − 1

4 sin 3u = 3
4

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!u
2n+1

(
1 − 32n

)

= 3
4

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
(
1 − 32n

)
(z + 1)2n+1.

d) f(z) = log
(
1 + 2

√
2z3
)

− log
(
1 +

√
2z
)

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

n

(
2
√
2z3
)n −

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(√
2z
)n

=
∞∑

n=1
anzn,
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unde an = (−1)n

n
2n/2, dacǎ n �= 3k s, i a3k = (−1)k−1

3k
2(3k+2)/2, |z| <

√
2
2 .

e) f(z) = log(1 − jz) − log(1 + jz)

= 4πj +
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(−jz)n −

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(jz)n

= 4πj +
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(jz)n ((−1)n − 1)

= 4πj +
∞∑

n=1

(−1)2n−1

2n
(jz)2n

(
(−1)2n − 1

)

+
∞∑

n=0

(−1)2n

2n + 1 (jz)2n+1
(
(−1)2n+1 − 1

)

= 4πj + 2j
∞∑

n=0

(−1)n+1

2n + 1 z2n+1, |z| < 1.

f) Notǎm u = z + 1 s, i efectuǎm produsul seriilor

1
1 + u

= 1 − u + u2 − u3 + . . .

s, i
e1/u = 1 + 1

u · 1! +
1

u2 · 2! +
1

u3 · 3! + . . .

De exemplu, a0 = ch1 − sh1 = 1
e
.

g) f(z) = 1
z − 1 − 1

z + 1 + 1
(z + 1)2 (a se vedea Exemplul 4.2.1 ).

h) f(z) = 2
z + 2 − 1

z + 1 (a se vedea Exemplul 4.2.1 ).
i) Punând u = z + j ⇔ z = u − j, obt, inem

f(z) = g(u) = 1
u
chj(u − j) = 1

u
cos(u − j) = 1

u
(cosu ch1 + j sin u sh1)

= ch1
∞∑

n=0
(−1)n u2n−1

(2n)! + jsh1
∞∑

n=0
(−1)n u2n

(2n + 1)!

= ch1
∞∑

n=−1
(−1)n+1 (z + j)2n+1

(2n + 2)! + jsh1
∞∑

n=0
(−1)n (z + j)2n

(2n + 1)!

=
∞∑

n=−1
an(z + j)n, ∀z �= j,
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unde a2n = j
(−1)nsh1
(2n + 1)! , n ≥ 0, iar a2n+1 = (−1)n+1ch1

(2n + 2)! , n ≥ −1.



5.1 Singularitǎt, ile unei funct, ii complexe
Fie D ⊆ C un domeniu s, i f : D → C o funct, ie complexǎ.� Un punct z0 ∈ D se numes,te punct ordinar pentru f dacǎ existǎ
un disc Δ(z0; r), r > 0 a.̂ı. Δ(z0; r) ⊆ D s, i f este olomorfǎ pe Δ(z0; r)
(f ∈ H (Δ(z0; r); r)). În acest caz, seria Laurent a funct, iei f ı̂n jurul lui
z0 se reduce la partea sa taylorianǎ.� Un punct z0 ∈ C se numes,te punct singular pentru f dacǎ ı̂n orice
disc Δ(z0; r), r > 0, existǎ puncte ı̂n care f este monogenǎ s, i puncte ı̂n
care f nu este monogenǎ.� Un punct singular z0 ∈ C este un punct singular izolat pentru f

dacǎ existǎ un disc Δ(z0; ρ), ρ > 0, a.̂ı. z0 este unicul punct singular al
funct, iei f ı̂n acest disc.� Un punct singular izolat z0 ∈ C este un punct singular eliminabil
(aparent) pentru f dacǎ s, i numai dacǎ limita limz→z0 f(z) existǎ s, i este
finitǎ.

Prin urmare, apare urmǎtoarea clasificare a punctelor singulare izo-
late neeliminabile z0 (dacǎ nu existǎ limita finitǎ limz→z0 f(z)). Deci,� dacǎ z0 este un punct singular izolat pentru f s, i � limz→z0 f(z),
atunci z0 se numes,te punct singular esent, ial pentru f ;� dacǎ z0 este un punct singular izolat pentru f s, i limz→z0 f(z) = ∞,
atunci z0 se numes,te pol pentru f . Mai mult, existǎ un unic n ∈ N∗
(numit ordin al polului) s, i o unicǎ funct, ie olomorfǎ g : D ∪ {z0} → C,
astfel ı̂ncât g(z) = (z − z0)nf(z), ∀z ∈ D s, i g(z0) �= 0. Dacǎ n = 1, 2 sau 3,
atunci z0 se numes,te pol simplu, dublu, respectiv triplu.

Punctele singulare izolate se pot caracteriza s, i cu ajutorul seriilor
Laurent. Astfel,� dacǎ partea principalǎ a seriei Laurent a funct,iei f ı̂n jurul punctului
z0 este nulǎ (adicǎ an = 0, ∀n ≤ −1), atunci punctul z0 este un punct
ordinar pentru f sau o singularitate eliminabilǎ;� dacǎ partea principalǎ a seriei Laurent a funct,iei f ı̂n jurul punctului
z0 cont,ine un numǎr finit de termeni, adicǎ existǎ n ∈ N∗ astfel ı̂ncât

Teorema reziduurilor și aplicații

Capitolul  5
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a−n �= 0 s, i a−m = 0, ∀m ≥ n + 1, atunci z0 este un pol de ordin n

pentru f . Pe de altǎ parte, ordinul polului z0 pentru funct,ia f coincide
cu ordinul zeroului z = z0 pentru funct,ia g = 1

f ;� dacǎ partea principalǎ a seriei Laurent a funct,iei f ı̂n jurul punctului
z0 cont,ine o infinitate de termeni, atunci z0 este un punct singular
esent,ial pentru f .

5.1.1 Exemple

a) Fie f : C \ {0, 2j} → C, f(z) = shz

z(z − 2j) .

Punctul z0 = 0 este o singularitate eliminabilǎ (punct singular aparent)
deoarece

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

shz

z
· lim

z→0
1

z − 2j
l′H==== lim

z→0
(shz)′

z′ · 1
(−2j) = −ch 0

2j
= j

2 ,

adicǎ este finitǎ. Punctul z1 = 2j este un pol simplu (n = 1), deoarece
limz→2j f(z) = ∞, iar funct, ia

g(z) = 1
f(z) = z(z − 2j)

shz

ı̂l are pe z1 = 2j drept zero simplu.

b) Fie f : C \ {0} → C, f(z) = e
1
z

z
.

Punctul z0 = 0 este un punct singular esent, ial deoarece

f(z) = 1
z
+ 1

z2 · 1! +
1

z3 · 2! + . . . ,

adicǎ dezvoltarea ı̂n serie Laurent a lui f ı̂n jurul lui z0 = 0 are o infinitate
de termeni nenuli (a−n = 1

(n−1)! , ∀n ∈ N∗).

c) Fie f : C \ {−2, 1} → C, f(z) = 19z + 35
(z − 1)(z + 2)3 .

Folosind dezvoltǎrile ı̂n serie Laurent ale funct, iei f ı̂n jurul punctelor
z0 = 0, z1 = −2 s, i z2 = 1 (a se vedea Exemplul 4.2.1 ), deducem cǎ z0
este punct ordinar, z1 este pol de ordinul 3, iar z2 este pol simplu pentru
funct, ia f .

� Dacǎ
f(z) = g(z)

q(z) ,
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unde g este o funct, ie olomorfǎ pe C, iar q(z) este un polinom cu rǎdǎcinile
z1, z2, . . . zn, astfel ı̂ncât g(zk) �= 0, 1 ≤ k ≤ n, atunci punctele singulare ale
funct, iei f(z) sunt z1, z2, . . . zn. Fiecare din aceste puncte singulare este
un pol cu ordinul de multiplicitate egal cu ordinul de multiplicitate al
rǎdǎcinii pentru polinomul q(z).

5.1.2 Exemple

a) Fie f : C \ {0, ±(1 + j)} → C,

f(z) = e1+chz + sin(shz)
z(z2 − 2j)2 = e1+chz + sin(shz)

z(z − 1 − j)2(z + 1 + j)2 .

Punctele singulare ale funct, iei f sunt z0 = 0 (pol simplu) s, i z1,2 =
±(1 + j) (poli dubli), deoarece g(0) �= 0 s, i g(±(1 + j)) �= 0, unde

g(z) = e1+chz + sin(shz).

b) Fie f : C \ {1, j} → C,

f(z) =
ch
(π

2 jz
)

(z − 1)2(z − j)3 .

Avem g(z) = ch
(π

2 jz
)
, respectiv q(z) = (z − 1)2(z − j)3. Rǎdǎcinile

polinomului q sunt z1 = 1 (dublǎ) s, i z2 = j (triplǎ). Observǎm de aseme-
nea cǎ g(j) = ch

(
π
2 j2
)
= chπ

2 �= 0, iar g(1) = ch
(π

2 j
)
= cos π

2 = 0. De aici,
deducem cǎ z2 este pol triplu, ı̂nsǎ z1 nu este pol dublu.

Pentru z1 scriem

f(z) =
ch
(π

2 j
)

z − 1 · 1
(z − 1)(z − j)3

s, i constatǎm cǎ limita

lim
z→1

ch
(π

2 jz
)

z − 1
l′H==== lim

z→1

(
ch
(π

2 jz
))′

(z − 1)′

= lim
z→1

π

2 j sh
(

π

2 jz

)
= π

2 j2 sin π

2 = −π

2 ,

este finitǎ s, i nenulǎ. Evaluând expresia rǎmasǎ din funct, ia f , adicǎ
expresia 1

(z−1)(z−j)3 , deducem cǎ z1 este doar pol simplu.
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� Dacǎ
f(z) = g

(
p(z)
q(z)

)
,

unde p s, i q sunt douǎ polinoame prime ı̂ntre ele (fǎrǎ rǎdǎcini comune),
iar g ∈ {exp, sin, cos, sh, ch}, atunci rǎdǎcinile lui q(z) sunt punct singulare
esent, iale pentru funct, ia f .

c) Dacǎ f : C \ {±2j} → C,

f(z) = cos 1 − z

z2 + 4 ,

atunci z1,2 = ±2j sunt puncte singulare esent, iale pentru f .

5.2 Reziduuri. Calculul reziduurilor

Fie f ∈ H (D), D ⊆ C un domeniu s, i z0 un punct singular izolat (pol de
orice ordin sau punct singular esent, ial) al funct, iei f . Fie, de asemenea,
r > 0 astfel ı̂ncât Δ̄(z0; r) \ {z0} ⊆ D s, i γ = Γ(z0; r). Atunci reziduul
funct,iei f ı̂n punctul z0 este definit de egalitatea

Rez(f ; z0) =
1

2πj

∫
γ

f(z)dz.

� Dacǎ

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

= . . . + a−n

(z − z0)n
+ . . . + a−1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + . . . + an

(z − z0)n
+ . . .

este dezvoltarea funct, iei f ı̂n serie Laurent ı̂n jurul punctului z0, atunci

Rez(f ; z0) = a−1,

adicǎ Rez(f ; z0) este coeficientul lui 1
z − z0

din aceastǎ dezvoltare.

Reziduul punctului de la infinit este egal cu acelas, i coeficient ı̂nmult, it
cu −1, adicǎ

Rez(f ;∞) = −a−1
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din dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n exteriorul unei coroane circulare

f(z) =
∞∑

n=−∞
anzn, |z| > R,

cu centrul ı̂n origine.
� Dacǎ z0 este un punct ordinar sau o singularitate eliminabilǎ, atunci

partea principalǎ a seriei Laurent de mai sus este nulǎ (a−n = 0, ∀n ≥ 1),
deci a−1 = 0 s, i, prin urmare, Rez(f ; z0) = 0.

� Calculul reziduului pentru poli
Dacǎ z0 este un pol de ordinul n ∈ N∗, atunci

(5.1) Rez(f ; z0) =
1

(n − 1)! lim
z→z0

((z − z0)nf(z))(n−1) .

În particular, dacǎ z0 este pol dublu (n = 2), atunci

Rez(f ; z0) = lim
z→z0

(
(z − z0)2f(z)

)′
.

� Calculul reziduului pentru poli simpli
Metoda I
Din formula (5.1), pentru n = 1, obt, inem

Rez(f ; z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

Metoda II
Dacǎ f(z) = g(z)

h(z) , unde g s, i h sunt olomorfe ı̂ntr-o vecinǎtate a punc-
tului z0, cu g(z0) �= 0, h(z0) = 0 s, i h′(z0) �= 0 (condit, ia pentru pol simplu),
atunci

Rez(f ; z0) =
g(z)
h′(z)

∣∣∣∣∣
z=z0

.

5.2.1 Exemple

a) Fie f : C \ {1, j} → C,

f(z) = sin 2πz

z2 − (1 + j)z + j
= sin 2πz

(z − 1)(z − j) .
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Rǎdǎcinile numitorului sunt z1 = 1 s, i z2 = j. Deoarece limita

lim
z→1

f(z) = lim
z→1

1
z − j

· lim
z→1

sin 2πz

z − 1
l′H==== 1

1 − j
· lim

z→1
2π cos 2πz = π(1 + j)

este finitǎ, z1 = 1 este un punct singular aparent (singularitate elimina-
bilǎ) pentru f s, i Rez(f ; 1) = 0. Pe de altǎ parte, cum

sin 2πz
∣∣∣
z=j

= sin 2πj = jsh2π = j
e4π − 1
2e2π �= 0,

z2 = j este un pol simplu (z2 este rǎdǎcinǎ simplǎ pentru polinomul de
la numitor). În final, Rez(f ; j) se poate calcula cu formula pentru poli de
ordinul 1, adicǎ

Rez(f ; j) = lim
z→j

(z − j) · sin 2πz

(z − 1)(z − j) = sin 2πj

j − 1 = (1 − j) · sh2π

2

sau
Rez(f ; j) = sin 2πj

(z − 1)(z − j)′

∣∣∣∣∣
z=j

= (1 − j) · sh2π

2 .

Pentru a calcula reziduul ı̂ntr-un pol de ordinul n este de preferat
sǎ folosim mai degrabǎ formulele specifice de mai sus, decât sǎ folosim
metoda generalǎ de calcul a reziduului care constǎ ı̂n dezvoltarea funct, iei
ı̂n serie Laurent ı̂n jurul punctului s, i determinarea lui a−1.

b) Reluând funct, ia f : C \ {−2, 1} → C,

f(z) = 19z + 35
(z − 1)(z + 2)3 ,

din Exemplul 4.2.1, observǎm cǎ z1 = 1 este pol simplu, iar z2 = −2 este
pol de ordinul 3. Mai mult, folosindu-ne de dezvoltǎrile ı̂n serie Laurent
pe care le-am fǎcut ı̂n jurul punctelor z1 s, i respectiv z2, deducem cǎ
Rez(f ; 1) = 2, iar Rez(f ;−2) = −2.

Pe de altǎ parte, reziduurile se pot calcula s, i cu formulele mai sus
ment, ionate, s, i anume

Rez(f ; 1) = 19z + 35
(z − 1)′(z + 2)3

∣∣∣∣∣
z=1

= 2,
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iar

Rez(f ;−2) = 1
2! · lim

z→−2

(
(z + 2)3 · 19z + 35

(z − 1)(z + 2)3
)′′

= 1
2 ·
(19z + 35

z − 1

)′′ ∣∣∣∣∣
z=−2

= 54
(z − 1)3

∣∣∣∣∣
z=−2

= −2.

� Calculul reziduului ı̂n punctul de la infinit (z0 = ∞)

Natura punctului z0 = ∞ pentru funct,ia f(z) coincide cu natura punc-
tului z0 = 0 pentru funct,ia g(z) = f

(1
z

)
s, i, ı̂n general,

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)

.

Dacǎ lim|z|→∞ f(z) = 0, atunci

Rez(f ;∞) = − lim
|z|→∞

zf(z).

Dacǎ lim|z|→∞ f(z) = c �= 0, atunci

Rez(f ;∞) = lim
|z|→∞

z2f ′(z).

5.2.2 Exemplu

Fie f : C∗ → C, f(z) = z2e3j/z.

Dezvoltând ı̂n serie Laurent funct, ia f ı̂n jurul lui z0 = 0,

f(z) = z2
(
1 + 3j

z · 1! +
(3j)2

z2 · 2! +
(3j)3

z3 · 3! +
(3j)4

z4 · 4! + . . .

)

= z2 + 3jz

1! + (3j)2

2! + (3j)3

z · 3! +
(3j)4

z2 · 4! + . . . ,

observǎm cǎ z0 este un punct singular esent, ial (partea principalǎ având
un numǎr infinit de termeni) s, i

Rez(f ; 0) = coeficientul lui 1
z
= a−1 = (3j)3

3! = −9j

2 .

Pe de altǎ parte, natura punctului z0 = ∞ pentru f fiind aceeas, i cu
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cea a punctului z0 = 0 pentru g, unde

g(z) = f

(1
z

)
= 1

z2 e3jz,

deducem cǎ z0 = ∞ este un pol dublu. În final,

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)
= −Rez

( 1
z4 e3jz; 0

)
.

De aici rezultǎ cǎ z0 este un pol de ordinul 4 pentru funct, ia h(z) =
1
z4 e3jz s, i, astfel

Rez(f ;∞) = − 1
3! limz→0

(
z4 · e3jz

z4

)′′′
= −1

6
(
e3jz
)′′′
∣∣∣∣∣
z=0

= 9j

2 .

5.3 Teorema reziduurilor s, i a semireziduurilor

5.3.1 Teorema reziduurilor
Fie γ o curbǎ simplǎ, netedǎ (sau netedǎ pe port,iuni), ı̂nchisǎ s, i f o

funct,ie complexǎ, cu urmǎtoarele proprietǎt,i:
1) f este olomorfǎ ı̂n Int(γ) \ {z1, z2, . . . , zn}, unde z1, z2, . . . , zn sunt

poli de orice ordin sau puncte singulare esent,iale;
2) f este continuǎ pe γ.
Atunci ∫

γ

f(z)dz = 2πj
n∑

k=1
Rez(f ; zk).

5.3.2 Teoremǎ
Daǎ z1, z2, . . . , zn sunt toate punctele singulare ale funct,iei complexe

f (adicǎ f este olomorfǎ pe domeniul D = C \ {z1, z2, . . . , zn}), atunci
n∑

k=1
Rez(f ; zk) + Rez(f ;∞) = 0.

5.3.3 Teorema semireziduurilor
Fie γ o curbǎ simplǎ, netedǎ (sau netedǎ pe port,iuni), ı̂nchisǎ s, i f o

funct,ie complexǎ, cu urmǎtoarele proprietǎt,i:
1) f este olomorfǎ ı̂n Int(γ) \ {a1, a2, . . . , an}, unde a1, a2, . . . , an sunt

poli de orice ordin sau puncte singulare esent,iale;
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2) f este continuǎ pe γ \ {b1, b2, . . . , bm}, unde b1, b2, . . . , bm sunt poli
simpli pentru f .

Atunci
∫
γ

f(z)dz = 2πj
n∑

k=1
Rez(f ; ak) + πj

m∑
k=1

Rez(f ; bk),

integrala din membrul stâng al egalitǎt,ii fiind luatǎ ı̂n valoare principalǎ.

5.3.4 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I(r) =
∫

|z+1|=r

1
z
cos π

z − 1dz, r > 0, r �= 2.

Funct, ia f : C \ {0, 1} → C,

f(z) = 1
z
cos π

z − 1

are douǎ puncte singulare: z0 = 0 (pol simplu) s, i z1 = 1 (punct singular
esent, ial). Calculǎm ı̂n continuare Rez(f ; 0) s, i Rez(f ; 1). Astfel,

(5.2) Rez(f ; 0) =
cos π

z − 1
z′

∣∣∣∣∣
z=0

= cos(−π) = −1.

Pentru a calcula Rez(f ; 1), dezvoltǎm funct, ia f ı̂n serie Laurent ı̂n
jurul lui z1 = 1. Notând u = z − 1 ⇔ z = u + 1, obt, inem

f(z) = g(u) = 1
1 + u

cos π

u

=
(
1 − u + u2 − u3 + . . .

)(
1 − π2

u2 · 2! +
π4

u4 · 4! − . . .

)

= 1 − π2

u2 · 2! +
π4

u4 · 4! − . . .

− u + π2

u · 2! − π4

u3 · 4! + . . .

+ . . .

− u3 − π2u

2! − π4

u · 4! − . . .
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s, i, de aici,

Rez(f ; 1) = Rez(g; 0) = coeficientul lui 1
u
din dezvoltarea lui g(u)

= π2

2! − π4

4! + π6

6! − . . . = 1 − cos π = 2.

Meritǎ sǎ ment, ionǎm aici cǎ Rez(f ; 1) se poate determina s, i cu ajutorul
Teoremei 5.3.2, adicǎ este valabilǎ egalitatea

(5.3) Rez(f ; 0) + Rez(f ; 1) + Rez(f ;∞) = 0,

unde

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)

(5.4)

= −Rez
(1

z
cos πz

1 − z
; 0
)

= −
cos πz

1 − z
z′

∣∣∣∣∣
z=0

= − cos 0 = −1,

z0 = 0 fiind un pol simplu pentru funct, ia

h(z) = 1
z
cos πz

1 − z
.

Din (5.2), (5.3) s, i (5.4), deducem cǎ Rez(f ; 1) = 2.

În continuare, aplicǎm Teorema reziduurilor s, i a semireziduurilor, dis-
tingând mai multe cazuri, ı̂n funct, ie de pozit, ia punctelor singulare z0 = 0
s, i z1 = 1 fat, ǎ de cercul (γ) = Γ(−1; r) s, i interiorul sǎu.

Dacǎ 0 < r < 1, atunci z0 s, i z1 se aflǎ ı̂n exteriorul cercului (γ). Din
Teorema lui Cauchy-Goursat, deducem cǎ I(r) = 0.

Dacǎ r = 1, atunci z0 se gǎses,te pe cercul (γ), iar z2 ı̂n exteriorul lui.
Aplicând Teorema semireziduurilor, obt, inem

I(r) = πjRez(f ; 0) = −πj.

Dacǎ 1 < r < 2, z0 ∈ Int(γ), iar z1 se aflǎ ı̂n exteriorul cercului (γ).
Prin urmare, aplicând Teorema reziduurilor,

I(r) = 2πjRez(f ; 0) = −2πj.
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În final, dacǎ r > 2, z0, z1 ∈ Int(γ) s, i

I(r) = 2πj(Rez(f ; 0) + Rez(f ; 1)) = 2πj.

5.3.5 Exemplu
Fie f : C \ {−1, j} → C,

f(z) = 1
z + 1sh

( 1
z − j

)
.

a) Sǎ se determine punctele singulare ale lui f ;
b) Sǎ se calculeze Rez(f ; 1 + j), Rez(f ;−1), Rez(f ;−j), Rez(f ; j) s, i

Rez(f ;∞);
c) Sǎ se calculeze ∫

|z−j|=2s

f(z)dz

pentru s ∈ {−1, 1}.

a) Punctele singulare ale funct, iei f sunt z1 = −1 (pol simplu) s, i z2 = j

(punct singular esent, ial).
b) Deoarece 1 + j s, i −j sunt puncte ordinare pentru f , deducem cǎ

Rez(f ; 1 + j) = Rez(f ;−j) = 0. Mai departe,

Rez(f ;−1) = lim
z→−1

(z + 1) · 1
z + 1sh

( 1
z − j

)
= sh 1

−1 − j
= sh−1 + j

2 .

Pentru a calcula Rez(f ; j), putem proceda ı̂n douǎ feluri. Notând
u = z − j ⇔ z = u + j, obt, inem

f(z) = g(u) = 1
u + 1 + j

sh 1
u
= 1

(1 + j)
(
1 + u

1 + j

)sh 1
u
= 1 − j

2 · 1

1 − j − 1
2 u

sh 1
u

= 1 − j

2 ·
(
1 + j − 1

2 u +
(

j − 1
2

)2
u2 + . . .

)(1
u
+ 1

u3 · 3! +
1

u5 · 5! + . . .

)

s, i

Rez(f ; j) = Rez(g; 0) = coeficientul lui 1
u
din g(u)

= 1 − j

2 ·
∞∑

n=0

(
j − 1
2

)2n

· 1
(2n + 1)!
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=
∞∑

n=0

(1 − j

2

)2n+1
· 1
(2n + 1)! = sh1 − j

2 .

Putem aplica de asemenea s, i Teorema 5.3.2 pentru a calcula Rez(f ; j).
Astfel,

Rez(f ;−1) + Rez(f ; j) + Rez(f ;∞) = 0,

unde

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)

= −Rez
( 1

z2 · z

z + 1sh
z

1 − jz
; 0
)

= −Rez
( 1

z(z + 1)sh
z

1 − jz
; 0
)
= −Rez(g(z); 0).

Deoarece

lim
z→0

g(z) = lim
z→0

sh z

1 − jz
z

1 − jz

· lim
z→0

1 − jz

z + 1
l′H==== 1,

deducem cǎ z0 = 0 este un punct aparent pentru funct, ia g s, i, prin urmare,
Rez(f ;∞) = 0. De aici,

Rez(f ; j) = −Rez(f ;−1) − Rez(f ;∞) = −sh−1 + j

2 = sh1 − j

2 .

c) Dacǎ s = −1, atunci z1 = −1 se aflǎ ı̂n exteriorul cercului (γ) = Γ
(
j; 1

2
)
,

iar z2 = j ∈ Int(γ). Aplicând Teorema reziduurilor,
∫

γ
f(z)dz = 2πjRez(f ; j) = 2πj · sh1 − j

2 .

Dacǎ s = 1, atunci z1, z2 ∈ Int(γ) = Γ(j; 2) s, i
∫

γ
f(z)dz = 2πj(Rez(f ;−1) + Rez(f ; j)) = 2πj

(
sh1 − j

2 − sh1 − j

2

)
= 0.

Observǎm cǎ avem aici o funct, ie f care nu este olomorfǎ pe Int(γ) s, i
totus, i

∫
γ

f(z)dz = 0.
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5.3.6 Exemplu

Sǎ se determine toate singularitǎt,ile funct,iei

f(z) = 1

sin 1
z2

s, i sǎ se calculeze I =
∫
γ

f(z)dz, unde (γ) =
∣∣z − 2√

π

∣∣ = 1√
π
.

Singularitǎt, ile ı̂n planul finit sunt solut, iile ecuat, iei sin(1/z2) = 0 (care
este echivalentǎ cu z2 = ±(1/kπ), k ∈ N∗), adicǎ polii simpli ±1/

√
kπ s, i

±j/
√

kπ, k ∈ N∗. Observǎm de asemenea cǎ z0 = 0 este punct singular
neizolat pentru funct, ia f . Pe de altǎ parte, natura punctului de la infinit
este natura lui 0 pentru f (1/z) = 1/ sin2 z, deci z = ∞ este pol dublu.

Cât prives,te calculul integralei I , observǎm cǎ nu existǎ singularitǎt, i
ı̂n interiorul lui (γ), ci doar un punct pe curba (γ), s, i anume z1 = 1/

√
π.

Prin urmare, din Teorema semireziduurilor deducem cǎ

I = πjRez
(

f ; 1√
π

)
= π(

sin 1
z2

)′

∣∣∣∣∣
z= 1√

π

= −πj · z3

2 cos 1
z2

∣∣∣∣∣
z= 1√

π

= j
√

π

2π
.

Vom prezenta ı̂n continuare câteva aplicat, ii ale Teoremei reziduurilor
s, i semireziduurilor.

5.4 Integrale de tipul

I =
∫ a+2π

a
R(sin x, cosx)dx, a ∈ R

unde R(sin x, cosx) = p(sin x, cosx)
q(sin x, cosx) , cu p s, i q polinoame prime ı̂ntre

ele, iar q(sin x, cosx) �= 0, ∀x ∈ R.

Deoarece funct, iile sin s, i cos sunt periodice de perioadǎ 2π, are loc
egalitatea

I =
∫ a+2π

a
R(sin x, cosx)dx =

∫ 2π

0
R(sin x, cosx)dx.
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Notând ejx = z, rezultǎ cǎ jzdx = dz s, i

sin x = ejx − e−jx

2j
= z2 − 1

2jz
, cosx = ejx + e−jx

2j
= z2 + 1

2z
.

Pe de altǎ parte, atunci când x ∈ [0, 2π], z parcurge cercul unitate
(z ∈ Γ(0; 1) ⇔ |z| = 1). De aici,

I =
∫

|z|=1

R

(
z2 − 1
2jz

; z2 + 1
2z

)
1
jz

dz =
∫

|z|=1

R1(z)dz.

Folosind Teorema reziduurilor, obt,inem

(5.5) I =
∫ a+2π

a
R(sin x, cosx)dx = 2πj

∑
|zk|<1

Rez(R1; zk),

unde z1, z2, . . . zn sunt polii funct,iei rat,ionale R1(z) situat,i ı̂n discul unitate
Δ(0; 1) (adicǎ |zk| < 1, k = 1, n).

� Analog se calculeazǎ integralele de forma

I1 =
∫ a+2π

a
R(sin x, cosx) cosmxdx

s, i

I2 =
∫ a+2π

a
R(sin x, cosx) sinmxdx,

dacǎ avem ı̂n vedere relat, iile

sinmx = z2m − 1
2jzm s, i cosmx = z2m + 1

2zm , cu z = ejx.

Se poate de asemenea sǎ formǎm expresia

I1 + jI2 =
∫ a+2π

a
R(sin x, cosx)ejmxdx,

iar apoi sǎ folosim substitut, ia ejx = z. Obt, inem astfel

I1 + jI2 =
∫

|z|=1

zmR1(z)dz,
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care se calculeazǎ similar cu (5.5). Este de preferat totus, i sǎ folosim
aceastǎ metodǎ de calcul al integralei, deoarece calculele sunt mai scurte
decât cele care rezultǎ din prima metodǎ.

5.4.1 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I =
∫ π

−π

1 + sin x

2 − cosx
dx.

Observǎm mai ı̂ntâi cǎ

I =
∫ π

−π

sin x

2 − cosx
dx +

∫ π

−π

dx

2 − cosx
= 0 +

∫ 2π

0

dx

2 − cosx
∈ R,

prima integralǎ din membrul drept având valoarea 0 deoarece integrantul
este o funct, ie imparǎ.

Notând ejx = z, rezultǎ cǎ jzdx = dz, cosx = z2 + 1
2z

s, i

I =
∫

|z|=1

1

2 − z2 + 1
2z

· 1
jz

dz

= 2j

∫
|z|=1

1
z2 − 4z + 1dz = 2j

∫
|z|=1

f(z)dz.

În continuare, deoarece polii simpli ai funct, iei f sunt z1 = 2 +
√
3 s, i

z2 = 2 − √
3, cu |z1| > 1 s, i |z2| < 1, din Teorema reziduurilor obt, inem

J + jI = 2j · 2πjRez(f ; 2 − √
3) = −4π

1
(z2 − 4z + 1)′

∣∣∣∣∣
z=2−√

3

= − 2π

z − 2

∣∣∣∣∣
z=2−√

3
= 2π

√
3

3 .
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5.4.2 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I =
∫ 4π

0

cos2 10x

5 − 4 cosx
dx.

Liniarizǎm mai ı̂ntâi funct, ia cosinus s, i obt, inem

I = 2
∫ 2π

0

cos2 10x

5 − 4 cosx
dx =

∫ 2π

0

1 + cos 20x

5 − 4 cosx
dx.

Apoi atas, ǎm integrala J =
∫ 2π

0

sin 20x

5 − 4 cosx
dx s, i formǎm expresia

I + jJ =
∫ 2π

0

1 + e20jx

5 − 4 cosx
dx.

Efectuând substitut, ia ejx = z =⇒ dx = 1
jz dz, obt, inem

I + jJ =
∫

|z|=1

1 + z20

5 − 4 · z2 + 1
2z

· 1
jz

dz

= −1
j

∫
|z|=1

z20 + 1
2z2 − 5z + 2dz = −1

j

∫
|z|=1

f(z)dz.

Cum ecuat, ia 2z2 − 5z + 2 = 0 are rǎdǎcinile z1 = 2 s, i z2 = 1
2 , polii

funct, iei f sunt z1 s, i z2, cu |z1| > 1 s, i |z2| < 1. Din Teorema reziduurilor,
rezultǎ cǎ

I + jJ = −1
j

· 2πjRez(f ; z2) = −2π · z20 + 1
(2z2 − 5z + 2)′

∣∣∣∣∣
z= 1

2

= −2π
z20 + 1
4z − 5

∣∣∣∣∣
z= 1

2

= 2π

3
(
1 + 2−20

)
.

În final, I = 2π

3
(
1 + 2−20

)
, adicǎ partea realǎ a expresiei din membrul

drept.
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5.4.3 Exemplu

Sǎ se calculeze

I =
∫ 5π

π
(1 − sin x)92 sin 43x dx.

Avem

I = 2
∫ 2π

0
(1 − sin x)92 sin 43x dx.

Atas, ǎm integrala J = 2
∫ 2π

0
(1 − sin x)92 cos 43x dx s, i formǎm expresia

J + jI = 2
∫ 2π

0
(1 − sin x)92e43jx dx

ejx=z====== 2
∫

|z|=1

(
1 − z2 − 1

2jz

)92
· z43 · 1

jz
dz

= 2
∫

|z|=1

(−z2 + 2jz + 1)92

z50 · 1
292j

dz

= − j

291

∫
|z|=1

(−z2 + 2jz + 1)92

z50 dz

= − j

291

∫
|z|=1

(
(jz + 1)2

)92

z50 dz = − j

291

∫
|z|=1

(jz + 1)184

z50 dz.

Observǎm cǎ z0 = 0 este un pol de prdinul 50 pentru funct, ia

f(z) = (jz + 1)184

z50 .

Pe de altǎ parte,

f(z) = 1
z50 (jz + 1)184 = 1

z50

184∑
k=0

Ck
184(jz)k,

de unde rezultǎ cǎ Rez(f ; 0) = coeficientul lui 1
z
= C49

184j49 = jC49
184.

În final,

J + jI = − j

291 · 2πj2C49
184 = πj

290C
49
184,
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de unde obt, inem I = π

290C
49
184.

5.5 Integrale de tipul

I =
∫ ∞

−∞
R(x)dx,

unde R(x) = p(x)
q(x) cu p s, i q polinoame prime ı̂ntre ele, q(x) �= 0,

∀x ∈ R s, i grad q − grad p ≥ 2.
Are loc egalitatea

(5.6)
∫ ∞

−∞
R(x)dx = 2πj

∑
Im zk>0

Rez (R(z); zk) ,

unde suma din membrul drept se referǎ la tot, i polii funct, iei
rat, ionale R(z) situat, i ı̂n semiplanul superior.

5.5.1 Exemplu

Sǎ se calculeze

I =
∫ ∞

−∞
2x3 + 5x2 + x + 5
(x2 + 1)2(x2 + 4)2 dx.

Înainte de a calcula integrala, o rescriem ca sumǎ de alte douǎ inte-
grale, s, i anume

I =
∫ ∞

−∞
2x3 + x

(x2 + 1)2(x2 + 4)2 dx +
∫ ∞

−∞
5

(x2 + 1)(x2 + 4)2 dx

= 0 +
∫ ∞

−∞
5

(x2 + 1)(x2 + 4)2 dx,

integrantul primei integrale din membrul drept fiind o funct, ie imparǎ.
Fie f : C \ {±j, ±2j} → C,

f(z) = 5
(z2 + 1)(z2 + 4)2 .

Polii funct, iei rat, ionale f sunt z1,2 = ±j (poli simpli) s, i z3,4 = ±2j

(poli dubli). Deoarece Im(−j) < 0 s, i Im(−2j) < 0, din (5.6) obt, inem

I = 2πj (Rez(f ; j) + Rez(f ; 2j))
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= 2πj

⎛
⎝ 5
(z2 + 1)′(z2 + 4)2

∣∣∣∣∣
z=j

+ 1
1! lim

z→2j

(
(z − 2j)2f(z)

)′
⎞
⎠

= 2πj

⎛
⎝ 5
2z(z2 + 4)2

∣∣∣∣∣
z=j

+
( 5
(z2 + 1)(z + 2j)2

)′ ∣∣∣∣∣
z=2j

⎞
⎠

= 2πj

( 5
18j

− 55
288j

)
= 25π

144 .

5.5.2 Exemplu

Sǎ se calculeze

a) In(a) =
∫ ∞

0

1
(x2 + a2)n dx, n ≥ 1, a > 0;

b) J =
∫ ∞

0

x2 + 5
(x2 + 4)7 dx.

a) Observǎm cǎ polii funct, iei pare f(z) = 1
(z2 + a2)n sunt z1,2 = ±aj (poli

de ordinul n). Cum Im(aj) > 0, t, inând cont de (5.6), obt, inem

In(a) =
1
2

∫ ∞

−∞
1

(x2 + a2)n dx = 1
2 · 2πjRez(f ; aj)

= πj

(n − 1)! lim
z→aj

(
(z − aj)n · 1

(z − aj)n(z + aj)n
)(n−1)

= πj

(n − 1)!
(
(z + aj)−n

)(n−1)
∣∣∣∣∣
z=aj

= πj

(n − 1)! · (−1)n−1(2n − 2)!
(n − 1)! · (2aj)−2n+1

= π(2n − 2)!
(n − 1)!2(2a)2n−1 .

b) Folosind rezultatul obt, inut la puncutul a),

J =
∫ ∞

0

x2 + 4 + 1
(x2 + 4)7 dx =

∫ ∞

0

1
(x2 + 4)6 dx +

∫ ∞

0

1
(x2 + 4)7 dx

= I6(2) + I7(2) =
10!π
5!2411 + 12!π

6!2413 = 1239π

412 .
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5.6 Integrale de tipul∫ ∞

−∞
R(x)ejλxdx,

unde R(x) = p(x)
q(x) , λ > 0, iar p s, i q sunt polinoame prime ı̂ntre ele

astfel ı̂ncât grad q − grad p ≥ 1 s, i polinomul q are ı̂n C \ R polii zk,
iar ı̂n R doar polii simpli b1, b2, . . . , bm ∈ R.

Are loc egalitatea
∫ ∞

−∞
R(x)ejλxdx = 2πj

∑
Im zk>0

Rez
(
R(z)ejλz; zk

)
(5.7)

+πj
m∑

k=1
Rez
(
R(z)ejλz; bk

)
,

unde integrala se ia ı̂n valoare principalǎ.

5.6.1 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I =
∫ ∞

−∞
(x + 1)eπjx

x(x2 − 4x + 8)dx.

Funct, ia f : C \ {0, 2 ± 2j} → C,

f(x) = (z + 1)eπjz

z(z2 − 4z + 8) ,

are punctele singulare z0 = 0 (pol real simplu) s, i z1,2 = 2± 2j (poli simpli
complecs, i). Cum λ = π > 0, din (5.7) obt, inem

I = 2πjRez(f ; 2 + 2j) + πjRez(f ; 0)

= 2πj
(z + 1)eπjz

z(z2 − 4z + 8)′

∣∣∣∣∣
z=2+2j

+ πj
(z + 1)eπjz

z′(z2 − 4z + 8)

∣∣∣∣∣
z=0

= (3 + 2j)π
4(1 + j) e−2π+2πj + πj

8 = (3 + 2j)π
4(1 + j) e−2π(cos 2π + j sin 2π) + πj

8

= (5 − j)πe−2π

8 + πj

8 = π

8
(
(5 − j)e−2π + j

)
.
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5.6.2 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I =
∫ ∞

−∞
e−3jx

(x2 − 2x + 5)2 dx.

Deoarece λ = −3 < 0, facem mai ı̂ntâi substitut, ia x = −t (dx = −dt).
Astfel,

I =
∫ −∞

∞
e3jt

(t2 + 2t + 5)2 (−dt) =
∫ ∞

−∞
e3jt

(t2 + 2t + 5)2 dt.

Funct, ia f : C \ {−1 ± 2j} → C,

f(z) = e3jz

(z2 + 2z + 5)2 = p(z)
q(z)e3jz,

cu λ = 3 > 0, p(z) = 1 s, i q(z) = (z2 + 2z + 5)2 (grad q − grad p ≥ 1), are
polii dubli z1,2 = −1 ± 2j ∈ C \ R. Din (5.7), obt, inem

I = 2πjRez(f ;−1 + 2j)

= 2πj lim
z→−1+2j

(
(z + 1 − 2j)2 · e3jz

(z + 1 − 2j)2(z + 1 + 2j)2

)′

= 2πj lim
z→−1+2j

(
e3jz

(z + 1 + 2j)2

)′
= 2πje3jz 3j(z + 1 + 2j) − 2

(z + 1 + 2j)3

∣∣∣∣∣
z=−1+2j

= 7π

16e6 e−3j = 7π

16e6 (cos 3 − j sin 3).

5.6.3 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I (a) =
∫ ∞

0

cos ax

(x2 + 4)3 dx, a ∈ R.

Calculǎm I (a) pentru a ≥ 0 s, i constatǎm cǎ I (−a) = I (a). Deoarece
integrantul este o funct, ie parǎ,

I (a) = 1
2

∫ ∞

−∞
cos ax

(x2 + 4)3 dx.
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Fie
J (a) = 1

2

∫ ∞

−∞
sin ax

(x2 + 4)3 dx,

care este 0, deoarece integrantul este impar s, i formǎm expresia

I (a) + jJ (a) = I (a) + 0j = 1
2

∫ ∞

−∞
eajx

(x2 + 4)3 dx.

Utilizând (5.6) pentru a = 0, respectiv (5.7) pentru a > 0 s, i t, inând

cont de faptul cǎ funct, ia f(z) = eajz

(z2 + 4)3 are drept puncte singulare polii
tripli z1,2 = ±2j, obt, inem

I (a) = 1
2 · 2πjRez (f ; 2j)

= πj

2! lim
z→2j

(
(z − 2j)3 · eajz

(z − 2j)3(z + 2j)3

)′′

= πj

2
(
eajz(z + 2j)−3

)′′ ∣∣∣
z=2j

= πj

2

2∑
k=0

Ck
2(eajz)(k)

(
(z + 2j)−3

)(2−k) ∣∣∣
z=2j

= πj

2 · eajz

(
12

(z + 2j)5 − 6aj

(z + 2j)4 − a2

(z + 2j)3

) ∣∣∣∣∣
z=2j

= π

512e2a (4a2 + 6a + 3).

5.6.4 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala lui Laplace

I (a) =
∫ ∞

−∞
cosx

x2 + a2 dx, a > 0.

Atas, ǎm integrala

J (a) =
∫ ∞

−∞
sin x

x2 + a2 dx

s, i observǎm cǎ J (a) = 0, deoarece integrantul este o funct, ie imparǎ. De
aici, t, inând cont cǎ z1,2 = ±aj sunt poli simpli pentru funct, ia f(z) =

ejz

z2 + a2 s, i utilizând formula (5.7), obt, inem
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I (a) = I (a) + jJ (a) =
∫ ∞

−∞
ejx

x2 + a2 dx

= 2πjRez(f ; aj) = 2πj
ejz

(z2 + a2)′

∣∣∣∣∣
z=aj

= π

aea .

5.6.5 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala lui Dirichlet

I =
∫ ∞

0

sin x

x
dx.

Integrantul este o funct, ie parǎ, deci

I = 1
2

∫ ∞

−∞
sin x

x
dx.

Fie J = 1
2

∫ ∞

−∞
cosx

x
dx = 0 s, i considerǎm expresia

J + jI = jI = 1
2

∫ ∞

−∞
ejx

x
dx

= πj

2 · Rez
(

ejz

z
; 0
)

= πj

2 · ejz

z′

∣∣∣∣∣
z=0

= πj

2 .

De aici, I = π

2 .

5.6.6 Exemplu

Sǎ se calculeze integrala

I =
∫ ∞

−∞
x e−2jxch(3jx)
x2 − 6x + 10 dx.

Observǎm mai ı̂ntâi cǎ I =
∫ ∞

−∞
xe−2jx cos 3x

x2 − 6x + 10 dx s, i construim

J =
∫ ∞

−∞
xe−2jx sin 3x

x2 − 6x + 10 dx.
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De aici, t, inând cont cǎ singularitǎt, ile funct, iei f(z) = zejz

z2 − 6z + 10 sunt
polii simpli z1 = 3 + j s, i z2 = 3 − j, cu Im(z1) > 0 s, i Im(z2) < 0, din (5.7)
obt, inem

I + jJ =
∫ ∞

−∞
xejx

x2 − 6x + 10dx = 2πjRez(f ; 3 + j)(5.8)

= 2πj
zejz

(z2 − 6z + 10)′
∣∣∣
z=3+j

= πj
zejz

z − 3

∣∣∣
z=3+j

= π

e
(3 cos 3 − sin 3 + j(cos 3 + 3 sin 3)).

Totus, i, nu putem trage de aici concluzia cǎ I = Re(I + jJ ), de
vreme ce niciuna din integrale I s, i J nu sunt reale. As,adar, pentru a
finaliza problema, calculǎm s, i

I − jJ =
∫ ∞

−∞
xe−5jx

x2 − 6x + 10dx
x=−t======

∫ −∞

∞
−te5jt

t2 + 6t + 10(−dt)

= −
∫ ∞

−∞
te5jt

t2 + 6t + 10dt
(5.7)===== −2πjRez

(
ze5jz

z2 + 6z + 10;−3 + j

)

= −2πj
ze5jz

(z2 + 6z + 10)′
∣∣∣
z=−3+j

= −πj
ze5jz

z + 3

∣∣∣
z=−3+j

= − π

e5 (−3 cos 15 + sin 15 + j(3 sin 15 + cos 15)).(5.9)

În final, adunând s, i scǎzând relat, iile (5.8) s, i (5.9), obt, inem

I = π

2e5 (e
4(3 cos 3 − sin 3) + 3 cos 15 − sin 15)

+ πj

2e5 (e
4(cos 3 + 3 sin 3) − 3 sin 15 − cos 15),

respectiv

J = π

2e5 (e
4(3 sin 3 + cos 3) + 3 sin 15 + cos 15)

+ πj

2e5 (e
4(sin 3 − 3 cos 3) + 3 cos 15 − sin 15).
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5.7 Probleme propuse

1. Calculat,i Rez(g; 0), Rez(g; 1) s, i Rez(g;∞) dacǎ

a) f(z) = 3 logz s, i g(z) =
(

f(z) + f

(1
z

)
+ 5z

)(
2 sin π

z
+ 3 cos π

z

)

b) f(z) = z2e2jz s, i g(z) = 1 + 2z

f2(z)

c) f(z) = j

z
− z2

z − 1 s, i g(z) = f2(z) sin πz2

d) f(z) = shjz s, i g(z) = 1
z − 1f(z)f

(1
z

)

e) f(z) = 4 + sin 2
z
+ sin z + sin 3z s, i g(z) = 1

1 − z2 f

(1
z

)

2. Folosind Teorema reziduurilor sau Teorema semireziduurilor, sǎ
se calculeze urmǎtoarele integrale:

a)
∫

|z|=√
3

eπz

z3(1 + jz)dz b)
∫

|z|=1

sin πz

(z − 1)2 cos πz
dz

c)
∫

|3z+j|=1

eπjz

z(3z + j)3 dz d)
∫

|z|=2

z12 sin 3πj

z
(z2 + 2)5(z2 + jz + 6)dz

e)
∫
γ

1 + sin π

z
1 + z

dz, γ =
{
(x, y) ∈ R2; x2

4 + y2

9 = 1
}

f)
∫

|z|=3

z9chπ

z
(z2 + 3)5 dz g)

∫
|2z+1|=4

sh(πjz)
(z − 1)(z + 1)3 dz

h)
∫

|z− 1
2 |= 1

2

1 − chπjz

z3(2z − 1)2 dz i)
∫

|z+1|=2

e
2π
z2

(z3 − 8)(z2 + 2z + 4)8 dz

j)
∫

|z+j|=√
2

zctgπz dz k)
∫

|z−j|=1

tgjz dz

l)
∫

|z|=2

1
2 − z

shπj

z
dz m)

∫
|z+1|= 3

2

e2πjz

z3(1 − 2z)dz
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n)
∫

|z|=2

z8shπ

z
(z4 + 3)(z2 + 1)3 dz o)

∫
|z|=3

z

3 − z
sin π

z
dz

p)
∫

|z+1|=2
√

2

ch j

z
+ ch j

z + 1 + ch j

z − 1
z

dz

q)
∫

|z−1|=1

ez sh π

z − 1
(1 − z)4 dz r)

∫
|z|=1

ctgz cthz

z3 dz s)
∫

|z|= 9
2 π

ez

sin2 z
dz

t)
∫

|z−πj|=2π

e−z

(z2 + 4π2)2 dz u)
∫

|z|=1

e(sin πz)/z + 3 cos z

z3 dz

v)
∫

|z|=2

z9e
π
z

(z8 + 8)(z2 − j)dz x)
∫

|z|=1

z12ch3π

z
(πz3 + 3j)3(z2 + 4)2 dz

3. Sǎ se calculeze urmǎtoarele integrale:

a)
∫

|z−4|=2π

3 + 2 cos 2z

sin z − j cos z − j
dz b)

∫
|z−2j|=4

1 + 2 cos(z2)
shz + chz − 1dz

c)
∫

|z+j|=1

2 + 3 cos z

2
sin z + j(cos z − 1)dz d)

∫
|z+j|=π

2 + sin z

j(e + cos z) − sin z
dz

e)
∫

|z|=1

1 + shz

e − cos z + j sin z
dz f)

∫
|z|=2

1 + sin 2jz

chz + shz − j
dz

g)
∫

|z−2πj|=2π

1 + 2ch(z2)
shz − chz + 1dz h)

∫
|2z−π|=π

tgz

(− sin 2z + j cos 2z − j)2 dz

4. Sǎ se calculeze urmǎtoarele integrale reale:

a)
∫ 2π

0

dx

a + sin x
, a > 1 b)

∫ π

−π

1 − 3 cosx

5 + 4 sin x
dx

c)
∫ 5π

−π

5 + 2 cosx

5 + 3 sin x
dx d)

∫ 3π

0

7 + sin 2x

cos 2x + 5 sin2 x
dx

e)
∫ 2π

0

cosnx

1 − 2acosx + a2 dx, n ∈ N, a ∈ R, |a| < 1
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f)
∫ 8π

0

sin3 2x

5 + 4 sin x

4
dx g)

∫ 4π

2π

1 + sin x

(5 − 4 cosx)2 dx

h)
∫ 3π

0

cos2(3x)
1 + 24 cos2 x

dx i)
∫ 4π

0

1 − 2 cos2 x − 3 sin2 x

7 sin x − 25 dx

j)
∫ 5π

π
(1 − sin x)134 sin 67x dx k)

∫ π

−π
(1 + sin x)52 sin 23x dx

l)
∫ 8π

4π
(1 − cosx)10 cos 5x dx m)

∫ 4π

0
cos4n

(
x

2

)
cosnx dx, n ∈ N

n)
∫ 8π

0
sin8n x cos 2nx dx, n ∈ N o)

∫ 7π

−7π
cos7n

(
x

7

)
cosnx dx, n ∈ N

p)
∫ 2π

0
(sin2n x − 2 cos2n x)dx, n ∈ N q)

∫ 2π

0

(
sin78 x − 3 cos100 x

)
dx

5. Sǎ se calculeze urmǎtoarele integrale:

a)
∫ ∞

−∞
7x + 1
x4 + 1dx b)

∫ ∞

0

dx

x8 + 1 c)
∫ ∞

−∞
2x2 − 7x + 6

(x2 + 1)(x2 + 3)3 dx

d)
∫ ∞

−∞
x + 3

(x2 − 4x + 13)4 dx e)
∫ ∞

−∞
x

(x2 + 4)(x2 − 2jx + 3)dx

f)
∫ ∞

−∞
3x3 + 2x2 + 17x + 8
(x2 + 1)(x2 + 4)3 dx g)

∫ ∞

−∞
−x + j

(x2 + 6x + 9 + 2j)5 dx

h)
∫ ∞

−∞
−jx2 + jx − 3

(x2 + 2j)(x2 + 2jx − 2)dx i)
∫ ∞

−∞
x sin2 πx

(x2 − 3j)2 dx

j)
∫ ∞

−∞
xn

(x2 + (1 + 3j)x − 4 + 3j)2n dx, n ∈ N∗

k)
∫ ∞

−∞
e

x
2

chx
dx l)

∫ ∞

0

ch(x
2 )

chx
dx m)

∫ ∞

0

chx

(1 + ch2x)2 dx

n)
∫ ∞

−∞
ch4x

sh8x − j
dx o)

∫ ∞

−∞
1

ch3(3x)
dx

6. Sǎ se calculeze urmǎtoarele integrale:

a)
∫ ∞

−∞
x cosx

x2 − 6x + 13dx b)
∫ ∞

−∞
x2e3jx

(x2 + 1)2(x2 + 9)dx

c)
∫ ∞

−∞
eπjx

x3 − x2 + 2dx d)
∫ ∞

−∞
e−jxshjx

(x2 + 4x + 5)2 dx

e)
∫ ∞

−∞
e−πjx cos πx

x2 − 2x + 5 dx f)
∫ ∞

0

ch3jx

(x2 + 8j)(x2 + 18j)dx
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g)
∫ ∞

−∞
sin x

x(x2 + 2jx − 2)dx h)
∫ ∞

0

x sin 1
x

1 + 64x4 dx

i)
∫ ∞

−∞
1 + jch(jx)
(x − πj)3 dx j)

∫ ∞

−∞
x3 sin πx

(x2 − 2j)2 dx

k)
∫ ∞

−∞
cos 3x

(x2 − 2jx − 2)2 dx l)
∫ ∞

−∞
cos 2πx

(x2 + 1)2(4x2 + 1)dx

5.8 Indicat, ii s, i rǎspunsuri

1. a) Deoarece

g(z) =
(
3logz + 3log

(1
z

)
+ 5z

)(
2 sin π

z
+ 3 cos π

z

)

= 5z

(
2 sin π

z
+ 3 cos π

z

)
,

z0 = 0 este punct singular esent, ial pentru funct, ia g, iar z1 = 1 este punct
ordinar, prin urmare, Rez(g; 1) = 0. Pe de altǎ parte,

Rez(g;∞) = −Rez
( 1

z2 g

(1
z

)
; 0
)
= −Rez

( 1
z2 · 5(2 sin πz + 3 cosπz)

z
; 0
)

= −Rez
(10 sin πz + 15 cosπz

z3 ; 0
)
= − 1

2! limz→0
(10 sin πz + 15 cosπz)′′

= 1
2 lim

z→0

(
10π2 sin πz + 15π2 cos πz

)
= 15π2

2 ,

de vreme ce 0 este pol triplu pentru funct, ia h(z) = (10 sin πz + 15 cosπz) /z3.

În final, Rez(g; 0) = −Rez(g;∞) = −15π2

2 .

b) Întrucât g(z) = 1 + 2z

z4e4jz
s, i z0 = 0 este pol de ordinul 4 pentru funct, ia

g, deducem cǎ

Rez(g; 0) = 1
3! limz→0

(
z4 · 1 + 2z

z4e4jz

)′′′

== 1
6
(
(1 + 2z)e−4jz

)′′′ ∣∣∣∣∣
z=0

= 1
6

3∑
k=0

Ck
3 (1 + 2z)(k)

(
e−4jz

)(3−k)
∣∣∣∣∣
z=0

= 1
6

(
C0

3 (1 + 2z)
(
e−4jz

)′′′
+ C1

3 (1 + 2z)′
(
e−4jz

)′′
) ∣∣∣∣∣

z=0
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= 1
6 (64j(1 + 2z) − 96) e−4jz

∣∣∣∣∣
z=0

= −16 + 32
3 j

s, i Rez(g;∞) = −Rez(g; 0) = 16 − 32
3 j. Observǎm de asemenea cǎ z1 = 1

este punct ordinar, prin urmare, Rez(g; 1) = 0.

c) Observǎm cǎ g(z) = (−z3 + j(z − 1))2

z2(z − 1)2 sin πz2.

Deoarece limz→0 g(z) = −π, z0 = 0 este un punct singular aparent
pentru funct, ia g s, i Rez(g; 0) = 0.

Pe de altǎ parte, cum

g(z) = sin πz2

z − 1 · (−z3 + j(z − 1))2

z2(z − 1) ,

iar limz→1
sin πz2

z − 1
l′H==== limz→1 2πz cos πz2 = −2π, rezultǎ cǎ z1 = 1 este

pol simplu pentru g s, i

Rez(g; 1) = lim
z→1

(z − 1) · (−z3 + j(z − 1))2 sin πz2

(z − 1)2 = −2π.

În final, Rez(g;∞) = −Rez(g; 1) = 2π.

d) Deoarece

g(z) = 1
z − 1(j sin z)(j sin(1/z)) = 1

1 − z
sin z sin(1/z),

obt, inem cǎ z1 = 1 este pol simplu pentru funct, ia g s, i

Rez(g; 1) = sin z sin(1/z)
(1 − z)′

∣∣∣∣∣
z=1

= − sin2 1.

Pe de altǎ parte, deoarece s, i z0 = 0 s, i z = ∞ sunt puncte esent, iale
pentru funct, ia g, ne vom folosi de dezvoltarea ı̂n serie Laurent a lui g ı̂n
jurul lui 0 pentru a determina Rez(g; 0). As,adar, cum

g(z) =
(

z − z3

3! +
z5

5! − . . .

)(1
z

− 1
3!z3 + . . .

)
(1 + z + z2 + . . .),
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pentru |z| < 1, deducem cǎ

Rez(g; 0) = coef. lui 1
z
= − 1

3! +
1
5! − 1

7! + . . .

− 1
3!5! +

1
3!7! − 1

3!9! + . . .

− 1
5!7! +

1
5!9! − 1

5!11! + . . .

=
∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n − 1)!

∞∑
k=n+1

(−1)k+1

(2k − 1)! .

În final, folosind Teorema 5.3.2, deducem cǎ

Rez(g;∞) = −Rez(g; 1) − Rez(g; 0)

= sin2 1 −
∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n − 1)!

∞∑
k=n+1

(−1)k+1

(2k − 1)!

=
∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n − 1)!

n∑
k=1

(−1)k+1

(2k − 1)! .

e) Mai ı̂ntâi observǎm cǎ

g(z) = 4 + sin 2z + sin(1/z) + sin(3/z)
1 − z2 .

De aici, z0 = 0 este punct singular esent, ial, iar z1,2 = ±1 sunt poli
simpli. Pentru a calcula Rez(f ; 0), dezvoltǎm ı̂n serie Laurent funct, ia g

ı̂n jurul lui 0 s, i identificǎm coeficientul lui 1/z din dezvoltare. Deoarece

g(z) = (1 + z2 + z4 + . . .)
(
4 + 2z − (2z)3

3! + (2z)5

5! − . . .

)

+(1 + z2 + z4 + . . .)
(
1
z

− 1
z33! +

1
z55! − . . . + 3

z
− 33

z33! +
35

z55! − . . .

)
,

rezultǎ cǎ

Rez(g; 0) =
(
1 − 1

3! +
1
5! − . . .

)
+
(
3 − 33

3! +
35

5! − . . .

)
= sin 1 + sin 3.
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Mai departe,

Rez(g; 1) = 4 + sin 2z + sin(1/z) + sin(3/z)
(1 − z2)′

∣∣∣
z=1

= −1
2(4 + sin 1 + sin 2 + sin 3),

iar

Rez(g;−1) = 4 + sin 2z + sin(1/z) + sin(3/z)
(1 − z2)′

∣∣∣
z=−1

= −1
2(−4 + sin 1 + sin 2 + sin 3).

În final, Rez(g;∞) = −Rez(g; 0) − Rez(g; 1) − Rez(g;−1) = sin 2.

2. a) Funct, ia f : C \ {0, j} → C,

f(z) = eπz

z3(1 + jz) ,

are drept singularitǎt, i pe z0 = 0 (pol triplu) s, i z1 = j (pol simplu). Am-
bele puncte se gǎsesc ı̂n interiorul cercului dat, prin urmare, din Teorema
reziduurilor obt, inem

I = 2πj (Rez(f ; 0) + Rez(f ; j))

= 2πj

⎛
⎝ 1
2! limz→0

(
eπz

1 + jz

)′′
+ eπz

z3(1 + jz)′

∣∣∣∣∣
z=j

⎞
⎠

= 2πj

⎛
⎝1
2
(
eπz(1 + jz)−1

)′′
∣∣∣∣∣
z=0

+ eπz

jz3

∣∣∣∣∣
z=j

⎞
⎠

= 2πj

⎛
⎝1
2

2∑
k=0

Ck
2 (eπz)(k) ((1 + jz)−1

)(2−k)
∣∣∣∣∣
z=0

+ eπj

⎞
⎠

= 2πj

⎛
⎝eπz

2

(
π2

1 + jz
− 2πj

(1 + jz)2 − 2
(1 + jz)3

) ∣∣∣∣∣
z=0

− 1

⎞
⎠

= 2πj

(
π2

2 − πj − 2
)

.
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b) Punctele singulare ale funct, iei

f(z) = sin πz

(z − 1)2 cos πz

sunt polii simpli z′
1 = 1 s, i zk = 2k + 1

2 , k ∈ Z. Dintre acestea, z−1, z0 ∈
Int(γ), iar z′

1 ∈ (γ), unde (γ) = Γ(0; 1). Prin urmare, folosind Teorema
semireziduurilor, obt, inem

I = 2πj

(
Rez
(

f ;−1
2

)
+Rez

(
f ; 12

))
+ πjRez(f ; 1)

= 2πj

⎛
⎜⎜⎝ sin πz

(z − 1)2(cosπz)′

∣∣∣∣∣
z=−1

2

+ sin πz

(z − 1)2(cosπz)′

∣∣∣∣∣
z=

1
2

⎞
⎟⎟⎠

+ πj lim
z→1

(z − 1) · sin πz

(z − 1)2 cos πz

= 2πj

⎛
⎜⎜⎝− 1

π(z − 1)2

∣∣∣∣∣
z=−1

2

− 1
π(z − 1)2

∣∣∣∣∣
z=

1
2

⎞
⎟⎟⎠

+ πj lim
z→1

sin πz

z − 1 · lim
z→1

1
cos πz

= 2πj

(
− 4
9π

− 4
π

)
+ π2j = 9π2 − 80

9 j.

c) Punctele singulare ale funct, iei f : C \
{
0, −1

3j

}
→ C,

f(z) = eπjz

z(3z + j)3

sunt z0 = 0 (pol simplu) s, i z1 = −1
3j (pol triplu). Cum z0 ∈ (γ), iar

z1 ∈ Int (γ), unde (γ) = Γ
(

−1
3j; 13

)
, folosind Teorema semireziduurilor,

obt, inem

I = 2πjRez
(

f ;−1
3j

)
+ πjRez(f ; 0)

= 2πj
1
2! lim

z→− 1
3 j

((
z + 1

3j

)3 eπjz

z(3z + j)3

)′′
+ πj

eπjz

z′(3z + j)3

∣∣∣∣∣
z=0
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= πj

27
(
eπjzz−1

)′′
∣∣∣∣∣
z=− 1

3 j

+ πj2 = πj

27

2∑
k=0

Ck
2
(
eπjz
)(k) (

z−1
)(2−k)

∣∣∣∣∣
z=− 1

3 j

− π

=
πe

π
3
(
π2 − 6π + 18

)
9 − π.

d) Funct, ia f : C \ {0, ±√
2j, 2j, −3j} → C,

f(z) =
z12 sin 3πj

z(
z2 + 2

)5 (
z2 + jz + 6

)
are drept puncte singulare pe z0 = 0 (punct singular esent, ial), z1 = 2j

(pol simplu), z2 = −3j (punct singular aparent) s, i z3,4 = ±√
2j (poli de

ordinul 5). Pentru a justifica cǎ z2 = −3j este punct singular aparent
este suficient sǎ observǎm cǎ

lim
z→−3j

f(z) = lim
z→−3j

z12

(z − 2j)
(
z2 + 2

)5 · lim
z→−3j

sin 3πj

z
z + 3j

= (−3j)12

(−5j)(−7)5 · lim
z→−3j

sin 3πj

z
z + 3j

l′H==== 312

5 · 75j
lim

z→−3j
−3πj

z2 cos 3πj

z

= 312

5 · 75j
·
(

−3πj

9

)
= − 311

5 · 75 (finitǎ).

Cum z0, z3, z4 ∈ Int(γ), iar z1 ∈ (γ), unde (γ) = Γ(0; 2), din Teorema
reziduurilor obt, inem

I = 2πj
(
Rez(f ; 0) + Rez(f ;

√
2j) + Rez(f ;−√

2j)
)
+ πjRez(f ; 2j).

(5.10)

Pe de altǎ parte, folosind Teorema 5.3.2, deducem cǎ

Rez(f ; 0) + Rez(f ;
√
2j) + Rez(f ;−√

2j)
+Rez(f ; 2j) + Rez(f ;−3j) + Rez(f ;∞) = 0.(5.11)

Prin urmare, din (5.16) s, i (5.17) obt, inem

I = −2πj (Rez(f ; 2j) + Rez(f ;−3j) + Rez(f ;∞)) + πjRez(f ; 2j)
= −πj (Rez(f ; 2j) + 2Rez(f ;−3j) + 2Rez(f ;∞)) .
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Dar,

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)

= −Rez
(

sin 3πjz

z2 (2z2 + 1
)5 (6z2 + jz + 1)

; 0
)

= −Rez(g(z); 0)

= − lim
z→0

zg(z) = − lim
z→0

sin 3πjz

z
· 1(

2z2 + 1
)5 (6z2 + jz + 1)

= −3πj,

de vreme ce z = 0 este pol simplu pentru funct, ia g. Mai mult, Rez(f ;−3j) =
0, iar

Rez(f ; 2j) =
z12 sin 3πj

z(
z2 + 2

)5 (
z2 + jz + 6

)′
∣∣∣∣∣
z=2j

= −128
5 j

As,adar,

I = −πj

(
−128

5 j − 6πj

)
= −π

(128
5 + 6π

)
.

e) Funct, ia f : C \ {0, −1} → C,

f(z) =
1 + sin π

z
1 + z

are drept singularitǎt, i pe z0 = 0 (punct singular esent, ial) s, i z1 = −1
(pol simplu). Cum ambele puncte sunt ı̂n interiorul elipsei (γ), aplicând
Teorema reziduurilor s, i Teorema 5.3.2, obt, inem

I = 2πj (Rez(f ; 0) + Rez(f ;−1))

= −2πjRez(f ;∞) = 2πjRez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)

= 2πjRez
(1 + sin πz

z(1 + z) ; 0
)
= 2πj

1 + sin πz

z′(1 + z)

∣∣∣∣∣
z=0

= 2πj.
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f) Singularitǎt, ile funct, iei f : C \ {0, ±√
3j} → C,

f(z) =
z9ch

(
π

z

)
(
z2 + 3

)5
sunt z0 = 0 (punct singular esent, ial) s, i z2,3 = ±√

3j (poli de ordinul 5).
Deoarece toate punctele singulare sunt ı̂n interiorul cercului (γ) = Γ(0; 3),
conform Teoremei reziduurilor,

I = 2πj
(
Rez(f ; 0) + Rez(f ;

√
3j) + Rez(f ;−√

3j)
)

= −2πjRez(f ;∞) = 2πjRez

⎛
⎜⎜⎜⎝ 1

z2 ·
1
z9 chπz( 1
z2 + 3

)5 ; 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

= 2πjRez
(

chπz

z
(
3z2 + 1

)5 ; 0
)

= 2πj
chπz

z′ (3z2 + 1
)5
∣∣∣∣∣
z=0

= 2πj

g) Funct, ia f : C \ {−1, 1} → C,

f(z) = sh (πjz)
(z − 1)(z + 1)3 = j sin (πz)

(z − 1)(z + 1)3 ,

are singularitǎt, ile z1 = −1 (pol de ordinul 2) s, i z2 = 1 (punct singular
aparent) deoarece

lim
z→−1

f(z) = j lim
z→−1

sin (πz)
z + 1 · lim

z→−1
1

(z − 1)(z + 1)2
l′H==== −πj lim

z→−1
1

(z − 1)(z + 1)2

s, i

lim
z→1

f(z) = j lim
z→1

sin(πz)
z − 1 · lim

z→1
1

(z + 1)3
l′H==== −π

8 j (finitǎ).

Prin urmare, Rez(f ; 1) = 0. Mai departe, ı̂ntrucât z1 ∈ Int(γ), unde
(γ) = Γ

(
−1
2; 2
)
, din Teorema reziduurilor obt, inem

I = 2πjRez(f ;−1)
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= 2πj lim
z→−1

(
(z + 1)2 j sin πz

(z − 1)(z + 1)3
)′

= −2π lim
z→−1

( sin πz

z2 − 1

)′

= −2π lim
z→−1

π
(
z2 − 1

)
cos πz − 2z sin πz(
z2 − 1

)2
l′H==== 2π lim

z→−1

(
π2z2 − π2 + 2

)
sin πz

4z
(
z2 − 1

)
= 2π lim

z→−1
πz

z + 1 · lim
z→−1

π2z2 − π2 + 2
4z(z − 1) = −π2

2 .

h) Funct, ia f : C \ {0; 1
2
}→ C,

f(z) = 1 − chπjz

z3(2z − 1)2 = 1 − cos πz

z3(2z − 1)2 ,

are drept puncte singulare pe z0 = 0 (pol simplu) deoarece

f(z) = 1 − cos πz

z2 · 1
z(2z − 1)2

s, i lim
z→0

1 − cos πz

z2
l′H==== π2

2 (finitǎ s, i nenulǎ),

iar z1 = 1
2 este pol dublu. Deoarece z0 ∈ (γ) s, i z1 ∈ Int(γ), cu (γ) =

Γ
(1
2;

1
2

)
, din Teorema semireziduurilor, deducem cǎ

I = πj

(
Rez(f ; 0) + 2Rez

(
f ; 12

))
,

unde

Rez(f ; 0) = lim
z→0

z · 1 − cos πz

z3(2z − 1)2 = lim
z→0

1 − cos πz

z2 · lim
z→0

1
(2z − 1)2 = π2

2 ,

iar

Rez
(

f ; 12

)
= lim

z→ 1
2

((
z − 1

2

)2
· 1 − cos πz

z3(2z − 1)2

)′

= 1
4 lim

z→ 1
2

(1 − cos πz

z3

)′
= 1

4 · πz sin πz − 3(1 − cos πz)
z4

∣∣∣∣∣
z= 1

2
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= 2(π − 6).

Prin urmare,

I = πj

(
π2

2 + 4π − 24
)

.

i) Singularitǎt, ile funct, iei

f(z) = e
2π
z2

(z3 − 8)(z2 + 2z + 4)8 = e
2π
z2

(z − 2)(z2 + 2z + 4)9

sunt z0 = 0 (punct singular esent, ial), z1,2 = −1 ± √
3j (poli de ordinul

9) s, i z1 = 2 (pol simplu). Cum |zk + 1| < 2, pentru k = 0, 2, adicǎ
zk ∈ Int(γ), unde (γ) = Γ(−1; 2), folosind Teorema reziduurilor s, i Teorema
5.3.2, obt, inem

I = 2πj
2∑

k=0
Rez(f ; zk) = −2πj(Rez(f ; 2) + Rez(f ;∞)),

unde

Rez(f ;∞) = −Rez

⎛
⎜⎜⎜⎝ 1

z2 · e2πz2

( 1
z3 − 8

)( 1
z2 + 2

z
+ 4
)9

⎞
⎟⎟⎟⎠

= −Rez
⎛
⎝ z19e2πz2

(1 − 8z3)(1 + 2z + 4z2)9 ; 0

⎞
⎠ = −Rez(g; 0) = 0,

punctul 0 fiind un punct ordinar pentru funct, ia g, iar

Rez(f ; 2) = e
2π
z2

(z − 2)′(z2 + 2z + 4)9
∣∣∣
z=2

= e
π
2

129 .

În final, I = −2πj
e

π
2

129 = −πje
π
2

128 .

j) Funct, ia

f(z) = z ctgπz = z cos πz

sin πz
,
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are drept singularitǎt, i solut, iile ecuat, iei sin πz = 0, adicǎ punctele zk = k,
k ∈ Z. Dintre acestea, doar z0 = 0 este punct singular aparent, deci
Rez(f ; 0) = 0, iar restul sunt poli simpli. Cum z−1, z1 ∈ (γ) = Γ(−j;

√
2),

deoarece | − 1 + j| = |1 + j| =
√
2, iar z0 ∈ Int(γ), folosind Teorema

semireziduurilor, obt, inem

I = 2πjRez(f ; 0) + πj (Rez(f ;−1) + Rez(f ; 1))

= πj

⎛
⎝ z cos πz

(sin πz)′

∣∣∣∣∣
z=−1

+ z cos πz

(sin πz)′

∣∣∣∣∣
z=1

⎞
⎠ = πj

(
− 1

π
+ 1

π

)
= 0.

k) Fie

f(z) = tgjz = sin jz

cos jz
= j

shz

chz
.

Pentru a gǎsi punctele singulare ale funct, iei f , rezolvǎm ecuat, ia
chz = 0 ⇔ e2z + 1 = 0 ⇔ 2z ∈ Log(−1). As,adar, singularitǎt, ile sunt
punctele zk = j

(
π

2 + kπ

)
, k ∈ Z. Dintre acestea, doar π

2 j ∈ Int(γ), unde
(γ) = Γ(j; 1). Folosind Teorema reziduurilor,

I = 2πjRez
(

f ; π

2 j

)
= 2πj · jshz

(chz)′

∣∣∣∣∣
z= π

2 j

= −2π

l) Pentru funct, ia f : C \ {0, 2} → C,

f(z) = 1
2 − z

shπj

z
=

j sin π
z

2 − z
,

z0 = 0 este punct singular esent, ial, iar z1 = 2 este pol simplu. Deoarece
z0 ∈ Int(γ), iar z1 ∈ (γ), (γ) = Γ(0, 2), din Teorema semireziduurilor s, i
Teorema 5.3.2, obt, inem

I = 2πjRez(f ; 0) + πjRez(f ; 2)
= 2πj(−Rez(f ; 2) − Rez(f ;∞)) + πjRez(f ; 2)
= −πjRez(f ; 2) − 2πjRez(f ;∞)

= −πj
j sin π

z
(2 − z)′

∣∣∣∣∣
z=2

+ 2πjRez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)
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= −π + 2πjRez
(

j sin(πz)
z(2z − 1) ; 0

)
= −π,

de vreme ce 0 este punct singular aparent pentru funct, ia g(z) = j sin(πz)
z(2z − 1)

(limz→0 g(z) este finitǎ).

m) Singularitǎt, ile funct, iei f : C \ {0, 1
2} → C,

f(z) = e2πjz

z3(1 − 2z) ,

sunt z0 = 0 (pol de ordinul 3) s, i z1 = 1
2 (pol simplu). Dintre acestea, z0 ∈

Int(γ), iar z1 ∈ (γ), cu (γ) = Γ(−1; 3
2). Folosind Teorema semireziduurilor,

deducem cǎ

I = 2πjRez(f ; 0) + πjRez
(

f ; 12

)

= 2πj
1
2! limz→0

(
z3 · e2πjz

z3(1 − 2z)

)′′
+ πj

e2πjz

z3(1 − 2z)′

∣∣∣∣∣
z=

1
2

= πj
2∑

k=0
Ck

2
(
e2πjz

)(k) (
(1 − 2z)−1

)(2−k)
∣∣∣∣∣
z=0

− πj
e2πjz

2z3

∣∣∣∣∣
z=

1
2

= 4πj(2 − π2 + 2πj) + 4πj = 4πj(3 − π2 + 2πj).

n) Punctele singulare ale funct, iei

f(z) =
z8sh

(
π

z

)
(
z4 + 3

) (
z2 + 1

)3
sunt z0 = 0 (punct singular esent, ial), solut, iile ecuat, iei z4 + 3 = 0, adicǎ
polii simpli zk, cu |zk| = 4√3 < 2, k = 1, 4 s, i solut, iile ecuat, iei z2 + 1 = 0,
adicǎ z5,6 = ±j (poli de ordinul 2). Deoarece toate punctele se gǎsesc ı̂n
interiorul cercului (γ) = Γ(0; 2), cu ajutorului Teoremei reziduurilor s, i a
Teoremei 5.3.2, putem scrie integrala dupǎ cum urmeazǎ:

I = 2πj
6∑

k=0
Rez(f ; zk) = −2πjRez(f ;∞) = 2πjRez

( 1
z2 f

(1
z

)
; 0
)
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= 2πjRez
(

shπz(
3z4 + 1

) (
z2 + 1

)3 ; 0
)

= 2πjRez(g; 0) = 0,

cea din urmǎ egalitate având loc deoarece z = 0 este punct ordinar pentru
funct, ia g(z).

o) Funct, ia f : C \ {0, 3} → C,

f(z) = z

3 − z
sin
(

π

z

)
,

are drept singularitǎt, i punctele z0 = 0 (punt esent, ial) s, i z1 = 3 (pol
simplu). Pe de altǎ parte, z0 ∈ Int(γ), iar z1 ∈ (γ), unde (γ) = Γ(0; 3).
Folosind Teorema semireziduurilor s, i Teorema 5.3.2, concluzionǎm cǎ

I = 2πjRez(f ; 0) + πjRez(f ; 3)
= 2πj(−Rez(f ; 3) − Rez(f ;∞)) + πjRez(f ; 3)
= −2πjRez(f ;∞) − πjRez(f ; 3),

unde

Rez(f ; 3) =
z sin

(
π

z

)
(3 − z)′

∣∣∣∣∣
z=3

= −3 sin π

3 = −3
√
3

2 ,

iar

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)
= −Rez

( sin πz

z2(3z − 1) ; 0
)

= −Rez(g; 0) = − lim
z→0

z · sin πz

z2(3z − 1)

= − lim
z→0

sin πz

πz
· lim

z→0
π

3z − 1 = π,

de vreme ce z = 0 este pol simplu pentru funct, ia g. As,adar,

I =
(

−2π + 3
√
3

2

)
πj.

p) Fie funct, ia f : C \ {0, −1, 1} → C,

f(z) =
ch j

z
+ ch j

z + 1 + ch j

z − 1
z
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=
cos 1

z
+ cos 1

z + 1 + cos 1
z − 1

z
.

Observǎm cǎ z0 = 0, z1 = −1 s, i z2 = 1 sunt puncte singulare
esent, iale pentru f . Pe de altǎ parte, toate se gǎsesc ı̂n interiorul cercului
(γ) = Γ(−1; 2

√
2). Folosind Teorema reziduurilor, obt, inem

I = 2πj
2∑

k=0
Rez(f ; zk) = −2πjRez(f ;∞) = 2πjRez

( 1
z2 f

(1
z

)
; 0
)

= 2πjRez

⎛
⎜⎝cos z + cos z

z + 1 + cos z

1 − z
z

; 0

⎞
⎟⎠

= 2πj
cos z + cos z

z + 1 + cos z

1 − z
z′

∣∣∣∣∣
z=0

= 6πj.

q) Funct, ia f : C \ {1} → C,

f(z) =
ez sh π

z − 1
(1 − z)4

ı̂l are pe z1 = 1 punct singular esent, ial, ı̂n interiorul cercului Γ(1; 1).
Utilizând Teorema reziduurilor, deducem cǎ

I = 2πjRez(f ; 1).

Pentru a calcula ı̂nsǎ acest reziduu, vom dezvolta ı̂n serie Laurent
ı̂n jurul punctului z1 = 1. Notând u = z − 1,

f(z) = g(u) = eu+1

u4 shπ

u

= e

u4

(
1 + u

1! +
u2

2! + . . .

)(
π

u
+ π3

u33! +
π5

u55! + . . .

)

s, i, de aici,

Rez(f ; 1) = Rez(g; 0) = coeficientul lui 1
u
= e

∞∑
n=0

π2n+1

(2n + 1)!(2n + 4)! .
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În final,

I = 2πej
∞∑

n=0

π2n+1

(2n + 1)!(2n + 4)! .

r) Fie

f(z) = ctgz cthz

z3 = cos z chz

z3 sin z shz
.

Observǎm cǎ singularitǎt, ile funct, iei f sunt solut, iile ecuat, iei sin z = 0,
adicǎ zk = kπ, k ∈ Z s, i cele ale ecuat, iei shz = 0, adicǎ z0 = 0 s, i z′

k = kπj,
k ∈ Z∗. Dintre acestea, toate sunt poli simpli cu except, ia lui z0 = 0 care
este pol de ordinul 5, ı̂ntrucât

f(z) = z2

sin z shz
· cos z chz

z5 ,

iar lim
z→0

z2

sin z shz
= 1 (finitǎ s, i nenulǎ). Folosind ı̂n continuare Teorema

reziduurilor, concluzionǎm cǎ I = 2πjRez(f ; 0), unde pentru calculul
reziduului vom folosi dezvoltarea ı̂n serie Laurent a lui f ı̂n jurul lui 0.
As,adar,

f(z) =

(
1 − z2

2! +
z4

4! − . . .

)(
1 + z2

2! +
z4

4! + . . .

)

z3
(

z − z3

3! +
z5

5! − . . .

)(
z + z3

3! +
z5

5! + . . .

)

=
1 +
( 1
4! +

1
4! − 1

2!2!

)
z4 + . . .

z5
(
1 +
( 1
5! +

1
5! − 1

3!3!

)
z4 + . . .

) =
1 − 1

6z4 + . . .

z5
(
1 − 1

90z4 + . . .

)

= 1
z5

(
1 − 1

6z4 + . . .

)(
1 + 1

90z4 + . . .

)
= 1

z5

(
1 − 7

45z4 + . . .

)
,

pe o vecinǎtate redusǎ a lui 0, deci Rez(f ; 0) = coeficientul lui 1
z = − 7

45
s, i, de aici, I = −14πj

45 .

s) Singularitǎt, ile funct, iei f(z) = ez

sin2 z
sunt polii dubli zk = kπ, k ∈ Z.

Dintre aces,tia, doar zk, cu k = −4, 4 sunt ı̂n interiorul cercului (γ) =
Γ(0; 1). Prin urmare, folosind Teorema reziduurilor, obt, inem
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I = 2πj
4∑

k=−4
Rez(f ; zk),

unde

Rez(f ; zk) = lim
z→kπ

(
(z − kπ)2 · ez

sin2 z

)′
= lim

u→0; u=z−kπ

(
u2eu+kπ

sin2(u + kπ)

)′

= ekπ lim
u→0

(
u2eu

sin2 u

)′
= ekπ lim

u→0
(2u + u2) sin u − 2u2 cosu

sin3 u
· eu

= ekπ lim
u→0

u3eu

sin3 u
· lim

u→0
(2u + u2) sin u − 2u2 cosu

u3

= ekπ lim
u→0

(2 + u) sin u − 2u cosu

u2

l’H==== ekπ lim
u→0

(2u + 1) sin u + u cosu

2u
l’H==== ekπ.

În final,

I = 2πj
4∑

k=−4
ekπ = 2πj

⎛
⎝1 + 2

4∑
k=1

ch kπ

⎞
⎠ .

t) Singularitǎt, ile funct, iei f(z) = e−z

(z2 + 4π2)2 sunt polii dubli z1,2 =

±2πj. Cum |2πj−πj| = π < 2π, iar |−2πj−πj| = 3π > 2π, deducem cǎ doar
2πj este ı̂n interiorul cercului Γ(πj; 2π). Folosind Teorema reziduurilor,
obt, inem

I = 2πjRez(f ; 2πj) = 2πj lim
z→2πj

(
(z − 2πj)2 · e−z

(z2 + 4π2)2

)′

= 2πj

(
e−z

(z + 2πj)2

)′ ∣∣∣
z=2πj

= −2πje−z · z + 2πj + 2
(z + 2πj)3

∣∣∣
z=2πj

= −2πj · 2 + 4πj

(4πj)3 = 1 + 2πj

16π2 .

u) Deoarece z0 = 0 este pol de ordinul 3 pentru funct, ia

f(z) = e(sin πz)/z + 3 cos z

z3 ,
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conform Teoremei reziduurilor, avem

I = 2πjRez(f ; 0) = 2πj · 1
2! limz→0

(
z3 · e(sin πz)/z + 3 cos z

z3

)′′

= πj lim
z→0

(
e(sin πz)/z + 3 cos z

)′′
= πj

3 (−9 − eππ3).

v) Funct, ia f(z) = z9e
π
z

(z8 + 8)(z2 − j) are drept singularitǎt, i pe z0 = 0

(punct singular esent, ial), cele 8 solut, ii zk, k = 1, 8 ale ecuat, iei z8 + 8 = 0
(poli simpli) s, i solut, iile ecuat, iei z2 − j = 0, adicǎ z9,10 = ±(1 + j)/

√
2

(poli simpli). Observǎm de asemenea cǎ |zk| < 2, ∀k = 0, 10, adicǎ toate
punctele singulare ale funct, iei f sunt ı̂n interiorul cercului (γ) = Γ(0; 2).
Folosind ı̂n continuare Teorema reziduurilor s, i Teorema 5.3.2, obt, inem

I = 2πj
11∑

k=0
Rez(f ; zk) = −2πjRez(f ;∞)

= 2πjRez
(

1
z2 · eπz/z9(

1/z8 + 8
) (

1/z2 − j
) ; 0
)

= 2πjRez
(

eπz

z(1 + 8z8)(1 − z2j) ; 0
)

= 2πj
eπz

z′(1 + 8z8)(1 − z2j)

∣∣∣
z=0

= 2πj.

Meritǎ sǎ subliniem aici faptul cǎ nici nu ne intereseazǎ cum aratǎ
rǎdǎcinile ecuat, iei z8+8 = 0, de vreme ce nu calculǎm reziduurile funct, iei
f ı̂n aceste puncte. Ceea ce conteazǎ este cǎ acestea se gǎsesc ı̂n interiorul
cercului (γ).

x) Funct, ia f(z) =
z12ch3π

z
(πz3 + 3j)3(z2 + 4)2 are drept singularitǎt, i pe z0 = 0

(punct esent, ial), solut, iile z1,2,3 ale ecuat, iei πz3 + 3j = 0 (poli de ordinul
3) s, i solut, iile ecuat, iei z2 + 4 = 0, adicǎ polii simpli z4,5 = ±2j (observǎm
cǎ ch(3π/2j) = ch(−3π/2j) = cos(3π/2) = 0). Deoarece |zk| < 1, pentru
k = 0, 3 s, i |zk| > 1 pentru k = 4, 5, din Teorema reziduurilor s, i Teorema
5.3.2, obt, inem

I = 2πj
3∑

k=0
Rez(f ; zk)

= −2πj(Rez(f ; 2j) + Rez(f ;−2j) + Rez(f ;∞)),
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unde

Rez(f ; 2j) = lim
z→2j

(z − 2j) ·
z12ch3π

z
(πz3 + 3j)3(z − 2j)2(z + 2j)2

= lim
z→2j

ch3π

z
z − 2j

· lim
z→2j

z12

(πz3 + 3j)3(z + 2j)2

l′H==== 3πj

4 · (2j)12

(π(2j)3 + 3j)3(4j)2 = − 192π

(8π − 3)3 ,

Rez(f ;−2j) = − 192π

(8π + 3)3 (se procedeazǎ similar), iar

Rez(f ;∞) = −Rez
( 1

z2 f

(1
z

)
; 0
)
= −Rez

( ch(3πz)
z(π + 3jz3)3(1 + 4z2)2 ; 0

)

= − ch(3πz)
z′(π + 3jz3)3(1 + 4z2)2

∣∣∣
z=0

= − 1
π3 .

În final, I = 2πj

( 192π

(8π − 3)3 + 192π

(8π + 3)3 + 1
π3

)
.

3. a) Punctele singulare ale funct, iei

f(z) = 3 + 2 cos 2z

sin z − j cos z − j

sunt solut, iile ecuat, iei sin z − j cos z − j = 0 ⇔ j sin z+cos z+1 = 0. De aici,
ejz = −1, deci jz ∈ Log(−1), prin urmare, z ∈ −jLog(−1) = {(2k+1)π; k ∈
Z}. Singurele puncte singulare din interiorul cercului Γ(4; 2π) sunt polii
simpli z0 = π s, i z = 3π. Aplicând Teorema reziduurilor, obt, inem

I = 2πj(Rez(f ; π) + Rez(f ; 3π))

= 2πj
3 + 2 cos 2z

(sin z − j cos z − j)′

∣∣∣∣∣
z=π

+ 2πj
3 + 2 cos 2z

(sin z − j cos z − j)′

∣∣∣∣∣
z=3π

= 2πj
3 + 2 cos 2z

cos z + j sin z

∣∣∣∣∣
z=π

+ 2πj
3 + 2 cos 2z

cos z + j sin z

∣∣∣∣∣
z=3π

= −20πj.
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b) Punctele singulare ale funct, iei

f(z) = 1 + 2 cos(z2)
shz + chz − 1

sunt solut, iile ecuat, iei shz+chz = 1 ⇔ ez = 1, adicǎ polii simpli zk = 2kπj,
k ∈ Z. Cum doar z0 = 0 ∈ Int Γ(2j; 4), aplicând Teorema reziduurilor,
obt, inem

I = 2πjRez(f ; 0) = 2πj
1 + 2 cos(z2)

(shz + chz − 1)′

∣∣∣∣∣
z=0

= 2πj
1 + 2 cos(z2)
chz + shz

∣∣∣∣∣
z=0

= 6πj.

c) Funct, ia

f(z) =
2 + 3 cos z

2
sin z + j(cos z − 1)

are drept singularitǎt, i solut, iile ecuat, iei sin z + j(cos z − 1) = 0 ⇔ j sin z −
cos z + 1 = 0 ⇔ e−jz = 1 ⇔ −jz ∈ Log(1) = {2kπj; k ∈ Z}, adicǎ polii
simpli zk = 2kπ, k ∈ Z. Dintre acestea, doar z0 = 0 se aflǎ pe cercul
Γ(−j; 1). Conform Teoremei semireziduurilor,

I = πjRez(f ; 0) = πj
2 + 3 cos z

2
(sin z + j(cos z − 1))′

∣∣∣∣∣
z=0

= 5πj.

d) Punctele singulare ale funct, iei

f(z) = 2 + sin z

j(e + cos z) − sin z

sunt solut, iile ecuat, iei j(e+cos z)−sin z ⇔ e+cos z+j sin z = 0 ⇔ ejz = −e ⇔
jz ∈ Log(−e) = {1+j(2k+1)π; k ∈ Z}, adicǎ polii simpli zk = (2k+1)π−j,
k ∈ Z. Cum doar z−1 = −π − j s, i z0 = π − j se gǎsesc pe cercul Γ(−j; π),
din Teorema semireziduurilor, deducem cǎ

I = πj(Rez(f ;−π − j) + Rez(f ; π − j))
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= πj

⎛
⎝ 2 + sin z

(j(e + cos z) − sin z)′

∣∣∣∣∣
z=−π−j

+ 2 + sin z

(j(e + cos z) − sin z))′

∣∣∣∣∣
z=π−j

⎞
⎠

= πj

⎛
⎝ 2 + sin z

−j sin z − cos z

∣∣∣∣∣
z=−π−j

+ 2 + sin z

−j sin z − cos z

∣∣∣∣∣
z=π−j

⎞
⎠

= πj

( 2 + sin(−π − j)
−j sin(−π − j) + cos(−π − j) +

2 + sin(π − j)
−j sin(π − j) + cos(π − j)

)

= 2πj
2 + jsh1

−j(jsh1) + ch1 = 2πj
2 + jsh1
sh1 + ch1 = 2πj

2 + jsh1
e

.

e) Funct, ia

f(z) = 1 + shz

e − cos z + j sin z

are drept puncte singulare solut, iile ecuat, iei e− cos z+ j sin z = 0 ⇔ e−jz =
e ⇔ −jz ∈ Log e = {1 + 2kπj; k ∈ Z}, adicǎ polii simpli zk = 2kπ + j,
k ∈ Z. Dintre acestea, z0 = j se aflǎ pe cercul Γ(0; 1). Prin urmare,
conform Teoremei semireziduurilor,

I = πjRez(f ; j) = πj
1 + shz

(e − cos z + j sin z)′

∣∣∣∣∣
z=j

= πj
1 + shz

sin z + j cos z

∣∣∣∣∣
z=j

= πj
1 + shj

sin j + j cos j

= πj
1 + j sin 1

jsh1 + jch1 = π
1 + j sin 1
sh1 + ch1 = π

e
(1 + j sin 1).

f) Singularitǎt, ile funct, iei

f(z) = 1 + sin 2jz

chz + shz − j

sunt solut, iile ecuat, iei chz + shz − j = 0 ⇔ ez = j, adicǎ polii simpli
zk = (4k+1)π

2 j, k ∈ Z. Cum singurul punct din interiorul cercului Γ(0; 2)
este z0 = π

2 j, din Teorema reziduurilor obt, inem

I = 2πjRez
(

f ; π

2 j

)
= 2πj

1 + sin 2jz

(chz + shz − j)′

∣∣∣∣∣
z= π

2 j
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= 2πj
1 + sin 2jz

shz + chz

∣∣∣∣∣
z= π

2 j

= 2πj
1

shπ

2 j + chπ

2 j
= 2πj

1
j sin π

2 + cos π

2
= 2π.

g) Funct, ia

f(z) = 1 + 2ch(z2)
shz − chz + 1

are drept singularitǎt, i solut, iile ecuat, iei shz − chz+1 = 0 ⇔ e−z = 1, adicǎ
polii simpli zk = 2kπj, k ∈ Z. Dintre acestea, z0 = 0, z2 = 4πj ∈ (γ) =
Γ(2πj; 2π), iar z1 = 2πj ∈ Int(γ). Folosind Teorema semireziduurilor,
deducem cǎ

I = 2πjRez(f ; 2πj) + πj(Rez(f ; 0) + Rez(f ; 4πj)),

unde

Rez(f ; 2πj) = 1 + 2ch(z2)
(shz − chz + 1)′

∣∣∣∣∣
z=2πj

= 1 + 2ch(4π2)
cos 2π − j sin 2π

= 1 + 2ch(4π2),

Rez(f ; 0) = 1 + 2ch(z2)
(shz − chz + 1)′

∣∣∣∣∣
z=0

= 1 + 2ch 0
ch 0 − sh 0 = 3,

iar

Rez(f ; 4πj) = 1 + 2ch(z2)
(shz − chz + 1)′

∣∣∣∣∣
z=4πj

= 1 + 2ch(16π2)
cos 4π − j sin 4π

= 1 + 2ch(16π2).

În final, I = 2πj(3 + 2ch(4π2) + ch(16π2)).

h) Rescriem mai ı̂ntâi funct, ia f dupǎ cum urmeazǎ:

f(z) = sin z

j2(cos 2z + j sin 2z − 1)2 cos z
= − sin z

(e2jz − 1)2 cos z

= −
ejz − e−jz

2j

(e2jz − 1)2 cos z
= − e2jz − 1

2jejz(e2jz − 1)2 cos z

= − 1
2jejz(e2jz − 1) cos z

= − 1
2j

g(z)

Observǎm apoi cǎ singularitǎt, ile funct, iei g sunt polii simpli zk = kπ,
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k ∈ Z (solut, iile ecuat, iei e2jz − 1 = 0) s, i polii simpli z′
k = (2k + 1)π

2 , k ∈ Z

(solut, iile ecuat, iei cos z = 0). Dintre acestea, z0 = 0 s, i z1 = π apart, in
cercului (γ) = Γ

(
π

2 ; π
)
, iar z′

0 = π

2 se gǎsess,te ı̂n interiorul lui (γ). Din
Teorema semireziduurilor obt, inem

I = − 1
2j

· 2πjRez
(

g; π

2

)
− 1

2j
· πj (Rez(g; 0) + Rez(g; π))

= −πRez
(

g; π

2

)
− π

2 (Rez(g; 0) + Rez(g; π)) ,

unde

Rez
(

g; π

2

)
= 1

ejz(e2jz − 1)(cos z)′

∣∣∣∣∣
z= π

2

= − 1
ejz(e2jz − 1) sin z

∣∣∣∣∣
z= π

2

= − 1

e
π
2 j(eπj − 1) sin π

2

= 1
2j

,

ı̂n vreme ce

Rez(g; 0) = 1
ejz(e2jz − 1)′ cos z

∣∣∣∣∣
z=0

= 1
ejz · 2je2jz cos z

∣∣∣∣∣
z=0

= 1
2j

,

iar

Rez(g; π) = 1
ejz(e2jz − 1)′ cos z

∣∣∣∣∣
z=π

= 1
ejz · 2je2jz cos z

∣∣∣∣∣
z=π

= 1
2j

.

În final, I = − π

2j
− π

4j
− π

4j
= πj.

4. a) Fie ejx = z. Atunci jejxdx = dz, cu dx = 1
jz

dz s, i sin x =

ejx − e−jx

2j
= z2 − 1

2jz
. De aici,

I =
∫ 2π

0

dx

a + sin x
dx =

∫
|z|=1

1

a + z2 − 1
2jz

· 1
jz

dz = 2
∫

|z|=1

1
z2 + 2aj − 1dz.

Cum integrantul are polii simpli z1 =
(
−a +

√
a2 − 1

)
j s, i z2 =
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(
−a − √

a2 − 1
)

j, cu |z1| < 1 s, i |z2| > 1, din Teorema reziduurilor obt, inem

I = 4πjRez
( 1

z2 + 2ajz − 1;
(√

a2 − 1 − a
)

j

)

= 4πj
1(

z2 + 2ajz − 1
)′
∣∣∣∣∣
z=
(√

a2−1−a
)
j

= 2π√
a2 − 1

.

b) Fie

I =
∫ π

−π

1 − 3 cosx

5 + 4 sin x
dx =

∫ 2π

0

1 − 3 cosx

5 + 4 sin x
dx s, i J = 3

∫ 2π

0

sin x

5 + 4 sin x
dx.

De aici,

I − jJ =
∫ 2π

0

1 − 3ejx

5 + 4 sin x
dx

ejx=z======
∫

|z|=1

1 − 3z

5 + 4z2 − 1
2jz

· 1
jz

dz =
∫

|z|=1

1 − 3z

2z2 + 5jz − 2dz.

Funct, ia f(z) = 1 − 3z

2z2 + 5jz − 2 are polii simpli z1 = − j

2 s, i z2 = −2j, cu
|z1| < 1 s, i |z2| > 1. Din Teorema reziduurilor obt, inem

I − jJ = 2πjRez
(

f ;− j

2

)

= 2πj
1 − 3z

(2z2 + 5jz − 2)′

∣∣∣∣∣
z=− j

2

= π

3 (2 + 3j)

s, i, de aici, I = 2π

3 .

c) Avem

I = 2
∫ 2π

0

5 + 2 cosx

5 + 3 sin x
dx s, i J = 4

∫ 2π

0

sin x

5 + 3 sin x
dx.

De aici,

I + jJ = 2
∫ 2π

0

5 + 2ejx

5 + 3 sin x
dx

ejx=z====== 4
∫

|z|=1

5 + 2z

3z2 + 10jz − 3dz.
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Deoarece integrantul are polii simpli z1 = − j

3 s, i z2 = −3j, cu |z1| < 1
s, i |z2| > 1, aplicând Teorema reziduurilor, obt, inem

I + jJ = 8πjRez
( 5 + 2z

3z2 + 10jz − 3;−
j

3

)

= 8πj
5 + 2z

(3z2 + 10jz − 3)′

∣∣∣∣∣
z=− j

3

= π

3 (15 − 2j)

s, i, ı̂n final I = 5π.

d) Avem

I =
∫ 3π

0

7 + sin 2x

cos 2x + 5
2(1 − cos 2x)

dx
2x=t=====

∫ 6π

0

7 + sin t

5 − 3 cos t
dt

= 3
∫ 2π

0

7 + sin t

5 − 3 cos t
dt

ejt=z====== 3
∫

|z|=1

7 + z2 − 1
2jz

5 − 3z2 + 1
2z

· 1
jz

dz

= −3
∫

|z|=1

z2 + 14jz − 1
z(−3z2 + 10z − 3)dz = −3

∫
|z|=1

f(z)dz.

Cum polii simpli ai funct, iei f sunt z0 = 0, z1 = 1
3 s, i z2 = 3, cu

|z0|, |z1| < 1 s, i |z2| > 1, din Teorema reziduurilor obt, inem

I = −6πj

(
Rez(f ; 0) + Rez

(
f ; 13

))

= −6πj

⎛
⎜⎝ z2 + 14jz − 1

z′(−3z2 + 10z − 3)

∣∣∣∣∣
z=0

+ z2 + 14jz − 1
z(−3z2 + 10z − 3)′

∣∣∣∣∣
z= 1

3

⎞
⎟⎠ = 21π

2 .

e) Fie

In =
∫ 2π

0

cosnx

1 − 2a cosx + a2 dx Jn =
∫ 2π

0

sinnx

1 − 2a cosx + a2 dx.

De aici,

In + jJn =
∫ 2π

0

ejnx

1 − 2a cosx + a2 dx
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ejx=z======
∫

|z|=1

zn

1 − 2a · z2 + 1
2z

+ a2
· 1

jz
dz

= j

∫
|z|=1

zn

az2 − (a2 + 1)z + a
dz.

Cum punctele singulare ale integrantului sunt polii simpli z1 = 1
a s, i

z2 = a, cu |z1| > 1 s, i |z2| < 1, aplicând Teorema reziduurilor, obt, inem

In + jJn = 2πj2Rez
(

zn

az2 − (a2 + 1)z + a
; a
)

= −2π
zn

(az2 − (a2 + 1)z + a)′

∣∣∣∣∣
z=a

= 2πan

1 − a2

s, i, de aici, In = 2πan

1 − a2 .

f) Avem

I
x
4 =t

===== 4
∫ 2π

0

sin3 8t

5 + 4 sin t
dt = 4

∫ 2π

0

3 sin 8t − sin 24t

5 + 4 sin t
dt

s, i considerǎm integrala J = 4
∫ 2π

0

3 cos 8t − cos 24t

5 + 4 sin t
dt. De aici,

J + jI = 4
∫ 2π

0

3e8jt − e24jt

5 + 4 sin t
dt

ejt=z====== 4
∫

|z|=1

3z8 − z24

5 + 4z2 − 1
2jz

· 1
jz

dz

= 4
∫

|z|=1

3z8 − z24

2z2 + 5jz − 2dz.

Fie ı̂n continuare funct, ia f(z) = 3z8 − z24

2z2 + 5jz − 2 cu polii simpli z1 = − j

2
s, i z2 = −2j, cu |z1| < 1 s, i |z2| > 1. Folosind Teorema reziduurilor, obt, inem

J + jI = 2πjRez
(

f ;− j

2

)
= 8πj

3z8 − z24

(2z2 + 5jz − 2)′
∣∣∣
z=− j

2

= 8πj
3z8 − z24

4z + 5j

∣∣∣
z=− j

2
= π

3
(
3 · 2−5 − 2−21

)
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s, i, ı̂n final, I = 0, respectiv J = π

3
(
3 · 2−5 − 2−21

)
.

g) (Metoda I ) Integrala se poate scrie

I =
∫ 2π

0

1 + sin x

(5 − 4 cosx)2 dx s, i considerǎm integrala J =
∫ 2π

0

cos x

(5 − 4 cosx)2 dx,

apoi formǎm expresia

J + jI =
∫ 2π

0

j + ejx

(5 − 4 cosx)2 dx
ejx=z======

∫
|z|=1

z + j(
5 − 4z2 + 1

2z

)2 · 1
jz

dz

= 1
j

∫
|z|=1

z(z + j)(
2z2 − 5z + 2

)2 dz = 2πRez
(

z(z + j)(
2z2 − 5z + 2

)2 ; 12
)

= 2π lim
z→ 1

2

((
z − 1

2

)2
· z(z + j)(

2z2 − 5z + 2
)2
)′

= π

2

(
z(z + j)
(z − 2)2

)′ ∣∣∣∣∣
z= 1

2

= 2π

27 (4 + 5j),

de unde concluzionǎm cǎ I = 10π

27 .
(Metoda a II-a) Avem

I =
∫ 2π

0

1 + sin x

(5 − 4 cosx)2 dx

=
∫ π

−π

sin x

(5 − 4 cosx)2 dx +
∫ 2π

0

dx

(5 − 4 cosx)2 = 0 +
∫ 2π

0

dx

(5 − 4 cosx)2 ,

prima integralǎ având valoarea 0 deoarece integrantul este o funct, ie im-
parǎ. Mai departe, procedǎm similar cu metoda I. As,adar,

I
ejx=z======

∫
|z|=1

1(
5 − 4z2 + 1

2z

)2 · 1
jz

dz

= 1
j

∫
|z|=1

zdz

(2z2 − 5z + 2)2 = 2πRez
(

z

(2z2 − 5z + 2)2 ;
1
2

)

= 2π lim
z→ 1

2

((
z − 1

2

)2
· z(

2z2 − 5z + 2
)2
)′

= π

2

(
z

(z − 2)2
)′ ∣∣∣∣∣

z= 1
2

= 10π

27 .
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h) Observǎm cǎ

I = 1
2

∫ 3π

0

1 + cos 6x

13 + 12 cos 2x
dx

2x=t===== 1
4

∫ 6π

0

1 + cos 3t

13 + 12 cos t
dt = 3

4

∫ 2π

0

1 + cos 3x

13 + 12 cosx
dx.

Dacǎ
J = 3

4

∫ 2π

0

sin 3x

13 + 12 cosx
dx,

atunci

I + jJ = 3
4

∫ 2π

0

1 + e3jx

13 + 12 cosx
dx

ejx=z====== 3
4j

∫
|z|=1

z3 + 1
6z2 + 13z + 6dz.

Folosind ı̂n continuare Teorema reziduurilor, obt, inem

I + jJ = 2πj · 3
4j
Rez
(

z3 + 1
6z2 + 13z + 6;−

2
3

)

= 3π

2 · z3 + 1(
6z2 + 13z + 6

)′
∣∣∣∣∣
z=− 2

3

= 19π

90 .

i) Deoarece

I = −2
∫ 2π

0

1 + sin2 x

7 sin x − 25dx

= −2
∫ 2π

0

1 + 1 − cos 2x

2
7 sin x − 25 dx =

∫ 2π

0

−3 + cos 2x

7 sin x − 25 dx,

luând
J =

∫ 2π

0

sin 2x

7 sin x − 25dx,

obt, inem

I + jJ =
∫ 2π

0

−3 + e2jx

7 sin x − 25dx
ejx=z====== 2

∫
|z|=1

z2 − 3
7z2 − 50jz − 7dz

= 4πjRez
(

z2 − 3
7z2 − 50jz − 7;

1
7j

)
= 4πj · z2 − 3

(7z2 − 50jz − 7)′

∣∣∣∣∣
z= 1

7 j
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= 37π

147 = I .

j) Observǎm cǎ

I = 2
∫ 2π

0
(1 − sin x)134 sin 67xdx s, i fieJ = 2

∫ 2π

0
(1 − sin x)134 cos 67xdx.

De aici,

J + jI = 2
∫ 2π

0
(1 − sin x)134e67jxdx

ejx=z====== 2
∫

|z|=1

(
1 − z2 − 1

2jz

)134
· z67

jz
dz

= − 1
2133j

∫
|z|=1

(
−z2 + 2jz + 1

)134

z68 dz = − 1
2133j

∫
|z|=1

(jz + 1)268

z68 dz

= − 1
2133j

∫
|z|=1

f(z)dz = − π

2132Rez(f ; 0).

Pentru a calcula Rez(f ; 0), ne folosim de dezvoltarea ı̂n serie Laurent
a funct, iei f ı̂n jurul lui z0 = 0. Deoarece

f(z) = 1
z68 (jz + 1)268 = 1

z68

268∑
k=0

Ck
268(jz)k,

rezultǎ cǎ Rez(f ; 0) = coeficientul lui 1
z
= −C67

268j.

În final, J + jI = πj

2132 C67
268 s, i, de aici, I = π

2132 C67
268.

k) Analog cu j), obt, inem I = − π

251 C29
104.

l) Procedǎm similar cu j) sau rescriem integrala dupǎ cum urmeazǎ:

I =
∫ 4π

0
(1 − cosx)10 cos 5xdx = 210

∫ 4π

0
sin20 x

2 cos 5xdx.

Dacǎ

J = 210
∫ 4π

0
sin20 x

2 sin 5xdx,
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atunci

I + jJ = 210
∫ 4π

0
sin20 x

2 e5jxdx

e
jx
2 =z======= 210

∫
|z|=1

(
z2 − 1
2jz

)20
· 2z10

jz
dz

= 1
29j

∫
|z|=1

(
z2 − 1

)20

z11 dz = 2πj
1
29j

Rez

⎛
⎜⎝
(
z2 − 1

)20

z11 ; 0

⎞
⎟⎠

= − π

28 C5
20,

deci I = − π

28 C5
20 (̂ın calculul reziduului am t, inut cont de faptul cǎ(

z2 − 1
)20

=
∑20

k=0 z2k(−1)20−k).

m) Fie

In =
∫ 4π

0
cos4n x

2 cosnxdx s, i Jn =
∫ 4π

0
cos4n x

2 sinnxdx.

Atunci

In + jJn =
∫ 4π

0
cos4n x

2 ejnxdx

e
jx
2 =z=======

∫
|z|=1

(
z2 + 1
2z

)4n

· 2z2n

jz
dz = 2

24nj

∫
|z|=1

(
z2 + 1

)4n

z2n+1 dz

= 4π

24nRez

⎛
⎜⎝
(
z2 + 1

)4n

z2n+1 ; 0

⎞
⎟⎠ = 4π

24n Cn
4n,

de unde deducem cǎ In = 4π

24n Cn
4n (̂ın calculul reziduului am folosit(

z2 + 1
)4n

=
∑4n

k=0 Ck
4nz2k).

n) Dacǎ

In =
∫ 8π

0
sin8n x cos 2nxdx = 4

∫ 2π

0
sin8n x cos 2nxdx
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s, i

Jn = 4
∫ 2π

0
sin8n x sin 2nxdx.

atunci

In + jJn = 4
∫ 2π

0
sin8n xe2njxdx

ejx=z====== 4
28nj

∫
|z|=1

(
z2 − 1

)8n

z6n+1 dz

= 8π

28nRez

⎛
⎜⎝
(
z2 − 1

)8n

z6n+1 ; 0

⎞
⎟⎠ = (−1)5n8π

28n C3n
8n = In.

o) Avem

In =
∫ 14π

0
cos7n x

7 cosnxdx
x=7t===== 7

∫ 2π

0
cos7n t cos 7nt dt

s, i considerǎm

Jn = 7
∫ 2π

0
cos7n t sin 7nt dt.

Atunci

In + jJn = 7
∫ 2π

0
cos7n t e7jntdt

ejt=z====== 7
∫

|z|=1

(
z2 + 1
2z

)7n

· z7n

jz
dz = 7

27nj

∫
|z|=1

(
z2 + 1

)7n

z
dz

= 14π

27n Rez

⎛
⎜⎝
(
z2 + 1

)7n

z
; 0

⎞
⎟⎠ = 14π

27n ·
(
z2 + 1

)7n

z′

∣∣∣∣∣
z=0

= 14π

27n .

În final, In = 14π

27n .
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p) Avem

I
ejx=z======

∫
|z|=1

⎛
⎝(z2 − 1

2jz

)2n

− 2
(

z2 + 1
2z

)2n
⎞
⎠ · 1

jz
dz

= 1
22nj

∫
|z|=1

(−1)n(z2 − 1)2n − 2(z2 + 1)2n

z2n+1 dz

= 1
22nj

∫
|z|=1

f(z)dz = 2π

22nRez(f ; 0).

Pe de altǎ parte,

f(z) = (−1)n
∑2n

k=0 C
k
2nz2k(−1)2n−k − 2

∑2n
k=0 C

k
2nz2k

z2n+1 ,

de unde rezultǎ cǎ Rez(f ; 0) = coef. lui z2n = (−1)2nCn
2n − 2Cn

2n = −Cn
2n

s, i, de aici

I = − 2π

22nC
n
2n = −2π · (2n − 1)!!

(2n)!! .

q) Procedând similar cu p), deducem cǎ

I2n =
∫ 2π

0
sin2n xdx =

∫ 2π

0
cos2n xdx = 2π

22nC
n
2n.

Prin urmare, I = I78 − 3I100 = 2π

278C
39
78 − 6π

2100C
50
100.

5. a) Observǎm mai ı̂ntâi cǎ

I =
∫ ∞

−∞
7x + 1
x4 + 1dx =

∫ ∞

−∞
7x

x4 + 1dx +
∫ ∞

−∞
dx

x4 + 1 = 0 +
∫ ∞

−∞
dx

x4 + 1 ,

integrantul primei integrale din membrul drept fiind o funct, ie imparǎ.
De aici, polii funct, iei rat, ionale f(z) = 1

z4 + 1 sunt rǎdǎcinile ecuat, iei

z4 + 1 = 0 ⇔ z4 = j2, adicǎ z2 = ±j = 1
2(±2j) = 1

2 (1 ± j)2, de unde
obt, inem z1,2 = ± 1√

2(1 + j) s, i z3,4 = ± 1√
2(1 − j) (poli simpli). Deoarece
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Im
(
− 1√

2(1 + j)
)

< 0 s, i Im
(

1√
2(1 − j)

)
< 0, din (5.6) obt, inem

I = 2πj

(
Rez
(

f ; 1√
2
(1 + j)

)
+Rez

(
f ;− 1√

2
(1 − j)

))

= 2πj

⎛
⎜⎝ 1
(z4 + 1)′

∣∣∣∣∣
z= 1√

2 (1+j)
+ 1

(z4 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=− 1√

2 (1−j)

⎞
⎟⎠ = π√

2
.

b) Avem

I =
∫ ∞

0

dx

x8 + 1 = 1
2

∫ ∞

−∞
dx

x8 + 1 ,

deoarece integrantul este o funct, ie parǎ. De aici, polii simpli ai funct, iei
f(z) = 1

z8 + 1, sunt rǎdǎcinile ecuat, iei z8 = −1 ⇔ z ∈ 8√−1, adicǎ
zk = ej(2k+1)π/8; k = 0, 7. Dintre aces,tia, doar zk, cu k = 0, 3 au partea
imaginarǎ strict pozitivǎ, prin urmare, folosind (5.6), obt, inem

I = πj
(
Rez(f ; eπ

8 j) + Rez(f ; e 3π
8 j) + Rez(f ; e 5π

8 j) + Rez(f ; e7 π
8 j)
)

= πj

⎛
⎝ 1
(z8 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=e

π
8 j

+ 1
(z8 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=e

3π
8 j

+ 1
(z8 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=e

5π
8 j

⎞
⎠

+ πj
1

(z8 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=e

7π
8 j

= −πj

8
(
e

π
8 j + e

3π
8 j + e

5π
8 j + e

7π
8 j
)

= −πj

8 · 2√
2j cos π

8 = π
√
2

4 cos π

8 .

c) Rescriem mai ı̂ntâi integrala dupǎ cum urmeazǎ:

I = −7
∫ ∞

−∞
x

(x2 + 1)(x2 + 3)3 dx +
∫ ∞

−∞
2(x2 + 3)

(x2 + 1)(x2 + 3)3 dx

= 0 + 2
∫ ∞

−∞
1

(x2 + 1)(x2 + 3)2 dx,

prima integralǎ din membrul drept fiind 0 deoarece integrantul este o
funct, ie imparǎ. Cum polii funct, iei rat, ionale f(z) = 1

(z2 + 1)(z2 + 3)2 sunt

z1,2 = ±j (poli simpli) s, i z3,4 = ±√
3j (poli dubli), din (5.6) obt, inem

I = 4πj
(
Rez(f ; j) + Rez(f ;

√
3j)
)

,
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unde

Rez(f ; j) = 1
(x2 + 1)′(x2 + 3)2

∣∣∣∣∣
z=j

= 1
8j

,

iar

Rez(f ;
√
3j) = lim

z→√
3j

(
(z − √

3j)2 · 1
(z2 + 1)(z − √

3j)2(z +
√
3j)2

)′

= lim
z→√

3j

(
1

(z2 + 1)(z +
√
3j)2

)′
= −

√
3

18j
.

Prin urmare, I = 4πj

(
1
8j

−
√
3

18j

)
= π

18(9 − 4
√
3).

d) (Metoda I) Polii funct, iei rat, ionale f(z) = z + 3(
z2 − 4z + 13

)4 sunt

rǎdǎcinile ecuat, iei z2 − 4z + 13 = 0, adicǎ z1 = 2 + 3j s, i z2 = 2 − 3j

(poli de ordinul 4). Deoarece Im z1 > 0, iar Im z2 < 0, din (5.6) obt, inem

I = 2πjRez(f ; 2 + 3j)

= 2πj · 1
3! lim

z→2+3j

(
(z − 2 − 3j)4 · z + 3

(z − 2 − 3j)4(z − 2 + 3j)4
)′′′

= πj

3
(
(z + 3)(z − 2 + 3j)−4

)′′′
∣∣∣∣∣
z=2+3j

= πj

3

3∑
k=0

Ck
3(z + 3)(k)

(
(z − 2 + 3j)(−4)

)(3−k)
∣∣∣∣∣
z=2+3j

= πj

3

(
(z + 3)

(
(z − 2 + 3j)(−4)

)′′′
+ 3(z + 3)′

(
(z − 2 + 3j)(−4)

)′′) ∣∣∣∣∣
z=2+3j

= πj

3 · 10066j
= 25π

34992 .

(Metoda a II-a) Observǎm cǎ

I
x−2=t======

∫ ∞

−∞
t + 5

(t2 + 9)4 dt

=
∫ ∞

−∞
t

(t2 + 9)4 dt + 5
∫ ∞

−∞
dt

(t2 + 9)4 = 0 + 5
∫ ∞

−∞
dt

(t2 + 9)4 ,
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prima integralǎ din membrul drept fiind egalǎ cu 0, deoarece integrantul
este o funct, ie imparǎ. Fie f(z) = 1

(z2 + 9)4 , cu polii de ordinul 4 z1,2 =

±3j. Deoarece Im(−3j) < 0 s, i Im(3j) > 0, din (5.6) obt, inem

I = 10πjRez(f ; 3j) = 10πj · 1
3! lim

z→3j

(
(z − 3j)4 · 1

(z − 3j)4(z + 3j)4
)′′′

= 5πj

3 lim
z→3j

(
(z + 3j)−4

)′′′
= −5πj

3 · 120
(z + 3j)7

∣∣∣∣∣
z=3j

= 25π

34992 .

e) Punctele singulare ale funct, iei rat, ionale f(z) = z

(z2 + 4)(z2 − 2jz + 3)
sunt z1,2 = ±2j s, i z3 = 3j, z4 = −j (poli simpli). Deoarece Im(−2j) < 0 s, i
Im(−j) < 0, din (5.6) obt, inem

I = 2πj(Rez(f ; 2j) + Rez(f ; 3j))

= 2πj

⎛
⎝ z

(z2 + 4)′(z2 − 2jz + 3)

∣∣∣∣∣
z=2j

+ z

(z2 + 4)(z2 − 2jz + 3)′

∣∣∣∣∣
z=3j

⎞
⎠

= πj

30 .

f) Rescriem integrala dupǎ cum urmeazǎ:

I =
∫ ∞

−∞
3x3 + 2x2 + 18x + 8
(x2 + 1)(x2 + 4)3 dx

=
∫ ∞

−∞
3x3 + 18x

(x2 + 1)(x2 + 4)3 dx +
∫ ∞

−∞
2x2 + 8

(x2 + 1)(x2 + 4)3 dx

= 0 + 2
∫ ∞

−∞
dx

(x2 + 1)(x2 + 4)2 ,

prima integralǎ din membrul drept fiind 0, deoarece integrantul este o
funct, ie imparǎ. Deoarece funct, ia rat, ionalǎ f(z) = 1

(z2 + 1)(z2 + 4)2 are
polii simpli z1,2 = ±j s, i polii dubli z3,4 = ±2j, din (5.6) obt, inem

I = 4πj (Rez(f ; j) + Rez(f ; 2j))

= 4πj

⎛
⎝ 1
(z2 + 1)′(z2 + 4)2

∣∣∣∣∣
z=j

+ lim
z→2j

( 1
(z2 + 1)(z + 2j)2

)′
⎞
⎠ = 5π

72 .
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g) Observǎm cǎ

I
x+3=t======

∫ ∞

−∞
−t + 3 + j

(t2 + 2j)5 dt

= −
∫ ∞

−∞
t

(t2 + 2j)5 dt + (3 + j)
∫ ∞

−∞
dt

(t2 + 2j)5 = 0 +
∫ ∞

−∞
dt

(t2 + 2j)5 ,

prima integralǎ din membrul drept având valoarea 0 deoarece integrantul
este o funct, ie imparǎ. Cum polii funct, iei f(z) = 1

(z2 + 2j)5 sunt z1,2 =

±(1 − j) (poli de ordinul 5), conform relat, iei (5.6),

I = 2πj(3 + j)Rez(f ;−1 + j)

= 2πj(3 + j) · 1
4! lim

z→−1+j

(
(z + 1 − j)5 · 1

(z + 1 − j)5(z − 1 + j)5
)(4)

= πj(3 + j)
12

(
(z − 1 + j)(−5)

)(4) ∣∣∣
z=−1+j

= πj(3 + j)
12 · 1680

(z − 1 + j)4
∣∣∣
z=−1+j

= 140πj(3 + j)
(−2 + 2j)9 = 35π

211 (2 − j).

h) Funct, ia rat, ionalǎ f(z) = −jz2 + jz − 3
(z2 + 2j)(z2 + 2jz − 2) are polii simpli

z1,2 = ±(1 − j) s, i z3,4 = −j ± 1. De aici, deorece doar Im(−1 + j) > 0, din
(5.6) obt, inem

I = 2πjRez(f ;−1 + j)

= 2πj
−jz2 + jz − 3

(z2 + 2j)′(z2 + 2jz − 2)

∣∣∣∣∣
z=−1+j

= π

8 (1 − 6j).

i) I = 0, deoarece integrantul este o funct, ie imparǎ.

j) Observǎm cǎ funct, ia f(z) = zn

(z2 + (1 + 3j)z − 4 + 3j)2n are drept
puncte singulare pe z1 = −2 − j s, i z2 = 1 − 2j (poli de ordinul 2n). Cum
Im(z1), Im(z2) < 0, obt, inem I = 0.

k) Avem

I =
∫ ∞

−∞
e

x
2

chx
dx =

∫ ∞

−∞
2e

x
2

ex + e−x dx =
∫ ∞

−∞
2e

3x
2

e2x + 1dx

e
x
2 =t===== 4

∫ ∞

0

t2

t4 + 1dt = 2
∫ ∞

−∞
t2

t4 + 1dt,
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ultima egalitate având loc deoarece integrantul este par. De aici, cum
singularitǎt, ile funct, iei rat, ionale f(z) = z2

z4 + 1 sunt z1,2 = ±(1 + j)/
√
2 s, i

z3,4 = ±(1 − j)/
√
2 (poli simpli), conform relat, iei (5.6)

I = 4πj

(
Rez
(

f ; 1 + j√
2

)
+Rez

(
f ;−1 − j√

2

))

= 4πj

⎛
⎜⎝ z2

(z4 + 1)′

∣∣∣∣∣
z= 1+j√

2

+ z2

(z4 + 1)′

∣∣∣∣∣
z=− 1−j√

2

⎞
⎟⎠

= 4πj

⎛
⎜⎝ z3

4z4

∣∣∣∣∣
z= 1+j√

2

+ z3

4z4

∣∣∣∣∣
z=− 1−j√

2

⎞
⎟⎠ = π

√
2.

l) Observǎm cǎ
∫ ∞

−∞
e

x
2

chx
dx =

∫ 0

−∞
e

x
2

chx
dx +

∫ ∞

0

e
x
2

chx
dx

x=−t======
∫ ∞

0

e− t
2

cht
dt +

∫ ∞

0

e
x
2

chx
dx = 2

∫ ∞

0

ch
(x

2
)

chx
dx = π

√
2,

conform lui k). De aici,
∫ ∞

0

ch
(x

2
)

chx
dx = π√

2
.

m) Avem

I = 1
2

∫ ∞

−∞
chx

(1 + ch2x)2 dx =
∫ ∞

−∞

ex + e−x

2(
1 + e2x + e−2x

2

)2 dx

=
∫ ∞

−∞
e3x(

e2x + 1
)3 dx

ex=t=====
∫ ∞

0

t2

(t2 + 1)3 dt = 1
2

∫ ∞

−∞
(t2 + 1) − 1
(t2 + 1)3 dt

= 1
2

∫ ∞

−∞
1

(t2 + 1)2 dt − 1
2

∫ ∞

−∞
1

(t2 + 1)3 dt = I2 − I3,

unde

I2 = 1
2 · 2πjRez

( 1
(z2 + 1)2 ; j

)
= πj lim

z→j

(
(t − j)2 1

(t − j)2(t + j)2
)′
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= πj
(
(t + j)−2

)′
∣∣∣∣∣
t=j

= −2πj

(t + j)3

∣∣∣∣∣
t=j

= π

4 ,

iar

I3 = 1
2 · 2πjRez

( 1
(z2 + 1)3 ; j

)
= πj

2! lim
t→j

(
(t − j)3 1

(t − j)3(t + j)3
)′′

= πj

2!
(
(t + j)−3

)′
∣∣∣∣∣
t=j

= 6πj

(t + j)5

∣∣∣∣∣
t=j

= 3π

16 .

De aici, I = π

4 − 3π

16 = π

16.

n) Deoarece

I
4x=t===== 1

4

∫ ∞

−∞
ch t

sh 2t − j
dt = 1

4

∫ ∞

−∞

et + e−t

2
e2t − e−2t

2 − j

dt

=
∫ ∞

−∞
et(e2t + 1)

e4t − 2je2t − 1dt
et=x===== 1

4

∫ ∞

0

x2 + 1
x4 − 2jx2 − 1dx

= 1
8

∫ ∞

−∞
x2 + 1

(x2 − j)2 dx,

iar funct, ia f(z) = z2 + 1
(z2 − j)2 are drept puncte singulare polii dubli z1,2 =

±(1 + j)/
√
2, conform relat, iei (5.6), obt, inem

I = 1
8 · 2πjRez

(
f ; 1 + j√

2

)

= πj

4 lim
z→ 1+j√

2

((
z − 1 + j√

2

)2
· z2 + 1(

z2 − j
)2
)′

= πj

4

(
(z2 + 1) ·

(
z + 1 + j√

2

)−2)′ ∣∣∣∣∣
z= 1+j√

2

= πj

8
√
2

.

o) Observǎm cǎ

I =
∫ ∞

−∞
1

ch3(3x)
dx =

∫ ∞

−∞

(
e3x + e−3x

2

)−3
dx
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=
∫ ∞

−∞
8e9x(

e6x + 1
)3 dx

e3x=t====== 8
3

∫ ∞

0

t2

(t2 + 1)3 dt

= 8
3 · π

16 = π

6 ,

vezi punctul m) de mai sus.

6. a) Integralei noastre I ı̂i asociem integrala

J =
∫ ∞

−∞
x sin x

x2 − 16x + 13dx

s, i formǎm expresia

I + jJ =
∫ ∞

−∞
xejx

x2 − 6x + 13dx.

Deoarece funct, ia f(z) = zejz

z2 − 6z + 13 are drept singularitt, i polii simpli
z1 = 3 + 2j s, i z2 = 3 − 2j, din (5.7), cu λ = 1 > 0, obt, inem

I + jJ = 2πjRez(f ; 3 + 2j) = 2πj
zejz

(z2 − 6z + 13)′

∣∣∣∣∣
z=3+2j

= π

2 · (3 + 2j)e−2+3j = π

2e2 (3 cos 3 − 2 sin 3 + j(3 sin 3 + 2 cos 3))

s, i, de aici, I = π

2e2 (3 cos 3 − 2 sin 3).

b) Punctele singulare ale funct, iei f(z) = z2e3jz

(z2 + 1)2(z2 + 9) sunt z1,2 =

±j (poli dubli) s, i z3,4 = ±3j (poli simpli). Confrom relat, iei (5.7), cu
λ = 3, obt, inem

I = 2πj (Rez(f ; j) + Rez(f ; 3j))

= 2πj

⎛
⎝ lim

z→j

(
z2e3jz

(z + j)2(z2 + 9)

)′
+ z2e3jz

(z2 + 9)′(z2 + 1)2

∣∣∣∣∣
z=3j

⎞
⎠

= − π

64e9
(
3 + 7e6

)
.

c) Funct, ia f(z) = eπjz

z3 − z2 + 2 = eπjz

(z + 1)(z2 − 2z + 2) are polii simpli
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z0 = −1 ∈ R s, i z1,2 = 1 ± j. De aici, folosind (5.7) cu λ = π, deducem cǎ

I = 2πjRez(f ; 1 + j) + πjRez(f ;−1)

= 2πj
eπjz

(z3 − z2 + 2)′
∣∣∣∣
z=1+j

+ πj
eπjz

(z3 − z2 + 2)′

∣∣∣∣∣
z=−1

= π

5eπ (−2 + (1 − eπ)j) .

d) Observǎm cǎ

I = j

∫ ∞

−∞
e−jx sin x

(x2 + 4x + 5)2 dx.

Fie J = j

∫ ∞

−∞
e−jx cosx

(x2 + 4x + 5)2 dx s, i formǎm expresia

J + jI = j

∫ ∞

−∞
e−jx · ejx

(x2 + 4x + 5)2 dx = j

∫ ∞

−∞
1

(x2 + 4x + 5)2 dx

(5.7)===== −2πRez
( 1
(z2 + 4z + 5)2 ;−2 + j

)

= −2π lim
z→−2+j

(
(z + 2 − j)2 1

(z + 2 − j)2(z + 2 + j)2
)′

= −2π
(
(z + 2 + j)−2

) ∣∣∣∣∣
z=−2+j

= π

2 j.(5.12)

De aici, deoarece s-ar putea ca I s, i J sǎ nu fie reale, nu putem
trage concluzia cǎ I = Im

(
π

2 j

)
. Fie ı̂n continuare

J − jI = j

∫ ∞

−∞
e−2jx

(x2 + 4x + 5)2 dx
x=−t====== j

∫ ∞

−∞
e2jt

(t2 − 4t + 5)2 dt

(5.7)===== −2πRez
(

e2jz

(z2 − 4z + 5)2 ; 2 + j

)

= −2π lim
z→2+j

(
(z − 2 − j)2 e2jz

(z − 2 − j)2(z − 2 + j)2

)′

= −2π

(
e2jz

(z − 2 + j)2

)′ ∣∣∣∣∣
z=2+j

= − 3π

2e2 sin 4 + 3π

2e2 j cos 4.(5.13)
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În final, scǎzând relat, iile (5.12) s, i (5.13), deducem cǎ

2jI = 3π

2e2 sin 4 +
(

π

2 − 3π

2e2 cos 4
)

j

s, i, astfel,

I = π

4e2
(
e2 − 3e4j

)
.

e) Fie

J =
∫ ∞

−∞
e−πjx sin πx

x2 − 2x + 5 dx

s, i considerǎm expresia

I + jJ =
∫ ∞

−∞
1

x2 − 2x + 5dx
(5.6)===== 2πjRez

( 1
z2 − 2z + 5; 1 + 2j

)

= 2πj
1

(z2 − 2z + 5)′

∣∣∣∣∣
z=1+2j

= π

2 .(5.14)

Mai departe, deoarece s-ar putea ca cel put, in una din integralele I

sau J sǎ nu fie reale, nu putem concluziona cǎ I = π

2 . Fie, as,adar

I − jJ =
∫ ∞

−∞
e−2πjx

x2 − 2x + 5dx
x=−t======

∫ ∞

−∞
e2πjt

t2 + 2t + 5dt

(5.7)===== 2πjRez
(

e2πjz

z2 + 2z + 5;−1 + 2j

)

= 2πj
e2πjz

(z2 + 2z + 5)′

∣∣∣∣∣
z=−1+2j

= π

2e4π .(5.15)

În final, adunând s, i scǎzând relat, iile (5.14) s, i (5.15) de mai sus,
obt, inem I = π

4e4π (e
4π + 1) ∈ R s, i J = π

4 j

(
−1 + 1

e4π

)
∈ C \ R.

f) Observǎm mai ı̂ntâi cǎ

I =
∫ ∞

0

cos 3x

(x2 + 8j)(x2 + 18j)dx = 1
2

∫ ∞

−∞
cos 3x

(x2 + 8j)(x2 + 18j)dx,

integrantul fiind o funct, ie parǎ. Fie, ı̂n continuare,
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J = 1
2

∫ ∞

−∞
sin 3x

(x2 + 8j)(x2 + 18j)dx = 0,

deoarece funct, ia de integrat este imparǎ. Prin urmare, ı̂ntrucât sin-

gularitǎt, ile funct, iei f(z) = e3jz

(z2 + 8j)(z2 + 18j) sunt polii simpli z1,2 =

±2(1 − j) s, i z3,4 = ±3(1 − j), deducem cǎ

I = I + jJ = 1
2

∫ ∞

−∞
e3jx

(x2 + 8j)(x2 + 18j)dx

= 1
2 · 2πj (Rez(f ;−2 + 2j) + Rez(f ;−3 + 3j))

(5.7)===== πj

⎛
⎝ e3jz

(z2 + 8j)′(z2 + 18j)

∣∣∣∣∣
z=−2+2j

+ e3jz

(z2 + 8j)(z2 + 18j)′

∣∣∣∣∣
z=−3+3j

⎞
⎠

= π

240e9
(
−3e3(cos 6 + sin 6) + 2(cos 9 + sin 9)

)
+ π

240e9 j
(
3e3(sin 6 − cos 6) + 2(cos 9 − sin 9)

)
.

g) Fie

J =
∫ ∞

−∞
cosx

x(x2 + 2jx − 2)dx.

Calculǎm ı̂n continuare expresiile J + jI s, i J − jI . T, inând cont

de faptul cǎ funct, ia f(z) = ejz

z(z2 + 2jz − 2) are polul simplu real z0 = 0 s, i
polii simpli complecs, i z1,2 = ±1− j, cu Im(z1) < 0 s, i Im(z2) < 0, din (5.7)
obt, inem

J + jI =
∫ ∞

−∞
ejx

x(x2 + 2jx − 2)dx(5.16)

= πjRez(f ; 0) = πj
ejz

z′(z2 + 2jz − 2)

∣∣∣∣∣
z=0

= −πj

2 .

Pe de altǎ parte,

J − jI =
∫ ∞

−∞
e−jx

x(x2 + 2jx − 2)dx
x=−t====== −

∫ ∞

−∞
ejt

t(t2 − 2jt − 2)dt.
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Considerând funct, ia g(z) = ejz

z(z2 − 2jz − 2), cu polul simplu real z0 = 0

s, i polii simpli complescs, i z1,2 = j ± 1, din (5.7), cu λ = 1, deducem cǎ

J − jI = −πjRez(g; 0) − 2πj (Rez(g; 1 + j) + Rez(g;−1 + j))

= −πj
ejz

z′(z2 − 2jz − 2)

∣∣∣∣∣
z=0

− 2πj
ejz

z(z2 − 2jz − 2)′

∣∣∣∣∣
z=1+j

− 2πj
ejz

z(z2 − 2jz − 2)′

∣∣∣∣∣
z=−1+j

= πj

(1
2 − 1

e
(cos 1 + sin 1)

)
.(5.17)

Scǎzând relat, iile (5.16) s, i (5.17), obt, inem I = π

2e
(sin 1 + cos 1 − e).

h) Avem

I
x=

1
t=====
∫ 0

∞

1
t
sin t

64
t4

+ 1
·
(

− 1
t2

)
dt =

∫ ∞

0

t sin t

t4 + 64dt

= 1
2

∫ ∞

−∞
t sin t

t4 + 64dt.

Dacǎ J = 1
2

∫ ∞

−∞
t cos t

t4 + 64dt, deoarece funct, ia f(z) = zejz

z4 + 64 are polii
simpli z1,2 = ±2(1 + j) s, i z3,4 = ±2(1 − j), obt, inem

J + jI = 1
2

∫ ∞

−∞
tejt

t4 + 64dt

(5.7)===== 1
2 · 2πj (Rez(f ; 2 + 2j)Rez(f ;−2 + 2j))

= πj

(
zejz

(z4 + 64)′
∣∣∣
z=2+2j

+ zejz

(z4 + 64)′
∣∣∣
z=−2+2j

)
= πj sin 2

16e2

s, i, de aici, I = π sin 2
16e2 .

i) Observǎm cǎ

I =
∫ ∞

−∞
1 + j cosx

(x − πj)3 dx.

Fie J =
∫ ∞

−∞
j sin x

(x − πj)3 dx. Deoarece s-ar putea ca cel put, in una
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din integralele I s, i J sǎ nu fie realǎ, calculǎm ı̂n continuare expresiile
I + jJ s, i I − jJ . As,adar, de vreme ce polul de ordinul 3 al funct, iei

f(z) = 1 + jejz

(z − πj)3 este z1 = πj cu Im(z1) > 0, din (5.6) s, i (5.7) obt, inem

I + jJ =
∫ ∞

−∞
1 + jejx

(x − πj)3 dx = 2πjRez(f ; πj)

= 2πj · 1
2! lim

z→πj

(
(x − πj)3 1 + jejx

(x − πj)3

)′′

= πj
(
1 + jejx

)′′ ∣∣∣
z=πj

= πj · (−jejx)
∣∣∣
z=πj

= πe−π.(5.18)

Pe de altǎ parte,

I − jJ =
∫ ∞

−∞
1 + je−jx

(x − πj)3 dx
x=−t======

∫ ∞

−∞
1 + jejt

(−t − πj)3 dt = 0,(5.19)

deoarece polul de ordinul 3 al integrantului este t1 = −πj cu Im(t1) < 0.
În final, adunând s, i scǎzând relat, iile (5.18) s, i (5.19), deducem cǎ

I = πe−π

2 s, i J = −πe−πj

2 .

j) Fie J =
∫ ∞

−∞
x3 cos(πx)
(x2 − 2j)2 dx, o integralǎ nulǎ deoarece funct, ia de

integrat este imparǎ. De aici,

jI = J + jI =
∫ ∞

−∞
x3eπjx

(x2 − 2j)2 dx
(5.7)===== 2πjRez

(
z3eπjz

(z2 − 2j)2 ; z = 1 + j

)

= 2πj lim
z→1+j

(
(z − 1 − j)2 · z3eπjz

(z − 1 − j)2(z + 1 + j)2

)′

= 2πj

(
z3eπjz

(z + 1 + j)2

)′ ∣∣∣
z=1+j

= 2πj
(3z2 + πjz3)(z + 1 + j) − 2z3

(z + 1 + j)3 eπjz
∣∣∣
z=1+j

= − πj

2eπ (2 − π + πj)

s, i, ı̂n final, I = − π

2eπ (2 − π + πj).

k)Asociem integralei I din enunt, integrala J =
∫ ∞

−∞
sin 3x

(x2 − 2jx − 2)2 dx.
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Apoi, t, inând cont de faptul cǎ funct, ia f(z) = e3jz

(z2 − 2jz − 2)2 are polii
simpli z1,2 = ±1 + j cu Im(z1) > 0 s, i Im(z2) > 0, din (5.7) deducem cǎ

I + jJ =
∫ ∞

−∞
e3jx

(x2 − 2jx − 2)2 dx

= 2πj(Rez(f ;−1 + j) + Rez(f ; 1 + j))

= 2πj

⎛
⎝( e3jx

(z + 1 − j)2

)′ ∣∣∣
z=1+j

+
(

e3jx

(z + 1 − j)2

)′ ∣∣∣
z=−1+j

⎞
⎠

= π

e3 (sin 3 − 3 cos 3).(5.20)

Pe de altǎ parte,

I − jJ =
∫ ∞

−∞
e−3jx

(x2 − 2jx − 2)2 dx
x=−t======

∫ ∞

−∞
e3jt

(t2 + 2jt − 2)2 dt = 0,

(5.21)

deoarece polii funct, iei g(z) = e3jz

(z2 + 2zt − 2)2 sunt z3,4 = ±1−j cu Im(z3) <

0 s, i Im(z4) < 0. În final, adunând s, i scǎzând relat, iile (5.20) s, i (5.21),
obt, inem

I = π

2e3 (sin 3 − 3 cos 3) s, i J = − π

2e3 j(sin 3 − 3 cos 3).

l) Considerǎm integrala J =
∫ ∞

−∞
sin 2πx

(x2 + 1)2(4x2 + 1)dx, care are

valoare 0 deoarece integrantul este o funct, ie imparǎ. Întrucât funct, ia

f(z) = e2πjx

(x2 + 1)2(4x2 + 1) are polii dubli z1,2 = ±j s, i polii simpli z3,4 =

±j/2 cu Im(j) > 0 s, i Im(j/2) > 0, din (5.7) obt, inem

I = I + jJ =
∫ ∞

−∞
e2πjx

(x2 + 1)2(4x2 + 1)dx

= 2πj

(
Rez(f ; j) + Rez

(
f ; 12j

))
,
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unde

Rez(f ; j) = lim
z→j

(
(z − j)2 · e2πjz

(z − j)2(z + j)2(4z2 + 1)

)′

=
(

e2πjz

(z + j)2(4z2 + 1)

)′ ∣∣∣
z=j

= −6π + 11
36j

e−2π,

iar

Rez
(

f ; 12j

)
= e2πjz

(z2 + 1)2(4z2 + 1)′
∣∣∣
z= 1

2 j
= 4e−π

9j
.

Prin urmare, I = πe−2π

18 (16eπ − 6π − 11).
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