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Prefata

Lucrarea de fatd este un Indrumator pentru lucrarile de laborator si cuprinde
aplicatii necesare si utile studentilor din domeniul tehnic si in special al ingineriei mecanice
si al ingineriei industriale, contribuind totodata la o mai buna pregatire a lor in vederea
sustinerii examenelor la disciplina Geometrie Descriptiva, reprezentdnd totodatd si un
instrument de imbogatire al cunostintelor.

Lucrarea cuprinde peste 300 de aplicatii structurate pe 7 capitole si contine
probleme sau exemple rezolvate, si altele propuse pentru rezolvare, si urmareste pas cu
pas, intr-o nota crescatoare gradul de dificultate al aplicatiilor.

Geometria descriptiva este alfabetul Desenului tehnic.

Scopul Geometriei descriptive este, in principal, sa formeze studentilor un anumit
rationament al relatiilor existente intre elementele existente in cadrul diferitelor aplicatii si
sa fie capabili s& gandeasca logic si coerent modul prin care se poate rezolva o aplicatie
grafica (cu un anumit grad de dificultate).

Geometria descriptiva dezvolta vederea in spatiu, si ajuta la o mai buna intelegere
privind reprezentarile in plan si reprezentarile in spatiu.

in acest Indruméator sunt prezentate doar o parte privind tipurile de aplicatii
existente, insa acestea ajuta studentii in studiul lor individual privind pregatirea viitorilor
ingineri pentru probele pe care le vor avea de sustinut.

Este adevarat ca unele epure apar incarcate, dar aceasta se datoreaza faptului ca
s-a urmarit in special partea geometrica a aplicatiei, dar si o executie cat mai clara si mai
coerenta.

imi doresc ca acest indrumétor pentru lucréarile de laborator (aplicatii) sa fie de un
real ajutor si folos pentru studenti si sa contribuie totodata la facilitarea si intelegerea
privind modul de reprezentare si de rezolvare grafica a aplicatiilor.

Astfel, in primul capitol intitulat Reprezentarea punctului sunt prezentate cateva
aplicatii referitoare la reprezentarea punctului in epura, determinarea punctelor continute
in planele de proiectie, puncte simetrice fatd de planele de proiectie, precum si puncte
situate in planele bisectoare [Bi-i] si [Bi-iv].

In capitolul al doilea intitulat Reprezentarea dreptei. Pozitia relativa a doua drepte,
sunt prezentate aplicatii care au ca studiu reprezentarea dreptei in epura, reprezentarea
urmelor unei drepte, drepte particulare fata de planele de proiectie, intersectia unei drepte
cu planele bisectoare [Bi-m] si [Bi-iv], precum si determinarea diedrelor strabatute de o
dreapta oarecare.

In continuare este prezentat capitolul al treilea intitulat Planul. Urmele planului,
puncte si drepte continute in plan, urmareste si aduce in viziunea studentului
reprezentarea planelor de proiectie, reprezentarea unui plan dat prin urme, care sunt
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planele particulare fata de planele de proiectie, si nu in ultimul réand aplicatii referitoare la
drepte continute in plan.

Tot in acest capitol sunt prezentate si aplicatii privind determinarea dreptei de
intersectie dintre doua plane, sau/si determinarea punctului de intersectie dintre o dreapta
si un plan.

Capitolul al patrulea intitulat Metodele geometriei descriptive prezinta aplicatii
privitoare la cele trei metode (schimbarea planelor de proiectie, rotatia si rabaterea) si
prezinta un numar semnificativ de aplicatii in care se determina adevarata marime a unei
placi triunghiulare, sau determinarea marimii reale a unghiului format de doua drepte
concurente, folosind metoda rabaterii.

In capitolul cinci intitulat Poliedre. Prisma si piramida sunt rezolvate aplicatii privind
desfasuratele corpurilor prisma si pirmaida, determinarea punctelor de intersectie dintre o
dreapta oarecare si poliedre.

Capitolul sase Suprafete curbe (riglate). Cilindrul si conul prezinta aplicatii care vin
in sprijinul studentilor si ofera informatii importante privind modul de reprezentarea a
suprafetelor curbe, desfasurata conului si a cilindrului, cum se poate determina intersectia
unei drepte oarecare cu o suprafata curba si cum se poate determina pozitia unui plan
tangent la cilindru sau la un con.

Ultimul capitol, Suprafete neriglate. Sfera, este capitolul in care sunt prezentate
aplicatii referitoare la studiul intersectiei dintre o dreapta si o sferd, cum se poate trasa
planul tangent la sfera, sau care este sectiunea rezultatad in urma intersectiei dintre o sfera
si un plan de capat. Toate acestea contribuie la formarea unei gandiri armonioase, intrucat
doar cu exercitiu Si munca se poate ajunge la rezultate desavarsite.

Nu in ultimul réand doresc sa-i multumesc lui Dumnezeu ca mi-a dat puterea
necesara sa realizez acest indrumator, familiei mele pentru sprijin si intelegere, dar si
colegilor mei pentru recenzia realizata.

Autorul
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NOTATII $S1 SIMBOLURI

[H]. [V], [L]
[Bi-m], [Bu-v]
[B1], [Bul, [Bul], [Bw]
Ti, Tu... T
Ox, Oy, Oz
A BC,.. M, ..
ab,....m,
a,b’,...,m,
a”’,b”,..m”,
(D), (D),

d, o,...

d,o,.

d”, ", ...
H(h, h’, h”)
V(v, VvV, V")
W(w, w’', w”)
[P1, [Q], [R....
[Vs]

[Ha]

[Hp]

P,Q,R, ...
P,Q,R, ...
P”,Q",R”, ...

Z(z,7,72”), Q(w, w, w’)
O1x1, O2x2

Il

1

€

- plane de proiectie, orizontal, vertical, lateral,

- plan bisector

- semiplane bisectoare;
- triedre;

- axe de proiectie;

- puncte in spatiu;

- proiectia punctelor pe planul orizontal de proiectie;
- proiectia punctelor pe planul vertical de proiectie;
- proiectia punctelor pe planul lateral de proiectie;

- dreapta in spatiu;

- proiectia dreptei pe planul orizontal de proiectie [H];
- proiectia dreptei pe planul vertical de proiectie [V];

- proiectia dreptei pe planul lateral de proiectie [L];

- urma orizontala a dreptei, cu cele trei proiectii;

- urma verticala a dreptei, cu cele trei proiectii;

- urma laterala a dreptei, cu cele trei proiectii;

- plane in spatiu;

- plan vertical superior;

- plan orizontal anterior;
- plan orizontal posterior;

- urma orizontala a planului;
- urma verticala a planului;

- urma laterala a planului;
- axe de rotatie;

- linii de pamant la schimbarea planului de proiectie;

- paralel;
- perpendicular;
- apartine



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

CAPITOLUL |

REPREZENTAREA PUNCTULUI

1.1. Sa se reprezinte in epura punctele A(22, 40, 35); B(64, -25, 40); C(85, -44, -38) si
D(45, 25, -55).

Rezolvare aplicatia 1.1:

Se considera linia de pamant axa Ox, pe care se fixeaza originea absciselor din
punctul O. Punctul A are toate coordonatele pozitive, iar aceste coordonate sunt: (abscisa)
ax = 22, (depértarea) ay = 40 si (cota) az = 35. Pentru a se construi epura punctului A, se
ma&soara pe linia de paméant Ox valoarea abscisei ax = 22 mm) de la origine spre stanga si
se obtine ax. Pe perpendiculara trasaté la linia de padmént in punctul ax se méasoara de la
linia de pamaéant valoarea depértari y = 40 mm si se obtine proiectia orizontald a.
Masurénd pe aceeasi perpendicularé sau linie de ordine valoarea cotei az = 35 mm de la
linia de pdmant se obtine proiectia verticald a’. In acelasi mod se determind proiectiile
punctelor B, C si D tindnd seama de valorile coordonatelor. Spatiul geometric este alcatuit
din cele patru diedre care se formeaza din intersectia celor doua plane rectangulare de
proiectie orizontal si vertical. Semnele departarilor si ale cotelor punctelor situate n aceste
patru diedre sunt prezentate in tabelul 1:

Tabelul 1. Semenele cotei si a departarii in cele patru diedre

Diedrul I Il 1] v
Departarea + - - +
Cota + + - -

Dacé se introduce planul lateral de proiectie [L], perpendicular pe planul [H] si pe
planul [V], rezulta opt triedre, a caror semne (abscisa x, depértarea y si cota z ) sunt
prezentate in tabelul 2:

Tabelul 2. Semenele privind abscisa, cota si departarea in cele opt triedre

Triedrul I I " v \/ VI VI VIII
Abscisa (x) + + + + - - - -
Departarea (y) + - - + + - - +
Cota (2) + + - - + + _ _
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A
Cc (o}
a
b
X: Cx bx dx ax O
d
c
a
dl
Y

Fig. 1.1. Rezolvare aplicatia 1.1

1.2. Sa se reprezinte in epura urmatoarele puncte date prin coordonate numerice:
A(0, 30, 50); B(22, -30, 40); C(42, -20, -50); D(-35, 20, 20) si E(-55, -10, 50).

Rezolvare aplicatia 1.2:

A
a' e
bl
b
C d
e
X > Cx b)( O:ax dx ex -
Y1
d
a
c
)
y

Fig. 1.2. Rezolvare aplicatia 1.2
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Pe linia de paméant Ox se fixeaz&d abscisele pozitive pentru punctele B si C si
negative pentru punctele D si E.

Pe linile de ordine trasate in punctele absciselor se méasoarad depdrtarile si cotele
punctelor respective. Punctele A si D au ambele departérile si cotele pozitive, fiind astfel
situate in primul diedru. Punctul C are atét depértarea si cota negative. Acesta este situat
in diedrul al treilea. Punctele E si F au depértéarile negative si cotele pozitive. Ele sunt
situate n diedrul al doilea.

Observatie: Se poate mentiona ca punctul Ae[L] pentru ca ax = 0.

1.3. Sa se gaseasca distanta de la punctul A (22, 25, 35) la axele de proiectie Ox, Oy,
Oz.

Rezolvare aplicatia 1.3:

Distanta de la un punct la o dreaptd se méasoara prin segmentul perpendicular trasat
din punct pana la dreapta. Se reprezintad punctul in epuré, apoi distanta de la punctul A
péna la axa Ox este paraleld cu planul lateral de proiectie [L], proiectandu-se pe acest
plan in adevératd mérime, find egald cu segmentul Oa” = Ix. Distanfa punctului pané la
axa Oy se proiecteazé pe planul vertical de proiectie [V] in adevéaratd méarime si este egala
cu segmentul Oa’ = ly. Distanta punctului pdnéa la axa Oz este egald cu segmentul Oa = ;.

az

™

N+

\v

Ty
Fig. 1.3. Rezolvare aplicatia 1.3

1.4. Sa se construiasca epura punctelor A, B, C si D situate pe planele bisectoare ale

celor patru diedre. Se dau coordonatele punctelor A(65, 25, 25); B(50, -25, 25);

C(35, -25, -25); D(15, 25, -25)

Rezolvare aplicatia 1.4a si 1.4b:
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Punctul A(a, a’) este situat pe primul plan bisector daca are depdértarea egala cu cota, deci
proiectiile a si a’ sunt echidistante fata de linia de pdmant, ambele sunt pozitive (fig. 1.4a),
daca AeD, si Ag[B]]

Punctul C(c, ¢’) este situat in planul bisector trei daca are departarea egalé cu cota,
adica daca proiectile ¢ si ¢’ sunt echidistante fatd de linia de paméant, ambele fiind
negative.

Punctul B(b, b’) este situat pe cel de-al doilea plan bisector dacé are in valoare
absoluta depdrtarea egalé cu cota, departarea fiind negativa, iar cota pozitiva in [By]. Cele
doud proiectii b si b’ coincid in epura deasupra liniei de pdmant (fig. 1.4a).

Punctul D(d, d’) este situat in planul bisector [Bi] dacd are in valoare absoluta
depdrtarea egalé cu cota, departarea fiind pozitiva, iar cota negativa. Cele doua proiectii d
si d’ coincid in epuré sub linia de pamant.

Observatie: Figura 1.4b este reprezentata in spatiu, iar figura 1.4a este reprezentata in
epura.

a b=b' c
i ax bx Cx dx (@)
a ¢ d=d’ y

Fig. 1.4a Rezolvare aplicatia 1.4a (in epura)

B (b, b)

A(a, a)

D (d, d')

C(c,c)

1 v

Fig. 1.4b Rezolvare aplicatia 1.4b (in spatiu)

9
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1.5. Sa se determine pozitiile pe care le ocupa in spatiu, fata de planele bisectoare,
punctele: A(0, 45, 25), B(30, 30, 65), C(-20, -50, 25), D(55, -25, -55). Sa se construiasca
epurele acestor puncte.

Rezolvare aplicatia 1.5:
Punctul A este situat Tn diedrul | sub primul plan bisector. Punctul B este situat in diedrul |

deasupra primului plan bisector. Punctul C este situat in diedrul Il sub planul bisector. [By]
Punctul D este situat Tn diedrul Il sub planul bisector [By].

A
|

Yy

"y

Fig. 1.5. Rezolvare aplicatia 1.5

1.6. Sa se citeasca din epura de mai jos (figura 1.6 Jn dubla proiectie ortogonala)
pozitiile punctelor in spatiu fata de planele de proiectie si fata de planele bisectoare
(alfabetul descriptiv al punctuluti).

Rezolvare aplicatia 1.6:

- Punctul A(a, a’) este situat pe linia de pamént (ambele proiectii coincid pe linia de
pamant, cota si depdértarea fiind 0);

- Punctul B(b, b’) este situat in planul orizontal (proiectia b’ se gaseste pe linia de paméant,
deci cota este nula, iar depéartarea este pozitiva),

10



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

- Punctul C(c, ¢’) este situat in diedrul | sub primul plan bisector (departarea este mai mare
decéat cota, ambele fiind pozitive);

f k
e'T g i I [ I
a o T T Ty
O I B
X ax boo dy e Bl G b k| ki klmg ml P & s | o
P P R B
ke N T
e T e |
lb c nll Q' - S
p' vy

Fig. 1.6. Rezolvare aplicatia 1.6

- Punctul D(d, d’) este situat in diedrul | in [B|] (depdrtarea este pozitiva si este egald cu
cota, care de asemenea este pozitiva),

- Punctul E(e,e’) este situat in diedrul | deasupra primului plan bisector (depértarea este
mai mica decét cota, ambele fiind pozitive);

- Punctul F(f,f) este situat in planul vertical (proiectia orizontala f este pe linia de padmant,
deci depdértarea este 0, iar cota este pozitiva);

- Punctul G(g,g9’) este situat in diedrul Il deasupra planului [Bi] (cota este pozitiva si este
mai mare in valoare absoluta decét departarea, care este negativa);

- Punctul I(i,i’) este situat in diedrul Il, in planul [Bi] (ambele proiectii coincid si se afla
deasupra liniei de pamant);

- Punctul J(j,j’) este situat in diedrul I, sub planul [Bi] (cota este pozitiva si este mai mica
in valoare absoluta decat departarea, care este negativa);

- Punctul K(k,k’) este situat in planul orizontal (proiectia verticald k’ este pe linia de
pamant, deci cota este 0, iar depéartarea este negativa);

- Punctul L(l,I) este situat in diedrul Ill deasupra planului [Bu] (ambele proiectii sunt
negative, iar depdartarea este mai mare in valoare absoluta decét cota);

- Punctul M(m,m’) este situat in diedrul Ill in planul in planul bisector trei (departarea este
negativa si este egaléd cu cota, care de asemenea este negativa),

- Punctul N(n,n’) este situat in diedrul Ill sub [Bu] (ambele proiectii sunt negative, iar
departarea este mai mica in valoare absoluta decat cota);

- Punctul P(p,p’) este situat in planul vertical (proiectia orizontald p este pe linia de
pamant, deci departarea este 0, iar cota este negativa);

11
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- Punctul Q(q, q’) este situat in diedrul IV sub planul [Bi] (depértarea este pozitiva si este
mai mica in valoare absoluta decét cota care este negativa),

- Punctul R(r,r’) este situat in diedrul IV Tn planul [Bi] (ambele proiectii coincid sub linia de
pamant);

- Punctul S(s, s’) este situat in diedrul IV deasupra planului [Br] (depértarea este pozitiva
si este mai mare in valoare absoluta decét cota, care este negativa).

1.7. Sa se reprezinte in epura (dubla proiectie ortogonala) urmatoarele puncte si sa
se specifice diedrele in care acestea se situeaza:
A(125, 50, 45); B(50, -20, 35); C(80, 15, -40); D(25, 0, 40); E(115, 0, 0)

Rezolvare aplicatia 1.7

Diedrele in care se afla punctele se stabilesc in functie de semnul coordonatelor
astfel:
Punctul A avand semnul pozitiv pentru toate coordonatele acesta se afla in diedrul I,
punctul B are abscisa pozitiva si depdrtarea negativa, acesta se afla in diedrul II; punctul C
are cota negativa si depdrtarea pozitiva, acesta se afla in diedrul 1V; punctul D are
depdrtarea egala cu zero, punctul apartine planului vertical [V], punctul E are depértarea si
cota egale cu zero, astfel acesta apartine axei OX,;

dl
b
bl
X ax  ex=e=¢' Cx bx dx=d 0 _

Y1

Fig. 1.7. Rezolvare aplicatia 1.7
12
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1.8. Sa se reprezinte in epura (tripla proiectie ortogonala) urmatoarele puncte si sa
se specifice triedrele in care acestea de situeaza:
A(95, 55, 40); B(70, -20, -35); C(50, 25, 0); D(35, -10, 10)

Rezolvare aplicatia 1.8.

- Punctul A are semnul coorodonatelor pozitive, acest punct se afla in Ti;

- Punctul B are abscisa pozitiva, depértarea si cota negativa, acest punct se afléa in Ty,

- Punctul C are cota egaléd cu zero si depértarea pozitiva, acest punct se afla in planul
orizontal [H];

- Punctul D are depdrtarea si cota egale in modul dar de semn contrar, acest punct
apartine planului bisector [By].

N

A
a' a a
b // by
d=d ¢ ld,=d;
- ax bx Cx=C' & ¢ M
dx Y1
Cy
c
b o b,
a

a,
Y y

Fig. 1.8. Rezolvare aplicatia 1.8

13
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1.9. Sa se reprezinte proiectiile triunghiului [ABC], stiind ca varful A se situeaza in
diedrul I, varful B se gaseste in planul bisector [Bi] si varful C apartine planului [H].
Precizati coordonatele alese pentru fiecare punct. Se va lucra in tripla proiectie
ortogonala.

Rezolvare aplicatia 1.9.

Se aleg coordonatele pentru cele trei puncte, A, B si C cu respectarea indicatiilor din
datele problemei date de apartenenta fiecarui punct.
A(70, -30, 40) € D],

B(35, -15, 15) € [Bil],
C(50, 20, 0) € [H].

Unind proiectiile de acelasi nume ale acestor puncte se obtin proiectille abc, a’b’c’ i
a”’b”c” ale triunghiului ABC.

‘z
a &
a]\ N\ ay
Ve
b,=b
b L
o a SNy
byl C
Cy
Yy

Fig. 1.9. Rezolvare aplicatia 1.9
1.10. Sa se construiasca epura punctului M situat in primul plan bisector la o
distanta de 25 mm fata de linia de paméant si la 15 mm fata de planul lateral de
proiectie.
Rezolvare aplicatia 1.10.
Din ultima conditie a enuntului rezultd ca punctul M are abscisa mx = 15 mm. Locul

geometric al punctelor M de abscisa my, situate la distanta de 25 mm fata de axa Ox este
un cerc cu aceasta raza, cerc situat intr-un plan de profil.

14
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Acest cerc se proiecteaza in adevarata marime pe planul lateral de proiectie.
Intersectia dintre acest cerc si primul plan bisector este punctul M cautat. Se obtine astfel
prima data proiectia laterald m”, apoi proiectiile m si m’.

Observatie: Cota este egala cu depdértarea, punctul M(15, 25, 25)

AZ [BI]
m m'z m
X Y1
g | o
My O myl
m my
vy

Fig. 1.10. Rezolvare aplicatia 1.10

1.11. Se cunosc: proiectia verticala m’ si proiectia laterala m”, ale unui punct M,
dispuse ca in figura 1.11. Sa se determine proiectia orizontala m a punctului M.

Rezolvare aplicatia 1.11:

Punctul M este situat in triedrul opt. Din paralela trasatéd prin m’ si m” la Ox rezulté
mz pe Oy, iar paralela duséa prin proiectia laterald m” la Oy determind myz, pe Oyz.
z

A

A><
y

Y
3

Fig. 1.11. Determinarea proiectiei pentru un punct din triedrul opt

15
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Se traseaza my1 in my Si paralela trasata la xOy1 prin my rezulté proiectia orizontalé
m la intersectia cu linia de ordine a punctului M.

Astfel, se parcurge calea inversd care conduce la proiectia laterald a unui punct
situat in triedrul opt.

1.12. Se da punctul M(40, -20, 50). Se cere reprezentarea triplei proiectii ortogonale a
punctului M precum si a urmatoarelor puncte:

A — simetricul lui M fata de planul [H]

B — simetricul lui M fata de planul [V]

C — simetricul lui M fata de planul [L]

Rezolvare aplicatia 1.12

Pentru a reprezenta punctele A, B si C (care sunt simetricele punctului M fata de cele trei
plane de proiectie) este necesar sa se determine care sunt coordonatele celor trei puncte,
iar apoi sa se reprezinte in tripla proiectie ortogonala, astfel: A(40, -20, -50), B(40, 20, 50),
C(-40, -20, 50)

A
b'=m' c'=m" b;=c.=m; b" c'
A A
a,,=C,=m
a=m y~y~ My c
X ax=bx=mxy O Y1
—~} !
%1 byl Cx
b
by
y
az
a a"
vy

Fig. 1.12. Rezolvare aplicatia 1.12
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1.13. Sa se determine proiectiile punctului M(m, m’), simetric fata de primul plan
bisector cu punctul N(nx, -10, 30).

Rezolvare aplicatia 1.13 a,b,c

Se reprezinta proiectiile punctului N(nx, -10, 30) si se contatd c& acest punct este
situat Tn diedrul al doilea. Deoarece in simetria fata de primul plan bisector depaértérile se
transforma in cote si reciproc, punctul M va avea coordonatele M(mx, 30, -10).

I B
N
~—47z=30
K '
|\
| \ n
| y=30
y=-10 |O Nl L Nx I o
N
z=-10 M m
11 v
m
a) b)
B
S
~
~ iz
N
~ ]
m' mz [V]
N ~
‘ ~ ~
| ~ ~
4 Y S c
~ -~~~ 0 m I
T -
| RN |
~N
. g |
XA x o0 =y +
AN
~ |
~
~ | \

Fig. 1.13. Simetria punctului A fata de planele de proiectie
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Punctul M se afla in diedrul al patrulea si se reprezinta in epuré ca si in figura 1.13 a
(in spatiu), iar in figura 1.13b s-a trasat epura punctului N si M. Pentru a intelege mai bine
notiunea de simetrie a punctelor s-a reprezentat in figura 1.13 c¢ (in spatiu) simetria unui
punct M in spatiu faté de planele de proiectie [H], [V] si [L].

1.14. Sa se reprezinte in epura proiectiile punctelor A, B si C, puncte care apartin
planelor de proiectie [H], [V], [L].

Rezolvare aplicatia 1.14

Se dau coordonate pentru punctele A, B si C astfel: Ae[H] si are coordonatele
A(20, 30, 0), Be[V] si are coordonatele B(25, 0, 40), Ce[L] si are coordonatele C(0, 35, 15)

V4

A
bl bz:b“
Ccz=C' c
X ax=a' O=a;=b,=cx  a" 11
- bx=D A, [Cy o
a 8y
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/
‘y
iz
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B=b'

¥ |
o
\
\
\
QJ=

Fig. 1.14 Rezolvare aplicatia 1.14
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Punctele continute in planele de proiectie [H], [V] si respectiv [L] au proiectia pe
planul in care se afld confundaté cu punctul insugi, iar celelalte doua proiectii, situate pe
axele de proiectie. Astfel, pentru punctul A din planul orizontal [H], a = A, a’ € Ox, a” € Oy;
punctul B situat in planul vertical [V], are b’ = B, b € Ox, b” € Oz, iar, punctul C aflat in
planul lateral [L], are proiectile c”=C, c € Oy, ¢’ € Oz.

1.15. Sa se reprezinte punctul A(15, 35, 55) in tripla proiectie ortogonala si sa se
precizeze in ce triedru se afla acesta. Sa se scrie coordonatele si sa se reprezinte
punctele B, C si D care sunt simetricele punctului A fata de axele de proiectie. Sa se
precizeze in ce triedru se afla punctele B, C si D.

Rezolvare aplicatia 1.15.

Dacéa facem referire la simetricul unui punct faté de planele de proiectie stim ca se
schimb& semnul unei singure coordonate (in functie de planul faté de care se doreste sé&
fie simetric). Pentru simetricul unui punct fatéd de axele de proiectie se schimba semnul la
doud dintre coordonatele punctului (desigur in functie de axa fatd de care se stabileste
simetria). Daca punctul va fi simetric faté de origine atunci se schimb& semnul pentru toate
cele trei coordonate.

Coordonatele sunt urmétoarele: Punctul B simetric fatd de axa Ox are coordonatele
B(15, -35, -55); punctul C simetric faté de axa Oy are coordonatele C(-15, 35, -55); punctul
D simetric fata de axa Oz are coordonatele D(-15, -35, 55); punctul A € T\, punctul B € T,
punctul C € GTvn, punctul D € T.

z
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|
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\
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Fig. 1.15 Rezolvare aplicatia 1.15

1.16. Sa se reprezinte pe cele trei plane de proiectie [H], [V] si [L], proiectiile
triunghiului [ABC] ale carui varfuri indeplinesc urmatoarele conditii: A<[Bi], B<[H] si
CelV].

Rezolvare aplicatia 1.16

Coordonatele punctelor A, B si C se aleg astfel incat sé fie respectate conditiile
impuse in enuntul problemei. In cazul de fatd sunt propuse urmétoarele coordonate:

A(6, 34, 34) e[B]], B(32, 22, 0) [H] si C(16, 0, 12) &]V].

A
a |a "
z a
C | kc,=c
X bx=b' C=Cxax |[O V1
% [
by,=b"[a,
b by
a ay
Y

Fig. 1.16 Rezolvare aplicatia 1.16
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Probleme propuse

1.17. Sa se construiasca epura punctului de abscisa 30 mm situat la o distanta de 25 mm
fata de planele de proiectie vertical si orizontal.

1.18. Sa se gaseasca proiectiile unui punct situat in planul bisector [Bi] la o distanta de 32
mm fatd de axa Ox si la 20 mm fata de planul lateral de proiectie.

1.19. Se da punctul A(14, 19, 21). Sa se construiasca simetricul lui in raport cu planul
orizontal de proiectie, in raport cu planul vertical de proiectie si in raport cu axa Ox.

1.20. Se da punctul C(20, 25, 35). Sa se gaseasca simetricul lui in raport cu planele
bisectoare [Bi] si [Bu] si apoi sa se scrie coordonatele punctelor gasite.

1.21. Se da punctul A in diedrul |l. Sa se construiasca simetricul acestuia fatd de planele
bisectoare [B] si [Bu]. Scrieti coordonatele punctelor gasite.

1.22. Sa se construiasca epura punctelor M(18, 25, -14); N(O, -15, 40); P(10, 35, 45);
R(35, 45, -10); S(-15, 0, -20) si sa se precizeze care este pozitia lor in spatiu.

1.23. Se da punctul A(26, 30, 46). Sa se arate care sunt coordonatele punctului A1, care
este proiectia punctului A pe planul bisector [Bi-n] si sa se reprezinte in epura punctele A si
Ai1. Deasemenea sa se reprezinte punctul Az, care este proiectia punctului A pe al doilea
plan bisector.

1.24. Cum sunt pozitionate in spatiu punctele A si B, stiind ca in epura proiectiile lor de
nume contrar coincid (cota este egalé cu departarea). Dati coordonate si reprezentati in
epura punctele A si B.

1.25. Se da punctul A(30, 20, 15) si proiectia verticald a punctului B(15, by, 5). In ce diedru
se gaseste punctul B, daca distanta dintre proiectiile orizontale a si b este de 30 mm.

1.26. Sa se reprezinte in epura punctul A care se gaseste in Tu, Si punctul B care se
gaseste in Twvi. Sa se scrie coordonatele punctelor A si B.

1.27. Sa se reprezinte in epura punctele A, B si C in tripla proiectie ortogonala, stiind ca
punctul A este situat in Tu, punctul B este situat in Tv si punctul C este situat in Tvi. Sa se
scrie coordonatele celor trei puncte.

1.28. Sa se reprezinte in epura un punct A situat in Tu. Fiind date proiectiile a si a’, sa se
gaseasca proiectia pe planul lateral @”. Scrieti coordonatele punctului A.

1.29. Sa se reprezinte in epura un punct D situat in Twi, a carui proiectie d si d” se cunosc
Si sa se gaseasca proiectia d’. Scrieti coordonatele punctului D.
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1.30. Sa se gaseasca proiectia orizontala a punctului A dat in figura 1.17 , prin proiectiile
a’ si a” confundate in epura.

A

Y

Fig. 1.17. Determinarea proiectiilor punctului A pentru problema 1.17

1.31. Stiind ca cele trei proiectii ale punctului A se confunda in epura sa se precizeze ce
pozitie ocupa punctul in raport cu planele de proiectie si cu planele bisectoare.

1.32. Se da punctul A(-30, -10, -15). Sa se reprezinte in epura punctele B1, B2 simetrice
ale punctului A in raport cu planele de proiectie [H], [V] si [L].

1.33. Se da punctul B(20, -35, -40). Sa se reprezinte in epura punctele C, C1, C2, simetrice
ale punctului B in raport cu axele de proiectie Ox, Oy, Oz.

1.34. Sa se reprezinte in epura punctul a carui distanta la axa Ox este Ix = 20 mm, la axa
Oz este I; = 30 mm si distanta la planul [H], este de 15 mm. Care este pozitia punctului in
spatiu?

1.35. Se dau punctele: A(60, 15, 30); B(45, -15, 35); C(30, 10, -25); D(20, 0, 20) si
E(5, 0, 0). Se cere sa se reprezinte epura acestor puncte in tripla proiectie ortogonala.

1.36. Se dau punctele: A(40, 15, 20); B(25, -30, 25); C(20, -15, -30) si D(50, 10, -25). Se
cere sa se reprezinte proiectiile punctelor pe cele trei plane de proiectie [H], [V] si [L].

1.37. Se dau punctele: A(-40, 15, 0); B(-30, -20, 0); C(-20, -25, -30); E(-10, 0, -25). Se
cere sa se reprezinte proiectiile punctelor pe cele trei plane de proiectie [H], [V] si [L].

1.38. Se dau punctele: A(15, 15, 0); B(20, 0, 20); C(0, 30 30). Se cere sa se reprezinte
proiectiile punctelor pe cele trei plane de proiectie [H], [V] si [L].

1.39. Se dau punctele: E(15, -20, 0), F(-30, 0, -50) si G(0, -35, -40). Se cere reprezentarea
punctelor pe cele trei plane de proiectie.
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1.40. Se dau punctele: A(40, 0, 0); B(0, -20, 0) si C(0, 0, -35). Se cere reprezentarea
punctelor pe planele [H], [V] si [L].

1.41. Se considera punctele necoliniare: A(35, 35, 50), B(20, 5, 30), C(10, 25, 40), varfuri
ale unui triunghi situat in triedrul T1. Se cere sa se reprezinte proiectiile triunghiului ABC
pe cele trei plane de proiectie.

1.42. Sa se reprezinte pe cele trei plane de proiectie [H], [V] si [L], proiectiile triunghiului
ABC ale carui varfuri indeplinesc urmatoarele conditii: Ae[Bvi], Be[H] si Ce[Oz].

1.43. Se dau punctele: A(10, 20, az); B(-10, -by, 15); C(30, -10, -cz) si D(-30, dy, -25).
Stiind ca punctele sunt continute in planele bisectoare se cere sa se reprezinte proiecitiile
punctelor A, B, C si D pe planele de proiectie [H], [V] si [L].

1.44. Sa se reprezinte a treia proiectie a triunghiului ABC dat in proiectie orizontala si
verticala conform figurii 1.18.

y

Fig. 1.18. Proiectiile triunghiului ABC pe planele [H] si [V]

1.45. Sa se atribuie coordonate si sa se construiasca epura in trei proiectii pentru:
- un punct A situat in triedrul V;

- un punct B situat in semiplanul orizontal posterior [H];

- un punct C situat n planul lateral, triedrul 1V;

- un punct D situat in planul bisector [Bul].

1.46. Se dau punctele A(30, 20, az); B(20, by, -30); C(50, -cy, -20) situate in planele
bisectoare. Sa se determine valorile departarilor y si cotei z si s se construiasca epura
acestor puncte.
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1.47. Sa se construiasca in tripla proiectie ortogonala triunghiul ABC (punctele A, B, C
fiind situate in Ti) care are cate un varf continut in fiecare din cele trei plane de proiectie.

1.48. Sa se construiasca proiectiile triunghiului ABC care are un varf situat in planul
orizontal anterior [H], Ti, iar celelalte doua varfuri in planul vertical, Tvm. Precizati
coordonatele acestor puncte.

1.49. Sa se reprezinte in epura punctul Ai(a, a’, a”), simetricul punctului A(15, 20, 30) fata
de planul vertical de proiectie, si punctul Az(az, a2’, a2”), simetricul punctului A fata de
planul orizontal de proiectie.

1.50. Sa se reprezinte in epura, in tripla proiectie ortogonald punctele A(30, -20, 30);
B(-20, 20, 25); C(-30, -15, -25); D(-20, 25, -35); E(8, 20, 35); F(16, 0, 20); G(45, 30, 0).

1.51. Se da punctul M(45, 20, 55). Se cere reprezentarea ftriplei proiectii ortogonale a
punctului M precum si a urmatoarelor puncte:
» M1, simetricul punctului M fata de planul [H];
» M2, simetricul punctului M fata de planul [V];
» M3, simetricul punctului M fata de planul [L].

1.52. Se da punctul S(30, 20, 53). Se cere sa se reprezinte tripla proiectie ortogonala a
punctului S si a urmatoarelor puncte:

* S1, simetricul punctului S in raport cu planul bisector [Bi-u];

* Sz, simetricul punctului S in raport cu planul bisector [Bii-v].

1.53. Se considera punctul S(-35, -25, -12). Se cere sa se reprezinte epura punctului P,
precum gi a simetricelor: P1, in raport cu planul [Bi-i] si P2, in raport cu planul [Bi-iv].

1.54. Sa se reprezinte in epura punctul A(15, 20, 15) si simetricele sale A1 si Az fata de
planele de proiectie [H] si [V]. Sa se specifice diedrele in care sunt continute aceste
puncte.

1.55. Sa se reprezinte in epura punctul B(10, 20, 15) si simetricul sdu Bo fata de axa Ox.
Sa se specifice diedrele in care sunt continute aceste puncte.

1.56. Sa se reprezinte in epura punctul P(15, 30, 5) si punctele P1 si P2 care reprezinta
proiectiile sale pe planele bisectoare [Bi] si [Bu].

1.57. Sa se reprezinte in epura, punctul M(30, -10, 30) si simetricele sale fata de cele trei
plane de proiectie.

1.58. Se da punctul A(45, -30, 20). S& se reprezinte in epura proiectile A1 si A2 ale
punctului A pe planele bisectoare, As simetricul lui A1 fata de planul [H] si A4 simetricul lui
A2 fata de planul [V].
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1.59. Se da punctul B(30, -25, -70). Sa se reprezinte:
a) Simetricele sale A1, A2, As fata de planele de proiectie;
b) Simetricele sale A4, As fata de planele bisectoare;
c) Simetricul sau Ae fata de originea O;
Sa se specifice pentru toate punctele date din ce diedre fac parte.

1.60. Sa se reprezinte in epura punctul N situat in Ty, punctul R situat in Twvi, punctul S
situat in T si simetricele acestor puncte fata de originea O. Sa se scrie coordonatele
punctelor gasite.

1.61. Se dau punctele A(50, 15, 35); B(45, -20, 30); C(35, 15, -30); D(20, 0, 0) si
E(5, -5, 0). Sa se reprezinte epura acestor puncte.

1.62. Se dau punctele: A(40, 0, 0); B(0, -30, 0) si C(0, 0, -35) situate pe axele de
coordonate. Se cere reprezentarea punctelor pe planele de proiectie.

1.63. Se considera punctele necoliniare A(35, 35, 20); B(30, 10, 15); C(20, 30, 45), varfuri
ale unui triunghi situat Tn triedrul Ti. Se cere sa se reprezinte proiectiile triunghiului ABC pe
cele trei plane de proiectie.

1.64. Sa se reprezinte pe cele trei plane de proiectie [H], [V] si [L], proiectiile triunghiului
ABC ale carui varfuri sunt situate astfel: Ae[H]; BeOz; Ce[Bui].

1.65. Se da punctul D(20, 10, 35). Se cere sa se reprezinte pe cele trei plane de proiectie
a punctului D si a urmatoarelor puncte:

- D1, simetricul punctului D in raport cu planul bisector [Bi-u];

- D2, simetricul punctului D in raport cu planul bisector [Bi-v].

1.66. Se considera punctul R(-30, 30, -25). Se cere sa se reprezinte epura punctului R
precum si a simetricelor:

- R1, Tn raport cu planul [H];

- R2, in raport cu planul [V];

- Rs, in raport cu planul [L].

1.67. Se considera punctul E(-50, -30, -40). Se cere sa se reprezinte epura punctului E,
precum si a simetricelor:

- E1, In raport cu planul [Bi-u];

- E2, in raport cu planul [Bi-v].
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CAPITOLUL I

REPREZENTAREA DREAPTEI. POZITIA RELATIVA A DOUA
DREPTE

2.1. Sa se construiasca urmele verticale si orizontale ale dreptelor definite de
punctele a) M(90, 20, 20) si N(50, 40, 10); b) S(40, 10, 20) si T(90, 30, -40)

Rezolvare aplicatia 2.1.

Urmele unei drepte sunt punctele in care aceasta intersecteazd planele de
proiectie. Urma orizontalé h’ reprezintd urma orizontaléa a proiectiei verticale d’ si este un
punct de cota zero.
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Urma verticala v reprezinta punctul de intersectie a proiectiei dreptei d cu linia de
pamént. Acestad urméa v reprezintd urma verticald a proiectiei orizontale d, punct de
departare zero.

Pentru determinarea urmei orizontald H(h, h’) a unei drepte, se prelungeste
proiectia verticald d’ a dreptei pana cand intersecteaza linia de paméant. Se noteaza acest
punct cu h’ (punct de cota zero).

Se noteaza proiectia orizontala a dreptei D(d, d’) cu d in planul orizontal si cu d’ se
va nota proiectia verticala a dreptei in planul vertical. Perpendiculara sau linia de ordine
dusa prin h’ la linia de padmant se determina punctul h la intersectia cu proiectia orizontala
d a dreptei.

<\

tx h' Sx (@]

| *

b)

Fig. 2.1. Rezolvare aplicatia 2.1

Punctul H(h, h’) este urma orizontaléd a proiectiei verticale a dreptei. Pentru a
determina urma verticald V(v, v’) a dreptei se prelungeste proiectia orizontald d a dreptei
péna cénd intalneste linia de pamant si se noteaza acest punct cu v. Linia de ordine duséa
prin v intersecteazé proiectia verticala a dreptei d’in v’, perpendicular pe Ox.

Urmele dreptei sunt punctele in care dreapta intersecteaza planele de proiectie.

Dreptele sunt infinite ca lungime, astfel ceea ce se reprezinta in epura problemei
sunt doar segmente de dreaptd. Pentru intersectia acestor segmente cu planele de
proiectie trebuie totdeauna ca acestea s& fie prelungite pentru ca apoi s& se noteze
urmele h’ siv.
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2.2 Sa se construiasca urmele dreptei determinata de punctele A(90, 60, 5) si
B(30, 10, 35). Sa se specifice ce diedre strabate aceasta dreapta si sa se gaseasca
punctele de intersectie cu planele bisectoare [Bi-i] si [Bi-v].

Rezolvare aplicatia 2.2.

Urmele dreptei sunt urmele orizontale H(h, h’,h”), verticale V(v, v’, v”) si laterale L(l,I’. ).
Aceste urme rezulta din intersectia proiectiei dreptei d si d’ cu axele Ox, Oy si Oz.
z

k=k'

Y

ax bx (6]
v Y1

a Ay

y
d+ d+ d-
Dy c- ] c+ Dy o+

Fig. 2.2. Rezolvare aplicatia 2.2

Urma orizontalé h’ se determiné prelungind proiectia d’ pana la intersectia cu axa
Ox. Cu ajutorul unei linii de ordine se va determina si urma orizontala h.
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Urma verticalé v (punct de depértare 0) se va determina la intersectia proiectiei d cu
axa Ox (linia de pamént), iar cu ajutorul liniei de ordine se va determina si urma verticala
Vv’. Proiectiile | si|” se vor determina la intersectia proiectiilor dreptei d si d’ cu axa Oz.

Din urma orizontala a proiectiei h’ (punct de cota 0) se traseaza simetrica proiectiei
d’ faté de axa Ox. Punctul de intersectie a dreptei cu primul plan bisector este notat cu
I(i, 1, i”). Punctul de intersectie al dreptei cu planul bisector [Bi] se determing prelungind
proiectiile d si d’ padnéa cand acestea se intersecteaza, astfel rezultand punctul K( k’,k”) cu
k=k’. Prin h” si v” se traseazéa proiectia dreptei pe planul lateral d”. Diedrele pe care
dreapta le strabate se determina astfel: se imparte dreapta in trei regiuni, astfel prima
regiune este cuprinsa intre urma orizontala si urma verticala. A doua regiune a dreptei se
alege de la urma orizontala spre stinga, iar ultima regiune se alege de la urma verticala
spre dreapta, sunt cazuri in care urma orizontald nu este in stdnga si urma orizontalé nu
este in dreapta, existd si varianta inversd, depinde de pozitia proiectiilor dreptei d si d’.
Rezulta astfel trei segmente ale dreptei in proiectie oarecare care stabate maxim trei
diedre. Cu alte cuvinte prima regiune a dreptei se alege intre urmele orizontala si verticala,
iar celelalte douéa regiuni se aleg in exteriorul celor doud urme (orizontaléa si verticala).

Pentru determinarea diedrelelor stabatute de dreaptd se alege arbitrar cate un
punct pe segmentul de dreaptd si se citeste semnul departérii si al cotei. Semnele celor
douéa coordonate determina diedrul pe care dreapta il strébate.

2.3 Sa se construiasca epura si reprezentarea in spatiu a unei drepte D(d, d’) care
are segmentul cuprins intre urmele ei situat in primul diedru al planelor de proiectie.

Rezolvare aplicatia 2.3 a) si b)

e z
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d
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e _— h
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Div D Dy

a) Rezolvare aplicatia 2.3.in epura
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1l al
\Yi

b) Rezolvare aplicatia 2.3. in spatiu
Fig. 2.3 Rezolvare aplicatia 2.3

Se alege urma orizontald H(h, h’) a dreptei pe planul orizontal anterior si urma
verticala (v, v’) a dreptei pe planul vertical. Se constatd ce dreapta D(d, d’) strabate
diedrele patru, unu si doi.

2.4 Sa se construiasca urmele dreptelor pe cele trei plane de proiectie (orizontal,
vertical si lateral) drepte definite de punctele:

a) D(d, d’, d”’): M(60, 10, 40); N(30, 30, 10);

b) D1(d1, d1’, d1”’): M(70, 30, 10); N(40, 10, 30);

c) D2(dz2, d2’, d2”’): M(90, 10, 50); N(110, 20, 70).

Rezolvare aplicatia 2.4

Pentru constructia proiectiilor urmelor H(h, h’, h”) si V(v, v’, v”) se procedeazé ca si
la aplicatiile anterioare (intersectia proiectiilor d si d’ cu axele Ox, Oy si Oz). Pentru
constructia urmelor laterale 1” ale dreptei, se determina urmele (I, I’) in care aceste drepte
intersecteaza planul lateral de proiectie. Se construiesc apoi proiectiile 1” pe planul lateral
de proiectie ale acestor puncte L(l, I’, 1”). Se construiesc, de asemenea, si proiectiile
laterale h™v” ale dreptelor. Ca verificare, urmele |” trebuie sa fie continute de proiectiile
laterale ale dreptelor respective.

Astfel, proiectia orizontald d a dreptei intalneste Oy in |, iar proiectia verticald d’ a
dreptei intélneste Oz in I Punctul L(l, I’, 1”) are atét cota cat si depértarea negativa.
Proiectia sa |” pe planul lateral de proiectie se obtine intersectand paralela dusé prin |’ la
Ox cu paralela duséa prin 11 la axa Oy. Proiectia laterald |” este continutd de proiectia
lateralé h”’v” a dreptei MN considerate.
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Fig. 2.4 Rezolvare aplicatia 2.4

2.5 Se considera punctul M(m, m’) si dreapta D(d, d’). Sa se traseze prin punctul M
urmatoarele drepte:

a) N(n,n’) paralela cu dreapta D;

b) N1(n1, n1’) concurrenta cu dreapta D;

c) N2(n2, n2’) disjuncta fata de dreapta D

Rezolvare aplicatia 2.5

a) Prin proiectiile m si m’ ale punctului M se traseazéa paralelele n si n’ la proiectiile d si
d’ ale dreptei D. Dreptele D si N astfel determinate, avand proiectiile de acelasi
nume paralele, sunt desigur paralele.

b) Se alege un punct arbitrar A(a, a’) pe dreapta D(d, d’). Unind a cu m si @’ cu m’ se
obtine o dreaptd Ni(n1, n1’) concurenta in punctul A cu dreapta D. Se cunoaste ca
doua drepte sunt concurente daca proiectiile punctelor, rezultate din intersectiile
proiectiilor dreptelor de acelasi nume, se gédsesc situate pe aceeasi linie de ordine.

c) Se iau proiectiile n2, n2’, trecdnd prin m respectiv m’. Nici una din cele doud condlitii
de mai sus (de paralelism si de concurentd) nefiind verificatd, dreapta N: este
disjuncta cu dreapta D.
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Fig. 2.5 Rezolvare aplicatia 2.5
2.6 Sa se traseze prin punctul A(70, 45, 35) o orizontala D(d, d’) a carei urma
verticala sa fie situata la o distanta | = 30 mm data fata de un punct B(40, 0, 10) din
planul vertical.

Rezolvare aplicatia 2.6

Cu centrul in proiectia verticald b’ se descrie un cerc de raza I, care este intalnit de
paralela trasaté prin a’ la linia de pdmant in punctele v’ si v1’.

A?

a v_—d=d W a
b bz

X ax v | Vi )

- bx:b
d
dy

a ay

M

Fig. 2.6 Rezolvare aplicatia 2.6
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Punctul B(b, b’) apartine planului vertical (departarea este zero). In acest caz,
problema are doud solutii, in orizontalele D(d, d’) si Di(d1, di’). Daca proiectiile v’ si v1i’
coincide, existd o singura solutie. Dacé proiectia d’ nu intélneste cercul nu existad nici o
solutie a problemei date.

2.7 Sa se determine urmele dreptei de profil D(d, d’) care face un unghi de 60° cu
planul orizontal de proiectie si este situata la 25 mm distanta fata de axa Ox si la 18
mm distanta fata de planul lateral de proiectie.

Rezolvare aplicatia 2.7

Dreapta fiind dreapta de profil, proiectia ei pe planul lateral face cu Oyl unghiul de
60° si este la distanta de 25 mm faté de O. Se reprezinta in epura, proiectia dreptei pe
planul lateral astfel: se ia Om” = 25 mm in asa fel incét s& formeze cu Oyl un unghi de
30° (deoarece Om”Lv”h” si deci unghiul m”Oh” este egal cu complementul unghiului
Oh”m”, care trebuie sa fie de 60°).

It
1 V"
v
dll
dl
qf.)
o m"
X 2 &\ N1
= v=h' O / N =
d
h
Vy

Fig. 2.7 Rezolvare aplicatia 2.7

Se duce apoi perprendiculara in m” pe Om” si se obtine d” care se intersecteaza
cu Oyl si Oz da respectiv proiectiile h” si v’ ale urmelor orizontala si verticalé ale dreptei.

Dupa datele problemei, abscisa dreptei este de 18 mm. Deci, din punctul de pe Ox
de abscisd 18 mm se duce perpendiculara pe ea obtindnd astfel d si d’. Avand proiectiile
dreptei, precum si proiectiile laterale ale urmelor, se obtin urmele H(h, h’, h”) si V(v, v, v”).
Evident proiectiile corepunzéatoare h’ si v se confunda pe OX.
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2.8. Prin punctul A(40, 18, 20) sa se traseze:

1) in epura si in spatiu 0 dreapta orizontala care face un unghi de 30° cu planul [V]
de proiectie,

2) in epura si in spatiu o dreapta frontala care face un unghi de 45° cu planul [H] de
proiectie

Rezolvare aplicatia 2.8 a), b), c), d) in epuré si in spatiu
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Fig. 2.8. a), b) Rezolvare aplicatia 2.8
Obs. Rezolvarea acestor aplicatii se rezolva doar in epura. Rezolvarea aplicatiei in spatiu

s-a realizat doar pentru a intelege care este pozitia proiectiilor dreptelor fata de planele de
proiectie.
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Probleme propuse

2.9. Sa se determine urmele orizontale si verticale ale dreptelor definite de urmatoarele
puncte:

a) A(45, 10, 20) si B(30, 35, 20);

b) C(40, 15, 20) si D(20, 15, 20),

c) E(15, 20 ,30) si F(15, 35, 20);

d) M(40, 15, 20) si N(50 ,30, -40);

e) J(70, -60, -30) si P(40, -20, 30).

2.10. Sa se traseze urmele pe cele trei plane de proiectie ale dreptelor determinate de
punctele:

a) A(60, 10, 40) si B(30, 30, 10);

b) C(70, 30 ,10) si E(40, 10, 30);

c) M(60, 10, 50) si N(80, 20, 70).

2.11. Sa se stabileasca diedrele pe care le strabate dreapta D(d, d’) data prin doua din
punctele sale:

a) A(75, 10, 25) si B(50, 5, 50);

b) C(110, -50, 5) si E(75, -15, -10);

c) F(100, 5, -23) si G(40, 20, 15);

d) M(90, 25, 5) si N(35, -20, 30).

2.12. Se da segmentul de dreapta de profil AB prin coordonatele punctelor A(20, 9,10) si
B(20, 22, 30) si un punct M(35, 28, 14). Sa se duca prin punctul M:

a) o dreapta paralela la dreapta AB;

b) o dreapta MC concurenta cu dreapta AB (CeAB)

2.13. Sa se determine punctele de intersectie dintre segmentul de dreapta AB si planele
bisectoare [Bi-n] si [Bu-iv], stiind coordonatele punctelor: A(25, 8, 30) si B(50, 13, 7).

2.14. Prin punctul M de coordonate M(30, 25, 45) se cere sa se traseze:
a) o dreapta de nivel;
b) o dreapta de front;
c) o dreapta de profil;
e) o dreapta oarecare.

2.15. Sa se construiasca epura in tripla proiectie ortogonala a segmentului de dreapta AB

situat in planul vertical de proiectie si care face un unghi de 45° cu planul orizontal de
proiectie.
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2.16. Se da triunghiul ABC oarecare prin proiectile sale. Sa se duca prin varful B o
frontala, iar prin varful C o dreapta de profil in planul triunghiului.
Coordonatele sunt: A(35, 20, 10); B(40, 20, 30); C(15, 45, 20).

2.17. Sa se reprezinte in epura segmentul de dreapta AB cu A(30, 20, 30) si B(70, 40, 10)
Si sa se precizeze diedrele pe care la strabate, precum si punctele in care dreapta
intersecteaza planele bisectoare.

2.18. Se dau segmentele de drepte de profil D(d, d’, d”): A(30, 10, 20) si B(30, 50, 40) si
D1(d1, d1’, d1”): C(50, 10, 30) si D(50, 0, 60). Sa se precizeze pozitia lor in spatiu.

2.19. Se da segmentul de dreaptd AB prin coorodonatele extremitatilor A(30, -10, 30),
B(80, 40, -10) si un punct M(100, 20, 10). Sa se traseze prin punctul M o dreapta frontala
concurenta cu segmentul de dreapta AB si o alta dreapta care sa intdlneasca segmentul
de dreapta AB intr-un punct in care cota sa fie egala cu departarea.

2.20. Fiind dat punctul M(50, 40, 50), sa se construiasca prin acest punct o perpendiculara
pe segmentul de dreapta de nivel AB, dat prin coordonatele extremitatilor: A(20, 30, 20) si
B(40, -10, 20).

2.21. Sa se construiasca dreapta orizontala (D1) definita de punctele A1(60, O, 80) si
B1(100, 60, zi1) si dreapta orizontala (D2) definita de punctele A2(120, 20, -40) si
B2(80, 0, z2). Sa se stabileasca diedrele strabatute de aceste drepte.

2.22. Sa se reprezinte in epura pentagonul ABCDE, definit de A(50, 0, 0), B(50, 50, 50),
C(100, 70, 70), D(150, 40, 70), E(150, 40, 0). Sa se indice particularitatile fiecarei laturi
raportate la axele de proiectie si la planele de proiectie.

Indicatie: se va indica dreapta orizontala, de profil care intersecteaza axa Ox.

2.23. Se dau punctele A(110, 120, 20), B(60, 20, 100), M(40, 100, 80). Sa se construiasca
orizontala D(d, d’, d”) si frontala F(f, f,f’), ambele trecand prin punctul M si fiind
concurente cu segmentul de dreapta AB. Sa se construiasca dreapta E(e, €’, €”), care
trece prin urma verticala a dreptei D(d, d’, d”) si prin urma orizontala a dreptei F(f, f',f’).

2.24. Se dau punctele A(60, 100, 20), B(140, 40, 100) si C(120, 30, 40). Sa se
construiasca dreapta orizontala D(d, d’, d”) si frontala F(f, f,f’) care trec prin punctul C
stiind ca proiectiile lor fac un unghi de 90° cu segmentul de dreapta AB.

2.25. Prin punctul A(40, 50, 60) sa se traseze in epure separate:
- 0 dreapta orizontala care face un unghi de 30° cu planul [V];
- 0 dreapta frontala care face un unghi de 45° cu planul [H];
- o dreapta de profil care face un unghi de 60° cu planul H;
- 0 perpendiculara pe planul [H];
- 0 perpendiculara pe planul [V] si o perpendiculara pe planul [L].
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2.26. Precizati ce particularitati prezintda segmentele definite de urmatoarele perechi de
puncte:

a) A(0, 0, 0) si B(20, 25, 30);

b) C(35, -15, 30) si D(30, -15, 35);

c) E(10, -15, 45) si F(10, -25, 45);

d) M(60, 40, 15) si N(60, 40, 20);

e) S(5, -25, -20) si T(15, -15, -20).

2.27 Sa se construiasca epura si reprezentarea in spatiu a unei drepte D(d, d’) care are
segmentul cuprins intre urmele ei situat in diedrul al doilea al planelor de proiectie.
Indicatie:

Se fixeaza urma orizontala H(h, h’) a dreptei pe planul orizontal posterior, iar urma
verticala V(v, V') a dreptei se ia pe planul vertical superior. Dreapta strabate diedrele trei,
doi si unu.

2.28 Sa se construiasca epura unei drepte D(d, d’) care are segmentul cuprins intre
urmele ei situat in diedrul al patrulea al planelor de proiectie.

Indicatie

Pozitia urmelor dreptei se prezinta opus pozitiei lor din diedrul doi. Urma orizontala H(h, h’)
se alege pe planul orizontal, iar urma verticala V(v, v’) a dreptei se alege pe planul vertical.
Dreapta strabate diedrele trei, patru si unu.

2.29 Prin punctul A(30, 10, 15), exterior dreptei D(d, d’, d”): B(25, 5, 5); C(10, 15, 20), sa
se construiasca a) o dreapta paralela cu D; b) o dreapta concurenta cu D; c) o dreapta
disjuncta fata de D si sa se studieze vizibilitatea.

2.30 Se cunosc coordonatele punctelor A(90, 20, 50), B(90, 60, 10), C(70, 70, 10),
D(30, 40, 40), E(60, 10, 50) care reprezinta proiectiile varfurilor pentagonului ABCDE. Sa
se precizeze pozitia in spatiu a laturilor si varfurilor sale.

2.31 Sa se construiasca proiectiile patrulaterului ABCD, stiind ca diagonala BD este o
dreapta paralela cu planul orizontal de proiectie. Se cunosc A(90, 10, 10), B(80, 30, 35),
C(30, 20, 50), D(10, v, 2).

2.32. Se da dreapta D(d, d’) definita de punctele A(92, 62, 5) si B(32, 12, 37). Se cere sa
se determine:

- urmele dreptei H(h, h’, h”); V(v, V', v’) si L(I, I, I);

- regiunile strabatute de dreapta;

- intersectia cu planele bisectoare.

2.33. Se da dreapta D(d, d’, d”) definita de A(61, 21, 11) si B(21, 46, 51) si punctul

M(41, 26, 41) exterior dreptei. Se cere sa se construiasca prin punctul M(41, 26, 41) o
orizontala (G) si o frontala (F) concurente cu (D). Se va lucra in tripla proiectie ortogonala.
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2.34. Se da dreapta D(d, d’): A(81, 6, 11) si B(26, 51, 46) definitd de punctele A si B si
punctul M(m, m’) exterior dreptei. Se cere sa se construiasca prin punctul M(46, 21, 21) o
dreapta Da(ds1, d1’, d1”) paralela cu (D) si o dreapta D2(dz, d2’, d2”’) disjuncta fata de (D).

2.35. Sa se construiasca in epure separate, pentru fiecare tip de dreapta particulara cate
un segment cu lungimea de 35 mm. Dintr-un punct exterior M(m, m’, m”) sa se traseze
cate o perpendiculara pe fiecare segment din dreptele particulare reprezentate. Se va
lucra in tripla proiectie ortogonala.

2.36. Sa se determine urmele segmentului de dreapta AB pe cele trei plane de proiectie si
sa se stabileasca triedrele pe care le strabate. Constructiile se vor desena separat pentru
fiecare dreapta. Se cunosc:

a) A(-20, 8, 23); B(15, 20, 10);

b) A(-55, 40, -8); B(40, -10, 38);

c) A(-15, -15, 32); B(38, 10, 9).

2.37. Sa se determine urmele segmentului de dreapta AB si sa se stabileasca diedrele pe
care le strabate fiecare dreapta. Se cunosc:

a) A(5, -8, 30); B(40, 26, 6);

b) A(10, 12, 30); B(45, -9, 37);

c) A(12, -32, 7); B(47, -6, -27);

d) A(10, 28, 10); B(50, 5, -25).

2.38. Se dau punctele M(25, 15, 25) si N(40, -25, 10) Sa se determine urmele dreptei H(h,
h’, h”) si V(v, V', v"), intersectia cu planele bisectoare si diedrele strabatute de dreapta.

2.39. Se da dreapta D(d, d’), H(110, 25, 0) si V(65, 0, 40). S& se determine intersectia
dreptei cu planele bisectoare si regiunile strabatute de dreapta.

2.40. Se da dreapta D(d, d’) definita de punctele A(40, 25, 35), B(135, -45, -10) si punctul
M(80, -40, -25).
Se cere sa se traseze prin punctul M:

a) orizontala (G) concurenta in J cu (D);

b) frontala (F) concurenta in J1 cu (D).

2.41. Sa se traseze prin punctul M(40, 30, 25) urmatoarele drepte:
a) o orizontala care formeaza ci planul [V] un unghi de 30°;

b) o frontala care formeaza cu planul [L] un unghi de 45°;

c) o dreapta de profil care formeaza cu planul [V] un unghi de 60°.

2.42. Sa se reprezinte in epura triunghiul ABC dat prin varfurile sale A(40, 60, 40),
B(40, -60, 40), C(20, 0, -40). Specificati daca sunt laturi ale triunghiului in pozitii particulare

faté de planele de proiectie.
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CAPITOLUL Il
PLANUL

Urmele planului, puncte si drepte continute in plan

3.1. Sa se determine proiectiile punctului de intersectie I(i, i’) dintre dreapta D(d, d’)
definita de coordonate A(50, 15, 20), B(25, 5, 10) si planul [P] dat prin urmele
OPx=100, <IOPny = 30°, iar «OPzPx = 45°.

Rezolvare aplicatia 3.1

Se reprezinta in epura coordonatele punctelor A si B, apoi urmele planului P si P’.

z

P,

Fig. 3.1. Rezolvare aplicatia 3.1
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Prin proiectia dreptei d’ se traseaza suprapus un plan de capét notat cu [Q]. Acest
plan de capat intersecteazd urmele planului [P] in proiectiile v’ si h’. Se uneste h si v, se
traseazéa dreapta d. care intersecteaza proiectia dreptei D(d, d’) in punctul I(i, i’). Punctul
acesta reprezinta punctul de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si planul [P].

3.2. Sa se determine proiectiile dreptei de intersectie dintre planele [P] si [N], date
prin urmele: OPx = 90, OPy =70, OPz = 45, ONx = «, ONy = «, ON; = 25.

Rezolvare aplicatia 3.2

Se reprezinta planul oarecare [P] si planul de nivel [N]. Planul de nivel este construit
la o cotd de 25 mm fata de planul orizontal [H].

P2

i

Pz

Fig. 3.2. Rezolvare aplicatia 3.2

Pe planul de nivel se traseazéa o dreapta D(d, d’) care este suprapusa peste urma
verticala a planului de nivel [N]. Urma verticala a planului [N] intersecteaza urma verticala
a planului [P] in punctul v’. Se traseaza linie de ordine din v’ pana pe linia de pamant. Se
obtine urma verticald v'. In planul orizontal [H] se construieste proiectia dreptei D(d, d’)
paraleld cu urma orizontala a planului [P].
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Astfel se obtin ambele proiectii ale dreptei d si d’ trasate pe cele doua plane de
proiectie [H] si [V]. Intersectia dintre un plan oarecare [P] si planul de nivel [N] este
intotdeauna o dreaptéa de nivel.

3.3. Prin punctul B(20, 10, 20) sa se construiasca o dreapta paralela cu fiecare din
planele [R] si [T]. Se dau: ORx = 90, ORy = 30, OR: = 50, si OTx = 60, OTy = 50,
OT:=70.

Rezolvare aplicatia 3.3

Pentru a putea construi o dreapté paralelé cu un plan sau cu doué plane se stie ca
o dreapta este paraleld cu un plan daca este paralela cu o dreaptéa continutéa in acel plan.

Ins&, o dreaptd este paraleld cu doud plane dacd este paraleld cu dreapta lor de
intersectie, (singura dreaptd comuna ambelor plane).

Tz

R:

b,

|

Fig. 3.3. Rezolvare aplicatia 3.3

In planul vertical din intersectia urmelor verticale a planelor [R] si [T] determin&
urma Vv’, trasand linia de ordine de la intersectia proiectiei orizontale a dreptei D(d, d’) cu
axa Ox in planul orizontal se obtine urma h, punct de depértare O.
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In plan orizontal din intersectia celor doud urme R si T rezultd proiectia h, trasand
linia de ordine in planul vertical rezulta proiectia v'.

Se unesc urmele v’h’ si se obtine proiectia verticald d’ a dreptei D(d, d’). Paralel cu
aceastd proiectie se traseaza proiectia dreptei d1’, care se traseaza prin proiectia b’. In
planul orizontal se unesc urmele hv si se obtine proiectia orizontald a dreptei D(d, d’).
Paralel cu proiectia d se traseazé proiectia di, care va trece desigur prin proiectia b.

3.4. Sa se determine urmele P si P’ ale unui plan [P], cunoscand:

a) orizontala G(g, g’) a planului si un punct A(a, @’) situat pe aceasta dreapta;
b) frontala F(f, f’) a planului si un punct A(a, a’) situat pe aceasta dreapta;

Sa se traseze liniile de cea mai mare panta ale acestor plane.

Rezolvare aplicatia 3.4

Se construieste orizontala Gi(gi1, g1’) trasaté prin punctul A, paraleléd cu dreapta
orizontala G.

Urmele v’ si vi’ unite reprezintd urma verticald P’ a planului, iar urma P trece prin Px
Si este paralela cu proiectiile orizontale g si g1. O linie de cea mai mare pantd (m, m’) a
planului fatd de planul orizontal de proiectie are proiectia orizontald m perpendiculard pe
toate orizontalele planului, deci si pe urma P.

Proiectia sa verticalda m’ rezultd impunénd conditia ca aceastd dreaptd sa fie
continuté in planul [P]. In mod analog se procedeaza pentru cazul al doilea, in care s-a
trasat linia de cea mai mare pantd Mi(m1, m1’) a planului [P] fatéd de planul vertical de
proiectie.

a) orizontala
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b) frontala

Fig. 3.4. Rezolvare aplicatia 3.4

3.5. Se dau dreptele oarecare D(d, d’) si Di(d1, d1’) concurente in punctul M(m, m’).
Sa se construiasca urmele planului determinat de cele doua drepte.

Rezolvare aplicatia 3.5

Se traseazéa urmele celor doua drepte. Proiectia verticald d’ intersecteaza axa Ox in
punctul h’ (punct de cota zero), se traseaza linie de ordine in planul orizontal pana pe
proiectia orizontald d si se determina astfel urma orizontaléd h. Similar se procedeaza si cu
determinarea proiectiilor urmei orizontale, hi, hy’, doar ca aici se va lua in considerare
proiectia verticald d1’ a dreptei D1(d1,d1)).

In planul orizontal se prelungeste proiectia orizontald a dreptei D(d,d’) pand la
intersectia cu axa Ox si se determind proiectia pe axa a urmei verticald v (punct de
depdrtare zero). Se traseaza linie de ordine in plan vertical pana la intersectia cu proiectia
verticald a dreptei d’ si se obtine urma v’. Similar se procedeaza si pentru determinarea
urmei verticale vi, vi’, la fel se ia in considerare proiectia dreptei di’ Unind urmele de
acelasi nume se obtin urmele planului determinat de cele doué drepte concurente.
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Problema este rezolvata corect numai dacéa cele doua urme P si P’ ale planului se
intalnesc in punctul Px e Ox.

l><

Fig. 3.5 Rezolvare aplicatie 3.5

3.6. Se da orizontala G(g, g’) si punctul A(15, 10, 35) exterior dreptei. Sa se
construiasca urmele planului oarecare determinat de dreapta si punct.

Rezolvare aplicatia 3.6.

Prin punctul A(a,a’) (fig. 3.6.a) se construieste dreapta D(d,d’) paralela cu orizontala
G(g, g’). Planul va fi determinat deci de cele doua drepte paralele. Urma verticald a
planului va trece prin urmele verticale ale celor doua drepte. Urma verticald a planului
intélneste linia de pamant in punctul Px. Din acest punct se fraseazéa o paralela la proiectia
orizontala a dreptei G, dreapta care este urma orizontala a planului cautat.
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U D R

a) b)
a) Reprezentarea dreptei orizontale; b) reprezentarea punctului A(a, a’)

Fig. 3.6. Rezolvare aplicatia 3.6.

3.7. Sa se determine urmele P si P’ ale planului [P] care contine dreapta D(d, d’) si
este perpendiculara pe planul [Q] dat prin urme.

Se cunosc urmele dreptei D(d, d’): H(65, 14, 0) si V(16, 0, 37). Urmele Q si Q’
sunt simetrice fata de axa Ox si se intersecteaza in xQx = 70.

Rezolvare aplicatia 3.7

Se reprezintad punctul A(a, a’) apartinédnd dreptei D(d, d’), iar prin proiectiile lui se
traseaza perpendiculara D1(d1, d1’) pe planul [Q]. Dreptele concurente Di(ds1, d1’) si D(d, d’)
determina planul cautat [P], ale cérui urme se gasesc unind urmele de acelasi nume ale
dreptelor D si D1. Aplicatia este rezolvata corect dacéd urmele P si P’ se intersecteazéd in
punctul Px, pe linia de pamant.
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Fig. 3.7. Rezolvare aplicatia 3.7

3.8. Se da punctul A(62, 13, 20) si frontala F(f, f’) la 32 mm fata de planul vertical de
proiectie. Sa se reprezinte prin punctul A linia de cea mai mare panta a planului
determinat de punctul A si frontala F(f, f’) fata de planul orizontal de proiectie.

Rezolvare aplicatia 3.8 a si b

Linia de cea mai mare panta a planului fatd de planul orizontal de proiectie are
proiectia orizontald perpendicularé pe urma orizontald a planului. Prin punctul A(a, a’) se
construieste frontala Fi(f1, f1’) paralela cu frontala F(f, f). Se construiesc urmele orizontale
ale celor doua frontale. Urma orizontala a planului [P] determinat de frontala F si punctul A
trece prin punctele h si h1.

Urma verticala a planului trece prin punctul Px $i este paralela cu proiectiile verticale
ale celor doua frontale.

Prin proiectia orizontald punctul a se construieste dLP. Se construieste apoi
proiectia verticala d’ stiind ca urmele dreptei D trebuie sa apartind urmelor de acelagi
nume ale planului [P].
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A Z

Fig. 3.8.Rezolvare aplicatia 3.8

3.9. Se da planul oarecare [Q] prin urme si punctul A(35, 13, 25) exterior planului. Sa
se construiasca planul [P] care contine punctul A si este paralel cu planul [Q].

Rezolvare aplicatia 3.9

Planul [P] trebuie sa aiba urmele paralele cu urmele de aceleasi nume ale planului
[Q] si sé@ contina o dreapta pe care se afla punctul A(a, a’). Se construieste prin A(a, a’)
orizontala D1(d1, d1’), astfel incét di1llQ. Se determind urma verticald v si apoi v'. Prin v’ se
construieste urma verticald P’|Q. Se determind punctul Px gi prin acest punct se
construieste urma orizontala a planului, PlIQ.

A

Fig. 3.9.Rezolvare aplicatia 3.9
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3.10. Sa se construiasca dreapta de intersectie a doua plane din care unul este dat
prin urme, iar celalalt prin doua drepte paralele: D(d, d’) = [P]N[D1lID2].

Rezolvare aplicatia 3.10

Se construiesc planele auxiliare [R] s/ [Q], plane verticale. Dreptele D> € [R]L[H], D1
€ [Q]L[H]

Se determind intersectia acestor plane cu planul [P]. [PIN[R] = Hivi(hivi, hi’,vi),
[PIN[Q] = Hv.

Dreptele D2 si D, intersecteaza planul [P] in punctele M si N, puncte care apartin
dreptei D de intersectie intre planele date. DN[P] = M(m, m’), DiN[P] = N(n, n’), deci
MN = D = [P]N[D-||D1].

Ql
A Z
d,’
p'
X » Py hll h' V]_:RX V=Qx (@)
d, d
hy
R
Q
| Y

Fig. 3.10. Rezolvare aplicatia 3.10
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3.11. Sa se determine punctul de intersectiie dintre dreapta D(d, d’) si placa
triunghiulara [ABC]. Sa se stabileasca vizibilitatea dreptei, considerand placa opaca.

Rezolvare aplicatia 3.11

Prin dreapta D(d, d’) se construieste planul de capét [Q]. Se determind segmentul
de dreaptd de intersectie 12 dintre planul [Q] si planul triunghiului ABC. Latura AC
intersecteaza planul de capat in punctul 1(1, 1°), iar latura BC in punctul 2(2,2’).
Punctul I(i, i’) de intersectie dintre dreptele 12 si D(d,d’) este punctul cautat, (intersectia
dreptei D(d, d’) cu placa triunghiulara). Pentru a determina vizibilitatea dreptei se utilizeaza
metoda cotelor si departarilor: dintre doua puncte aparent suprapuse situate pe aceeasi
verticald, in proiectie orizontald se vede punctul cu cota mai mare; dintre douéa puncte
aparent suprapuse situate pe o dreapta de capat, in proiectie verticala se vede punctul cu
departarea mai mare. Pentru a determina vizibilitatea dreptei in proiectie orizontald se
considera punctul M(m, m’) apartinand dreptei D(d, d’) si punctul N(n, n’) situat pe latura
AC. Analizand cotele punctelor M si N, situate pe aceeasi verticala, se constata ca punctul
M are cota mai mare decéat a punctului N, deci dreapta este vizibild pana la punctul |
(respectiv m i). Pentru a determina vizibilitatea dreptei in proiectie verticala, se considera
punctul de concurenta aparenta dintre dreapta D(d, d’) si latura BC. Punctul 3 apartinand
dreptei are departarea mai mare decat punctul 2 care apartine laturii BC, deci in proiectie
verticala dreapta va fi vizibila pe portiunea 3’i. Daca ne referim la planul lateral, dintre doua
puncte care au aceeasi proiectie laterald, va fi vizibil punctul care are abscisa cea mai
mare.

Fig. 3.11. Rezolvare aplicatia 3.11
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3.12. Sa se determine urmele planului [P] determinat de trei puncte necoliniare. Se
cunosc: A(47, 47, 8); B(66, 14, 19); C(26, 37, 19).

Rezolvare aplicatia 3.12

Se reprezinta in epura cele trei puncte. Problema se poate rezolva in doua moduri.
Un prim caz este unirea proiectiilor ab, obtindndu-se proiectia d, iar prin punctul C se
fraseaza o dreapta D paraleld cu D:. Astfel problema devine: determinarea urmelor unui
plan cunoscand pozitia a doué drepte paralele.

Un alt caz este cu ajutorul a doua drepte concurente, astfel: se unesc proiectiile ab
Si se obtine proiectia d, iar prin punctul C se traseaza dreapta D, care trece prin punctul
A. Astfel punctul A devine punctul comun de intersectie dintre dreptele D si D1. Acesta este
cazul ales pentru rezolvarea acestei aplicatii.

Se determina urmele dreptelor D si D1, prin prelungirea acestora si intersectarea lor
cu axa Ox. Dupéa determinarea urmelor orizontale si verticale se unesc in planul orizontal
urmele hy si h2 si se obtine urma orizontald a planului P, iar in plan vertical se unesc
urmele vi’ cu urma vz’ si se obtine urma P’ a planului. Cele doud urme P si P’ se
intersecteaza in punctul Py, punct situat pe linia de pamant.

Yy

Fig. 3.12. Rezolvare aplicatia 3.12
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3.13. Sa se determine punctul de intersectie I(i, i’) dintre cele trei plane [P], [Q] si [R].
Se cunosc: OPx = 130, «OPxP = 60°, «OPxP’ = 60°, ORx = 100, «ORxR’ = 45°, iar
planul [Q] este un plan axial (paralel cu linia de pamant).

Rezolvare aplicatia 3.13

Se reprezinta cele trei plane, iar apoi se intersecteaza doua cate doua plane [P] si
[Q] si [R] cu [Q]. Se unesc urmele hicu vi §i se obtine proiectia orizontald a dreptei D1. Se
unesc urmele hz cu vz §i se obtine proiectia orizontald a dreptei D2. La intersectia celor
doud drepte se obtine punctul I(i, I’), punctul de intersectie al planelor [P], [Q] si [R].

X PX RX:hZ‘ Vl h1I VZ J o

Fig. 3.13. Rezolvare aplicatia 3.13
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3.14. Sa se determine punctul de intersectie dintre dreapta (MN) si placa
triunghiulara [ABC]. Sa se stabileasca vizibilitatea dreptei, considerand placa opaca.
Se cunosc: A(110, 40, 40); B(60, 10, 80); C(30, 70, 20), iar pentru segmentul de
dreapta (MN) se cunosc coordonatele punctelor M(100, 50, 80); N(25, 5, 10).

Rezolvare aplicatia 3.14

Se reprezintd in epura proiectiile punctelor care definesc placa triunghiularéd pe
ambele plane de proiectie. Se reprezintd proiectiile punctelor M si N, trasandu-se
proiectiile dreptei, d si d’. In planul vertical prin proiectia dreptei d’ se duce un plan de
capat, plan care contine proiectia dreptei MN, astfel se obtin doua puncte de intersectie 1’
si 2°. Prin cele doua puncte se traseaza linii de ordine pe planul orizontal de proiectie pénéa
la intersectia muchiilor corespondente. Se obtin punctele 1 si 2. Se unesc cele doué&
puncte 1 si 2 si se poate observa ca acest segment intersecteazd segmentul de dreapté
MN in punctul I(i, i’). Acesta este punctul de intersectie dintre segmentul de dreaptd MN si
placa triunghiulara. Se traseaza linie de ordine in plan vertical si se determina astfel si
proiectia verticald a punctului i’. Se studiaza vizibilitatea, astfel din punctele de concurentéa
aparenta se reprezinta in cele douéd plane de proiectie punctele unde aparent dreapta
intersecteazd placa triunghiularé. Se stabileste de pe epurd care punct are cota sau
depértarea mai mare, considerand placa opaca.

A
>l
Y% N
AN
a 3 N az
—
e AN
A \2' o [,
| Y
N\
X - ax My by Cx ‘nx (6]
b n by
P
1
/ -
7
1 &
a i ay
m >3—4

N
O

Fig. 3.14. Rezolvare aplicatia 3.14
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3.15. Sa se determine dreapta de intersectie dintre placile triunghiulare [ABC] si
[MNP]. Sa se studieze vizibilitatea celor doua placi in raport cu segmentul de
intersectie, considerand placile opace.
Se cunosc [ABC]: A(100, 20, 50); B(50, 80, 50); C(10, 30, 50)
[MNP]: M(50, 5, 90); N(10, 70, 20); P(105, 65, 5).

Rezolvare aplicatia 3.15

Se reprezinta in epura puncte care formeaza cele doua placi triunghiulare.

Se poate observa in planul vertical pozitia proiectiilor planului triunghiului a’b’c’ care
este situat intr-un plan de nivel. Prin proiectia triunghiului ab’c’ se fraseaz& un plan de
nivel [N], (N'=g).

A
m' m;
N'=g' ' ' ' ' '
9 a' 8 1 6 b* 4 2'\ 10 c' az=bz=c;
9
7
y y ,
n n,
! "]
5 e
p / pZ
- ax DM CSaLal le)
)X m my
A
8 N / ay
1; c
/
\
— \
7=8 A 1 v
9=10
P - Z Py
5:6 3:4 n ny
b by
Vv

Fig. 3.15. Rezolvare aplicatia 3.15
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Acest plan de nivel va intersecta doua din laturile triunghiului [MNP]. Astfel, notadm cu
1’ respectiv 2’ cele douéd puncte de intersectie. Se traseaza linie de ordine din cele doué
puncte pe planul orizontal, pe planul triunghiului [MNP] si se obtin punctele 1 si 2. Se
unesc cele douéa puncte cu un segment de dreapta, acesta este segmentul de intersectie
dintre cele doué pléci triunghiulare. Pentru studiul vizibilitatii se pozitioneazéa in planul
orizontal punctele de intersectie aparentd si se traseaza linii de ordine in planul vertical. Tn
functie de valoarea cotelor si a departérilor se stabileste care laturi ale unui triunghi (sau
segmente) se afla deasupra laturilor celuilalt triunghi.

3.16. Sa se determine dreapta de intersectie dintre placa triunghiulara [MNP] si
placa patrulatera [ABCD]. Sa se studieze vizibilitatea celor doua placi, considerand
placile opace.
Se cunosc: M(150, 110, 20); N(100, 5, 100); P(40, 90, 25)
A(150, 70, 60); B(100, 20, 10); C(20, 60, 50); D(80, 110, z)

Rezolvare aplicatia 3.16

Se reprezinta in epurd punctele care determind varfurile placii triunghiulare [MNP] si
patrulatere [ABCD].

Fig. 3.16. Rezolvare aplicatia 3.16
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Prin doua laturi ale placii triunghiulare [MNP] se traseaza douéa plane auxiliare (plane
de capat [R1] si [R2]) care intersecteaza laturile placii patrulatere in punctele 1, 2, 3, 4,
respectiv laturile AB, BC si AD.

Se unesc cu segmentul de dreaptd 1-2 si se obtine punctul a, apoi 3-4 si se obtine
punctul B. Segmentul de dreapta af este proiectia segmentului de intersectie dintre cele
doué placi. Pentru studiul vizibilitatii se procedeaza la fel ca si la problemele anterioare, n
functie de méarimea cotei si a depaértarii se stabileste vizibilitatea dreptelor. Muchiile care
nu se vad fie se sterg in totalitate, fie se reprezinta cu linie intrerupta.

3.17. Sa se determine proiectiile punctului M(m, m’) de intersectie dintre o dreapta
oarecare D(d, d’) si un plan ce trece prin linia de pamant si punctul A(a, a’).
Se cunosc: A(19, 21, 13), iar urmele dreptei D sunt H(55, 18, 0) si V(7, 0, 33).

Rezolvare aplicatia 3.17

Planul de capét [Q] dus prin dreapta D(d, d’) intersecteaza planul dat dupéa dreapta
D3(ds, d3’). Aceasta dreaptad intdlneste dreapta D(d, d’) in punctul M(m, m’). Pentru a
obtine dreapta D3(ds, d3’) de intersectie dintre cele doua plane se utilizeaza planul auxiliar
de nivel [G], dus la cota punctului A, care determina in planul Q dreapta de capat
Di1(d1, di’), iar in planul [P] ce trece prin linia de pdmént si punctul A, dreapta fronto-
orizontald D2(d2, d2’).

Punctul B(b, b’) impreuné cu punctul Qx determinéa dreapta de intersectie D3(ds, d3’).

A Z
d':Q':dS'
b'=d, a G'=d)
m, |
X h'=Qx ; v |o
h d ‘ d
m
/ b . 2
d3
dy \ B
Q

Fig. 3.17. Rezolvare aplicatia 3.17
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3.18. Prin punctul oarecare A(a, a’) sa se duca o dreapta Di(d1, di’) care sa se
sprijine pe linia de pamant si pe dreapta D(d, d’) data. Se cunosc: A(27, 7, 20), iar
urmele dreptei D(d, d’) sunt H(50, 9, 0) si V(32, 0, 21).

Rezolvare aplicatia 3.18

Dreapta D1(d1, d1’) este continuta in planul [P] determinat de punctul A si de dreapta
D(d, d’). Urmele acestui plan [P] pot fi determinate cu usgurintd considerand paralela
D2(d2, d2’) dusa prin punctul A, la dreapta D(d, d’). Proiectiile dreptei D:(d1, di’) sunt
determinate de punctul A(a, a’) si de punctul Px, in care linia de pamant intéineste planul
[P].

A><

vy
Fig. 3.18. Rezolvare aplicatia 3.18

3.19. Sa se gaseasca urmele P si P’ ale planului [P] care trece prin punctul
M(90, 40, 12) si dreapta de profil (AB), unde A(45, 75, 5) si B(45, 10, 35).

Rezolvare aplicatia 3.19
Se determind urmele orizontale si verticale ale dreptelor AM(ma,m’a’) si

MB(mb, m’b’) duse prin punctul M, concurente cu dreapta de profil datad. Unind h cu h1 si
V1 cu v1’ obtinem urmele P si P’ ale planului [P] cautat.
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z

Fig. 3.19. Rezolvare aplicatia 3.19
3.20. Sa se determine urmele planului P, P’ ale planului [P] trasat perpendicular pe
primul plan bisector prin dreapta D(d,d’). Se cunosc urmele dreptei H(50, 10, 0) si
V(15, 0, 28).

Rezolvare aplicatia 3.20

Dreapta D(d,d’) intalneste primul plan bisector in punctul M(m,m’), care se determina
luénd simetrica proiectiei verticale d’ fata de linia de pamant.

Fig. 3.20. Rezolvare aplicatia 3.20
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Se consideré dreapta de profil (hivi, hi'vi’) care trece prin punctul M si ale cérei urme
sunt echidistante fatd de linia de pdmant. In acest caz, aceastd dreaptd de profil este
perpendiculara pe primul plan bisector. Ea, impreuna cu dreapta D(d,d’), determina planul
cautat [P].

Ca o verificare, urmele P si P’ ale planului [P], obtinute prin unirea lui h cu hi i
respectiv v’ cu vi’ trebuie sé& se intalneasca in acelasi punct Px de pe linia de pamant.

3.21. Sa se determine piciorul perpendicularei coborate din punctul M(45, 0, 35) pe
planul triunghiului [ABC] cu véarfurile A(55, 20, 10), B(40, 45, 40), C(10, 10, 20).

Rezolvare aplicatia 3.21

Stiind c& perpendiculara D(d, d’) dusé din punctul M pe planul triunghiului [ABC] este
perpendiculara pe orice orizontald, respectiv frontalad a acestuia, se construiesc prin varful
C(c, ¢’) — orizontala G(g, g’), iar prin varful A(a, a’) — frontala F(f, ). Din M(m, m’) se
traseazdd Lgsid LfF.

Planul vertical [Q] dus prin dreapta D(d, d’) intersecteaza planul triunghiului [ABC]
dupa dreapta 12(12, 1°2’). Punctul I(i, i’) = 12 N D este piciorul perpendicularei trasate din
punctul M pe planul triunghiului [ABC].

b' L 2
g
o
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-
a) .-
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Yy

Fig. 3.21. Rezolvare aplicatia 3.21
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Probleme propuse

3.22. Sa se determine urmele planului definit prin punctele A(30, 20, 15); B(50, 10, 35) si
C(75, 6, 25).

3.23. Se da planul [P] dat prin urme: OPx = 50, OPy = 40, OP; = 25 si punctul
A(25, 10, 20) exterior planului. Se cere sa se construiasca planul [Q] care contine punctul
A si este paralel cu planul [P].

3.24. Prin segmentul de dreapta AB, A(20, 15, 10) si B(55, -17, 30) sa se duca un plan
paralel cu axa Ox si sa se reprezinte linia sa de cea mai mare panta fata de planul [H],
dusa prin punctul A.

3.25. Sa se gaseasca urmele unui plan determinat de o dreapta in pozitie oarecare
concurenta cu o dreapta de profil.

3.26. Sa se gaseasca urmele unui plan determinat de o dreaptd in pozitie oarecare
concurenta cu o dreapta de capat.

3.27. Sa se gaseasca urmele unui plan determinat de doua drepte orizontale si de doua
drepte frontale paralele.

3.28. Sa se determine departarea punctului A(40, ay, 13) situat in planul determinat de
punctele: B(11, 10, 14); C(33, 15, 28) si D(19, 16, 25).

3.29. S& se gaseasca intersectia dintre doua plane: primul definit prin punctele
A(26, 13, 3); B(42, 8, -20); C(15, 17, 15), iar al doilea prin axa Ox si punctul D(60, 30, 25).

3.30. Sa se duca prin punctul C(30, 12, 10) o paralela la planul [Bi], care sa fie concurenta
cu dreapta ce trece prin punctele: A(6, 8, 10) si B(36, 20, 24).

3.31. in planul [P] definit prin urme OPx =80, OPy = 50, OP; = 60, s& se construiasca o
orizontala D(d, d’) situata la 22 mm fata de planul orizontal.

3.32. Se dau punctele A(50, 15, 25), B(10, -10, 60) , C(70, -50, 40) si M(35, 20, 25). Sa se
determine urmele planului [P] definit de punctele A, B si C si sa se construiasca prin

punctul M(m, m’), planul [R], paralel cu planul [P].

3.33. Sa se construiasca un plan [P] care contine punctul M(30, 10, 20) si este paralel cu
dreapta D(d, d’) din spatiu, determinata de punctele A(60, 20, 10) si B(40, 10, 30).
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3.34. Se dau punctele OPx = 80, Hi(60, 15, 0), V1(60, 0, 25) care definesc planul [P] si
dreapta D2(dz, dz2’): H2(20, 15, 0), V2(35, 0, 25), ca linia de cea mai mare panta fata de
planul orizontal de proiectie, in planul [Q]. Sa se gaseasca proiectiile dreptei de intersectie
dintre planele [P] si [Q].

3.35. Sa se gaseasca proiectiile dreptei de intersectie dintre doua plane, primul [S], fiind
dat prin dreptele concurente AB si AC, iar al doilea plan [U], prin urmele sale U si U’. Se
cunosc: A(60, 35, 35), B(100, 12, 10), C(40, 20, 28); OUx = 15, OUy = -5, OU; = -10.

3.36. Se da planul [P] definit prin urme: OPx = 70, OPy = 50, OPz = 60 si dreapta D(d, d’):
A(51, 31, 46); B(16, 16, 6). Sa se determine punctul de intersectie I(i, i’) dintre dreapta D si
planul [P].

3.37. Sa se afle dreapta de intersectie a doua plane [P] si [Q] care sunt definite prin liniile
lor de cea mai mare pantd fatd de planul orizontal de proiectie: HV definita de
coordonatele H(20, 30, 0), V(50, 0O, 40), si respectiv H1V1 determinata de coordonatele
H1(80, 30, 0), V1(40, 0, 30).

3.38. Sa se determine intersectia a trei plane care ocupad urmatoarele pozitii in spatiu:
[P] — plan de capat cu OPx = 60, ce trece prin punctul A(40, 0, 20); [Q] — plan de nivel de
cota z = 30; [R] = [B1].

3.39. Se da segmentul de dreapta (AB): A(50, 15, 20), B(25, 5, 10) si planul [P] definit de
urmele OPx = 100, unghiul dintre OPx si OPy este 30°, si unghiul dintre OPx si OP; este
45°. Sa se afle punctul de intersectie dintre dreapta (AB) si planul [P].

3.40. Sa se gaseasca punctul in care dreapta D(d, d’): V(80, 0, 20), B(30, 55, 20)
intersecteaza planul de front situat la 30 mm fata de planul vertical de proiectie.

3.41. Sa se determine punctul in care segmentul de dreapta (MN): M(80, 30, 60),
N(20, 40, 10) intersecteaza placa triunghiulara opaca [ABC]: A(90, 50, 50), B(10, 30, 40),
C(50, 10, 10) si sa se studieze vizibilitatea dreptei.

3.42. Sa se determine proiectile punctului in care dreapta D(d,d’): H(90, 60, 0),
V(25, 0, 45) intélneste planul triunghiului ABC: A(100, 20, 25), B(10, 5, 15), C(50, 60, 50).
Sa se studieze vizibilitatea dreptei.

3.43. Sa se determine dreapta de intersectie dintre doua placi plane opace si sa se
studieze vizibilitatea laturilor:

[ABC] — A(100, 40, 25), B(20, 15, 55), C(5, 35, 15);

[MNP] — M(85, 20, 10), N(35, 50, 55), P(20, 10, 10).
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3.44. Prin punctul A(30, 25, 15) sa se construiasca o dreapta perpendiculara pe planul [P]:
OPx = 90, OPy = 70, OP; = 50 si sa se determine proiectile punctului in care
perpendiculara inteapa planul.

3.45. Prin punctul A(10, 10, 25) sa se duca planul perpendicular pe dreapta (BC) data prin
coordonatele punctelor B(70, 15, 10) si C(35, 30, 28).

3.46. Sa se construiasca planul paralel cu [H] care contine punctul M(60, 40, 30), stiind ca
orizontala care trece prin M face cu planul [V] un unghi de 30°. Tn planul astfel determinat,
sa se construiasca dreapta de capat ce trece prin punctul M.

3.47. Sa se construiasca planul paralel cu planul [V] care contine punctul M(60, 40, 40),
stiind c& frontala care trece prin punctul M formeaza cu planul [H] un unghi de 45°. n
planul determinat, sa se duca verticala care trece prin punctul M.

3.48. Prin punctul M(70, 40, 50), sa se construiasca urmele planului perpendicular pe [V]
stiind cé& frontala punctului M formeaza cu planul [H] un unghi de 45°. Sa se duca dreapta
de capat din plan care trece prin punctul M.

3.49. Sa se reprezinte epura triunghiului [ABC]: A(30, 5, 25), B(10, 10, 15), C(20, 20, 5) si
sa se construiasca urmele planului care contine triunghiul dat.

3.50. 1n planul [P] dat prin urme: OPx = 30, OPy = 50, OP; = 70, sa se construisca linia de
cea mai mare panta fata de planele [H] si [V], printr-un punct C din plan.

3.51. Se dau punctele OPx = 70, H(10, 20, 0), V(45, 0, 35) si M(20, y, -10). Sa se
construiasca urmele planului [P] definit de punctele Px, H si V. Sa se gaseasca proiectia
orizontala a unui punct, situat pe o orizontala din plan.

3.52. Planul [P] fiind: a) plan vertical ce formeaza unghiul a = 45° cu planul [H]; b) plan de
capat inclinat cu 30° fatd de planul [H]; c) plan de profil inclinat cu 60° fata de planul [H],
sa se duca dreptele particulare posibile ale planului.

3.53. Se dau trei puncte necoliniare A(47, 47, 8); B(66, 14, 19); C(27, 37, 19). Se cere sa
se determine urmele P, P’, P” ale planului definit de cele trei puncte.

3.54. Sa se determine punctul de intersectie dintre dreapta D(d, d’) definitéd de punctele M
si N si placa triunghiulara [ABC]. Sa se studieze vizibilitatea dreptei dupa intersectie. Se
cunosc: A(110, 40, 40); B(60, 10, 80); C(30, 70, 20); M(100, 50, 80); N(25, 5, 10).

3.55. Sa se determine dreapta de intersectie dintre o placa triunghiulara [ABC], situata
intr-un plan de nivel de cotd 50 mm si o placa triunghiulara [MNP], situata intr-o pozitie
oarecare. Sa se studieze vizibilitatea. Se cunosc: A(100, 20, 50); B(50, 80, 50);
C(10, 30, 50); M(50, 5, 90); N(10, 70, 20); P(105, 65, 5)
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3.56. Sa se determine dreapta de intersectie dintre placile [ABCD] si [PQR], utilizand plane
proiectante. Sa se studieze vizibilitatea. Se cunosc: A(150, 70, 60); B(100, 20, 10);
C(20, 60, 50); D(80, 110, z), M(150, 110, 20); N(100, 5, 100); P(40, 90, 25).

3.57. Sa se determine proiectiile punctului de intersectie dintre trei plane [P], [Q], [R], date
prin urme: [R] — plan de capat, [P] — plan oarecare, [Q] — plan paralel cu Ox.

ORx = 100; «ORxR’ = 45°;

OPx = 130; « OPxP = 60°; <« OPxP’ = 60°;

OQy = 100mm; OQz = 40mm.

3.58. In planul [P] definit prin urme OPx = 85, OPy = 40, OP; = 50 s& se construiasca o
dreapta ce trece prin punctul B(40, z, 15).

3.59. Sa se determine urmele planului [Q], definit de punctul A(25, 22, 10) si de dreapta de
capat D(d, d’) data de punctele B(45, 30, 25), C(45, 10, 25).

3.60. Se dau doua placi triunghiulare opace, [ABC]: A(60, 10, 7); B(30, 45, 45); C(16, 0, 4)
si [MNQ]: M(55, 5, 38); N(45, 45, 0); Q(10, 23, 28). Sa se determine dreapta de intersectie
dintre cele doua placi.

3.61. S& se construiasca urmele planului [P], determinat de punctele A, B si C, avand
urmatoarele coordonate:

a) A(10, 53, 33); B(30, 14, 54); C(60, 20, 17);

b) A(20, 10, 50); B(50, 10, 50); C(65, 40, 10);

c) A(20, 40, 35); B(20, 40, 15); C(60, 15, 25).

3.62. Sa se determine dreapta de intersectie dintre placile triunghiulare [ABC] si [MNP]. Sa
se stabileasca vizibilitatea laturilor, considerand placile opace. Varfurile triunghiurilor au
urmatoarele coordonate:

A(170, 70, 30); B(55, 110, 96); C(10, 15, 15);

M(160, 20, 15); N(20, 60, 10); P(135, 100, 100)

3.63. Sa se determine dreapta de intersectie dintre placile triunghiulare [ABC] si [MNP]. Sa
se stabileasca vizibilitatea laturilor, considerand placile opace. Varfurile triunghiurilor au
urmatoarele coordonate:

A(175, 65, 30); B(10, 115, 110); C(75, 20, 15);

M(170, 20, 60); N(100, 5, 100); P(20, 125, 15).

3.64. Se dau punctele: A(68, 28, 25); B(60, 28, 35); C(40, 8. 25); H(50, 28, 0) si
V(60, 0, 59). Se cere:
- 8a se construiasca urmele planului [P], definit de punctele A, B si V;
- sa se construiasca urmele planului [Q], definit de punctele A, C si H;
- sa se verifice daca dreapta de intersectie Di(d1, di’) a planelor [P] si [Q] trece prin
punctul A;
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- sa se construiasca urmele planului [R], care este paralel cu planul [P], stiind ca trece prin
punctul M(155, 38, 42);

- sa se determine adevarata marime a unghiului pe care il face planul [R] cu planul
orizontal de proiectie [H].

3.65. Cunoscand punctele A(25, 5, 20); B(58, 29, 0); Qx(111, 0, 0); H(50, 60, 0) si
V(80, 0, 27), se cer urmatoarele:

- sa se construiasca urmele planului [P], avand dreapta AB(ab, a’b’) ca linie de cea mai
mare panta fata de planul vertical de proiectie;

- sa se construiasca urmele planului [Q], care trece prin punctele Qx, H si V;

- sa se verifice daca dreapta de intersectie D1(d1, d1’) dintre planele [P] si [Q];

- sa se construiasca punctul G(g, g’) de intersectie dintre dreapta AB(ab, a’b’) si planul [Q];
- sa se construiasca urmele planului [R] paralel cu planul [Q], stiind ca trece prin punctul
M(150, 23, 20);

3.66. Se dau punctele A(80, 16, 15); B(40, 16, 47); C(34, 33, 31); H(5, 25, 0) si
V(30, 0, 60). Se cere:

- sa se construiasca urmele planului [P], trecand prin punctele A, B, C;

- se construiasca urmele planului [Q], paralel cu axa Ox si continand dreapta HV(hv, h'v’);
- sa se determine intersectia D1(d1, d1’) a planelor [P] si [Q];

- 88 se construiasca urmele planului [R], care trece prin punctul M(150, 20, 45) si este
paralel cu planul [P];

3.67. Cunoscand coordonatele punctelor A(70, 34, 8); B(88, 6, 53); C(110, 0, 62) si
V(129, 0, 30), se cere: sa se determine urmele planului [Q], definit de punctul C(c, C’) si
dreapta D(d, d’); sa se determine urmele planului [T] perpendicular pe planul [R], stiind ca
punctele N(185, 7, 17) si Tx(175, 0, 0) apartin planului.

3.68. Se dau punctele: A(75, 38, 20); B(30, 7, z); C(80, 50, 0). Sa se construiasca urmele
planului [P] definit de punctul C(c, c’) si orizontala AB(ab, a'b’).

3.69. Se dau punctele A(35, 65, 20); B(80, 15, 60); C(70, 65, 0); D(85, 32, 30); Px= 145 si
Qx = 15. Se cere:

- sa se construiasca urmele planului [P], definit de punctele A, B si Px; sa se construiasca
urmele planului [Q], definit de punctele C, D si Qx; sa& se determine urmele planului [R],
paralel cu planul [P], stiind ca contine punctul M(200, 20, 30).

3.70. Se dau segmentele de dreapta AB(ab, a’b’), avand A(170, 70, 20); B(205, 18, 65), si
dreapta verticala D(d, d’), avand urma orizontala definitda de punctul H(185, y, 0),
concurenta cu segmentul de dreapta AB(ab, a’b’) in punctul E(185, vy, z). Se cere:

- sa se construiasca urmele planului [P], definit de dreapta AB(ab, a’b’) si verticala D(d, d’)
- sa se construiasca urmele planului [R], perpendicular pe planul [P], stiind ca trece prin
punctul E de concurentd a dreptelor AB si verticala D(d, d’), precum si prin punctul
Rx(95, 0, 0).
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CAPITOLUL IV

METODELE GEOMETRIEI DESCRIPTIVE
METODA SCHIMBARII PLANELOR DE PROIECTIE

41. Se considera triunghiul [ABC] ale carui varfuri sunt punctele date de
coordonatele A(16, 44, 8); B(38, 7, 38); C(65, 32, 25). Printr-o schimbare de plan
vertical de proiectie, sa se transforme planul acestui triunghi intr-un plan de capat,
apoi prin a doua schimbare de plan sa se determine adevarata marime a triunghiului
dat.

Rezolvare aplicafia 4.1

Primul pas este constructia unei orizontale CM(cm, ¢’'m’) prin varful C in planului
triunghiului, apoi se efectueaza schimbarea de plan vertical de proiectie.

bl

e

c=c

Fig. 4.1. Rezolvare aplicatia 4.1
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Se ia o noua linie de de pamant notata cu O1x1 Si se traseazd o perpendiculara pe
prelungirea orizontalei care pleaca din punctul C (unul din varfurile triunghiului). Aceasta
noud axa se va trasa la o distantd aleatorie faté de planul triunghiului [ABC] si orientatd in
sens invers axei Ox.

Aceasta nouéa linie de pamant este perpendicularé pe cm Si apoi se vor méasura
cotele punctelor A, B si C si se pozitioneazé de la axa O1x1 In continuare. Aceste cote se
regasesc in datele problemei.

Se obtine noua proiectie verticald ai’bi’ci’ a triunghiului dupé un plan de capat.
Cele trei vérfuri ale triunghiului obtinut sunt coliniare. Pentru a determina adevérata
marime a triunghiului [ABC] se realizeaza a doua schimbare de plan, o schimbare de plan
orizontal de proiectie si se obtine proiectia triunghiului azbzc2. Se alege o noua axa Oq2x2
care se traseaza paralel cu planul triunghiului ai’bi’c1’, se transforma planul placii in plan
de nivel.

Se traseazéa perpendiculare din fiecare varf al triunghiului pe linia de paméant Oxxa,
dupé care se masoara departarile (distanta de la vérfurile a, b, ¢ pdna la axa Oixi), iar
acele departari se vor reprezenta de la axa O2xx2. Se obfine astfel adevarata marime a
triunghiului [ABC] utilizdnd dubla schimbare a planelor de proiectie.

4.2. Sa se determine lungimea reala a segmentului de dreapta MN definit prin
punctele sale: M(60, 30, 35) si N(20, 10, 15) precum si unghiurile pe care le formeaza
cu planele de proiectie.

Rezolvare aplicatia 4.2

Segmentul de dreaptd MN se proiecteaza in adevédrata marime pe un plan daca
este paralel cu acel plan. Prin urmare, daca segmnetul de dreapta MN se transforma, prin
schimbarea planului vertical de proiectie, in pozitie de frontald, MiN1, paralel cu planul
vertical de proiectie nou ales [V], el se proiecteazd in adevéaratd marime pe acel plan,
MN = m1’n1’, iar unghiul B dintre proiectia verticald m1’n1’ si axa O1x1 este unghiul pe care
segmentul dat il formeaza cu planul orizontal [H], (fig. 4.2a). Proiectia d: fiind paralelé cu
planul vertical de proiectie [V] inseamnéa c& s-a modificat pozitia dreptei din dreapté
oarecare in dreapta particulara, respectiv intr-o frontala.

In continuare, pentru a determina adevédrata mérime a segmentului de dreaptd MN,
(reprezentat n figura b) se efectueazd o noud schimbare de plan orizontal de proiectie,
care va conduce la determinarea lungimii reale a segmentului de dreapta MN, proiectat pe
noul plan orizontal de proiectie, MN = min1 precum si a unghiului a dintre segmentul MN s/
planul vertical [V] de proiectie. Proiectia d’ este paralelé cu planul orizontal de proiectie
[H], ceea ce inseamna ca aceasta proiectie este o dreapta orizontala.
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b)

Fig. 4.2. Rezolvare aplicatia 4.2
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4.3. Sa se determine adevarata marime a distantelor cuprinsa intre dreptele paralele
D(d, d’) si D1’(d1, d1’), utilizdnd metoda schimbarii planelor de proiectie. Se dau
coordonatele punctelor care definesc dreptele: A(90, 30, 10); B(55, 5, 40);
C(75, 35, 10); E(45, 14, 36)

Rezolvare aplicatia 4.3

Se reprezinta in epura proiectiile care definesc cele doué drepte. Pentru aceasta se
aleg segmentele AB si CE respectiv pe cele doua drepte D si D1 si se efectueazd o
schimbare de plan vertical de proiectie, urmaté de o schimbare de plan orizontal de
proiectie, transformand dreptele in frontale, iar apoi in verticale. Axa Oi1x1 se traseaza
paralel cu proiectile d si di. Se duc perpendiculare pe noua axa, iar apoi se masoara
cotele punctelor de la axa Oix1 Tn continuarea perpendicularelor si obtindndu-se proiectiile
dreptelor din planul vertical [V]. Pentru a doua schimbare de plan se traseaza /a o distanta
aleatorie axa O2x2 perpendiculard pe proiectile dreptelor, se mé&soaré departarile
punctelor a, b, ¢, e pand la axa Oixi. Se reprezintd de la axa Oxx2 In continuarea celor
doud perpendiculare duse din proiectiile punctelor ai’bi’ci’ei’ si se obtin proiectiile
punctelor axb2 suprapuse, la fel si proiectiile cze2, dreptele transformandu-se din drepte
frontale la prima schimbare de plan in drepte verticale la a doua schimbare de plan.
Dreptele verticale sunt drepte perpendiculare pe planul [H] de proiectie. Adevéarata marime
a distantei [ se mésoaréa intre proiectiile orizontale ale celor doua verticale.

A
X @)
X
X |
I = distanta dintre  c,=e, e,=e,'
cele doua drel:(i/.—
. blI:b2|
a,=h, Yy
| ©

Fig. 4.3. Rezolvare aplicatia 4.3
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4.4. Sa se determine, printr-o schimbare de plan vertical de proiectie, distanta dintre
punctul A(a, a’) si planul [P] dat prin urme OPx = 100, OPy = 65, OP; = 85, iar punctul
A are coordonatele A(35, 65, 75).

Rezolvare aplicatia 4.4
Se transformé& planul [P] in plan de capét, luand linia de pamant axa Oixi
perpendicularé pe urma orizontald P a planului. Noua proiectie verticala a punctului A este

ai’, lar perpendiculara ai’sy’ pe noua urma verticald P1’ a planului de capat masoara
distanta de la punctul A la planul dat.

P

Fig. 4.4. Rezolvare aplicatia 4.4
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4.5. Sa se gaseasca adevarata marime a triunghiului ABC prin metoda schimbarii
planelor de proiectie. Se cunosc: A(100, 10, 65); B(75, 75, 10); C(5, 50, 35).

Rezolvare aplicatia 4.5

Se reprezintd punctele in epurd, apoi se reprezintd orizontala planului trasata
printr-un varf al triungiului. Perpendicular pe aceasté orizontald se va trasa axa OiXi1. Se
duc perpendiculare pe noua linie de paméant din varfurile triunghiului. De la aceasta noua
axa se vor mdsura cotele celor trei puncte. Unind punctele obtinute se obtine planul
triunghiului a1’c1’b1’, proiectiile fiind coliniare. S-a transformat planul pl&cii in plan de capat.
Orizontala g fiind dreapta perpendiculara pe planul vertical [V] de proiectie aceasta devine
dreapta de capait.

La prima schimbare de plan, planul triunghiului [ABC] devine plan de capét, la a
doua schimbare de plan, planul triunghiului devine paralel cu planul [H] (plan de nivel).
Astfel, se va trasa a doua axa O2xz care va fi paralela cu planul triunghiului [A1’B1’C1’] la o
anumita distantad de acesta. Se traseaza apoi perpendiculare din varfurile triunghiului pe
noua axa, iar proiectiile az:b2c2 vor rezulta astfel: se méasoara departérile punctelor a,b,c
din planul orizontal [H] fatd de axa O1x1 Si se vor pozitiona de la axa O2x2 In continuare.
Unind proiectiile az:bzc2 rezultd mérimea reald a suprafetei triunghiului A2B2C.

c=c,

Fig. 4.5. Rezolvare aplicatia 4.5
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4.6. Se considera planele [P] si [Q]. Se cunosc «Q’OxO = 45°, «QOxO = 60°, iar
OQx = 10 mm. Pentru planul [P] se cunosc: «P’PxO =45°, «PPxO = 30° iar
OPx =90 mm. Sa se efectueze o schimbare de plan vertical de proiectie, astfel incat
noile urme verticale ale celor doua plane date sa devina paralele.

Rezolvare aplicatia 4.6

Se determinéa proiectiile HV(hv, h'v’) ale dreptei de intersectie dintre cele douéa
plane P si Q. De asemenea se stie ca dreapta de intersectie dintre doua plane cu urmele
verticale paralele este o frontald. De aceea se va efectua o schimbare de plan vertical de
proiectie, astfel incat dreapta (hv, h’v’) sé& devina frontala. Pentru aceasta se ia axa Oix1
paralelad cu proiectia orizontala hv si cu ajutorul proiectiilor i’ si k’ se obtin noile urme
verticale paralele P1’ si Q1”.

Q'
(@) z
' A
kl
>VI
il
dl
S o}
X Px 0’/ i=k | v h " 0]
P, d
Q; il‘
k 1
' le h
Qxl
Q Yy

Xq

Fig. 4.6. Rezolvare aplicatia 4.6

4.7. Sa se determine distanta de la punctul M(50, 35, 30) la planul [P]: OPx = 100,
OPy =50, OP; = 70, utilizand o schimbare de planelor de proiectie.

Rezolvare aplicatia 4.7

Se va transforma planul [P] in plan de capat [P] L[V]. Se traseaza noua linie de
pamant O1x1 perpendiculara pe urma orizontala P a planului.
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Din punctul M(m, m’) se traseaz& perpendiculard pe axa Oix1 Si se traseazé in
continuare cota punctului M, obfinandu-se proiectia m1’. Axa Oix1 N Ox in proiectia i, cu
linie de ordine se determiné proiectia i’ pe urma P’ a planului. Cu varful compasului in
punctul i se roteste proiectia i’ pana la intersectia cu urma P1’. Din proiecfia i1’ se traseazéa
0 perpepndiculard pe axa Oixi. Urma Pi’ se traseaza prin proiectia 11’. Schimbarea
planului de proiec’ie pentru M se va trasa o perpendiculard din mi pe axa Oixi §i se
maé&soara in continuare cota punctului M obtindndu-se proiectia m1’. Din aceastéa proiecfie
M1’ se traseaza o perpendicularé pe urma P1’ si aceasta reprezinté distanta de la punctul
M(m, m’) la planul [P], adicd m1’ny’.

I o

Ol ‘

Fig. 4.7. Rezolvare aplicatia 4.7

4.8. Sa se determine adevarata marime a distantei { cuprinsa intre planele paralele
[P]: OPx =100, OPy =40, OPz = 60 si [Q]: OQx = 60

Rezolvare aplicatia 4.8
Se transformé& planele paralele oarecare in plane de capét [P1]L[V] si [Q1]L[V].
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Problema se rezolvé prin transformarea planelor oarecare in plane proiectante fata
de unul din planele de proiectie, astfel distanta { dintre ele s& se masoare intre urmele de
pe planul de proiectie fata de care planele sunt proiectante.

Planele [P] si [Q] se transformé in planele de capét [P1] si [Q1] printr-o schimbare de
plan vertical de proiectie, ludnd noua axa Oaixi perpendiculard pe urmele orizontale si
folosind punctele i si j din planele [P] si [Q]. Distanta { se m&soaré intre noile urme

verticale P1’ si Q1’. Proiectiile i=j sunt proiectiile care se obfin la intersectia liniei de pamant

TS I

AZ

Pz

distanta
dintre plane

Fig. 4.8. Rezolvare aplicatia 4.8

4.9. Se da o dreapta, definita de punctele A si B de pozitie oarecare si un punct
exterior M. Se cere sa se realizeze constructia in epura a piciorului perpendicularei
dusa din punctul M pe dreapta data si adevarata marime a distantei de la punctul M
la dreapta. Se dau coordonatele punctelor: A(70, 30, 15); B(35, 5, 30); M(60, 10, 35).

Rezolvare aplicatia 4.9

Printr-o schimbare de plan vertical de proiectie a punctelor A si B, dreapta data
devine frontala.
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Prin aceeasi schimbare de plan se determind noua proiectie verticala a punctului
M(mz1’). Din N1(n1, n1’) se traseaza o perpendiculard pe noua proiectie verticald a dreptei,
obtindndu-se punctul N(n1’).

Se obtin proiectiile corespunzétoare ale punctului N pe vechile proiectii ale dreptei
D, ca picior al perpendicularei duséa pe dreapta respectiva.

Adevérata méarime a distantei dintre punctele M si N se afla in urma unei schimbaéri
de plan orizontal de proiectie. Cea de-a doua axa corespunzétoare schimbarii de plan, axa
O2x2, se traseazé perpendiculara pe directia proiectiei verticale a1’, b1’. In aceasts situatie,
cele doué proiectii orizontale a1 si b1 pdstrand aceeasi depdértare, sunt confundate. Prin
determinarea ultimei proiectii a punctului Mi(m1, m1’) s-a rezolvat problema. Distanta de la
proiectia mz la proiectia ax=b>=n> reprezintad adevéarata marime a distantei de la punctul M
la dreapta.

distanta de la
punctul M
la dreapta D

Fig. 4.9. Rezolvare aplicatia 4.9

4.10. Sa se determine adevarata marime a placii triunghiulare [ABC] prin metoda
schimbarii planelor de proiectie. Se cunosc: A(85, 23, 20); B(35, 12, 53); C(17, 50, 6).

Rezolvare aplicatia 4.10
Se reprezintd in epura proiectile punctelor care formeaza placa triunghiulara.

Pentru determinarea adevaratei marimi a placii triunghiulare avem nevoie de doua
schimbari succesive de plan.
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Se traseaza o frontala (frontala este dreapta paralela cu planul vertical de proiectie)
din proiectia a a triunghiului din proiectia orizontala care va intersecta latura bc in punctul
1. Se duce linie de ordine in planul vertical pana pe latura b’'c’ si astfel se determina
proiectia punctului 1°.

Perpendicular pe aceasta frontala din planul vertical se traseaza axa Oaixa, dar de
sens contrar axei Ox, astfel se realizeaza prima schimbare de plan. Din proiectiile a’b’c’ se
duc perpendiculare pe noua axa. De la axa Oixi1 se traseaza in continuarea
perpendicularelor departarile punctelor abc. Punctele aibici sunt coliniare.

Pentru a doua schimbare de plan de proiectie, pentru a determina adevarata
marime a triunghiului ABC avem nevoie de o noua axa notata cu O2x2 care se va trasa
paralela cu planul triunghiului [A1B1Ci]. Din proiectiile ai,bi,c1 se duc perpendiculare pe
noua axa O2x2. In prelungirea acestor perpendiculare se masoara departarile punctelor ar’,
b1’, c1’ pana la axa Oixa. Unind proiectile nou obtinute a2’,b2’,c2’ se obtine adevarata
marime a placii triunghiulare.

a,'

al':a' b

[}

Fig. 4.10. Rezolvare aplicatia 4.10
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Metoda rotatiei

4.11. Sa se roteasca punctul A(a, a’) astfel incat sa apartina planului bisector al
primului diedru. Punctul are coordonatele: A(35, 24, 13).

Rezolvare aplicatia 4.11

Se efectueaza o rotatie de nivel a punctului A(a, a’) in jurul axei verticale Q(w, w’),
péna cand punctul A va avea in pozitie rotitd cota sa egald cu depértarea. Se consideréa
paralela d dusé la Ox, la o departare egala cu cota punctului A.

Se alege proiectia w (piciorul axei de rotatie) pe aceasté paraleld d si cu raza wa se
descrie arcul de cerc care taie in a1 si a2 dreapta d.

Proiectia verticala a’ descrie in rotatia de nivel a punctului A o paraleld la Ox si
intalneste liniile de ordine ale proiectiilor orizontale rotite a1 si a2 In ai’, respectiv az’.
Proiectiile A1 (a1, a1’) si Az (az, az’) reprezintéa cele douéa solutii ale problemei.

A z
all a, O) a2|
i
X
- ) O
y d ()
& \ a,
a vy

Fig. 4.11. Rezolvare aplicatia 4.11

4.12. Sa se roteasca dreapta D(d, d’) astfel incat sa devina paralela cu linia de
pamant. Se cunosc A(45, 20, 25), B(18, 35, 40).

Rezolvare aplicatia 4.12

Rotatia de nivel a dreptei D(d, d’) in jurul axei verticale (w, w’) aduce dreapta
D(d, d’) in pozitie de dreapta frontald D1(d1, d1’).
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Apoi, rotatia de front a dreptei frontale D1(d1, d1’) In jurul axei de rotatie (w1, w1
aduce dreapta D1 in pozitia de dreapta fronto-orizontald Do(d», d2). Tn general problema
datd admite patru solutii, deoarece existd doua pozitii ale proiectiei orizontale d1 si doué&
pozitii ale proiectiei verticale da’.

Z
d; A
d,’ d' b
b,
L O
a
d
{90
o, o 1 b
d1:d2 CZ
bl a ' y

Fig. 4.12. Rezolvare aplicatia 4.12

4.13. Sa se roteasca dreapta D(d, d’) determinata de punctele A(48, 33, 13) si
B(40, 36, 6), astfel incat sa se situeze intr-un plan [P] dat prin urme.

Rezolvare aplicatia 4.13

Se determiné proiectiile N(n, n’) ale punctului N de intersectie dintre dreapta D(d, d’)
si planul [P], utilizdnd planul proiectant [Q], dus prin dreapta D. Punctul N(n, n’) este
comun dreptei D si planului P si ramane propriul sédu rotit dacé se alege axa verticala de
rotatie Q(w, w’) sa treaca prin proiectia punctului.

Este necesar sa se determine un al doilea punct comun intre dreapta D si planul
[P]. Pentru aceasta se roteste urma orizontalé h a dreptei D panéa cand se aseaza in hi pe
urma orizontala a planului P.

78



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

Segmentul hii determiné proiectia orizontala rotitd d1 a dreptei D. Proiectia verticala
rotita d1’ a dreptei D este determinata de hi'w’.

Ca verificare, urma verticalad v1’ a dreptei rotite D1(d1, d1’) trebuie sa se gaseasca pe
urma verticala P’ a planului dat.

o
n=m
a
d; b~
\
hy
m
\P
o Yy

Fig. 4.13. Rezolvare aplicatia 4.13

4.14. Se considera planele [P] si [Q] date prin urme. Sa se roteasca planul [Q] astfel
incat sa devina paralel cu planul [P]. Se dau OPx = 105, <OPxP’ = 60°, «OPxP = 60°,
OQx = 12, <00QxQ = x0QxQ’ = 45°.

Rezolvare aplicatia 4.14

In prima etapa se roteste planul [Q] in jurul axei verticale Q(w, w’) (din planul
vertical de proiectie), astfel incat urma Q sé& devinad Qi paraleld cu urma P.

79



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

Rezulta pozitia rotita Q1” a urmei verticale Q prin unirea punctului Qix cu n’. Planele
[P] si [Q1], avand urmele verticale paralele, se intersecteazd dupé o dreapta care este o
orizontala G(g, g).

Se alege ca a doua axa de rotatie o dreaptd Di1(d1, d1’), paralelé cu orizontala de
intersectie a planelor P si Qi1. Dreapta (axa) Di(d1, di’), de asemenea o orizontald, este
situaté in planul [Qi] si are urma verticald in (v, v’). Se roteste planul [Qi] in jurul
orizontalei D1(d1, d1’), pdné cénd devine paralel cu planul PP’. Astfel, urma Q1’ se roteste,
pivotand in jurul lui v’, pdnd ce devine paraleld cu P’ si ocupd pozitia Q2. Urma Q1 se
deplaseazé paralel cu ea insasi si ocupa pozitia Q2. Planul Q2Q2’ este paralel cu planul
[P] si reprezinta pozitia rotita a planului [Q].

Q

Fig. 4.14. Rezolvare aplicatia 4.14
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4.15. Se considera varfurile triunghiului [ABC] punctele A(150, 10, 25), B(120, 40, 50),
C(100, 25, 10). Sa se determine adevarata marime a placii triunghiulare prin dubla
rotatie.

Rezolvare aplicatia 4.15

Se reprezintd in epurd punctele din datele problemei, si se formeazéa apoi planul
placii triunghiului oarecare. Astfel, prin douéa rotatii succesive, planul triunghiului se aduce
in pozitia in care va fi paralel cu unul din planele de proiectie pe care se va proiecta, in
adevérata marime. Primul pas este realizarea unei rotatii de nivel, in jurul axei Q(w, w’),
aceasta axa va fi dusé prin varful C(c, c¢’) al triunghiului. Tot prin punctul ¢ se va trasa si o
dreapta perpendiculard pe orizontala dusé din punctul a. Piciorul perpendicularei se va
nota cu n, apoi se va roti si piciorul perpendicularei pana se obtine pozitia punctului ni.
Prin rotatie, orizontala Ai(a1, a’1’) a triunghiului devine dreapta de capat. Punctele A(a, a’)
si B(b, b’) se rotesc in pozitiile Ai(a1, a1’) si B(b1, b1’), proiectfiile lor verticale a1’ si b1’ fiind
coliniare cu ci’. Planul triunghiului a devenit astfel, plan de capat (plan perpendicular pe
planul vertical de proiectie). Printr-o rotatie de front, in jurul axei de capét ii(i1, i1’), dusa tot
prin C(c, c¢’), planul triunghiului devine plan de nivel, cu proiectia verticald az’bz’c>’.
Adevarata marime a triunghiului este axb,Cs.

AZ
o
b' o by'=b,'=i/ ay,’ Cy
g 1 .
a' ol
\ _ /
c'=¢,
C=OEC
n, C2
1 b=b,
o 3 a
i
Vy

Fig. 4.15. Rezolvare aplicatia 4.15
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4.16. Sa se roteasca planul [P], dat prin urme, astfel incat sa devina perpendicular
pe planul [Q], dat de asemenea prin urme.

Rezolvare aplicatia 4.16

Se alege o axa verticala de rotatie Q(w, w’) care intersecteaza planul [P], in punctul
S(s,s’). Se duce prin punctul S, care ramane propriul sau rotit, normala N(n, n’) la planul
QQ)’, iar din urma orizontala h a acestei normale se duc tangentele hti, si ht la cercul de
raza wt descris cu centrul in w. Proiectia ht1 reprezintd urma orizontala rotitd P1 a planului
P. O data cu urma orizontald a planului [P] se roteste si orizontala D a punctului de
intersectie w dintre axa si plan, care ocupa pozitia D1(d1, d1’). Rezulta astfel urma verticala
ki’, care impreuna cu P1x determind P1’, urma verticala rotita a planului [P]. Ca o verificare,
aceasta urma rotitd P1’ trebuie sé& treaca prin urma verticalé v’ a normalei N(n, n’).

Fig. 4.16. Rezolvare aplicatia 4.16
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Metoda rabaterii

4.17. Sa se gaseasca proiectiile perpendicularei, dusa din punctul M(40, 50, 25) pe
dreapta D(d, d’), definita de punctele A(85, 20, 25), B(55, 10, 50)

Rezolvare figura 4.17

Se rabate planul determinat de punctul M si de dreapta D pe un plan de nivel N,
construit prin M si A. Punctul A(a,a’), impreun& cu punctul M(m, m’) determin& orizontala
de intersectie D1(d1, d1’) dintre cele doué plane, orizontalé care se ia ca axa de rabatere.
Se rabate punctul oarecare B(b, b’). Construind in b triunghiul de rabatere bbiw al
punctului B, se obtine proiectia bo a punctului B, pe planul de nivel N'. Se traseazd o
perpendicularé pe axa de rabatere € si o paraleléa la €. Se mésoara cota bbi, cota punctului
B péna la planul de nivel. Q(w, w’) este centru de rabatere si se roteste wby pdnacénd
intéalneste perpendiculara din b pe axa de rabatere, rezultdnd bo. Se traseaza in rabatere,
din punctul m=mo, perpendiculara pe Do si se obtine no, care se intoarce din rabatere in n
si apoi in n’. Perpendiculara cautata este MN(mn, m’n’).

A

Fig. 4.17. Rezolvare aplicatia 4.17
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4.18. Sa se gaseasca in adevarata marime distanta U cuprinsa intre doua drepte
paralele D(d, d’) si Di(d1, d1’) date prin proiectiile lor. Se dau:
A(81, 32, 41); B(52, 51, 41); M(91, 34, 35), iar cota planului de nivel [N] = 41.

Rezolvare aplicatia 4.18

Se rabate planul celor doua drepte paralele pe un plan de nivel [N]. Se alege ca axa
de rabatere orizontala G(g,g’) care rezulta din intersectia planului de nivel [N] cu planul
celor doua drepte paralele. Punctele A si B, de pe dreptele (D) si (D1), rdman propriile lor
puncte rabatute, fiind pe axa de rabatere (pe care de altfel o si determina).

Rabatem punctul oarecare M(m, m’) de pe dreapta D, astfel se construieste o
paralela si o perpendicularé pe axa de rabatere. mm; este egal cu cota punctului M pana
la planul de nivel.

Se construieste triunghiul de rabatere mmiw al punctului M si se obtine punctul
rabatat mo pe planul de nivel N’. Se aseaza virful compasului in punctul w si se duce arcul
de cerc cu raza im pana intalnegte prelungirea mi. Distanfa d cuprinsa intre cele doua
drepte paralele D si D, se méasoara, in adevéarata marime, intre dreptele rabatute Do si D1o.

distanta dintre
dreptele para\e\e

Fig. 4.18. Rezolvare aplicatia 4.18
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4.19. a) Sa se determine adevarata marime a unghiului dintre doua drepte
concurente D(d, d’) si D:(d1, d1’).

Se cunosc: V1(60, 0, 30); V2(20, 0, 40); N(40, 10, 15).

b) Sa se determine adevarata marime a placii triunghiulare ABC prin rabatere pe un
plan de front.

Se cunosc: A(45, 10, 40); B(20, 30, 10); C(70, 40, 15);

Rezolvare aplicatia 4.19 a) si b)

a) Primul pas este reprezentarea in epura a punctelor V1, V2 si N. Punctul N(n, n’)
este punctul de intersectie dintre cele doud drepte. In planul vertical se intersecteazé
proiectiile vi’ si v2’ si se obtine axa de rabatere. Din proiectia n’ de va trasa o paralela si o
perpendiculard pe axa de rabatere. Piciorul perpendicularei va fi notat cu w’, iar mm; este
departarea punctului N. Cu varful compasului in w’ se descrie un arc de cerc pana cénd va
intersecta prelungirea perpendicularei dusa din n’. Astfel sa obtine proiectia no. Din acest
punct se vor trasa proiectiile dio $i d20 pana in proiectiile vi’ si v2’. Unghiul se méasoaréa intre
noile proiectii rabatute dio si d2o.

Yy

Fig. 4.19 a) Rezolvare aplicatia 4.19

b) Pentru a determina adevarata marime a placii triunghiulare se vor reprezenta in
epura cele trei puncte A, B si C si se traseaza planul de front [F]. Prin acest plan de front
se traseazd frontala care va fi si axa de rabatere, si se traseazé prin punctul B(b, b’). Axa
de rabatere va intersecta latura AC a triunghiului in punctul M(m, m’). in planul vertical axa
de rabatere trece prin punctul b’ care va fi propriul lui punct rabatut, deci va fi egal cu bo.
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Urmeaza determinarea celorlalte doua puncte ale triunghiului astfel: pentru proiectia
punctului ¢’ se va trasa o perpendiculara si o paralela la axa de rabatere. Paralela va avea
dimensiunea masurata in planul orizontal de la punctul ¢ pana la planul de front.

Se descrie un arc de cerc cu varful compasului in punctul w’ si se determina
proiectia. Pentru determinarea proiectiei se procedeaza astfel: din proiectia a’ se traseaza
o perpendicularé pe axa de rabatere, iar din proiectia co’ se va trasa o dreaptd care va
trece prin proiectia m’. La intersectia celor doua drepte rezulta proiectia virfului triunghiului
ao. Adevaérata mérime a triunghiului este aoboCo.

b'=h,

F=f

Yy

Fig. 4.19 b) Rezolvare aplicatia 4.19

4.20. Sa se determine adevarata marime a placii triunghiulare ABC prin rabatere pe
un plan de nivel. Se cunosc: A(30, 20, 40); B(50, 30, 50); C(70, 10, 30)

Rezolvare aplicatia 4.20

Se reprezintd punctele in epurd si se unesc astfel incét rezultd proiectiile
triunghiului ABC pe cele doua plane de proiectie. Se construieste planul de nivel [N], iar
intersectia acestui plan cu placa ABC este orizontala G(g,9). Aceastd orizontala
intersecteaza latura c’b’ a triunghiului in punctul m’. Se coboaré linie de ordine si se
determina in plan orizontal proiectia m pe latura cb. Din proiectia a se traseaza proiectia g,
care este axa de rabatere. Punctul a coincide cu ao fiind propriul lui punct rabatut.

Urmeazé apoi determinarea celorlalte dou& proiectii bo Si co. Astfel, pentru
determinarea proiectiei co Se traseaza o perpendiculard si o paraleld pe axa de rabatere.
Lungimea paralelei este egalé cu distanta masurata in plan vertical de la proiectiei ¢’ péna
la planul de nivel. Se formeaza triunghiul de rabatere si se determiné proiectia Cu.
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Se roteste proiectia ci1, cu varful compasului in punctul w panéd cand va intalni
prelungirea perpendicularei trasatd din c¢ si se obtine proiectia co, celdlalt varf al
triunghiului. Pentru determinarea proiectiei bo se traseaza o perpendiculara din b pe axa
de rabatere g.

Din proiectia co se traseazé o dreaptd care trece prin m, iar la intersectia cu
perpendiculara din b se obtine proiectia bo, al treilea varf al triunghiului. Adevérata méarime
a triunghiului este proiectia aoboCo.

bl
y4
N'=qg m' a A
1 /
C
|
X @)
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Fig. 4.20. Rezolvare aplicatia 4.20

4.21. Sa se determine adevarata marime a unghiului dintre doua drepte concurente
D(d, d’), si D1(d1, d1’), se dau coordonatele punctului M(48, 20, 28).

Rezolvare aplicatia 4.21

Fie M(m, m’) punctul de concurentéa al celor douéa drepte.

Se construieste urma orizontala P a planului format de cele douéa drepte concurente
Si care este axa de rabatere.

Se formeaza in m triunghiul de rabatere al punctului M, ducénd din m paralela si
perpendiculara la axa de rabatere. Pe paralelé se ia cota m’mx a punctului M faté de planul
pe care se face rabaterea (fata de planul orizontal) si rezultd m;.

Perpendiculara din m intédlneste axa de rabatere in w, centrul de rabatere. Cu raza
wm, se descrie arcul de cerc care intalneste perpendiculara mw in mo, rabaterea punctului
M. Urmele hi=ho si h=ho ale dreptelor D1 si D fiind pe axa P de rabatere, rdmanand
propriile lor pozitii ale punctelor rabé&tute. Unind mo cu aceste puncte se obtin dreptele
rabatute do si d1o, pe planul orizontal de proiectie, ale dreptelor concurente date.
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Intre proiectiile rabatute do si dho se mdsoara in adevdratd marime unghiul format
de cele doué drepte concurente D si D;.

Fig. 4.21. Rezolvare aplicatia 4.21

4.22. Sa se gaseasca in adevarata marime unghiul pe care il face dreapta D(d, d’) cu
planul [P], «OPxP = 30°, «OPxP’ = 30°, A(58, 51, 38); B(40, 44, 38); M(67, 66, 53)

Rezolvare aplicatia 4.22

Fie D(d, d’) dreapta datad si [P] planul dat prin urme. Dintr-un punct oarecare
M(m, m’) de pe dreapta D(d, d’) se duce o perpendiculara pe planul dat. Prin rabaterea
punctului M(m, m’) pe un plan de nivel [N] se determina, in adevarata marime, unghiul
cuprins intre perpendiculara dusé si dreapta D(d, d’).

Unghiul complementar este, in adevérata marime, unghiul cautat.

88



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

z

o
a v neg

90°
Y

Fig. 4.22. Rezolvare aplicatia 4.22

4.23. Sa se gaseasca in adevarata marime unghiul diedru cuprins intre doua plane
[P] si [Q] ale caror urme orizontale sunt paralele.

Se dau urmele planului €«OPxP’ =30°, «OPxP = 45° P|Q, A(30, 17, 14), ORx= 12,
ORXRZ = °°.

Rezolvare aplicatia 4.23

Dreapta de intersectie dintre aceste doud plane este o orizontald G(g,g). Se
considerd punctul A(a, a’) oarecare de pe aceastd dreaptd si se duce prin acest punct
planul [R] perpendicular pe dreapta G(g, g’) de intersectie dintre cele douéa plane.

Planul [R] intersecteazé planele [P] si [Q] dupa doué drepte de intersectie, ale céror
proiectii orizontale ah si ah1 se suprapun pe urma orizontald R a planului vertical RR’. Prin
rabaterea acestui plan vertical pe planul orizontal de proiectie se obfine, in adevarata
marime, unghiul c&utat, fiind cuprins intre rabaterile aoh si aoch1 ale dreptelor de intersectie
determinate anterior.
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z

Fig. 4.23. Rezolvare aplicatia 4.23

4.24. Sa se gaseasca urmele planului [P], cunoscand proiectiile punctului M(m, m’)
din plan si proiectia mo rabatuta a acestui punct pe planul orizontal de proiectie.
Se da: M(35, 20, 25).

Rezolvare aplicatia 4.24

Fie m si m’ proiectiile punctului M si mo proiectia rabé&tutd a acestui punct pe planul
orizontal de proiectie.

Unind mo cu m si ducédnd o perpendiculard in m pe mom, se obtine proiectia
orizontald g a orizontalei G(g, g’) care trece prin punctul M. Proiectia verticald g’ si urma
verticala (v, v') ale acestei drepte rezulta ducand prin m’ o paralela la linia de paméant. Pe
proiectia g se masoard mms egal cu cota punctului M. Tn triunghiul de rabatere al punctului
M se géseste w, centrul de rabatere. Pentru aceasta, im: trebuie sé fie egal cu wmo.

Deci, w se determina pe mediatoarea ridicatd pe mijlocul a al segmentului moma Si
pe dreapta mom. Paralela dusé la g prin w este urma orizontald P a planului (axa de
rabatere). Rezulta Py, care unit cu v’ determiné urma verticala P’ a planului cautat.
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Fig. 4.24. Rezolvare aplicatia 4.24

4.25. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare [ABC] prin
rabatere pe un plan de nivel [N].
Se cunosc: A(110, 20, 60); B(25, 10, 75); C(70, 0, 10)

Rezolvare aplicatia 4.25

Se traseaza planul de nivel [N], plan pe care coincide cu orizontala G(g,9’).
Orizontala se traseazé din proiectia a’ si intersecteazd latura opuséd in m’. Se coboara apoi
linie de ordine in planul orizontal si se obtine proiectia m pe latura cb a triunghiului. Se
fraseazé orizontala g din proiectia a si aceasta este de altfel si axa de rabatere. Axa trece
prin a, rezultd a=ao e propriul lui punct rabatut. Pentru a determina proiectia bo se traseaza
din punctul b o perpendicularé si o paralelé la axa de rabatere. Piciorul perpendicularei
este punctul w.
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A

Co

Fig. 4.25. Rezolvare aplicatia 4.25

Astfel, bb: este egald cu cota proiectiei b’ pana la planul de nivel [N]. Se formeazéa
triunghiul de rabatere si cu un arc de cerc din w, cu raza wbi se obtine proiectia bo. Se
intersecteazéa arcul de cerc cu prelungirea perpendicularei bw, si rezultd bo. Pentru a
determina si proiectia co se procedeaza astfel: se traseazé o perpendiculara din proiectia ¢
pe axa de rabatere, iar din proiectia bo se traseaza o dreapta care va trece si prin proiectia
orizontald a punctului m. La intersectia celor doua drepte se obtine proiectia co, al treilea
varf al triunghiului. Astfel, cele trei proiectii aoboCo determind adevérata marime a
triunghiului cautat.

4.26. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare [ABC] situate
intr-un plan vertical, prin rabatere pe ambele plane de proiectie.
Se cunosc: A(80, 7, 20); B(50, y, 50) si C(30, 20, 5).

Rezolvare aplicatia 4.26

Dupé& reprezentarea in epurd a punctelor si formarea celor douéd proiectii ale
triunghiului pe planul orizontal si vertical se traseaza prin proiectia abc din planul [H] urma
orizontald a planului [P] ce contine placa ABC. Urma orizontald P se va suprapune peste
proiectia triunghiului ABC si va deveni axa de rabatere, iar urma verticald P’ este la .
Astfel, se aseazd véarful compasului in Px Si se rotesc proiectiile abc péna la linia de
pamant, dupéa care se treaseaza linie de ordine in planul vertical.
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Pentru a determina proiectiile care formeazéa adevarata marime a triunghiului agboCo
in planul vertical se traseaza linii de ordine paralele cu linia de padmant. La intersectia celor
doua linii de ordine se determina varfurile triunghiului acboCo in adevarata marime.

Pentru determinarea adevaratei marimi a triunghiului [ABC] prin rabatere pe planul
orizontal de proiectie se procedeazéd astfel: axa de rabatere coincide cu urma P. Se
traseaza cotele celor trei puncte perpendiculare pe axa de rabatere, apoi se unesc
punctele aoboco, i astfel se determina adevarata marime a triunghiului ABC,

bo

Fig. 4.26. Rezolvare aplicatia 4.26

4.27. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare [ABC] situate intr-
un plan de capat, prin rabatere pe ambele plane de proiectie.
Se cunosc: A(35, 42, 10); B(46, 5, z); C(80, 15, 40).

Rezolvare aplicatia 4.27

Planul triunghiului fiind suprapus peste urma verticald a planului [P] cele trei
proiectii a’b’c’ sunt coliniare. Astfel, aceastad urma verticalé a planului reprezinta si axa de
rabatere. Perpendicular pe aceasta axa de rabatere de reprezintd departarile punctelor
abc din planul orizontal.
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Unind proiectiile se obtine adevarata marime a triunghiului ABC, adica aoboco. Din
Px se duc arce de cerc pana pe axa Ox, apoi se coboara linii de ordine in planul orizontal
Si se determina adevérata marime a triunghiului ABC, adica aoboCo..

2h)
Z
A
by
x< Px O
b
Yy
3 a =

Fig. 4.27. Rezolvare aplicatia 4.27

Probleme propuse

4.28. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare ABC prin dubla
schimbare de plan. Se cunosc: A(80, 35, 20); B(43, 15, 50); C(23, 50, 5).

4.29. Fie dreapta D(d, d’) date de punctele A(70, 20, 30) si B(30, 40, 55). Prin schimbarea
planelor de proiectie si apoi prin rotatie sa se transforme dreapta D(d, d’) astfel incat sa
devina paralela cu planul [H], iar apoi cu planul [V]. Sa se precizeze care este lungimea
reala a segmentului AB si apoi unghiul pe care segmentul de dreapta AB il face cu planul
[H], iar apoi cu planul [V].
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4.30. Sa se determine adevarata marime a segmentului de dreapta AB si unghiul pe care
acesta 1l face cu planul orizontal de proiectie. Se cunosc: A(10, 10, 7); B(30, 5, 20)
(Indicatie: se transforma segmentul de dreapta in dreapta de front, ABII[V]).

4.31. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare ABC prin dubla
schimbare de plan. Se cunosc: A(35, 30, 35); B(90, 5, 20); C(15, 5, 10).

4.32. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare ABC prin dubla
schimbare de plan si apoi prin rotatie.
Se cunosc: A(55, 40, 43); B(35, 25, 10); C(90, 15, 20).

4.33. Sa se determine adevarata marime a unei placi triunghiulare folosind metoda rotatiei.
Se cunosc: A(50, 10, 15); B(90, 25, 25); C(70, 45, 40).

4.34. Fie planele [P]: OPx = 70, OPy = 80, OPz = 65, si planul [Q]: OQx = 140, OQy = 40,
0Q:z = 50. Sa se determine unghiul a dintre cele doua plane folosind metoda rabaterii.

4.35. Sa se determine unghiul B dintre planul [P]: OPx = 140, «OPyP = 60°, OP: = 80 si
planul [Q]: OQx = 30, OQy =-80, 0OQ: = -30, folosind metoda rabaterii.

4.36. Sa se determine unghiul a dintre dreptele concurente D(d, d’) si Di(di, di’) prin
rabatere pe planul orizontal. Se cunosc: A(80, 10, 50); E(20, 5, 60) pentru dreapta (D) si
punctul F(40, 20, 35) este punctul de interesctie al celor drepte. Dreapta Di(d1, di’) se
alege constructiv si trebuie sa treaca prin punctul F.

4.37. Sa se determine unghiul a dintre dreptele concurente Dai(d1, di’) si D2(d2, d2’) prin
rabatere pe planul orizontal. Se cunosc: A(50, 15, 40); B(10, 70, 5) si N(90, 30, 20).
Punctul N(n, n’) este punctul de interesctie al celor drepte. Dreapta D2(d2, d2’) se alege
constructiv si trebuie sa treaca prin punctul N.

4.38. Sa se determine adevarata marime a triunghiului [ABC] prin rabatere pe un plan de
nivel [N]. Se cunosc: A(50, 20, 50); B(90, 70, 10); C(10, 30, 30).

4.39. Sa se determine adevarata marime a dreptei (AB) utilizdnd metoda rotatiei de nivel si
rotatia de front. Comparati cele doua rezultate obtinute.
Se cunosc: A(90, 20, 20); B(20, 50, 35).

4.40. Sa se gaseasca adevarata marime a distantei de la punctul M(80, 40, 10) la dreapta
D(d, d’): A(60, 15, 35); B(10, 25, 20) folosind metoda rotatiei. (Indicatie: axa de rotatie se

ia prin punct).

4.41. Sa se determine adevarata marime a triunghiului [DEF] prin rabatere pe un plan de
nivel [N]. Se cunosc: D(160, 40, 50); E(20, 10, 30); F(80, 70, 90).
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4.42. Prin schimbarea planelor de proiectie si apoi prin rotatie sa se transforme dreapta
D(d, d’) astfel incat sa devina paralela cu planul orizontal de proiectie.

a) Sa se precizeze care este lungimea reald a segmentului de dreapta AB si unghiul pe
care aceasts 1l face cu planul vertical de proiectie.

b) Sa se afle care este distanta de la un punct M(25, 30, 5) din spatiu la dreapta D(d, d’)
determinata de punctele A si B.

Se dau coordonatele: A(40, 10, 15); B(10, 25, 20).

4.43. Prin schimbarea planelor de proiectie si apoi prin rotatie sa se transforme dreapta
D(d, d’) determinata de punctele A si B, astfel incat sa devina paralela cu planul vertical de
proiectie.

a) Sa se precizeze care este lungimea reald a segmentului de dreapta AB si unghiul pe
care il face cu planul orizontal de poiectie.

b) Sa se afle care este distanta dintre dreapta D(d, d’) || D1(d1, d1’), care trece prin punctul
M(20, 10, 10).

Se dau coordonatele: A(45, 35, 5); B(15, 15, 20).

4.44. Sa se determine distanta de la punctul M(50, 35, 30) la planul [P]: OPx = 100,
OPy = 50, OP; = 70, utilizand o schimbare de plan de proiectie. (Indicatie: se tranformé&
planul [P] in plan de capat, [P]L[V]).

4.45. Sa se determine adevarata marime a distantei { cuprinsa intre planele paralele [P] si
[Q]. Se dau: OPx = 100, OPy = 40, OP: = 60, si [Q]: OQx = 60.

4.46. Se cunosc coordonatele: A(45, 10, 35); B(20, 30, 10); C(70, 40, 15);

[P]: OPx = 80, OPy = 60, OP; = 70. Se cere sa se determine:
a) Distanta dintre dreptele AB|ID; D trece prin punctul C, prin rabatere pe planul [H];
b) Adevarata marime a placii triunghiulare ABC prin rabatere pe un plan de front [F];

4.47. Se da o dreapta oarecare. Se cere ca printr-o schimbare de plan vertical de
proiectie, dreapta sa devina frontala. Coordonatele punctelor care determina dreptele sunt
A(60, 5, 20); si B(20, 15, 35).

4.48. Se dau punctele A si B situate pe o dreapta de pozitie oarecare. Se cere ca dreapta
ce contine aceste puncte sa devina, prin rotatii succesive, o dreapta verticala.
Coordonatele punctelor care determina dreptele sunt: A(80, 40, 25) si B(50, 10, 5).

4.49. Sa se construiasca perpendiculara din punctul M(80, 20, 40) la dreapta D(d, d’),
determinatad de punctele A(65, 24, 16); si B(55, 10, 21); sa se afle adevarata marime
acestei perpendiculare. (Indicatie: printr-o schimbare de plan se aduce dreapta D(d, d’) in
pozitie frontald, apoi se construieste perpendiculara MG; printr-o noua schimbare de plan
se gaseste marimea segementului MG), vezi figura 4.28.
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Fig. 4.28 Figura pentru problema 4.49

4.50. Urma orizontala a planului [P] este definita de punctele Px(130, 0, 0) si H(60, 60, 0).
Sa se determine urma verticala a planului [P], stiind ca distanta de la punctul A(60, 20, 30)
la planul [P] este de 20 mm.

Indicatie: Se roteste planul [P] in jurul unei axe verticale, trecand prin punctul A, pana
devine plan de capat. Fie Px1Pn1 urma orizontala rotitd. Urma verticala rotita este tangeta
dusa din Px la cercul de centru &’ si razéa r = 20 mm.

4.51. Dreapta D(d, d’) trece prin punctele A(90, 30, 25) si H(60, 75, 0). Sa se roteasca
dreapta D(d, d’) in jurul axei verticale (w) care contine punctul A(a, a’), astfel incat dupa
rotatie dreapta sa faca un unghi de 30° cu planul vertical de proiectie.

(Indicatie: Se considerd segmentul AH, a carui marime se determina folosind rotatia in
jurul axei (U). Se construieste triunghiul dreptunghic care are ipotenuza AH si un unghi
ascutit de 30°; cateta alaturatd unghiului de 30° reprezintd mérimea proiectiei verticale a
segmentului AH rotit pana cand face unghiul de 30° cu planul vertical).

4.52. Folosind metoda schimbarii planelor de proiectie si apoi rotatia, sd se determine
adevarata marime a segmentului de dreaptd AB si a unghiurilor a si B, pe care le face
acest segment cu planele de proiectie [H] si [V]. Rezolvarea se va face in epure diferite.
Se cunosc: A(95, 20, 15); B(45, 50, 40).

4.53. Se da planul [P] prin urme: OPx = 70, <OPxP = 30°, «OPxP’ = 60°. Se cere sa se

determine, utilizdnd metoda schimbarii planelor de proiectie, adevarata marime a
unghiurilor a si B formate de planul [P] cu planele de proiectie [H], respectiv [V].
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4.54. Folosind metoda rotatiei, sa se determine adevarata marime a distantei de la punctul
M la segmentul de dreapta (AB). Se cunosc: A(50, 20, 30); B(25, 10, 15); M(40, 30, 40).

4.55. Folosind metoda schimbarii planelor de proiectie si apoi rotatia, sd se determine
adevarata marime a distantei de la punctul M la planul [P]. Rezolvarea se va face in epure
diferite. Se dau coordonatele: M(115, 40, 35); OPx= 10; <OPxP = 135°; «OPxP’ = 140°.

4.56. Folosind metoda schimbarii planelor de proiectie si rotatia, sa se determine distanta
dintre doua drepte paralele D(d, d’), Di(d1, d1’). Rezolvarea se va face in epure diferite. Se
cunosc pentru dreapta D: A(80, 15, 20) si B(30, 35, 55) si dreapta D1 paraleld cu dreapta
D care contine punctul C(50, 15, 20).

4.57. Sa se determine, folosind metoda rotatiei, adevarata marime a distantei dintre
planele paralele [P] si [Q], date prin urme:
Se dau: OPx = 75; <OPxP = 45°; IOPxP’ = 30°; OQX = 40.

4.58. Folosind metoda rabaterii pe un plan de front, sa se determine adevarata marime a
triunghiului [ABC]. Se cunosc: A(80, 25, 55); B(55, 55, 75); C(15, 5, 15).

4.59. Se da dreapta D(d, d’), definita de punctele A si B si un punct exterior dreptei. Se
cere sa se determine distanta de la punctul M la dreapta (AB). Se cunosc: A(40, 20, 30);
B(100, 60, 80); M(25, 55, 50).

4.60. Sa se reprezinte un patrat cu latura de 30 mm continut intr-un plan de capat [R]
stiind ca are doua laturi in pozitie de capat.
Se dau: ORx = 70; <ORxR = 90°, «ORxR’ = 45°.

4.61. Utilizand metoda rabaterii sa se determine adevarata marime a triunghiului [ABC]

continut in planul oarecare [P].
Se dau A(80, 10, za); B(55, 0, zs); C(45, yc, 0); OPx = 120; «OPxP = 45°, «OPxP’ = 30°.
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CAPITOLUL V
POLIEDRE
PRISMA SI PIRAMIDA

5.1. Se da prisma dreapta cu baza continuta in planul orizontal [H], cu baza un
pentagon regulat nscris intr-un cerc de raza 30 mm si inaltimea 80 mm si originea
n punctul Q(70, 45, 80).

Sa se determine punctele de intersectie cu o dreapta D(d, d’), definita de
punctele M(30, 25, 20) si N(115, 60, 45). Sa se construiasca desfasurata prismei si sa
se reprezinte punctele de intersectie cu dreapta.

Rezolvare aplicatia 5.1

Se reprezinta in epurd punctele care definesc dreapta D(d, d’) si punctele care
definesc prisma pentagonala (figura 5.1). Baza prismei fiind situata in planul orizontal de
proiectie acest lucru ne arata ca baza este reprezentata in adevaratd marime. Pentru a
determina punctele de intersectie dintre dreapta si prisma se foloseste un plan de capat,
care se traseaza prin proiectia dreptei d’ in planul vertical (urma planului R’). Aceasta
urma intersecteaza linia de pamant in punctul Rx. Urma planului R in planul orizontal se
traseaza perpendiculara pe linia de pamant si merge la «.

Se determin& in planul orizontal proiectiile ij, puncte unde dreapta intersecteazé
prisma. Se duc linii de ordine in planul vertical si se obtin pe muchiile corespondente cele
doué proiectii i’f’.

Pentru desfasurata prismei este necesard de mdérimea reald a muchiilor care
formeaza fetele laterale si de muchiile celor doué baze ale prismei.

Astfel, se reprezintd muchiile care formeazd cele cinci fete laterale prin
reprezentarea dreptunghiurilor de baza 35 si inaltime 80 mm, apoi cu arce de cerc de raza
egala cu latura bazei se reprezinta si cele doua baze ale prismei.
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Fig. 5.1. Rezolvare aplicatia 5.1 a), b) desfasurata prismei pentagonale

100



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

5.2. Se da piramida dreapta cu baza continuta in planul vertical [V] de proiectie, cu
baza pentagon regulat inscris intr-un cerc de raza 30 mm si varful S(60, 80, 40).

Sa se determine punctele de intersectie dintre un plan de capat [Q] definit de
OQx = 15; «00QxQ=150° si piramida. Sa se construiasca sectiunea care rezulta in
urma intersectiei dintre planul [Q] si piramida.

Rezolvare aplicatia 5.2

Se reprezintd in epura punctele din datele problemei si se determina piramida,
dupa care reprezentam planul [Q] care este un plan perpendicular pe planul orizontal de
proiectie (plan vertical). Urma Q va intersecta in planul orizontal muchiile piramidei in
punctele 1, 2, 3, 4 si 5. Din aceste puncte se traseazéa linii de ordine si se determina in
planul vertical proiectiile 1°, 2°, 3°, 4°, §”. Unind cu linie aceste proiectii rezultéd sectiunea
datd de planul [Q]. Pentru a determina adevérata mérime a sectiunii se vor rabate
punctele din planul orizontal pe planul vertical de proiectie, urma Q’ este axa de rabatere,
asezand varful compasului in originea planului Qx=Qox pédnd pe urma planului Qo. Din
planul vertical se traseaza linii de ordine si la intersectia cu liniile de ordine trasate din
prelungirea arcelor de cerc se determina punctele 1o, 20, 30, 40, 50, puncte care formeaza
adeavdrata méarime a sectinii data de planul secant [Q] (plan vertical).

f w4

Q

Sol. s

Fig. 5.2. Rezolvare aplicatia 5.2
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5.3. Se da piramida patrulatera oblica cu varful situat in punctul S(30, 35, 50). Se dau
coordonatele A(130, 45, 0); B(100, 15, 0); C(80, 45, 0); D(110, 75, 0), si planul [P]
oarecare, OPx = 40, «OPxP = 120°, «xOPxP’ = 135°. Sa se determine sectiunea facuta
de planul [P] in piramida, precum si adevarata marime a acesteia.

Rezolvare aplicatia 5.3

Se reprezinta in epuréa punctele A,B,C si S care este varful piramidei, iar apoi planul
[P], un plan oarecare.

o/ 1 y ‘
gs' 4
g,

Fig. 5.3. Rezolvare aplicatia 5.3

102



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

Se traseaza in planul vertical orizontalele g1’ péna la gs’. Aceste orizontale vor
intersecta urma verticald P’ a planului rezultdnd proiectiile vi’, v2’, va’ si v4’. Aceste
orizontale taie muchiile piramidei in punctele 1°, 2°, 3’, 4°, puncte care determiné sectiunea
cautata.

Din proiectiile vi’ pané la v4’ se traseaza linii de ordine in planul orizontal panéa pe
linia de padmant si se obtin proiectiile vi, vz, v3, Va. Din aceste proiectii obtinute pe linia de
pamant se traseaza orizontalele gi, 02, 93, 4. Aceste proiectii intersecteaza muchiile
piramidei in planul orizontal si se obtine sectiunea 1234. Aceste puncte se vor rabate dupéa
urma orizontald P, care este si axa de rabatere, Px=Po. Pentru a determina urma Po se
traseaza arce de cerc, cu varful compasului in Px. Din v1 se traseaza perpendicular pe
urma P a planului pana intersecteaza arcul de cerc trasat din v1i’ si astfel se obtine primul
punct de pe urma cautata Po’.

In mod aseménaétor se va proceda Si pentru determinarea celorlalte puncte care vor
fi coliniare gi vor forma urma Po’. Din aceste puncte de pe urma Po’ se traseazé
orizontalele Gio, G20, Gzo, Gao. Din punctelel,2,3,4 se duc perpendiculare pe aceste
orizontale si se obtin punctele 1o, 20, 30, 40, puncte care formeaza adevérata marime a
sectiunii.

5.4. Sa se determine adevarata marime a sectiunii facuta de planul [R] in prisma
triunghiulara. Se cunosc coordonatele punctelor care formeaza prisma
triunghiulara, precum si urmele planului: A(120, 10, 0); B(150, 30, 0); C(105, 50, 0);
E(40, 25, 70); ORx = 30, xORxR’=135°, «ORxR= 90°.

Rezolvare aplicatia 5.4

Se reprezintad in epuréd punctele si urmele planului [R]. Tn planul orizontal se unesc
proiectiile a,b,c, iar din proiectia a se traseaza o dreaptd pana in proiectia e. Paralel cu
proiectia a se va trasa din b si ¢ alte doud drepte. in planul vertical a’b’c’ sunt pe axa Ox
deoarece depértarile acestor puncte sunt egale cu zero. Se uneste proiectia a’ cu e’ si
apoi paralel cu muchia a’e’ se traseaza celelalte doua muchii care formeaza prisma. Din
proiectiile f,e’,g’ din planul vertical se traseaza linii de ordine péané la intersectia cu
muchiile din planul orizontal si rezultad apoi proiectia prismei.

Pentru determinarea sectiunii se utilizeaza planul de capét [R], plan perpendicular
pe planul vertical [V] de proiectie. Observam in planul vertical c& urma planului R’
intersecteaza cele trei muchii ale prismei in punctele 1°, 2’ si 3’. Se coboara linii de ordine
in planul orizontal si se determiné sectinea 123.

Pentru a géasi adevérata marime a sectiunii de rabat punctele 1’2’3’ in jurul axei de
rabatere R, iar din punctele 123 se traseaza perpendiculare pe urma R a planului (R=Ro).
La intersectia arcelor de cerc cu perpendicularele din 123 rezultd adevérata marime
102030.
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Fig. 5.4. Rezolvare aplicatia 5.4

5.5. Se da prisma hexagonala dreapta avand originea in punctul Q(100, 50, 80),
inscrisa intr-un cerc de raza R = 30 mm, cu baza situata in planul orizontal de
proiectie.

Se da planul oarecare [P]: OPx = 10, «OPxP = 120°, <OPxP’ = 150°. Sa se determine
adevarata marime a sectiunii facuta de planul oarecare in prisma.

Rezolvare aplicatia 5.5

Se reprezinta in epurd punctele si urmele planului oarecare [P]. Baza fiind situata in
planul orizontal de proiectie rezultd ca aceasta este reprezentatd in adevéaratd méarime.
Pentru a determina adevérata méarime a sectiunii facuté de planul oarecare in prisméa se
traseaza frontale prin fiecare virf al prismei. Aceste frontale intersecteaza urma orizontala
P a planului. Astfel rezulta punctele h1 pana la he. Din aceste puncte se ridica linii de
ordine péna la linia de pamaént si se obtin punctele hi’=hs’, h2"=hs’ si hz’=hs’. Din aceste
puncte se traseaza frontalele in planul vertical, aceste frontale se traseaza paralele cu
urma P’ a planului, notate cu fi1’ pana la fs’.

Frontale intersecteazd muchiile prismei hexagonale in punctele 1’ ping la 6’ si
rezulta sectiunea facuta de planul [P]. Pentru a determina adevérata marime a sectiunii se
rabat aceste puncte in planul axei de rabatere Po = P’. Se traseaza perpendiculare pe
urma verticala P’, peste care vom suprapune urma planului. Pentru a gasi urma Po se
procedeaza astfel: se traseazé arce de cerc din urmele h1 — he, varful compasului fiind
asezat in punctul Px=Pox.
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De pe linia de pamant se traseaza linii de ordine din puctele hi’=hs’, h2’=hs’ si
hs’=he’ pana la intersectia cu arcele de cerc, astfel se determina pozitia urmei Po.

In punctele obtinute anterior pe urma Py se traseazd frontalele Fzo=Fso, F20=Fso Si
F10=Fa40. Din punctele 1’ péna la 6’ se traseaza perpendiculare pe aceste frontale si astfel
se determina punctele 10 pané la 6o. Unind aceste sase puncte se obtine adevérata
maérime a sectiunii facuta de planul oarecare in prisma hexagonala.

\\\}?0\\,(\
%

...................
© e © 6 06 0 e oNe © e 0 0 0 e 0 o o

. e . g 2\.:\. 50 \

=hg" 1hy'=hs" |hy=h,/p =p
Fl:F4:f1:f4: l:b]_:b c=c=4 f=h
—l4
F2:F5:f2:f5:2:al:a Q:Ql d=d1:5 h=h
275
F3:F6:f3:f6:3:f1: :e1:6 3=h6

Fig. 5.5. Rezolvare aplicatia 5.5
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5.6. Fie o prisma triunghiulara oblica cu baza in planul orizontal de proiectie. Se
cunosc: A(130, 50, 0); B(85, 35, 0); C(110, 15, 0); A1(50, 80, 60). Se cere sa se
desfasoare prisma si sa se determine punctele de intersectie dintre dreapta D(d, d’)
si prisma stiind ca dreapta este determinata de punctele M(95, 50, 30) si
N(60, 20, 10).

Rezolvare aplicatia 5.6

Dupé& reprezentarea punctelor in epuré se construieste prisma in planul orizontal
unind proiectiile punctelor abc.
ay c by

Fig. 5.6. a) Rezolvare aplicatia 5.6
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Din proiectia a se traseazd o muchie péana in punctul ai, iar paralel cu aceasta
muchie se traseazé din b si c si celelalte doua muchii formand fetele laterale ale prismei
triunghiulare. In planul vertical proiectiile a’, b’ si ¢’ sunt confundate cu linia de pdmant
deoarece cota acestor puncte este zero. Din proiectia a’ se traseaza o dreptéa care ajunge
in punctul ai1’, iar paralel cu aceastd muchie se traseaza din b’ si ¢’ alte doud muchii. Se
determin& proiectia prismei in planul vertical. Din proiectiile b1’ si c1’ se traseaza linii de
ordine in planul orizontal si se gasesc proiectiile b1 c1 care se unesc cu ai. Se poate
observa cé in planul orizontal de proiectie muchiile prismei sunt drepte oarecare, iar
pentru a desfasura suprafata prismatica datad este necesar sa& se cunoascad adevarata
marime a muchiilor si adevarata marime a sectiunii in prisma. Pentru a determina
adevdarata marime a muchiilor prismei se poate aplica una dintre metodele Geometriei
descriptive, in acest caz se aplica metoda schimbérii planelor de proiectie.

Agp
Aszo '\Cqso Ago
B
6o / // / 5, // // 4 / 6o
Ag Cao Ax
Ay B2o

Fig. 5.6. b) Desfasurata prismei triunghiulare

Astfel, se alege la o distanta oarecare un nou plan vertical de proiectie [V] care va fi
paralel cu muchiile prismei, muchiile prismei vor deveni drepte frontale. In epurd se
traseaza linia de pamant O1xy1 care se ia paralela cu muchiile prismei si de sens contrar
liniei de pamant Ox. Astfel O1x1 llaaillbballcca.
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Baza inferioara raméane in planul orizontal de proiectie, noua baza superioara va fi
in planul de nivel de cota z. In noul sistem de proiectie muchiile prismei sunt in adevérata
marime.

Al doilea pas in desfasurarea prismei este determinarea sectiunii normale in
prisma. Pentru a determina adevarata marime a sectiunii in prisma se duce un plan
normal pe muchii [R], plan perpendicular pe muchiile as’az’, cs’co’, bs’bz’. Acest plan
intersecteaza muchiile in punctele 4°, 5°, 6. Se aseaza compasul in punctul Ry si se rotesc
aceste puncte pana pe linia de paméant. Se duc linii de ordine pana la interesctia cu
prelungirea laturilor daca este cazul si se determind punctele 40,50,60, puncte care
determiné adevéarata marime a sectiunii.

In figura 5.6b este reprezentatd desfasurata prismei triunghiulare si se determind
astfel: pe o linie dreapta se masoara lungimea laturilor triunghiului de sectiune si se obtin
punctele 40,50,60,40. Avédnd in vedere ca muchiile sunt normale pe sectiune, acestea vor fi
normale si in desfisuratid. In aceste puncte se mésoard lungimile muchiilor si se
reprezinta perpendiculare pe linia desfasurata a sectiunii normale.

Pentru constructia bazelor prismei se procedeaza astfel: din punctul C,’ se traseaza
un arc de cerc cu raza C2’A2’. Din punctul B>’ se traseaza un arc de cerc cu raza B>’A2’. La
intersectia celor doua arce de cerc se obtine punctul A2’. Unind A2’ cu By’ si cu Co’ se
obtine baza inferioara a prismei triunghiulare.

In mod asemdané&tor se procedeazd si pentru determinarea bazei superioare a
prismei.

5.7. Se considera piramida patrulatera oblica, avand baza ABCE situata in planul
orizontal de proiectie: A(20, 35, 0); B(10, 10, 0); C(30, 5, 0); E(45, 15, 0) si varful
S(70, 65, 60). Sa se determine desfasurata piramidei si sa se gaseasca punctele de
intersectie dintre dreapta D(d, d’): M(60, 30, 15); N(10, 50, 40) si piramida SABCE.

Rezolvare aplicatia 5.7

Se reprezinta in epura punctele care formeaza piramida patrulatera. Se reprezinta
apoi punctele MN care formeazé dreapta D(d, d’). Pentru a determina desfagurata
piramidei avem nevoie de adevéarata méarime a muchiilor piramidei, iar baza fiind situata in
planul orizontal de proiectie rezulté ca baza se afla in adevératd marime.

Pentru a determina adevarata marime a muchiilor se foloseste una dintre metodele
Geometriei descriptive. Daca la prisma alegem metoda schimbarii planelor de proiectie,
pentru piramida alegem metoda rotatiei. Astfel, prin varful SS’ al piramidei se traseaza o
axa de rotatie Q(w, w’) si se aplica o rotatie de nivel, pentru toate muchiile piramidei.
Aceastéd axa de rotatie este perpendiculara pe planul orizontal de proiectie. Muchiile se
transformé in drepte frontale si se proiecteazé in adevaratd marime pe planul vertical de
proiectie.

Se aseaza apoi compasul in proiectia s si se rotesc punctele bazei a, b, ¢, e cu arce
de cerc pana la linia de ordine paralela cu linia de pamant, linie de ordine care este trasata
din varful s al piramidei.
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el' P X

Fig. 5.7. a) Rezolvare aplicatia 5.7

Fig. 5.7.b) Desfasurata piramidei patrulatere la aplicatia 5.7
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Se vor trasa linii de ordine in planul vertical pana cand se intersecteaza linia de
pamant. Se noteaza punctele bazei piramidei a1’,b1’,c1’,e1’, Si se unesc aceste proiectii de
pe linia de pamént cu vérful s’, si astfel s-a determinat adevéarata marime a muchiilor
piramidei.

Pentru a realiza desfasurata piramidei se poate trasa in afara epurei un punct care
reprezinta varful piramidei. Se méasoard un segment de dreaptéd egal cu una din muchii si
se construieste fata piramidei care contine muchia respectivd. Se méasoara si segmentul
bazei care este in adevéaratd marime gi se alaturé constructiei, rezultand una dintre fetele
piramidei. Avand in vedere ca este o piramida patrulatera va trebui sa construim patru
astfel de fete. Pentru constructia bazei se folosec arce de cerc asa cum se poate observa
in figura 5.7. Celelalte fete se construiesc similar primei fete.

Pentru a determina punctele de intersectie dintre dreapta si piramida, se traseaza
prin proiectia dreptei d’ un plan de capét care va intersecta muchiile piramidei in punctele
1’ pané la 4’. Din aceste puncte se duc linii de ordine in planul orizontal de proiectie pe
muchiile corespondente si se obtin proiectiile punctelor 1,2,3,4. Unim aceste proiectii si se
obtine sectinea facuta de planul [P] in piramida. Astfel, proiectia dreptei d intersecteaza
sectiunea in punctele i si j. Acestea sunt punctele de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si
piramida. Cu linii de ordine se obtin in plan vertical proiectiile i’j’. intre aceste doud proiectii
linia este reprezentata cu linie intrerupta (nu e vizibila).

5.8. Sa se desfasoare piramida tringhiulara SABC si a trunchiului de piramida
cuprins intre planul [H] si planul de capat ce contine dreapta MN.

Sa se gaseasca punctele in care dreapta MN intersecteaza piramida si studiati
vizibilitatea. Se dau: S(10, 5, 60); A(100, 45, 0); B(75, 15, 0); C(50, 55, 0), iar pentru
dreapta se dau coordonatele punctelor M(85, 5, 15) si N(30, 45, 25).

Rezolvare aplicatia 5.8

Dupé& reprezentarea punctelor in epurd, se construieste piramida triunghiulara,
planul [P] care contine dreapta MN. Pentru a determina desfasurata piramidei avem
nevoie de adevérata marime a muchiilor si de adevarata méarime a bazei. Baza fiind
situatd pe planul orizontal de proiectie ea se aflad in adevaratd marime. Pentru a afla
adevédrata marime a muchiilor se traseazé prin virful piramidei o axd de rotatie si se
executd o rotatie de nivel, muchiile piramidei devin drepte frontale si se proiecteaza in
adevératad méarime pe planul vertical de proiectie.

Pentru a afla punctele de intersectie dintre dreapta si piramida se traseazé prin
dreapta MN un plan de capat. Astfel acest plan de capat [P] va intersecta muchiile
piramidei in punctele 1°,2°,3". Se coboara linii de ordine din aceste puncte pe planul
orizontal de proiectie si rezultd punctele 1,2,3. Unind aceste proiectii se obfine o sectiune
facuta de planul de capét in piramida. Punctele de intersectie ij sunt punctele céutate.
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Pentru pozitionarea pe desfasuratd a punctelor de intersectie se translateaza
punctele din planul vertical pe noua proiectie in adevaratd marime Si10A10B10Cio, pe
muchiile corespunzéatoare.

Px

3, 6=

Fig. 5.8.b) Desfasurata piramidei patrulatere la aplicatia 5.8
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5.9. Sa se desfasoare prisma frontala ABCA1B:1Ci, cu baza un triunghi ABC situat in
planul orizontal de proiectie : A(90,50,0), B(65,20,0) si muchia AA1, A1(25,50,50).

Rezolvare aplicatia 5.9

Se reprezintd in epurd prisma frontald cu baza situatd in planul orizontal de
proiectie. Muchiile prismei fiind frontale (drepte paralele cu planul vertical de proiectie)
sunt reprezenzentate in adevératd maérime in planul vertical de proiectie, acest lucru
inseamné& ca nu mai este nevoie de aplicarea unei metode de obtinere a marimii reale ale
muchiilor prismei (schimbare de plan de proiectie).

Insa pentru desfasurata prismei frontale avem nevoie de aflarea adevéaratei marimi
a sectiunii, astfel se traseazéa un plan normal pe planul vertical de proiectie, plan de capat,
care va intersecta muchiile prismei in punctele 1°,2’,3". Se coboara linii de ordine in planul
orizontal din cele trei puncte si se obtine secfiunea 1,2,3. Se traseazé urma Po pe care se
rotesc punctele 1°,2°,3’ ducand arce de cerc din Px pe Ox. Se determina apoi cu linii de
ordine punctele de intersectie 10,2030 Si aceasta sectiune obtinuté este sectiunea normala
a prismei. Se traseaza o dreapta orizontala pe care se masoara laturile triunghiului care
este in adevératd méarime 10,20,30, dupé care se masoard muchiile din planul vertical de la
urma planului secant 1’a1’, 2’b1’, 3’c1’ si se pozitioneaza deasupra liniei orizontale trasate
anterior.

A

Fig. 5.9.a) Rezolvare aplicatia 5.9

Sub aceasta linie orizontald se méasoara din planul vertical muchiile de sub planul
secanta’?’, b’2’, ¢’3’.
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Aceste muchii masurate se reprezinta sub linia orizontalad si se unesc punctele de
pe laturile respective. Se completeazd apoi desfasurata cu bazele care sunt triunghiuri,
ducénd arce de cerc din B cu raza AoBo, iar apoi se traseaza alt arc de cerc cu compasul
in Co si raza CoAo din dreapta. La intersectia celor doud arce de cerc se obtine punctul Ao.

AlO
Cio
BlO
A
10 AlO
1 1
0 20 30 0
Co
BO
Aq A
Ao

Fig. 5.9.b) Desfasurata prismei triunghiulare frontale la aplicatia 5.9
Similar se obtine baza prismei i pentru baza superioard, aceasta fiind tot un

triunghi. Pe desfasurata se noteaza punctele cu literd mare, iar in epuré cu literd mica.

5.10. Sa se desfagoare piramida oblica VABCD, cu baza un patrat ABCD situat in
planul orizontal de proiectie ; A(120,40,0), B(90,15,0) si varful VV(10,10,80).

Rezolvare aplicatia 5.10

Dupé& reprezentarea punctelor in epuréa se trece la constructia piramidei oblice.
Baza este un péatrat si este proiectata in adevarata marime in planul orizontal de proiectie.
Punctele bazei ABCD se unesc cu varful V gi astfel se obtine piramida oblicé proiectata pe
cele doua plane de proiectie.
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Fig. 5.10.a) Rezolvare problema 5.10

Avand in vedere ca baza este patrat inseamna ca toate muchiile care formeaza
baza au aceeasi valoare numerica. Se construieste apoi baza folosind diagonalele bazei
din planul orizontal de proiectie al piramidei.

Fig. 5.10.b) Desfasurata piramidei patrulatere la aplicatia 5.10
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Pentru desfasurata piramidei avem nevoie de adevarata mérime a muchiilor
piramidei care se determina astfel: prin varful piramidei se traseaza o axa de rotatie. Se
realizeaza o rotatie de nivel in jurul axei zz’, iar muchiile piramidei devin drepte frontale.
Avénd adevérata marime a muchiilor se poate reprezenta desfésurata. Se alege un punct
V care reprezinta varful piramidei.

Se ma&soara muchiile determinate in adevératd marime $i se reprezintd muchia
VoA10. Se mésoaré apoi muchia bazei ab si se traseazé arc de cerc. La intersectia cu arcul
de cerc de raza VoA cu arcul de raza ab masurata in planul orizontal se determina
punctul Bio. La fel se procedeaza cu toate muchiile determinand pe rand punctele Cio, D1o
si A1wo. Se unesc cu linie continué si se determiné cele patru fefe ale piramidei patrulatere.

5.11. Se considera prisma patrulatera oblica ABCEA:1B:C:E:1, avand baza ABCE
situata in planul orizontal de proiectie, A(10,28,0), B(5,17,0), C(17,7,0), E(28,7,0),
A1(48,41,42) si planul [P]: OPx = 50, <OxP’ = 45°, «OxP = 60°. Sa se determine
adevarata marime a sectiunii facuta de planul [P] in prisma.

Rezolvare aplicatia 5.11

Se reprezinta in epuréd punctele care formeaza prisma patrulatera oblica.

Prisma patrulaterd are baza in planul orizontal de proiectie. Astfel, in planul vertical
se traseaza prin muchiile prismei plane auxiliare proiectante de capat.

Planul de capét [R] dus prin muchia BB: intersecteaza planul [P] dupa dreapta
VH(vi’h1’, vahi), care la randul ei, va intersecta muchia BB:1 in proiectia vi’. La fel se
procedeaza si pentru celelalte muchii, obtindndu-se succesiv celelalte proiectii, respectiv,
V2', v3' §i Vg’

In continuare se traseazd in planul vertical orizontalele g1’ pand la ga’. Aceste
orizontale intersecteaza urma verticald P’ a planului. Se traseaza si in planul [H] aceste
orizontale, care sunt trasate paralele cu urma orizontala P a planului [P].

Aceste orizontale vor intersecta muchiile prismei patrulatere obtindndu-se punctele
1°,2°,4°,3 a sectiunii in planul vertical, iar cu ajutorul liniilor de ordine se obtine sectiunea in
prisma 1,2,4,3.

Pentru a determina adevarata marime a sectiunii facuta de planul P in prisma se
procedeaza astfel: se determind pozitia urmei Po cu ajutorul arcelor de cerc care pleacé
din Px si din punctele in care orizontalele intersecteazé urma verticalé P’ a planului.
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01

R

hy
Fig. 5.11. Rezolvare aplicatia 5.11

Din punctele in care orizontalele intersecteaza linia de pamant se treaseaza
perpendiculare pe urma P a planului.

Astfel, la intersectia acestor perpendiculare cu arcele de cerc se determina punctele
coliniare care formeaza urma Po. Din punctele de pe urma Po se duc orizontalele Gio pdna
la Gao, orizontale care se traseaza paralele cu urma P a planului. Din punctele sectiunii
1,2,4,3 se duc linii de ordine perpendiculare pe aceste orizontale si rezultd punctele
10,20,40,30 care reprezintd adevérata méarime a sectiunii facutd de planul [P] Tn prisma
patrulatera.
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5.12. Sa se desfasoare piramida oblica SABC, cu baza un triunghi echilateral ABC
situat in planul orizontal de proiectie : A(120,70,0), B(90,20,0) si varful S(20,10,70).
Sa se vizualizeze pe desfasurata punctul M(60,30,zv), de pe fata SAB.

Rezolvare aplicatia 5.12

Laturile bazei piramidale sunt in adevéaratd méarime in proiectia orizontala, si pentru
a putea determina desfasurata piramidei oblice avem nevoie de determinarea adevaratei
marimi a muchiilor. Triunghiul de bazéa este un triunghi echilateral, are toate muchiile egale
si unghiul dintre laturi este de 60°. In acest caz se utilizeazd metoda rotatiei, astfel se
aplica o rotatie de nivel tuturor muchiilor piramidei, in jurul unei axe de rotatie Q(w,w’), axa
care trece prin varful S(s,s’) al pirmaidei triunghiulare. Muchiile piramidei se transforma in
drepte frontale si se proiecteazé in adevéaratd méarime pe planul vertical de proiectie si’a:’
= SoAo, la fel si celelalte muchii s1°b1” = SoBo §i s1'c1” = SoCo.

Pentru a realiza desfasurata piramidei se traseazd o dreaptda pe care sa se
mé&soare un segment egal cu una dintre muchii, si astfel se incepe construirea unei fete
care contine acea muchie, de exemplu s-a inceput constructia desfasuratei cu muchia
SoAo pentru fata SAB si s-a trasat segmentul SoAo = s1’a1’.

Pentru a determina punctul Bo s-au trasat doua arce de cerc si anume un arc de
cerc cu centrul in So de razad si1’bi’ = SoBo si altul cu centrul in Ao, de razéd ab = AoBo. La
intersectia celor doua arce de cerc s-a determinat varful Bo si astfel, fata SoAoBo a
desfaguratei piramidei. Celelalte fete se construiesc similar gi alaturate primei fete.

s'=z'=s/

my'

s=z=5,

Cillby 1 CTl

Fig. 5.12. a) Rezolvare aplicatia 5.12
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Fig. 5.12. b) Desfasurata piramidei oblice cu baza triunghi echilateral la aplicatia 5.12

Desfagurata suprafetei laterale se complecteaza prin constructia triunghiului de
baza, alaturat laturii BoCo, cu ajutorul a douéa arce de cerc. Primul arc de cerc se traseaza
din Ao si varful compasului in Bo, iar al doilea arc de cerc se va trasa din Ao din partea
opusa, iar varful compasului va fi asezat in Co.

Punctul Mo se determina astfel: se determind o generatoare a piramidei in planul
orizontal care se traseaza din varful piramidei, trece prin proiectia m si ajunge pe latura
bazei AB. In datele problemei se specifica faptul c& punctul M s& fie asezat pe fata SAB.
Exact cum s-a procedat cu muchiile piramidei se va proceda si cu generatoarea punctului
M(m, m’), astfel se efectueaza o rotatie de nivel pentru aceasta dreapta, se determiné in
plan vertical proiectia m’. Se gé&seste pozitia generatoarei Si’11’, iar proiectia m’ se
translateazé pe generatoarea rotita, astfel se gaseste proiectia ms’.

Pe desfasurata se poate pozitiona Mo pe generatoarea SolLo. S-a notat cu Lo piciorul
generatoarei pe latura AoBo. Se madsoara in planul vertical pe generatoarea in adevéarata
marime si se marcheaza apoi pe dsfasuratd SoMo.

5.13. Se da prisma dreapta ABCDA1B1CiD1, cu inaltimea de 80 mm, si punctele
A(105, 25, 0); B(140, 70, 0); C(90, 90, 0); D(65, 50, 0).

Planul [P]: OPx = 10, <OPxP = 120°, «OPxP’ = 150°. Sa se determine desfasurata
prismei, precum si adevarata marime a sectiunii facuta de planul oarecare in prisma.

Rezolvare aplicatia 5.13

Se reprezinta in epuré punctele care definesc forma prismei si urmele planului [P].
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Rezolvarea acestei probleme este asemanatoare cu rezolvarea problemei 5.5. Se
da o prisméa patrulaterd si un plan oarecare. In planul orizontal se traseazé frontalele f,
péna la f4 prin varfurile prismei. Aceste frontale vor intersecta urma orizontald a planului
[P] in punctele hi, hz, hs, hs. Din aceste puncte se traseaza linii de ordine pe linia de
pamant si se obtin punctele h1’, h2’, hs’, hs’.

Fig. 5.13.a) Rezolvare aplicatia 5.13

Din aceste urme orizontale se traseazd frontalele paralele cu urma P’ si se obtfin
frontalele fi” pana la fa’. Aceste frontale vor intersecta muchiile prismei si se obtine
sectiunea 1°2°'3’'4’. Din punctele h1’, h2’,h3’ si hs’ se traseazé perpendiculare pe urma P’.
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Din punctul Px se traseazd arce de cerc padna cand se vor intersecta cu
perpendicularele duse din punctele h1’, h2’,h3’ si hs’.

Punctele care se obtin sunt coliniare si impreuna determina urma Po’. Din punctele
obfinute pe Po’ se duc frontalele Fio, F20, F3o, Fao care se traseaza paralele cu urma P,
dupé care din punctele 1,2,3,4 a sectiunii se traseazéa perpendiculare pe aceste frontale si
se obtin astfel punctele 1o, 20, 30, 40, puncte care determiné adevérata marime a sectiunii
facuta de planul oarecare [P] in prisma patrulatera.
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Fig. 5.13.b) Desfasurata prismei drepte la aplicatia 5.13

Pentru a reprezenta desfasurata se traseazd cele patru fefe ale prismei de
inaltimea 80 mm, iar distanta dintre Ao, Bo este egalé cu latura AB a prismei masuraté in
planul orizontal de proiectie.

Baza este situatd in planul orizontal de proiectie, rezultd astfel ca muchiile care
formeazéa baza prismei se afld in adevératd marime. Baza se construieste cu ajutorul
diagonalelor CA si BD.

120



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

5.14. Sa se determine adevarata marime a sectiunii plane facuta de planul [P]:
OPx =20, OPy = -45, OPz = -24, in prisma triunghiulara oblica, definita de baza ABC:
A(135, 45, 0), B(75, 20, 0), C(120, 15, 0) si muchia AA1 : A1(30, 90, 90).

Rezolvare aplicatia 5.14

Pentru determinarea adevératei marimi a sectiunii facutd de planul oarecare in
prisma triunghiulard este necesar aplicarea unei metode ale Geometriei descriptive, in
cazul de fata se utilizeaza dubla schimbare de plan de proiectie. In prima etapa s-au trasat
prin muchiile prismei din planul vertical plane de capéat [Q]. Aceste plane de capat
intersecteaza urma P’ a planului pe muchiile prismei in punctele v1’, v2’, v3’.

Din proiectiile verticale se traseaza linii de ordine in planul orizontal pénéa pe linia de
paméant, obtinédnd punctele vi, vz, vs. Din aceste puncte se duc linii de ordine pe urma
orizontald P pénéa in urmele orizontale hi, hz, ha. Aceste linii de ordine intersecteaza
muchiile prismei in punctele 1,2,3, forméand sectiunea data de planul oarecare [P].

Pentru a obtine adevéarata méarime a sectiunii se procedeaza astfel: vom realiza o
dubléa schimbare de plan de proiectie, in planul vertical in sectiunea triunghiularad 1’2’3’ se
traseaza o orizontala din varful triunghiului 2°. Aceasta orizontala va intersecta latura 1’3’
n punctul s’.

Din acest punct se duce linie de ordine in planul orizontal pana pe latura 13 a
sectiunii triunghiulare. La o distanta oarecare se traseaza o noué linie de pamant notata cu
O1x1. Aceasta axa se traseaza in sens invers faté de axa Ox. Perpendicular pe axa Oix1
se duc linii de ordine din fiecare véarf al triunghiului 123.

Se mésoaréa cotele (liniile cu verde in aceasta problemé&) punctelor 1,2°,3” si se
reprezintd in prelungire la axa Ouxi astfel incat se obtine planul triunghiului 11’21’31’ cele
trei puncte sunt coliniare.

La o distanta oarecare fata de planul triunghiului se traseaza o noud axa, pentru a
doua schimbare de plan de proiectie, axa notata cu O2xz, In sens invers axei Oixi. Din
varfurile triunghiului 11’ 21" 31" se duc perpendiculare pe noua axa. Se masoara apoi
departarile de la varfurile triunghiului 123 pédnd la axa Oixi. Aceste departari se
pozitioneaza de la axa O2xz n prelungire (liniile cu rogu in aceasté problemé&) si se obtin
punctele 1io, 210, 310. Aceste trei puncte determina adevarata méarime a sectiunii facuta de
planul [P] in prisma triunghiulara.
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Fig. 5.14. Rezolvare aplicatia 5.14
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5.15. Sa se determine punctele de intersectie dintre piramida triunghiulara SABC:
$(20, 10, 100), A(110, 100, 0), B(50, 70, 0), C(140, 50, 0) si dreapta D(d,d’): H(30, 90, 0),
V(160, 0, 60) care intersecteaza piramida.

Rezolvare aplicatia 5.15

In planul vertical prin proiectia d’ a dreptei se traseaza planul de capét [P] care este
suprapus peste proiectia verticala: P’=d’. Se géseste proiectia verticald a sectiunii, 1°2°3’,
determinata de punctele in care urma P’ intersecteazad muchiile piramidei triunghiulare.
Ducéand liniile de ordine corespunzéatoare se determina proiectia orizontald a sectiunii 123,
ordine pana pe proiectia verticala d’ a dreptei si se determina si proiectiile verticale i’ si J,
ale punctelor de intersectie.

Fig. 5.15. Rezolvare aplicatia 5.15

Pentru studiul vizibilitétii se alege de exemplu un punct in planul vertical 4’=3". Se
coboaré linie de ordine in plan orizontal si se poate observa céa punctul 3 este pe muchia
SB a piramidei, iar 4 va cobori pe proiectia dreptei d.
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Proiectia 4 avénd departarea mai mare va rezulta ca proiectia d’ va fi vizibila in
planul vertical de proiectie.

Similar se studiaza vizibilitatea si in planul orizontal de proiectie in punctele de
intersectie aparentd 5=6 si se observa in planul vertical c& proiectia 6’ fiind pe proiectia
dreptei d’, are cota mai mare decat proiectia 5 care este pe muchia c’s’, deci proiectia
dreptei d va fi vizibild in planul orizontal de proiectie panéa in punctul i de intersectie dintre
proiectia dreptei d si proiectia fetei acs a piramidei.

Probleme propuse

5.16. Sa se desfasoare o piramida triunghiulara oblica SABC, avand baza situata in planul
orizontal de proiectie si una din muchii sa fie in pozitie frontala.

5.17. Se dau coordonatele varfurilor patrulaterului de baza al unei prisme oblice:
A(110, 20, 0); B(85, 5, 0); C(70, 30, 0); D(95, 45, 0) si punctul A1(92, 23, 23). Sa se
determine punctele in care dreapta D(d, d’) intersecteaza prisma. Dreapta D(d, d’) este
data prin doua puncte: M(92, 60, 60); N(43, 28, 23).

5.18. Sa se desfasoare piramida oblica SABCD, cu baza un patrat ABCD situat in planul
orizontal de proiectie ; A(115,35,0), B(80,15,0) si varful S(9,10,80).

5.19. Sa se construiasca sectiunea plana determinata de planul [P] : OPx = 28, OPy = oo,
OPz = -18, in piramida SABCE: S(20,6,80), A(100,10,0), B(75,45,0), C(110,55,0),
E(120,35,0) si sa se desfasoare trunchiul de piramida obtinut in urma sectionarii cu planul

[P].

5.20. Sa se sectioneze cu un plan de nivel o piramida dreapta avand baza un patrat ABCD
de latura | = 30 mm, situat in planul orizontal de proiectie si cu inaltimea de 50 mm. Sa se
desfasoare piramida si determinati care este adevarata marime a sectiunii facuta de planul
de nivel in piramida.

5.21. Sa se afle adevarata marime a sectiunii facutd de planul oarecare intr-o prisma
hexagonala inscrisa intr-un cerc de raza R = 30 mm si centrul in punctul O(110, 60, 0).
<OPx = 120°, «OPxP’ = 150°. S& se reprezinte desfasurata prismei hexagonale.

5.22. Sa se determine adevarata marime a sectiunii facutd de planul oarecare [P] in
prisma patrulatera oblica cu baza continuta in planul orizontal de proiectie.

Se cunosc: A(32, 12, 0); B(52, 37, 0); C(22, 52, 0); D(7, 22, 0) si A1(122, 52, 72).

Planul are coordonatele OPx = 137, «OPxP’ = 45°, si «OPxP = 45°,
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5.23. Se da prisma dreaptd cu baza continutd in planul [H], de forma pentagon regulat
inscris intr-un cerc de raza 40 mm si inaltimea 80 mm. S& se determine punctele de
intersectie cu o dreapta D(d, d’), definita de punctele M(32, 23, 22) si N(115, 63, 45). Sa
se construiasca desfasurata prismei si sa se reprezinte pe desfasurata punctele de
intersectie cu dreapta.

5.24. Sa se reprezinte in epura prisma dreapta care are baza un triunghi echilateral situata
in planul [P] determinat de punctele: OPx = 60; M(0, 58. 0); N(O, 0, 57). Centrul bazei
prismei este situat pe orizontala de cotd 18 mm a planului si are abscisa 30 mm. Raza
cercului circumscris bazei prismei este de 18 mm, iar inaltimea 60 mm.

5.25. In planul [P] avand OPx = 115 si OPxPv = OPxPn = 45° sunt situate punctele
A(75, 32, z) si B(20, 73, z). Se cere sa se reprezinte prisma dreapta care are ca baza
triunghiul echilateral de latura AB situat in planul [P] si sa se gaseasca proiectiile sectiunii
facuta in prisma cu planul [Q] care are OQx = 130; <OQxQv = 75° si «0OQxQn = 60°.

5.26. Se da piramida triunghiularé dreapta SABC cu baza in planul orizontal si dreapta
oarecare D(d, d’) data prin urme. Se cere sa se construiasca epura intersectiei dreptei cu
piramida.

Se cunosc: S(90, 60, 90); A(150, 20, 0); B(110, 90, 0); C(40, 50, 0); H(10, 90, 0);
V(230, 0, 100).

5.27. Sa se construiasca desfasurata pentru prisma triunghiulara oblica data prin punctele
Se cunosc: A(150, 40, 0); B(120, 10, 0); C(60, 50, 0); A1(130, 110, 80).

5.28. Se da o piramida triunghiulard oblicd cu baza in planul orizontal de proiectie, data
prin punctele: A(110, 40, 0); B(50, 10, 0); C(60, 60, 0) si S(20, 100, 90). Sa se desfasoare
piramida si sa se gaseasca si punctele de intersectie dintre planul de capat [P]: OPx = 125;
% OPxP’ = 45°;, «OPxP = 90° si piramida.

5.29. Se da prisma triunghiulara oblica ABC prin punctele A(80, 5, 20); B(65, 25, 0);
C(55, 5, 15) si Ci(10, 35, 40) si dreapta oarecare D(d, d’) cu urmele H(5, 25, 0) si
V(100, 0, 30). Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta si prisma.

5.30. Se da prisma triunghiulara ABCA1B1C1 si dreapta MN. Se cere sa se desfagoare
prisma si sa se determine proiectiile punctelor in care dreapta MN intersecteaza prisma.
Studiati vizibilitatea. Se cunosc: A(120, 30, 0); B(95, 15, 0); C(80, 45, 0); A1(65, 20, 50);
M(100, 35, 35); N(50, 25, 15).

5.31. Se considera prisma patrulatera oblica ABCEA1B1CiE1 cu baza situata in planul
orizontal de proiectie si dreapta D(d, d’). Sa se desfasoare prisma si sa se determine
punctele de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si prisma. Dreapta (D) este definita de
punctele H si V. Se cunosc: A(40, 46,0); B(23, 50, 0); C(17, 36, 0); E(30, 23, 0),
A1(78, 24, 35); H(75, 60, 0); V(29, 0, 26).
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5.32. Se da piramida triunghiulara oblica SABC, avand baza ABC situata in planul
orizontal de proiectie, A(70, 55, 0); B(33, 38, 0); C(83, 26, 0) si varful S(7, 5, 50).

Se cere sa se determine desfasurata piramidei si punctele de intersectie dintre dreapta
D(d, d’) definita de H(15, 50, 0); V(62, 0, 38) si piramida.

5.33. Se da prisma oblica ABCEA1B1Ci1E1, cu baza patrat ABCE, situata in planul orizontal
de proiectie, A(60, 20, 0); B(40, 10, 0); A1(10, 30, 40).

Sa se desfasoare prisma patrulatera si s se gaseasca punctele de intersectie dintre
dreapta D(d, d’): M(35, 5, 30); N(15, 50, 5) si prisma.

5.34. Se considera piramida triunghiulara oblica SABC, avand baza situata in planul
orizontal de proiectie, A(120, 75, 0); B(75, 55, 0); C(135, 30, 0); S(45, 15, 90) si planul [P]
definit de urmele: OPx = 8; OPy = -8; OP; = -5.

Sa se desfasoare piramida si sa se determine adevarata marime a secftiunii facuta de
planul [P] in piramida.

5.35. Se considera prisma triunghiulara oblica ABCA1B1C1 cu baza in planul orizontal de
proiectie. Se cunosc A(90, 20, 0); B(78, 45, 0); C(62, 24, 0); A1(33, 50, 60). Sa se
desfasoare prisma si sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si
prisma. Dreapta (D) este definitd de punctele H(100, 67, 0) si V(5, 0, 38).

5.36. Se da piramida patrulatera oblica SABCD, cu baza ABCD continuta in planul [H]:
A(110, 30, 0); B(80, 60, 0); C(42, 20, 0); D(90, 10, 0); S(10, 70, 60).

Sa se determine punctele intersectie cu dreapta D(d, d’), definita de punctele E(75, 80, 27)
si K(25, 15, 11).

Sa se studieze vizibilitatea dreptei si sa se construiasca desfasurata piramidei.

5.37. Se da prisma dreaptd cu baza continutd in planul [H], de forma unui pentagon
regulat Tnscris intr-un cerc de raza R = 30 mm si inaltimea 75 mm.

Sa se determine punctele de intersectie cu o dreapta D(d, d’), definitd de punctele
M(31, 22, 21) si N(114, 61, 51).

Sa se construiasca desfasurata prismei si sa se reprezinte pe desfasurata punctele de
intersectie cu dreapta.

5.38. Se da prisma oblica frontala ABCA1B1Ci, cu baza situata in planul orizontal [H]. Se
cere sectiunea pland in prisma cu un plan de capat [P] normal pe muchii, adevarata
marime a sectiunii, desfasurata prismei, respectiv a trunchiului de prisma cuprins intre
planul de sectiune si baza.

Se cunosc: A(140, 38, 0); B(107, 24, 0); C(119, 7, 0); A1(60, 38, 75); OPx = 15.
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5.39. Se da piramida dreapta SABCD, cu baza patrulater, continutd in planul [H]. Sa se
determine sectiunea cu planul oarecare [P], adevarata marime a sectiunii Si sa se
desfasoare trunchiul de piramida cuprins intre planul de sectiune si baza.
Se cunosc: A(160, 38, 0); B(93, 53, 0); C(62, 18, 0); D(131, 5, 0); S(117, 30, 96);

OPx=10; <OPxP = 135°; «OPxP’ = 160°.

5.40. Se da prisma dreapta ABCA1B1Ci, cu baza triunghi, situata in planul [V]. Se cere
sectiunea plana in prisma cu un plan vertical [P], adevarata marime a sectiunii,
desfasurata prismei, cuprinsa intre planul secant si planul [V].
Se cunosc: A(60, 0, 45); B(30, 0, 28); C(85, 0, 15); A1(60, 60, 45);

OPx = 15; «OPxP = 150°.

5.41. Se da piramida oblica SABCD, cu baza ABCD continutd in planul [H]. Sa se
determine sectiunea cu planul de capat [P], adevarata marime a sectiunii si sa se
desfasoare trunchiul de piramida cuprins intre planul [P] si planul [H].
Se cunosc: A(116, 27, 0); B(82, 60, 0); C(65, 12, 0); D(100, 8, 0); S(17, 43, 70);

OPx = 10; «OPxP’ = 160°.

5.42. Se considera piramida triunghiulara oblica SABC cu baza situata in planul orizontal
de proiectie.

Se cunosc: A(95, 25, 0); B(60, 50, 0); C(105, 60, 0) si varful S(25, 10, 60). Sa se
desfagoare piramida.

5.43. Se considera piramida triunghiulara oblica SABC cu baza situata in planul orizontal
de proiectie.

Se cunosc: A(50, 15, 0); B(40, 55, 0); C(10, 35, 0) si varful S(105, 20, 50). Sa se
desfasoare piramida.

5.44. Sa se determine punctele in care dreapta AB(ab, a’b’) intersecteaza prisma oblica
frontala MNPM:1N1P1, cunoscand coordonatele:

Se cunosc: M(120, 10, 0); N(145, 65, 0); P(45, 40, 88); P1(45, 40, 88); A(105, 55, 70) si
B(50, 23, 23)
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CAPITOLUL VI

SUPRAFETE CURBE (RIGLATE)
CILINDRUL SI CONUL

6.1. Se considera un con drept avand baza un cerc de raza R = 35 mm, situat in
planul [H], varful in punctul V(90, 40, 80) si inaltimea egala cu 80 mm. Se cere ca
utilizdnd un plan de capat [P] sa se determine in con o sectiune de tip parabolic,
adevarata marime a sectiunii si desfasurata trunchiului de con situata intre planul
[P] si [H].

Rezolvare aplicatia 6.1

Se reprezinta in epurd conul si planul de capéat [P]. Este necesar de un plan de
nivel [N] care va intersecta planul de capat in punctele 4°,5’. Se coboara linie de ordine in
planul orizontal si se obtin punctele 4,5 care determinéd sectiunea facuté de planul de nivel
in con, puncte care apartin sectiunii de tip parabolic in con. In planul vertical urma verticala
P’ a planului de capat intersecteaza generatoarele conului in punctele 1°,2°,3,4°,5",6’,7".
Din aceste puncte se coboaré linii de ordine in planul orizontal de proiectie si se determin&
sectiunea 1234567. Cu vérful compasului in punctul Px se rotesc punctele din planul
vertical pédna la linia de pamént, dupa care se duc linii de ordine care vor intersecta liniile
de ordine duse din proiectiile 1,2,3,4,5,6,7 rezultand sectiunea parabolicd, notatd cu
1020304050607 0.

Pentru constructia desfasuratei conului se procedeaza astfel: se alege un punct
notat cu V care reprezinta varful conului. Se masoara generatoarele conului din planul
vertical de proiectie si se aproximeaza cu arce de cerc distanta dintre punctele de pe baza
(ab, bc, cd, de, ef, fg, gh, ha). Astfel se obtine desfésurata conului si pe desfasurata se
pozitioneaza punctele de intersectie dintre planul de capéat si suprafata conului. Se
masoara in planul vertical distantele de la véarful conului v’ péna la fiecare punct in parte si
se reprezinta pe desfasurata.
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6.2. Se considera un con de revolutie avand baza un cerc de raza R = 35 mm, situata
in planul [V], cu varful in punctul $(90, 70, 55) si inaltimea egala cu 70 mm (in pozitie
de dreapta de capat).

Se cere ca utilizand un plan vertical [Q] sa se determine in con o sectiune de tip
eliptic, adevarata marime a sectiunii si desfagurata portiunii (trunchiului) de con
situata intre planul de sectiune si baza.

Rezolvare aplicatia 6.2

Se reprezinta in epura conul cu baza un cerc de razad 35 mm in planul vertical de
proiectie. Se imparte baza conului in 8 péarti egale si se noteaza punctele a’ pana la h’. Se
duc linii de ordine in planul orizontal de proiectie si se determina punctele pe linia de
pamant, asa cum se poate observa in figura 6.2.

Se reprezinta varful conului S(s,s’), se duc generatoarele conului de pe linia de
pamant si se intersecteaza cu punctul s. Urmeaza apoi constructia planului vertical [Q] si
se reprezinta urmele Q si Q’.

Aceasta sectiune eliptica se obtine prin sectionarea unui con circular drept, avand
baza in planul vertical de proiectie, cu un plan vertical. In acest caz, elipsa de sectiune
este data in proiectia orizontala de segmentul 110 (axa mare a elipsei), suprapus peste
urma orizontald Q a planului vertical, punctele 1 si 10 fiind punctele de intersectie dintre
generatoarele SA si SE cu acest plan. In proiectia verticald, sectiunea este elipsa cu axele
1’10’ si 6°7’. Axa micé a elipsei 6’7’ se obtine cu ajutorul planului auxiliar de front [F1] dus
la jumatatea segmentului 110, adica prin centrul elipsei din proiectia orizontala si
reprezinta punctele de intersectie dintre planul [Q], suprafata conica si planul de front. Se
procedeaza astfel: se intersecteaza planul de front [F] cu suprafata conica si se obtine
cercul de raza r (de culoare verde), cu centrul in centrul bazei (se proiecteaza pe planul
vertical de proiectie in adevarata marime).

Alte puncte ale sectiunii eliptice se determind ducéand alte plane de front. Cu
ajutorul planului [Fi] se determina punctele 6°7° de pe conturul elipsei, conform
metodologiei explicate mai sus. Adevarata marime a sectiunii se poate determina prin
rabaterea planului vertical [Q], impreund cu sectiunea, pe planul vertical de proiectie.
Aceasta este elipsa cu axele 10100 axa mare a elipsei $i 6070 axa mica a elipsei.

Planele de front s-au reprezentat cu linie de culoare verde, iar planul vertical s-a
reprezentat cu linie albastrd. Desfasurata trunchiului de con se determind astfel: se
pozitioneaza varful S, iar apoi se ia in compas raza egalad cu generatoarea conului si se
traseaza un arc de cerc. De pe baza conului din planul vertical se aproximeaza cu arc de
cerc distanta dintre punctele a si b si se reprezinta pe desfasurata. Se repeta acest proces
péna cénd se completeaza intreaga desfasurata. Pentru a pozitiona punctele 1o...100 se
ma&soara din véarful conului s din planul orizontal distantele pana la aceste puncta si se
puncteazé pe desfasurata, obtinédnd astfel trunchiul de con cerut in datele problemei.
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Fig. 6.2 b) Desfasurata conului
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6.3. Se considera conul oblic cu baza un cerc, cu centrul in punctul 01(95, 70, 0), de
raza R = 25 mm, varful in punctul S$(20, 10, 55) si punctul M(55, 30, 25). Sa se traseze
planul tangent la con prin punctul M(m, m’), punct de pe suprafata conului.

Rezolvare aplicatia 6.3

Se reprezintd in epurd conul si se pozitioneazd punctul M(m, m’). Pentru
determinarea planului tangent la con dus printr-un punct de pe suprafata conului se
procedeaza astfel: prin proiectia verticala m’ se traseazd generatoarea care contine
punctul M. Aceastd generatoare intersecteaza linia de paméant in punctul h’ (urma
orizontald a proiectiei verticale), se coboaré linie de ordine in planul orizontal pe cercul de
baza si se determing urma h. Prin urma h si proiectia m se traseaza generatoarea conului
care contine proiectia m in planul orizontal de proiectie.

v, |0

Fig. 6.3 Rezolvare aplicatia 6.3

Planul tangent la con dus prin punctul M(m, m’) de pe suprafata conului are urma
sa orizontala P perpendiculara pe raza cercului de baza oh. Paralel cu urma orizontala a
planului P se traseazéa prin proiectia m proiectia orizontald d care intersecteaza linia de
pamant in punctul vi.
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Se traseaza linie de ordine in plan vertical si se determind proiectia verticalad v1’.
Aceasta proiectie verticald vi’ se gaseste pe proiectia orizontalei d’ care este trasaté prin
proiectia m’. Astfel se poate determina si in planul vertical urma P’ a planului, care uneste
proiectiile vi’, v’ si se intélneste pe linia de pamént cu urma orizontala in Pkx.

Proiectia v se géaseste la intersectia generatoarei care trece prin m cu linia de
pamant, este un punct de departare 0, iar apoi trasand linie de ordine in planul vertical se
determiné& proiectia v’, la prelungirea generatoarei cere trece prin proiectia m’.

6.4. Se considera conul oblic cu baza un cerc, cu centrul in punctul O1(95, 70, 0), de
raza R = 25 mm, varful in punctul $(20, 10, 55). Sa se desfasoare conul.

Rezolvare aplicatia 6.4

Pentru a desfagura conul avem nevoie de adevérata marime a generatoarelor i de
mé&rimea reald a bazei. Ins& baza fiind situats in planul orizontal de proiectie aceasta este
reprezentata in adevaratéd marime.

Pentru a determina adevarata marime a generatoarelor se foloseste una dintre
metodele Geometrie descriptive, si anume metoda rotatiei. Astfel, se traseaza axa de
rotatie prin varful conului in planul orizontal si se realizeaza o rotatie de nivel in jurul
acestei axe, generatoarele devenind frontale. In planul orizontal se traseazé frontala din
varful conului gi se rotesc punctele de pe baza conului pana ajung pe frontala. Se duc linii
de ordine pe linia de paméant gi se unesc apoi cu varful s’, obtinand astfel adevarata
madrime a generatoarelor conului.

Pentru a reprezenta desfasurata conului de alege un punct S care reprezinta varful
conului si se masoara generatoarele obtinute dupa rotire. Se ia raza in compas s’ai’ si din
varful So se traseazé un arc de cerc, obtinand punctul Ao, primul punct de pe desfagurata
Si se noteaza cu literd mare.

Din planul orizontal de proiectie se aproximeaza distanta dintre punctele ag si cu
ajutorul compasului se traseaza un arc de cerc din punctul A. Din Sp se duce arcul de
cerc de raza s’g:’, iar la intersectia cu arcul de razad ag se obtine punctul Gio, al doilea
punct al desfasuratei. Se continua cu celelalte puncta pdna cand toate punctele au fost
reprezentate si astfel se obtine desfasurata. Pentru baza se construieste un cerc cu raza
25 mm din punctul de inflexiune Fo.
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Fig. 6.4 a) Rezolvare aplicatie

Fig. 6.4 b) Desfasurata conului oblic
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6.5. Se considera conul oblic cu baza cerc situat in planul orizontal, cu centrul in
punctul O1(40, 60, 0) de raza R = 30 mm, varful in punctul S(110, 10, 70) si dreapta
D(d,d’): A(90, 10, 20), B(30, 70, 60). Sa se determine punctele de intersectie dintre
con si dreapta D.

Rezolvare aplicatia 6.5

Pentru a putea determina intersectia dintre un con gi o dreaptd, se foloseste
metoda sectiunilor longitudinale.

X h| |o
d hy 1 Tol 2 |
S a ‘
\ ™

I \\\\
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N
j
/
/

O

1 \ 5
\

Fig. 6.5. Rezolvare aplicatie 6.5

Punctele in care dreapta D(d,d’) intersecteaza conul circular oblic, cu baza in planul
orizontal de proiectie, din figura 6.5, se determina ducénd un plan auxiliar prin dreapta si
prin varful S(s,s’) al conului. Planul secant [P] este un plan determinat de doua drepte
concurente in punctul M(m,m’), iar punctul M e D: dreapta data D si o dreapta D1(d1,d1’),
definita de punctul M si de varful conului, di =m v's,di’=m’ Us.’.

Se determina urmele orizontale ale celor doua drepte si se traseaza urma
orizontala P a planului, P =hl «h.
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Aceasta urma a planului intersecteaza cercul de bazéa al conului in punctele 1 si 2,
iar planul [P] intersecteaza suprafata conului dupa generatoarele S1 si S2, si rezulta o
sectiune longitudinala triunghiulara in con, [1S2], (reprezentata cu albastru).

Punctele I(i,i°) si J(j,j’) in care dreapta D(d,d’) intersecteaza triunghiul de sectiune
(1s2,1’s’2’) sunt punctele in care dreapta intersecteaza conul. Atat in proiectia orizontala,
cét si in proiectia verticala vizibilitatea dreptei este data de cele doua generatoare pe care
le intersecteaza. Astfel cele doua proiectii sunt invizibile de la punctul 1(i,i’) pana la punctul
J(j.j) si mai departe pana la generatoarea de contur aparent, deoarece punctul J(j,j’) este
situat pe suprafata invizibila a conului.

6.6. Se considera conul oblic cu baza un cerc, cu centrul in punctul Oi(5, 40, 0), de
raza R = 30 mm si varful in punctul S(80, 80, 65) si punctul M(20, ywv, 20) apartinand
conului.

a) Sa se determine urmele planului [T] tangent la con in punctul M

b) Sa se traseze desfasurata trunchiului de con, cuprins intre planul orizontal
si planul de nivel [N] situat la cota 30 mm.

Rezolvare aplicatia 6.6 a), b)

Pentru determinarea planului tangent la con s-a procedat la fel ca si la problema
anterioara (problema 6.3). Pentru a determina proiectia m pe planul orizontal s-a dus prin
m’ generatoarea conului care intersecteaza baza conului in punctul 1°, coboram linie de
ordine in planul orizontal si se determina proiectia 1, care este de asemenea pe baza
conului. Se uneste proiectia 1 cu varful s al conului si se gaseste generatoarea pe care
este proiectia m. Ne folosim de orizontala g’g care trece prin punctul M(m, m’) si gasim
urma verticald v, punct de depdrtare zero. in plan orizontal se duce raza O; care este
perpendiculard pe urma T a planului tangent, iar in planul vertical urma T’ trece prin Vv’
Cele doua urme ale planului tangent se intersecteaza pe linia de pamant in punctul Ty.

Pentru a determina desfésurata trunchiului de con cuprinséa intre planul orizontal
[H] si planul de nivel [N] se aplicd metoda rotatiei (o rotatie de nivel in jurul axei verticale
ce trece prin punctul s, varful conului) determinandu-se adevérata marime a
generatoarelor conului. Planul de nivel se aflé la o cotd de 30 mm fata de planul orizontal.
Se lraslateazd punctele de intersectie dintre planul de nivel si generatoare pe
generatoarele aflate in adevaratd marime (rezultate in urma aplicérii rotatiei de nivel) si se
obtin punctele 10’ — 7o’

Se alege un punct So care este varful conului si se duc arce de cerc cu razele s’70’
— 8’10’ pe desfasuraté si se obtine trenuchiul de con cuprins intre cele doua plane (colorat
cu albastru).
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Fig. 6.6 a) Rezolvare aplicatie

Fig. 6.6 b) Desfasurata conului oblic
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6.7. Fie conul oblic cu baza un cerc din planul orizontal, cu centrul in punctul
01(77, 34, 0), de raza R = 25 mm, varful in punctul S(11, 0, 70) si punctul M(40, 40, 5)
exterior conului.

a) Sa se traseze prin punctul M un plan tangent la con;

b) Sa se desfasoare conul.

Rezolvare aplicatia 6.7

Planul tangent conului dus prin punctul M trece prin varful S(s,s’) si este tangent la
cercul de baza. Se traseaza dreapta D(d,d’) prin punctul M gi prin varful conului si se
determiné urma orizontala H(h,h’) a acestei drepte. Din punctul M se pot duce doua plane
tangente la con, a céror urme orizontale, T1 gi Tz, trec prin urma orizontala h si sunt
tangente la bazéa in punctele 1 si 2. Pentru trasarea urmei verticale T1’ se utilizeaza urma
verticald V(v,v’) a orizontalei G(g9,9’) a planului [T+], trasata prin punctul M, T1’ = Tix v V.
Analog, se procedeaza si pentru urma T2'. Pentru desfasurata conului se procedeazé ca
Si la problema precedenta, se ia un punct So (la desfésurate se foloseste literd mare) si se
traseaza cu compasul arcele de cerc aferente generatoarelor determinate in adevarata
maé&rime, cele obtinute in urma rotatiei, iar de pe bazd se aproximeaza distanta dintre
puncte. Se unesc punctele, iar baza (cercul) se traseaza tangent la puctele de tangenta
ale bazei (Do sau Fo sunt punctele unde generatoarele conturului aparent SD si SF sunt
tangente la baza conului).
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Fig. 6.7 a) Rezolvare aplicatie
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Fig. 6.7 b) Desfasurata conului oblic

6.8. Fie cilindrul oblic cu bazele cercuri situate in plane paralele, cu centrele in
punctele O1(100, 35, 0) si 02(20, 65, 70), de raza R = 30 mm si dreapta D(d,d’):
A(110, 70, 50) si B(30, 20, 10).

a) Sa se determine punctele de intersectie dintre dreapta D si cilindru;

b) Sa se desfasoare cilindrul.

Rezolvare aplicatia 6.8

Se reprezinta in epuréa cilindrul oblic si dreapta D(d,d’), coordonatele fiind date in
cadrul problemei (figura 6.8a,b).

Pentru a trasa desfasurata cilindrului oblic din (figura 6.8b), se procedeaza astfel.
Prima data se determinad adevarata marime a generatoarelor cilindrului, acest lucru se
realizeaza printr-o schimbare de plan vertical de proiectie, generatoarele devenind drepte
frontale.

Se alege o noua linie de paméant Oixi paraleld cu proiectiile orizontale ale
generatoarelor. Apoi se inscrie in cilindru o prisma cu opt fete, care imparte baza
cilindrului in opt péarti egale. Dupa care se determing o sectiune normala in cilindru, prin
intersectarea cilindrului cu un plan de capét [Q], QL a1’1’, urma Q’ fiind perpendiculara pe
generatoarele cilindrului.

Se obtine o sectiune (12345678), care este o elipsa, si care se proiecteaza pe
planul vertical [V1] dupé segmentul 1°5’.
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Urmeazéa apoi determinarea marimii reale a elipsei de sectiune, prin rabaterea
planului [Q], impreuna cu sectiunea, pe planul orizontal de proiectie;

Pentru reprezentarea desféasuratei se ia dreapta pe care se traseaza desfasurata
sectiunii normale, aproximand lungimile arcelor de elipséa cu coardele corespunzéatoare: 12
= 1020, 23 = 2030,...87 = 8olo. In punctele care determiné desfisurata sectiunii normale se
traseaza directiile generatoarelor, perpendiculare pe aceasta $i se masoard pe ele
lungimile reale ale generatoarelor corespunzéatoare, din noua proiectie verticala, de o parte
si de alta a urmei Q, de exemplu: 10 Ao = a1’1’, 50 Eo = €167

Fig. 6.8 a) Rezolvarea aplicatiei 6.8
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Fig. 6.8 b) Desfasurata cilindrului oblic

Dupéa ce se traseaza generatoarele, se unesc extremitatile generatoarelor, tindnd
seama ca punctele de inflexiune Co $i Goin trasarea transformatelor cercurilor bazelor. Se
completeaza apoi desfésurata cu cercurile bazelor.

Pentru determinarea punctelor in care dreapta intersecteaza cilindrul, se poate
aplica una din cele doud metode studiate la intersectia poliedrelor cu drepte (avand in
vedere ca cilindrul este o prisméa cu un numar infinit de muchii si de fete).

Daca se folosegte metoda sectiunilor transversale, sectiunea determinata in cilindru
de planul auxiliar este o elipsa, iar exactitatea determinérii punctelor de intersectie este
influentata de precizia de construire a elipsei de sectiune. Astfel, se prefera metoda
sectiunilor longitudinale.

Se duce un plan auxiliar prin dreapta D(d,d’), acest plan este paralel cu
generatoarele cilindrului, si este de asemenea determinat de doué drepte concurente in
punctul M(m,m’), M e D, dreapta D si o dreaptd Di1(d1,d1’), paraleld cu generatoarele
cilindrului. Urma orizontala P, P = h v h1, a planului secant intersecteaza cercul bazei
cilindrului dupa segmentul 12, iar suprafata laterald a cilindrului dupa generatoarele
(13,1°3’) si (24,2°'4’).
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Dreapta D intersecteaza cilindrul in punctele I(i,i’) si J(j,j’), care rezulta ca puncte de
intersectie dintre proiectiile dreptei gi paralelogramul de sectiune. Vizibilitatea dreptei in
cele doua proiectii este data de vizibilitatea generatoarelor (1i,1°1’) si (2],2}’).

6.9. Fie cilindrul oblic cu bazele cercuri situate in plane paralele, cu centrele in
punctele O(30, 30, 0) si O1(80, 60, 60), de raze R = 20 mm si un punct M(20, yw, 8)
apartinand cilindrului.

Sa se duca prin punctul M un plan [T] tangent la cilindru;

Rezolvare aplicatia 6.9

Se reprezintéd in epuréd punctele care formeaza bazele cilindrului si se construieste
proiectiile cilindrului pe cele doué plane de proiectie. Pentru determinarea urmelor planului
tangent (urma orizontala T si urma verticala T’) in punctul M la suprafata cilindrica se
fraseaza generatoarea notata cu (12,1°2°), generatoare care trece prin M si de asemenea
va fi continuta de planul tangent [T].

Fig. 6.9 Rezolvare aplicatia 6.9

Urma orizontala T a planului tangent este tangenta bazei cilindrului in punctul (1,1),
urma orizontaléa a generatoarei 12.
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Intersectia urmei orizontale T cu axa Ox determina punctul Ty, un punct al urmei
verticale T’ a planului tangent. Pentru a afla inca un punct al acestei urme, se determina
urma verticala a generatoarei 12 sau urma verticala V(v,v’) a orizontalei G(g,9’) a planului
[T], ce trece prin punctul M, T'=Tx v V.

6.10. Se da cilindrul oblic, cu centrele bazelor in punctele: 01(100, 25, 0) si
02(50, 40, 50), de raze R = 20 mm. Sa se determine urmele planului tangent
cilindrului trasat prin punctul M (50, 8, 20), exterior lui.

Rezolvare aplicatia 6.10

Daca se cere construirea unui plan tangent la cilindru prin punctul M, problema are
doua solutii. Pentru rezolvare, se duce prin M(m,m’) dreapta D(d,d’) paralela cu
generatoarele cilindrului si se determind urma ei orizontala H(h,h’).

Planul tangent la cilindru contine aceasta dreapta, deci urmele orizontale T1 si T>
trec prin urma h si sunt tangente la baza cilindrului din planul orizontal de proiectie, in
punctele 1 si 2. Pentru determinarea urmei verticale T’ a planului tangent [T1], se
foloseste urma verticala a dreptei D sau urma verticala V1i(vi,v1’) a orizontalei G(g,9’) a
planului tangent, trasata prin punctul M, Ty’ = Tix vy’

Analog, se construieste si urma T2’

g V2

(6]

\Z

92

/ ° O,

Ty

Fig. 6.10 Rezolvare aplicatia 6.10
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6.11. Fie cilindrul frontal cu bazele cercuri situate in plane paralele, cu centrele in
punctele 01(82, 35, 0) si 02(25, 35, 75), de raze R = 25 mm si dreapta D(d,d’):

H(45, 5, 0), M(80, 55, 90).

a) Sa se construiasca desfasurata cilindrului;
b) Sa se determine punctele de intersectie dintre dreapta D si cilindru.

Rezolvare aplicatia 6.11

Se reprezinta punctele in epuréa si se construieste cilindrul frontal cu generatoarele
paralele cu linia de pamant, (generatoarele sunt frontale). Se reprezinta proiectia cilindrului
si in planul vertical de proiectie. Avand in vedere ca generatoarele sunt frontale, nu este
nevoie de aplicarea metodei geometriei descriptive pentru a determina adevarata marime
a generatoarelor cilindrului. Baza cilindrului fiind situaté in planul orizontal de proiectie

rezulta ca aceasta baza este reprezentata in adevarata marime.
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Fig. 6.11a) Intersectia dintre o dreapta oarecare si cilindrul frontal
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oO1

Fig. 6.11b) Desfasurata cilindrului frontal

Astfel, se imparte baza inferioarad a cilindrului in opt parti egale. Pe o dreapté
orizontald se aproximeazéa cu arce de cerc distantele dintre doué puncte consecutive i se
pozitioneaza pe aceasta. Aceastd dreaptd orizontald are lungimea egald cu lungimea
cercului bazei. Se traseaza un plan de capat [R] care este perpendicular pe generatoare.
Se reprezintd pe desfasuratad deasupra liniei orizontale marimea generatoarelor care se
afla deasupra urmei R’, iar sub linia orizontald pe desfasuratd se reprezintd méarimea
generatoarelor care se afld sub urma verticala a planului de de capadt R’. Se unesc
proiectiile AoBoCoDoEoFoKoSoAo Si se obtine desfasurata cilindrului frontal.

Pentru rezolvarea punctului b) privind intersectia cilindrului frontal cu dreapta
D(d,d’) se duce un plan auxiliar prin dreapta D(d,d’), acest plan este paralel cu
generatoarele cilindrului, si este de asemenea determinat de doué drepte concurente in
punctul M(m,m’), M € D, dreapta D si o dreaptd Di(d1,d1’), paraleld cu generatoarele
cilindrului.
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Urma orizontald P, P = h « h1, a planului secant intersecteaza cercul bazei
cilindrului dupé segmentul 12, iar suprafata laterald a cilindrului dupa generatoarele
(14,1'4’) si (23,2°3’). Dreapta D intersecteaza cilindrul in punctele \(i,i’) si J(j,j’), care rezulta
ca puncte de intersectie dintre proiectiile dreptei si paralelogramul de sectiune. Vizibilitatea
dreptei in cele doua proiectii este daté de vizibilitatea generatoarelor 11(1i,1°7’) si 23(2),2}).

6.12. Se da cilindrul drept cu bazele cercuri cu centrele in punctele O1(90, 30, 0) si
02(90, 30, 105), de raze R = 25 mm, si planul de capat [Q]: OQx = 34, QxQ = «,
<00QxQ’ = 145°.

a) Sa se determine adevarata marime a sectiunii facuta de planul [Q] in
cilindrul drept;

b) Sa se determine desfasurata cilindrului drept cuprinsa intre planul secant
si linia de pamant.

Rezolvare aplicatia 6.12

Pentru a determina adevédrata marime a sectiunii facuta de planul de capét in
cilindrul drept se duc linii de ordine din punctele de pe baza, iar din planul vertical, cu
varful compasului in punctul Qx se duc arce de cerc din punctele de intersectie dintre urma
verticald a planului de capat Q' si generatoarele cilindrului drept (din punctele 1°, 2’=8’,
3’=7’, 4’=6’, 5.
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Fig. 6.12 a) Adevarata marime a sectiunii in cilindrul drept
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Fig. 6.12 b) Desfasurata cilindrului drept

La intersectia arcelor de cerc cu liniile de ordine rezultd punctele 1o...80. Se unesc
aceste puncte si se obtine elipsa care reprezintd adevérata méarime a sectiunii facuta de
planul secant in cilindrul drept.

Pentru a determina desfasurata cilindrului drept vom proceda astfel: in primul rénd
desféasurata unui ciilindru drept este un dreptunghi cu lungimea egala cu lungimea cercului
bazei, iar latimea este inaltimea generatoarelor (in adevarata marime in proiectia verticala,
avéand in vedere ca acestea sunt drepte verticale).

Pentru trasarea grafica a desfasuratei cilindrului drept, se inscrie in cilindru o
prisma cu opt fete, asa cum se poate observa in figura 6.12b. Sectiunea normala
necesara pentru desfasurare este cercul bazei, care se desfasoara pe o linie dreapta
AoAo, mésurand segmentele AoBo = ab, BoCo = bg, ....IoAo = ia, din proiectia orizontald, asa
cum se poate observa in figura 6.12b. Prin punctele Ao, Bo,....Ao se ridica segmente egale
cu lungimea generatoarelor.
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Transformata sectiunii eliptice se obtine prin masurarea pe generatoarele de pe
desfaguratd a segmentelor Aolo = a’1’, Bo2o = b’2’, Co30 = ¢'3’, ...ic80 = I’8’ §i unirea
punctelor 1o, 20, 3o,...80,10. Pe desfasurata se trec punctele cu litere mari (Ao, ...lo, Ao).

6.13. Se da cilindrul drept definit de curbele directoare, cercuri cu centrele in
punctele O1(100, 40, 0) si O2(100, 40, 90), de raze R = 30 mm si planul oarecare
[P]: OPx =30, OPy =-60, OPz = -25.

a) Sa se gaseasca adevarata marime a sectiunii determinata de planul [P] in cilindru;
b) Sa se desfasoare portiunea de cilindru cuprinsa intre planul orizontal si planul

[P].

Rezolvare aplicatia 6.13

Se reprezintd in epuré cilindrul drept si planul oarecare [P]. Se inscrie in baza
cilindrului o prisméa cu opt fete.

Fg=fg

F,=f,

F3:f3 a:al:l

0;=0, e35 hs

F,=f,

- f=4
Fi=h ° 2\ / e

c=3 h,

P

Fig. 6.13 a) Adevarata marime a sectiunii in cilindrul drept
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Fig. 6.13 b) Desfasurata portiunii de cilindru drept

Pentru rezolvarea punctului a) se folosesc frontale [Fi]...[Fs], frontale care
intersecteaza urma P a planului in punctele hi...hs. Se duc linii de ordine pe linia de
pamant si se determind urmele h:’...hs’. Din aceste urme se duc frontalele f1’...fs’ paralele
cu urma P’ a planului. Aceste frontale intersecteaza generatoarele aparente ale cilindrului
in punctele 1°...8’ si se obtine sectiunea in cilindru.

Pentru a determina adevéarata marime a sectiunii in cilindru se rabate urma planului
P astfel: se traseaza arce de cerc din punctul Py, iar din punctele h1’...hs’ se traseaza linii
de ordine perpendiculare pe urma P’. La intersectia cu arcele de cerc se obtine urma Po.
Din punctele hio...hso se traseaza frontalele Fio...Fso. Din punctele de pe sectiune 1°...8’ se
fraseaza perpendiculare pe urma Po’, iar la intersectia cu frontalele Fio...Fso se obtin
punctele 1o...80. Se unesc aceste puncte si se obtine adevérata marime a sectiunii in
cilindru.

Pentru rezolvarea punctului b) se desfdsoard baza cilindrului mésurdnd
segementele care formeaza prisma inscrisa in cercul bazei cilindrului. Avand in vedere céa
in planul vertical generatoarele cilindrului sunt drepte verticale (se afla in adevarata
marime) se reprezintd pe desfasuratéd in adevératd marime méasurdnd aceste genratoare
de la linia de paméant pana la urma planului secant. Se unesc aceste puncte si se obtine
desfagurata cilindrului drept.

6.14. Sa se determine adevarata marime a sectiunii si sa se desfagoare portiunea de
cilindru cuprins intre planul orizontal si planul secant in cilindrul drept. Se dau
coordonatele centrele bazelor O(110, 30, 0) si O1(110, 30, 60), de raze R = 25 mm
precum si planul de capat [P]: OPx =65, OPy = «, xOPxP’ = 145°.

Rezolvare aplicatia 6.14

Se reprezinté punctele in epuréd si se construieste cilindrul drept si planul de capét [P].
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Se inscrie in baza cilindrului o prisma patrulaterd si se obtin punctele a=1, b=2,
c=3, d=4, e=5, f=6, g=7, h=8. Se duc linii de ordine in planul vertical de proiectie si se
obtin punctele 2’, 1'=3’, 4’=8’, 5’=7’, 6’. Se rabate urma orizontald P a planului in planul
vertical de proiectie pana cand devine perpendiculara pe urma verticala P’ a planului si se
obtine Po. Se traseazéa arce de cerc din Px pana pe urma Po.

3o
4
6o 0
Po
PI=PO| fll
3
\ 7 0
&
B'=
00
X fl e= |o
Px
g:_ ‘
_ b=2
=6 OO,
e=5 c=3
d=4 P

Fig. 6.14. a) Adevarata marime a sectiunii in cilindrul drept

6y
Ty / \ So

4 8

0 0 4
3 1,
2

Dy* ‘ "D
0 Co Bo A Ho Go Fo Eo 0

Fig. 6.14. b) Desfasurata cilindrului drept
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Din punctele 1°...8’ de pe P’ se duc perpendiculare pdna cand intélnesc liniile de ordine
duse in prelungirea arcelor de cerc trasate anterior. Se unesc punctele 1o...80 $i se obtine
sectiunea care este o elipsa (teorema Ilui Dandelin) a cérei proiectie verticald este
segmentul 6’2’ pe urma verticald a planului [P]. Elipsa obtinuta este in adevératd marime,
avand 6020 = 6’2’ axa mare si 8040 = 8’4’ axa mica.

Pentru determinarea desfasuratei se traseazd o dreaptd pe care se mé&soara
DoCo = dc, CoBo = cb... EocDo = ed. Fiecéarei diviziuni ii corepunde céte o generatoare a
caror marime se méasoaréa in proiectia verticald a cilindrului (generatoarele sunt drepte
verticale, sunt proiectate in adevarata marime). Unind intre ele punctele 4o, 3o, 20, lo, 8o,
70, 60, 50, 40 ale fiecdrei generatoare cu planul secant se obtine transformata sectiunii,
curba 4o, 3o, ...4o.

6.15. Sa se determine sectiunea in cilindrul oblic, determinata de un plan oarecare,
cand se cunosc: 01(120, 30, 0); O2(15, 75, 80); R = 25 mm; OPx = 5, <OPxP = 135°,
<OPxP’ = 145°,

Rezolvare aplicatia 6.15

Se imparte baza inferioard a cilindrului in 8 sau 12 parti egale, dupéa care se
reprezinta generatoarele cilindrului in cele doué plane de proiectie. Se aplica apoi exact ca
si in cazul poliedrelor, metoda planelor proiectante, cu plane de capéat duse prin
generatoarele cilindrului. Planele de capéat trasate vor intersecta urma orizontalad si
verticald a planului oarecare [P] si se obtin urmele orizontale hi...h7, iar apoi urmele
verticale vi’,...v7. Se unesc cu linie subtire urmele orizontale si verticale (fig. 6.15), care
intersecteazd generatoarele cilindrului oblic in planul orizontal si se obtine sectiunea
1,2,...,12. Se duc linii de ordine in planul vertical, iar la intersectia cu generatoarele
corespondente se obtine sectiunea in planul vertical notaté cu 1°, 2°,...12".
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Fig. 6.15. Sectiunea cu un plan oarecare a cilindrului oblic
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6.16. Sa se determine intersectia dintre un cilindru oblic si dreapta D(d, d’) cand se
cunosc: 01(40, 30, 0); O2(95, 40, 65); R = 20 mm; iar pentru dreapta se cunosc
coordonatele punctelor M(65, 70, 15) si N(40, 5, 10).

Rezolvare aplicatia 6.16

Se reprezinta in epuré dreapta D(d,d’) si cilindrul oblic, dupéa care se traseazé prin
punctul M(m, m’) dreapta Di(d:, di’) care este concurenta cu dreapta D(d, d’). Dreapta
D1(d1, di’) este paralela cu generatoarele cilindrului oblic. Urma orizontala P, P = hu h;
intersecteazd cercul bazei cilindrului dupd& segemnetul 12, iar suprafata laterald a
cilindrului dupéa generatoarele (13, 1’3’) si (24, 2'4’).

Dreapta D(d,d’) intersecteaza cilindrul in punctele I(i, i’) si J(j, j)), care rezultd ca
punctele de intersectie dintre proiectiile dreptei si paralelogramul de sectiune, colorat cu
albastru (vezi fig. 6.16).
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h

Figura 6.16. Intersectia dreptei D(d, d’) cu cilindrul oblic

6.17 Se considera cilindrul circular drept cu baza un cerc situat in planul orizontal
de proiectie, cu centrul in O(85, 40, 0), raza R = 30 mm si inaltimea egala cu 75 mm.
Se cere sa se determine sectiunea cu un plan oarecare [P], adevarata marime a
sectiunii si desfasurata portiunii de cilindru situata intre planul secant si baza
inferioara.

Se cunosc coordonatele planului [P]: OPx = 15; «OPxP =120°, «OPxP’ = 150°.

Rezolvare aplicatia 6.17

Pentru rezolvarea problemei se folosesc frontalele [Fi]...[Fs], frontale care
intersecteaza cilindrul drept in opt puncte. Totodata aceste frontale vor intersecta urma P
a planului in punctele hi...hs. Din aceste urme se duc linii de ordine in plan vertical pdna
pe linia de pdmant si se obtin urmele h1’... hs’.

Din aceste urme se traseaza perpendiculare pe urma P’ a planului, iar la intersectia
cu arcele de cerc duse din Px se obtin punctele hio...hso.
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Din punctele determinate anterior (hio.. hso) se traseazéa frontalele fi’,....fs’, frontale
care sunt paralele cu urma P’ si cu frontalele f1’,....,fs’. Din planul orizontal se duc linii de
ordine in planul vertical si la intersectia cu frontalele f1,’...,fs’ se obfin punctele 1’,...,8".

Pentru a determina adevérata méarime a sectiunii se traseazéa perpendiculare din
punctele 1°,...,8" pe frontalele F1o..Fso si se obtin punctele 1o,...,80. Unim cu linie continua
punctele si obfinem adevérata marime a sectiunii in cilindrul drept.

F50

\540 :

F,=f, b=2 d=4
Fa=fs e=5
a=a;=1 0=0, hs
F4:f4 j 4
F5:f5 k:8 \ /926 \_/V/
P

Fig. 6.17. a) Sectiunea cilindrului drept cu un plan oarecare
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.0,

Fig. 6.17. b) Desfasurata cilindrului drept

Pentru realizarea desfésuratei avem nevoie de lungimea cercului bazei, astfel pe o
linie orizontald se desfasoard baza inferioarad a cilindrului care a fost impartita in opt parti
egale. Din planul vertical se masoara generatoarele cilindrului de la baza inferioara péana
la punctul de intersectie cu urma P’ a planului oarecare (fiind drepte verticale, ele sunt
reprezentate in adevéaratad mérime) si apoi se translateaza pe desféasurata.

6.18. Sa se determine curba de intersectie a doi cilindri de diametru @45, cu unghiul
dintre axele de simetrie de 45° si apoi sa se determine desfasurata acestora. Se mai
cunosc: inaltimea cilindrului C2 este 90 mm, distanta de la punctul de intersectie ale
axelor de simetrie pana la baza cilindrilor este 20 mm.

Rezolvare aplicatia 6.18

Se reprezinta cei doi cilindri cu axele de simetrie concurente. Pentru a determina
curba de intersectie dintre cei doi cilindrii se procedeaza astfel: se traseazé prima data
sfera minima notata cu Si1, sfera care este tangenta la ambii cilindrii, iar centrul sferei va fi
punctul de intersectie dintre axele de simetrie ale celor doi cilindrii. Concentric cu prima
sfera se traseaza sfrera S» care va avea un diametru mai mare decét sfera S;. Aceasta va
intersecta generatoarele celor doi cilindrii in doué puncte.
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Se obtine astfel punctul de intersectie dintre cele doua drepte si de altfel si al doilea
punct care va fi pe curba de intersectie. Se repetéd pasul anterior si se mai traseaza sfera
Sz de diametru mai mare decat sfera S». Aceastd sferd va intersecta la randul ei
generatoarele celor doi cilindrii ducand linii paralele cu bazele atat pentru cilindrul C1, cat
si pentru cilindrul C> si se obtine al treilea punct de intersectie care va fi pe curba de
intersectie. Tot pe curba de intersectie vor fi si punctele in care se intersecteaza
generatoarele celor doi cilindrii, astfel va rezulta curba de intersectie, care va fi o linie
franta.

Pentru desfasuratele celor doi cilindrii se procedeazéa astfel: se Tmpart bazele
superioare ale celor doi cilindrii in 6 pérti egale. Se traseazd generatoarele cilindrilor din
punctele 1...7, atat pentru cilindrul Ci, cét si pentru cilindrul C2. Aceste generatoare vor
intersecta curba de intersectie in punctele rezultate in constructie (vezi rezolvarea grafica).
Pentru desfasurata cilindrilor se aproximeazéa cu compasul distanta dintre punctele de pe
baza de la 1 la 7. Din punctele unde generatoarele de la 1 la 7 intersecteaza curba de
intersectie se vor trasa paralele la bazele cilindrului si se reprezintd pe desfasurata
punctele 1o,...,70.

90

Fig. 6.18. a) Intersectia a doi cilindrii cu diametre egale
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Fig. 6.18.b) Rezovarea aplicatiei 6.18

Probleme propuse

6.19. Se considera un con de revolutie avand baza un cerc de razéd R = 35 mm, situata in
planul [V], cu varful in S(s, s’) si inaltimea egala cu 70 mm (in pozitie de dreapta de capat).
Se cere ca utilizand un plan vertical [Q] sa se determine in con o sectiune de tip eliptic,
adevarata marime a sectiunii si desfasurata trunchiului de con situatd intre planul [Q] si
baza.

6.20. Se considera un con avand baza un cerc de raza R = 35 mm, situata in planul [H],
cu varful in V(v, V') si inaltimea egala cu 70 mm. Se cere ca utilizadnd un plan de capat [P]
sa se determine in con o sectiune de tip parabolic, adevarata marime a sectiunii si
desfasurata trunchiului de con situaté intre planul de sectiune si baza.

6.21. Sa se determine adevarata marime a sectiunii cu un plan de capat [P] care este
reprezentat la un unghi de 30° fata planul [H], intr-un cilindru avand baza un cerc de raza
R = 35 mm, situata in planul [H] si indltimea de 75 mm. Sa se desfasoare portiunea de
cilindru situata sub planul de sectiune.
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6.22. Se considera conul oblic cu baza un cerc de raza R = 25 mm, situata in planul [H],
cu centrul in O1(50, 70, 0) si varful in punctul S(10, 10, 60). Se cere sa se determine
punctele de intersectie dintre con si o orizontald de cotd 20 mm. S& se studieze
vizibilitatea dreptei.

6.23. Se considera conul drept, cu baza un cerc de raza R = 30 mm, situat in planul [H],
cu centrul in O1(80, 50, 0) si varful in punctul S(80, 50, 60). Se cere sa se determine
punctele de intersectie dintre con si dreapta oarecare D(d, d’). Sa se studieze vizibilitatea
dreptei. D(d, d’): M(40, 105, 15); N(100, 10, 50).

6.24. Se da cilindrul oblic cu baza situata in planul orizontal de proiectie, un cerc de raza
R = 15 mm, cu centrul in punctul O1(24, 17, 0) si baza superioara cu centrul in punctul
01(53, 33, 30). Se cere sa se desfasoare cilindrul oblic.

6.25. Se da cilindru drept cu centrul bazei in punctul O1(85, 45, 0), R = 30 mm, iar
inaltimea cilindrului este 70 mm. Se cere sa se determine adevarata marime a sectiunii
facuta de un plan oarecare [P]: OPx = 10; <OPxP = 120°, «OPxP’ = 150° in cilindru.

6.26. Se considera conul circular drept cu baza in planul orizontal de proiectie, cu centrul
bazei in punctul O1(70, 50, 0), R = 30 mm, iar varful conului are coordonatele
S(70, 50, 60). Se cere ca utilizadnd un plan de capat [Q] sa se determine in con o sectiune
de tip parabolic, adevarata marime a sectiunii si desfasurata trunchiului de con situat intre
planul de sectiune si baza.

6.27. Se considera cilindrul oblic cu bazele cercuri situate in plane paralele, cu centrele n
punctele O1(50, 40, 0) si O2(110, 50, 70), de raze R = 25 mm si un punct M(60, 30, zwm)
apartinand cilindrului. Se cere:

a) sa se desfasoare cilindrul;

b) sa se duca prin punctul M(m, m’) un plan tangent [T] la cilindru.

6.28. Sa se determine sectiunea facuta de planul de nivel [N] cu un con circular cu baza
situata in planul vertical de proiectie. Se cunosc: 01(110, 0, 40); R = 30 mm;
S(30, 40, 90); Nz = 55mm. S& se construiasca desfasurata trunchiului de con cuprinsa
intre planul de nivel si planul orizontal de proiectie.

6.29. Se considera un con circular de raza R = 30 mm, centrul cercului de baza in punctul
01(80, 65, 0) si varful S(5, 80, 65). Se da planul de capat [P]: OPx = 20, OPy = e,
OP; = -20 si dreapta D(d, d’): A(50, 40, 30); B(110, 30, 10). Se cere sa se construiasca
desfasurata trunchiului de con cuprins intre planul orizontal si planul de capat [P], iar apoi
sa se determine punctele de intersectie dintre dreapta (D) si con.

6.30. Se da cilindrul fronto-orizontal cu centrele in O1(30, 35, 0); 02(30, 35, 90) si raza
cercului de bazd R = 25 mm. S& se construiasca sectiunea plana obtinuta la intersectia
acestuia cu un plan de capat.
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6.31. Se da conul circular cu baza un cerc cu centrul Tn punctul O1(50, 40, 0), de raza
R =25 mm si varful S(10, 40, 70). Sa se determine punctele de intersectie dintre con si o
dreapta frontala D1(d1, d1’) cu urma orizontala H(110, 20, 0) si a carei proiectie verticala
face cu linia de pamant un unghi de 60°.

6.32. Se considera conul oblic cu baza un cerc situat in planul orizontal de proiectie, cu
centrul in punctul 01(35, 30, 0), raza cercului de baza R = 20 mm, iar varful conului este
situat in punctul S(5, 10, 40). Se cere sa se desfasoare conul oblic.

6.33. Sa se determine punctele in care dreapta D(d, d’), determinatd de punctele
M(20, 45, 35) si N(53, 23, 12), intersecteaza cilindrul circular oblic cu cercul de baza in
planul orizontal de proiectie, avand raza R = 20 mm si centrul O1(30, 20, 0), si
02(60, 55, 55).
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Capitolul VI
SUPRAFETE NERIGLATE

SFERA

7.1. Fie sfera de raza R = 30 mm, cu centrul in punctul O1(50, 40, 50) si dreapta
D(d,d’): A(100, 10, 80), B(10, 30, 10).

a) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D si sfera si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

b) Prin punctul M(35, ym, 60) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;

c) Sa se determine adevarata marime a sectiunii facuta de planul de capat [Q]:
OQx =5, OQy = w, OQz = -7 in sfera.

Rezolvare aplicatia 7.1

Pentru rezolvarea acestor tipuri de probleme se folosesc metodele geometriei
descriptive (rabaterea sau schimbarea planelor de proiectie). O dreapta intersecteaza o
sfera in doua puncte, astfel putem avea doud cazuri diferite, un caz in care dreapta nu
trece prin centrul sferei, si al doilea caz in care dreapta trece prin centrul sferei. In
continuare vom analiza solutia pentru rezolvarea problemei de mai sus, caz in care
dreapta oarecare nu trece prin centrul sferei.

Pentru rezolvarea punctului a) se rabate dreapta D pe planul de nivel [N] care trece
prin centrul sferei. Axa de rabatere este orizontala g. Punctul a rédméane propriul punct
rabatut, deoarece axa de rabatere trece exact prin el, iar pentru determinarea punctului bo
avem nevoie de triunghiul de rabatere, astfel din proiectia b se traseaza o paraleld si o
perpendiculard pe axa de rabatere. Lungimea paralelei este data de cota punctului pédna la
planul de nivel [N]. Piciorul perpendicularei se noteaza cu w. Din punctul by se duce un arc
de cerc, cu centrul in w péné intersecteaza perpendiculara dusé din b, iar la intersectia
celor doué rezultd proiectia bo. Astfel do = aoubo, planul de nivel taie sfera dupé cercul
ecuator si dreapta rabatutd do §i intresecteazé sfera in punctele 1o Si 2o0. Ridicdm din
rabatere aceste puncte ducéand perpendiculare pe axa de rabatere si se prelungesc pané
pe proiectia d, obtindnd astfel punctele 1 si 2. Din cele dou& puncte se duc linii de ordine
in planul vertical si se determin& astfel punctele 1’ si 2’ pe proiectia verticald d’. Aceste
puncte sunt de altfel si punctele de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si sfera.
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bo

Fig. 7.1 a) Intersectia sferei cu o dreapta oarecare care nu trece prin centrul sferei

Pentru rezolvarea punctului b) planul tangent la o suprafaté sferica are un punct
comun cu sfera si totodatd planul tangent este perpendicular pe raza care trece prin
punctul de tangenta. Planul tangent care se duce la o sferd se poate trasa printr-un punct
care apartine sferei, sau un alt caz in care planul tangent se duce la sferé printr-un punct
exterior (care nu apartine sferei) sferei.

Pentru a putea trasa cele doua urme ale planului tangent [T] la sferd, plan dus prin
punctul M(m, m’) situat pe suprafata sferei, se foloseste o dreapta orizontald D(d, d’) a
acestui plan. Planul tangent este perpendicular pe raza sferei, proiectia orizontald notaté
cu d a orizontalei se va trasa prin punctul M(m, m’), perpendicularé pe raza om. Intersectia
orizontalei cu axa Ox determina urma v. Se va determina apoi urma verticald V(v, v’) a
dreptei orizontale si prin aceasta proiectie verticala v’ se va trasa urma verticala T  a
planului tangent. Aceasta urma verticala a planului tangent T’ este perpendicularé pe raza
o’m’ in planul vertical de proiectie. Urma orizontala a planului tangent T va trece prin Tx Si
va fi paralela cu proiectia orizontald d a dreptei orizontale.
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Fig. 7.1 b) Plan tangent printr-un punct M(m, m’), pe suprafata sferei

Pentru rezolvarea punctului c), caz in care sfera este sectionatd cu un plan de
capat [Q], cercul de sectiune se va determina in proiectia verticald dupd segmentul 1°2’,
care este suprapus peste urma verticala Q’, dat de punctele in care planul intersecteaza
cercul meridian. Acesta este de altfel diametrul cercului de sectiune, este reprezentat in
adevérata marime si este paralel cu planul vertical [V] de proiectie. Axa 12 reprezinta axa
mica a elipsei, iar axa mare a elipsei, 34, este situata pe dreapta de capat D1(d1, d1’), care
trece prin centrul O1(01, 01)). Pentru determinarea ei se va folosi planul de nivel [N1], dus
prin punctul O1’, 01’e N1, care sectioneaza sfera dupa cercul ¢, diNc=3, diNc=4.

Pentru a trasa elipsa si in proiectia orizontala, trebuie trasate si punctele de pe
conturul cercului ecuator, unde curba de sectiune isi va schimba vizibilitatea. Se va trasa
in continuare planul de nivel [N] dus prin centrul sferei, O’eN’ si se determina punctele 5 si
6 proiectia orizontald a conturului aparent al sferei, prin intersectia acestuia cu dreapta de
capét d. Aceasta dreaptad de capéat rezulta din intersectia planului de capat [Q] cu planul
de nivel [N].
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Fig. 7.1 c) Intersectia sferei cu un plan de capat [Q]

7.2. Se considera sfera de raza R = 30 mm, cu centrul in punctul O(50, 40, 50).

a) Prin punctul M(65, ym, 60) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;
b) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D(d,d’), care trece prin
centrul sferei si prin punctul A(90, 80, 10), exterior sferei si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

c) Sa se determine sectiunea facuta de planul de capat [Q]: OQx = 70, OQy = oo,
OQz = 80 in sfera si sa se determine adevarata marime a acesteia.

Rezolvare aplicatia 7.2

Pentru rezolvarea punctului a) se procedeaza astfel: punctul M fiind situat pe
Suprafata sferei se foloseste o orizontald G(g, g’), orizontald dusa prin proiectia m’.
Orizontala g’ este suprapuséa peste urma planului N’ in planul vertical. Se masoara raza
o’'m’ si cu aceastéa raza se traseaza in planul orizontal un cerc de razd om. Tangent la
aceast cerc si perpendicular pe raza om se traseaza prin proiectia m orizontala g. Aceasta
orizontald va intersecta linia de pamant in punctul v (care reprezintd urma verticald a

orizontalei g, punct de departare zero).
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Trasam linie de ordine in planul vertical pana pe planul de nivel N’ si se obfine urma
verticala v’. Prin v’ se va trasa urma verticald a planului tangent T, urma care este Si
perpendicularéa pe raza o’m’.

Pe linia de pamaént se determina punctul Tx, iar urma orizontald T a planului tangent
se va trasa din Tx si va fi paralela cu orizontala g.

T

m' \% N'=g

&
° (@)
\‘
XA Tx |O
< " |
T m
{[90°
(@)

Fig. 7.2 a) Plan tangent printr-un punct M(m, m’), pe suprafata sferei

Pentru rezolvarea punctului b) se foloseste un plan de front [F] care trece prin centrul
sferei. Proiectia sferei in planul vertical de proiectie este cercul meridian obtinut prin
sectionarea sferei cu planul de front. Printr-o rotatie de nivel, ludnd axa de rotatie Z(z, Z’)
prin centrul sferei, se transforma dreapta D in frontala D1(d1, d1’), continuta in planul [F], cu
ajutorul punctului A(a, a’). Cercul meridian si dreapta D1 sunt coplanare si se intersecteazéa
n punctele 11’ si 21",

Daca revenim din rotatie, in proiectie verticaléd se vor obtine proiectile 1’ si 2’ pe
proiectia d’, iar apoi cu linii de ordine se vor determina si proiectiile orizontale 1 si 2 pe
proiectia orizontaléa d.

Punctele (1, 1’) si (2, 2°) sunt punctele in care dreapta D(d, d’) intersecteazé sfera.

In proiectia orizontald, dreapta va fi invizibild de la conturul aparent pand in punctul 2,
iar in proiectia verticald, dreapta va fi invizibila intre punctele 1° si 2.
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Fig. 7.2 b) Intersectia sferei cu o dreapta care trece prin centrul sferei

Pentru rezolvarea punctului ¢) si anume determinarea adevératei méarimi a sectiunii
facutad de un plan de capat [Q] in sfera, cercul de sectiune se va determina in proiectia
verticala prin segmentul 1°2’, care este suprapus peste urma verticala Q’, dat de cele doua
puncte in care planul de capéat intersecteaza cercul meridian. Acesta este diametrul
cercului de sectiune si este in adevarata méarime.

In proiectia orizontald 12 reprezintd axa micd a elipsei dupé care se proiecteazé
cercul de sectiune. Axa mare a elipsei, punctele 56, este situatd pe dreapta de capét
Di(d1, di1), care trece prin centrul Oi(01, 01) al sectiunii (1’01’ = 01’2’), iar pentru
determinarea ei in proiectia orizontala, se va utiliza planul de nivel [N1], dus prin centrul
sferei O1’, 01’eN1’, care sectioneaza sfera dupéa cercul dic =5, diNc = 6.

Se va trasa si planul de nivel [N] dus prin centrul sferei si se va determina punctele
3’ si 4’. Se duc linii de ordine in planul orizontal si se vor determina proiectiile punctelor 3
si 4 pe conturul aparent al sferei.
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Fig. 7.2 c) Intersectia sferei cu un plan de capat [Q]

7.3. Fie sfera de raza R = 35 mm, cu centrul in punctul O1(60, 40, 50) si dreapta
D(d,d’): A(20, 20, 10), B(110, 30, 50).

a) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D si sfera si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

b) Prin punctul M(80, ym, 70) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;

c) Sa se determine adevarata marime a sectiunii facuta de planul de capat [Q]:
OQx =90, OQy = o, 0Qz = 110 in sfera.

Rezolvare aplicatia 7.3a), b), c)

Se reprezinta in epuréa punctele A(a, a’), B(b, b’) care determinéa dreapta D(d, d’), iar
apoi se reprezinta punctul O, punct care reprezinta centrul sferei. Pentru a gasi punctele
de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si sferd se foloseste metoda rabaterii pe un plan de
nivel, astfel se traseaza un plan de nivel prin centrul sferei, iar suprapus peste planul de
nivel avem si dreapta orizontala g’.

Planul de nivel intersecteazé proiectia dreptei d’ in punctul b’. In plan orizontal se va
trasa din proiectia b orizontala g care trece prin centrul sferei.
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Aceasta orizontala g este axa de rabatere.

Astfel, din punctul a se traseazd pe axa de rabatere g o perpendiculard si o
paralela. Piciorul perpendicularei il notdm cu w, iar lungimea dreptei paralele aa; este cota
punctului A péana la planul de nivel N. Se formeaza triunghiul de rabatere awai. Se
traseaza cu varful compasului in w un arc de cerc din a1 pdna la intadlnirea cu
perpendiculara aw si se obtine punctul ao. Punctul bo coincide cu b deoarece punctul b
este propriul lui punct rabatut. Se uneste bo si ao i se obtine dreapta rabatuta. Aceasta
noud dreapta obtinuta intersecteazé sfera in punctele 1o si 20. Din cele doué& puncte se
duc perpendiculare pe axa de rabatere g péna la intersectia cu dreapta d, astfel se
determina punctele 1 si 2.

Aceste puncte sunt punctele de intersectie dintre dreapta D(d, d’) si sferd. Se duc
linii de ordine Tn planul vertical de proiectie si se gasesc proiectiile 1’ si 2’.

Fig. 7.3 a) Intersectia sferei cu o dreapta oarecare care nu trece prin centrul
sferei

Pentru rezolvarea punctului b), problema este aseméanatoare cu problema 7.2.
Determinam din datele problemei proiectia m’ pe suprafata sferei si masuram raza o’m’.
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Se reprezintad cu aceasta raza un cerc in planul orizontal, cerc care va fi concentric
cu conturul sferei. Se traseazé linie de ordine din proiectia m’ si se determinéd si proiectia
m in planul orizontal, prin care se va trasa orizontala g. Aceasta orizontald g este
perpendiculara pe raza om. Se determina apoi urma verticala v, punct de departare zero.
Se traseazéa apoi linie de ordine in planul vertical si de determin& v’ pe orizontala g’.

Prin v’ se traseazd urma verticalda T a planului tangent, urma care este
perpendiculard pe raza o’m’. Urma T’ intersecteazd linia de pdmant in punctul Tx. in planul
orizontal se traseaza urma orizontald T a planului tangent paralelé cu orizontala g.

90°

Fig. 7.3 b) Plan tangent printr-un punct M(m, m’), pe suprafata sferei

Pentru punctul c) se va proceda astfel: se traseaza planul de capat [Q] dupa datele
din problemd. Sectiunea apare deformaté dupéd o elipsa. Astfel, in sectiunea verticald
planul de capat [Q] intersecteazéa sfera dupd un cerc deformat dupa segmentul 1’2’ care
coincide cu urma Q’

In proiectia orizontalad 12 reprezinta axa mica a elipsei dupa care se proiecteaza
sectiunea.

Axa mare a elipsei, punctele 56, este situata pe dreapta de capat D1i(d1, d1’), care
trece prin centrul Oz(01, 01) al sectiunii (1’01’ = 01’2’), iar pentru determinarea ei in
proiectia orizontald, se va utiliza planul de nivel [N1], dus prin centrul sferei O1’, 0o1’eN1’,
care sectioneaza sfera dupé cercul diNc = 5, diNc = 6.
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Se va trasa si planul de nivel [N] dus prin centrul sferei si se va determina punctele

3’ si 4’. Se duc linii de ordine in planul orizontal si se vor determina proiectiile punctelor 3

si 4 pe conturul aparent al sferei, prin intersectia acestuia cu dreapta d, care rezultd din
intersectia planului de capéat [Q] cu planul de nivel [N].

Z |

Qz

N
o
[y
o
=

Fig. 7.3 c) Intersectia sferei cu un plan de capat [Q]

7.4. Fie sfera de raza R = 35 mm, cu centrul in punctul O(80, 40, 50) si dreapta
D(d,d’): A(120, 20, 10), B(30, 30, 50).

a) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D si sfera si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

b) Prin punctul M(60, ym, 70) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;
c) Sa se determine adevarata marime a sectiunii facuta de planul de capat [Q]:
OQx =50, OQy = o, OQz =-60 in sfera.

169



Geometrie Descriptiva Prodan Vasile Calin

Rezolvare aplicatia 7.4

Pentru determinarea punctelor in care dreapta D(d,d’) intersecteaza sfera (punctul
a) cu centrul in punctul O(o,0’), se face utilizdnd metoda schimbarii planului de proiectie
vertical. Astfel, dreapta D(d,d’) se transforméa in dreapta D1(d1,d1’), care este o frontala,
luand noua linie de pamént O1x1 paralelé cu proiectia d.

Fig. 7.4 a) Intersectia sferei cu o dreapta oarecare care nu trece prin centrul sferei

Se sectioneaza sfera cu un plan de front [F], ce contine proiectia d. Cercul de
sectiune obtinut se proiecteaza pe noul plan vertical de proiectie in adevarata marime,
concentric cu proiectia sferei in O1’. Proiectia verticala di.’ intersecteaza cercul de sectiune
n punctele 11’ si 21". Revenind din schimbarea de plan, in sistemul initial de proiectie, se
obtin punctele (1,1°) si (2,2°), puncte in care dreapta D(d,d’) intersecteaza sfera.
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Vizibilitatea dreptei D(d,d’), in ambele proiectii, rezulta analizand pozitia punctelor
de intersectie pe sfera.

Pentru a determina urmele planului tangent la sfera (punctul b) se reprezinta
proiectia punctului M(m, m’), iar prin proiectia m’ se traseaza planul de nivel [N]. In planul
de nicel [N] se construieste dreapta care trece prin punctul M. Din proiectia m’ se coboaré
linie de ordine Tn planul orizontal de proiectie si se determiné proiectia m pe conturul sferei
datéa de raza om (in planul vertical o’'m’).

Perpendicular pe raza om se traseaza proiectia orizontala d, care va intersecta
linia de paméant in proiectia v (urma verticald a dreptei, punct de departare zero). Se
determina proiectia v’ in planul vertical. Prin urma verticalé a dreptei se traseazd urma
verticala a planului tangent T’, urma verticald care este perpendiculara pe raza o’'m’. Se
obtine intersectia cu linia de pdmant, proiectia Tx, iar In planul orizontal se va trasa urma
orizontala a planului tangent, care va fi paralela cu dreapta d.

Fig. 7.4 b) Plan tangent printr-un punct M(m, m’), pe suprafata sferei

Pentru rezolvarea punctului c) intersectia sferei cu un plan de capéat se reprezinta
sfera si planul de capéat dupa datele din problema. Se reprezinta cele doud plane de nivel
[N] si [N1], plane care intersecteaz& urma planul [Q] in punctele 3’4’ (planul de nivel [N]
care trece prin centrul sferei) si punctele 5°6".

In planul orizontal se traseazé cercul ¢ de razd 1’01, iar pe acest cerc se vor
amplasa proiectiile 56.
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Se obtin dreptele d si d1 care vor determina in planul orizontal punctele de pe sfera
34 si respectiv 56. De altfel, punctele 56 sunt punctele de pe axa mare a elipsei, iar
punctele 12 formeaza axa mica a elipsei.

Se rabat punctele din planul vertical 1°,2°,3",4°,5’,6’ si se obtine adevérata marime a
sectiiunii facuta de planul [Q] in sferé 1o,20,30,40,50,60.

AN

N\

- Q:

Fig. 7.4 c) Intersectia sferei cu un plan de capat [Q]

Probleme propuse

7.5. Se considera sfera de raza R = 35 mm, cu centrul in punctul O(70, 50, 30).

a) Prin punctul M(60, 25, zv) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;
b) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D(d,d’), care trece prin
centrul sferei si prin punctul A(120, 10, 70), exterior sferei si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

c) Sa se determine sectiunea facuta de planul de capat [Q]: OQx = 110, OQy = oo,
0Qz = 45 in sfera si sa se determine adevarata marime a acesteia.
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7.6. Se considera sfera de raza R = 35 mm, cu centrul in punctul O(90, 70, 50).

a) Prin punctul M(100, 45, zm) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;
b) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D(d,d’), care trece prin
centrul sferei si prin punctul A(40, 20, 90), exterior sferei si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

c) Sa se determine sectiunea facuta de planul de capat [Q]: OQx = 50, OQy = oo,
0OQz =-30 in sfera si sa se determine adevarata marime a acesteia.

7.7. Fie sfera de raza R = 30 mm, cu centrul in punctul O(70, 50, 60) si dreapta
D(d,d’): A(20, 20, 90), B(110, 40, 20).

a) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D si sfera si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

b) Prin punctul M(50, ym, 70) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;

c) Sa se determine adevarata marime a sectiunii facuta de planul de capat [Q]:
OQx =110, OQy = o, 0Qz = 75 in sfera.

7.8. Se considera sfera de raza R = 30 mm, cu centrul in punctul O(80, 50, 60).

a) Prin punctul M(65, ywm, 70) de pe sfera sa se duca un plan [T] tangent la aceasta;
b) Sa se gaseasca punctele de intersectie dintre dreapta D(d,d’), care trece prin
centrul sferei si prin punctul A(40, 90, 20), exterior sferei si sa se studieze
vizibilitatea dreptei;

c) Sa se determine sectiunea facuta de planul de capat [Q]: OQx = 60, OQy = oo,
0OQz =-65 in sfera si sa se determine adevarata marime a acesteia.
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