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Prefata

Introducere

Indrumitorul de laborator reprezinti materialul de baza pentru
pregatirea lucrarilor practice la disciplina Sisteme de Recunoastere a
Formelor si este destinat studentilor de anul IV, ciclul de licenta,
domeniul Calculatoare si Tehnologia Informatiei din cadrul Facultatii
de Automatica si Calculatoare. In prezenta editie sunt studiate o serie
de metode din domeniile de Procesdri de Imagini, Recunoastere a
Formelor si Invitare Automata. Principalul scop este de a dezvolta
sisteme de perceptie si reprezentare automata a scenei din imagini.

Suport electronic
Materiale suplimentare se gasesc la urmatorul link:

http://cv.utcluj.ro/index.php/teaching.html

Printre materiale se numara: proiectul de start (pentru diferite versiuni
de Visual Studio); o introducere in libraria OpenCV; materiale
suplimentare care sunt necesare pentru implementarea sarcinilor
practice.

Software

Software-ul recomandat pentru finalizarea sarcinilor practice este
Visual Studio 2013 sau o versiune ulterioara. Fisierele solutiei Visual
Studio sunt furnizate pentru mai multe versiuni. De asemenea, este
posibil sd configurati manual proiectul si sa legati biblioteca OpenCV.
Pentru aceasta, consultati documentatia bibliotecii. Orice alt editor sau
IDE cu suport C++ poate fi folosit, cum ar fi Visual Studio Code,
Eclipse sau CLion. Problemele pot fi programate in orice limbaj cu
suport OpenCV, cum ar fi Python sau Java, dar in acest indrumator se
utilizeaza C++.


http://cv.utcluj.ro/index.php/teaching.html
http://cv.utcluj.ro/index.php/teaching.html

Preconditii
Urmatoarele cunostinte sunt necesare pentru a intelege si a finaliza cu
succes materialul prezentat:

Algebra liniard — operatii cu matrici, sisteme liniare, descompunere
cu valori proprii;

Geometrie analiticd si trigonometrie — ecuatii parametrice pentru
curbe/suprafete;

Analiza — functii multivariate, derivate partiale, minime locale si
globale;

Statisticd si teoria probabilitatii — caracterizarea variabilelor
aleatoare;

Structuri de date si algoritmi — liste de puncte/vectori, sortare
obiecte arbitrare;

Programare C++ — fisiere text de intrare/iesire, functii si
argumente, acces la memorie si alocare dinamica



1 Metoda celor mai mici patrate

1.1 Obiective

Scopul acestei lucrari de laborator este de a introduce metoda celor mai
mici patrate, prin care se doreste potrivirea unei linii la o0 multime de
puncte 2D. Se prezinta atat o solutie iterativa cat si o formula directa
pentru mai multe modele.

1.2 Fundamente teoretice

Se da o multime de puncte bidimensionale de forma (x;, y;) unde i =
{1,2, ...,n}. Obiectivul este gasirea ecuatiei liniei care se potriveste cel
mai bine la aceste puncte. Pentru aceasta se va utiliza regresia liniara
(metoda celor mai mici patrate).

1.2.1 Model 1 — Model liniar cu panta si termen liber

La orice metoda de potrivire primul pas consta in definirea modelului.
La Inceput vom folosi un model liniar care contine un termen pentru
panta si un termen liber. Exprimdm componenta y in functie de x
folosind functia:
f(x) =6y +0,x

De obicei acest model este folosit pentru rezolvarea problemei. Insa
aceasta reprezentare nu poate sa modeleze linii verticale. Totusi vom
porni de la acest model simplu. Se poate forma un vector care va
contine toti parametrii @ = [6,,0;]" (termenul liber si coeficientul lui

X).

Metoda curenta adopta o functie de cost care insumeaza erorile patrate
dintre estimator si valorile originale. Modelul ideal va fi obtinut cand
functia de cost atinge minimul global:

1 n
J©) =35 ) (FG) = 3)?

De ce patratic? Putem motiva aceasta alegere prin presupunerea ca
eroarea in date urmeazd o distributie gaussiand. O observatie
importanta este ca aceasta functie penalizeaza erorile doar in directia y



si nu foloseste distantele punctelor la dreapta. Pentru a minimiza
functia de cost se calculeaza derivatele partiale:

wﬁ@—ZU@)w)
wﬂ@—ZUm)%m

Functia de cost atinge minimul global cand derivatele partiale sunt
nule.

Metoda gradient descent

O metodd generald pentru a gasi solutia este gradient descent.
Deoarece gradientul aratad directia in care functia creste cel mai mult,
facand un pas in directia opusa valoarea functiei descreste. Daca facem
mai multe iteratii §i controldm marimea pasilor vom atinge minimul
global. Deoarece functia de cost este patratica existd un singur
minimim global care va fi gasit de aceasta abordare.

Initial se aleg valori aleatorii dar diferite de 0 pentru parametri. Apoi
se calculeaza gradientul in punctul curent:
mm:wwamﬂ
26, ' 06,
Si apoi se aplicd urmatoarea reguld pana la convergenta:
Onew = 0 —aVj(0),
unde « este rata de invatare si este aleasa astfel incat functia de cost sa
descreasca la fiecare iteratie. Algoritmul se opreste cand se ajunge la
un numar maxim de iteratii sau valoarea erorii este mai micad decat un
prag. Algoritmul gradient descent se poate sumariza astfel:

Algoritmul Gradient Descent

Se aleg valori initiale pentru 8, si 6,

Se alege o valoare initiald pentru rata de invatare o
Se alege numarul maxim de iteratii max_iter

Se alege un prag T pentru eroare

for iter = 1: max_ iter

wﬂm—ZUm)m)




a n
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i=1

if J() < T
break

Metoda directa

Metoda gradient descent este potrivitd atunci cand este dificil sa gasim
in mod analitic radacinile sistemului de ecuatii. Pentru modelul curent
se poate determina foarte usor solutia finald. Ecuatiile pentru derivatele
partiale egale cu 0 se aduc la urmatoarea forma:

n n
f 90”"‘912951' =Z3’i
i=1

i=1
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care este un sistem de ecuatii liniare in doud necunoscute si poate fi
rezolvat. Se obtin valorile:

(9 _ MYy X Vi — Die1 Xi Dimq Vi
! nyt, xf — (B, x)?

1 n n
e J— _ ,
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i=1 1
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Ecuatiile normale - O solutie generala sub forma vectoriala

In majoritatea cazurilor sistemul de ecuatii se poate formula sub forma
vectoriala. Fie matricea 4 formatd din liniile [/ x;] si fie vectorul
coloana b care contine toate valorile y;. Folosind aceste notatii se
doreste minimizarea normei:

l1A@ — b||?> = (A6 — b)T (A0 — b)



Aceasta formula se generalizeaza foarte usor pentru mai multe
dimensiuni. In acest caz solutia poate fi obtinuta prin formula:

Oope = (ATA)"'A™D
Pentru mai multe detalii si demonstratie consultati [1].

1.2.2 Model 2 — Forma normald a dreptei

Adoptam un alt model pentru a rezolva problemele amintite in partea
anterioard. Acest model este capabil sa trateze toate cazurile cu succes.
Consideram o parametrizare a unei linii de forma:

xcos(B) + ysin(f) = p
Aceasta descrie o linie cu normala unitara de forma [cos(B), sin(B)]
care se afla la o distantd p fatd de origine.

Scriem acum functia de cost care va fi suma distantelor la patrat de la
fiecare punct la dreapta:

1 n
J®.p) = EZ(xicos(m + yisin(g) - p)?

Observam ca aceasta reprezinta eroarea adevarata pe care trebuie sa o
minimizam si ca functia de cost pentru modelul 1 masoara doar
discrepanta pe axa y.

Derivatele partiale au urmatoarea forma:

RN . :
e ;(xicos(ﬁ) + yisin(B) — p)(—x;sin(B) + yicos(B))

a n
% - Z(xicos(ﬁ) + yisin(B) - p)

Si in acest caz putem sa obtinem o solutie directa, insd este mult mai
dificil s rezolvam sistemul de ecuatii. Formulele pentru cei doi
parametri sunt:

n n

B= —%atanz <2 _%inzyi'i(yiz - x}) +%<zn:xi>2 _%<iyi>z>

i=1  i=1 i=1 i=1 =1
1 - -
oo S 093)
i=1 i=1
1.2.3 Model 3 — Forma standard a dreptei

Exista inca o posibilitate care ofera o rezolvare generald. Daca folosim
o parametrizare cu 3 parametri:



ax+by+c=0
Aceasta parametrizare trateaza corect liniile verticale fiindca acestea
se modeleaza considerand »=0. Functia de cost se defineste ca:

n
1
J(a,b,c) = EZ(CUCL‘ + by; + ¢)?
=1

care poate fi scris vectorial sub forma unei norme care trebuie
minimizat:

J(a,b,c) = (A0)T A0
unde A este o matrice cu nx3 elemente, fiecare linie contine (x;, y;, 1)
si @ =[a,b,c]" este vectorul de parametri (un vector coloand).
Observam ca functia de cost difera fata de cea definita la partea cu
ecuatia normald.

Utilizarea unui model cu 3 parametri are doua consecinte relevante: se
poate modela orice linie, dar pentru o linie avem mai multe
parametrizari echivalente. Pentru a rezolva problema ambiguitatii
impunem restrictia ca @ sa aiba norma unitard. Solutia la aceasta
problema utilizeaza descompunerea cu valori singulare (Singular
Value Decomposition — SVD). Descompunem A 1n trei matrici:
A=USV

unde U si V sunt ortogonale si S contine valori nenule doar pe
diagonala (valori singulare). Solutia se citeste ca si ultima coloana din
matricea V care corespunde la valoarea singulara cea mai mica. Pentru
mai multe detalii consultati [2].

Oopt =V (:,n)

1.3 Consideratii practice

Descarcati proiectul Visual Studio. Acesta contine cateva exemple de
functii si include biblioteca OpenCV pentru procesarea imaginilor. Se
pot utiliza urmatoarele fragmente de cod pentru rezolvarea exercitiilor:

Citirea din fisier:

FILE* f = fopen("filename.txt","r");
float x,vy;

fscanf (£, "S£%f", &x,&y);

fclose (f);



Crearea unei imagini color:
Mat img(height, width, CV 8UC3); //8 bit
unsigned 3 channel

Accesarea pixelului de pe randul 7 si coloana j:

Vec3b pixel = img.at<Vec3b>(i,7); //byte vector
with

//3 elements

Modificarea pixelului de la pozitia (7, j):
img.at<Vec3b>(i,J) [0] = 255; //blue
img.at<Vec3b> (i, j) [1] 255; //green
img.at<Vec3b>(i,]j) [2] = 255; //red

Desenarea unei linii care trece prin 2 puncte. Primul punct se afla pe
randul y/ si coloana x/, iar al doilea pe randul y2 si coloana x2.

line (img, Point (x1, vl), Point (x2, v2),
Scalar(B,G,R));

Afisarea imaginii:
imshow ("title", img);
waitKey () ;

1.4 Activitate practica

1. Cititi datele de intrare din fisierele atasate. Prima linie contine
numarul de puncte. Liniile urmatoare contin perechi (x,y).

2. Afisati punctele pe o imagine alba de dimensiune 500x500. Pentru
vizibilitate mai buna se poate trasa un cerc, sau un patrat in jurul
fiecarui punct. Aveti in vedere conventia pentru sistemul de
coordonate al imaginii. Unele puncte pot avea coordonate negative.
Acestea ori nu se afiseaza ori se translateaza graficul. Metoda 1n
sine nu este afectata de faptul ca punctele au coordonate negative.

3. Folositi modelul I si formulele pentru a calcula parametrii.
Vizualizati linia §i comparati rezultatul cu solutia iterativa de la
pasul anterior.

4. Folositi modelul 2 si metoda directa pentru a calcula parametrii.
Vizualizati linia si comparati rezultatul cu solutia iterativa de la
pasul anterior.

5. Optional, utilizati modelul 1 cu gradient descent. Vizualizati
pozitia liniei la fiecare pas si tipariti valorile functiei de cost.



Trebuie sa alegeti o ratd de invatare care asigura descresterea
functiei de cost.

6. Optional, utilizati modelul 2 si gradient descent pentru a gasi
parametrii. Vizualizati pozitia liniei la fiecare pas i tipariti valorile
functiei de cost. Trebuie sa alegeti o ratd de invatare care asigura
descresterea functiei de cost.

7. Optional, utilizati modelul 3 pentru a gasi ecuatia dreptei.

1.5 Exemple de rezultate

Figura 1.1 — Rezultate obtinute folosind modelul 2 pe datele din fisierele pointsi.txt
si points2.txt

1.6 Referinte

[1] Stanford Machine Learning CS229 - lecture notes 1 —
https://see.stanford.edu/materials/aimlcs229/cs229-notes1.pdf

[2] Tomas Svoboda - Least-squares solution of Homogeneous
Equation -
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/ XE33PVR/WS20072008/Lecture
s/Supporting/constrained Isq.pdf



https://see.stanford.edu/materials/aimlcs229/cs229-notes1.pdf
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/XE33PVR/WS20072008/Lectures/Supporting/constrained_lsq.pdf
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/XE33PVR/WS20072008/Lectures/Supporting/constrained_lsq.pdf

2 RANSAC

2.1 Obiective

Scopul acestei lucrari de laborator este de a introduce o metoda robusta
de potrivire a unui model la un set de puncte (care poate contine si
zgomote), denumita RANSAC.

2.2 Fundamente teoretice

Random Sample Consensus (RANSAC) - consensul esantioanelor
aleatorii - este o paradigmad pentru potrivirea unui model la date
experimentale, introdusa de Martin A. Fischler si Robert C. Bolles in
1981 [1].

Dupa cum au declarat Fischler si Bolles "Procedura RANSAC este
opusul tehnicilor conventionale de filtrare: in loc sa folosim cit mai
multe date posibile pentru a obtine o solutie initiald, si apoi sa
eliminam punctele invalide, RANSAC foloseste un set initial de date
cat mai mic posibil si apoi mareste acest set cu date valide atunci cand
este posibil.”

Algoritmul RANSAC este descris in cele ce urmeaza [2]:

Obiectiv: Potrivirea robustd a unui model la un set de date S care
contine puncte valide (fard zgomot) si invalide (cu zgomot).

Algoritm RANSAC
1. Selectia aleatorie a unui esantion de puncte s din multimea S si
instantierea modelului din acest esantion.

2. Determinarea multimii de date S; care contine puncte situate la
o distanfd mai mica decat un prag ¢ de model. Multimea §; este
mulfimea de consens a esantionului, si defineste punctele din S care
satisfac modelul.
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3. Daca dimensiunea lui S; (numarul de puncte care satisfac
modelul) este mai mare decat un prag 7, algoritmul se termina.
Optional, se poate estima din nou modelul folosind toate punctele
din S..

4. Daca dimensiunea lui S; este mai mica decat 7, se selecteaza un
nou subset §i se repetd pasii anteriori.

5. Dupa N incercari, se selecteaza multimea de consens S; cu cele
mai multe puncte, si modelul este reestimat folosind toate punctele
din aceasta multime.

Definitia parametrilor este urmatoarea:

e s — dimensiunea subsetului selectat pentru potrivirea modelului,
adica numarul de puncte;

e S —sectul de puncte;

e S; — submultimea punctelor valide (fard zgomot) pentru pasul i,
sau setul de suport;

e t—valoarea prag pentru distanta maxima admisa fata de model,

e T — valoarea prag pentru semnalizarea unei potriviri a datelor
suficient de buna;

e N —numarul maxim de iteratii;

2.2.1 RANSAC pentru linii

Considerati urmatoarea problema: fiind dat un set S de puncte 2D,
gasiti dreapta care minimizeaza suma distantelor punctelor fatd de linie
(regresie ortogonald). Datele pot fi contaminate (puncte zgomotoase
sau incorecte), astfel potrivirea unei linii folosind Metoda celor mai
mici patrate pe toate punctele setului de date S ar duce la rezultate
incorecte — vezi ﬁgléra 2.1-a.

o]

Figura 2.1-a — Linie obtinuta prin Metoda celor mai mici patrate aplicata intregului
set de date

11
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Figura 2.1-b — Doua linii posibile luate in considerare de RANSAC

Algoritmul RANSAC poate fi aplicat pentru potrivirea unei drepte la
un set de puncte. Problema este urmatoarea: fiind datd o multime de
puncte 2D, gasiti linia care minimizeazd suma distantelor
perpendiculare (regresie ortogonald), in conditiile in care nici unul din
punctele valide nu deviaza de la linie cu mai mult de # unitati. Exista
de fapt doua probleme: potrivirea unei linii la date, si clasificarea
datelor in puncte valide si puncte de zgomot. Pragul ¢ este selectat in
functie de zgomotul propriu al masuratorii.

Primul pas este selectarea a doua puncte in mod aleator, iar aceste
puncte vor defini o linie. Multimea suport (consens) pentru aceasta
linie este datd de punctele care sunt la mai putin de o distanta prag de
aceasta linie. Selectia aleatorie este repetatd de mai multe ori, si linia
care are cele mai multe puncte suport este considerata potrivirea cea
mai robustd. Intuitiv, dacd unul din cele doud puncte alese pentru
potrivirea liniei este parte a zgomotului, linia estimata nu va avea o
multime suport foarte mare.

Dacd masuram calitatea unei linii prin marimea multimii suport, avem
avantajul de a favoriza cele mai bune linii de la inceput. Astfel, linia
(a, b) din Figura 2.1-b are o marime a suportului de 10, pe cand linia
(¢, d) are un suport de doar 2. Putem deduce ca ¢ sau d este un punct
zgomot.

In continuare, abordim cateva Intrebari privind selectarea
parametrilor:

e De ce metoda este randomizati? Incercarea exhaustiva a
tuturor subseturilor este posibild numai pentru un set de date
mic. De exemplu, pentru un set de date de dimensiunea |S| =
n avem n(n—1)/2 perechi de puncte pentru a verifica
posibilele linii. Problema devine rapid greu de rezolvat pentru

12



valorile lui n de ordinul 10°. Dacid modelul este potrivit
folosind mai mult de 2 puncte, subseturile posibile sunt si mai
mari. Selectdnd In mod repetat doua puncte aleatorii evitdm sa
verificdm toate submultimile posibile.

Cate incercari ar trebui s facem? Valoarea pentru numarul
de iteratii N ar trebui aleasa astfel incét sa existe o probabilitate
p suficient de mare ca cel putin in una dintre cele N incercari
toate punctele selectate sa fie valide. Pentru a calcula N se
considera urmatoarele:
o q — este probabilitatea estimatd ca un punct sa fie valid
o q° — este probabilitatea ca toate cele s puncte sa fie
valide
o 1 — q° — este probabilitatea ca cel putin un punct sa fie
invalid
o (1 — g®)N- este probabilitatea ca in fiecare dintre cele
N incercari sd existe cel putin un punct invalid
o p=1—(1-q%)" - este probabilitatea ca cel putin o
incercare sa fie fara puncte invalide
o Valoarea lui N poate fi calculata pe baza unei valori
fixe pentru un p selectat

N =log(1 —p) /log (1 — q°)

Cum se alege pragul distantei t? Am dori sd alegem pragul
distantei t, astfel incat un punct sa fie valid cu o probabilitate
datd ¢q. Pentru aceasta avem nevoie de distributia de
probabilitate pentru distanta unui punct valid fatd de model
(modelul erorii de masurare). In practica, pragul distantei este
de obicei ales empiric. Totusi, dacd se presupune ca eroarea de
masurare este gaussiana cu medie zero si deviatie standard o,
atunci valoarea pentru ¢ poate fi setata la 3o.

Cat de mare este un consens acceptabil? O regula generala
este sa oprim algoritmul dacad dimensiunea setului de consens
este similard cu numarul de puncte valide care se presupune ca
sunt 1n setul de date. Avand in vedere proportia de valori valide
q, pentru n puncte de date, dimensiunea consensului trebuie sa
fiemaimarecaT = q - n.

13



2.2.2 Modelul dreptei

Ecuatia unei drepte care trece prin doua puncte distincte (xq,y;) si
(x5,y5) este data de:

V1 —y2)x + (2 —x)y +x15, — %5, =0

Distanta de la un punct (xg,y,) la o dreapta definita de ax + by +
¢ = 0 este:

= |laxq + by, + ¢

Nrorr

2.3 Consideratii practice

Deschiderea unei imagini cu niveluri de gri:
Mat img = imread("filename", IMREAD GRAYSCALE) ;

Crearea unei imagini cu niveluri de gri:
Mat dst (height, width, CV_8UC1);
// 8 bit unsigned char 1 channel

Accesarea pixelului de la randul i coloana ;:
uchar pixel = img.at<uchar>(i,7j); //unsigned
char type

Un punct negru la pozitia (i, j) din imagine corespunde la un punct
p cu coordonatele x=7, y=1i:
if (img.at<uchar> (i, 3)==0) {
Point p; p.x = J; p.y = 1i;
}

Modificarea pixelului de pe randul i coloana j:
img.at<uchar> (i, j) = 255; //white

Selectarea unui punct aleator dintr-un vector de n puncte (este necesara
includerea fisierului std/ib.h):
Point p = points[rand()3n];

14



Desenarea unei linii care trece prin doua puncte (x/, y1) si (x2, y2):
line (img, Point (x1, vl), Point (x2, v2),
Scalar (B,G,R)) ;

Afisarea imaginii:
imshow ("title", img);
waitKey () ;

2.4 Activitate practica

1. Construiti lista de puncte prin gasirea tuturor punctelor negre
din imaginea de intrare.
2. Calculati parametrii necesari N si 7 pornind de la valorile =10,
p=0.99, g=0.8, s=2. Pentru points1.bmp folositi g=0.3.
3. Aplicati algoritmul RANSAC:
a. Alegeti doua puncte diferite;
b. Determinati ecuatia dreptei care trece prin cele doud
puncte alese;
c. Calculati distanta tuturor punctelor la dreapta;
d. Numarati punctele valide (inliers) ale multimii de
consens;
e. Memorati parametrii liniei (a, b, ¢) daca linia curenta
are cele mai multe puncte valide pana acum;
f. Stabilifi condifiile de oprire (mulfime de consens
suficient de mare sau numar maxim de iteratii).
4. Desenati linia optimala gasita de metoda.

2.5 Referinte

[1] Robert C. Bolles, Martin A. Fischler: 4 RANSAC-Based Approach
to Model Fitting and Its Application to Finding Cylinders in Range
Data, 1981

[2] Richard Hartley, Andrew Zisserman: Multiple View Geometry in
Computer Vision, 2003
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3 Detectia dreptelor cu transformata Hough

3.1 Obiective

Obiectivul principal al acestei lucrari este studierea transformatei
Hough pentru detectia dreptelor in imagini binare.

3.2 Fundamente teoretice

Transformata Hough este o metoda care rezolva o problema clasica din
viziunea artificiala: gasirea dreptelor intr-o imagine binara ce contine
o multime de puncte de interes (de exemplu puncte de muchii). Metoda
directda de a calcula drepte din fiecare pereche de puncte are o
complexitate computationald ridicati de O(n?), si nu este aplicabild
pentru un numar mare de puncte. Transformata Hough a fost propusa
si patentatd de Peter Hough [1], si in varianta initiala, a fost o metoda
de timp real pentru a numadra cate puncte sunt plasate pe fiecare dreapta
posibild dintr-o imagine. Aceastd metoda se bazeaza pe reprezentarea
dreptei sub forma pantd-termen liber (y=ax+b), si pe construirea unui
spatiu parametric, numit si acumulator Hough. Pentru fiecare punct de
interes din imagine se calculeaza toate dreptele posibile care trec prin
el, si se incrementeaza elementele din spatiul parametric. Dreptele
relevante sunt localizate in maximele locale ale spatiului parametric.

Aceasta reprezentare este sub-optimald, deoarece nu este marginita.
Pentru a reprezenta toate dreptele posibilele din imagine, panta si
termenul liber trebuie sd varieze in domeniul -oo si +o0. Modificarile
propuse de Duda si Hart [2] au facut transformata Hough populara in
domeniul viziunii artificiale. Principala problemad legata de parametri
nemarginiti a fost rezolvata prin parametrizarea normala a dreptei in
sistemul de coordonate polar. Parametrizarea normald a unei drepte
consta in reprezentarea dreptei prin vectorul normal (perpendicular) si
distanta de la origine. Reprezentarea normald se mai numeste i
reprezentarea p-0 (Figura 3.1).
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0 X

Figura 3.1. Reprezentarea dreptei in sistemul de coordonate polar. Dreapta se afla la
o distanta p fata de origine i normala face unghiul 6 cu axa Ox.

O dreaptd poate fi reprezentatd folosind parametrii p si 0:
p =xcos(0)+ ysin(H) (1)

Parametrii p si 0 pot avea o infinitate de valori. Pentru a descreste
complexitatea computationald se introduce cuantizarea parametrilor p
s1 0, proces prin care se constrang parametrii sd aiba un numar finit de
valori. Parametrii p si 0 au un interval de variatie limitat deoarece
imaginea are o dimensiune finitd. Valoarea maxima pentru p este
diagonala imaginii. In functie de intervalul ales pentru 0, existd doua
configuratii echivalente pentru domeniul parametrilor. Prima este cea
propusa in articolul original iar noi o vom adopta pe a doua.

1. 8 €[-90°,90") or 8 €[0,180°), p [P+ P ]

. 2)
2.0€[0,360°), pe[0,+p,.. 1]
De asemenea, pentru fiecare dintre cei doi parametri ai dreptei se
stabileste un nivel de cuantizare care depinde de acuratetea cerutd (de
exemplu: pasul pentru p poate fi de 10, 1, 0.5 pixeli etc., iar pasul
pentru 0 poate fi de 10 grade, 1 grad, 0.5 grade etc.).

In general printr-un punct din planul imagine (o, yo), putem defini un
set de drepte care trec prin punctul respectiv la diferite unghiuri 6.
Avand (xo, yo) si 6, parametrul dreptei p se poate calcula conform
ecuatiei (2). Pentru a detecta dreptele dintr-o imagine, algoritmul
Hough foloseste o schema de votare: fiecare punct de interes
(X0, Yo), de exemplu pixelii de pe muchii, voteaza pentru toate dreptele
cu parametrii (p, 0) care trec prin punctul respectiv. Dreptele care
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primesc cele mai multe voturi sunt considerate dreptele finale detectate
de algoritmul Hough. Un exemplu este prezentat in Figura 3.2.

¢} P [¢] P [¢] p
15 189.0 15 318.5 15 419.0

60 407.3 60 409.8 60 402.9

Figura 3.2 Se considerda 3 puncte de interes marcate cu negru. Se doreste
determinarea dreptelor din imagine. Pentru fiecare punct avem un set de drepte avand
parametrii (p, 8) care trec prin acel punct. Fiecare punct voteaza pentru dreptele care
trec prin acel punct. Observam ca in toate cazurile, pentru dreapta cu 6=60°, valorile
pentru p sunt similare. Se poate concluziona ca punctele se afla in vecinatatea dreptei
albastre cu 6=60°, care va fi detectatd de algoritmul Hough. Exemplu preluat din [4].

Pentru a stoca voturile, algoritmul Hough foloseste un vector 2D
(matrice), denumit acumulatorul Hough (H). Acesta reprezinta spatiul
parametrilor (p, 0) cuantizati ai dreptei. Pasii de cuantizare pentru p si
0 sunt Ap si A, respectiv. Valorile lor maxime sunt pmax S Gnax.
Atunci acumulatorul va avea o dimensiune de (Oma/AP X Ona/ A6).
Operatia de incrementare a unei locatii Hough poate fi ponderata — de
exemplu cu modulul gradientului. Dupa ce am construit acumulatorul,
dreptele relevante se extrag ca maxime locale ale acestuia. Un maxim
local este un punct unde valoarea din acumulator este mai mare decat
toate valorile dintr-o vecinatate (patratica). Algoritmul Hough este
urmatorul:

Algoritmul Hough

1. Se initializeaza fiecare celuld din H cu 0
2. Se creeaza acumulatorul H:
Pentru fiecare punct de muchie P(x, y) din imagine
Pentru fiecare 6 de 0 1a Omax (cu un pas de AO)
Se calculeaza p = xcos(8)+ ysin(0)

Daca pe[0,+p, . ] se incrementeaza H(p, 0)
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3. Se gasesc primele £ maxime locale din H:
Se verifica dacd H(p, 6) este maxim local intr-o fereastra
n X n centratd pe celula respectiva:
Pentru fiecare € de la nla Guu—n (cuun pas de 46)
Pentru fiecare p de la n la ppax— 1 (cu un pas de Ap)
Se stocheaza tripletul [p, 6, H(p, 6)] daca
H(p, 6) are cea mai mare valoare din
fereastran xn st H(p, ) > T
4. Se ordoneaza descrescator tripletele stocate in functie de
H(p,0) si se returneaza primele & drepte (p, 6)

Parametrii algoritmului Hough sunt urmatorii:
e P -0 imagine binard
®  Ouax - valoarea maxima pe care o poate lua €
®  Onax - valoarea maxima pe care o poate lua p
A@ - pasul pentru 6
Ap - pasul pentru p
n — dimensiunea ferestrei pentru determinarea maximului local
T — numarul minim de voturi (sau echivalent numarul minim
de puncte) pentru ca o dreapta sa fie considerata valida
e k—numarul de drepte dorit

Un exemplu de detectie a liniilor pe baza transformatei Hough se
prezintd in Figura 3.3. Domeniul de variatie al parametrilor pentru
acest exemplu este [0, 360) grade pentru €, si [0, 144] pixeli pentru p.
Pasul parametrilor este de 1 grad pentru 8 si de 1 pixel pentru p.

Alegerea unui nivel de cuantizare adecvat este foarte importantd. Daca
se face o cuantizare prea find, rezolutia creste odata cu timpul de
procesare, si cresc §i sansele ca puncte aparent colineare sa
incrementeze celule diferite din acumulator (acest lucru va cauza
detectii multiple ale aceleiasi drepte, sau fragmentarea unei drepte in
mai multe parti).

Desi transformata Hough se foloseste cel mai des pentru detectia
dreptelor, ea poate fi folosita si pentru detectia curbelor mai complexe,
atat timp cat o parametrizare adecvatd este disponibila. Duda si Hart
[2] au propus detectia cercurilor, folosind un spatiu de parametri
tridimensional si transformand fiecare punct intr-un con circular in
spatiul parametric (toate cercurile posibile ce contin respectivul punct).
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Mai tarziu, Ballard a generalizat transformata Hough pentru a detecta
orice forma non-analitica [3].

3.3 Detalii de implementare

Folositi cea mai simpla configuratie posibild pentru cuantizarea
parametrilor: 1 pixel pentru p si 1 grad pentru 6. Folositi a doua
varianta pentru domeniul de variatie al parametrilor conform ecuatiilor
(3). Astfel vom detecta dreptele care au  unghiul
0 € [0,360°) cu un pas Af=1 si p€ [0, Ppmax] cu un pas Ap=l.
Dimensiunea acumulatorului Hough va fi de pmat! randuri si
Onax=360 de coloane, unde pmax este diagonala imaginii:

Pmax = height? + width?
Se declard acumulatorul Hough ca o matrice cu elemente de tip intreg:
Mat Hough (pmax+1,360,CV_32SC1);

Acumulatorul se initializeaza cu 0 folosind:

Hough.setTo (0) ;

Pentru a calcula p conform ecuatiei (2) este necesara transformarea 6
din grade in radiani:

7

had = @ * CV_PI/180
Apoi se poate calcula p:

p = x cos(b,y) + vy sin(6,,9

Acumulatorul se modifica (numai daca p €[0,+p,, ]) folosind:

Hough.at<int> (p, 6)++;

Pentru a afisa acumulatorul sub forma unei imagini cu nivele de gri,
acesta trebuie normalizat ca valorile sa fie intre 0-255. Se poate folosi
functia normalize din biblioteca OpenCV sau se poate normaliza
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pe baza valorilor maxime din acumulator folosind sectiunea de cod
urmatoare:

Mat houghlImg;
Hough.convertTo (houghImg, Cv_8ucCl,
255.f/maxHough) ;

unde maxHough reprezintd valoarea maxima din acumulator dupa
construire. Calculele ulterioare se fac pe acumulatorul original.

Pentru a localiza maximele locale din acumulator, se va testa pentru
fiecare element daca este maxim local intr-o fereastra patratica (n x n)
centratd pe element. Un element este maxim local daca este mai mare
decat toate elementele din fereastra. Retineti acele elemente care sunt
maxime locale si care au valoarea mai mare decat un prag. Ordonati
elementele retinute, si pastrati primele & varfuri, care reprezinta cele
mai mari maxime locale si corespund la dreptele importante.

Urmatoarea structurd va permite stocarea maximelor locale §i sortarea
lor cu un apel la metoda sort din biblioteca algorithm.
Operatorul < a fost redefinit pentru a realiza sortarea descrescatoare a
maximelor locale in functie de valorile din acumulatoare (hval).

struct peak{
int theta, ro, hval;
bool operator < (const peak& o) const {
return hval > o.hval;

I

3.4 Activitate practica

1. Calculati acumulatorul Hough folosind imaginea de muchii.
Afisati rezultatul sub forma unei imagini cu niveluri de gri.

2. G@asiti primele £ maxime locale. Folositi marimi diferite pentru
fereastra de suport, de exemplu de 3x3, 7x7 sau 11x11 (parametru
pentru metoda) si diferite valori pentru pragul 7.

3. Desenati liniile asociate cu aceste k varfuri atdt pe imaginea
originala cat si pe imaginea de muchii.
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3.5 Exemple de rezultate

Theta

IAU

400

H = © Theta ”

e.
Figura 3.3. a. Imagine cu un model cu muchii drepte, afectatd de zgomot sare si piper
b. Muchiile detectate cu un detector de muchii Canny, ¢. Cele mai relevante drepte
sunt marcate cu verde, si ele se vor asocia cu cele mai relevante 8 maxime din
acumulatorul Hough, d. Acumulatorul Hough afisat sub forma unei imagini cu
niveluri de gri, e. Acumulatorul Hough afisat in 3D, folosind codificarea in culoare.
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3.6 Referinte

[1] P. Hough, “Method and means for recognizing complex patterns”,
US patent 3,069,654, 1962.

[2] R. O. Duda and P. E. Hart, "Use of the Hough Transformation to
Detect Lines and Curves in Pictures," Comm. ACM, Vol. 15, pp.
11-15, 1972.

[3] D. H. Ballard, "Generalizing the Hough Transform to Detect
Arbitrary Shapes", Pattern Recognition, Vol.13, No.2, p.111-122,
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[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Hough _transform
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4 Transformata distanta (TD). Potrivirea
modelelor folosind TD

4.1 Obiective

In acest laborator vom studia un algoritm care calculeaza transformata
distantd a unei imagini binare (obiect si fundal). Aceasta transformare
permite evaluarea unui cost de potrivire a modelului unui obiect
cunoscut (de exemplu un contur de pieton) si un obiect necunoscut,
pentru a decide dacd obiectul necunoscut este sau nu similar cu
obiectul model. Cu cat costul de potrivire este mai mic, cu atat obiectul
necunoscut este mai asemanator modelului.

4.2 Fundamente teoretice

4.2.1 Transformata distanta

Transformata distanta, cunoscuta si ca hartda de distante sau camp de
distante, este o reprezentare a unei imagini digitale. Harta asociaza
fiecarui pixel din imagine informatia privitoare la distanta sa fata de
cel mai apropiat pixel obiect (sau obstacol). In practica, cel mai des
intalnit tip de pixel obiect este un punct de muchie.

Transformata distanta este un operator care se aplica iIn mod normal
doar imaginilor binare. Rezultatul transformarii este o imagine cu
niveluri de gri, care seamdna cu imaginea intrare, dar 1n care
intensitatile punctelor aratd distanta fatd de cel mai apropiat punct
obiect.

In imaginea urmitoare avem un exemplu de aplicare a transformatei
distanta pe o imagine ce contine o forma dreptunghiulara. In imaginea
din stanga, pixelii cu valoarea “0” sunt pixeli obiect (puncte de
muchie), iar cei cu valoarea “1” puncte de fundal. In imaginea din
dreapta, se vede rezultatul aplicarii TD folosind metrica “tabla de sah”,
unde fiecare valoare codifica distanta fata de un punct de muchie.
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0 /O |0 |O |O |O |O 0 /O |0 |O [0 |O |O
O |1 |1 |1 1 [11]0 O |1 |1 |1 |1 |1 |0
O |1 |1 |1 |1 |1 10 0 |1 ]2 |2 (2|1 10
O |1 |1 |1 |1 |1 10 0 |1 ]2 |3 [2 |1 ]0
O |1 |1 |1 1 [11]0 0 |1 |2 (2 |2 |1 |0
O |1 |1 |1 |1 |1 10 O |1 |1 |1 [T |1 10
0 O |0 JO |O JO |O 0 0O |0 JO [0 |JO |O
Imaginea de intrare binara Transformata distanta

Figura 4.1 — stanga: imaginea binard de intrare; dreapta: transformata distantd a
imaginii; fiecare pozitie contine distanta “tabla de sah” cétre cel mai apropiat punct
de contur (valorile 0). [1]

De obicei transformata/harta este denumita pe baza metricii alese. De
exemplu, se poate vorbi de Transformata Distantd Manhattan, daca
metrica folositd este distanta Manhattan.

Alte metrici sunt:

- Distanta Euclidiana:

1.41 | 1.0 | 1.41
1.0 | 0.0| 1.0
1.41 | 1.0 | 1.41

- Distanta City block sau Manhattan:

2112
0
2112

- Distanta ,,tabla de sah”

I (1] 1
I (0] 1
I (1] 1
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Exista mai multi algoritmi pentru implementarea TD:

Chamfer TD;
Euclidian TD;
Voronoi diagram TD.

Cea mai directd metoda de calculare a transformatei distantd este
metoda brute force. Aceasta presupune calcularea pentru fiecare pixel
de fundal distantele catre fiecare pixel de obiect. Apoi se ia minimul
dintre aceste distante pentru fiecare pixel de fundal. Metoda este foarte
ineficienta, prin urma vom studia o solutie mai eficienta, transformata
distantd Chamfer, care aproximeaza distanta Euclideana, este o metoda
simpla si foarte rapida, necesitand doar doud parcurgeri ale imaginii

binare.

Algoritmul Transformata Distanta Chamfer

1.

Se alege 0 mascd de ponderi 3x3 care are valori proportionale
cu distantele Euclidiene fatd de elementul din mijloc. Cele
mai simple si mai mici astfel de valori sunt 2 pentru
deplasarea laterala si 3 pentru deplasarea diagonali. In acest
fel distantele obtinute vor fi egale cu aproximativ dublul
distantelor euclidiene reale.

3 2 3
ponderi=|(2 0 2

3 2 B
Transformata distanta are aceeasi dimensiune ca imaginea de

intrare si se initializeaza cu valori de zero si valori infinit:
.. ) i,j) € obiect

DT(i,j) = { (. ].) .

0, (i,j) & obiect

Daca aplicam TD pe o imagine binara, unde valoarea 0
inseamnd pixeli obiect si valoarea 255 codifica fundalul si
dorim sa obtinem o imagine TD in tonuri de gri (8 biti/pixel),
valoarea oo din algoritm ar trebui inlocuitd cu valoarea 255.

O dubla parcurgere (prima datd sus-jos, stanga-dreapta, a
doua oard jos-sus, dreapta-stdnga) a imaginii (cu jumatatile
corespunzatoare ale mastii, vezi figura de mai jos) este
necesard pentru a actualiza distanta minimald. La prima
traversare elementul central este comparat cu elementele
galbene corespunzatoare vecine, iar la a doua traversare, cu
elemente verzi:
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In timpul parcurgerii imaginii sursa (direct si invers), se face
urmatoarea actualizare pe imaginea TD:

TD(i,j) = (k,lr)ré}\?ask(TD(l + k,j + 1) + ponderi(k,l))

4.2.2 Potrivirea de modele folosind TD

Dorim sd calculdm un cost de similitudine Intre un model de obiect
cunoscut si un obiect necunoscut. Consideram ca ambele obiecte au
aceeasi dimensiune.

Pasii pentru calcularea costului sunt:

1. Calcularea imaginii TD pentru modelul de obiect cunoscut;

2. [Optional] Suprapunerea obiectului necunoscut peste imaginea
TD calculata anterior prin translatarea obiectului necunoscut
astfel incat centrul sdu de masa sa fie acelasi cu centrul de masa
al obiectului model. Pentru simplitate, centrele de masa se
estimeaza din punctele de pe contur. Centrul de masa (Cx, Cy)
al obiectului descris de conturul € se poate aproxima dupa
ecuatia:

1 1
(Cx'Cy) = NZ px'ﬁz Dy )
pel pel

unde (py, py) reprezintd coordonatele x si y ale punctului de
contur p, iar N este lungimea conturului.
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3. Costul de similitudine (potrivire) este media tuturor valorilor
pixelilor din imaginea TD care se afla sub punctele de pe
conturul obiectului necunoscut. Un cost mic de similitudine
aratd ca obiectele sunt similare.

Figura 4.2 — De la stanga la dreapta: conturul obiectului model (frunzi); conturul
obiectului necunoscut (pieton); pietonul este suprapus peste transformata distanta a
frunzei pentru a calcula costul de similitudine.

4.3 Detalii de implementare

Citirea imaginii de intrare ca si 0 imagine cu niveluri de gri:
Mat img = imread("filename", IMREAD GRAYSCALE) ;

Initializarea imaginii TD cu imaginea de intrare:
Mat td = src.clone();

Accesarea pixelilor dintr-o vecindtate de tip 8:

int di(8] = {-1,-1,-1,0,0,1,1,1};
int 431(8] = {-1,0,1,-1,1,-1,0,1};
int weight[8] = {3,2,3,2,2,3,2,3};

for (int k=0; k<8; k++)
uchar pixel = img.at<uchar> (i+dilk],
j+dj[k]);
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4.4 Activitate practica

1. Implementati Transformata Distantd Chamfer. Calculati si
vizualizati imaginea TD pentru imaginile de intrare: contourl.bmp,
contour2.bmp, contour3.bmp. Rezultatele trebuie sa coincida cu cele
prezentate 1n text. Pixelii de obiect sunt negri iar fundalul este alb.

2. Calculati imaginea TD pentru template.bmp. Evaluati costul de
similitudine intre imaginea model si cele doud obiecte necunoscute:
unknown_objectl.bmp — pieton, unknown object2.bmp — frunza.
Costul de similitudine este media valorilor din imaginea TD de pe
pozitiile punctelor de contur ale obiectului necunoscut.

3. Calculati costul de similitudine prin inversarea rolurilor de obiect
necunoscut si obiect model.

4. Translatati obiectul necunoscut astfel incat centrul sau sa
corespundd cu centrul obiectului model si recalculati costurile de
potrivire.

5. Optional, implementati Transformata Distanta Euclidiand adevarata.
De ce este diferita fatd de Transformata Distanta Chamfer?

4.5 Exemple de rezultate

Exemple de rezultate de imagine TD folosind metoda Chamfer si
matricea de ponderi sugerata.

Figura 4.3 — Randul de sus: imagini binare; randul de jos: transformata distanta
Chamfer
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4.5 Referinte

[1] Wikipedia The Free Encyclopedia — Distance Transform,
http://en.wikipedia.org/wiki/Distance transform

[2] Compendium of Computer Vision — Distance Transform,
http://homepages.inf.ed.ac.uk/rbf/HIPR2/distance.htm
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5 Analiza statistica a datelor

5.1 Obiective

Scopul acestei lucrari este de a explora metodele de analiza statistica a
datelor, folosite pentru clasificare si recunoastere. Vom studia media,
deviatia standard si covarianta. Experimentele vor fi efectuate pe un
set de imagini care contine fete umane. Folosind matricea de
covariantd, vom studia corelatia dintre diferiti pixeli.

5.2 Fundamente teoretice

5.2.1 Definitii

In teoria probabilitatii, spatiul rezultatelor S reprezinti setul tuturor
rezultatelor unui experiment. De exemplu, pentru experimentul de
aruncare a unei monede, spatiul rezultatelor este S = {cap, pajura}. Un
subset al spatiului rezultatelor se numeste eveniment.

In multe cazuri, rezultatele sunt numerice, de exemplu atunci cand
corespund rezultatului masurarii cu un instrument, dar deseori acestea
nu sunt numerice, dar pot fi asociate cu numere reale.

Avand un experiment si un spatiu al rezultatelor, o variabila aleatorie
X este o functie care atageaza un numar real X ({) pentru fiecare posibil
rezultat ¢ din spatiul rezultatelor S al unui experiment aleatoriu, dupa
cum se vede in Figura 5.1. Aceasta functie X({) face o relationare a
tuturor posibilelor elemente din spatiul rezultatelor (esantioanelor) cu
domeniul numerelor reale (dreapta numerelor reale). Variabilele
aleatorii pot fi:

- Discrete: numarul rezultat din aruncarea unui zar, numarul de

capete obtinut prin aruncarea de 2 ori a unei monede.
- Continue: greutatea unui individ.
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Figura 5.1 Exemplu de variabila aleatorie.

X

Un vector de variabile aleatorii X, denumit si variabila aleatorie
multivariata, este un vector de variabile aleatorii asociate aceluiasi
experiment.

X = [XIIXZI ...,XN]T

5.2.2 Caracterizarea statistica a variabilelor aleatorii
discrete

O variabila aleatorie X se poate caracteriza prin probabilitatile valorilor
pe care le poate lua. Pentru o variabild aleatorie continud, functia de
densitate de probabilitate (FDP) exprima acest lucru.

Pentru o variabila aleatorie discretd, functia de masa de probabilitate
(FMP) notata prin px exprima acest lucru. Astfel, daca x este orice

valoare posibila a lui X, functia de masa de probabilitate px(x)
reprezintd probabilitatea evenimentului {X=x}:

px(x) = P({X = x})

O proprietate importanta a functiei de masa de probabilitate este:

Z px(x) =1
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unde x ia toate valorile posibile ale lui X.

Este deseori de dorit sa sumarizdm functia de masd de probabilitate
printr-un singur numar. Astfel se pot calcula urmatoarele cantitati:

1. Media reprezinta o medie ponderatd de probabilitati a
posibilelor valori ale lui X

EIX] == ) apy(®)

Un caz particular este acela al unei variabile distribuite uniform,
unde probabilititile sunt egale (//n) pentru fiecare valoare a
acesteia (in total X poate lua »n valori). Un exemplu ar fi cel de
aruncare a unui zar, iar variabila distribuita uniform este numarul
de pe fata zarului. Astfel media se reduce la:

E[X] = u =%Zx

X

(138

2. Varianta (6%)sau dispersia reprezintd “imprastierea” in jurul
mediei:

VARIX] = E[(X - EIX])?] = ) (x = )Py (®)

3. Deviatia standard (o) este radacina patratd a variantei, se
exprima in aceleasi unitati ca variabila aleatorie:

STD[X] = VAR[X]'/?

5.2.3 Caracterizarea statistica a vectorilor aleatorii discreti

Putem descrie partial un vector aleatoriu prin urmatoarele valori:

1. Vectorul mediu:

E[X] = [E[X,], E[X,), .., EIXn]] = [11, t2) o in] = 2
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2. Matricea de covarianta:

CoOVIX] =Z= E[X-mX-wT]

VAR(X)) .. COV[(Xy,Xy)]
COV[X] =
COV[(Xn, XD] ..  VAR(Xy)

E[(Xl - #1)(X1 - .U1)T] E[(X1 - #1)(XN - .UN)T]
E[(Xy — )Xy = 1071 o ELGy — i) Ky — )]
o2 .. Oy

Newr o2

Pe diagonala matricei de covariantd avem varianta unei variabile X;
din vectorul aleatoriu X unde i € [1,N], iar pe celelalte pozitii din
matrice avem covarianta dintre doud perechi de variabile (X;, Xj) din
vectorul aleatoriu.

Definim covarianta ca:

COVI[X;, X, ] = z Z(xi — 1) O — i x, (i X1

Xi Xk

Unde py, x, (x;, xi) este functia de masa de probabilitate comund a
variabilelor aleatorii X; si X.

Matricea de covariantd indica tendinta fiecarei perechi de variabile
aleatorii sa varieze impreuna, sau sa co-varieze.

Covarianta are cateva proprietati importante:

e Dacid X; si Xj cresc impreund, atunci ¢;, > 0

e Daca X; tinde sa descreasca atunci cand X}, creste, atunci ¢;; < 0
e Dacid X; si X sunt necorelate, atunci c¢;;, = 0

o |ci ]-| < 0;0j, unde o; este deviatia standard a lui X;

e c; =VAR[X{]

* Gj =G
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Termenii matricei de covarianta pot fi scrisi ca:
it = E[(X; — ) X — )]
¢y = o}
Cik = Pik9i0k
unde p;;, este numit coeficientul de corelatie Pearson .

Figurile urméatoare prezinta graficele de corelatie dintre variabilele X;
siX k-

X, g X X, Sl
o 0. © o O
o) [ele] [e}e)
(eXexs) (o) o
(eNeNe] SOOD % OD g 9
) 2 S ake) ODO
e] a
X X; X; X;
Cy=-0i0x Cy=-"20,0% Cu=0 Cy=+"20,04 Ci=0i0x
Pa=-1 Pa=-e Pu=0 Pa=te pa=t1

Figura 5.2 — Grafice de corelatie intre doud variabile aleatorii X; si X,. De la stanga
la dreapta: corelatie negativa puternica, corelatie negativa medie, nicio corelatie,
corelatie pozitiva medie si corelatie pozitiva puternica.

Coeficientul de corelatie p;, dintre doud variabile reprezintd de fapt
covarianta normalizatd. Acesta ia valori intre [-1,1]. Cu cét valoarea
este mai apropiatd de -1 sau 1, cu atat corelatia este mai puternica.
Covarianta se foloseste atunci cand scalele celor doua variabile sunt la
fel, iar coeficientul de corelatie atunci cand scalele sunt diferite.

5.3 Aspecte practice

Se dau p imagini, fiecare imagine contine o fatd umana (p = 400), ca
in imaginile de mai jos din setul de date MIT CBCL FACE [1].
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Se formeaza matricea de trasaturi I care va contine intensitatile din
toate imaginile de intrare. I are dimensiunea p X N, unde p este
numarul de imagini si N este numarul de pixeli din imagine. Randul k
contine toti pixelii din imaginea k rearanjati rdnd dupd rand in
urmatorul mod:

Ago Aor Aoz
A A Ax| - [Aoo, Ao1, Aozs A10, A11, A12, Ao, Az1, Azz]
Azo Az Az

Fiecare imagine din set are dimensiunea N=19x19 pixeli. Interpretarea
matricei 7 este ca fiecare rand contine un esantion al variabilei aleatorii
N dimensionale X, care urmareste distributia setului de date.
Obiectivul este calculul matricei de covarianta pentru un set dat de
imagini si observarea modului in care variazd Tmpreuna diferitele
trasaturi.

Valoarea medie a unei trasdturi de la pozitia i in imagine este:

p
121

Ui =— ki
pk=1

Unde [,; reprezinta valoarea trasaturii i/ din imaginea k.

Deviatia standard a trasaturii i este:

1 p
o; = —z (i — mi)?
P &=i=1

Elementele matricei de covariantd ¢;; pot fi calculate ca:
p

1
Cij = EZ(Iki — wi) Uy — 1)
=1

Iar coeficientul de corelatie este:
Pij = i
ij 0,0;
Se observi ci ¢;; = of sip; = 1.
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5.4 Activitate practica

1. Incarcati cele 400 de imagini si stocati valorile de intensitate
din fiecare imagine ca si randuri in matricea de trasaturi 1.
Sectiunea de cod exemplu care Incarca setul de imagini este:

char folder[256] = "faces";

char fname[256];

for (int 1i=1; 1i<=400; 1i++) {
sprintf (fname, "%s/face%05d.bmp", folder, 1i);
Mat img = imread(fname, IMREAD GRAYSCALE) ;

}

2. Calculati vectorul cu valorile medii si salvati-1 intr-un fisier
text de tip CSV (comma separated values). Se scriu
componentele cu virgule intre ele si se salveaza intr-un fisier
text cu extensia CSV. Acest tip de fisier poate fi deschis cu
Microsoft Excel sub forma unui tabel.

3. Calculati matricea de covarianta si salvati-o intr-un fisier CSV.

4. Calculati matricea coeficientilor de corelatie si salvati-o intr-
un fisier CSV.

5. Afisati coeficientul de corelatie si graficul de corelatie pentru
urmatoarele pozitii (linie, coloana). Graficul de corelatie este o
imagine albd de dimensiune 256x256 care contine puncte negre
la  fiecare  pozitie  (Igj,Iy;), unde k=Ilp iar
i sij au fost fixate si reprezintd pozitii liniarizate din imagine.

a. (5,4) st (5,14). Aceste puncte corespund unor pixeli
apartinand ochiului stang si drept. In acest exemplu, i =
5*19+4,iarj =15 * 19 + 14. Rezultatul trebuie sa fie
asemanator cu cel din figura de mai jos, si coeficientul
de corelatie trebuie sa fie ~ 0.94.

37



b. (10,3) si (9,15). Aceste puncte corespund pixelilor de
pe obrazul stang si obrazul drept. Rezultatul trebuie sa
arate ca In figura de mai jos, cu un coeficient de
corelatie ~ 0.84.

c. (5,4) si (18,0). Aceste puncte corespund pixelilor care
apartin ochiului stang si coltul din stdnga jos al imaginii
— deci puncte necorelate. Rezultatul ar trebui sa arate ca
in figura de mai jos, avand coeficientul de corelatie ~
0.07.

6. Afisati graficul functiei de densitate de probabilitate

unidimensionala pentru o trasaturd aleasd. Formula functiei de
densitate gaussiana este:

1 (x — p)?
fx(x) = Jorg P (_T>

unde u este valoarea medie si o este deviatia standard pentru
trasatura selectatd. Se normalizeaza valorile astfel incat
maximul sa fie egal cu inaltimea imaginii.

Optional, afisati densitatea de probabilitate 2D sub forma unei
imagini cu niveluri de gri pentru doud trasaturi. Forma functiei
de densitate gaussiana este:

1
Pbs) = o T o (o5 (-

~wle [y ~a))
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unde y; este valoarea medie pentru trdsatura i iar C;; este
matricea de covariantd pentru trasaturile 7 sij. Se normalizeaza
valorile pentru a obtine valori in intervalul 0:255.

5.5 Exemple

1.

Fie experimentul de aruncare independenta a unei monede de doua
ori si fie X numarul de capete obtinute. Spatiul rezultatelor este in
acest caz S = {0, 1, 2}. Functia de masa de probabilitate a lui X
este:

1
-, dacix =0saux =2
_ )4
pX(x)_ 1
5 dacax =1
Media lui X este:
1
E[X]=0-=-4+1 —+2-Z=1

Varianta lui X este:

1 1 1
VAR[X] = (0 —1)? 2t (1—1)2-§+(2—1)2-Z:E

Consideram experimentul de aruncare a unui zar, pentru care avem
probabilitdti egale de aparitie a fiecdrei fete (1/6). Fie vectorul de
variabile aleatorii [X,Y]. Variabila aleatorie X este egald cu 1 daca
numarul de pe fata este par (2, 4, 6) si 0 altfel:

¥ = {1, daca numar par
— o, altfel

Variabila aleatorie Y este egald cu 1 daca numarul de pe fata este
prim (2, 3, 5) si 0 altfel:

v = {1, daca numar prim
o, altfel
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Functia de masa de probabilitate a lui X este:

§=1, dacax =1
px(x) = g i
g=§, dacax =0
Media lui X este:
bp—o terdod
2 2

Varianta lui X este:

VAR[X] = (0 —%)2 i1 _1)2 .

, dacay=1

, dacay =0

Media lui Y este:

E[Y]=0 1+1 1_1
T2 2 2

Varianta lui Y este:

1

_0_H2.1 111
VAR[Y] = (0-) 2+(1 2) S =24

|+

Functia de masa de probabilitate comuna a lui X si Y defineste
probabilitétile pentru fiecare pereche de valori ale lui X s1 Y:

(X =0, Y=0), (X=0, Y=1), (X=1, Y=0), (X=1, Y=1)
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Vom calcula functia de masa de probabilitate comuna a
variabilelor X si Y astfel:

(1

% dacax=0siy=0

1

% dacax=1siy=1
Pxy(x,y) = {2

i dacax=0siy=1

2 . .

Iz dacax=1siy=0

Ve

Putem calcula covarianta dintre X si Y:

COVI[X;, X, ] = Z Z(xi — 1) O — i x, (i X1

Xi Xk

Matricea de covarianta este:

X Y
X VAR(X) = 1/4 COV(X,Y)=—-1/12
Y COV(Y,X)=-1/12 | VAR(Y) = 1/4

COV[X,Y] =COV[Y,i(] .
= (O—;)*(O—g)*
+<1;§)*(°‘§)*

1+(0 1) (1 1) 2
—_ —_ ] % —_ ] kx —
6 2 2/ 6
2+(1 1) (1 1) 1
—_ —_ ] % —_ ) %k —
6 2 2/ 6
24

5.6 Referinte

[1] MIT CBCL FACE dataset
http://www.ai.mit.edu/courses/6.899/lectures/faces.tar.gz
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6 Analiza Componentelor Principale

6.1 Obiective

In aceasti lucrare de laborator se descrie metoda de Analizi a
Componentelor Principale (Principal Component Analysis — PCA).
Aceastd metoda se utilizeaza pentru reducerea dimensionalitdtii,
compresia si vizualizarea datelor. Pentru realizarea acestei lucrari de
laborator este necesara o biblioteca care sa calculeze valorile si vectorii
proprii ale unei matrice (descompunerea in valori proprii).

6.2 Fundamente teoretice

Se considerd un set de puncte de date intr-un spatiu de dimensiune
mare (ND). Fiecare vector reprezinta trasaturile unui exemplu de
antrenare. Scopul acestei metode este reducerea dimensionalitatii
punctelor la o dimensiune mai micd KD in asa fel incét sa se pastreze
cat mai multd informatie cu putintd. Ideea PCA este de a gasi
principalele K axe de variatie, astfel incat dupa proiectia datelor intr-
un spatiu mai redus, varianta datelor proiectate sa fie maximizata.

Initial vom considera un exemplu bidimensional: se afiseaza datele
colectate despre cat de mult apreciaza anumite persoane niste activitati
si aptitudinea lor Tn domeniul respectiv. Figura 6.1 ilustreaza un
exemplu simplificat [2].

Sa analizam cei doi vectori u; si u>. Daca se proiecteazd punctele 2D
pe vectorul u; se obtin valori scalare cu o imprastiere redusa (deviatie
standard mica). In schimb, daci se proiecteazi punctele pe u; punctele
sunt mult mai Imprastiate. Daca ar trebui sa reducem datele la o singura
dimensiune, atunci ar fi preferabil sa le proiectdm pe u; intrucat datele
sunt mai usor separabile iar varianta este mai mare.

X (enjoyment)

X (skill)
Figura 6.1 — Proiectia punctului x pe vectorul u,
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Exprimat intr-un mod mai formal, fiecare punct bidimensional poate fi
scris ca:
x = (x,u) uy/|lwg ] + (up) uy /||u, ||

In ecuatia de mai sus punctul x a fost proiectat pe fiecare vector si apoi
rezultatele obtinute au fost insumate. Produsul scalar (x, u;) defineste
magnitudinea proiectiei si trebuie normalizat cu norma vectorului
||u;|l; cei doi vectori definesc directiile. Aceasta exprimare este
posibila deoarece u; si u> sunt vectori perpendiculari. Dacd se pune
conditia ca cei doi vectori sd fie vectori unitate, atunci termenul de
normalizare dispare. Pentru mai multe exemple de proiectie vedeti [4].
Ideea principala a reducerii dimensionalitatii datelor este sa se utilizeze
cele mai mari proiectii. Intrucat proiectiile pe #> vor fi mai mici, x se
poate aproxima folosind doar primul termen:
X1 = (xu) uy/[Juyl

In general, fiind datd o baza ortonormald a unui spatiu vectorial cu d
dimensiuni B cu vectorii de baza b;, orice vector se poate scrie ca:

d d
X = Z(x,bi)bi = Z(bei) bi
i=1 i=1

Problema revine acum sa determindm vectorii de baza pe care se vor
realiza proiectiile. Intrucat scopul principal este maximizarea variantei
dintre punctele rezultate Tn urma transformarii, matricea de covarianta
ne poate oferi informatiile necesare. Covarianta dintre doua trasaturi
este definita ca:

n
1
C(xi,xj) = HZ(XM - ,Ui)(ij - -“j)
k=1

unde y; este media trasdturii i. Matricea de covariantd stocheaza
covariantele pentru toate perechile de trasaturi. Se poate demonstra ca
matricea de covariantd poate fi exprimatd ca un simplu produs de
matrice:

1
C= n—1 X - Mllxn)T(X — ulyn)

unde p este un vector care contine valorile medii ale trasaturilor si
1,,n este un vector rand ce contine doar valori de 1. Daca eliminam
media din datele de intrare, Intr-un pas de preprocesare, ecuatia se
simplificd si mai mult:

1

n—1

C = XTx
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Pasul urmator este gasirea axelor de-a lungul carora covarianta este
maxima. Descompunerea in valori proprii ale unei matrice ne
furnizeaza aceste informatii. Astfel, vectorul propriu corespunzator
celei mai mare valori proprii va reprezenta prima axa principala si asa
mai departe.

Intuitiv, (aproape) orice matrice poate fi vizualizata ca o rotatie urmata
de o scalare de-a lungul axelor si rotatia inversd. Descompunerea in
vectori si valorilor proprii calculeaza aceastd descompunere a matricei
de covarianta:

d
C=QAQT = ) 2,Q.QF
2

unde Q este o matrice de rotatie de dimensiune dxd (ortonormald) si A
este o matrice diagonala ale cérei elemente reprezintd scalarea de-a
lungul fiecarei axe. Elementele se numesc valori proprii si fiecare
coloana corespunzatoare din Q este vectorul propriu corespunzator.
Deoarece scopul principal este mentinerea proiectiilor cu varianta
maxima, valorile proprii se ordoneaza descrescdtor in functie de
magnitudinea lor si se aleg primele & valori proprii. Astfel C poate fi
aproximat ca:

K
Cr = Que QL = Z 2:Q:Q
=1

unde Q. este o matrice de dimensiune dxk cu primii k vectori proprii
si Ay, este o matrice diagonald de dimensiune kxk ce contine primele
k valori proprii. Daca k este egal cu d se obtine matricea originala si,
pe masurd ce valoarea lui k scade, se obtin aproximari tot mai grosiere
ale lui C.

Astfel am determinat axele de-a lungul carora varianta proiectiilor este

maximizata. In cazul general un vector poate fi aproximat cu k& vectori
astfel:

X = zk:(x, Q)0 = zk:(xTQi) Qi
i=1 i=1

unde Q; este coloana i a matricei de rotatie Q.

Coeficientii PCA pot fi calculati ca:
Xcoef = XQ
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Proiectia PCA (de la d la k£ dimensiuni, k < d) poate fi calculata ca:
X = XQ1:x
unde Q. este matricea formata din primele k coloane din Q.

Aproximarea PCA (reconstructia PCA de la & la d dimensiuni, £ <
d) poate fi calculata pentru toti vectorii de intrare simultan (daca ei sunt
stocati ca randuri in X') utilizdnd formula:

k k
X, = Z XQ,Q; = Z Xcoef,@' = XQ1.,Q1x
i=1 i=1

unde Q. este matricea formata din primele k& coloane din Q. Este
important sd se facd distinctia intre aproximare si coeficienti:
aproximarea este suma coeficientilor nmultite cu componentele
principale.

In finalul acestei prezentiri teoretice vom trece in revista mai multe
exemple in care PCA se poate aplica cu succes:

e Reducerea dimensionalitatii trasaturilor: in unele cazuri,
vectori de trdsdturi cu o dimensionalitate mare pot sa
incetineascd procesul de predictie

e Vizualizarea datelor — datele pot fi analizate in 3D sau in
2D; pentru date cu o dimensionalitate mai mare este
necesara proiectia datelor;

e Aproximarea vectorilor de date;

e Detectia trasaturilor redundante si a dependentelor liniare
dintre trasaturi;

e Reducerea zgomotului — dacd zgomotul din date are o
variantd mai micd decat datele, adica raportul dintre
semnal si zgomot (SNR) este mare, atunci PCA elimina
zgomotul din datele de intrare.

6.3 Detalii de implementare

Declararea si alocarea unei matrice de dimensiune n x d cu valori
flotante exprimate in dubla precizie:

Mat X(n,d,CV_64FC1);

Calculul matricei de covariantd dupa ce mediile au fost scazute din
valorile de intrare:
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Mat C = X.t()*X/(n-1);

Pentru a calcula descompunerea in valori proprii, Lambda va contine
valorile proprii si Q va contine vectorii proprii. Este necesarad
transpunerea deoarece X contine datele de intrare de-a lungul
randurilor.

Mat Lambda, Q;
eigen (C, Lambda, Q);
Q =0.t();

Produsul scalar este implementat ca o simpld inmultire. Atentie,
datorita faptului ca indexarea incepe de la 0, primul rand este row(0).
Produsul scalar dintre rdndul i din X si coloana i din Q este dat de:
Mat prod = X.row(i)*Q.col (i)

6.4 Activitate practica

1. Deschideti fisierul de intrare si cititi punctele de date. Pe prima
linie este stocat numarul de puncte » si dimensionalitatea datelor
de intrare d. Liniile urmatoare din fisier contin cate un punct cu d
coordonate. Calculati vectorul cu valorile medii si scadeti-1 din
punctele de intrare.

2. Calculati matricea de covarianta ca un produs de matrice.

3. Efectuati descompunerea in valori proprii a matricei de covarianta
apeland functia din biblioteca.

4. Afisati valorile proprii.

5. Calculati coeficientii PCA si aproximarea X, de ordinul k (folosind
primele k valori proprii) pentru datele de intrare.

6. Calculati valoarea medie a diferentei absolute dintre punctele
originale si aproximarea lor utilizand primele k& componente
principale.

7. Gasiti minimele s1 maximele pe coloanele matricei de coeficienti.

8. Pentru datele de intrare din fisierul pca2d.txt, afisati coeficientii
PCA din primele doua coloane ca puncte negre 2D pe fundal alb.
Pentru a obtine coordonate pozitive scadeti valorile minime.

9. Pentru datele de intrare din fisierul pca3d.txt, afisati coeficientii
PCA din primele trei coloane sub forma unei imagini cu niveluri
de gri. Utilizati primele 2 componente ca si coordonatele x si y, iar
cea de-a treia valoare ca intensitate in punctul (x, y). Pentru a obtine
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coordonate pozitive trebuie sa scadeti valoarea minima din primele
douad coordonate. Normalizati a treia componenta astfel incat sa ia
valori intre 0:255.

10. Determinati automat numarul de componente principale k care
trebuie sa fie pastrate astfel incat sa se retind un anumit procent din
varianta initiald. De exemplu, gasiti valoarea lui k pentru care
aproximarea de ordinul k& retine 99% din varianta initiald.
Procentajul variantei pastrate este dat de ¥, A;,/¥%, A;.

6.5 Exemple de rezultate

Pentru pca2d

. Prima valoare proprie este aproximativ 8090.21

. Eroarea medie absoluta folosind o singurd componenta:
22.43
Pentru pca3d

. Prima valoare proprie este aproximativ 5462.33

. Eroarea medie absoluta folosind o singurd componenta:
14.50

Figura 6.2. Vizualizarea punctelor ce rezultd dupa aplicarea metodei PCA pe datele
din fisierul pcald.txt

6.6 Referinte

[1] Wikipedia article PCA -
https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
[2] Stanford CS229 Machine Learning course notes -
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https://cs229.stanford.edu/main_notes.pdf

[3] Lindsay Smith - PCA tutorial -
http://faculty.iiit.ac.in/~mkrishna/Principal Components.pdf
[4] PCA in R (animation of projection) -
https://poissonisfish.wordpress.com/2017/01/23/principal-
component-analysis-in-r/
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7 Algoritmul de grupare K-means

7.1 Obiective

In aceasta lucrare de laborator se va rezolva problema gruparii unui set
de puncte (clustering). Aceasta sarcind face parte din invatarea
automata nesupervizatd, in sensul ca etichetele/clasele punctelor nu
sunt cunoscute si nici nu sunt necesare in procesul de invatare. Prin
utilizarea unor metode adecvate se va identifica structura datelor si
punctele similare vor fi grupate impreuna.

7.2 Fundamente teoretice

Scopul metodelor de grupare (clustering) este de a partitiona o multime
de obiecte in grupuri diferite, unde instantele dintr-un grup sunt
similare intr-un anumit sens. Gruparea este folosita Tn multe domenii
precum: invatare computerizata, sisteme de recunoastere a formelor,
analiza imaginilor, bioinformatica, compresie, grafica, etc.

Algoritmul k-means primeste ca valori de intrare o lista de puncte X =
{x;, i=1:n}. Fiecare punct este d-dimensional x; =
(%41, Xi2, -+, Xiq)- Obiectivul metodei k-means este gruparea punctelor
in K multimi notate cu S = {S;| k = 1: K}. Centrul fiecarei multimi
(grup) Sk este notat cu my. Gruparea datelor trebuie realizata astfel
incat sa fie minimizata functia obiectiv:

unde dist(.,.) este distanta Euclidiana in spatiul d-dimensional:

dist(x,y) = Zd (x; — yi)?

i=1

Aceasta este o problemda NP-hard, dar existd anumite solutii
aproximative prin care se obtin rezultate bune. Metoda lui Lloyd
propune separarea problemei in doud parti. Daca se cunoaste modul in
care punctele sunt partitionate se pot calcula centrele, dar nu se pot
cunoaste partitiile daca centrele grupurilor nu sunt cunoscute. Ideea
este sd se inceapa cu o multime aleatorie a centrelor grupurilor si apoi
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centrele sd fie schimbate in mai multe iteratii. Este demonstrat ca
algoritmul va gési o partitionare care corespunde unui minim local al
functiei J, dar care nu este insad Intotdeauna minimul global [2].

Fie L functia de apartenenta pentru fiecare punct, deci L(i) € 1: K,i =
1:n. Aceastd functie returneaza grupul din care face parte al i-lea
punct. Se Incepe prin selectarea aleatorie a centrelor grupurilor din
punctele din setul de date: my = x,, , unde 1y este o valoarea Intreaga
uniform distribuitd intre 1 si n. Pentru a asigura convergenta
algoritmului se pot aplica tehnici mai complexe de initializare. In [2]
se defineste metoda k-means++ bazatd pe selectarea punctelor dupa o
distributie de probabilitate care penalizeazd punctele apropiate.

In continuare se aplic iterativ pasii de atribuire si de actualizare. Cand
apartenenta punctelor la grupuri nu se mai modificd sau cand se atinge
un numdr maxim de iteratii, algoritmul se termind. Pasii metodei sunt
prezentati in algoritmul urmator:

Algoritmul K-means
Initializare — Se selecteaza aleatoriu K centre din lista punctelor
de intrare. Fie 1y, o variabila aleatorie, intreaga si uniform distribuita
in intervalul [1, n], atunci centrele initiale sunt selectate ca:
my = xrk

Atribuire — Fiecare punct din lista de intrare este asociat cu centrul
cel mai apropiat. Functia de apartenentd va lua valoarea indexului
celui mai apropiat centru:

L(i) = argmin,dist(x;, my)

Actualizare — Se recalculeaza centrele grupurilor pe baza functiei
de apartenenta. Noile centre ale grupurilor sunt calculate ca media
punctelor din acel grup. In formula urmitoare se insumeazi toate
punctele care apartin grupului 4, adicd au functia de apartenenta
L(i) =k.
S DiL(i)=k Xi _ Dixesy X
T Tyl | S|

Conditia de terminare — Daca nu apare nici o schimbare 1n functia
de apartenentd, atunci algoritmul poate fi oprit deoarece calculele
viitoare nu vor produce nici o schimbare in valorile centrelor. De
asemenea, se poate limita numdrul maxim de iteratii ale
algoritmului. Daca nici una din conditiile de mai sus nu este
indeplinita, atunci algoritmul continud cu pasul de atribuire.
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7.3 Detalii de implementare

Generarea unei valori intregi aleatorie uniform distribuite din
intervalul [a, b] (inclusiv):
#include <random>

default random engine gen;

uniform int distribution<int> distribution (a,
b);

int rand val = distribution (gen);

Crearea unei imagini color:
Mat img (height, width, CV_8UC3);

Construirea unui tablou de culori aleatorii pentru grupuri:
const int K = 3;
Vec3b colors[K];
for(int 1 = 0; i<K; i++)
colors[i] = { (uchar)distribution (gen),
(uchar)distribution (gen),
(uchar)distribution (gen) };

Atribuirea unei culori colors[k] la pozitia (i, j) In imagine:
img.at<Vec3b> (i, j) = colorslk];

7.4 Activitate practica

1. Implementati metoda de grupare K-means pe o listd de puncte d
dimensionale. Aplicati iterativ algoritmul pana cand nu mai apare
nici o modificare in functia de apartenenta sau pana cand numarul
maxim de repetari ale algoritmului este atins. Numarul de grupuri
K este specificat de utilizator in fiecare caz.

2. Aplicati K-means pe o mulfime de puncte din spatiul 2D (imaginile
points* bmp) In acest caz d=2.

a. Alegeti culori in mod aleatoriu pentru grupuri si colorati
punctele 1n functie de apartenenta lor.

b. Pentru o vizualizare mai buna colorati si vecinatatea
punctelor.

c. Desenati mozaicarea Voronoi corespunzatoare centrelor
grupurilor obtinute. Aceasta presupune colorarea fiecarui
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pixel din imagine (si cei care apartin fundalului) cu
culoarea celui mai apropiat centru de grup.

3. Aplicati K-means pe imagini cu niveluri de gri. In acest caz se
grupeaza intensitdtile care apar in imagine. Duplicatele se
pastreaza, adica de exemplu, daca intensitatea 0 apare de 10 ori,
vom avea 10 puncte egale cu 0. In acest caz d=1.

a. Recolorati imaginea in functie de intensitatea medie a
fiecarui grup.

4. Aplicati K-means pe imagini color. In acest caz se grupeazi
culorile care apar in imagine, adici componentele R, G, B . In acest
caz d=3.

a. Recolorati imaginea in functie de culoarea medie a fiecarui
grup.

5. Optional, implementati metoda de initializare k-means++ din [3].

7.5 Exemple de rezultate

Pentru d=2, cand algoritmul K-means este rulat pe un set de puncte 2D
obtinem urmatoarele rezultate:

points2.bmp , K =3 points2.bmp ,K = 4 points2.bmp ,K =5

points4.bmp - mozaicare

points4.bmp Voronoi, K=3

Figura 7.1 — Punctele 2D si grupurile obtinute cu diferite valori ale lui K.
Exemplu de mozaicare Voronoi
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Figura 7.2 — Imagine de intensitate (stdnga) si
rezultatele gruparii cu K=3 (mijloc) si K=10 centre (dreapta)

Figura 7.3 — Imagine color (stanga) si rezultatele gruparii cu K=3 (mijloc) si K=10
centre (dreapta)

7.6 Referinte

[1] Cluster analysis Wikipedia article -
https://en.wikipedia.org/wiki/Cluster_analysis

[2] K-means Wikipedia article - https://en.wikipedia.org/wiki/K-
means_clustering

[3] Arthur, David, and Sergei Vassilvitskii. "k-means++: The
advantages of careful seeding." Proceedings of the eighteenth annual
ACM-SIAM symposium on Discrete algorithms. Society for Industrial
and Applied Mathematics, 2007.

[4] P. Arbelaez, M. Maire, C. Fowlkes and J. Malik. ,,Contour
Detection and Hierarchical Image Segmentation”, IEEE TPAMI, Vol.
33, No. 5, pp. 898-916, May 2011.

[5] Image segmentation dataset:
https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/groupin
g/resources.html
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8 Clasificatorul k-Nearest Neighbor

8.1 Obiective

Scopul acestei lucrari de laborator este introducerea clasificatorului
“ceil mai apropiati K vecini” (k-Nearest Neighbor) care, intr-un sens,
poate fi considerat clasificatorul cel mai elementar. Acesta va fi aplicat
pe o problema de clasificare cu mai multe clase.

8.2 Fundamente teoretice

8.2.1 Introducere

Un clasificator este definit ca o functie care returneaza clasa unei
instante. Instanta sau exemplul este de obicei reprezentat prin vectorul
de trasaturi. Clasificatorul k-NN poate fi considerat cel mai simplu
clasificator deoarece nu construieste un model pentru setul de
antrenare. Decizia se ia in functie de cei mai apropiati K vecini din
setul de antrenare. Figura urmatoare ilustreaza acest procedeu unde
instanta de test este patratul albastru din centru inconjurat de instante
etichetate din setul de antrenare. Interiorul cercului cuprinde 5 vecini
pe baza carora se va face clasificarea. Cercul are razd variabild si
intotdeauna cuprinde K vecini.

@ Sports

O Science

® Arts

Figura 8.1 Exemplu de clasificator 5-NN pentru trei clase
Clasificatorul k-NN este un clasificator non-parametric, insemnand ca

nu construieste un model pentru clasele pe care trebuie sa le distinga.
Se memoreaza setul de antrenare in intregime si decizia asupra unei
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instante de test se face online. k-NN poate fi categorisit ca si 0 metoda
de invatare bazata pe instante sau Invattare lenesd deoarece functia de
decizie este aproximata doar local si decizia asupra instantei se amana
la clasificare.

8.2.2 Algoritmul de clasificare

Fie setul de antrenare definit ca X, unde X este o matrice de dimensiune
n X d. Fiecare linie din X contine un vector de trasaturi de dimensiune
d denumit X;, care corespunde unei instante de antrenare. Notam cu y
vectorul care contine etichetele pentru clase. Dimensiunea lui y este de
n x 1, fiecare instanta de antrenare avand o clasa asociata. Elementele
din y fac parte din multimea {/,2,...,C}, unde C este numarul de clase.
Pentru o instanta de test x se calculeaza distantele dintre x si fiecare
exemplu de antrenare:
di = dist(x, XL)

Distantele sunt sortate Tn mod crescator si cele mai apropiate K instante
sunt luate in considerare. Fiecare instanta voteaza pentru clasa lui care
este cunoscutd din y. Instanta de test va primi clasa cu cele mai multe
voturi.

Fie p permutatia care sorteaza distantele in ordine crescatoare:
dp, <d,, < <dj,
Histograma de voturi de dimensiune Cx/ este construitd Tn urmatorul

mod:
K
h="1(y,,)
k=1

unde 1(ypk) este un vector indicator de dimensiune Cx/ care contine
1 pe pozitia y,, si 0 altundeva. Suma acumuleaza voturile de la cei

mai apropiati K vecini. Clasa instantei se alege ca:
¢ = argmax; h;

Existd mai multe versiuni ale algoritmului in functie de tipul de
distantd folosit si metoda de votare. De exemplu, voturile pot fi
ponderate cu inversa distantei folosind formula:

h = Z 1(3,)
1+d,,
unde s-a adaugat 1 la distanta pentru a eV1ta impartirea la 0 si pentru a

obtine o pondere de 1 1n cazul in care distanta este egala cu 0.
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Parametrul K controleaza cati vecini se iau in considerare. Daca este
egal cu / numai vecinul cel mai apropiat este considerat. Cresterea lui
K reduce influenta zgomotului dar ingreuneaza separarea claselor. in
cazul extrem cand K=n, setul intreg de antrenare este considerat. Daca
voturile nu sunt ponderate atunci instanta de test este clasificata ca si
clasa cea mai frecventa. De multe ori K este ales sa fie un numar impar
pentru a rezolva situatiile de egalitate dintre doua clase. Pentru a alege
valoarea potrivitd pentru K se evalueaza clasificatorul pe un set de
validare §i se pastreaza valoarea care duce la scorul cel mai bun
(hyperparameter optimization).

Abordarea prezentata poate fi folosita si pentru a realiza regresie daca
in loc de alegerea clasei se face o suma ponderatd a instantelor de
antrenare. Rata de eroare a clasificatorului k-NN tinde cétre eroarea
ideala Bayes si este marginita de eroarea Bayes inmultita cu 2 cand
numarul de instante tinde catre infinit (n = o).

8.2.3 Trasaturi globale ale unei imagini

Imaginile color pot fi caracterizate printr-un vector global de trasaturi
cu scopul de a realiza clasificarea lor. Un vector de trasaturi global are
o dimensiune fixa i descrie statistici globale despre imagine. De multe
ori in aceste descrieri se pierde informatia referitoare la aranjarea
spatiala.

Histograma imaginii poate fi considerata o trasatura globala pentru a
descrie imaginea. Histograma se defineste ca vectorul care contine
numarul de aparitii pentru fiecare nivel de intensitate. In acest caz
vectorul are dimensiunea de 256 pentru o imagine de intensitate cu 8
biti/pixel. In general, o histograma cu m acumulatoare (eng. bins)
contine numarul de aparitii pentru intensitatile din fiecare acumulator.
Se imparte intervalul de [0, 255] in m zone egale. De exemplu, pentru
m=§ acumulatoare, primul va contine numarul de pixeli cu intensitati
cuprinse intre [0, 256/m); al doilea va confine numarul de pixeli cu
intensitati intre 32 and 63; s.a.m.d. Histograma unei imagini color se
formeaza prin concatenarea histogramelor pe canalele individuale.
Marimea histogramei rezultate este de 3 x m.

56



8.2.4 Evaluarea clasificatorilor

Pentru a evalua performanta clasificatorilor se folosesc mai multe
metrici. Matricea de confuzie pentru un set etichetat se poate defini
ca matricea care contine in fiecare celuld M;; numarul de instante
clasificate in clasa i i care apartin clasei j in realitate. Clasificatorul
ideal atribuie la fiecare instanta eticheta corecta si deci asigura valori
mari pe diagonala matricei de confuzie. In general valorile din matrice
aratd care clase sunt confundate intre ele. De exemplu pentru un
clasificator binar, matricea de confuzie este urmatoarea:

Clasa reala: Clasa reala:
Positive Negative
Clasa prezisa: TP (True Positive) FP (False Positive)
Positive
Clasa prezisa: FN (False Negative) TN (True Negative)
Negative

Figura 8.2 — Matricea de confuzie

Acuratetea unui clasificator pentru un set etichetat se defineste ca
procentajul de instante clasificate corect. Este masura complementara
erorii de clasificare. Nu ofera informatie relevanta cand clasele nu sunt
echilibrate (sunt mai multe instante intr-o clasd decat in cealaltd).
Aceasta este o situatie tipica, de exemplu un detector de pietoni trebuie
sd invete dintr-un set unde instantele de fundal sunt mult mai
numeroase. Un clasificator care returneaza intotdeauna clasa mai
frecventd poate si obtind o acuratete ridicata. In acest caz trebuie si
utilizam alte metrici cum ar fi precizia pentru clasele individuale.
Acuratetea se poate calcula din matricea de confuzie:

C M,

=1 113

Acc = —————
C C
i=1 ijlMl'j

8.3 Setul de date — recunoasterea scenelor

Setul de date considerat contine diferite scene. Exista 6 clase: plaja,
orag, desert, padure, peisaj si zadpada. Imaginile pentru fiecare clasa
sunt organizate in subdirectoare i sunt numerotate cu numere de 6
cifre. Setul este neechilibrat din punctul de vedere al numarului de
exemple pentru fiecare clasa si variazd intre 35 si 277. Setul de
antrenare este compus din 672 imagini, iar setul de testare contine 85
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de imagini. Mai jos sunt prezentate exemple reprezentative pentru
fiecare clasa.

oras desert padure peisaj zapada

Figura 8.3 — Imagini reprezentative

8.4 Detalii de implementare

Sugestie pentru antetul functiei care calculeaza histograma (4ist a fost

alocata 1n prealabil):
void calcHist (Mat img, int nr bins, int* hist)

Definirea denumirilor claselor:
const int nrclasses = 6;
char classes[nrclasses] [10] =
{"beach", "city", "desert", "forest", "landscape",
"snow"};

Se aloca memorie pentru matricea de trasaturi si vectorul de etichete:
Mat X(nrinst, feature dim, CV_32FCl);
Mat y(nrinst, 1, CV_8UC1);

Citirea imaginilor din clasa ¢, se calculeaza histograma si se introduce
ca si o linie In X:
int ¢ = 0, fileNr = 0, rowX = 0;
while (1) {

sprintf (fname, "train/%s/%06d.jpeg", classes|[c],
fileNr++) ;

Mat img = imread(fname);

if (img.cols==0) break;

calcHist (img, nr bins, hist);

for (int d=0; d<hist size; d++)

X.at<float>(rowX, d) = hist[d];
y.at<uchar> (rowX) = c;
rowX++;

Se aloca matricea de confuzie:
Mat C(nrclasses, nrclasses, CV_32FCl);
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8.5 Activitate practica

Implementati o functie care extrage histograma dintr-o imagine
color.

Cititi toate imaginile din setul de antrenare. Calculati
histograma generala cu
3 x m acumulatoare pentru fiecare imagine. Salvati histograma
ca si o linie in matricea de trasaturi X. Salvati eticheta instantei
corespunzatoare pe aceeasi linie in vectorul y.

Implementati clasificatorul k-NN avand ca si intrare o imagine
si valoarea lui K.

Evaluati clasificatorul pe setul de test prin calcularea matricei
de confuzie si a acuratetei.

Incercati si obtineti rezultate cit mai bune folosind diferite
valori pentru numarul de acumulatoare m si pentru numarul de
vecini K. Se poate obtine acuratete de peste 65%.

Convertifi imaginea de intrare intr-un alt spatiu de culoare
(LUV sau HSV) inaintea calcularii histogramei.

Optional, incercafi trasaturi mai complexe (histograma pe
regiuni) sau alte functii de distantd (Manhattan distance,
Euclidean ponderat).

8.6 Referinte

[1] Wikipedia article - k-NN classifier
https://en.wikipedia.org/wiki/K-nearest_neighbors_algorithm

[2] Andrew Ng - Machine Learning: Nonparametric methods &

Instance-based learning
http://www.cs.cmu.edu/~epxing/Class/10701-
08s/Lecture/lecture2.pdf
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9 Clasificatorul Bayes Naiv

9.1 Obiective

In aceastd lucrare de laborator se prezinta clasificatorul Bayes Naiv.
Se va aplica acest clasificator pe o problema de recunoastere a cifrelor
scrise de mana.

9.2 Fundamente teoretice

Clasificatorul Bayes Naiv aplicd regula Bayes si presupune
independenta trasaturilor pentru a calcula probabilititile posterioare.
Clasa cu probabilitate posterioara maxima va fi aleasa in momentul
clasificarii.

Regula lui Bayes se defineste pentru doud evenimente A si B
independente si descrie probabilitatea conditionatad al unui eveniment
A dat de un alt eveniment B:

P(A)P(B|A)

P(A|B) = ———

(41B) = =555

P(A|B) se numeste probabilitatea posterioard, iar P(A4) este
probabilitatea a priori.

Datorita presupunerii de independentd, clasificatorul poate lucra cu un
numar arbitrar de trasaturi. Pornim de la vectorul aleator cu d
componente x = {xq, X, ..., Xg}. Dorim sd estimam probabilitatea
posterioara pentru clasele C = {Cl, C2) e C]}. Intr-un limbaj mai
familiar, valorile din x sunt trasaturile care determina clasa instantei.
Aplicand regula lui Bayes putem scrie:

p(c|xq, X9, o, Xq) < P(C)p(xq1, X3, ) Xgq|C)

unde p(c|xq, Xy, ..., Xg) este probabilitatea posterioara, mai precis,
probabilitatea clasei ¢ dat fiind valorile trasaturilor; p(xy, x5, ..., X4|c)
este functia de verosimilitate (likelihood function); iar P(C) este
probabilitatea a priori. Bayes Naiv presupune ca trasaturile
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conditionate de clasa sunt independente, deci putem sa descompunem

verosimilitatea Intr-un produs in urmatorul mod:
d

plo) = | [pCulo

k=1
si sa rescriem probabilitatea posterioara ca:

da
p(el) < P©) | [pCale)
k=1

Utilizand regula Bayes de mai sus putem sa implementdim un
clasificator. Acesta va returna clasa cu probabilitate posterioard
maxima:

¢’ = argmax; p(cj|x)

Desi presupunerea de independenta nu este in general valabild aceasta
simplificdi problema de clasificare fiindcd permite calcularea
probabilitatilor separat pentru fiecare clasi. In esenti, se reduce
problema estimarii unei densitati de probabilitate multidimensionale la
mai multe probleme unidimensionale. Densitatea de probabilitate
poate avea forme diferite precum: distributie normald, log-normala,
gamma, Poisson sau variante discrete ale acestora.

9.3 Aspecte practice
9.3.1 Setul de date MNIST

Se utilizeaza un set de date standard pentru recunoasterea cifrelor.
Setul de date MNIST a fost asamblat de Yann LeCun din mai multe
seturi. Partea de antrenare contine 60000 imagini cu cifre scrise de
mana de aproximativ 250 de persoane. Setul de test contine 10000
instante. Distributia cifrelor este aproape uniforma. Pentru mai multe
detalii accesati linkul [2]. Se utilizeaza distributii binomiale pentru a
modela  verosimilitatea. O  distributie  binomiald specifica
probabilitatile pentru doud evenimente discrete i complementare.

9.3.2 Algoritmul de antrenare

1. Asamblarea setului de antrenare in X si y. Fie X matricea cu
trasaturi pentru setul de antrenare. In acest caz X va contine pe
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fiecare linie valorile binarizate ale unei imagini din setul de
antrenare. Se stocheaza 0 sau 255 in functie dupa cum pixelul pe
pozitia respectiva este mai mic, respectiv mai mare sau egal decat
un prag fixat la 128. X are dimensiunea de n x d, unde n este
numarul de instante de antrenare, iar d = 28 x 28 este marimea unei
imagini. Vectorul de etichete y are dimensiunea n x /.

Calcularea vectorului a priori. Probabilitatea a priori pentru
clasa i se calculeazd ca si fractia instantelor apartinand clasei i
dintre toate instantele de antrenare:

P(c=1) ="/

Calcularea matricii de verosimilitate. Functia de verosimilitate
pentru ca trasatura x; sd fie egald cu 255 conditionatd de clasa ¢
este egald cu numarul de instante din clasa ¢ care au trdsatura x;
egala cu 255 impartit la numarul total de instante din clasa c:
count(ij =255y, = i)

'p(xj = 255|c = i) = -
l

Functia de verosimilitate pentru ca trasatura x; sa fie egald cu 0,

se poate deduce utilizand valoarea anteriora, astfel:
p(xj = O|c = i) =1 —'p(xj = 255|c = i)

Pentru a evita inmultirea cu 0 la produsul final trebuie sa ne
asiguram cd verosimilititile nu au valoarea 0. Putem rezolva
aceastd problemi prin modificarea la 10~ a tuturor valorilor care
sunt sub 10°. O alternativi practici este utilizarea netezirii
Laplace, unde |C| este numarul de clase:
count(Xk]- =255 Ay, = i) +1

n; + |C]

p(xj = 255|c = i) =

9.3.3 Algoritmul de clasificare

Odata ce s-au calculat valorile pentru probabilitétile a priori si

functiile de verosimilitate, se poate efectua clasificarea. Deoarece
valorile probabilitatilor sunt cuprinse intre 0 si 1 produsul lor va fi un
numar foarte mic. Pentru a evita problemele de precizie numerica se
va lucra cu logaritmul probabilitatilor posterioare. Fie T vectorul de
trasaturi pentru imaginea de test, care sunt valorile binarizate in acelasi
mod ca si la imaginile antrenare. Logaritmul probabilitatii posterioare
se va calcula pentru fiecare clasa ca si:
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d
log(p(C =i|T)) « log(P(C = 1)) + Z log (p(xj = T]|C = L))
j=1

Urmatorul pas este alegerea clasei cu logaritmul probabilitdtii maxime.
Deoarece ordinea probabilitatilor posterioare nu se schimba datorita
logaritmului, clasificatorul va selecta clasa cu maximul logaritmului
probabilitatii posterioare, la fel ca si in teoria prezentata.

9.4 Detalii de implementare

Pentru a Incarca primele 100 de imagini din clasa c:

char fname[256];

int ¢ = 1;

int index = 0;

while (index < 100) {
sprintf (fname, "train/%d/%06d.png", c, index);
Mat img = imread(fname, IMREAD GRAYSCALE) ;

if (img.cols==0) break;
//procesarea imaginii curente
index++;

Probabilitatea a priori este un vector de C x I:
const int C = 3; //num&rul de clase
Mat priors(C,1,CV_64FCl);

Verosimilitatea este o matrice de C x d (memoram doar verosimilitatea

pentru valoarea 255):
const int d = 28*28;
Mat likelihood(C,d,CV_64FCl);

Sugestie de antet pentru functia de clasificare:
int classifyBayes (Mat img, Mat priors, Mat likelihood);

9.5 Activitate practica

1. Incarcati imaginile din setul de antrenare si aplicati operatia de
binarizare. Salvati valorile in matricea de trasaturi. Salvati clasa
instantelor in vectorul de etichete y. Pentru varianta initiald utilizati
doar primele 100 de imagini din clasele 0 si 1.

2. Implementati algoritmul de antrenare.
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2.1. Calculati si salvati probabilitatea a priori pentru fiecare
clasa.

2.2. Calculati si salvati verosimilitatea pentru fiecare clasa si
fiecare trasatura. Aplicati netezirea Laplace pentru a evita valorile
nule.

3. Aplicati clasificatorul Bayes Naiv pe o imagine necunoscuta.

4. La clasificare afisati logaritmul probabilitatilor posterioare pentru
fiecare clasa. Optional, convertifi aceste valori in probabilitati.

5. Evaluati clasificatorul pe setul de test. Calculati si afisati matricea
de confuzie si eroarea de clasificare. Eroarea este egald cu numarul de
instante clasificate gresit per numarul total de instante.

6. Antrenati si evaluati clasificatorul pe setul intreg de date, utilizand
toate clasele.

9.6 Referinte

[1] Data Science Textbook — https://docs.tibco.com/data-
science/textbook

[2] LeCun, Yann, Corinna Cortes, and Christopher JC Burges. "The
MNIST database." URL http://yann. lecun. com/exdb/mnist (1998).
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10 Clasificatori liniari si algoritmul
perceptron

10.1 Obiective

In aceasti lucrare de laborator se prezinti algoritmul de invatare
perceptron pentru clasificatori liniari. Se vor aplica metodele gradient
descent si stochastic gradient descent pentru a determina vectorul de
ponderi. Se va rezolva o problema de clasificare binara folosind doua
trasaturi.

10.2 Fundamente teoretice

Scopul clasificarii este determinarea clasei unor exemple descrise prin
trasaturi. Clasa unui exemplu face parte dintr-o multime finita, de
exemplu: rosu/albastru, pieton/fundal, o cifrd din multimea 0, 1, ... 9.
Un clasificator liniar reuseste acest lucru prin luarea deciziei in functie
de o combinatie liniara a trasaturilor.

10.2.1 Definitii

Se defineste un set de date etichetat ca si o pereche (X, Y), unde X €
M, «m (R) este o matrice cu # linii si m coloane avand valori reale si ¥
este un vector coloana
Y € M,,«1(D), care contine etichetele pentru fiecare instantd, iar D este
multimea claselor posibile. X confine pe linii instantele de antrenare
descrise cu m trasaturi. Un clasificator este o functie care mapeaza
orice instantd reprezentata printr-un vector de trasaturi la o clasa:
ftR™ - D.

Astfel un clasificator separa spatiul de trasaturi in |D| regiuni disjunte
(numarul de elemente din D). Subspatiul care separd clasele se
numeste suprafata de decizie (eng. decision boundary). Daca problema
de clasificare este bidimensionala acest subspatiu va fi unidimensional
si va fi o linie sau o curb4, in general. In continuare vom discuta despre
cazul cu douad clase, algoritmul se poate extinde usor la mai multe
clase. Pentru etichete vom folosi D = {—1,1}.
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TWO-CLASS DATA IN A TWO-DIMENSIONAL FEATURE SPACE
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Figura 10.1. Exemplu de clasificator liniar care separa doua clase si utilizeaza doua
trasaturi

10.2.2 Forma generala a unui clasificator liniar

Un clasificator liniar este o combinatie liniard a trasaturilor de intrare.
Daca notam cu x € M,,,1 (R) vectorul de trasaturi sicuw € M1 (R)
vectorul de ponderi, putem exprima functia de clasificare ca si:

m

gx) =wy + Z wix; = wo + wlx
i=1
unde

e w este vectorul de ponderi
* w, este deplasamentul sau valoarea de prag

Urmatoarea schema ilustreazd modul de operare a clasificatorului
liniar:

X1

K
v \“-"2\,
: 9 = wixy +woxy o+ +wy [ T(9) {c 62}
_ Wo
Xm
Wo - e . .
/ suma ponderatd a trasdturilor  functia de prag clasa prezisa
1

Figura 10.2 — Schema pentru un clasificator liniar
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Pentru a simplifica notatia, calculele si pentru a permite tratarea
generald vom absorbi valoarea w, in vectorul de ponderi si vom
augmenta vectorul de trasituri cu o componenti egald cu 1. In acest
caz se simplificd expresia in:

we +wix = [Wo W] [?1(] = wTE

Un clasificator liniar pentru doud clase implementeaza urmatoarea
reguld de clasificare:

e daca g(x) > 0, decidem ca x apartine clasei +1;

e daca g(x) < 0, decidem ca x apartine clasei -1;
sau echivalent:

e daciw’x > —w,, decidem ci x apartine clasei +1;

e daciw’x < —w,, decidem ci x apartine clasei -1;

Dacd g(x) = 0, atunci x poate fi atribuit la oricare clasa, fiind pe
suprafata de separare.

X, | N\ Wixtw,>0
N\
\\X“ X X »®
R Xy x
wTx+w,<0 AN
® e \\ x x
o @ ® K b4
o) . X
R
oo N (W
—70e <

Figura 10.3 Tlustrarea componentelor din vectorul de ponderi: vectorul w este
normala la dreapta de separare iar wy este egal cu distanta d (cu semn) a dreptei de
la origine inmultita cu ||w|| norma Iui w

10.2.3 Metode de invatare pentru clasificatori liniari

Vom prezenta doud metode de invatare pentru clasificatori liniari.
Invitarea se face prin transformarea problemei de clasificare intr-o
problema de minimizare a unei functii de cost. Denumim functia de
cost L (eng. loss function). Functia poate sd aibd mai multe forme si
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trebuie sd penalizeze diferentele dintre predictia clasificatorului si
clasa adevarata. In cazul algoritmului perceptron adoptam urmatoarea
functie de cost:

1N P AN
L) == max(0,~y#" %) = = > Ly (W)
i=1 i=1

Daca o instantd este corect clasificatd atunci nu se aplica nici o
penalizare, in schimb, daca instanta se atribuie la clasa gresita atunci se
penalizeazd proportional cu scorul gresit y;w’ - ¥;. Semnul expresiei
y;wT - X; este negativ daca semnul etichetei de clasa y; este diferit de
semnul clasei prezise g(x).

Pentru a minimiza acest cost vom utiliza metoda gradient descent.
Vom porni de la un vector de ponderi aleatoriu si vom schimba acest
vector bazandu-ne pe valoarea gradientului in pozitia curenta. Pasul va
fi in directia opusa a gradientului:

Wiyq < Wy —nVL(Wy)

unde w; este vectorul de ponderi la momentul k, parametrul n
controleaza marimea pasului §i se numeste rata de Invatare (eng.
learning rate), si VL(w,,) este vectorul de gradient calculat in punctul
wy,. Vectorul de gradient are expresia:

VL(w) = %Z VL, (W)
i=1

0, dacay;w’ - x; > 0
VL,(W) = { Y l

—ViX; , altfel

In metoda care foloseste gradientul pe setul intreg de date, ponderile
se schimba doar dupd ce s-au vizitat toate exemplele de antrenare.
Aceasta abordare se mai numeste si batch-update. Algoritmul
perceptron din lucrarea [1] actualizeaza ponderile dupa examinarea
fiecarui exemplu de antrenare. In acest caz algoritmul se numeste
online perceptron. Regula de actualizare devine:

Wit1 < Wy —nVL;(w)
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Redam 1n continuare, in paralel, cele doua variante ale algoritmului de

invatare:
Algoritmul Algoritmul
Batch Perceptron Online Perceptron
init w, n, Eiinit, max _iter | init w, 1, Eiinic, max iter
for iter=1l:max iter for iter=l:max iter
E=0, L=20 E =0
VL = [0,0,0] for i=1:n
for i=1:n zZ; = Z?:o w;X;;
z; = Li-owi Xy if 7.y, <0
if z;-y;, <0 w < w+nX;y;
VL <« VL —y;X; E<E+1
E<E+1 endif
L L—vyz endfor
endif E<E/n
endfor if E < Ejmit
E<E/n break
LeL/n endfor
VL < VL /n
break
wew-—nVL
endfor
10.3 Aspecte practice

Vom folosi puncte 2D care sunt Impartite in 2 clase. Punctele se citesc
din imaginile de intrare si apartenenta lor se stabileste pe baza culorii.
Asociem clasa -1 la punctele albastre si 1 la punctele rosii.

Fiecare punct va fi descris de doud trasaturi x; si x, care coincid cu
coordonatele lor x si respectiv y. Astfel, vectorul de trasaturi augmentat
are forma x = [1 x; x,]7 iar vectorul de ponderi are trei componente
w= [wow; w,]".

10.4 Activitate practica

1. Cititi punctele dintr-o singura imagine test0*.bmp si construiti
setul de antrenare (X, Y). Asociati -1 la punctele albastre si +1
la punctele rosii.
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2. Implementati algoritmul Online Perceptron pentru a gasi linia
de separare dintre cele doua clase. Sugestie pentru parametri:
77210'4, wo =1[0.1, 0.1, O.I]T, Eiimi=107, max_iter = 10°.
Observatie: Pentru a accelera convergenta algoritmului se
foloseste o ratd de invatare mai mare doar pentru termenul liber
wo.

3. Desenati linia de separare gasita de algoritm, data de ecuatia:

wo +wix +wy,y = 0

4. Implementati algoritmul Batch Perceptron. Gasifi parametri
buni care asigura invdtarea. Se va monitoriza functia de cost
care trebuie sa descreasca incet la fiecare pas.

5. Vizualizati linia de separare in timp ce ruleaza algoritmul
pentru a observa modul 1n care aceasta se muta.

6. Schimbati valorile de start pentru vectorul w, modificati rata de
invatare si observati ce se intdmpla in fiecare caz. Ce inseamna
daca functia de cost L oscileaza in loc sa descreasca la fiecare
pas?

10.5 Exemplu numeric

Fie punctele din fisierul test00.bmp — (x, y) sau (coloana, rand):
e Rosii: (23, 5), (15,11) — clasa +1
e Albastre: (14, 21), (27,23), (20, 27) — clasa -1

Pasii pentru algoritmul online perceptron sunt urmatorii:

e Rata de Invatare = 0.01

Iteratia 0
i=0: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[123 5] yi=1 zi=19.000000
1: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 15 11] yi=1 zi=5.000000
i=2: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 14 21] yi = -1 zi=-6.000000
3: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 27 23] yi = -1 zi=5.000000 gresit
o update w0 =wO0 - 0.01, wl =wl -27%0.01, w2 = w2 — 23*0.01
i=4: w=[0.990000 0.730000 -1.230000] xi=[1 20 27] yi = -1 zi=-17.620000
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Iteratia 1

i=0: w=[0.990000 0.730000 -1.230000] xi=[1 23 5] yi=1 zi=11.630000

i=1: w=[0.990000 0.730000 -1.230000] xi=[1 15 11] yi =1 zi=-1.590000 gresit
o update w0 =wO0+0.01, wl =wl + 15%0.01, w2 = w2 + 11*0.01

i=2: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi= [1 14 21] yi = -1 zi=-10.200000

i=3: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi= [1 27 23] yi = -1 zi=-1.000000

i=4: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi= [1 20 27] yi = -1 zi=-11.640000

Iteratia 2

i=0: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 23 5] yi=1 zi=15.640000
i=1: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 15 11] yi =1 zi=1.880000
i=2: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi= [1 14 21] yi = -1 zi=-10.200000
i=3: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi= [1 27 23] yi = -1 zi=-1.000000
i=4: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi= [1 20 27] yi = -1 zi=-11.640000

Toate clasificate corect

10.6 Referinte

[1] Rosenblatt, Frank (1957), The Perceptron - a perceiving and
recognizing  automaton. Report 85-460-1, Cornell
Aeronautical Laboratory.

[2] Richard O. Duda, Peter E. Hart, David G. Stork: Pattern
Classification 2™ ed.

[3] Xiaoli Z. Fern, Machine Learning Course, Oregon University
http://web.engr.oregonstate.edu/~xfern/classes/cs434/slides/p
erceptron-2.pdf

[4] Gradient Descent -
http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient descent

[5] Avrim Blum, Machine Learning Theory, Carnegie Mellon
University -
https://www.cs.cmu.edu/~avrim/ML10/lect0125.pdf
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11 Metoda AdaBoost

11.1 Obiective

In acesta lucrare de laborator se va studia un clasificator compus
folosind metoda AdaBoost (Adaptive Boosting). Se va aplica acest
clasificator pe o problemd de clasificare binard a unei mulfimi de
puncte 2D.

11.2 Fundamente teoretice

AdaBoost, abreviere pentru Adaptive Boosting, este o meta-metoda de
invatare formulata de Yoav Freund si Robert Schapire in [1], care au
castigat premiul Godel din 2003 pentru activitatea lor [2]. In acest
laborator vom separa puncte 2D in doua clase diferite, clasa punctelor
fiind data de culoarea lor.

Figura 11.1 Exemplu de puncte din doua clase

Ideea generald a algoritmului AdaBoost este construirea unui
clasificator puternic Hp(x) care este o combinatie liniard a T
clasificatori slabi denumiti h;:

T
Hp(x) = sign (Z atht(x)>

t=1

Fiecare clasificator slab returneaza +1 sau -1 si este ponderat cu a;.
Rezultatul final este dat de semnul sumei. Se va utiliza un arbore de
decizie cu un singur nivel (decision stump) ca si clasificator slab.
Acesta clasifica o instanta pe baza unei singure trasaturi. Daca valoarea
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trasaturii este sub un prag se returneaza -1 iar daca este peste, se
returneaza +1.

Se da setul de antrenare sub forma unei matrice de trasdturi X de
dimensiune n x m, care contine n exemple de antrenare, fiecare rand
reprezentand un exemplu individual de dimensiune m. In cazul nostru,
m este 2 si vom folosi ca trasaturi coordonatele punctelor. Vectorul de
etichete y contine clasele punctelor. Vom considera punctele rosii ca
avand clasa +1 si punctele albastre clasa -1.

Metoda asociaza o pondere fiecarui exemplu de antrenare. Vom stoca
aceste ponderi In vectorul w de dimensiune z. Initial toate instantele au
aceeasi pondere de 1/n. Descriem in continuare algoritmul AdaBoost
pentru a obtine clasificatorul puternic Hy.

Algorithm AdaBoost

init wi=1/n

h = []

a =[]

for t=1:T //T is the number of weak learners (wl)
h; = findWeakLearner (X,y,w)

a; =0.51n (1;—?

s = 0 //s is the sum of the weights
for i=1:n //n is the nr. of samples in the dataset
//wrongly classified examples
//will have y;h,(X;) <0
//their weights will be higher in the next step
w; «w; - exp(—a;y;hi(X;)) //n. classifies row X:
s += w;
endfor
for i=1:n
W; < W;/S //normalize the weights
endfor
endfor
//returns all the alpha values and the weak learners

return [a,h]

) //€; is the error of the wl h:
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findWeakLearner (X,y,w)
best h = {}
best err =
for j=1:X.cols
//img.size is img rows for j=0 and img cols for j=1
for threshold=0:img.size
for class label={-1,1}
e=0
for i=1:X.rows
if X(i,3j)<threshold
zi=class label
else
zi=—class_ label
endif
if ziyi < O
e += wji
endif
endfor
if e<best err
best err = e
best h = {Jj,threshold,class label, e}
endif
endfor
endfor
endfor
return best h

Ideea care sta la baza algoritmului este de a gasi cel mai bun
clasificator slab pe baza erorii ponderate (cea mai mica valoare) si apoi
sd modificam importanta exemplelor. Exemplele clasificate gresit vor
avea o pondere mai mare, deci vor conta mai mult pentru selectia
urmatorilor clasificatori slabi, iar cele corecte o pondere mai mica. Un
exemplu de antrenare e clasificat gresit daca expresia y;h;(X;) este
negativa (eticheta de clasa si predictia noastra au semne diferite).

La pasul urmator vom gasi un alt clasificator slab fiindca acesta trebuie
sd clasifice corect instantele cu pondere mai mare deorece acestea au
o contribufie mai mare in eroarea ponderata. Fiecare clasificator slab
influenteaza scorul final. Aceasta influentd este ponderata in functie
de performanta lui pe setul de antrenare.
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11.3 Detalii de implementare

Structura sugerata pentru un clasificator slab:

struct weaklearner/{
int feature idx;
int threshold;
int class label;
float error;

int classify(Mat X row) {
if (X row.at<float>(feature idx) < threshold)
return class label;
else
return -class label;

}
b

Antetul functiei care returneaza cel mai bun clasificator slab:

weaklearner findWeakLearner (Mat X, Mat y, Mat w)

Structurd sugeratd pentru clasificatorul puternic (MAXT este o
constanta):

struct classifier{
int T;
float alphas[MAXT];
weaklearner hs[MAXT];

int classify(Mat X row) {
// TODO implement classification

}
}i

Antetul functiei care coloreaza fundalul (sd nu modificati imaginea
originald):

void drawBoundary (Mat img, classifier clf)
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11.4 Activitate practica

[98)

. Cititi datele de antrenare dintr-o singurd imagine (points*.bmp).

Fiecare rand din matricea X trebuie sa contind randul si coloana unui
punct colorat din imagine. Clasa punctului se memoreaza in y
considerand +1 pentru rosu si -1 pentru albastru.

. Implementati clasificatorul slab.
. Implementati functia findWeakLearner.
. Implementati functia drawBoundary care coloreaza fundalul in

functie de apartenenta. Fiecare pixel alb se coloreaza cu galben daca
face parte din clasa +1 si cu turcoaz pentru -1. Testati functia cu un
clasificator puternic format dintr-un singur clasificator slab.

. Implementati algoritmul AdaBoost pentru a gasi un clasificator

puternic format din 7 clasificatori slabi. Vizualizati bordura de
decizie. Gasiti parametrul 7 pentru care obtineti eroare 0. Care sunt
limitarile metodei?

11.5 Exemple de rezultate

Figura 10.2. Rezultate obtinute pe points1 cu T=1 (stdnga) si T=13 (dreapta)

11.6 Referinte

[1] Robert E. Schapire, The Boosting Approach to Machine
Learning, An Overview, 2001
[2] AdaBoost - https://en.wikipedia.org/wiki/AdaBoost

76


https://en.wikipedia.org/wiki/AdaBoost

12 Clasificare cu Support Vector Machine

12.1 Obiective

In aceastd lucrare se va implementa clasificatorul Support Vector
Machine (SVM) liniar si se vor studia mecanismele de clasificare
bazate pe vectori suport si clasificatori cu soft margin.

12.2 Fundamente teoretice

12.2.1. Clasificatori cu separare stricta (hard-margin)

Pentru a explica ce inseamna un clasificator SVM cu separare stricta
se va porni de la un exemplu simplu de problema de clasificare. Se
doreste separarea liniard a unei multimi de puncte in spatiul cartezian
bidimensional. Un exemplu este prezentat in Figura 12.1.

X2

® °
® ® ®
e o
o
O o
o)
0
o)
X4

Figura 12.1. O multime de puncte din doua clase liniar separabile

Cum putem clasifica aceste puncte folosind o functie discriminanta
liniara care minimizeaza eroarea de clasificare? Exista un numar infinit
de raspunsuri, cateva drepte separatoare cu eroare 0 sunt ilustrate in
Figura 12.2.
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Figura 12.2. Exemplu de clasificatori liniari cu eroare de clasificare zero

Din aceasta multime de solutii este necesar sa determindm
clasificatorul optim. Pentru SVM consideram clasificatorul optim
clasificatorul care maximizeaza zona de margine. Zona de margine
este definitd ca si latimea bandei la care poate fi extinsa linia de
separare inainte sa intalnim un punct de date. (vezi Figura 12.3).

X4

Figura 12.3. Zona de margine pentru un clasificator liniar

Clasificatorul cu zona de margine maximald este considerat optim
fiindca este robust la zgomot si are o abilitate de generalizare
puternica.

Fiind date o multime de puncte etichetate: {x;, v;},i = 1,2, ..., n unde

yi=+1L,wlix;+b >0
yi=—-1,wix;+b <0
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Folosind o transformare de scald aplicatd pe w si b, conditiile sunt
echivalente cu:
YVi = +1,WTXL' +b=>1
Vi = —1,WTxi +b <-1

Se stie ca:
wixt+b=1
wix™+b=-1
X2
® ° .
° e x‘,”'\@
- @* *“,,0 //A\
g @ ‘s«*‘s‘*
n O o
Oxs 4
A o o
@]
L X4

Figura 12.4. Exemplele pozitive si negative cele mai apropiate de zona de margine
sunt vectorii suport

Latimea zonei de separare este:
w 2
M=x*—x)n="—x") —=——
Hwll - [wl]

Problema maximizarii acestei expresii este dificila fiindca depinde de
norma vectorului w, ||w]||, care contine radical. Se poate minimiza

1 . . 5 .
5||W||2 in locul normei, care duce la o problema de optimizare
echivalenta dar care se poate rezolva.

Cu aceasta schimbare rezulta o problema de optimizare patratica: Sa
se minimizeze expresia % [lwl|? cu constrangerile:

e y,=+1Lwlix;+b>1

e yy=—1wlix;+b<-1

. . 5 . 1
O reformulare mai succintd este: Sd se minimizeze E||W||2 cu

constrangerile y;(wTx; +b) = 1. Solutia la aceastd problemd de
optimizare se gaseste In metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
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12.2.2 Clasificatori cu separare permisiva (soft-margin)

In 1995, Corinna Cortes si Vladimir Vapnik au propus un alt criteriu
mai permisiv care permite exemple etichetate gresit. Daca nu existd un
hiperplan care separa exemplele in doua clase atunci un clasificator cu
separare permisiva va alege hiperplanul care separd datele cat mai
corect, maximizand distanta de la cel mai apropiat exemplu corect
clasificat. Aceasta metoda introduce variabilele auxiliare, &, care
masoara gradul de clasificare gresitd a punctului x;.

X2

X1

Figura 12.5 Clasificatoare cu separare permisiva

Prin minimizarea sumei };¢;, obtinem ¢&; ca fiind:
wixi+b>1-4  y=1
wixi+b< -1+ y=-1
& >0 Vi
e ¢;sunt variabilele auxiliare de optimizare;
e =0 daca x;j este clasificat corect, si

e ( este numarul maxim de erori

. Coe 1 A .
Trebuie sa minimizam > lw||? + C X%, & , supus la constrangerile

yiwTx; + b) = 1 —§; si §=0. Parametrul C poate fi vizut ca si un
parametru care regleaza eroarea fatd de zona de separare.

12.2.3 Support Vector Machine cu mapare neliniara (kernel
trick)

In cazul in care datele nu sunt liniar separabile se poate aplica o
transformare x;—>®(x;) care mapeaza fiecare punct intr-un spatiu cu
dimensionalitate mai mare. Se doreste ca in acest spatiu punctele sa
devina liniar separabile.
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Fiind date o multime de perechi instantd si eticheta (x; y;); 1 =1... 1
unde x; € R" si yE{+1,-1}! clasificatorul SVM rezolvd urmitoarea
problema de optimizare:

minimizarea %Ilwll2 + C Y, & astfel incat
yi(ngb(xi) + b) >1- fi and 5120

In acest caz vectorii de antrenare x; sunt mapati intr-un spatiu cu
dimensionalitate mai mare (posibil infinitd). Se gaseste hiperplanul
separator optimal in acest spatiu. C > 0 este termenul care penalizeaza
erorile de clasificare.

Se poate reformula problema de optimizare astfel incat sa folosim o
functie kernel, In loc sd mapam vectorii. Se defineste functia de kernel
(nucleu):

K(xi, %) = O(x)" O(x)

In literaturd existd o multitudine de functii kernel, se recomanda
folosirea urmatoarelor tipuri: liniar, polinomial, radial basis function si

sigmoid.
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Figura 12.6 Support Vector Machine cu mapare neliniara

12.3 Activitate practica

Ca si exercitiu veti folosi aplicatia denumitda SVM-toy de la LIBSVM
tools [3], care este o implementare in C++ a clasificatorilor cu separare
permisiva folosind diferite functii de kernel.

1. Se descarca fisierul zip care contine proiectul si se incarcad in
Visual Studio.
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2. Interfata grafica este prezentatd in urmatoarea figura:

-inix]

ChangelHunSVMl Clear | Save | Load |'t2"3"]':l SimpleClassifier

Butoanele de la interfata au urmatoarele functionalitati:

‘Change’: schimba clasa punctului care va fi adaugat in
spatiul de clasificare. Se poate adauga un punct nou prin
click stanga in zona ferestrei albe. Numarul maxim de
clase este 3 care corespunde la 3 culori diferite
‘RunSVM’: ruleazd antrenarea unui SVM cu parametri
specificati in cdmpul editabil de langa butonul ‘Load’
‘Clear’: sterge toate punctele din spatiul de clasificare
‘Save’: salveazd punctele din spatiul de clasificare
curent Intr-un figier

‘Load’: incarca o imagine bmp si deseneaza punctele
din spatiul de clasificare

In campul editabil se specificd parametri
clasificatorului, contine:
‘~t2— 100’

Vom folosi doi parametri:

e ‘-t kernel type’ specifica tipul functiei kernel,
are valoarea implicitd de 2. Se poate alege dintre
urmatoarele:

0 — kernel liniar: u*v
1 — kernel polinomial: (gamma*u'*v +
coef0)degree
2 —radial basis function: exp(-gamma*|u-v|"2)
3 — sigmoid: tanh(gamma*u'*v + coef0)
e ‘-ccost’ specifica valoarea pentru parametrul C
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e ‘SimpleClassifier’ butonul lanseaza codul care urmeaza
sa fie implementat (se schimba svm-toy.cpp).

3. Pentru fiecare imagine din arhiva zip se ruleaza clasificatorul
SVM cu parametri diferiti si se observa rezultatul.

4. S& se implementeze ‘SimpleClassifier’ si sa se compare
rezultatele cu un SVM cu kernel liniar.

Codul se introduce in ramura instructiunii case din svm-
toy.cpp:

case ID BUTTON SIMPLE CLASSIFIER:
{

/* Ak Ak khkhkhhkkhkhAhkhhkhhkhkhrhkhhkhkhkhkhrhkkhkhhkhkhkhkhkhkdxkhkkxk*k

TO DO:
WRITE YOUR CODE HERE FOR THE SIMPLE
CLASSIFIER

Ak Ak hkhkhhkhkhAhkhkhkhhkkhkrhkkhkhkhhkkhkrhkkhkhkhkhkhkhkhkhdkhkkxk*k */

}

Se mentioneaza ca punctele pentru clasificare sunt stocate intr-

o lista de puncte:
list<point> point list;

cu structura unui punct fiind definita:
struct point {

double x, vy;

signed char value;

}i

Campul value corespunde clasei punctului (are valoarea 1, 2
sau 3).

Coordonatele punctelor sunt normalizate intre 0 si 1, iar
punctul de origine (0,0) este localizat in coltul stdnga sus.

Dimensiunea spatiului de clasificare este de XLEN * YLEN,

in consecinta coordonatele reale corespunzatoare unui punct (X,
y) vor fi (x*XLEN, y*YLEN).

83



Sa se determine w si b folosind formulele urmatoare:

ct=-"1 > x

m+
{i:ys=+1}
- _ 1 )
= - m- ) z X
{iyi=—1}

c=3(ct +¢)

w=ct—c¢

b={cct)—{cc7)

si sa se deseneze linia cu ecuatia:

(w,x)—b=0,x €R?
Desenarea unei linii Intre doud puncte se face cu metoda:
DrawLine (buffer dc,x1, yl, x2, y2, RGB(255,0,0));

Se parcurge lista de puncte si se numara instantele din clasa 1
si clasa 2 folosind urmatoarea sectiune de cod:

//declare an iterator
list<point>::iterator p;

int nrSamplesl=0;

int nrSamples2=0;

double xC1=0,xC2=0,yCl=0,yC2=0;

for(p = point list.begin(); p != point list.end();
p++)
{
if ((*p).value==1) //point from class ‘1’
{
nrSamplesl++;

xCl =(*p).x; //normalized x coordinate
yCl =(*p).y; //normalized y coordinate
}

if ((*p).value==2) //point from class ‘2’
{
nrSamples2++;
xC2 =(*p).x; //normalized x coordinate

yC2 =(*p).y; //normalized y coordinate
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12.3 Exemplu de rezultat

Detalii:
- punctele 2D care vor fi
clasificate
- 2 clase, 2 trasaturi (x; si
X2)
- separatorul generat de
algoritmul ‘Simple

Classifier’ este linia rogie
- separarea indicatd prin
culori diferite este cea
obtinutd de un SVM cu

kernel liniar
(-t 0) si cost C=100 (-c
100)
Se observa:

-  marginea  maximizata
obtinutd cu SVM

- punctele clasificate
gresit cu clasificatorul
simplu
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