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Prefata

Scopul acestei carti este sa ofere o introducere in Algebra Liniara, si in acelasi timp
sa furnizeze o perspectiva asupra conceptelor care sunt utile in diverse aplicatii.

Deoarece cititorul vizat este considerat a fi cel mai probabil la nivel de licenta,
sau chiar fara experienta in algebra abstracta, incercam sa construim o abordare care
este autonoma si directa. Vom realiza acest lucru prin includerea demonstratiilor
simple dar detaliate ale aproape tuturor rezultatelor. In plus, rezolvarea completa
a unor probleme si exemplele ce insotesc prezentarea noilor concepte si rezultate,
impreuna cu o sectiune care contine probleme propuse la sfarsitul fiecarui capitol
vor face lectura mai accesibila.

Cartea este structurata in 8 capitole care incep prin reamintirea notiunilor fun-
damentale ale matricelor (Capitolul 1), inainte de a intra in nucleul cartii (Capitolele
3,4 si b) care acopera vectori, aplicatii liniare intre spatii vectoriale gi probleme de
valori proprii. Urmatoarele doua capitole se ocupa cu cazul spatiilor vectoriale care
sunt inzestrate cu produs scalar (Capitoul 5) si operatori pe spatii cu produs scalar
(Capitolul 6). Capitolul 7 ne ofera o informare asupra geometriei analitice a curbe-
lor si suprafetelor. Ultimul capitol prezinta o serie de aplicatii si probleme rezolvate

referitoare la continutul teoretic al cartii.
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In ultimul rand, dar nu cel din urma, autorii doresc sa multumeasca cu re-
cunostinta pentru sprijinul acordat domnilor Prof. Toan Raga si Prof. Dorian Popa
care au citit cu atentie manuscrisul la diferite etape si care au sugerat imbunatatiri

valoroase.



Matrice

1.1 Definitii, operatii si proprietati.

Definitia 1.1. O matrice de dimensiune m X n cu elemente intr-un corp F, (unde

de obicei F =R, sau F = C), este o functie A: {1,....,m} x{1,...,n} = F,
A(i,j)=a;; € F,Vie {1,2,...,m}, j € {1,2, ...,n}.

De obicei o matrice m x n este reprezentata ca si o tabela cu m linii si n coloane:

a1y aip ... A1np

921 A29 ... (057
A=

Am1 Am2 ... Qmn

Prin urmare, elementele matricii A sunt notate prin a;;, unde a;; arata elementul

care se afla pe linia 7 si pe coloana j a lui A (acesta fiind denumit ca intrarea (i, j)

a matricii A) iar matricea este notata ca A = (aij);—1-
j=1ln

Vom nota M,, ,,(F) multimea tuturor matricelor m x n cu valori in F respectiv,

daca m = n prin M, (F). Merita sa mentionam ca elementele multimii M, (F) sunt
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numite matrici patratice. In cele ce urmeaza, vom da cateva exemple.

Exemplul 1.2. Consideram matricele

1 2 3
T 241 0
A=1| 4 5 6 |, respectiv B = ,
-3 V2 —1+3i
7 8 9

unde 7 este unitatea imaginara.
Atunci A € M3(R), sau cu alte cuvinte, A este o matrice patratica cu valori
reale, In timp ce B € My 3(C), sau cu alte cuvinte, B este o matrice cu doua linii si

trei coloane cu elemente numere complexe.
In cele ce urmeaza vom prezenta cateva matrici speciale.

Exemplul 1.3. Consideram matricea I, = (aij); j—17 € Mn(F),a;; = 1, daca i =

J sia;; = 0 altfel. Aici 1 € T, respectiv 0 € F, sunt elementul neutru al inmultirii

respectiv elementul zero al corpului F.

Atunci
10 0
01 0
I, =
00 ... 1

si se numeste matricea identitate (sau matricea unitate) de ordin n.

Observatia 1.4. Cateodata notam matricea unitate simplificat prin I.

Exemplul 1.5. Consideram matricea O = (aj);—1m € Mmn(F) avand toate intrarile

j=1ln
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elementul zero al corpului F. Atunci

00 . 0

0 0 . 0
O pr—

0 0 . 0

si se numeste matricea nula de ordin m x n.

Exemplul 1.6. Consideram matricele A = (a;;) e M, (F) date prin a;; = 0

i,j=1,m

cand ¢ > j, respectiv a;; = 0 pentru ¢ < j. Atunci

aypr a1 ... Qip a1 0 ce 0
0 ao22 ... Q9pn X a21 Q29 ... 0
A= , respectiv A =
0 0 ... ap Al Qp2  -..  Gpp

sunt numite matrice superior triunghiulara, respectiv matrice inferior triunghiulara.
Daca toate intrarile cu exceptia diagonalei principale sunt zero, A este numita o

matrice diagonala. In acest caz avem

a1y 0 0
A 0 929 0
0 0 Ann

Adunarea matricelor.

Daca A si B sunt matrici de tip m x n, suma matricelor A si B este definita ca fiind
matricea A + B de tip m X n obtinuta prin adunarea intrarilor corespunzatoare.

Prin urmare, operatia de adunare este functia

+ : My o (F) x My (F) = M, (F),
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(%‘)g:% + (0ij)i=tim = (@ij + bij) izt ¥ (@i5) it (0ij) izt € Minn (F).

Jj=1n j=1n j=1n ji=1n j=1n

Cu alte cuvinte, pentru A, B € M, ,(F) suma lor se defineste prin

C=A4A+B= (Cij)'i:l,m

j=1ln

unde ¢;; = a;; + b;; pentru fiecare i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}.

Proprietati ale Adunarii Matricelor.

Fie O € M,,,(F) matricea nula de ordin m x n. Pentru o matrice data X =

(Tij)i=tn € Mpn(F) notam prin —X inversa sa aditiva (opusa sa), care este

I=1,n

—X = (~24)i=t7n € Mypn(F). Pentru fiecare A, B,C € My, ,,(F) urmatoarele pro-
j=1ln

prietati au loc:

~

<

1. A+ B este si ea 0 matrice de tip m x n (proprietatea de inchidere).

[\]

. (A+B)+C = A+ (B+C) (proprietatea de asociativitate).
3. A+ B = B + A (proprietatea de comutativitate).

4. A+ 0O = 0O+ A = A (identitatea aditiva).

5. A+ (—A) = (—A)+ A = O (inversa aditiva).

Astfel, (M, (F), +) este un grup Abelian.

Inmultirea cu scalari.

Pentru A € M,,,(F) si @ € F definim aAd = (aa;;);—

j=1n

Agadar, operatia de

1,m-

inmultire cu scalari este functia

F x My n(F) = M, 0 (F),
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a - (i) i=tm = (- @ij) i1, V@ € F, (i) =177, € Mo (F).
j=1ln 7=1n j=1n

Proprietati ale inmul’girii cu Scalari.

Evident, pentru fiecare A, B € M,,,(F) si o, € F urmatoarele proprietati sunt

indeplinite:

1. A este o matrice de tip m x n (proprietatea de inchidere).

[\]

. (aB)A = a(BA) (proprietatea de asociativitate).

3. a(A + B) = aA + aB (proprietatea de distributivitate a scalarilor fata de

adunarea matricelor).
4. (a+ B)A = aA+ SA (proprietatea de distributivitat).
5. 1A = A, unde 1 este identitatea multiplicativa a lui F.

Bineinteles ca am prezentat doar inmultirea pe partea stanga a matricelor cu
scalari. Prin definitie « A = Aa«, si astfel se obtine inmultirea pe partea deapta a

matricelor cu scalari.

1 -1 1 -1 0 2
Exemplul 1.7. Daca A = 0 2 1 si B = 1 —1 1 |, atunci
-2 2 0 0 -1 2
3 =2 0 1 -2 4
2A-B=| -1 5 -3 [si2A+B= 1 3 -1

-4 5 =2 -4 3 2
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Transpusa.

Transpusa matricii A € M., ,(F) este definitd ca matricea AT € M,,,,,(F) obtinuta

prin interschimbarea liniilor si coloanelor din A. Daca A = (a;;);—1;, atunci AT =
Jj=1n
(aji) j=ta-
i=1,m

Este evident ca (AT)"T = A. O matrice, care are mai multe coloane, dar doar o
linie, poarta denumirea de matrice linie. Prin urmare, o matrice linie A cu n coloane

este o matrice de tip 1 x n, adica,
A= (a1 ay az ... ayp).

O matrice, care are mai multe linii, dar numai o coloana, se numeste matrice coloana.

Astfel, o matrice coloana A cu m linii este o matrice de tip m x 1, adica,

ai

a2

A

Evident, transpunsa unei matrice linie este o matrice coloana si viceversa, prin

urmare, o matrice coloana A se poate scrie intr-o linie de text astfel:

A=(a; ay ... ap)'.

Conjugata transpusa.

Fie A € M,,,(C). Se defineste conjugata transpusa a matricii A = (a; ) €

i=1m
Jj=1n

unde Z este conjugatul complex al numarului z € C.

M, (C) prin A* = (aj;)

j=ln>
=Tom
Astfel avem ca (A*)* = Asi AT = A* cand A contine doar numere reale ca intrari.
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Proprietati ale Transpusei.

Pentru orice A, B € M, ,(F) si o € K au loc:
1. (A+B)"=A"+B".
2. (A+ B)* = A*+ B*.

3. (aA)T = AT §i (@A)* = aA*

Simetrice.

Fie A = (aij)

€ M,,(F) o matrice patratica. Reamintim ca

i=1n

Jj=Ln

e A se numeste matrice simetricd daca A = AT (a;; = aj; pentru orice i,j €

{1,2,...n}).

o A se numeste matrice anti-simetricd daca A = —AT (a;j = —a;; pentru orice

i,j€{1,2,...n}).

e A se numeste matrice hermitiand daca A = A* (a;; = @j; pentru orice i,j €

{1,2,...n}).

e A se numeste matrice anti-hermitiand daca A = —A* (a;; = —a;; pentru orice

ije{1,2,...n}).

Este ugor de observat ca orice matrice reala simetrica este hermitiana, respectiv,
orice matrice reala anti-simetrica este anti-hermitiana.

1 -2 4
Exemplul 1.8. Matricea A = —2 (0 3 | este o matrice simetrica, in timp

4 3 2
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0 1 -3
ce matricea B = -1 0 3 este o matrice anti-simetrica.
3 -3 0
1 1+ i
Matricea C = 1—4 3 3 — 92 este o matrice hermitiana, in timp ce
—i 342 2
—1i 2—1 —31
matricea D = -2 i 2+ 3i este 0 matrice anti-hermitiana.

-3t =243 0

Inmultirea matricelor.

Pentru o matrice X = (2ij);—15 € Mum(F) notam prin X;, a i-a linie, adica ma-

j=1ln
tricea linie

Xiw = (Iﬂ Ty ... l’m)

Similar, a j-a coloana a matricii X este matricea coloana
_ T
X*j = (wlj Toj .. ZL‘mj) .

Este evident ca
(XT)i* - (X*i)T>
respectiv

(X7 = (X5) "

J

Spunem ca matricele A si B sunt conforme pentru inmultire in ordinea AB, daca

A are tot atatea coloane cate linii are B, adica A € M,,, ,(F) si B € M, ,,(F).

>

Pentru matricele conforme A = (a;;);_17 si B = (bjx) ;=15, matricea produs AB

j=Llp k=1n
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este definita ca fiind o matrice de tip m x n, C' = (¢i);_15 cu

P
cik = Ap By = E aijbjk-

j=1

In cazul in care A si B nu sunt conforme, produsul AB nu se defineste.

Observatia 1.9. Atentie, produsul nu este comutativ, ceea ce Inseamna, in general,

AB # BA chiar daca ambele produse exista si au aceeasi forma.

1 -1
1 0 -1\ .
Exemplul 1.10. Fie A = si B= 0 1
-1 1 0
-1 1
2 -1 -1
2 =2
Atunci AB = siBA=] -1 1 0
-1 2
2 1 1
Linii si coloane ale unui produs.
Presupunem ca A = (ay);—177 € Mmp(F) 51 B = (bij) ;=15 € My (F).

Jj=Lp Jj=Ln
Exista mai multe variante pentru a exprima linii si coloane individuale ale ma-

tricii produs. De exemplu a i-a linie a matricii AB este

Ci* - [AB]I* = [Az‘*B*l Az‘*B*Q s Ai*B*n] = AZ*B
Bl*

B2*
Qi1 Q2 ... G .

B

px
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Exista cateva reprezentari similare pentru coloane individuale, adica a j-a coloana

este

C.j = [ABly;=[AuLB. AuB. ... AnBi' = AB,;
blj

= (A A oA) b

by
Prin urmare avem:
1. [AB)ix = AiuB  (ai-a linie a matricii AB).
2. [AB],; = AB,; (aj-a coloana a matricii AB).
3. [AB)ix = @it Bis + ai2Baoy + - - + aipBpe = > _h_, Qi B
4. [ABly; = Aubij + Awaboj + -+ Apby; =D h_ Awkbyj.

Ultimele doua ecuatii au o importanta atat teoretica cat si practica. Ele arata
ca liniile matricii AB sunt combinatii de linii ale matricii B, in timp ce coloanele
matricii AB sunt combinatii de coloane ale matricii A. Asa ca este pierdere de timp
sa calculam intrarile matricii produs cand avem nevoie doar de o linie sau o coloana.

Proprietati ale inmultirii matricelor.

Legi de distributivitate si asociativitate.

Pentru matrici conforme avem:
1. A(B+C) = AB+ AC (legea de distributivitate la stanga).

2. (B+C)A = BA+ CA (legea de distributivitate la dreapta).
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3. A(BC) = (AB)C (legea de asociativitate).
Pentru o matrice A € M, (F), avem
Al =A si ILA=A,
unde I, € M, (F) este matricea identitate de ordin n.
Propozitia 1.11. Pentru matricele conforme A € M,, ,(F) si B € M, ,(F), avem
(AB)" =BTAT .
Cazul transpunerii conjugate este similar
(AB)* = B*A* .

Demonstratie. Fie C = (¢;;) ;—1; = (AB)T. Atunci pentruoricei € {1,2,...,n}, j €
j=1m

{1,2,...,m} avem ¢;; = [AB];;
tricii BT AT,

| 3

A, B,;. Sa consideram acum intrarea (i, j) a ma-

p

[BTAT;; = (BN)ilAT)y = (Ba) (40" =D (B lalA i

k=1
P P
= Z briajr = Z b
k=1 k=1
= Aj*B*z
[
Exercitiu. Aratati ca pentru orice matrice A = (ay;);—7;m € My, (F) matricele

sy

Jj=Ln

AAT si AT A sunt matrici simetrice.

Pentru o matrice A € M,,(IF), se poate introduce a m-a putere prin

AV =, Al = A A™ = Am1A.
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0 1 -1 0
Exemplul 1.12. Daci A = atunci A% = :
-1 0 0 -1
0 —1 10
A3 = si A = = I,. Deci A™ = Am( mod)4,
1 0 01

Urma unui produs.

Fie A o matrice patratica de ordin n. Urma matricii A este suma elementelor de pe

diagonala principala, adica
trA = Z (0773
i=1
Propozitia 1.13. Pentru A € M, ,(C) si B € M,,,,(C) rezulta tr AB = tr BA.

Demonstratie. Avem

tr AB = Z[AB]n‘ = Z(A)i*(B)*i = Z Zaikbki =
i=1 i=1 i=1 k=1
Z Z bkiaik = Z Z b;ﬂ-aik = Z[BA]k:k = tr BA
=1 k=1 k=1 =1 k=1

Inmultirea Matricelor Bloc.

Presupunem ca A i B sunt partitionate in submatrice - mentionate ca blocuri - aga

cum se indica mai jos:

Ay A 0 Ay By By ... By

Agy Agp ... Ay, By By ... By,
e '21 '22 .2 ond B — 21 D22 2

Asl AS2 s Asr Brl B’r‘? cee Brt
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Spunem ca matricele partitionate sunt conform partitionate daca perechile de ma-
trice (A, By;) sunt conforme, pentru fiecare indice 4, j, k. In acest caz produsul AB
este format prin combinarea blocurilor in acelagi mod in care scalarii sunt combinati

in inmultirea obignuita a matricelor. Adica, blocul (4, j) in matricea produs AB este

AinDBij+ ApByj + ... Ay B, .

Inversa unei matrice.

Pentru o matrice patratica A € M,,(FF), matricea B € M,,(F) care satisface
AB =1, 5 BA=I,

(dacd existd) se numeste inversa matricii A gi este notatd cu B = A~!. Nu toate ma-
tricele patratice admit o inversa (sunt inversabile). O matrice patratica inversabila
se numeste nesingulara si o matrice patratica care nu are inversa se numeste matrice
singulara.

Desi nu toate matricele sunt inversabile, cand inversa exista, aceasta este unicd.
intr—adevér, sa presupunem ca X; si Xy sunt amandoua inversele matricii nesingulare

A. Atunci

X1 = X1, = X1(AX,) = (X1 A) Xy = [, X5 = X,

ceea ce implica faptul ca exista doar o matrice inversa.

Proprietati ale Inversei unei Matrice.
Pentru matricele nesingulare A, B € M,,(F), urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
. (A t=4

2. Produsul AB este o matrice nesingulara.
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3. (AB)"'=B7tA-L
£ (AT = (A7) i (A1) = (4,
Se pot demonstra usor urmatoarele afirmatii:

e Produsul unor matrice nesingulare este nesingular.

e Daca A € M,,(F) este nesingulara, atunci exista o solutie unica X € M, ,(F)

pentru ecuatia

AX = B, unde B € M,, ,(F),
si solutia este X = A~!'B.

e Un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute poate fi scris sub forma Az = b,
cu X,B € M,,1(F), asa ca, daca A este nesingulara, atunci sistemul are o

solutie unicd x = A~1b.

1.2 Determinanti si sisteme de ecuatii liniare

Determinanti.

Pentru orice matrice patratica A = (a;;);—1;; € Mn(F) se poate atribui un scalar
j=1n
notat cu det(A) numit determinantul matricii A. In forma extinsa se scrie

@11 a2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2y
det(A) =

An1 Ap2 - Ann

Pentru a defini determinantul unei matrice patratice, avem nevoie de urmatoarele

notatii gi notiuni. Reamintim ca printr-o permutare a intregilor {1,2,....n} se
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intelege un aranjament al acestor intregi intr-o ordine definita. Cu alte cuvinte,
o permutare este o bijectie o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Se poate observa usor
ca numarul permutarilor intregilor {1,2,...,n} este egal cu n! =1-2-...-n. Vom
nota cu S,, multimea tuturor permutarilor intregilor {1,2,...,n}. O pereche (i, j) se
numeste o inversiune a permutarii o € S,, daca i < j si o(i) > o(j). O permutare
o € S, se numeste para sau impara daca numarul inversiunilor permutarii o este
par sau respectiv, impar. Semnul unei permutari o € S,,, notat cu sgn (o), este +1

daca permutarea este para si —1 daca permutarea este impara.

Definitia 1.14. Fie A € M, (F). Determinantul matricii A este scalarul definit de

ecuatia

det(A) = Z sgn (0) G15(1) * A20(2) * - - - * Qno(n)-

gESy

Acesta poate fi ugor calculat, adica pentru A = (a;),—13 € M2(F), avem
j=12

det(A) = 11029 — A120921.

Similar, daca A = (a;;);—13 € M3(F), atunci determinantul sau poate fi calculat
J=13

prin regula

det(A) = 11022033 + 13021032 + G12023G31 — G13022G31 — A11023G32 — A12021033.
1 2 3
Exemplul 1.15. Daca A= | 4 5 6 | atuncidet(4)=1-5-94+3-4-842-6-

7 89
7—3:5-7—1-6-8-2-4-9=0.

Teorema lui Laplace.

Fie A € M,,(F) si fie k un intreg, 1 < k < n. Consideram liniile ¢; ... si coloanele

j1 ... 7k ale matricii A. Prin stergerea celorlalte linii si coloane se obtine o submatrice
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a lui A de ordin k, a carui determinant este numit un minor al lui A si este notat
prin Mfll ZJ:. Sa gtergem acum liniile 4y ...4; si coloanele j; ... j, ale matricii A.
Vom obtine o submatrice a lui A de ordin n — k. Determinantul sau este numit
minorul complementar al minorului M;' g j’“ sl este notat prin Mflljz’; In cele din

urma, sa notam (asa numitul cofactor) prin:

J1.- Jk _ i1+ i+ k A1 ]k
Azl K1s _( 1) MZl EPE

-
Adjuncta matricii A este matricea adj(A) = ((AJ)Z: n) , care este

7j=1
AL AL AL
A% A% Ai
adj(A) =

Urmatorul rezultat ne ofera o metoda de a calcula inversa unei matrice nesingulara.

Teorema 1.16. O matrice patratica A € M, (F) este inversabila dacd si numai

daca det(A) # 0. In acest caz, inversa sa poate fi obtinuta prin formula

1

At =
det(A)

adj(A).
Corolarul 1.17. Un sistem Ax = 0 cu n ecuatii liniare si n necunoscute are o
solutie netriviala daca si numai daca det(A) = 0.

Expunem, fara demonstratie, teorema lui Laplace:

Teorema 1.18.

det(A) :ZM” I ATTE upde

1.2 i1...0 )

o Indicii iy .. .1 sunt fixati
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o [ndicii ji ... jg tau toate valorile posibile astfel incat 1 < j; < --- < jp < n.

Ca si consecinta imediata se obtine urmatoarea metoda de calcul a determinant;ilor,
numita dezvoltarea dupa elementele unei linii sau dezvoltarea dupa elementele unei

coloane.
Corolarul 1.19. Fie A € M, (F). Atunci
(i) det(A) = >7_, awA¥, (dezvoltarea dupd linia i)

(i) det(A) = Y27, apj AL, (dezvoltarea dupd coloana j).

Proprietati ale determinantilor.
Fie A, B € M,,(F) si fie a € F. Atunci
(1) det(AT) = det(A).

(2) O permutarea a linilor (respectiv coloanelor) matricii A, multiplica determi-

nantul cu semnul permutarii.
(3) Un determinant cu doua linii egale (sau doua coloane egale) este zero.

(4) Determinantul matricii A nu se modifica daca se inmulteste o linie (sau coloana)

care se aduna la alta linie (sau coloana).

(5) det(A_l) = m.

(6) det(AB) = det(A) det(B).
(7) det(aA) = a™det(A).

(8) Daca A este o matrice triunghiulara, adica a;; = 0 pentru orice ¢ > j (a;; =0

pentru orice i < j), atunci determinantul este egal cu produsul elementelor de

pe diagonala principala, adica det(A) = a1y - ass - ... any = [[1; is-
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Rangul. Transformari elementare.

Un numar natural  este numit rangul matricii A € M, ,(F) daca

1. Exista o submatrice patratica M € M, (IF) a matricii A care este nesingulara

(adica det(M) # 0).
2. daca p > r, pentru orice submatrice N € M, (F) a lui A avem det(N) = 0.
Notam rang (A) = r.

Definitia 1.20. Urmatoarele operatiic se numesc transformari elementare asupra

liniilor matricii A € M, (F):
1. Interschimbarea a doua linii.
2. fnmulﬂr@a unei linii cu un numar diferit de zero.
3. Adunarea unei linit la o alta.
Similar se definesc transformarile elementare asupra coloanelor unei matrice.

Observatia 1.21. Rangul uneit matrice nu se schimba daca se fac transformari

elementare asupra uneit matrice.

Vom utiliza transformari elementare pentru calcularea rangului unei matrice.
Fiind data matricea A € M, ,(F) o vom transforma prin transformari elementare

succesive convenabile Intr-o matrice B astfel incat:

e clementele de pe diagonala principala ale lui B sa fie 0 sau 1, toate elementele

de 1 sa preceada 0-urile.

e toate celelalte elemente ale lui B sunt 0.
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Deoarece rangul este invariant la transforméri elementare, avem rang (A) = rang (B),
iar rangul matricii B este egal cu numarul elementelor de 1 de pe diagonala.

Urmatoarea teorema ne ofera o procedura de a calcula inversa unei matrice:

Teorema 1.22. Daca o matrice patratica este redusa la matricea unitate printr-o
succesiune de transformari elementare asupra liniilor, aceeasi secventa de trans-

formari elementare asupra liniilor matricii identitate va genera inversa matricii

date.
120
Exemplul 1.23. Determinati inversa matricii A = | 0 2 1 | utilizand trans-
0 0 3
formari elementare asupra liniilor.
1 20 100
. (_éA3*+A2*)
Scriem 0 21 010 ~
0 0 3 0 01
1 20 10 0
( A2*+A1*
020 0 1 —%
0 0 3 00 1
1 00 1 -1
( AQ*,3A3*)
020 0 1 —% o~
0 0 3 0 0 1
1
1 00 I -1 3
1 1
010 0 5 —5
1
0 01 0 0 3
1 -1 3
;A1 1 1
Deci A o L+ -
0 0 3
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Amintim ca o matrice este in froma esalon linie daca

(1) Toate liniile care nu sunt zero sunt deasupra liniilor care au toate elementele

Zero.

(2) Primul element diferit de zero (elementul pivot) al unei linii care nu este zero

este strict la dreapta primului element diferit de zero al liniei de deasupra ei.

Daca in plus conditia:

(3) Fiecare element pivot este 1 si sunt doar elemente nenule pe coloana sa.
este de asemenea verificata, spunem ca matricea este reductibila la forma esalon
linie.

O matrice arbitrara poate fi redusa la forma esalon linie aplicand o succesiune
finita de transformari elementare asupra liniilor. Aceasta procedura se numeste
metoda eliminarii Gauss-Jordan.

Existenta unei inverse. Pentru o matrice patratica A € M,,(F) urmatoarele

afirmatii sunt echivalente.
1. A7! existd (A este nesingulard).
2. rang (A) = n.
3. A este transformata prin metoda Gauss-Jordan in I,,.

4. Az = 0 implica x = 0.
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Sisteme de ecuatii liniare.

Reamintim ca un sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute se poate scrie ca:

.
1121 + a19%9 + - - - Q1 Ty = by

2171 + A22%2 + - - - Aop Ty = by

Am1T1 + Amalo + « ATy = bm

Aici x1, 2, ..., x, sunt necunoscutele, aii, ais, ..., an, sunt coeficientii sistemului,

si by, ba, ..., by, sunt termenii liberi. Se observa ca un sistem de ecuatii liniare poate

fi scris ca Az = b, unde A = (ay);—17 € Mmn(F), 2 € M, 1(F) 51 b € M, 1 (F).
j=1n

Matricea A este denumita matricea coeficientilor (matricea sistemului), in timp ce

matricea [A|b] € M, 11 (F),

a;; daca j £n+1
Al =4 7
by daca j=n+1

este numita matricea extinsa a sistemului.

Spunem ca x1, Z2, ..., T, este o solutie a sistemului liniar daca 1, x», ..., x,, satisfac
fiecare ecuatie a sistemului. Un sistem liniar este compatibil daca are solutie, si
incompatibil altfel. Conform Teoremei Rouché-Capelli, un sistem de ecuatii liniare
este incompatibil daca rangul matricii extinse este mai mare decat rangul matricii
sistemului. Daca, pe de alta parte, rangul acestor matrici este egal, sistemul trebuie
sa aiba cel putin o solutie. Solutia este unica daca si numai daca rangul este egal
cu numarul necunoscutelor. Altfel, solutia generala are k£ paramatri liberi unde k
este diferenta dintre numarul de necunoscute si rang. Doua sisteme liniare sunt
echivalente daca si numai daca ele au aceeagi multime a solutiilor.

In eliminarea pe linii, sistemul liniar se reprezintd ca matricea extinsi [A[D].

Aceasta matrice se modifica apoi folosind transformari elementare asupra liniilor
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pana cand ajunge la o forma esalon linie. Deoarece aceste operatii sunt reversibile,
matricea extinsa rezultata va reprezenta intotdeauna un sistem liniar echivalent cu

cel original. In acest fel se pot citi cu usurinta solutiile sistemului.

Exemplul 1.24. Utilizand metoda de eliminare Gauss-Jordan, rezolvati urmatorul

sistem de ecuatii liniare:

171—1'2+21’4:—2
2331+$2—333:4

xl—x2—2x3+x4:1

1‘2+I3+I4:—1

1 -1 0 2 | =2
Avem [Afb] = 2 1 —-120 4 (72A1*+A2&—A1*+A3*)
1 -1 -2 1 1
0 1 1 1| -1
1 -1 0 2 | -2
0 3 -1 —4 8 (A2s 2 Asr)
00 -2 —1 | 3 B
01 1 1 1
1 -1 0 2 | -2
0 1 1 1 -1 (A2xtA1r,—3 A2, +Asy)
00 -2 -1 | 3 a
0 3 -1 —4 | 8
10 1 3 | -3
01 1 1 —1 (%A3*+A1*,%A3*ﬁ.21*,*2A3*+A4*)
00 -2 —1 | 3 a
0

0 -4 -7 11
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10 0 32 -3

01 0 % % (%A4*+A1*,1—10A4*:A2*,—§A4*+A3*)

00 -2 -1 | 3 -

00 0 =5 5

10 0 0 1 1000 1

01 0 O 1 (—%Ag,:;—%A4*) 01 00 1

00 -2 0 | 2 N 0010 | -1

00 0 =5 5 0001 -1
Se poate citi cu ugurinta solutia x1 =1, xo =1, 23 = —1, 4, = —1.

Reamintim c& un sistem de ecuatii liniare este numit omogen daca b = (00 ---0)"

adica

a1171 + a2y + -+ - A1, Ty = 0

2171 + A22%2 + - AonTy — 0

| @m1T1 + AmaTy + ATy = 0.

Un sistem omogen este echivalent cu o ecuatie matriceala de forma
Ax = 0.

Evident, un sistem omogen este compatibil, avand solutia z; = 29 = --- =z, = 0.
Se poate vedea ca un sistem omogen de ecuatii liniare are solutie netriviala daca
si numai daca numarul elementelor pivot in forma esalon este mai mic decat numarul

necunoscutelor, cu alte cuvinte, matricea sistemului este singulara.

1.3 Probleme

Problema 1.3.1. Utilizand teorema Laplace calculati urmatorii determinanti:
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D,

[ e
S O NN
S NN W
N =N W

=N W e Ot

aD2

o O o O =N

10000
21000
12100
01210
00121
00012

Problema 1.3.2. Calculati urmatorii determinanti:

1 w w W

w w? w1
a)

w? Wl w

w3 w  w?

1 1 1

1 € €2
b) 1 € et

1 1 E2(n71)

Problema 1.3.3. Fie A = (a;j);

—Tn
—Tn

Aratati ca:

a) det(A) = det(A).

, unde w € C astfel incat relatia w?+w+1 = 0 s& aiba loc.

el

n—1)>2

J

,undee:cos%”—kisin

b) Daca @;; = aji, 4,j € {1,2,...,n} atunci det(A) € R.

Problema 1.3.4. Fie aq,ao, ..

21
.

.a, € C. Calculati urmatorii determinant;i:
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1 1 1 1
a1 a2 a3 Ay,
a) | a2 a3 ad a’
art oay Tt oalb! a1
a; a9 asg an
anp a1 G2 QAp—1
b)
s a3 a4 ... aq

Problema 1.3.5. Determinati A™, n > 1 pentru urmatoarele matrici:

7 4 a b

a) A= , A= ,a,beR.
-9 -5 b a
1 3 5 a b b

b)A=1013|,A=]b a b|,abeR
001 b b a

Problema 1.3.6. Calculati rangul matricelor urmatoare folosind metoda eliminarii
Gauss-Jordan.

o 1 -2 -3 -5 1 2 -2 3 =2

6 -1 1 2 3 3 -1 1 -3 4

-2 4 3 2 1 -2 1 0 1 -1

-3 0 2 1 2 2 0 0 -1 0
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1 -2 3 5 -3 6
0 1 2 3 4 7
b) [2 1 3 3 —2 5
5 0 9 11 —7 16
2 4 9 12 10 26

Problema 1.3.7. Determinati inversele urmatoarelor matrici folosind metoda elimi-

narii Gauss-Jordan.

2 -1 1
11
a) A= , B=11 2 3
1 3
3 1 1
1 dacai #j
b) A= (aij)i:7 € MH(R), unde Q55 =
i=in 0 altfel.

Problema 1.3.8. Aratati ca daca A si B sunt matrici patratice de aceeasi dimen-

siune, ambele inversabile, atunci:
a) AU+ A) =T+ AH Y
b) (A+BB")"'B=A"'B(I+ B"A'B)™,
c) (A +B H'=A(A+ B)"'B,
d) A—-A(A+B)'A=B-B(A+ B)'B,
e) A'+ B = A"Y(A+ B)B1,
f) (I+AB)'=1—-A(I + BA)™'B,

g) (I+AB)"'A = A(I + BA)™".
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Problema 1.3.9. Pentru orice A € M,, ,(C) aratati ca produsele A*A si AA* sunt

matrici hermetiene.

Problema 1.3.10. Pentru o matrice patratica A de ordin n explicati de ce ecuatia
AX —XA=1,
nu are solutie.

Problema 1.3.11. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii liniare utilizand metoda

de eliminare Gauss-Jordan.

a)

2$1 —3$2+l’3+4$€4 =13
3[L’1+l’2—l‘3+8l‘4=2
o1 + 3x9 — dxg + 224 = —12

1+ 4%2 — 21’3 + 233'4 = —12.

T1—To+x3—Ts+ x5 —26=1
T+ 2o+ 23 +T4a+25+26 =1
201 +x3— x5 =1
To — 3x3 +4xy = —4
—x1 + 329 + 523 — 25 = —1

L l‘1+2$2+3$3+4$4+51‘5+61‘6:2.

Problema 1.3.12. Determinati m,n,p € R astfel incat urmatoarele sisteme sa fie

compatibile, si apoi rezolvati sistemele.
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Probleme
a)

( 2t —y—2=0
r+2y—32=0
2r+3y+mz=0
nr+y+z=0
r+py+6z2=0

\ 2e" =y + 2+ 2.

b)
2r—y+2=0
—x+2y+2=0

mr—y+2z=0
rT+ny—22=0
3r+y+pz=0
22+ + 2% = 3.
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Spatii Vectoriale

2.1 Definitie si proprietati ale unui Spatiu Vecto-
rial

Definitia 2.1. Un spatiu vectorial V' peste corpul F (sau F spatiu vectorial) este o

multime V' impreund cu o operatie aditiva + (lege de compozitie interna) astfel incat

grupul abelian (V,+) si inmultirea cu scalari - : F xV — V (a,v) = a-v = av,

satisfac urmatoarele proprietati:
1. a(v+w) =av+aw, Va € F,Yv,w e V
2. (a+ B)v=av+ pv,Va,5 € F,Yv e V
3. a(fv) = (af)v, Va,B € F Vv eV
4. 1-v=0v,YveV

Elementele din V' se numesc vectori si elementele din ' se numesc scalari.
Inmultirea cu un scalar depinde de F. Din acest motiv cand dorim sa fim exacti

vom spune ca V' este un spatiu vectorial peste F, in loc de a spune doar ca V' este un

34
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spatiu vectorial. De obicei un spatiu vectorial peste R este numit spatiu vectorial
real iar un spatiu vectorial peste C este numit spatiu vectorial complex.
Remarca. Din definitia spatiului vecotrial V peste F se deduc urmatoarele

reguli de calcul:
e o0y =0y
o Op-v =0y
o - v=0y =a=0psauv=_0y.
Exemple. Vom enumera cateva exemple simple, care apar frecvent in practica.

e IV = (" are o structura de R spatiu vectorial, dar are de asemenea o structura

de C spatiu vectorial.

e V' = F[X], multimea tuturor polinoamelor cu coeficienti in F cu adunarea

obignuita si cu inmultirea obisnuita este un [F spatiu vectorial.

e M,,»(F) impreuna cu adunarea obignuita si cu inmultirea cu scalari este un F

spatiu vectorial.

o (o, multimea tuturor functiilor reale continue definite pe intervalul [a, 0],
impreuna cu adunarea obignuita si inmultirea cu scalari este un R spatiu vec-

torial.

2.2 Subspatii ale unui Spatiu Vectorial

Este natural sa ne intrebam asupra submultimilor unui spatiu vectorial V' care sunt
inchise in raport cu operatia definita in spatiul vectorial dat. Pentru acest motiv

vom da urmatoarea:
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Definitia 2.2. Fie V un spatiu vectorial peste F. O submultime U C V' se numeste
un subspatiu al lui V' peste F daca este parte stabila in raport cu legea de compozitie,
adica, v+u € UVv,u € U, si av € UVa € F,v € U, s operatia indusa verifica

proprietatile din definitia unui spatiu vectorial peste F.
Este ugor sa demonstram urmatoarea:

Propozitia 2.3. Fie V un F spatiu vectorial st U C V' o submulfime nevida. U

este subspatiu vectorial al lur V' peste F daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:
e v—uclUVv,uelU
e av e U Va e F, Vv e U

Demonstratie. Evident, proprietatile de inmultire cu scalari, respectiv asociativi-
tatea si comutativitatea operatiei aditive sunt mostenite din spatiul V. Prin urmare,
ramane de demonstrat ca 0 € U si pentru orice u € U avem ca —u € U. Deoarece

au € U pentru oriceu € U sia € FrezultacaOu=0€Usi0—u=—-uecU 010

Propozitia 2.4. Fie V un F spatiu vectorial si U C V' o mulfime nevida. U este

subspatiu vectorial al lui V' peste F daca
av + pu € UNa, 5 € F,Vv,u e V.

Demonstratie. Fie u,v € U. Pentrua =1, f = —1 avem ca v —u € U. Pentru 8 =0

si a € F obtinem ca av € U. Atunci concluzia reiese din propozitia anterioara. [

Exemplul 2.5. Fie S = {(z,y,2) e R®|x +y+2=0}. Aritati cd S este un

subspatiu al lui R3.

Ca sa vedem ca S este un subspatiu, verificam ca pentru orice «, 8 € R si fiecare

V1 = ($17y1721> , U = (1’2792722) c S

avy + Puy € S.
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Intr-adevar, deoarece vy, v € S avem

Ty +Yyr+21 = 0

To+yYs+20 = 0,

si prin Inmultirea ecuatiei cu « si 3, respectiv, adunand ecuatiile rezultate obtinem

(w1 + Bra) + (g1 + Bya) + (a2 + Bz) = 0.

Dar aceasta nu este altceva decat faptul ca

avy + oy = (axy + Bra, ayy + Bya, azy + Bzo)
satisfac ecuatiile ce definesc S.

Urmatoarea propozitie arata cum se poate opera cu subspatii vectoriale (pentru
a obtine un spatiu vectorial nou) si cum se poate obtine un subspatiu dintr-o familie

de vectori.

Propozitia 2.6. Fie V un spatiu vectorial si U/W C V' doua subspatii vectoriale.
Multimile
UNnW siU+W ={u+wlu e UweW}

sunt subspatii ale lui V.

Demonstratie. Demonstram afirmatia utilizand Propozitia 2.4. Fie o, 8 € F si fie

u,v € UNW. Atunci u,v € U si u,v € W. Deoarece U si W sunt spatii vectoriale

rezulta ca av + fu € U, respectiv av + fu € W. Deci, av + fu € U NW.
Consideram acum «, 3 € F i fie z,y € U + W. Atunci x = uy + wy, y = us + we

pentru vectorii uy, us € U, wy,wy € W. Dar atunci

ax + Py = (quy + Pug) + (qwy + Pwy) € U + W.
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Subspatiul UNW se numeste subspatiul vectorial intersectie, in timp ce subspatiul
U + W se numeste subspatiul vectorial suma. Bineinteles ca aceste definitii pot fi

date pentru intersectii finite (respectiv pentru sume finite) de subspatii.

Propozitia 2.7. Fie V un spatiu vectorial peste F si S C V' submulfime nevida.
Multimea (S) = {37, av;: a; €F i v; € S, pentru orice i = 1,n, n € N} este

un subspativ vectorial peste B al lui V.
Demonstratie. Demonstratia este imediata in virtutea Propozitiei 2.4. O]

Urmatorul spatiu vectorial este numit spatiu vectorial generat de S, sau infaguratoarea
liniara a multimii S si este deseori notat ca span(S). Este cel mai mic subspatiu al
lui V' care contine S, in sensul ca pentru orice U subspatiu al lui V' cu S C U avem
(S) cU.

Acum vom defini notiunea de suma de subspatii, ca suma directa de subspatii.

Definitia 2.8. Fie V un spatiu vectorial si U; C V subspatii, i = 1,n. Suma
Ui+---+U, se numeste suma directa daca pentru oricev € Uy+- - -+U,, dinv = uy+
Uy =Wy A Fwy, cu g, w; € Ui =1, n rezultd cd u; = w;, pentru orice i =

1,n.

Suma direct a subspatiilor U;,i = 1,n va fi notata prin U; @ - - - ® U,,. Definitia
de mai sus poate fi reformulata in felul urmator. Fiecare u € Uy + - - - + U,, poate fi
scris in mod unic ca w = u; + us + ... +u, unde u; € U;, i = 1, n.

Urmatoarea propozitie da o caracterizare pentru suma directa a doua subspatii.

Propozitia 2.9. Fie V un spatiu vectorial si UW C V doud subspatii. Suma
U+ W este suma directa daca UNW = {0y }.

Demonstratie. Presupunem ca U + W este suma directa si ca exista s € UNW, s #

Oy. Dar atunci fiecare x € U+ W, x = u+w poate fi scris ca x = (u—s)+ (w+s) €
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U+ W. Din definitia sumei directe avem ca u = u—s, w = w+ s prin urmare s = Oy,
ceea ce este o contradictie.

Invers, presupunem ca U N W = {0y} si U + W nu este o suma directa. Atunci,
exista x € U + W astfel incat v = uy + wy = ug +wy € U + W §i uy # uy sau
wy # we. Dar atunci u; — us = wy — wy, prin urmare u; — ug, wy; — wy € U NW.

Rezulta ca u; = us si wi = wsq, ceea ce este o contradictie. O

Fie V un spatiu vectorial peste F si U un subspatiu. Pe V se poate defini
urmatoarea relatie binara Ry: fie u,v € V, uRyv daca u —v € U.

Se poate verifica usor ca realtia Ry este o relatie de echivalenta, adica:
(r) vQRy v, pentru orice v € V. (reflexivitate)
(t) uRyv st vRy w = uNRy w, pentru orice u,v,w € V. (tranzitivitate)
(s) uRyv = vRy u, pentru orice u,v € V. (simetrie)

Clasa de echivalenta a vectorului v € V' este definita ca
Rulv] ={ueV:vRyu} =v+U.

Multimea céat (sau multimea factor) V/9y este notata cu V/U si consta din

multimea tuturor claselor de echivalenta, adica
V/U = {Ry[v] :v eV}

Teorema 2.10. Mulfimea cat V/U este o structura naturala de spatiu vectorial

peste IF.

Demonstratie. intr—adevér, sa definim suma a doua clase de echivalenta Ry[v] si
Ry |w] prin
Ry [v] + Rulw] = Ryfv + w]
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si iInmultirea cu scalari prin

aRylv] = Rylav)].
Atunci, se verifica ugor ca avand aceste operatii, V/U devine un F spatiu. O]

Spatiul vectorial din teorema anterioara se numeste spatiul vectorial cat.

2.3 Baza. Dimensiune.

Pana acum am incercat sa explicam ”in mare” cateva proprietati ale spatiilor vec-
toriale. Si anume, am vorbit despre spatii vectoriale, subspatii, suma directa, spatiu
factor.

Propozitia 2.7 ridica in mod natural cateva intrebari legate de structura spatiului
vectorial V. Exista o multime S care sa genereze V' (adica (S) = V)? Daca raspunsul
este afirmativ, cat de mare este? Cu alte cuvinte cat de mare este cel mai mic (mic
in sensul numarului de elemente - cardinalul multimii)? Exista o mutime finita care
sa genereze V7 Vom aduce lumina asupra acestor intrebari in urmatoarea parte a
acestui capitol.

De ce raspunsurile la aceste intrebari sunt atat de importante? Raspunsul este
destul de simplu. Daca putem controla - intr-un anumit sens - un sistem minimal

de generatori, putem controla tot spatiul.

Definitia 2.11. Fie V un F spatiu vectorial. O multime nevida S C V' se numeste
sistem de generatori pentru V' daca pentru orice v € V' exista o submultime finitd
{v1,...,v,} CV giscalarii ay, ..., o, € F astfel incat v = ajvy +- - - + v, (putem
spune de asemenea caV' este o combinatie liniard de vy, ..., v, cu scalari inF). V se

numeste finit dimensionat, sau finit generat, daca are un sistem finit de generatori.
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O multime nevida L C V' se numeste sistem liniar independent de vectori daca
pentru fiecare submulfime finita {vy,...,v,} C L a sa, aqvy + ... a,v, = 0 implica
a; = 0 pentru orice i = 1,n.

O multime nevida de vectori care nu sunt liniar independenti se numeste liniar
dependenta.

O submultime B C V' se numeste baza a lur V' daca este un sistem de generatori
st lintar independenti. In acest caz fiecare vector v € V' poate fi scris in mod unic

ca o combinatie liniara de vectori din 8.

Exemplul 2.12. Verificati daca vectorii (0, 1,2), (1,2,0), (2,0,1) din R3 sunt liniar

independenti.
Prin definitie, cei trei vectori sunt liniar independenti daca implicatia
g (0,1,2) + o2 (1,2,0) +063(2,0,1) = ORS = (] = g = Qg = 0

are loc.
Verificarea implicatiei de mai sus de fapt inseamna (dupa ce se lucreaza in mem-

brul drept) a investiga daca sistemul liniar

(0] +2a2=0

a; + 200 =0
20&1 + Qo = 0
are doar solutia banald (o, a9, a3) = (0,0,0) sau nu. Dar putem calcula usor

rangul matricii, care este 3 deoarece

01 2
1 2 0[=-9#0,
2 0 1
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ca sa observam ca, intr-adevar, sistemul are doar solutia banala, si deci cei trei
vectori sunt liniar independent;i.

Avem urmatoarea teorema.
Teorema 2.13. (Ezistenta bazei) Orice spatiu vectorial V # 0 are o baza.

Nu vom demonstra aceasta teorema generala aici, in schimb ne vom referi in

continuare la spatii vectoriale finit dimensionale.

Teorema 2.14. Fie V # {0} un spatiu vectorial finit generat peste F. Din orice

sistem finit de generatori se poate extrage o baza pentru V.

Demonstratie. Fie S = {vy,...,v,} un sistem finit de generatori. Este evident ca
exista vectori diferiti de zero in S (altfel V' = {0}). Fie 0 # v, € S. Multimea
{v1} este liniar independenta (deoarece av; = 0 = o = 0 din v; # 0). Aceasta
inseamna ca S contine doar submultimi liniar independente. Acum, P(S) este finita
(S fiind finitd), si intr-un finit numar de pasi putem extrage un sistem maximal

liniar independent, sa spunem B = {vy,...,v,}, 1 <n <r in felul urmator:
Vo € S \ <U1>,

vz € S\ ({v1,v2})

v, € S\ ({v1,v2, ..., Un_1}).

Vom demonstra ca B este o baza pentru V. Este suficient sa aratam ca B
genereaza V', deoarece ‘B este liniar independent din alegerea lui. Fiev € V. S fiind
un sistem de generatori, rezulta ca este suficient sa aratam ca oricevy, € S, n < k <r
este o combinatie liniara de vectori din 8. Sa presupunem, prin absurd, ca v, nu
este o combinatie liniara de vectori din B. Rezulta ca multimea B U {vy} este liniar

independenta, ceea ce este in contradictie cu maximalitatea multimii *B. O]
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Corolarul 2.15. Fie V un[F spatiu vectorial si S un sistem de generatori pentru V.
Orice multime liniar independenta L C S poate fi completata astfel incat sa devina

o baza pentru V.

Demonstratie. Fie L C S o multime liniar independenta din S. Daca L este maxi-
mala, din teorema anterioara rezulta ca L este o baza. Daca L nu este maximala,
atunci exista o multime liniar independenta L; cu L C L; C S. Daca L; este maxi-
mala rezulta ca L este o baza. Daca nu este maximala, vom repeta pasul anterior.
Deoarece S este o multime finita, dupa un numar finit de pasi vom obtine un sistem
de vectori liniar independenti B care este maximal, L. C B C 5, asadar B este o

baza pentru V', din nou folosind teorema anterioara. O]

Teorema 2.16. Fie V un spatiu vectorial finit generat peste F. Orice sistem de

vectori liniar independenti L poate fi completat la o baza din V.

Demonstratie. Fie S un sistem finit de generatori. Intersectia L NS este din nou un
sistem de generatori si L C L NS. Vom aplica corolarul de mai sus si vom obtine

ca L poate fi completata la o baza din V. [

Teorema 2.17. (Cardinalul unei baze). Fie V un F spatiu vectorial finit generat.

Orice baza din V este finita si are acelasi numar de elemente.

Demonstratie. Fie B = {ey,....e,} o baza a lui V, si fie B’ = {e],...,e/,} un
sistem de vectori cu m > n. Vom arata ca 8B’ nu poate fi o baza pentru V.
v .. / RPN . / n

Deoarece ‘B este o baza, vectorii e; pot fi scrigi in mod unic ca e = ijl a;je;,

1 < i < m. Daca 9B’ este liniar independenta, atunci rezulta ca > ", \e; = 0

implicad A; = 0, ¢ = 1,m, sau, cu alte cuvinte, sistemul y ", a;;\; = 0, j = 1,n are

doar solutia banala, ceea ce este imposibil. O]

Definitia 2.18. Fie V' # {0} un F spafiu vectorial finit generat. Numdarul ele-

mentelor unei baze din V' se numeste dimensiunea lui V' (nu depinde de alegerea
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bazei, si se noteazd cu dimgpV ). Spunem ca spatiul vectorial V' are dimensiune

finita. Pentru 'V = {0} , dimgV = 0.

Observatia 2.19. Conform demonstratier Teoremer 2.17, daca dimygV = n atunci

orice mulfime cu m > n vectori este liniar dependenta.

Corolarul 2.20. Fie V' un spatiu vectorial peste F de dimensiune finita, dimgV =

n.

1. Orice sistem liniar independent de n vectori este o baza. Orice sistem de m

vectori, m > n este liniar dependent.

2. Orice sistem de generatori din V' care este alcatuit din n vectori este o baza.

Orice sistem de m vectori, m < n nu este un sistem de generatori.

Demonstratie. a) Consideram L = {vq,...,v,} un sistem liniar independent de n
vectori. Din Teorema 2.16 rezulta ca L poate fi completata la o baza din V. Rezulta
din teorema cardinalului unei baze, Teorema 2.17, ca nu este nevoie sa completam
L, deci L este o baza.

Fie L’ un sistem de m vectori, m > n. Daca L’ este liniar independent rezulta ca
L’ poate fi completat la o baza (Teorema 2.16), deci dim gV > m > n, contradictie.

b) Fie S = {vy,...,v,} un sistem de generatori format din n vectori. Din
Teorema 2.14 rezulta ca o baza poate fi formata din n vectori. Din nou, utilizand
Teorema 2.17 rezulta ca nu e nevoie sa eliminam nici un vector, deci S este o baza.

Fie S’ un sistem de generatori format din m vectori, m < n. Din Teorema 2.14

rezulta ca din S’ putem extrage o baza, deci, dimgV < m < n, contradictie. [

Observatia 2.21. Dimensiunea unui spatiu vectorial finit dimensional este egala

cu oricare din:

e Numarul de vectori din care este alcatuita o baza.
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e Numarul minim de vectori dintr-un sistem de generatori.

e Numarul maxim de vectori dintr-un sistem de vectori liniari independent;.

Exemplul 2.22. Fie S = {(z,y,2) € R}z + y + 2z = 0}. Dati un exemplu de baza
alui S.

In exemplul 2.5 am ardtat c& S este un subspatiu al lui R3. Se poate observa ca,
din punct de vedere geometric, S este un plan care trece prin origine, deci dim S = 2.

Aceasta rezulta de asemenea din rescrierea lui S in felul urmator:

S = {(z,y,2) eRlz+y+2=0}
= {(v,y,—7 —y)|v,y €R}
= {z(1,0,—1)+y(0,1,-1) |z,y € R}
= span{(1,0,—1),(0,1,-1)} .

Vectorii (1,0, —1) si (0,1, —1) sunt liniar independentji, deci ei formeaza o baza a lui

S.

Teorema 2.23. Orice lista de vectori liniar independenti dintr-un spatiu vectorial

finit dimensional poate fi extinsa la o baza a spatiulut vectorial.

Demonstratie. Presupunem ca V' este finit dimensional gi multimea {vy,..., v}
este liniar independenta. Vrem sa extindem aceasta multime la o baza a lui V. V
fiind finit dimensional, exista o multime finita {wy, ..., w,}, o lista de vectori care

genereaza V.

e Daca w; este in sistemul de generatori {vy,...,v,}, fie B = {v1,..., 0.}

Daca nu, fie B = {vy,...,Upn, w; }.

e Daca w; este in sistemul de generatori al lui B, fie B neschimbat. Daca w; nu

este in sistemul de generatori ai lui B, extindem B adaugand w; la aceasta.
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Dupa fiecare pas B este tot liniar independenta. Dupa cel mult n pasi, sistemul de
generatori ai lui B include toate w-urile. Prin urmare B de asemenea genereaza pe

V', si fiind liniar independenta, rezulta ca este o baza. O

Ca aplicatie vom arata ca orice subspatiu al unui spatiu vectorial finit dimen-
sional poate fi asociat cu un alt subspatiu pentru a forma suma directa care este tot

spatiul.

Teorema 2.24. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional st U un subspativ al lui

V. Ezista un subspatiu W al lui V' astfel incat V=U & W.

Demonstratie. Deoarece V este finit dimensional, la fel este i U. Alegem {u1, ..., up}
o baza a lui U. Aceasta baza a lui U este o lista de vectori liniar independenti, deci
poate fi extinsa la o baza {u1, ..., Up, w1, ..., w,} alui V. Fie W = (wy, ..., w,).

Aratam ca V = U & W. Pentru aceasta vom arata ca
V=U+W,siUNnW = {0}
Fie v € V, deci exista (ay, ..., am,b1,...,b,) astfel incat
v =a1uy + -+ Gy, + 0w 4+ -+ bpw,,,

deoarece {uy, ..., Uy, w1, ..., w,} genereaza V. Notand ajuj + - -+ + apty, =u € U
si bywy + -+ + byw,, = w € W tocmai am demonstrat ca V =U + W.
Presupunem acum ca U N W # {0}, deci fie 0 # v € U NW. Atunci exista scalarii

ai,...,0, € Fgiby,... b, €F nu toti zero, cu
UV =aguy + ot Gy, = biwy + -+ by,

deci

ajug + -+ + AUy, — bywy — - - - — byw,, = 0.
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Dar aceasta este in contradictie cu faptul ca {uq, ..., up,ws, ..., w,} este o baza a

lui V, aga ca UNW = {0}. O

Urmatoara teorema face legatura dintre dimensiunea sumei si intersectiei a doua

subspatii, cu dimensiunea unui subspatiu dat:

Teorema 2.25. Daca U si W sunt doua subspatit ale unui spatiu vectorial finit

dimensional V', atunci
dim (U + W) = dimU + dimW — dim(UNW) .

Demonstratie. Fie {uy,...,u,} o baza din U N W, deci dimU NW = m. Aceasta
este o multime lininara independenta de vectori din U si respectiv W, deci poate
fi extinsa la o baza {u1,...,Up,v1...v;} alul U si o baza {uy, ..., upy,ws,... w;}
alui W, deci dimU = m + 1 si dimW = m + j. Mai ramane de demonstrat ca

{uy, ..., Up,v1 ..., 05, wy,...,w;} este o baza pentru U + W, deoarece in acest caz

dm(U+W) = m+i+j
= (m+i)+(m+j)—m
= dimU +dim W — dim(U NW)

Multimea span{uy, . .., Up, V1 . .., v;, w1, ..., w; } contine U si W, deci contine U+W.
Aceasta inseamna ca pentru a demonstra ca aceasta este o baza pentru U + W este

nevoie doar de a demonstra liniar independenta ei. Presupunem ca
a1u1—i—-~~+amum+blvl+~~+bwi+clw1+~~~+cjwj =0.

Avem

clwl—l—---—l—cjwj:—a1u1—---—amum—blvl—---—bivi
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ceea ce ne arata ca w = cywy + - -- +c;w; € U . Dar acesta este de asemenea in W,
deci acesta se afla i in U N W. Deoarece uq,...,u,, este o baza in U N W rezulta

ca exista scalarii dy,...,d,, € F, nu toti zero, astfel incat
cQwy + -+ Cijw; = —(d1u1 + -+ dmum) .

Dar {us,...,Up,w,...,w;} este o baza In W, deci este liniar independenta, ceea
ce inseamna ca toti ¢; sunt zero.

Relatiile ce implica a-urile, b-urile si c-urile devin
aruy + -+ Ay + bivy + -+ biv; =0,

deci a-urile gi b-urile sunt zero deoarece vectorii {uy,...,Un,v1...,v;} formeaza
o baza in U. Deci toate a-urile, b-urile si c-urile sunt zero, ceea ce inseamna ca
{uy, ..., upm,v1,...,v;,wy,...,w;} sunt liniar independenti, si pentru ca genereaza

U + W, ei formeaza o baza pentru U + W. O]

Teorema anterioara ne arata ca dimensiunea se potriveste cu suma directa a

spatiilor. Adica, daca U NW = {0}, suma este suma directa gi avem
dim (U W)=dimU +dim W .

Aceasta este adevarat pentru suma directa a unui numar finit de spatii cum se arata

in urmatoarea teorema:
Teorema 2.26. Fie V un spativ finit dimensional, U; subspatii de V , i = 1,n, astfel
incat

V:U1++Un )

$t
dimV = dimU, +---+ dimU, .
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Atunct

V=U,& --aU,.

Demonstratie. Putem sa alegem o baza pentru fiecare U;. Punand toate aceste baze
intr-o lista, vom obtine o lista de vectori care genereaza pe V' (din prima proprietate
a teoremei), ce este de asemenea o baza, datorita celei de-a doua proprietati, numarul
de vectori din aceasta lista este dim V.

Sa presupunem ca avem u; € U;, 1= 1,n, astfel incat
O=up+---+u, .

Fiecare u; este reprezentat ca suma de vectori din baza U;, si toate aceste baze
formeaza o baza a lui V, rezulta deci ca avem o combinatie liniara de vectori a unei
baze a lui V care este zero. Deci toti scalarii sunt zero, ceea ce inseamna ca toti u;

sunt zero, deci suma este directa. [

Vom incheia acesta sectiune cu doua observatii importante. Fie V un spatiu
vectorial peste F (nu neaparat finit dimensional). Consideram o baza B = (e;);er a
lui V.

Avem prima teorema:

Teorema 2.27. Fie V un spatiu vectorial peste F (nu neaparat finit dimensional).

Sa consideram o baza B = (e;)ie;. Pentru orice v € V,v # 0 exista o submultime

unica B' CB, B ={e;,...,e;,} st scalarii nenuli a;,, ..., a; € F*, astfel incat
k
V= E @j;€i; = Ay €5y + -+ Q€4 .
Jj=1

Demonstratie. Evident, din definitia bazei, v este o combinatie liniara finita de

elemente din baza. Trebuie sa aratam unicitatea. Presupunem contrariul, adica

n m
v = E aj,e;, = E ager, 0, 70, i =1,n, oy, #0, i =1, m.
i=1

=1
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v . n m _
Presupunem ca exista e, & {ej,,..., €, }. Atunci, deoarece Y 1" | o e, —> " oy, ep, =
0, obtinem ca «aj, = 0, contradictie. Similar, e;, € {eg,,...,en}, pentru orice

s = 1,n. Prin urmare, m = n si se poate presupune ca

n n
v= E aj,ej, = 5 ager, o, 70,1 =1,n, o4, #0, 1 =1,n.
i=1

i=1
. . n n . . v .
Folosind relatia >, aje;, — > 0| aper, = 0 vom obtine din nou ca aj, = oy, i €

{1,...,n}, contradictie. O

Exemplul 2.28. Ardtati cd B = {(1,1),(1,—1)} este o bazd a lui R? si gasiti

reprezentarea vectorului v = (3, —1) in raport cu B.

Scopul nostru este sa gasim reprezentarea vectorului v = (3,—1) in baza B,

adica, sa gasim doi scalari z,y € R astfel incat
v=x(1,1)+y(1,—-1).
Exprimind egalitatea de mai sus vom obtine un sistem cu doua necunoscute, x si y

r +y =3
r — y = —1

Solutia unica a sistemului, si raspunsul problemei noastre, este x = 1,y = 2.

2.4 Schimbari de baze

In aceasta sectiune vom avea de a face cu transformari prin calcul ale spatiilor
vectoriale finit dimensionale.
Fie V un F spatiu vectorial finit dimensional, cu o baza B = {ey,...,e,}. Orice

vector v € V poate fi reprezentat in mod unic ca

n
V= E Q;€; = @1€1 + ++* + Apey.
=1
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Scalarii (aq, ..., a,) se numesc coordonatele vectorului v in baza 8. Este evident
v v v v ’ . . A v . .
ca daca avem o alta baza B , coordonatele aceluiasi vector in noua baza sunt diferite.

Cum se poate gestiona aceasta schimbare? Sa incepem cu o situatie mai generala.

Teorema 2.29. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional peste F cu o baza B =

. o .. ’ ’
{e1,...,en}. Consideram vectorii S = {e,,... e} CV:
/
€ = ane;+ -+ apey
/
€ — Ami1€ + -+ amptn

Notam prin A = (a);—1 matricea formata din coeficientii ecuatiilor de mai
j=1ln
sus. Dimensiunea subspatiului (S) este egala cu rangul matricii A, adica dim(S) =

rangA.

Demonstratie. Sa notam prin X; = (a1, . .., ay,) € F*, i = 1,m coordonatele ¢;, i =
1,m in B. Atunci, combinatia liniara > )\ie; are coordonatele sale ", A, X; In
B. Prin urmare, multimea tuturor coordonatelor vectorilor din (S) este egala cu
subspatiul F™ generat de {X7,..., X, }. In plus, ey,... e, vor fi liniar independenti
daca si numai daca Xy,...,X,, sunt liniar independenti. Evident, dimensiunea

subspatiului (X7, ..., X,) a lui F" este egala cu rangul matricii

X4

]

Vom considera acum cazul cand m = n in abordarea de mai sus. Multimea
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’ ! v %
S ={e,...,e,} este o baza daca rangA = n. Avem acum

’

€ = apep+ -+ dipey
’

€y, = agie1+ -+ agpey
/

€, = Gap1€ + -+ Appén,

reprezentand relatiile care schimba din baza 9B la noua baza B’ = S. Matricea AT

este notata prin

a11 Qa2 Qn1
p(eve/) _ iz Q22 an2
A1n  A2n Ann

. oo . .0 ’ ~
Coloanele matricii sunt date de coordonatele vectorilor noii baze ¢ in

raport cu vechea baza e!

Observatii

¢ In notatie matriciala avem

’

e e
l=A > | sau (€)1 = (P
/7

e, €n

e Consideram schimbarea de baza de la B la B’ cu matricea P(“*) si schimbarea

bazei din B la B” cu matricea P(e/’eu).

Ne putem gandi la ”compunerea”

v U . RV . . . ~ " .
acestor doua transformari, adica schimbarea bazei din 28 in 28 cu matricea

1"

P(e€) Este usor si observam ci avem

plec) ple'e’) _ plee’).



Schimbari de baze 53

[VEDN . . . o "
e Daca in cele discutate mai devreme consideram 8 = B, vom avea
!/ ’
plee) plese) — I,
)

ceea ce Inseamna

/ /
(P(e 76))_1 — P(eve )

La acest pas vom incerca sa raspundem la urmatoarea intrebare, care este impor-
tanta in aplicatii. Daca avem doua baze, un vector poate fi reprezentat in ambele.
Care este relatia dintre coordonatele vectorului in cele doua baze?

In primul rand sa fixam un cadru. Consideram spatiul vectorial V', cu doua baze

B={e,...,en}siB ={e),....e } s P) matricea de schimbare a bazei.

Fiev € V. Avem

’

v:a161+~~~+anen:ble/1+~~~+bne

n’

unde (aq,...ay,) si (by,...b,) sunt coordonatele aceluiagi vector in cele doua baze.

Putem scrie:

!
(U): a, Qg ... Qp : = b1 bg bn :
!
€n €,
Notam cu
ay
a2
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si

matricile coordonatelor vectorului v in cele doua baze.
Notam mai departe cu
€1

€2

€n

matricea coloana a bazei ‘B si cu

sau

Prin urmare,
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2.5 Probleme

Problema 2.5.1. Aratati ca pentru span(vy,...,v,) = V avem span(v; — va, vg —

U3y evy Up1 — Up, Up) = V.

Problema 2.5.2. Gasiti o baza a subspatiului generat de urmatorii vectori dati in

M;(R).
12 3 0 -1 2 0 1 2
24 1 |.]2 1 —1|.|-22 -1
31 -1/ \o 1 1 -1 2 1

Problema 2.5.3. Fie V' un spatiu vectorial finit dimensional, dim V' = n. Aratati

ca exista subspatiile Uy, ..., U, de dimensiune unu, astfel incat
V=U,® - 0U,.
Problema 2.5.4. Gasiti trei subspatii diferite U, V, W a spatiului R? astfel incat
RE=UsV=VaW=WaU.

Problema 2.5.5. Fie U, W doua subspatii din R®, cu dimU = 3, dimW = 5 si
dimU + W = 8. Aratati ca U NW = {0}.

Problema 2.5.6. Fie U, W subspatii in R? cu dimU = dimW = 5. Aritati c&
UNW #{0}.

Problema 2.5.7. Fie U si W subspatii ale spatiului vectorial V' gi presupunem ca
fiecare vector v € V' are o o unica exprimare de forma v = u + w unde u este din U
si w este din W. Aratati ca

V=UacW

Problema 2.5.8. In C[a, b] determinati dimensiunea subspatiilor generate de urms-

toarele seturi de vectori:
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a) {1,cos2z,cos’z},
b) {em*, ..., e}, unde a; # a; pentru i # j

Problema 2.5.9. Determinati dimensiunea gi o baza a intersectiei gi sumei urma-

toarelor subspatii:

e U =span{(2,3,-1),(1,2,2,),(1,1,-3)},

V =span{(1,2,1),(1,1,-1),(1,3,3)}.

e U =span{(1,1,2,-1),(0,—-1,-1,2),(—1,2,1, -3},

V =span{(2,1,0,1),(-2,—-1,—-1,-1),(3,0,2,3)}.

Problema 2.5.10. Fie U, V, W subspatii ale aceluiati spatiu vectorial gi presupunem
ca U C W. Aratati ca
U+V)NW=U+(VnW).

Problema 2.5.11. In R? considerim urmétoarul subspatiu
V = span{(2,1,0,1), (—2, —1, —1, ~1),(3,0,2,3)}.
Determinati un subspatiu W din R* astfel incat R* =V @ W.

Problema 2.5.12. Fie V,W doua spatii vectoriale peste acelasi corp F. Aflati

dimensiunea si o baza pentru V' x W.

Problema 2.5.13. Aflati o baza a spatiului matricelor simetrice, respectiv anti-

simetrice de dimensiune n.

Problema 2.5.14. Fie V = {(xy,...,2,) € R"|,z1+z2+...+2, =0, x1+x, = 0}.

Gasiti o baza in V.
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Problema 2.5.15. Fie M, (R) o multime de matrici patratice cu elemente numere
reale de ordin n, si A, respectiv 8,, multimea matricelor simetrice, respectiv anti-

simetrice de ordin n. Aratati ca M, (R) = A, ® S,,.

Problema 2.5.16. Sa notam prin R,,[X]| multimea tuturor polinoamelor cu coefici-
enti reali avand gradul cel mult n. Evident R,,[X] este un subspatiu al lui R[X] cu
operatiile induse. Gasiti dimensiunea spatiului cat R, [X]/U unde U este subspatiul

tuturor polinoamelor constante cu coeficienti reali.

Problema 2.5.17. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional si fie U i W doua

subspatii ale lui V. Aratati ca
dim (U + W)/W) = dim (U/(U N W)).

Problema 2.5.18. Sa consideram matricea

13 5 -3 6
12 3 4 7
M=113 3 -2 5
09 11 -7 16
49 12 10 26

Fie U si W doud subspatii ale lui R® generate de liniile 1, 2 si 5 ale lui M, respectiv

de liniile 3 si 4 ale lui M. Aflati dimensiunea lui U + W ¢i U N W.

Problema 2.5.19. Gasiti bazele sumei si intersectiei subspatiilor U si W ale lui
R4[X] generate de mulimile de polinoame {1 + 2z + 23,1 — x — 22} si {x + 2? —
323,2 + 2z — 223},



Aplicatii liniare intre spatii vectoriale

Pana acum ne-am ocupat de spatii vectoriale. Este natural sa ne intrebam despre
functii intre ele, care sa fie compatibile cu structura unui spatiu vectorial. Acestea
poarta denumirea de aplicatii liniare, functii speciale care au o structura liniara.

Sunt de asemenea numite si morfisme de spatii vectoriale sau transformari liniare.

Definitia 3.1. Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp F. O aplicatie
lintara de la' V' la W este o functie f :' V — W care are proprietatea f(av + fu) =
af(v)+ Bf(u) pentru orice v,u € V gi o, 5 € F.

Clasa aplicatiilor liniare intre V' gi W va fi notata prin Lg(V, W) sau Homg(V, W).
Din definitie rezulta ca f(Oy) = Oy si

FO aw) =) aif (), Vo €F, Vo € Vi=Tn.
=1 =1

Trebuie sa definim acum doua notiuni importante referitoare la o aplicatie liniara:
nucleul gi imaginea.

Consideram multimile:
ker f = 71 (0w) = {v € V|f(v) = 0}, si

58
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imf = f(V)={weW|3veV, flv)=w}
Definitia 3.2. Multimile ker f si f(V') sunt numite nucleul (sau spatiul nul), re-
spectiv imaginea functier f.
Un exercitiu simplu poate demonstra urmatoarea propozitie.

Propozitia 3.3. Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare f :' V. — W sunt subspatii

ale lui V' si respectiv W.
Exemplul 3.4. Fie T : R? — R? dat de (z,y) — (z + 9,2 + y). Determinati ker T’
si T (R?).
Din definitie
ker 7 = {(z,y) € R*|T (2,y) = (0,0)}
= {(z,y) eR*[(z +y,2+y) =(0,0)}
= {(z,y) eR’lz+y=0}.
Din punct de vedere geometric, aceasta este dreapta de ecuatie y = —z. Evident
ker T'= span {(1, —1)} si dim ker 7" = 1.
Din felul in care este definit 7" putem observa ca toti vectorii din imaginea T (R?)

a lui T, au ambele componente egale intre ele, deci
T(R*) = {(a,0)|acR}
= span{(1,1)}.

Pentru cazul finit dimensional dimensiunea lui ker si im a unei aplicatii liniare

intre spatii vectoriale sunt legate prin urmatoarea teorema.

Teorema 3.5. Fie f : V — W o aplicatie liniara intre spatiile vectoriale V- si W

peste corpul T, V' fiind finit dimensional. Atunci:

dimV = dim ker f + dimimf.
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Demonstratie. Fie n i m dimensiunile lui V' si ker f, m < n. Consideram o baza
{e1,...,en} pentru ker f. Sistemul independent de vectori ey, ..., e, poate fi com-
pletat la o baza {e1,...,em,€mi1,..., 65} alui V.

Scopul este de a dovedi ca vectorii f(en11),..., f(e,) formeaza a baza pentru
f(V). Este suficient sa aratam ca elementele f(€,,4+1), ..., f(e,) sunt liniar indepen-
dente deoarece ele genereaza f(V).

Presupunem contrariul, ca f(emy1),---, f(€,) nu sunt liniar independente. Ex-

ista ayy1, ..., qn € F astfel incat

n

> anfler) = Ow,

k=m-+1

si din liniaritatea lui f,

n

f( Z ozkek) = OW

k=m+1
Deoarece
n
v = g agey € ker f
k=m+1
si v’ pot fi scrigi In functie de ey, ..., e,,. Aceasta este compatibil numai cu faptul
ca eq,...,e, formeaza o baza a lui V daca a;,41 = -+ = a,, = 0, ceea ce implica
liniar independenta vectorilor f(em+1), ..., f(en). O

Teorema 3.6. Fie f:V — W o aplicatie liniara intre spatiile vectoriale V- si W,

st dimV = dimW < oo. Atunci, f(V) =W daca ker f = {0y }.

Demonstratie. Presupunem ca ker f = {0y }. Deoarece f(V) este un subspatiu al
lui W rezulta ca dim V' = dim f(V') < dim W, care forteaza ca dim f(V) = dim W,
si aceasta implica f(V) = W.
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Faptul ca f(V) = W implica ker f = {0y} rezulta din inversarea argumentelor.

]

Propozitia 3.7. Fie f : V — W o aplicatie liniara intre spatiile vectoriale V, W
peste F. Dacd f este bijectivd, rezultd cd inversa sa f~' : W — V este o aplicatie

liniara.

Demonstratie. Deoarece f este bijectiva Ywy,wy € W, 3! v1,v9 € V, astfel incat

f(v;) = w;,i = 1,2. Deoarece f este liniara, rezulta ca
ajwy + agwe = aq f(v1) + aof(ve) = flaqgvy + agvs).
Urmeaza ci ajv; + ovs = fH(ajwy + aowy), deci
fHaywr + asws) = aq fH(wi+) + aofH(ws).
O

Definitia 3.8. O aplicatie liniara bijectiva f : 'V — W intre spatiile vectoriale
V. W peste F poarta denumirea de izomorfism al spatiului vectorial V' peste W, sau
izomorfism intre spatiile vectoriale V- si W.

Un spatiu vectorial V' este denumit izomorf cu un spatiu vectorial W daca exista
un izomorfism f 'V — W. Faptul ca spatiile vectoriale V' si W sunt izomorfe va fi

notat cu' V ~W.

Exemplul 3.9. Fie V un F spatiu vectorial gi V;, V5 doua spatii suplementare, adica
V =V, ®V;. Rezulta ca Vo € V avem o descompunere unica v = vy + o, cu vy € Vp
si vg € V4. Aplicatia

p:V =V, plv)=v, VeV

se numeste proiectia lui V' pe Vi, paralela cu V5.
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Aplicatia s : V = V| s(v) = v; — vy, Yv € V se numeste simetria lui V' in raport
cu Vi, paralela cu V5.
Este usor de observat ca v € Vi, vo = 0, deci p(v) = v gi s(v) = v, si pentru

v € Vy, v1 =0, deci p(v) =0 ¢i s(v) = —v.

3.1 Proprietati ale L(V, W)

In aceasti sectiune vom demonstra cateva proprietati ale aplicatiilor liniare, L(V, W).

Propozitia 3.10. Fie f : V — W o aplicatie liniara intre spatiile liniare V, W peste
F.

1. Daca Vy CV este un subspatiu al lui V', atunci f(Vi) este un subspatiu al lui
wW.

2. Daca Wy C W este un subspatiu al lui W, atunci f~1(W,) este un subspatiu
al lur V.

Demonstratie. 1. Fie wy,wy din f(V7). Rezulta ca exista vy, v € Vj astfel incat

f(v;) = w;,i = 1,2. Atunci, pentru orice «, 8 € F avem

aw; + fwy = af(vy) + Bf(v2) = flav + Pua) € f(V1).

2. Pentru vy, ve € f7H(W;) avem c& f(v1), f(v2) € Wi, deciV o, B €F, af(vy)+
Bf(vy) € Wy. Deoarece f este liniard avem ca of(vi) + Bf(ve) = f(avy + Bvy) =
avy + Buy € fTHW).

L

Urmatoarea propozitie arata ca nucleul si imaginea unei aplicatii liniare carac-

terizeaza proprietatile de injectivitate si surjectivitate ale aplicatiei.
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Propozitia 3.11. Fie f : V — W o aplicatie liniara intre spatiile liniare V, W.
1. f este injectiva <= ker f = {0}.
2. f este surjectiva <= f(V)=W.
3. f este bijectiva <= ker f = {0} si f(V)=W.

Demonstratie. 1. Presupunem ca f este injectiva. Deoarece f(0y) = Oy rezulta ca
ker f = {0y} C V. Pentru a demonstra in sens invers, presupunem ca ker f = {0y }.
Fie v1,v9 € V cu f(vy) = f(vz). Rezulta ca f(v; — vy) = 0 si deoarece ker f = {0}

avem ca v; = v9. Afirmatiile 2. si 3. pot fi demonstrate in mod similar. O

In cele ce urmeaza vom studia modul in care cateva aplicatii particulare actioneaza

asupra unor sisteme particulare de vectori.

Propozitia 3.12. Fie f : V. — W o aplicatie liniara intre spatiile liniare V,W si

S ={wi € I} un sistem de vectori din V.

1. Daca f este injectiva si multimea S este liniar independenta, atunci f(S) este

liniar independenta.

2. Daca f este surjectiva si S este un sistem de generatori, atunci f(S) este un

sistem de generatori.

3. Daca [ este bijectiva i S este o baza pentru V', atunci f(S) este o bazd pentru

w.

Demonstratie. 1. Fie {wq,...,w,} un subsistem finit din f(S), si oy € F cu
Yor auw; = 0. Exista vectorii v; € V astfel incat f(v;) = w;, pentru orice i €

{1,...,n}. Atunci Y0 aqw; = Y aif(v) = FOo1 awvy) =0, deci D7 | aqu; =
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0. Deoarece S este liniar independenta rezulta ca «; = 0 pentru orice ¢ = 1,n, deci
f(S) este liniar independenta.

2. Fiew € W. Exista v € V cu f(v) = w. Deoarece S este un sistem de
generatori, existd o familie finitd de vectori din S, v;, si scalarii oy € F,i = 1,n

astfel incat > ., o;v; = v. Rezulta ca

w= f(v) = f(Zozivi) = Zaif(vi).

3. deoarece f este bijectiva gi S este o baza pentru V', rezulta ca ambele afirmatii

1. i 2. au loc, adica, f(S) este o baza pentru W. O

Definitia 3.13. Fie f,g : V. — W aplicatii liniare intre spatiile liniare V' g1 W
peste F si o € F. Definim

1. f4g:V = W prin (f +g9)(v) = f(v) +g(v), Vv eV, suma aplicatiilor

liniare, st

2. af : V=W prin (af)(v) = af(v), Vve V.V acF, inmultirea cu scalari a

aplicatier liniare.

Propozitia 3.14. Cu operatiile definite mai sus L(V, W) devine un spatiu vectorial

peste IF.

Demonstrarea acestei propozitii este o simpla verificare.
In urmatoarea parte vor particulariza studiul aplicatiilor liniare, adica vom con-

sidera cazul cand V = W.

Definitia 3.15. Mul{imea endomorfismelor unui spatiu liniar V este:

End(L) ={f:V = V| f liniara }.
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Din rezultatele sectiunii anterioare, End(V') este un F spatiu liniar.
Fie W, U doua spatii liniare peste acelasi corp F, f € L(V,W) si g € L(W,U).
Vom defini produsul (compunerea) lui f i g prin h=go f:V — U,

h(v) = g(f(v)), VveV.

Propozitia 3.16. Produsul a doua aplicatii liniare este o aplicatie lintara.
Mai mult, daca f si g sunt izomorfisme, atunci produsul h = g o f este un

izomorfism.

Demonstratie. Se verifica faptul ca pentru orice vy, vy, € V si toti o, 8 € F

h(avi + Bva) = g(f(avi + Bvs))
= glaf(v) +Bf(v2))
= glaf(v)) +g(Bf(v2))
— ah(v1) + Bh(vs).

Ultima afirmatie rezulta din faptul ca h este o bijectie liniara. O]

Se poate arata ca compunerea este distributiva in raport cu suma aplicatiilor
liniare, deci End(V') devine un inel unitate.

Se poate verifica ugor ca:
Propozitia 3.17. Izomorfismul intre doua spatii liniare este o relatie de echivalenta.
Definitia 3.18. Fie V un F spatiu liniar. Mulfimea
Aut(V)) ={f € End(V)| f izomorfism }
este numita multimea automorfismelor spatiului vectorial V.

Propozitia 3.19. Aut(V) este un grup in raport cu compunerea aplicatiilor liniare.
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Demonstratie. Este doar nevoie de a enumera proprietatile.

1. aplicatia identica Iy este elementul neutru.
2. go f este un automorfism pentru f si g automorfism.

3. inversul unui automorfism este un automorfism.
O]

Grupul automorfismelor unui spatiu liniar poarta denumirea de grupul liniar
general si este notat prin GL(V).
Exemplul 3.20. e Endomorfisme de proiectie

Un endomorfism p : V' — V este numit proiectia spatiului liniar V' daca

P’ =,

unde p? = p o p. Daca p este proiectie, atunci:
L. kerp@dp(V)=V
2. endomorfismul ¢ = Iy — p este o proiectie.

Notam v; = p(v) §i v = v—wy, rezulta cd p(vy) = p(v) —p(v1) = p(v) —p*(v) =

Oy, deci vy € ker f. Prin urmare
V=104, VU EV,

unde vy, vy € f(V) gi, mai mult, descompunerea este unica, deci avem descom-
punerea sumei directe kerp @ p(V') = V. Pentru ultima afirmatie vom face
calculele ¢*> = (Iyy —p)o (Iy —p) = Iy —p —p+ p? = Iy — p = ¢, deoarece
p este o proiectie. Se poate observa ca q(V) = kerp si kerq = ¢(V'). Notam
prin V; = p(V) si Vo = ker p. Rezulta ca p este proiectia lui V' pe V;, paralela

cu Vs, si g este proiectia lui V' pe V; paralela cu V.
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e Automorfism involutiv. Un operator s : V' — V este numit involutiv daca

5?2 = Iy. Din definitie si din exemplul anterior avem:

1. un operator involutiv este un automorfism

2. pentru orice automorfism involutiv, operatorii liniari:

e 1V 5 Vipa() = %(U +5(0)

G Vo V.qv) = %(v — s()

sunt proiectii si satisfac relatia ps + qs = 1y.
3. reciproc, pentru proiectia p : V' — V, operatorul s, : V. — V, dat de

sp(v) = 2p(v) — v este un automorfism involutiv.

Din cele de mai sus rezulta ca psos = sops; = p,s,op = pos, = p. Un automorfism
involutiv s este simetrie a lui V' in raport cu subspatiul ps(V'), paralel cu subspatiul

ker p,.

Exemplul 3.21. Fie V un spatiu vectorial si f : V — V o aplicatie liniara astfel

incat ker f = imf. Determinati multimea imf?, unde f? inseamna compunerea lui
f cu el insusi, f2 = fof.
incepem prin a scrie explicit
imf? = imfof
= [fof(V)
= f(f(V)).

Dar, f (V) = imf = ker f este multimea tuturor vectorilor care sunt transformati

prin f la zero, deci

imf? = f(ker f)
= 0.
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3.2 Matricea unei aplicatii liniare

Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp F, dimV = m, dimW = n, <i
e=A{e,...,emt st f={f1,..., fn} baze In V si respectiv W. O aplicatie liniara
T € L(V,W) este determinata in mod unic de valorile din baza e.

Avem

T(er) = anfi+- -+ awnfa,

T(es) = aoifi+---+ awfn,

T(em) - CLmlfl + -+ amnfn,

T(el) fl

T('€2) A j?2 unde A = (aij);—1m-
: j=Ln

T(em) fn

Transpusa matricii A este notata cu M:(Ff ©) si este numita matricea aplicatiei liniare
T asociata bazei e si f.

Din definitia matricii aplicatiei liniare rezulta urmatoarea:
Teorema 3.22. o Pentru T, Ty € L(V,W) siay,as € F
Moy 1y 4 apr, = a1 Mry + agMr,
e Spatiul vectorial L(V, W) este izomorf cu My, ,(F) prin aplicatia
T € L(V,W) i Mp(F) € My (F).

e In particular End(V) este izomorf cu M, (F).
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Acum vrem sa vedem cum poate fi exprimata imaginea unui vector prin aplicatia

liniara.

Fie v € V, v =" vie;, sau In notatie matriciala (v). (€)1, unde, ca de obicei

Un

(€)im =

Acum sd notam T'(v) = w = 37 | wje; € W, avem

Din definitia lui M}f ) rezultd ci
(T(@)im = (M) (H1n
Deci, in final avem

(W)} (Hin = @) M) (F)1n:
Din unicitatea coordonatelor vectorului intr-o baza rezulta ca

()} = (v)] (M )T
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Luand transpusa relatiei de mai sus obtinem

(w); = (MI)(v)..

-3 0 2
Exemplul 3.23. Fie T : R? - R3 T = 1 1 0 |. Gasiti o baza in ker T si
-2 1 2
gasiti dimensiunea T (R?) .
Observam ca nucleul lui T,
x 0
kerT'= ¢ (z,y,2) €|T| y [ =] 0 ;
z 0

este multimea solutiilor sistemului liniar omogen

—3x + 2z = 0
r o+ oy =0 (3.1)
—2r + y + 22 = 0,

matricea sistemului fiind exact 7. Pentru a rezolva acest sistem avem nevoie s&

calculam rangul matricii 7. Obtinem ca

-3 0 2
1 1 0(|=0
-2 1 2

si ca rang A = 2. Pentru a rezolva sistemul alegem x = « ca parametru si exprimam

y si z in functie de = din primele doua ecuatii si obtinem
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Multimea solutiilor este

(o) neaf-am{ (03

si deoarece, o baza in ker T" este formata doar din (1, -1, %), dim kerT' = 1.

Din formula dimensiunii
dim ker 7 + dim T (R*) = dimR®
deducem c& dim T (R?) = 2.

Propozitia 3.24. Fie V,W,U spatii vectoriale peste F, de dimensiuni m,n,p, i
T € L(V,W), S € L(IW,U), cu matricele My si Mg, intr-o baza. Consideram

aplicatia compusa SoT : V — U cu matricea Mgor. Atunci
MSOT - MsMT-

Demonstratie. Intr-adevir, se poate observa usor ¢i pentru v € V avem (T'(v)) =
My (v) unde (T'(v)), respectiv (v) sunt coordonatele lui 7'(v), respectiv v in baza
corespunzatoare. Similar, pentru w € W avem (S(w)) = Mg(w).

Deci, (SoT(v)) = (S(T(v))) = Ms(T'(v)) = MsMr(v), sau, echivalent
Mgor = MsMr.
[

Fie V' si W spatii vectoriale si T € L(V, W) o aplicatie liniara. InV si W con-
sideram bazele e = {eq,...,en} st f = {f1,..., fu}, Inraport cu aceste baze aplicatia
liniara are matricea M}f ) Dacé consideram alte doud baze ¢’ = {el,...,el } si
f=Af1,-.., [} matricea lui T in raport cu aceste baze va fi M}f/’e/). Ce relatie

vom avea intre matricile aceleagi aplicatii liniare in aceste doua baze?
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Teorema 3.25. [n conditiile de mai sus MY ¢ = PU"DpTe) plee)
Demonstratie. Sa consideram v € V i fie w = T'(v). Avem
(w)y = M (@) = M PEI)e.

Pe de alta parte

(w)r = PV D (w); = PYD(T(0)); = PUHME ().
Luand in considerare (P(¢¢)~1 = P¢) obtinem

M) Z pUD A (Pl ey=1 Z pU'h e ple),

[l

Corolarul 3.26. Fie e si €' doud baze ale spatiului vectorial finit dimensional V' si
fieT :V —V o aplicatie liniara. Daca T este reprezentata de matricile A = M;e’e)
si Al = Mi(pel’e,) in raport cu e si € respectiv, atunci A’ = PAP~! unde P este

matricea de trecere din baza e in baza €.

3.3 Probleme

Problema 3.3.1. Consideram urmitoarele aplicatii T : R® — R3. Verificati care

dintre acestea sunt aplicatii liniare.
a) T(x1,z2,73) = (23, 19, 73).
b) T'(z1,xe,x3) = (3,21, %2).
c) T(zy,xe,23) = (21 — 1, 29, 23).

d) T(z1,x9,23) = (1 + x2, T2 — T3, T1 + T2 + T3).
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e) T(I‘l, T, 1’3) = (l’g, 0, 0)
f) T(.Tl, Ta, Slfg) = (1’1, QIQ, 3%3)

Problema 3.3.2. Fie T € End(V) si fie {e; : i = 1,n} o bazd in V. Demonstrati

ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. Matricea lui T, in raport cu baza {e; : i = 1,n} este superior triunghiulara.
2. T(ey,) € span{ey, ..., e} pentru orice k = 1, n.
3. T(span{ey, ..., e,}) = span{ey, ..., e} pentru orice k = 1, n.

Problema 3.3.3. Fie T}, T5 : R* — R? avand matricile

310
Mrp =10 2 1],

1 2 3
respectiv
-1 4 2
My, = 0 4 1
0 05

in baza canonica a lui R3.
a) Gasiti imaginea vectorului (0,1, —1) prin Ty, T, *, Ty, Ty .
b) Gasiti imaginea vectorului (1,3, —2) prin T} + Ty, (T} + Ty) .
c¢) Gasiti imaginea vectorului (1,2,0) prin 73 o Ty, 15 o T}.

Problema 3.3.4. Fie V un spatiu vectorial complex si fie T' € End(V). Aratati ca
exista o baza in V astfel incat matricea lui T relativ cu aceasta baza este superior

triunghiulara.
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Problema 3.3.5. Fie T': R* — R3 o aplicatie liniara reprezentats de matricea

0 -1 -1 -3
Gasiti o baza in ker T, im T si dimensiunea spatiilor V, W ker T gi imT'.
Problema 3.3.6. Aratati ca o aplicatie liniara T : V' — W este injectiva daca si

numai daca are proprietatea de a transforma submultimile liniar independente ale

lui V' in submultimile liniar independente ale lui W.

Problema 3.3.7. Aratati ca o aplicatie liniara 7' : V' — W este surjectiva daca si
numai daca are proprietatea de a transforma orice multime de generatori a lui V'

intr-o multime de generatori din W.

Problema 3.3.8. Fie T': V — W o aplicatie liniara reprezentata de matricea

0 -2 -2 -3

Determinati dim V, dim W gi gasiti o baza in im 7T si ker T'.

Problema 3.3.9. Gasiti toate aplicatiile liniare 7" : R — R cu proprietatea im T =
kerT'.
Gasiti toti n € N astfel incat sa existe o aplicatie liniara T : R™ — R" cu

proprietatea im 7T = ker T'.

Problema 3.3.10. Fie V, respectiv Vj, i = 1,n spatii vectoriale peste C. Aratati

cadacaT : Vi x Vo x---xV, — V este o aplicatie liniara atunci exista si sunt unice

aplicatiile liniare T; : V; — V', ¢ = 1, n astfel incat

T(Ul, . ,’Un) = Tl(’Ul) + Tz(’l)g) + 4 Tn(vn)
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Problema 3.3.11. (Prima teorema de izomorfism). Daca T : V. — W este o

aplicatie liniara intre spatii vectoriale V' i W, atunci
V/kerT ~imT.
[Indicatie: aratati ca aplicatia S : V/kerT — imT, S(v + kerT) = T'(v) este o
aplicatie liniara bijectiva.]
Problema 3.3.12. (A doua teorema de izomorfism). Daca U si W sunt subspatii

ale spatiului vectorial V, atunci
(U+W)/W ~U/(UNW).

[Indicatie: se defineste aplicatia T': U — (U + W) /W prin regula T'(u) = u+W,
si se arata ca T este o aplicatie liniara, se folosegte problema anterioara.]
Problema 3.3.13. (A treia teorema de izomorfism). Fie U si W subspatii ale
spatiului vectorial V' astfel incat W C U. Aratati ca U/W este un subspatiu al lui
V/W sica (V/W)/(U/W)~V/U.

[Indicatie: se definegte aplicatia T': V/W — V/U prin regula T'(v+W) = v+ U,
se arata ca T este o operator liniar gi se folosegte prima teorema de izomorfism. |

Problema 3.3.14. Aratati ca orice subspatiu U al unui spatiu vectorial finit di-

mensional V' este nucleul si imaginea unor operatori liniari adecvati din V.

Problema 3.3.15. Fie T : R* — R* avand matricea

12 0 1
30 —1 2

My =
25 3 1
12 1 3

in bazd canonici {e;, e, €3, ¢4} of RY.

Gasiti matricea lui 7' in raport cu bazele urmatoare:
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a) {61763762764}-
b) {61,61+€2,€1+€2+€3,€1+€2+€3+€4}.
c) {es —e1,e3+eq, 60 — ey €4}

Problema 3.3.16. O aplicatie liniarda T : R? — R? este definita de T'(x 9, x3) =
(1 —xg — 23, —1 +23). Fie e = {(2,0,0),(—1,2,0),(1,1,1)} si f = {(0,-1),(1,2)}
baze in R? si respectiv R?. Gasiti matricea care reprezintd T in raport cu aceste

baze.



Vectori proprii si forma canonica Jordan

4.1 Subspatii invariante. Vectori si valori proprii

In aceastd parte vom dezvolta in continuare teoria aplicatiilor liniare, gi anume,
suntem interesati de structura unui operator.

Vom incepe prin a descrie pe scurt ceea ce ne asteptam sa obtinem.

Sa presupunem ca avem un spatiu vectorial V' peste un corp F si un operator
liniar 7" € End(V). Presupunem de asemenea ca avem descompunerea in suma

directa:

V= é U;,
=1

unde fiecare U; este un subspatiu direct al lui V. Pentru a intelege comportarea lui
T este nevoie doar de a intelege comportarea fiecarei restrictii 7'|y,. A studia T'|y,
ar fi mai ugor decat a studia 7" deoarece U; este un spatiu vectorial "mai mic” decat
V. Oricum avem o problema: daca dorim sa aplicam instrumente care sunt folosite
in mod uzual in teoria aplicatiilor liniare, problema este ca in general T' poate sa

nu transforme Uj in el Insusi, cu alte cuvinte 7’|y, poate sa nu fie un operator pe

7
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U;. Pentru acest motiv este natural sa consideram doar acele feluri de descompuneri

pentru care T transforma fiecare U; in el Insusi.

Definitia 4.1. Fie V un operator peste spatiul vectorial V' peste F si U un subspatiu
al lui V. Subspatiul U este numit invariant in raport cu T daca T(U) C U, cu alte

cuvinte T'|y este un operator al lui U.

Bineinteles ca o alta intrebare naturala se ridica lucrand cu subspatii invariante.
Cum se comporta un oparator pe un subspatiu invariant de dimensiune unu? Fiecare
subspatiu de dimensiune unu este de forma U = {\u|A € F}. Daca U este invariant
in raport cu 7 rezulta ca T'(u) ar trebui sa fie in U, si deci trebuie sa existe un scalar
A € F astfel incat T'(u) = Au. Invers, daca un vector diferit de vectorul u exista
in V astfel incat T'(u) = Au, pentru A € F, atunci subspatiul U este generat de u
este invariant in raport cu 7" gi pentru orice vector v in U avem T'(v) = Av. Pare

rezonabil sa dam urmatoarea definitie:

Definitia 4.2. Fie T' € End(V) un operator pe un spatiu vectorial peste corpul F.
Un scalar A € F se numeste valoare proprie pentru T daca exista un vector diferit de
zero v € V' astfel incit T(v) = Av. Un vector corespunzator care satisface egalitatea

de mai sus se numeste vector propriu asociat valorii proprii \.

Multimea vectorilor proprii ai lui T" corespunzatori unei valori proprii A formeaza
un spatiu vectorial, notat cu E()), subspatiul propriu corespunzator valorii proprii
A. Este evident ca E(X\) = ker(T — \y).

Pentru cazul finit dimensional fie M7 matricea lui T intr-o baza oarecare. Egal-
itatea T'(v) = Av este echivalenta cu Mrv = Av, sau (Mp — Al,)v = 0, care este
un sistem liniar. Evident acest sistem liniar omogen de ecuatii liniare are solutii

netriviale daca si numai daca
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Sa observam ca det(Mr — Al,,) este un polinom de gradul n in A, unde n = dim V.
Acest polinom este denumit polinom caracteristic al operatorului 7'. Deci, valorile
proprii ale lui 7" sunt radacinile polinomului caracteristic.

Mai observam si faptul ca polinomul caracteristic nu depinde de alegerea bazei
B care este folosita la calculul matricii My a transformarii 7', intr—adevér, fie B o

alta baza si M7 matricea lui 7' in raport cu noua baza. Mai mult, fie P matricea

transformarii din B in B’. Deci M) = P~'M7P si det(P) # 0. Avem

det(P'MpP — M) = det(P~'MyP — P~*(\I)P)
= det(P~*(My — AI)P)
1

= dct(P) det(Mp — A1) det(P)

= det(Mp — \I),
ceea ce demonstraza ceea ce am pretins.

Teorema 4.3. Fie T' € End(V). Presupunem ca \;,i = 1,m, sunt valori proprii
distincte ale lui T, si v;,© = 1, m, sunt vectorit propric corespunzatori. Mulfimea

Vi,..., U, este lintar independenta.
{vr, ..., vm} P

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca multimea {vq,...,v,} este liniar de-

pendenta. Rezulta ca exista un cel mai mic index k astfel incat
vk € spanf{vy, ..., Vg 1}

Prin urmare exista scalarii aq, . ..ay_; astfel incat
Vp = a1V + ...0_1Vf_1-

Aplicand T egalitatii de mai sus, obtinem

/\kvk = al)\lvl —+ ... ak_l)\k_ﬂ)k_l.
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Rezulta ca

0=a1(Ax —A)vr + - 4+ arp—1( A — Mg—1) V1.

Deoarece am ales k ca fiind cel mai mic index astfel incat vy = a1v1 4+ -+ ap_10%_1,
rezultd ca multimea {vy,---vg_1} este liniar independenta. Rezulta ca toate a-urile

sunt zero. O

Corolarul 4.4. Un operator T pe un spatiu vectorial finit dimensional V' are cel

mult dim'V' valort proprii distincte.

Demonstratie. Aceasta este o consecinta evidenta a faptului ca intr-un spatiu vec-

torial avem cel mult dim V' vectori liniar independent;. [

Aplicatiile liniare care au exact n = dim V' vectori proprii liniar independenti au
niste proprietati foarte dragute si simple. Acesta este cel mai fericit caz pe care il

putem intalni in clasa aplicatiilor liniare.

Definitia 4.5. O aplicatie lintara T : V — V se spune ca este diagonalizabila daca

exista o baza a lur V' compusa din n vectori proprii independenti unde n = dim V.

Reamintim ca matricele A gi B sunt asemenea daca exista o matrice inversabila
P astfel incat B = PAP~!. Prin urmare, o matrice A este diagonalizabila daca este

asemenea cu o matrice diagonala D.

4.2 Polinomul minimal al unui operator

Motivul principal pentru care exista o teorie mai bogata a operatorilor liniari decat
a aplicatiilor liniare este ca operatorii pot fi ridicati la putere (putem sa consideram

compunerea unui operator cu el insusi).
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Fie V un spatiu vectorial n-dimensional peste corpul F i 7" : V' — V un operator
liniar.

Acum, L(V,V) = End(V) este un spatiu vectorial n? dimensional. Putem con-
sidera T? = T o T si bineinteles putem obtine 7" = 7" ! o T' in mod inductiv.
Definim TP ca fiind operatorul identitate I = I, pe V. Daca T este inversabila

(bijectiva), atunci existd 71, deci putem defini 7-™ = (T~1)™. Bineinteles ca
TT™ =T pentru m,n € Z.
Pentru T" € End(V) si p € F[X]| un polinom dat de
p(z) =ap+az+...a,2", z€F
definim operatorul p(T") dat de
p(T) =aol + T+ ...a,T™.

Aceasta este o noua utilizare a aceluiasi simbol p, deoarece putem aplica operatorii
nu doar elementelor din F. Daca fixam operatorul 7' obtinem o functie definita pe
F[X] cu valori in End(V'), data de p — p(T) care este liniara. Pentru p,q € F[X]
definim operatorul pq dat prin (pq)(T") = p(T)q(T).

Acum Incepem studiul existentei valorilor proprii si proprietatilor acestora.

Teorema 4.6. Orice operator peste un spatiu vectorial complex finit dimensional,

diferit de zero, are o valoare proprie.

Demonstratie. Presupunem ca V este un spatiu vectorial complex finit dimensional

siT € End(V). Alegem v € V., v # 0. Consideram multimea

(v, T(v), T*(v),...T"(v)).
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Aceasta multime este un sistem liniar dependent (ei sunt n+1 vectori gi dim V' = n).

Atunci exista numerele complexe, ag, . .. a,, nu toate 0, astfel Incat
0=aw+a;T(v)+ -+ a,T"(v) .
Fie m cel mai mare index astfel incat a,, # 0. Atunci avem descompunerea
ap+ a1z + -+ apz™ =ag(z— A1) ... (2 = Ap) -
Rezulta ca
0 = aw+a,TWw)+...a,T"(v)

= (apl +a T+ ...a, T")(v)

= ao(T—/\ll)(T—/\m]>(U) .

ceea ce Inseamna cd T'— \;1 nu este injectiva pentru cel putin un j, sau echivalent

T are o valoare proprie. [

Observatia 4.7. Afirmatia analoaga nu este adevarata pentru spatiile vectoriale
reale. Dar spatiile vectoriale reale sunt intotdeauna subspatii invariante de dimen-

siune 1 sau 2.

Exemplul 4.8. Fie T : F? — F? dat de T(z,y) = (—y,x). Acesta nu are valori

proprii si vectori proprii daca F = R. Gasiti-i daca F = C.
Evident, T'(z,y) = A(z,y) conduce la (—y,x) = A(x,y), sau echivalent

A +y=0
Ay —x =0.
Sistemul anterior este echivalent cu z = Ay, (A\* + 1)y = 0.

Daca A € R atunci solutia este z = y = 0, dar sa observam ca (0,0) este exclus

din vectorii proprii prin definitie.
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Daca A € C obtinem valorile proprii A\ = 7, A\a = —i si vectorii proprii core-

spunzatori (i,1) € C?, respectiv (—i,1) € C2.

Teorema 4.9. Orice operator pe un spatiu vectorial real de dimensiune impard are

o valoare proprie.

Demonstratie. Fie T € End(V) sin = dim V numar impar. Valorile proprii ale lui T
sunt radacinile polinomului caracteristic care este det(Mp—AI,). Acest polinom este
un polinom de grad n in A, deci, deoarece n este impar, ecuatia det(Mp — AI,) =0

are cel putin o solutie reala. O]

Un scop central al algebrei liniare este de a arata ca un operator dat 7' € End(V)
are o matrice rezonabil de simpla intr-o baza data. Este natural sa ne gandim ca
rezonabil simplu inseamna cat de multi de zero posibil.

Reamintim c& pentru o baza {ey, k = 1,n},

T(ex) = ) amei
=1

unde My = (ai;);—15 este matricea operatorului.

j=1n

Teorema 4.10. Presupunem T € End(V) si {e;,;i = 1,n} este o bazd a lui V.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. Matricea lui T in raport cu o bazd {e;,i = 1,n} este superior triunghiulard.
2. T(ex) € spaney, ..., ey} pentru k = 1,n.
3. spaniey, ..., e.} este invariantd in raport cu T pentru fiecare k = 1, n.

Demonstratie. 1<2 evident rezulta din definitie. De asemenea si 3=2. Ramane

doar de a demonstra ca 2=-3.
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Deci, presupunem ca 2 are loc. Fixam k € {1,...,n}. Din 2 avem
T(ey) € span{e; } C span{ey, ..., ex}
T(ey) € span{e;, es} C span{ey,...,ex}
T(ey) € span{ey,...,ex} C span{ey, ..., ek}
Deci, pentru v o combinatie liniara de vectorii {ey,...,e;} avem ca

T'(v) € span{ey, ..., e},
i prin urmare 3. are loc. [

Teorema 4.11. Presupunem ca'V' este un spatiu vectorial complez si T € End(V).
Atunci ezistda o baza a lui V' astfel incat T este o matrice superior triunghiulard in

raport cu baza.

Demonstratie. Facem inductie dupa dim V. Evident afirmatia are loc pentru dim V' =
1.

Presupunem ca dimV' > 1 si afirmatia are loc pentru toate spatiile vectoriale
complexe de dimensiune mai mica decat dimensiunea lui V. Fie A o valoare proprie
a lui T' (aceasta exista) si

U=1im(T — \I).

Deoarece T' — AI nu este surjectiva, dimU < dim V. Mai mult U este invarianta
in raport cu T, deci pentru v € U exista v € V astfel incat u = T'(v) — Av, deci
T(u) =T(T()) = AT'(v) = (T — M )(w) € U unde w = T'(v).

Prin urmare, T'|;; este un operator peste U. Din ipoteza inductiei exista o baza

{u1,...,up} a lui U in raport cu care T|y are o matrice superior triunghiulara.
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Deci, pentru orice j € {1,...,m} avem
T(u;) =T|u(u;) € spanfuy, ..., Uy}

Extindem baza {uj,...,u,} a lui U la o baza {uy,...up,v1,...v,} a lui V.

Pentru orice k = 1,n

T(Uk) = (T — /\])(Uk) -+ )\Uk.

Din definitia lui U, (T' — A )(vx) € U = span{uy, ..., un}. Asadar ecuatia de mai
sus arata ca

T(vg) € span{uy, ..., U, Vg }-

Din aceasta, In virtutea teoremei anterioare, rezulta ca T are o matrice superior

triunghiulara in raport cu aceasta baza. [

Unul dintre aspectele pozitive ale acestei teoreme este ca, daca avem acest tip de

baza, putem decide daca operatorul este inversabil prin analiza matricii operatorului.

Teorema 4.12. Presupunem ca T € End(V') are o matrice superior triunghiulard
i raport cu o baza a lui V. Atunci T este inversabila daca st numai daca toate

elementele de pe diagonala matricii sunt diferite de zero.

Demonstratie. Fie {e1,...,e,} o baza a lui V in raport cu care T' are matricea
)\1 *
0 A
My = ’
0 O
0O 0 0 M\,

Vom demonstra ca 7" nu este inversabila daca unul din )\ este egal cu zero. Daca

A1 = 0, atunci T'(vy) = 0, deci T nu este inversabila, aga cum doream.
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Presupunem ca A\, = 0, 1 < k£ < n. Operatorul T transforma vectorii ey, ..., e._1
in span{ey,...,e,_1} si, deoarece A\, = 0, T'(ex) € {e1,...,ex_1}. Deci, vectorii
T(ey),...,T(ex) sunt liniar dependenti (sunt k vectori intr-un spatiu vectorial k& — 1
dimensional, span{ey, ..., ex_1}. Prin urmare 7 nu este injectiv, si nu este inversabil.

Presupunem ca T nu este inversabil. Atunci ker T # {0}, deci v € V, v # 0

exista astfel incat T'(v) = 0. Fie
vV=ai€] + -+ aney
si fie k cel mai mare intreg cu ay # 0. Atunci

v:a161+-~~+akek,

0="T(v),
0= T(a161 + -+ akek),
0= (alT(61> + -+ ak_lT(ek_l)) + akT(ek).

Termenul (a;7(e1)+- - -+agr_1T(ex_1)) este in span{ey, ..., ex_; }, datorita formei
lui My. In cele din urma T(e;) € span{e; ..., ex_1}. Asa ci T(ey) este scris ca o
combinatie liniara a bazei {ey,...,e,}, coeficientii e; vor fi zero. Cu alte cuvinte,
A= 0. ]

Teorema 4.13. Presupunem ca T € End(V) are o matrice superior triunghiularda
in raport cu o baza a lui V. Atunci valorile proprii ale lui T sunt exact valorile de

pe diagonala principala a matricii superior triunghiulare.

Demonstratie. Presupunem ca avem matricea {eq,...,e,} astfel incat matricea lui
T este superior triunghiulara in aceasta baza. Fie A\ € [F, si consideram operatorul
T — M. Este aceeasi matrice, exceptand ca pe diagonala elementele sunt \; — A iar
elementele din 7" sunt A;. Rezulta ca T'— AI nu este inversabila daca \ este egal cu

Aj. Deci A este o valoare proprie aga cum am dorit. O
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4.3 Matrice diagonala
O matrice diagonala este o matrice cu elementele zero exceptand eventual elementele
de pe diagonala.

Propozitia 4.14. Daca T € End(V) are dimV walori proprii distincte, atunci T

are o matrice diagonala

A1 0
A2
0 An
in raport cu o anumita baza.
Demonstratie. Presupunem ca T" are dim V' valori proprii distincte, Ay, ..., \,, unde
n = dim V. Alegem vectorii proprii corespunzatori ey, ...,e,. Deoarece vectorii

diferiti de zero corespunzatori valorilor proprii distincte sunt liniar independenti,
obtinem un set de vectori cu cardinalul egal cu dim V', care este o baza, si in aceasta

baza matricea lui T" este diagonala. O]

Urmatoarea propozitie impune cateva conditii unui operator care sunt echivalente

cu a avea o matrice diagonala.

Propozitia 4.15. Presupunem ca T € End(V). Notam Ay,...,\, valorile proprii

distincte ale lui T'. Urmatoarele conditii sunt echivalente.

1. T are o matrice diagonala in raport cu o baza din V.
2. 'V are o baza formata din vectori propri.

3. Euxista subspatiile de dimensiune unu Uy, ..., U, ale lui V', fiecare invariant in

raport cu T astfel incat

V=U®® - &Upn.
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bV =ker(T = MI) @ - @ ker(T — \I).
5. dimV = dim ker(T' — M) + - - + dim ker(T — N\, 1).

Demonstratie. Am vazut ca 1 < 2. Presupunem ca 2 are loc. Alegem {ey,..., e}
o baza formatd din vectori proprii, si U; = span{e;}, pentru i = 1,m. Deci 2 = 3.
Presupunem ci 3 are loc. Alegem o bazd e; € Uj, j = 1,m. Rezultd c& fiecare
ej, 7 = 1,m este un vector propriu, deci ei sunt liniar independenti, si deoarece ei
sunt m vectori, formeaza o baza. Asadar 3 implica 2.

Acum gtim ca 1, 2, 3 sunt echivalente. In cele ce urmeazi vom demonstra urmétorul
lant de implicatii

2=4=5=2

Presupunem ca 2 are loc, atunci V' are o baza formata din vectori proprii. Atunci
fiecare vector din V' este o combinatie liniara de vectori proprii din 7', adica
V =ker(T — M)+ +ker(T — N\, I).
Aratam ca aceasta este o suma directa. Presupunem ca
O=wup+-+uy,,

cu u; € ker(T'— \;I), j = 1,n. Acestia sunt liniar independentji, deci ei sunt toti 0.
In cele din urmi implicatia 4 = 5 este evidenta deoarece in 4 avem o suma
directa.
5= 2.dimV = dim ker(T'— A I)+- - -+dim ker(T'—\,I). Conform cu rezultatul

precedent, valorile proprii distincte au condus la vectori proprii liniar independent;.

Fie {ef,...,el },....{ef,... e} baze in ker(T — \I),... ker(T — X\,I). Atunci
dimV =iy + - +iy, i {eg,...,e;,,...,€f,... e} } sunt liniar independenti. Prin
urmare V' = span{ej, . .. ,62-11, ...,€f,... e } ceea ce demonstraza ca 2 are loc. [
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2 -1 -1
Exemplul 4.16. Fie matricea A = | —1 2 —1|. Aratati ca A este diagonal-
-1 -1 0

izabila gi gasiti o matrice diagonala asemenea cu A.

Polinomul caracteristic al lui A este
det(A—=X) = =N +42 - A—6=—-A+1A=2)(A-3).

Deci, valorile proprii ale lui A sunt Ay = —1, Ay = 2 i A3 = 3. Pentru a gasi vectorii
proprii corespunzatori, trebuie sa rezolvam cele trei sisteme liniare (A + I)v = 0,
(A—2I)v = 0si (A—3I)v = 0. Rezolvand cele trei sisteme, gasim ca spatiile
solutiilor sunt

{(a, a,2a) : a € R},
{(a,, —) : @ € R},

respectiv

{(a, =, 0) : @ € R}.
Deci, vectorii proprii corespunzatori lui A1, Ag §i A3 respectiv, sunt v; = (1,1,2), vy =
(1,1,—1) si respectiv v = (1,—1,0). Exista 3 vectori proprii liniar independenti,

deci A este diagonalizabila.

1 1 1
Matricea de trecere este P = [vy|vg|vs] = |1 1 —1
2 -1 0
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Deci, matricea diagonala asemenea lui A este

-1 0 0
D=P'AP=1| 0 2 0
0O 0 3

Evident putem sa calculam direct D, stiind ca D este matricea diagonala avand

valorile proprii ale lui A pe diagonala sa principala.

Propozitia 4.17. Daca A este o valoare proprie pentru un operator (endomorfism)

T, siv#0,v eV este un vector propriu atunci avem:

1. Yk € N, M¥ este o valoare proprie pentru TF = T o---oT (k ori) si v este

vector propriv al lui T*.

2. Daca p € F[X] este un polinom cu coeficienti in F, atunci p(\) este o valoare

proprie pentru p(T) si v este un vector propriu al lui p(T).

3. Pentru T automorfism (endomorfism bijectiv), ™! este o valoare proprie pen-

tru T~ si v este un vector propriu pentru T

Demonstratie. 1. Avem T'(v) = v, deci T o T(v) = T(Av) = AT(v) = N\v. Pre-

supunem ca 7% 1(v) = M1y, Atunci TF(v) =
ToTH ) =T(TF (v)) = TN 1) = M1 T(v) = M = New,
2. Fiep=ap+ a1z + -+ a,a” € FIX]. Atunci p(T)(v) =
aol (V) + a T (v) + -+ + a,T"(v) = agv + a1 (Av) + - - - + a,(A\"v) = p(A)v.

3. T7'(v) = u astfel incat T'(u) = v. Dar v = AT (v) = T(A\ '), deci T(u) =

T(A'v). Deoarece T este injectiv avem u = A~'v, sau echivalent 77! (v) = A"lv. O
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Exemplul 4.18. Fie 7' : V. — V o aplicatie liniara. Aratati ca daca —1 este o
valoare proprie a lui 7% 4+ T atunci 1 este o valoare proprie a lui 7%. Aici I este

aplicatia identitate si 72 = T o T, etc.
Din faptul c& —1 este o valoare proprie a lui T2 + T existd v # 0 astfel incat
(T 2 4 T) v = —v,
sau, echivalent
(T*+T+1)v=0.

Acum, aplicand aplicatia liniard 7" — I (reamintim ca o aplicatie liniara formeaza
un spatiu vectorial, deci suma sau diferenta a doua aplicatii liniare este tot liniara)

relatiei de mai sus obtinem
(T-0)(T*+T+1)v=0.

Aici am folosit faptul ca, din liniaritate, (T"— 1) 0 = 0.
In final, calcule simple aratd ci (T — I) (T? + T+ I) = T* — I, deci ecuatjia de
mai sus arata ca

T3y = v,

aga cum am dorit.

4.4 Forma canonica Jordan

Intr-o sectiune anterioara am studiat endomorfismele care sunt diagonalizabile.
Fie V un spatiu vectorial de dimensiune finita n peste un corp F. Fie T :
V — V si fie Ay o valoare proprie a lui 7. Consideram matricea endomorfismului

intr-o baza, T'(v) = Mpv. Valorile proprii sunt radacinile polinomului caracteristic
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det(M; — AI,,) = 0. Poate fi aratat ca acest polinom nu depinde de baza si de
matricea Myp. Deci, va fi numit polinomul caracteristic al endomorfismului 7', si
va fi notat cu P()), si desigur ca grad P = n. Cateodata este denumit polinomul
caracteristic al matricii, dar vom intelege ca e matricea asociata unui operator.
Notam prin m(\g) multiplicitatea lui A\ ca radacina a acestui polinom. Asociat

la valoarea proprie Ay consideram subspatiul propriu corespunzator lui \y:

E(X\) ={v € V|T'(v) = \gv}.

Consideram o baza a lui V si fie My matricea lui T in raport cu aceasta baza.

Avem ca:

Teorema 4.19. Cu notatiile de mai sus, urmdatoarea afirmatie are loc:
dim E(Xo) = n — rang (Mr — AoI) < m(Xo).

Demonstratie. Evident este indeajuns sa demonstram afirmatia in V' = R". Fie

x1, %3, ..., T, vectori proprii liniar independenti asociati lui Ao, deci dim E()\g) = r.
Completam aceasta multime cu z,41, ...z, la o baza din R". Fie P o matrice ale carei
coloane sunt z;, i = 1,n. Avem MpP = [Aoz1|... | ox,|...]. Obtinem ca primele r

coloane ale lui P~ My P sunt diagonale cu \g pe diagonala, dar restul coloanelor sunt
indeterminabile. Aratam mai departe ca P~1MpP are acelasi polinom caracteristic

ca si Mrp. Intr-adevir
det(P~'MpP — M) = det(P~*MyP — P~ (AI)P) =

det(P~ (Mz — \I)P)

- 2507 det(My — N det(P) = det(My — ).

Dar deoarece cele cateva coloane ale lui P~'MpP sunt diagonale cu A\ pe di-
agonala avem ca polinomul caracteristic al lui P~'MpP are un factor de cel putin

(Ao — A)", deci multiplicitatea algebrica a lui A\g este cel putin 7.
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]

Valoarea dim E()\g) este numita multiplicitatea geometrica a valorii proprii Ag.

Fie T € End(V), si presupunem ca radacinile polinomului caracteristic sunt
din F. Fie A\ o radacina a polinomului caracteristic, adica o valoare proprie a lui
T. Consideram m multiplicitatea algebrica a lui A si ¢ = dim E(\) multiplicitatea
geometrica a lui .

Este posibil sa gasim ¢ vectori proprii §i m — ¢ vectori principali (deasemenea
denumiti si vectori proprii generalizati), toti liniari independenti, si un vector propriu

v §i vectorii principali corespunzatori uq, ..., u, care satisfac
T(w) =X, T(u1) = Aug + v, ..., T(uy) = Aty + Up_y.

Definitia precedenta poate fi spusa in mod echivalent astfel:

Un vector u diferit de zero este denumit vector propriu generalizat de rang r
asociat valorii proprii A dacd si numai daca (T — A)"(u) = 0 si (T — A\I)"(u) # 0.
Observam ca un vector propriu generalizat de rang 1 este un vector propriu obignuit.
Vectorii proprii definiti anterior ca vectori principali uq, ..., u, sunt vectorii proprii
generalizati de rang 2,...,r + 1.

Este cunoscut ca daca X\ este o valoare proprie cu multiplicitatea algebrica m,
atunci sunt m vectori proprii liniar independenti asociati lui \.

Acesti vectori proprii si vectori proprii generalizati asociati tuturor valorilor pro-
prii ale lui 7', formeaza o baza a lui V', numita baza Jordan in raport cu 7. Matricea

lui T relativ la o baza Jordan este numita matricea Jordan, si are forma

i
o
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J-urile sunt matrici, numite celule Jordan. Fiecare celula reprezinta contributia

unui vector propriu v, si vectorilor principali corespunzatori, uq, ... u,, si are forma
Al
Al
Al e M, 1 (F)
1
A

Este ugor sa vedem ca matricea Jordan este o matrice diagonala daca nu sunt
vectori principali, daca m(A) = dim E()) pentru fiecare valoare proprie A.

Fie M7y matricea lui T in raport cu o baza data B, gi J matricea Jordan in raport
cu o baza Jordan B’. Fie P matricea de trecere din B la B’, deci are coloane ce
contin vectori proprii sau vectori proprii generalizati. Atunci J = P~'M;P, deci

My = PJP7

0 10
Exemplul 4.20. Consideram operatorul cu matricea A = | —4 4 (0| . Gasiti
-2 1 2

matricea Jordan i matricea de transformare a matricii A.

Polinomul caracteristic al lui A este det(A—\I) = (2—\)3, deci A\ = 2 este o val-
oare proprie cu multiplicitatea algebrica 3. Rezolvand sistemul omogen (A—21)v = 0
obtinem spatiul solutiilor £(2) = ker(A —2I) = {(«, 2a, f) : o, f € R}. Deci dimen-
siunea lui E(2) este 2, prin urmare valoarea proprie A = 2 are multiplicitatea geo-
metrica 2. Prin urmare putem lua vectorii proprii liniar independenti v; = (1,2,1)
respectiv v = (0,0, 1). S& remarcam ca avem nevoie de un vector propriu general-

izat, care poate fi obtinut ca solutie a sistemului

(A—=20u = ;.
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Solutiile acestui sistem sunt date de multimea {(«,2a + 1,5) : a, 8 € R}, deci
vectorul propriu generalizat, este u; = (1, 3,0).

Sa remarcam ca vy, u1, v9 sunt liniar independenti, deci avem matricea de trecere

1 10 3 -1 0
P=vuilva] =2 3 0| . Atunci P"'=1-2 1 0], deci
1 01 -3 1 1
210

J=P'AP=10 2 0

00 2
-1 —-18 -7
Exemplul 4.21. Consideram operatorul cu matricea A = | 1 —13 —4 | . Gasiti
-1 25 8
matricea Jordan si matricea transformarii lui A.
Polinomul caracteristic al lui A este det(A — A\I) = —(\ + 2)3, deci A = —2

este o valoare proprie cu multiplicitatea algebrica 3. Rezolvand sistemul omogen
(A + 2[)v = 0 obtinem spatiul solutiilor E(2) = ker(A + 21) = {(ba, 3av, —Tav) :
« € R}. Deci dimensiunea lui E(2) este 1, prin urmare valoarea proprie A = 2 are
multiplicitatea geometrica 1. Deci putem lua vectorul propriu liniar independent
v = (5,3, —7). Sa remarcam ca avem nevoie de doi vectori proprii generalizati, care

pot fi obtinuti ca solutii ale sistemului

(A+20)uy = v,
respectiv
(A + 2])U2 = Ux.
Solutiile primului sistem sunt cuprinse in multimea {(—#, —@,a) s a € R},

deci un vector propriu generalizat, pentru o = 4 este u; = (—3,—2,4).
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Solutiile sistemului (A + 21)ug = uy cu uy = (=3, —2,4) sunt date de multimea
{(—@, %,a) : a € R}, deci un vector propriu generalizat, pentru o = 5 este

uy; = (—4,—2,5). Sa remarcam ca v, u, up sunt liniar independenti, deci vom lua ma-

5 —3 —4 -2 -1 =2
tricea de trecere P = [v1|usfus] = | 3 —2 —2 | . AtunciP'=|_-1 -3 —2],
-7 4 5 -2 1 -1
deci
-2 1 0

4.5 Probleme

Problema 4.5.1. Gasiti valorile proprii si vectorii proprii ai operatorului 7' :

C>(1,b) — C=(1,b), T(f)(z) = L.

re®

Problema 4.5.2. Gasiti matricele care diagonalizeaza urmatoarele matrice:

1 2 -1
1 5
a) b)) l1 o0 1
3 3
4 —4 5

Problema 4.5.3. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de trecere pentru ma-

tricea
2 1 -1
3 -2 3
2 -2 3

Problema 4.5.4. Aratati ca o matricea patratica si transpusa sa au aceleasi valori

proprii.
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Problema 4.5.5. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de transformare pentru

matricea
6 6 —15
1 5 -5
1 2 =2

Problema 4.5.6. Gasiti valorile proprii si vectorii proprii ai operatorilor 7" : C[—7, 7] —
Cl—m, ],
T(f)(x) = / (x cosy + sinxsiny) f(y)dy.

—T

Problema 4.5.7. Gasiti forma canonica Jordan gi matricea de transformare pentru

matricea
4 1 1
-2 2 =2
1 1 4

Problema 4.5.8. Gasiti valorile proprii si vectorii proprii ai operatorului T :

Cl—m,n] = C[—m7, 7],

T(f)(x) = / " (cos(x — ) + 1) (y)dy.

-7

Problema 4.5.9. Gasiti forma canonica Jordan gi matricea de trecere pentru ma-

tricea
7T =12 6
10 —19 10
12 —-24 13

Problema 4.5.10. Gasiti valorile proprii si vectorii proprii ai operatorului T :

C>(1,2) = C*(1,2), T(f)(x) = £

sin“ x”

1 1
Problema 4.5.11. Gasiti matricea triunghiulara a matricii A =

-1 3
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Problema 4.5.12. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de trecere pentru

matricea
4 -5 2
5 =7 3
6 —9 4

Problema 4.5.13. Gasiti valorile proprii si vectorii proprii pentru operatorul 7" :

C>®(1,b) — C>(1,b), T(f)(z) = L@

tanZ z°

Problema 4.5.14. Gasiti forma canonica Jordan gi matricea de trecere pentru

1 1 0

Problema 4.5.15. Aratati ca o matrice complexa 2 x 2 nu este diagonalizabila daca

a
si numai daca este asemenea cu o matrice de forma , unde b # 0.
0 a

Problema 4.5.16. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de trecere pentru

matricele
1 -3 3 4 6 —15
-2 —6 131, 1 3 -5
-1 —4 8 1 2 —4

Problema 4.5.17. Aratati ca daca A si B sunt matrice de tip n x n, atunci AB si

BA au aceleasi valori proprii .

Problema 4.5.18. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
2 6 —15

1 1 =5
1 2 —6



Spatii liniare cu produs scalar

5.1 Definitii si notiuni introductive

Pana acum am studiat spatii vectoriale, aplicatii liniare si aplicatii liniare particu-
lare.

Putem determina daca doi vectori sunt egali, dar nu avem notiunea de ”lungime”
deci nu putem compara doi vectori.

Intr-un spatiu vectorial se poate defini norma unui vector si produsul scalar
dintre doi vectori. Notiunea de norma ne permite sa masuram lungimea unui vector
si astfel putem sa comparam doi vectori. Produsul scalar dintre doi vectori, pe
de o parte introduce o norma, deci lungimea poate fi masurata, pe de alta parte
(cel putin in cazul spatiilor vectoriale reale), ne permite sa masuram unghiul dintre
doi vectori, deci se poate construi o intrega geometrie. Cu toate acestea, in cazul
spatiilor vectoriale complexe, unghiul dintre doi vectori nu este definit in mod clar,

dar ortogonalitatea este.

Definitia 5.1. Produsul scalar pe un spatiu vectorial V peste corpul F este functia

(in forma biliniara) (-,-) : V. x V. — R cu proprietatile:

99
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(v,v) >0 g1 (v,v) =0 dacda v =0 (pozitiv definire).

e (u+v,w) = (u,w) + (v,w), pentru orice u,v,w € V (aditivitate in prima
variabila).
e (av,w) = alv,w) pentru orice « € F si v,w € V (omogenitate in prima

variabila).

e (v,w) = (w,v) pentru orice v,w € V (simetrie conjugata).

Un spatiu liniar cu produs scalar este o pereche (V,(-,-)), unde V este un spatiu

vectorial gi (-,-) este un produs scalar peste V.

Cel mai important exemplu de spatiu liniar cu produs scalar este F". Fie v =

(v1,...,0,) 51w = (wy,...w,) $i se definegte produsul scalar prin
(v, W) = VW + -+ + VW,

Acesta este exemplul clasic de produs scalar numit si produs scalar Euclidian, si
cand F™ este referit ca un spatiu liniar cu produs scalar, se subintelege ca produsul

scalar este cel Euclidian, daca nu se specifica altfel.

a b
Exemplul 5.2. Fie A € My(R), A = o matrice pozitiv definita, adica
b c
a > 0, det(A) > 0. Atunci, pentru orice u = (uy,u3), v = (vy,v2) € R? definim
Uy
(u,v) = (v1v9)A
Uz

Se poate verifica usor ¢ (-, -) este un produs scalar pe spatiul liniar real R2.

Daca A = I se obtine produsul scalar obignuit (u,v) = u3v; + usvs.
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Din definitie se pot deduce usor urmatoarele proprietati ale produsului scalar:

<U70> - <0,U> =0,
(u, v 4+ w) = (u,v) + (u, w),
(u, av) = afu,v),

pentru orice u,v,w €V sia € F
Definitia 5.3. Fie V un spatiu vectorial peste F. O functie
|-V >R
se numeste norma pe V' daca:
o |[v]| >0,veV,|v|]|=0«<v=0 (pozitivitate);
e |av]| =|a| - ||v]|,Ya € F,Yv € V' (omegenitate);
o |lu+v| < ull + ||v|],Vu,v € V (inegalitatea triunghiului).

un spatiuv normat este o pereche (V)| -||), unde V' este un spatiu vectorial si || - ||

este 0o morma peste V.

Exemplul 5.4. Pe spatiul liniar real R™ se poate defini o norma in diferite moduri.

Intr-adevar, pentru orice x = (xq, X9, ...,x,) € R” norma sa se defineste ca ||z| =

Vr?+ a3 + -+ 22. Se poate verifica usor ci axiomele din definitia normei sunt
indeplinite. Aceasta norma se numeste norma FEuclidiand.

Mai general, pentru orice p € R, p > 1 se poate defini ||z|| = (|x1|P + |z2P +- - -+
|xn|p)%, asa numita p—norma pe R™.

Un alt fel de a defini o norma pe R" este ||x|| = max{|z1|, |za|, ..., |zn|}. Aceasta

poarta denumirea de norma mazimum.
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Definitia 5.5. Fie X o multime nevida. O functie d : X x X — R care verifica

urmatoarele proprietati:
e d(x,y) >0,Vr,y € X sid(x,y) =0« x =y (pozitivitate);
e d(x,y) =d(y,x),Vr,y € X (simetrie);
o d(x,y) <d(z,2)+d(z,y),Vr,y,z € X (inegalitatea triunghiului);

este numita o metrica sau distanta pe X. O multime X cu o metrica definita pe ea

se numeste spatiu metric.
Exemplul 5.6. Fie X o multime arbitrara. Se poate defini distanta pe X prin

0, daca x =y

1, altfel.

d(z,y) =

Aceasta metrica poarta denumirea de metrica discreta pe X. Pe R™ distanta Cheby-

shev este definita ca

d(l',y) = max ’mz - yl‘> T = (xbx% s 7mn>7 y= (y1,92: s 7yn) € R™.

1<i<n

In acest curs suntem in principal interesati de spatii cu produs scalar. Dar trebuie

sa evidentiem ca un produs scalar scalar pe V' definegte o norma, prin |[v|| = v/ (v, v)
pentru v € V, si o norma pe V definegte o metrica prin d(v,w) = ||w — v||, pentru
v,weV.

Pe de alta parte, din punct de vedere al generalitatii, metricele sunt cele mai gen-
erale, (pot fi definite pe orice multime), urmate de norme (care presupun liniaritatea
spatiilor pe care sunt definite) si pe ultima pozitie este produsul scalar. Trebuie sa
evidentiem faptul ca orice produs scalar genereaza o norma, dar nu orice norma
provine dintr-un produs scalar, cum este cazul max normei definite mai sus.

Pentru un spatiu cu produs scalar (V, (-, -)) urmatoarea egalitate este adevarata:
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<Z Uy, Z ﬂjwj> = Z Z Oéigj <Ui7 wj>.
=1 j=1

i=1 j=1

Definitia 5.7. Doi vectori u,v € V' sunt ortogonali (ulv) daca (u,v) = 0.

Pe un spatiu real cu produs scalar putem defini unghiul a doi vectori ca

m = arccos (v, w)
[o]] - [fwll

Avem
—_—

vlw e (v,w)=0<& (v,w) = g
Teorema 5.8. (Regula paralelogramului) Fie V un spafiv cu produs scalar gi
u,v € V. Atunci
lw+vl* + flu = ol = 2([Jul® + [[0]]*).
Demonstratie.

lu+o|?+|lu—v]* = (ut+v,u+v)+{u—v,u—2)
= (u,v) + (v,u) + (v,v) + (u,u) + {(u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)

= 2(Jfull* + [l0]*)-
0

Teorema 5.9. (Teorema lui Pitagora) Fie V un spatiu cu produs scalar, i

u,v € V doi vectori ortogonali. Atunci

o+ ol* = Jlull® + [lv]*
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Demonstratie.

lu+o|> = (u+v,ut0)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v, v)

= ul® + Ilv)*.
O

Vom demonstra in continuare una dintre cele mai importante inegalitati ale
matematicii, si anume inegalitatea Cauchy-Schwarz. Sunt cateva metode pentru
a o demonstra, noi vom reda una care sa reflecte scopul nostru.

Consideram u,v € V. Dorim sa scriem u ca suma dintre un vector coliniar cu v
si un vector ortogonal cu v. Fie a € F i scriem u ca u = av + (v — av). Impunand
conditia ca v sa fie ortogonal pe (u — av), se obtine

0= <u - O[’U,U> = <U,U> - CYHUHQa

deci trebuie sa alegem a = Trj}f@ , 51 descompunerea este
U L) S S )
[o]|? ol /)

Teorema 5.10. Inegaliatatea Cauchy-Schwarz Fie V un spatiu cu produs
scalar si u,v € V. Atunci

[{w, 0} < Jlull - J]l-

Egalitatea are loc daca unul dintre w,v este multiplul in raport cu inmultirea cu

scalari a celuilalt (w si v sunt coliniari).

Demonstratie. Fie u,v € V. Daca v = 0 atunci amandoua parti ale inegalitatii

sunt 0 si rezultatul dorit are loc. Sa presupunem ca v # 0. Scriem u = fﬁ} ’ﬁﬁv +
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(u - %U) Luand in considereare ca vectorii %v siu— %v sunt ortogonali,

din teorema lui Pitagora obtinem

2 2
U, v U, v
R +HU_<HUII2>
u, v)|? u,v) ||
- Knvny *H ‘<||v||2> H
[, 0) ?
S e

inegalitate echivalenta cu cea din teorema.

Avem egalitate daca u — Tﬁ}ﬁ’gv = 0, adica, daca u este multiplu in raport cu

inmultirea cu scalari al lui v.

5.2 Baze Ortogonale

Definitia 5.11. Fie (V,(-,-)) spatiu cu produs scalar si fie I o multime arbitrara
indezata. O familie de vectori A = {e; € V|i € I} se numeste o familie ortogonala,
daca (e;,ej) = 0 pentru orice pentru orice i,j € I, i # j. Familia A se numeste

ortonormala dacd ea este ortogonald si ||e;|| = 1 pentru orice i € 1.

Unul dintre motivele pentru care se studiaza familii ortonormale este ca in aces-

tea, calculele sunt mult mai simple.

Propozitia 5.12. Daca (ey,es,...,e,) este o familie ortonormald de vectori din

V', atunci
larer + ages + -+ + amenl® = |aa[* + |aof* + - + [ |?

pentru orice o, Qa, ..., 0y, € F.
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Demonstratie. Aplicand teorema lui Pitagora, avem:

laer + azez + -+ + amen||* = | Plle]|* + fazf*llezll* + - + |au[*[len]|*.
Concluzia reise dacd ludm in considerare faptul ca ||e;|| =1, i =1, n. O
Corolarul 5.13. Orice lista de vectori ortonormala este liniar independenta.

Demonstratie. Fie (e, e, ..., €,) o lista ortonormald de vectori din V' i
a1, Qa, ..., 0, € F cu
are) + ages + -+ + e, = 0.
Rezulta ca ||aje; + asey + -+ + amen|]? = |a1]? + |aal? + -+ + |an|? = 0, adica

a;=0,7=1m. O

O baza ortonormala a unui spatiu vectorial cu produs scalar V' este o baza din
V' care este de asemenea o lista ortonormala din V. Este evident ca orice lista
ortonormala de vectori de lungime dim V' este o baza ortonormala (deoarece este

liniar independenta, fiind ortonormala).

Teorema 5.14. Fie (e1,ea,...,e,) 0 baza ortonormald a unui spativ cu produs

scalar V. Daca v = are1 + anes + -+ - + e, € V, atunci

e a; = (v,e;), pentru orice 1 € {1,2,...,n} si

n
o o> =) I{v. e
i=1

Demonstratie. Deoarece v = aqjeq+ages+- - -+aye,, facand produs scalar in ambele
parti cu e; avem
(v,e;) = arler, ;) + agles, e;) + -+ (e, e) + -+ aylen, ) = .

A doua afirmatie reiese din aplicarea propozitiei anterioare. Intr-adevar,

n
[oll? = llaner + -+ + anenll® = laa P+ + el = Y (v, e .
i=1
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Péana acum avem o imagine asupra utilitatii bazelor ortonormale. Avantajul este
ca intr-o baza ortonormala calculele sunt simple, ca in spatiile euclidiene bi sau tri
dimensionale. Dar cum se pot gasi ele? Urmatorul rezultat da un raspuns acestei
intrebari. Acesta este un algoritm bine cunoscut in algebra liniara, numit procedura
Gram-Schmidt. Procedura este enuntata aici, dand o metoda de a transforma o lista
de vectori liniar independenti intr-una ortonormala, cu acelasi sistem de generatori

ca cea originala.

Teorema 5.15. Gram-Schmidt Daca (vi,vs,...,v,) este o mulfime de vectori
liniar independenti din 'V, atunci existda o mulfime ortonormald de vectori (ey, . . . €y,)

din V, astfel incat
span(vy, Vg, . .., Ug) = span(er, ey . .., ex)
pentru orice k € {1,2,...,m}.

Demonstratie. Fie (vy, v, ..., v,) o multime de vectori liniar independenti. Familia

ortonormala de vectori (e, es...,€,) va fi constriuta inductiv. Vom porni cu e; =

vy
[lva ]l *

Presupunem acum ca j > 1 si o familie ortonormala (e, es,...,e;_1) a fost

construita astfel incat

span(vy, vg, ..., vj_1) = span(es, €z, ...,€j_1)
Consideram ca
vj — (vj,er)er — - — (v, €j-1)€j1
€; =
lv; = (vj, ex)er — -+ = (v, €j-1)€;-1]]
Deoarece lista (v, vs,...,vy,) este liniar independenta, rezulta ca v; nu este in
span(vy, vg, ...,vj_1), sl prin urmare nu este in span(ey,es,...,e;_1). Deci e; este

bine definita, si |le;|] = 1. Prin calcul direct rezulta ca pentru 1 < k < j avem
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(e5rex) < v = (vj,en)er — - = {vj,e51)€5 ,ek>
lv; = (vj, er)er — -+ = (v, €j-1)€-1]]
_ (v, ex) — (vj, ex)
lv; = (vj, er)er — -+ — (v, €j-1)€1]]

= O’
prin urmare (e, e, . .. ex) este o familie ortonormala. Prin definitia vectorilor e; se
poate observa ca v; € span(ey, es,...,e;), ceea ce ne conduce (Impreuna cu ipoteza
de inductie), ca

span(vy, va, . .., v;) C span(ey, es, ..., €;)

Amandoua listele fiind liniar independente (prima din ipoteza si cea de-a doua
prin ortonormalitate), rezulta ca subspatiul generat mai sus are aceeasi dimensiune

7, deci sunt egale. O

Observatia 5.16. Daca in procedeul Gram-Schmidt nu vom normaliza vectorii

obtinuti, vom obtine o baza ortogonala in locul uneia ortonormale.
Exemplul 5.17. Ortonormalizati urmatoarea lista de vectori din R* :
{Ul - (07 17 17 0)7 Uy = (0747 07 ]-)7 U3 = (17 _]-7 ]-7 0)7”4 - (17 37 07 ]-)}

Prima data vom ortogonaliza folosind procedeul Gram-Schmidt.

Fie Uy = V1 = (0, ]_7 1,0)

<U2,'LL1> 4
=y — =(0,4,0,1) — =(0,1,1,0) = (0,2, -2,1).
Uz V2 <U1,U1>UI ( ) Ty Yy ) 2(7 ) ) ( 3 Sy 3 )
<03,U1> <U3,U2> 114
= vy — - =(1,—=,=,=).
s = s (ul,ul)ul (ug,u2)u2 9’9’9

Us — Vs — <U47u1>u i <U47u2> . <U47u3>u _ i i _i _3
4 4 <U1,U1> ! <U2,U2> 2 <U3,U3> 3 11’22’ 22’ 11 )
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Se poate verifica foarte ugor ca lista {u;, ug, us, us} este ortogonala. Luand acum

Uq

Tl i = 1,4, vom obtine

w; =

(3 1 1 4
s (m"wﬁ’ 3VIT :—wﬁ) !
w;(mm NeD) z@)

117227 227 11

Evident lista {wy, wo, w3, wy} este ortonormala.

Acum vom putea prezenta rezultatul principal al acestei sectiuni.

Corolarul 5.18. Orice spatiu cu produs scalar finit dimensional are o baza ortonor-

mala.

Demonstratie. Alegand o baza din V si aplicandu-i procedeul Gram-Schmidt vom
obtine o lista ortonormala de lungime egala cu dim V. Rezulta ca lista este o baza,

fiind liniar independenta. [

Urmatoare propozitie ne arata ca orice lista ortonormala poate fi extinsa la o

baza ortonormala.

Propozitia 5.19. Orice familie ortonormala de vectori poate fi extinsa la o baza

ortonormala a lut V.

Demonstratie. Presupunem ca (eq, es, ..., €,,) este o familie ortonormala de vectori.
Fiind liniar independenta, poate fi extinsa la o baza (e, €2, ..., Em, Umity-- -, Un)-
Aplicand acum procedeul Gram-Schmidt vectorilor (eq, es, . .., €m, Umi1, - - -, Uy) Obti-

nem lista (e1,€2,...,€m, fint1,---, fn), (s& observam ca procedeul Gram Schmidt
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lasa primele m intrari neschimbate, fiind deja ortonormale). Deci vom avem o ex-

tindere la o baza ortonormala. O]

Corolarul 5.20. Presupunem ca T € End(V). Daca T are o forma triunghiulara
superioard in raport cu o baza din V', atunci T are o forma triunghiulara in raport

cu baza ortonormald din 'V .

Corolarul 5.21. Presupunem caV este un spatiu vectorial complex si'T € End(V).

Atunci T are o forma triunghiularda superioard in raport cu baze ortonormale din V.

5.3 Complementul Ortogonal

Fie U C V o submultime a unui spatiu cu produs scalar V. Complementul ortogonal
alui U, notat cu U+ este multimea tuturor vectorilor din V care sunt ortogonali cu

orice vector din U adica:
Ut ={veVl{v,u) =0, Yuc U}.

Se poate verifica usor ca UL este un subspatiu al lui V., V+ = {0} si {0}t =V,

si de asemenea U; C U; = U2L C Ull.
Teorema 5.22. Daca U este un subspatiu al lui V', atunci
V=UaU"
Demonstratie. Presupunem ca U este un subspatiu al lui V. Vom arata ca
V=U+U"
Fie {e1,...,en} 0 baza ortonormald din U gi v € V. Avem

v=((v,eryer + -+ (v,em)enm) + (v —(v,e1)e; — -+ — (v, em)em)
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Notam primul vector cu u si pe cel de-al doilea cu w. Evident u € U. Pentru fiecare

j€{1,2,...,m} avem

<w’ej> = <U7€j>_<vaej>

= 0
Prin urmare w este ortogonal pe orice vector al bazei din U, adicd w € U~, deci
V=U+U".

Vom arata acum ca U N UL = {0}. Presupunem ci v € U NU*. Atunci v
este ortogonal pe orice vector din U, adica (v,v) = 0, ceea ce Inseamna ca v = 0.

Relatiile V = U + U+ si UN U+ = {0} implica concluzia teoremei. O
Propozitia 5.23. Daca Uy, Uy sunt subspatii ale lui V' atunci

a) Uy = (Uf)*.

b) (U + Us)t = Ui NU;.

c) (UNUy)t =Ut + Uit

Demonstratie. a) Aratam prima data cad U; C (Ui)*t. Fie u; € U; Atunci pentru
orice v € U{- avem ci v_Lu;. Cu alte cuvinte (uy,v) = 0 pentru orice v € U;-. Prin
urmare u; € (Uf)*+.

Sa admitem acum ca (U)t € Up. Deci, existd uy € (Ui)* \ U;. Deoarece
V = U, ® Ui obtinem ci existd u; € U; astfel incat ug —uy € UL (%).

Pe de alta parte, conform cu prima parte a deomonstratiei u; € (U{)* si (UL)+
este un subspatiu liniar, deci us — u; € (Uf)*. Prin urmare, pentru orice v € U
avem (ug — up) Lo (sx).

(%) gi (*x) implica faptul ca (ug —uq)L(us —uq) de unde rezulta ca (us —uq, us —

u1) = 0, ceea ce ne conduce la u; = uy, contradictie.
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b) Pentru v € (U + Up)t avem (v, u; + ug) = 0 pentru orice u; + uy € Uy + Us.
Luand uy = 0 obtinem ci v € Ui si considerand u; = 0 obtinem ci v € U;-. Deci
(U + U2)- C UL N U5

Viceversa, fie v € U NUs-. Atunci (v,u;) = 0 pentru orice u; € Uy si (v, up) = 0
pentru orice uy € Us. Deci (v, u; + uz) = 0 pentru orice u; € U; si uy € Uy, adica
ve (U + Ut

¢) Din a) avem ((U; N Us)t)*t = Uy N Us.

Conform b) si a) (Ui + Us")* = (U n (Ut = Uy N Us.

Deci, (U1NUz)1)* = (U +UsH)* ceea ce inseamna ca (UyNU)*+ = U +Us-. O

Exemplul 5.24. Fie U = {(z1, 22, 3, 74) € RY 2 — 29 + 23 — 74 = 0}. Stiind c&

U este un subspatiu al lui R*, calculati dim U si U*.

Este ugor de observat ca

U = {(xl,a:Q,xg,m) €R4|x1—x2+x3—x4:0}
= {(‘T17x27x37x1_x2+x3>|xl7x27$3 GR}
= {.1'1 (17 07 07 1) + T2 (07 17 07 _1) + T3 (0a 07 17 1) ‘xla T2, T3 € R}
= span{(1,0,0,1),(0,1,0,—1),(0,0,1,1)}.
Cei trei vectori (1,0,0,1),(0,1,0,—1),(0,0,1,1) sunt liniar independenti (rangul

matricii ce o formeaza este 3), deci sunt o baza pentru U si dim U = 3.

Din formula dimensiunii
dimU + dim U+ = dim R*

avem ca dimU+ = 1, deci Ut este generat de un singur vector. Un vector ce
genereazd U+ este (1,—1,1,—1), vectorul format de coeficientii care apar in ecuatia

liniara care defineste U. Aceasta este adevarat deoarece partea dreapta a ecuatiei
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este exact produsul scalar dintre u = (1, —1,1, —1) si un vector v = (21, T2, 73, 24) €

U.

5.4 Varietati Liniare
Fie V un spatiu vectorial peste corpul F.

Definitia 5.25. O mulfime L = vy + Vi, = {vo + v|v € VL.} , unde vy € V' este un
vector si Vi, C V este un subspatiu al lui V', se numeste varietate liniara. Subspatiul

Vi, este numit subspatiul director al varietatii liniare.

Observatia 5.26. Se pot verifica ugor urmatoarele:

e O varietate liniara este un subspatiu translatat, adica L = f(V7) unde f :

V=V, f(v) =vy +v.
e daca vy € Vi atunci L = V.
e vy € L deoarece vg = vy + 0 € vg + V.
e pentru vy,vy € L avem vy — vy € V.
e pentru orice v; € L avem L = v, + V.
o [y =Ly, unde Ly =vg+Vy, si Ly =vj+Vy, daca Vy, =V, sivg—vp € Vi, .
Definitia 5.27. Dorim sa subliniem ca:

1. Dimensiunea unei varietats liniare este dimensiunea subspativlui sau director.

2. Doua varietati liniare Ly si Lo sunt numite ortogonale daca Vi, LV, .
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3. Doua varietati lintare Ly si Ly sunt numaite paralele daca Vi, C Vi, sau Vi, C

Vi,.

Fie L = vy + Vi, o varietate liniara a spatiului vectorial finit dimensional V.
Pentru dim L = £ < n = dim V' se poate alege in subspatiul director V; o baza de

dimensiune finita {vy,...,v;}. Avem

L:{vzvo+alvl—l—---+akvk|aiEIE‘,i:L_k}

Putem considera o baza arbitrara (fixata) in V', sa spunem F = {ejy,...,e,} si
daca folosim vectorii coloana pentru coordonatele vectorilor din aceasta baza, adica
_ T _ (.0 0\T _ T 71T <
O = (T, @) ' Vo = (20, @p) s Uy = (T, -+, Tng) T, J = 1.k, se gasesc

ecuatiile parametrice ale varietatii liniare

x|, = l’? + 111 + -+ QX
Ty = {23'2 +a1xp + 0+ Rk
\
Rangul matricii (z;;),_15, este k deoarece vectorii vy, . . ., v sunt liniar independenti.
J=T,k

Mentionam ca:

1. o varietate liniara de dimensiune unu se numeste dreapta.
2. o varietate liniara de dimensiune doi se numeste plan.

3. o varietate liniara de dimensiune k£ se numeste £ plan.

4. o varietate liniara de dimensiune n — 1 este un spatiu vectorial n dimensional

denumit hiperplan.
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Teorema 5.28. Consideram V un spatiu vectorial n-dimensional peste corpul F.

Atunci orice subspatiu al lui V' este nucleul unei aplicatii liniare surjective.

Demonstratie. Presupunem ca Vj este un subspatiu al lui V' de dimensiune k.
Alegem o baza {e1,...,ex} in V gi o completam la o baza {eq,..., ek, €ri1,---,€n}

din V. Consideram U = span{eg1,...,e,}. Fie T : V — U dat de
T(e1) =0,...T(ex) =0,T(egs1) = €ps1,---,1(en) = €.

Evident, T(aie; + -+ + anen) = arT(er) + -+ + T (e,) = apgr€pn + - - + anéy
defineste o aplicatie liniara. Este de asemenea evident ca ker 7" =V, ca si faptul ca

T este surjectiva, adica im7T = U. O

Observatia 5.29. De fapt aplicatia construita in teorema anterioara nu e altceva

decat proiectia pe U paralela cu spatiul span{es, ..., ex}.

Teorema 5.30. Fie V i U doua spatii liniare peste acelasi corp F. DacaT :V — U
este o aplicatie liniard surjectiva, atunci pentru orice uy € U, multimea L = {v €

VI|T(v) = ug} este o varietate liniara.

Demonstratie. T fiind surjectiva, exista vg € V' cu T'(vg) = ug. Vom arata ca {v —
volv € L} =kerT.
Fiev € L. Avem T'(v — vg) = T(v) — T'(vg) = 0, deci {v —vglv € L} C kerT.
Fie v; € ker T, adica T(v;) = 0. Scriem v; = (v1 + v9) — vo. T(v1 + v9) = uy,
deci (v1 + vp) € L. Prin urmare, v; € {v — vo|v € L} sau, cu alte cuvinte ker 7" C
{v—lv € L}.

Deci L = vy + ker T', ceea ce dovedeste ca L este o varietate liniara. O

Teorema anterioara ne conduce catre urmatoarea:
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Teorema 5.31. Fie V spatiu liniar de dimensiune n. Atunci, pentru orice varietate
lintara L C 'V de dimensiune dimL = k < n, exista un spafiu vectorial n — k-
dimensional U, o aplicatie liniara surjectiva T : V — U si un vector u € U astfel
incat

L={veV|T(v)=u}.

Demonstratie. intr—adevér, sa consideram L = vy + Vi, unde dimensiunea unui
subspatiu director Vi, = k. Alegem o baza {e1,...,e;} in V7 si o completam la o
baza {e1,..., €k, €ki1,...,6n} alui V. Consideram U = span{ey1,...,e,}. Evident
dim U = n — k. Potrivit teoremei anterioare aplicatia liniara 7' : V' — U, T(aye; +
oo ager + g€kl + o+ apen) = Qppiegir + 0o + age, este surjectiva gi
kerT = V. Fie T'(vy) = u. Atunci, potrivit cu demonstratia teoremei anterioare

L ={veV|T(v)=u}. O

Observatia 5.32. Daca alegem in V si U doua baze si scriem aplicatia liniara in
notatie matriciala Mpv = u avem ecuatiile implicite ale varietatii liniare L,

(

apvy + apvs + -+ A1V, = U

\aplvl + ApoVo + -+ -+ AppVp = Uy
unde p =n —k = dimU = rang (a;) ;-1
j=Ln

Un hiperplan are doar o ecuatie
a1v; + - + ayv, = Uy,
iar subspatiul director poate fi vazut ca

Vi ={v=uvie1 + - +vpen|f(v) = 0} = ker f,
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unde f este o aplicatie liniara (o functionala liniara) f : V — R cu f(e;) =
ai, ..., flen) = an.
Daca ne gandim la un hiperplan ca la o varietate liniara in spatiul Euclidian R",

ecuatia poate fi scrisa ca
(v,a) = up,unde a = aje; + -+ + aye,, uy € R.

Vectorul a se numeste vectorul normal la hiperplan.

In general, intr-un spatiu Euclidian ecuatiile unei varietati liniare sunt:

(

<U,1)1> = w

\<U7Up> = U

unde vectorii vy, ... v, sunt liniar independenti. Subspatiul director este dat de

§
(v,v1) = 0
\ (v,u,) = 0

deci, vectorii vy, ..., v, sunt ortogonali subspatiului director V7.

5.5 Determinantul Gram. Distante.

In aceasta sectiune vom explica cum putem masura distanta dintre " multimi liniare”,

care sunt varietati liniare.

Fie (V, (-,-)) un spatiu cu produs scalar si consideram vectorii v; € V| i =1, k.
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Determinantul
<U17U1> <U1,U2> CRCIS <U17Uk>
<02avl> <U2,'U2> CRCIES <'U27Uk>
G(Ul, ce 7Uk) =
<Uk'7U1> <’Uk,U2> o <Uk,’Uk>

este numit Determinantul Gram al vectorilor vy . .. vy.

Propozitia 5.33. Intr-un spatiu cu produs scalar vectorii vq,...,vy sunt liniar

independenti daca G(vy, ..., vx) # 0.

Demonstratie. Sa consideram sistemul omogen

T 0
i) 0
G- =
Tk 0
Acest sistem poate fi scris ca
(
(v1,v) =0

unde v = x1v1 + ... TRV,

(Ug,v) =0
\
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

Vectorii vy, ..., v, sunt liniar independenti. <= Exista zq,...,x; € F, nu toti

zero astfel incat v = 0. <= Sistemul omogen are o solutie nebanala. <= det G =

0. [l

Propozitia 5.34. Daca {es, ..., e,} sunt vectori liniar independenti si { f1,. .., fu}

sunt vectort obtinuti prin metoda Gram Schmidt de ortogonalizare, avem:

Gler,..yen) = G(fi,oo fa) = LAIP - [l
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Demonstratie. In G(f1,.-., fn) substitium f, prin e, — a1 fi — -+ — ap_1fn_1 $i
obtinem

G(fla"').fn) = G(fla--'afn—laen)-

Printr-o metoda inductiva va rezulta relatia din teorema. Evident G(fi,..., f.) =
|| f1l1?-. . .|| ful|? deoarece in determinant avem doar pe diagonald (f1, fi), ..., {fu, fn)-
[

Observatia 5.35. Sa observam ca:

o [Ifill = G(ey,...ex)
G(Gl, [N ,€k_1)

o f = ex —arfi — ...ap_1fr_1 = e — v, se obtine e, = fp + vp, vp E
span{ey,...,ex_1} si fx € spanfey, ..., ex_1}+, deci fi este complementul or-

togonal al lui e, in raport cu spatiul generat de {e; ..., ex_1}.

Distanta dintre un vector si un subspatiu
Fie U un subspatiu al spatiului cu produs scalar V. Distanta dintre vectorul v
si subspatiul U este
d(v,U) = inf d(v,w) = infU |lv —wl|.
we

wel

Observatia 5.36. Structura liniara implica un fapt simplu, dar foarte folositor:
d(v,U) =d(v+w,w+U)

pentru orice v,w € V si U C V| adica structura liniara implica faptul ca distanta

este invarianta la translatii.

Suntem interesati in special de cazul cand U este un subspatiu.
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Propozitia 5.37. Distanta dintre vectorul v € V' gi subspatiul U este data de

40,0) = o = \/ iiLL

Gler, ... ex)
unde v =v; +vt, vy €U, vt € Ut sieq,... e este o bazd in U.
Demonstratie. Prima datd vom demonstra ci ||[vt|] = |[v—vi| < |lv—ul|, Vu € U.
Avem
ol < v —ull &
(whot) < Wwrdv —uvt o —u) &

(hot) < (ot et 4 (v — w0 — u).

A doua parte a egaliitii, adica ||vt|| = %, rezulta din observatia ante-
rioara. O]
Definitia 5.38. Daca ey, ..., ex sunt vectori in V', volumul k- paralelipipedului con-
struit pe vectorii ey, ..., ey este definit prin Vi(ey, ..., ex) = /G(e1, ..., ex).

Avem urmatoarea relatie inductiva:

Vigi(er, .- ek, exr1) = Vi(er, ..., ex)d(egyr, spanfeq, ... er}).

Distanta dintre un vector si o varietate liniara
Fie L = vy + VL, o varietate liniara, si fie v un vector intr-un spatiu finit dimen-
sional cu produs scalar V. Distanta indusa de norma este invarianta la translatii,

adica, pentru orice vy,v9 € V avem

d(Ul,’Ug) = d(U1 -+ Vo, U1 + Uo) ~ ||U1 - ’UQH = ||U1 + vy — (UQ + Uo)H
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Aceasta Inseamna ca avem

d(v,L) = inf d(v,w) = inf d(v,vg+ vy)

weL vLEVL

= inf d(v— vo,vr)

v, €V
=d(v — vo, V).
In cele din urma,
G(ey,...,ep,v—0
d(U7L> - d(U — o, VL) - \/ ( 1G(€1 u ek:) 0)
unde eq, ..., e, este o baza in V.

Exemplul 5.39. Consideram varietitile liniare L = {(z,y,2,t) € Rz +y +t =
2,0 —2y+z+t=3} K ={(v,y,2,t) € RYz+y+2—t =1, z+y+z+t =3} Gasiti
subspatiul director Vi, Vi si o baza in Vi, N V. Gasiti distanta de la v = (1,0, 2, 2)

la L, respectiv K, si aratati ca distanta dintre L gi K este 0.

Deoarece L = v+ Vi, i K = ug+ Vi rezulta ca Vp, = L —vg 51 Vi = K — uyg
pentru vy € L, uyp € K. Luand z = y = 0 in ecuatiile care descriu L obtinem
t =2, z =1, prin urmare vy = (0,0,1,2) € L. Analog uy = (0,0,2,1) € K. Deci

subspatiile directoare sunt
Vi ={(z,y,z—1,t—2) eRYo+y+t=20 -2y +z2+t=3}=

{(z,y,2,t) e Rz +y+t=0,2—2y+ 2+t =0},

respectiv
Vi ={(z,y,2=2,t—1) eRYe+y+z2—t=1Lax+y+z+t=3}=

{(x,y,2,t) ERYz+y+2z—t=0,0+y+2z+t=0}
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A ) r+y+t=0 )
Rezolvand sistemele omogene , respectiv
r—2y+z+t=0
r+y+z—t=0 ) 5
obtinem ca
r+y+z+t=0

Vi, =span{e; = (—1,1,3,0),e5 = (—1,0,0,1)},
respectiv
Vi = span{ez = (—1,1,0,0),e4 = (—1,0,1,0)}.

Deoarece det[e;|es|es|es] = 3 # 0 vectorii ey, €9, €3, €4 sunt liniar independenti, deci

Vi N Vk = {0}. Distanta lui v fata de L este

G(ey, e, v — v 19
d(v,L):d(v—vo,VL):\/ (5(; o o) _ 5T

d(v, K) = d(v — v, V) = \/G(egf(: “6; vo) _ \/g

(

in timp ce

TH+y+t=2

_ y _ rT—=2y+z+t=3
Este evident ca& K N L # (), deoarece sistemul este com-

r+y+z—t=1

rHy+z4+t=3
patibil, avand solutia (1,0, 1, 1), deci trebuie sa avem ca

d(L,K) = 0.
Sa consideram acum hiperplanul H al ecuatiei
(v—1v9,m) =0
Subspatiul director este Vi = (v,n) = 0 si distanta

d(v, H) = d(v — vy, V).
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Se poate descompune v — vy = an + vy, unde vy este proiectia ortogonala al lui
v—1vg pe Vg §i an este componenta normala al lui v — vy In raport cu Vy. Inseamna

v

ca

d(v, H) = ||an]

Sa calculam putin, luand in considerare observatia anterioara despre tangenta si

partea normala:

(v —wvg,n) = (an + vy, n)

= a(n,n) + (vy,n)

=aln|*+0
Deci, vom obtine
[(v — vo,n)|
= |a|||n| = |lan]]
[l
ceea ce Insesamna
d('U,H) _ |<U B U07n>|
]

In cazul in care avem o baza ortonormala la indemana, ecuatia hiperplanului H
este

amr1+ -+ apr +b=0,

deci relatia este acum

ayvr + - A agvg + b

d(v, H)
i+ +a;

Distanta dintre doua varietati liniare
Pentru multimile A si B intr-un spatiu metric, distanta dintre ele este definita
ca

d(A, B) = inf{d(a,b)|la € A, b€ B}.
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Pentru varietatile liniare Ly = vy + Vj si Ly = vy 4+ V5 rezulta cu usgurinta ca:

d(Ll, LQ) = d(Ul —+ Vi,l)g -+ ‘/2) = d(Ul — V9, Vi — Vé) (51)
= d('Ul — Vg, ‘/1 -+ ‘/2> (52)

Aceasta ne da urmatoarea propozitie.

Propozitia 5.40. Distanta dintre varietatile lintare L1 = vy + Vi st Ly = vy + V5

este eqgala cu distanta dintre vectorul vi — v st spatiul suma Vi + V5.

Daca alegem o baza in V) + V5, sa spunem ey, ..., ek, atunci rezulta aceasta
formula:
AL L) — G(eq, ..., er, v — vg)
( 1 2) - G .
(e1,...,€ex)

Aplicatii la geometria analitica
In aceastd sectiune vom aplica problemele de distanta in spatii Euclidiene. Con-
sideram spatiul vectorial R"™ cu produsul scalar, adica: pentru T = (xy,...,2,), § =

(Y1, .-, Yn) € R™ produsul scalar este dat de

i=1

Consideram D;, Dy doua drepte (varietati liniare de dimensiune unu), M un
punct (varietate liniara de dimensiune zero, vom asimila cu vectorul T, = 0M), P
o varietate liniara de dimensiune doi (un plan), si H o varietate liniara de dimensiune

n — 1 (hiperplan). Ecuatiile acestor varietati liniare sunt:

D1 . f:fl—i‘é‘al,
Dy : T =Ty + tdy,
M f:fM,
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P : T =7Tp+ av, + P,
respectiv

H : (Z.,n)+b=0,

unde s,t,a, B,b € R. Reamintim ca doua varietati liniare sunt paralele daca spatiul
director al uneia este inclusa in spatiul director al celeilalte.

Putem nota acum cateva formule pentru distanta dintre varietati liniare.

d(M.Dy) — \/G Z'M—l'l,dl);

o - [

d(Dy,Dy) = \/ Gl df’dfl’dZ) dacd D1 Jf Dy
d(Dy, D) = \/G xz’dl dacd Di || Dy
d ) = [T b +b|

i, P) = (| CEI T T g p
’ G(d17§17@2)

Exemplul 5.41. Gasiti distanta dintre hiperplanul H = {(x,y,2,t) € R* : z +y +
z+t=1}sidreapta D = {(z,y,2,t) e R* ;o +y+ 2+t =30 —y—32—t =
—1,20 — 2y + 3z 4+t =1}.

Deoarece vg = (0,0,0,1) € H subspatiul sau director este Vg = {(x,y, 2,t) €
R*: z+y+z+t =0} =spam{e; = (1,0,0,—1),e5 = (0,1,0,—1),e3 = (0,0,1, —1)}.
Deoarece ug = (1,1,0,1) € D subspatiul sau director este Vp = {(z,y, 2,t) €
RY: x+y+z+t = 0,2—y—32—t = 0,20 —2y+32+t = 0} = spam{es = (1,1,1,-3)}.
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Avem eg = ey + eg + e3 deci Vp C Vi ceea ce inseamna ca D si H sunt paralele.

Evident se poate calcula distanta dintre ele folosind formula

d(D,H) _ \/G<€17627637UO_UO)'

G(€1, €2, 63)
Dar, sa observam ca distanta dintre aceste varietati liniare este chiar distanta de

la un punct M € D si H, deci este mai simplu de a calcula din formula d(M, H) =

|(Zaz,m)+b]
=l

=(1,1,1,1) i b = —1, deci
‘((1717071)7(1 7 )>_1| _2

=Z=1.
1(1,1,1, )H 2

, CU Tp7 = Ug. Intr-adevir ecuatia lui H este x +y+ 2+t = 1, prin urmare

d(D, H) =

5.6 Probleme

Problema 5.6.1. Aritati ca pentru vectorii nenuli z,y € R?, are loc

(z,y) = [lz[l[ly]l cos b,
unde 6 este unghiul dintre x si y.
Problema 5.6.2. Gasiti unghiul dintre vectorii (—2,4,3) si (1, -2, 3).

Problema 5.6.3. Gasiti vectorul de doua unitati care este ortogonal pe vectorii

(—2,3,—1)si (1,1,1).

Problema 5.6.4. Fie u,v € V, V un spatiu cu produs scalar. Aratati ca
|lul| < ||lu+ av|, Ya € F < (u,v) = 0.

Problema 5.6.5. Aratati ca

iaz Zza Z b2
=1

pentru orice a;,b; € R, ;2 =1,n.
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Problema 5.6.6. Fie S un subspatiu al spatiului cu produs scalar R3[X], spatiul
polinoamelor cu grad cel mult 3, generat de polinoamele 1 — 22 si 2 — x + 22, unde

(f,9) = fol f(x)g(x)dzx. Gasiti o baza pentru complementul ortogonal al lui S.

Problema 5.6.7. Fie u,v € V', V spatiu cu produs scalar. Daca

Jull =3, [lut+v]|=4, lu—v| =6,
gt [|o]]
Problema 5.6.8. Dovediti daca urmatoarea afirmatie este adevarata sau falsa:
Exista un produs scalar pe R? astfel incat norma indusa de acest produs scalar sa
verifice

[(@1, @2)|| = [21] + |22,

pentru orice (1, z2) € R%
Problema 5.6.9. Aratati ca planele P: x —3y+4z=12¢i P, : 20 — 6y + 82 =06
sunt paralele gi apoi gasiti distanta dintre ele.
Problema 5.6.10. Fie V' un spatiu cu produs scalar. Atunci are loc:

k]2 = wf?

(u,v) 1 , Yu,v e V.

Problema 5.6.11. Daca V' este un spatiu vectorial complex cu produs scalar,
aratati ca

oy = B == P il P =il =il

Problema 5.6.12. Aratati ca urmatoarea multime

1 sinz sinnx cosx COSNT
/_271_7 7_(_ AR ) 7I_ ) 7_[_ L) 7]'
\/_

este ortonormala in C[—m, 7], inzestrata cu produsul scalar

(f.9)= /_7T f(x)g(z)dz.
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Problema 5.6.13. Aratati ca multimea tuturor vectorilor din R" care sunt ortog-
onali pe un vector dat v € R™ este un subspatiu al lui R". Care va fi dimensiunea

sa?

Problema 5.6.14. Daca S este un subspatiu al unui spatiu real cu produs scalar,

finit dimensional V, aratati ca S+ ~ V/S.

Problema 5.6.15. Fie V' un spatiu cu produs scalar si fie {vy,...,v,,} o lista
de vectori liniar independenti din V. Céate familii ortonormale {ey,...,e,}) pot fi

construite utilizand metoda Gram-Schmidt, astfel incat
span{vy,...,v;} =span{ey,...,e;}, V i =1,m.

Problema 5.6.16. Ortonormalizati urméatoarea lista de vectori in R*

{(1,11,0,1),(1,-2,1,1),(1,1,1,0), (1,1,1,1)}.

Problema 5.6.17. Fie VV un spatiu cu produs scalar si fie U C V un subspatiu.
Aratati ca

dimU*+ =dimV — dim U.

Problema 5.6.18. Fie {ej,...,e,} o lista ortonormala in spatiul cu produs scalar
V. Aratati ca
[0l = (v, e} + - + (v, )|

daca gi numai daca v € span{ey, ..., e}

Problema 5.6.19. Fie V un spatiu finit dimensional real cu produs scalar cu o baza
{e1,...,e,}. Aritati ca pentru orice u,w € V are loc (u,w) = [u]"G(ey, ..., e,)[w]
unde [u] sunt coordonatele vectorului (reprezentate ca matrice coloana) w in raport
cu baza data si G(ey,...,e,) este matrice avand ca intrari aceleasi ca ale determi-

nantului Gram ale {e1,...,e,}..
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Problema 5.6.20. Gasiti distanta dintre varietatile liniare.

a) L = {(z,y,2,t) e RYYz+y+t=12—-2y+2=—-1}K = {(x,y,2,t) €
Riy+2z—t=1lo+y+z+t=20—y—2z=—4}.

b) L = {(z,y,2,t) e Rz +y+t =22 —2y+2 =3}, K = {(z,y,2,t) €
RYyy+z2—t=1,2z—y+2+t=3}

c) L={(z,y,2,t) ERYa+z2+t =1 x+y+2z =2}, K = {(z,y,2,t) € Rly+t =
3,x+t=4}.

d) L = {(z,y,2,t) e Rz + 2+t =lx+y+z =22 —y+t=2}HK =
{(x,y,2,t) € RY2x +y+ 22 +t =4},

Problema 5.6.21. Fie V spatiu cu produs scalar, U C V o submultime arbitrara si
fie Uy, Uy C V subspatii. Aratati ca UL este subspatiu al lui V, si V4 = 0, respectiv

0+ = V. Aritati apoi ci urmitoarea implicatie are loc: U; C Uy = Ui- D Us-.



Operatori pe spatii cu produs scalar.

6.1 Functionale liniare si adjuncte

O functionala liniara pe un spatiu vectorial V' peste corpul F este o transformare
liniara f: V — F.

Exemplul 6.1. f : F? — F data prin f(vy, vs,v3) = 3v;+4vy—5vs este o functionald

liniara peste F3.

Presupunem acum ca V' este un spatiu cu produs scalar. Pentru un v € V fixat,
aplicatia f : V — F data prin f(u) = (u,v) este o functionala liniara. Urmatoarea
teorema fundamentala arata ca in cazul cand V este un spatiu Hilbert, atunci orice
functionala continua gi liniara pe V' este de aceasta forma.

Reamintim ca un spatiu cu produs scalar este un spatiu Hilbert daca este com-

plet, adica, orice sir Cauchy este convergent, adica,
Ve > 03n, € N astfel incat Vn,m > n, = ||z, — x|y <€

implica (x,) este convergent.

130
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Teorema 6.2. Presupunem ca f este o functionald liniara continud pe spatiul

Hilbert V. Atunci exista un vector unic v € V' astfel incat

fu) = (u,v) .

Demonstratie. Prezentam demonstratia doar pentru cazul finit dimensional. Aratam
mai intai ca exista un vector v € V astfel incat f(u) = (u,v). Fie {e1,...,en} 0

baza ortonormald a lui V. Avem

flu) = f(u,en)er + -+ {u,en)en) = (u,ex) fer) + ... (u, en) f(en)

= (u, f(er)er + -+ flen)en)

pentru orice u € V. Rezulta ca vectorul

v=fler)er + -+ f(en)en

verifica f(u) = (u,v) pentru orice u € V.
Ramane de demonstrat unicitatea lui v. Presupunem ca exista vy, v, € V astfel
incat

fu) = (u,01) = (u, v3),

pentru orice u € V. Rezulta ca

0= (u,vy) — (u,v2) = (u,v1 —v3) Y ueV

Luand u = v; — vy rezulta ca v; = vg, deci v este unic. O

Observatia 6.3. Sa observam ca orice functionala liniara pe un spatiu Hilbert finit
dimensional este continua. Mai mult de atat, pe orice spatiu finit dimensional cu
produs scalar, produsul scalar definegte o norma (metrica) astfel incat impreuna cu

topologia indusa de aceasta metrica spatiul cu produs scalar este complet.
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Sa considera un alt spatiu vectorial W peste F, si un produs scalar peste acesta,
astfel incat (W, (-, -)) este un spatiu Hilbert.

Fie T' € L(V,W) un operator continuu in topologiile induse de normele ||v|y =

(v, v)y, respectiv ||w||w = /(w,w)w, (ca o functie continua in analiza matem-

atica). Acum, definim adjunctul lui 7', dupa cum urmeaza.
Fixam w € W gi consideram functionala liniara pe V' care transforma v in

(T'(v),w)w. Rezulta ca exista un unic vector T*(w) € V astfel incat
(v, T"(w))y = (T (v),w)w YveV.
Operatorul T* : W — V construit mai sus este denumit adjunctul lui 7'

Exemplul 6.4. Fie T : R® — R? dat de T'(z,y, 2) = (y + 3z, 2z).

Operatorul sdu adjunct este T* : R? — R3. Fixam (u,v) € R%. Rezultd ci

<(l‘,y, Z)7T*(u7v)> - <T(x,y,z),(u,v))
= ((y+ 32,2x), (u,v))
= yu+ 3zu+ 2zv

= ((x,y,2), (2v,u, 3u))
pentru orice (z,y,z) € R?. Aceasta ne arata ca
T*(u,v) = (2v,u, 3u).

S& remarcdm ci in exemplul de mai sus 7% nu este doar o aplicatie de la R? la
R3, dar si o transformare liniara.

Vom demonstra aceasta pe cazul general. Fie T € L(V, W), deci dorim sa aratam
caT* e L(W,V).

Fie wy,w; € W. Din definitie avem:
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(T(v),w; +wg) = (T(v),wy)+ (Tv,ws)
= (0, T"(w1)) + (v, T"(w2))

= (v, T"(w1) + T"(w2)),

ceea ce ne arata ca T*(wy) + T*(wsy) joaca rolul lui T*(wy + wy).

Din unicitatea demonstrata mai sus, avem ca
T*(wy) + T*(wq) = T (wy + wo)
Ramane de verificat omogenitatea lui 7*. Pentru a € F avem

(T(v),aw> = E<T(U)7w>
= v, T"(w))
= (v,aT™*(w)) .

Aceasta ne arata ca aT™(w) joaca rolul lui T*(aw), si din nou, din unicitatea ad-

junctului avem ca

aT™(w) =T (aw) .

Prin urmare T* este o transformare liniara, cum trebuia sa aratam.

Se pot verifica ugor urmatoarele proprietati:

a) aditivitatea (S + T)* = S* + T pentru orice S,T € L(V,W).
b) omegenitatea conjugata (a7')* = al™ pentru orice a € F 5i T' € L(V,W).
¢) adjunctul adjunctului (7*)* = T pentru orice T € L(V,W).

d) identitatea [* =1, daca I =1y, V =W.
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e) produse (ST)* = T*S* pentru orice T € L(V,W) si S € L(W,U).

Vom demonstra afirmatiile de mai sus. Consideram v € V' gi w € W.

a) Fie S,T € L(U,W). Atunci, ((S+ T)(v),w) = (v,(S + T)*(w)). Pe de
Al parte (S + T)(v),w) = (S(v), w) + (T(v),w) = (v, 5*(w)) + (v, T*(w)) =
(v, (S* +T%)(w)).

Deci, (S+T)* = S*+ T

b) Fiea € FsiT € L(U,W). Avem ((aT)(v), w) = (v, (aT)*(w)).

Dar ((aT)(v),w) = a(T(v),w) = a{v, T*(w)) = (v,al*(w)).

Prin urmare, (a7)* = aT™(w).

c) Fie T € L(U,W). Atunci (w,T(v)) = (T'(v),w) = (v, T*(w)) = (T*(w),v) =
(w0, (T*)* ().

Deci, (T*)* =T.

d) Fie V.=W. Avem (v, [(w)) = (v,w) = (I(v),w) = (v, [*(w)).

Prin urmare I = I*.

e)FieT € L(V,W) i S € L(W,U). Atunci pentru orice u € U gi v € V are loc:
(175" (u), v) = (5"(u), (T)")"(v)) = (5"(u), T(v)) = (u, (5*)T(v)) = (u, ST(v)) =
(ST (v),u) = (v, (ST)*(u)) = ((ST)"(u),v).

Deci, T*S* = (ST)".

Propozitia 6.5. Presupunem ca T € L(V,W) este continud. Atunci
1. kerT* = (im T)*.
2. imT* = (ker T)*.
3. kerT = (imT*)*.

4. imT = (ker T%)*.
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Demonstratie. 1. Fie w € W. Atunci

wekerT* & T*(w)=0
& (0T (w)=0 VYveV
& (Tw),w)=0 YveV

& we (imT)*t

ceea ce inseamnd ker T = (imT')+. Dac# consideram complementul ortogonal in

ambele parti va rezulta 4. Inlocuind 7 cu 7% in 1 si 4 va rezulta 3 si 2. O]

Matricea transpusa conjugata de tip (m,n) este o matrice de tip (n, m) obtinuta
prin interschimbarea liniilor si coloanelor si luand conjugatul complex al fiecarui
element. Adjuncta unei matrici (care este o transformare liniara intre doua spatii
finit dimensionale in baze corespunzatoare) este transpunsa conjugata a matricii

cum ne arata urmatorul rezultat.

Propozitia 6.6. Presupunem ca T € L(V,W). Daca {ey,...,en}, si {fi,---, fm}
sunt baze ortonormale pentru V' si respectiv W, si notam prin My si My matricele

lui T si T* in aceste baze, atunci Mps este transpusa conjugatda a lui Mr.

Demonstratie. A k — a coloana a lui My este obtinuta prin scrierea lui T'(ex) ca si
combinatie liniara a f;-urilor, scalarii folositi devin a k-a coloana a lui Mp. Fiind

baza cu vectorii f; ortonormali, rezulta ca

T(ex) = (Tlex), fi) fr+ -+ (Tlex), fm) fin-

Deci pe pozitia (k,j) din Mr avem elementul (T'(ex), f;)- Inlocuind 7' cu T* si
interschimband rolul jucat de e-uri si f-uri, vedem ca elementul de pe pozitia (7, k)
a matricii Mp« este (T™(fx),e;), care este egal cu (fy,T'(e;)), si care este egal cu

(T'(ej), fr). Cu alte cuvinte, My« este egala cu conjugatul complex al lui My. O
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6.2 Operatori normali

Un operator pe Spatiul Hilbert este numit normal daca comuta cu adjunctul sau,
adica

Tr* =TT .

Observatia 6.7. Numim matrice complexa patratica normala daca comuta cu trans-

punsa sa conjugatd, adica A € M, (C) este normala daca
AA* = A A.

Aici A* = A" este conjugata transpusa a lui A.

Se poate observa usor ca matricea unui operator normal este o matrice normald.

Exemplul 6.8. Pe F? consideram operatorul care in baza canonici are matricea

2 =3
3 2

A=

Acesta este un operator normal.

Intr-adevir fie T : F2 — F2 un operator a cirui matrice este A. Atunci T(z,y) =
(2x — 3y, 3z + 2y), prin urmare (T'(z,y), (u,v)) = (2 — 3y)u + (3z + 2y)v = (2v —
3u)y + (3v+2u)xr = ((x,y), (3v+2u, 2v — 3u)). Deci, adjunctul lui T" este T*(u, v) =
(2u + 3v, —3u + 2v). Se poate calcula ugor ca TT*(u,v) = T*T(u,v) = (13u, 13v),
deci TT* =T"T.

Propozitia 6.9. Un operator T € L(V') este un operator normal daca

IT(v)|| = |T*(v)|| pentru orice v € V.
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Demonstratie. Fie T € L(V).

T este normal ™7 —-TT"=0
(I —=TT*)(v),v) = 0 pentru orice v eV

(T*T(v),v) = (T'T*(v),v) pentru orice v €V

1111

|T(v)||* = |T*(v)||* pentru orice v € V.

Teorema 6.10. Fie T un operator normal pe V' si Ny o valoare proprie a lut T'.
1. Subspatiul propriu E(X\g) este T* invariant.

2. Daca vy este un vector propriu al lut T corespunzator valorii proprit Ay, atunci
vy este un vector propriu al lui T* corespunzator valorit proprii Xg.

3. Fie v,w doi vectori proprii corespunzatori valorilor proprii distincte X, 3.
Atunci v, w sunt ortogonali.

Demonstratie. Fie v € E(\g). Trebuie sa aratam ca T*(v) € E(\).

Deoarece T'(v) = A\gv, avem
T(T*(v)) = (TT")(v) = (T"T)(v) = T*(T(v)) = T*(Aov) = AT"(v).

ceea ce ne aratd ca T*(v) € E(\g).
Pentru cea de-a doua afirmatie din teorema avem ca T'(vy) = Agvg. Fie w €

E(\o). Atunci

(T*(vg),w) = (vo, T(w))
= {vg, Aow) = Xo{vg, W)

= <X()’U07 w)
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Aceasta Inseamna ca

<T*<U0) — X(ﬂ)g,w> =0 s

pentru orice w € E(Ag). Primul termen din produsul scalar este E()\g) din afirmatia
anterioard. Luim w = T*(vg) — Aovp §i rezulta ca T*(vy) = Aovo, adicd, a doua
afirmatie a teoremei este de asemenea adevarata.

Acum, avem de demonstrat ultima afirmatie. Avem T'(v) = v §i T(5) = pw.

Din cele de mai devreme avem T*(w) = Bw, deci
(T'(v), w) = (v, T"(w)

(din definitia adjunctului), ceea ce implica A(v,w) = B(v,w). Deoarece A # f3,

rezulta ca (v, w) = 0. O

Propozitia 6.11. Dacd U este un T subspativ invariant al lui V atunci U+ este

un T subspatiu invariant al lur V.
Demonstratie. Avem
welUr , veV=wecU", TW) cU = (v,T*(w)) = (T(v),w).
Aceasta Inseamna ca T*(w) € U~. O
Un spatiu unitar este un spatiu cu produs scalar peste C.

Teorema 6.12. Presupunem ca V' este un spatiu unitar finit dimensional, si T €
L(V) este un operator. Atunci T este normal daca existd o bazda ortonormald B a

lui V' relativ cu care matricea lui T este diagonala.

Demonstratie. Sa presupunem intai ca T' are o matrice diagonala. Matricea lui T
este transpusa complexa, deci aceasta este si ea diagonala. Fiecare dintre cele doua

matrici diagonale comuta, ceea ce inseamna ca 7' este normal.
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Ca sa demonstram invers presupunem ca T’ este normal. Atunci, exista o baza

{e1,...,e,} alui V in raport cu care matricea T este superior triunghiulara, adica
11 Air2 ... GQpn
A 0 Q22 ... Q2n
0 0 ... anp

Vom arata ca matricea A este de fapt una diagonala.

Avem
I7(ex)]) = \/laral?
si
17" (e)ll = ylaal + - + lara[2
Deoarece T' este normal, normele sunt egale, deci a1 9 = --- = a;, = 0.
IT(e2)ll = \/laral? + lazal? = y/lazal?
si
17" (e2)ll = y/lazal? + - + laza[2
Deoarece T' este normal, normele sunt egale, deci ay3 = --- = as, = 0.
Continuand aceasta procedura obtinem ca pentru orice k € {1,...,n — 1} avem
Q1 = -+ = ag,, = 0, deci A este diagonal.

]

Teorema 6.13. (Teorema spectrala) Presupunem ca V' este un spafiu unitar.

Atunci T are o baza ortonormald alcatuita din vectorii proprii daca T este normal.

Demonstratie. Facem inductie dupa n = dim V. Afirmatia este evidenta pentru

n = 1. Presupunem ca aceasta este adevarat pentru orice dimensiune mai mica decat
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n. FieT € L(V'). Atunci T are cel putin o valoare proprie A. Daca dim F(\) = n este
indeajuns pentru a construi o baza ortonormala a lui E(A). Pentru dim E(\) < n,
alegem E+()), si avem 0 < dim E+(\) < n.

Acum E()\) este T* invariant, deci E+()\) este T invariant. Din ipoteza de
inductie, E+()\) are o baz bazi ortonormald alcituitd din vectori proprii ai lui 7.
Adaugam acegtia la baza ortonormala a lui E(\). Rezultatul este o baza ortonormala

a lui V' alcatuita din vectori proprii. O]

6.3 Izometrii
Un operator T' € L(V') este numit o izometrie daca
T (v)|| = ||v|| , pentru orice v € V.

Exemplul 6.14. Fie I aplicatia identitate a lui V' (V' spatiu vectorial complex),
si A € Ccu |\ = 1. Aplicatia A\l este o izometrie, deoarece |A(v)| = || | =
[Allloll = vl

Daca T este o izometrie rezulta usor ca 1" este injectiv.

intr—adevér, presupunand contrariul, adica, exista u,v € V, u # v astfel incat
T(u) = T(v). Deci, 0 = ||T(u) = T(0)|| = ||T(u—v)|| = ||lu—v||, ceea ce este in

contradictie cu u # v.

Teorema 6.15. Presupunem ca T € L(V'). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. T este o izometrie.
2. (T'(u), T(v)) = (u,v) pentru orice u,v € V.

3. T*T = 1.
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10.

{T(e1),...,T(em)} este o lista ortonormala pentru orice lista ortonormald

{e1,...,em}

Ezxista o baza ortonormala {ey, ... e,} a lui' V' astfel incat {T'(eq),...,T(e,)}

este o baza ortonormala.
T* este o izometrie.

(T*(u), T*(v)) = (u,v) pentru orice u,v € V.

T =1

{T*(e1),...,T*(em)} este o lista ortonormald pentru orice lista ortonormala
(617~--76m) .

Ezista o baza ortonormala {ey, ... e,} aluiV astfel incat {T*(e1),..., T*(en)}

este o baza ortonormala.

Demonstratie. Presupunem ca 1 are loc. Fie u,v € V. Atunci

lu = vl* = [|7(u — )|
= (T(uw) =T(v), T(u) = T(v))
IT@)I* + 1T (@)I* = 2T (u), T(v))

= ul® +llv]I* = 2(T(w), T(v)).

Pe de altd parte ||u —v||* = [Ju]|? + ||Jv]|* — 2(u, v).

Presupunem acum ca 2 are loc. Atunci

(T*T = I)(u),v) = (T(u), T(v)) = u,v) = 0.

pentru orice u,v € V. Luam v = (T*T — I)(u) si rezulta ca T*T — I = 0, adica 3.
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Presupunem ca 3 are loc. Fie (e;...e,) o listd de vectori ortonormali din V.

Atunci
<T(6j)>T(6k)> = <T*T(€j>7ek> = <€j7€k>>

adica 4 are loc. Evident 4 implica 5.
Presupunem ca 5 are loc. Fie {ey,...,e,} o baza ortonormala a lui V" astfel incat

{T(e1),...,T(e,)} este baza ortonormala. Pentru v € V

IT@)I* = [T(v,er)er+ -+ (v, en)en) ||
= |{v,e))T(er) + -+ + (v, en)T(en)|?
= [ve)* + -+ (v, )
= [lvl*.
Luand radacinile patrate vedem ca T este o izometrie. Avem acum 1 — 2 —
3= 4 = 5= 1. Inlocuind T cu T* vedem c& 6 si pana la 10 sunt echivalente.
Este nevoie sa aratam doar echivalenta unei afirmatii din primul grup cu una din
cel de-al doilea grup.
3 < 8 ceea ce este ugor de observat deoarece TT* = [ = TT*(u) = u, Vu €
V = (TT*)(T(u)) = T(u), Yu € V, sau echivalent T((T*T)(u)) = T(u),Yu € V, T
este injectiv, deci T*T = 1.
Invers, T"T = I = T*T'(u) = u,Yu € V = (T*T)(T*(u)) = T*(u), Vu € V, sau
echivalent T*((TT%*)(u)) = T*(u),Vu € V, T* este injectiv, deci TT* = I. O

Observatia 6.16. Reamintim ca o matrice patratica reala A este numita ortogonala
daca AAT = ATA = I. O matrice patratica complexa B este numita unitara daca
BB* = B*B = I, unde B* este transpusa conjugata a lui B, ceea ce inseamna ca
B* = B'. Se poate observa usor ca matricea izometriei pe un spatiu cu produs

scalar real (complex) finit dimensional este o matrice ortogonala (unitara).
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Ultima teorema arata ca orice izometrie este un operator normal. Deci, carac-
terizarea unui operator normal poate fi folosita pentru a da o descriere completa

izometriilor.

Teorema 6.17. Presupunem ca V' este un spatiu complex cu produs scalar 1T €
L(V). Atunci T este o izometrie daca exista o baza ortonormald a lui T' alcatuita

din vectori proprii ai lut T care corespund valorilor proprii avand modulele 1.

Demonstratie. Presupunem ca exista o baza ortonormala {ej, ..., e,} alcatuita din
vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii {A1, ..., A\, } avand valoarea absoluta

1. Rezulta ca pentru orice v € V
T() = (e)Tler)+ -+ (o, en)T(en)
= M(v,er)er 4+ 4+ (v, e5)en.
Prin urmare ||[T(v)||? = |[(v,e1)|* + - - + [(v, e,)|* = ||v]|* ceea ce Inseamna
17| = [loll-

Vom demonstra acum in sens invers. Presupunem ca T este o izometrie. Din
teorema spectrala exista o baza ortonormala a lui V' alcatuita din vectorii proprii
{e1,...,e,}. Fieej, j € {1,...,n} un astfel de vector, asociat unei valori proprii

Aj. Rezulta ca

[Aslllesll = IAzesll = T (enll = llesll,
deci |\;| = 1, pentru orice j € {1,...,n}. O

In cele din urma vom da urmatoarea teorema importanta cu privire la forma

matricii unel izometrii.
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Teorema 6.18. Presupunem ca 'V este un spatiu real cu produs scalar si T € L(V).
Atunci T este o izometrie daca exista o baza ortonormala a lui V' in raport cu care
T are o matrice diagonala bloc unde fiecare bloc a matricii diagonale este o matrice

(1,1) continand 1 sau —1, sau o matrice (2,2) de forma

cosf —sinf

sinfl  cosf
cu B e (0,m).

Demonstratie. Valorile proprii ale lui T au valoarea absoluta 1, deci sunt de forma
1, —1 sau cosf + sinf. Pe de alta parte, matricea lui T este similara cu o matrice

diagonala a carei elemente de pe diagonala sunt valorile proprii. O]

6.4 Operatori autoadjuncti

Un operator T' € L(V) este numit autoadjunct daca T" = T* adica (T'(v),w) =

(v, T(w)) pentru orice v,w € V.

Observatia 6.19. In mod evident, un operator autoadjunct T € L(V') este normal

deoarece 1n acest caz are loc
T =TT* =T*T.

Exemplul 6.20. Fie T un operator pe F? a carui matrice in raport cu baza standard

este

Atunci T este autoadjunct daca b = 3.
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Intr-adevir, pentru (z,y) € F? avem T(z,y) = (2 + by, 3z + 5y), deci pentru

(u,v) € F? are loc
(T(x,y), (u,v)) = (2x 4+ by)u + 3z + 5y)v = ((x,y), (2u + 3v, bu + 5v)).

Prin urmare T*(z, y) = (2z + 3y, bz + by).

In concluzie T este autoadjunct, adica T' = T* daca b = 3.

Poate fi usor verificat ca suma a doi operatori autoadjuncti si produsul unui
operator autoadjunct cu un scalar real este un operator autoadjunct.

Intr-adevar, fie S,T € L(V) doi operatori autoadjuncti. Atunci (S + T)* =
S*+T*=S+T, deci S+ T este autoadjunct. Pe de alta parte pentru produsul lor
avem (ST)* =T*S* =TS. Deci TS este autoadjunct daca ST = T'S.

Fie acum a € R. Atunci (a1)* = al™ = aT, deci aT este autoadjunct.

Observatia 6.21. Cand F = C adjunctul pe L(V') joaca un rol similar in conjugarea
complexa pe C. Un numar complex este real daca z = Z. Prin urmare pentru un
operator autoadjunct T, suma T+ 7™ este analoaga cu un numar real. Analogia este
reflectata in cateva proprietati importante a operatorilor autoadjuncti, incepand cu

valorile sale proprii.

Observatia 6.22. Reamintim ca o matrice patratica complexa A este numita her-
mitiana daca A = A*, unde A* este conjugata transpusa a lui A, care este A* = A’
Daca A este o matrice patratica cu elemente numere reale, atunci A este numita si-
metrica dacd A = AT. Se poate observa usor ca matricea unui operator autoadjunct

pe un spatiu cu produs scalar complex (real), este hermitiana (simetrica).
Propozitia 6.23. Urmatoarea afirmatie are loc.

e Orice valoare proprie a unui operator autoadjunct este reala.
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e Fie v, w vectori proprii corespunzatori unor valori proprii distincte. Atunci

(v,w) = 0.

Demonstratie. Presupunem ca 1" este un operator autoadjunct al lui V. Fie A o

valoare proprie a lui 7', §i v un vector propriu, adica T'(v) = Av. Atunci

Alol* =

Prin urmare A = X, adici, \ este real. [
Urmatoarea afirmatie reiese din faptul ca un operator autoadjunct este normal.

Teorema 6.24. FieT € L(V), unde V este un spatiu cu produs scalar. Urmatoarele

afirmatii sunt echivalente.
1. T este autoadjunct.

2. Exista o baza ortonormala a lui V' in raport cu care matricea lui T este diag-

onala cu elemente numere reale.

Demonstratie. Presupunem ca T este autoadjunct. Deoarece T' este normal exista o
baza ortonormala a lui V' relativ la care matricea lui Mt a operatorului este superior
triunghiulara. Dar matricea lui 7™ in aceasta baza este My« = Mrp*, sidin T = T*
avem My = My, deci My este diagonala, si diagonala este formata din elemente
numere reale.

Invers, fie M7 o matrice diagonala a lui T', cu elemente numere reale intr-o baza

ortonormala. Atunci My = M,; , deci My = My sau echivalent T = T™. O
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6.5 Probleme

Problema 6.5.1. Presupunem ca A este o matrice complexa cu valori proprii reale
care poate fi diagonalizata de o matrice unitara. Aratati ca A trebuie sa fie hermi-
tiana.

Problema 6.5.2. Demonstrati sau dati un contraexemplu: produsul a doi operatori

autoadjuncti ai unui spatiu cu produs scalar finit dimensional este autoadjunct.

Problema 6.5.3. Aratati ca o matrice superior triunghiulara este normala daca si

numai daca este diagonala.

Problema 6.5.4. Presupunem ca p € L(V) este astfel incat p? = p. Aratati cd p

este o proiectie ortogonala daca si numai daca p este autoadjunct.

Problema 6.5.5. Aratati ca daca V este un spatiu cu produs scalar real, atunci
multimea operatorilor autoadjuncti pe V' este un subspatiu a lui L(V'). Aratati
ca daca V este un spatiu cu produs scalar complex, atunci multimea operatorilor

autoadjuncti pe V' nu este un subspatiu al lui L(V).

Problema 6.5.6. Aratati ca daca dim V' > 2 atunci multimea operatorilor normali

pe V nu este un subspatiu al lui L(V').

Problema 6.5.7. Fie A o matrice normala. Aratati ca A este unitara daca si numai

daca toate valorile sale proprii A satisfac [A| = 1.

Problema 6.5.8. Fie X € M, (C) orice matrice cu elemente numrere complexe si
consideram A = [, — 2X X*. Aratati ca A este si hermitiana si unitara. Deduceti

ca A= A"

Problema 6.5.9. Presupunem ca V este un spatiu cu produs scalar complex si T' €
L(V) este un operator normal astfel incat 7% = T®. Ardtati c& T este autoadjunct

siT?="T.
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Problema 6.5.10. Fie A o matrice normala. Aratati ca A este hermitiana daca si

numai daca toate valorile sale proprii sunt reale.

Problema 6.5.11. Aratati ca daca T € L(V') este normal, atunci

im7T =imT".

ker T = ker T’
im7TF =imT
pentru orice intreg pozitiv k.

Problema 6.5.12. O matrice complexa A este numita anti-hermitiana daca A* =

—A. Aratati urmatoarele afirmatii.
a) O matrice anti-hermitiand este normala.

b) Valorile proprii ale unei matrici anti-hermitiene sunt pur imaginare, adica, au

partea reala 0.

¢) O matrice normala este anti-hermitiana daca toate valorile sale proprii sunt

pur imaginare.

Problema 6.5.13. Presupunem ca V' este un spatiu cu produs scalar complex. Un
operator S € L(V) este numit radicina patratd a lui T € L(V) dacd S? = T. Notdm

cu S = V/T. Aritati ci orice operator normal pe V are o ridicind patrata.

Problema 6.5.14. Confirmati sau infirmati: operatorul identitate pe F? are un

numar infinit de radacini patrate autoadjuncte.

Problema 6.5.15. Fie T, S € L(V) izometrii si R € L(V) un operator pozitiv,
(adica (R(v),v) > 0 pentru orice v € V), astfel incat T = SR. Aratatica R = VT*T.
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Problema 6.5.16. Fie Ry[X] spatiul cu produs scalar al polinoamelor de grad cel

mult 2, cu produsul scalar

) = [ atiar
Fie T € L(Ry[X]), T(az* + bx + ¢) = bx.
a) Aratati ca matricea lui T' In raport cu o baza data este hermitiana.
b) Aratati ca T nu este autoadjunct.

(Sa remarcam ca nu este o contradictie intre aceste afirmatii deoarece baza din prima

afirmatie nu este ortonormala.)

Problema 6.5.17. Aratati ca un operator normal pe un spatiu cu produs scalar

complex este autoadjunct daca si numai daca toate valorile sale proprii sunt reale.



Elemente de geometrie

7.1 Forme patratice

Consideram spatiul n dimensional R" gi notam prin x = (z1,...,z,) coordonatele
vectorului # € R" in baza canonica F = {ey,...,e,}. O forma patratica este o

aplicatie () : R" — R
Qz) = auxf + ... a,mxi + 2a197109 + -+ - + 2045775 + .. 20510 Tp—1Tp,

unde coeficientii a;; sunt toti numere reale.

Prin urmare, formele patratice sunt polinoame omogene de grad doi cu un numar
dat de variabile.

Folosindu-ne de multiplicarea matricelor, putem scrie () intr-o forma compacta
ca

Q) = XTAX,

unde

150
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I ai; ai2 ... Q1n
T2 . a2 G2 ... Q2q
X = si A=
Tn Qip QA2 ... Apn
Matricea simetrica A (sa observam ca a;; = aj;;) se numeste matricea in forma

patratica. Fiind simetrica (gi reala), A este matricea operatorului autoadjunct in
raport cu baza E. Acest operator, pe care il denumim 7', este diagonalizabil si exista
o baza B = {by,...,b,} format din vectori proprii in raport cu care 7" are o matrice

diagonala formata din valori proprii de asemenea notata cu 7)
T = diag{\i...., \n}.

Fie C' matricea de trecere de la F la B si

coordonatele vectorului initial scris in B. Avem ca
X =0X'
Stiind ca T = C~'AC, si ca C~' = C" putem calcula

Qzx) = XTAX
= (X)) A(CX")
= X''CcTACX'
= X'"TX’

= a4 A,
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si spunem ca am redus @) la forma sa canonica
12 12
Qx) = 2T+ + N2,

Aceasta poarta denumirea de metoda geoemtrica.

Forma patratica se numegte
e pozitiv definita daca Q(x) > 0 pentru orice z € R™\ {0}
e negativ definita daca Q(x) < 0 pentru orice x € R™ \ {0}.

Putem caracteriza pozitiv definirea a formei patratice in termeni de minori di-

agonali a matricii sale

ail Az
Dlzall,DQZ ,...,Dn:detA.

aiz2 A2

Avem urmatorul cirteriu:
e () este pozitiv definita daca D; > 0 pentru orice i = 1,n

e () este negativ definita daca (—1)!D; > 0 pentru orice i = 1, n.

7.2 Cuadrice

Ecuatia generala a unei cuadrice este

an®® + agny® + a2’ + 24197y + 241372 + 2a93y2

2@14LL’ + 2a24y + 2&342 + Qg4 = 0.

Din punct de vedere geometric, cuadricele, care sunt denumite de asemenea

suprafete cuadrice, sunt suprafete bidimensionale definite ca locul geometric al
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zerourilor polinomului de grad doi in x,y si z. Poate cel mai important exemplu de
cuadrice este sfera (suprafata sferica).
Tipul lor este determinat de forma patratica care contine toti termenii de grad

doi
Q = CLH(L’2 + G22y2 + CL3322 + 2@121’y + 2@13ZE2 + 2@23y2.

Distingem, bazat pe semnul valorilor proprii ale matricii lui @), intre: elipsoizi,
paraboloizi eliptici sau hiperbolici, hiperboloizi cu una sau doua panze, conuri si
cilindrii.

Vom studia cum sa reducem ecuatia generala a unei cuadrice la forma canonica.
Vom reduce @ la forma canonica folosind metoda geometrica.

Consideram matricea A asociata lui ). Fiind simetrica, A are valori proprii reale
A1, A2, Ag. Daca sunt distincte, vectorii proprii corespunzatori sunt ortogonali (daca
nu sunt, se aplica algoritmul Gram-Schmidt). Prin urmare, obtinem trei vectori
unitate ortogonali {by, by, b3}, 0 bazd in R3.

Fie R matricea de trecere din {i, j, k} la o noua baza {b;, bo, b3}. Reamintim din

capitolele anterioare ca R are cei trei vectori by, ba, b3 ca si coloanele sale
R - [b1|b2|bg] .

Acum, calculam det R si verificam daca

det R = 1.
Daca este necesar, adica, daca det R = —1, vom modifica unul din vectori in opusul
sau (de exemplu vom lua R = [—b;|by|bs]). Aceasta asigura ca R defineste o rotatie,

noua baza fiind obtinuta din cea originald prin aceasta rotatie. Fie (z,y,2) si
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(2',y', 2") coordonatele ale aceluiagi punct in baza originala i in noua baza, avem

X X
y | =8| Y
z b4

Stim ca in raport cu noile coordonate

Q= Ao+ /\13/2 + )\nz'2,

si prin urmare, ecuatia cuadricei se reduce la forma mai simpla

Mz + My 4 A2+ 20 42 + 2d a0y + 20542 + agy = 0.

Ca sa obtinem forma canonica a cuadricei trebuie sa mai aplicam o noua trans-
formare, adica o translatie. Ca sa indeplinim acest pas vom aborda urmatoarele
cazuri: (A) daca A are trei valori proprii diferite de zero, (B) cand o valoare proprie
este zero si (C) cand doua valori proprii sunt egale cu zero.

(A) Pentru \; # 0 obtinem

A (2 — $0)2 + Aoy — 90)2 + A3(2' — 20>2 +du=0

Consideram matricea de translatare definita de

2 = 2 o,
" /

Yy = Y — Yo,

2= = 2.

In noile coordonate ecuatia cuadricei se reduce la forma canonica

Al.ZU,/Q + )\2y/l2 + )\32”2 + a/44 — O
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Cazurile (B) si (C) vor fi tratate similar.

Vom incheia aceasta sectiune prin a arata reprezentari ale diferitelor suprafetelor

cuadrice, incepand cu cazurile degenerate si anume conuri i cilindiri.

2
2 y? 2

Figura 7.1: Conul

28
|
+

e

|
|N
I
(aw]
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Cuadrice

Figura 7.2: Cilindrul 2 + % =1

Suprafetele cuadrice nedegenerate sunt date in continuare.

Figura 7.3: Elipsoidul & + % + % =1
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Figura 7.5: Paraboloidul eliptic

2 | yP _
a—2+b—2—2—0
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Figura 7.6: Paraboloidul hiperbolic

2 2
—4%5—2=0

R

Figura 7.7: Hiperboloidul cu o panza

2 2 2
x Yy A
etr-—a==1
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Figura 7.8: Hiperboloidul cu doua panze

2 2 2
x Yy A
2t -a=-1

7.3 Conice

Studiate inca din vremea grecilor antici, sectiunile conice (sau doar conicele) sunt
obtinute, precum denumirea lor indica, prin intersectarea unui con cu o sectiune
plana. Acestea au jucat un rol crucial in dezvoltarea stiintei moderne, in special in
astronomie. De asemenea, mentionam faptul ca cercul este o sectiune conica, un caz
particular al unei elipse.

Ecuatia generala a unei conice este
a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2&13$ + 2a23y + asz = 0.

Urmatorii doi determinanti obtinuti din coeficientii conicei, joaca un rol crucial in
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clasificarea conicelor

11 Aaiz2 i3
. a1; a2
A=|ap ay ax 51 Dy =
aiz2 A2
13 Ag3 a33

Sa remarcam ca al doilea determinant corespunde formei patratice definita de primii

trei termeni.
Sectiunile conice pot fi clasificate dupa cum urmeaza:

Conice degenerate, pentru care A = 0. Acestea includ: doua drepte intersec-
tate (cand Dy < 0), doua drepte paralele sau o dreapta (cand Dy = 0) si un punct
(cand Dy > 0).

Conice nedegenerate, pentru care A = 0. In functie de D distingem intre

2 2
Elipsad (D; > 0) a carei ecuatie canonica este — + 12—2 =1,
a

Parabold (D, = 0) a cirei ecuatie canonica este y* — 2azx = 0,
22 2

. v o . . .o Yy
Hiperbolad (D, < 0) a carei ecuatie canonica este — —
a

O reprezentare grafica a fiecarei dintre aceste trei curbe este data mai jos.

54

Figura 7.9: Elipsa 2—2 + g—j =1
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2

Figura 7.10: Hiperbola i—; -

bz

Figura 7.11: Parabola y* — 2ax = 0

Reducerea unei sectiuni conice la forma ei canonica este foarte asemanatoare cu
procedura prezentata in sectiunea anterioara cand ne-am ocupat de cuadrice. Din
nou, trebuie sa efectuam o rotatie si o tranzlatie. Vom arata cum se poate realiza o

astfel reducere prin intermediul urmatorului exemplu.

Exemplul 7.1. Gasiti forma canonicd pentru 522 +4xy + 8y? — 322 — 56y + 80 = 0.
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Matricea formei patratice a acestei conice este

5 2
2 8
si valorile ei proprii sunt solutiile ecuatiei A2 —13X+36 = 0. Deci \; = 9si Ay = 4, 1n
1 1

timp ce doi vectori proprii normati sunt v; = 7 (1,2) si respectiv vy = 7 (—=2,1).

Matricea de rotatie este prin urmare

Sl

R:

Sk Sk
S

si putem verifica ca det R = 1.

Acum, relatia intre vechile si noile coordonate este data de

=R

adica

(2" —2y)

H<||H
t

y = —=(22'+9).

V5

Substituind aceste expresii in relatia initiala obtinem

922 + 4y/? — Mt—ﬁx’ + 8—\/5@/ +80 = 0.

5

Ca sa vedem translatia de care avem nevoie vom rescrie ecuatia de mai sus astfel

2 2

(5] () o
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In cele din urma se obtine

2 2
9(1;’—%5) +4<y’+?> -30=0.

V5

Prin urmare, tranzlatia x” = 2/ — %5, y" = y' + % reduce conica la forma canonica

3 "2 2 12
— — =1.
0" T 1Y

7.4 Probleme

Problema 7.4.1. Gasiti forma canonica a urmatoarelor suprafete cuadrice:
a) 2y + 4wy — 8xz — 6x + 8y + 8 =0,
b) 322 + y* + 2% — 2z — 42 — 4 =0,
c) xz =y,

d) 22 + y? +52% — 6xy + 222 — 2yz —4dx + 8y — 122 + 14 =0

Problema 7.4.2. Gasiti forma canonica a urmatoarelor conice:
a) 2 — 6zy + 9y* + 20 = 0,
b) 3y? — 4wy — 2y + 4x — 3 =0,
c) ba? + 6zy + 29> + 2y — 1 =0,
d) zy = 1.

Problema 7.4.3. Fiind dat elipsoidul
2?2
E): = +Z+4+22-1=0
Gasiti valoarea parametrului p pentru care dreapta

T=2+p
=z+4+2

este tangenta la (F).
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Problema 7.4.4. Gasiti ecuatia planului care este tangent sferei

4yt 42 =1

ot

in punctul M (%, %,

).

Problema 7.4.5. Gasiti ecuatia planelor care contin dreapta

si sunt tangente sferei

(r—1)° 42 +22=1.

Problema 7.4.6. Consideram hiperboloidul cu o panza

2 2

v oz
9

~Z =1
4

+

=15

Determinati dreapta care apartine suprafetei i trece prin punctul P (4,3, —2).

Problema 7.4.7. Gasiti ecuatia cercului al carui centru este situat C'(1,2) si a

carei raza este R = 2.
Problema 7.4.8. Determinati centrul si raza cercului de ecuatie
2, .2 _
4y +2r -4y —-4=0.

Problema 7.4.9. Scrieti ecuatia cercului care trece prin punctele A (1,1), B (1,5),

O (4,1).
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Probleme rezolvate

Spatii vectoriale
Problema 8.0.1. Fie

U =span{u; = (1,1,2, —1);us = (0, —1,—1,2),u3 = (—1,2,1,-3)}

V =span{v; = (2,1,0,1); vy = (-2,-1,—1,-1),v3 = (3,0,2,3)}

subspatii in R*. Determinati cate o baza in U, V, U+ V siUNV.
Rezolvare:
Dimensiunea subspatiului U este dat de rangul matricii formate de vectorii

Uy, Ug, ug, adica:

1 0 -1 1 0 1
I =1 2 | Ligp-onitbsliil, | O =1 3 | —roqps00041,
2 -1 1 0o -1 3

-1 2 =3 0o 2 -4

165
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1 0 1
0 -1 3 . - . :
ceea ce Inseamna ca rangul matricii este 3, prin urmare dimU =
0 0 0
0 0 2

3, deci o baza pentru U este By = {uy, us, ug}.
Dimensiunea subspatiului V' este dat de rangul matricii formate de vectorii

V1, Vg, U3, adica:

2 =2 3 2 =2 3
1 1 0 | oo | O 0 3 A o
~ ceea Ce Inseamna Cca rangul ma-
0 —1 2 0 -1 2
1 -1 3 0 0 -3

tricii este 3, prin urmare dim V' = 3, deci o baza pentru V' este By = {vy, v9, v3}.
U+ V = span{uy, us, us, v1, vz, v3}. Dimensiunea spatiului U + V este dat de
rangul matricii formate din coordonatele vectorilor ce formeaza bazele subspatiilor

U siV, adica:

1 0 -1 2 -2 3
I =1 2 1 =1 0 | _p 400,201 40s, L1401
2 -1 1 0 -1 2 h
-1 2 -3 1 -1 3
1 0 -1 2 -2 3
0 -1 3 —1 1 =3 | srionis,
0O -1 3 -4 3 -4 h
0 2 -4 3 -3 6

, ceea ce Inseamna ca rangul matricii este 4, prin

o o O —_
o
(@]
|
w
[\
|
—
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urmare dim (U 4+ V) = 4, deci o baza pentru U + V este Byy = {uy, ug, us, v1 }.

Dimensiunea spatiului U NV este dimU NV =dimU +dim V — dim (U + V) = 2.

Daca vectorul a € U NV insemana ca a se poate scrie ca si combinatie liniara de

vectorii uq, ug, ug dar gi ca o combinatie liniara de vectorii vy, v, v3. Deci pentru

a € UNV = a = aju; + agus + asuz = Pug + Povg + [3v3, ceea ce Inseamna
(

o —ag — 2031+ 28, =385 =0

. ) 041—052—1—2043—&—1—62:0
rezolvarea sistemului: . Rangul matricii

2a1—a2+a3+52—263:0

\—a1—|—2042—3043—ﬁ1+52—3ﬁ3:0
sistemului omogen este 4, deci este compatibil dublu nedeterminat. Determinam

solutiile prin metoda eliminarii Gauss-Jordan.

1 0o -1 -2 -2 3
Avern 1 -1 2 -1 -1 0 7L1+L2,72L21+L3,L1+L4

2 -1 1 0 -1 2
-1 2 -3 -1 -1 3

1 0 -1 =2 -2 3

0O -1 3 1 1 =3 —Lo+L3 2L+ La

0 -1 3 4 3 —4 B

0 2 —4 -3 -3 6

o o o =
o
o
w
)
|
—_
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(38, — 28, — 3,

, _ 203 — 1 = = -
Sistemul este echivalent cu: , cu solutiile

—g + 3oz + B = 2 — 353

(1 —az — 281 = =20, + 305
—5B89411 —5B247 —B2—3 28s—
S:{(%:%?%:%,%:%,ﬁl:%)‘52753€R}-

Pentru By = 0 i f3 = 3 avem ca ; = —1 deci un prim vector a; = —(2,1,0,1) +
3(3,0,2,3) = (7,—1,6,8), iar pentru S, = 3 i B3 = 0 avem ca [ = 2 deci un
alt vector din baza subspatiului U NV este as = 2(2,1,0,1) +3(—-2,-1,—1,-1) =
(—2,—1,-3,—1). (Aceiagi vectori i-am fi gasit i daca am fi calculat a = aju; +
Qs + apuz pentru aceleagi valori ale lui By si 83). Deci o baza pentru U NV este

Buny ={(7,-1,6,8),(—-2,—-1,-3,—-1)}.
Problema 8.0.2. Fie

S =span{u; = (1,2,1,2);us = (1,1,1,1)}

V =span{v; = (1,0,—1,0);v, = (2,1,0,1)}
subspatii in R*. Determinati cate o baza in S +V si SN V.
Rezolvare:
Dimensiunea subspatiului U este 2, deci o baza pentru U este By = {uy, us}.
Dimensiunea subspatiului V' este 2, deci o baza pentru V este By = {vy, va}.
U+ V = span{uy, ug, vy, v2}. Dimensiunea spatiului U 4+ V' este dat de rangul

matricii formate de elementele vectorilor din bazele subspatiilor U si V', adica:

11 1 2 1 1 1 2
21 0 1 | —2ni+4Le—Li+Ls—Lo+Ls | 0 =1 =2 =3 .
~ deci rangul este
11 -10 0 0 -2 =2
21 0 1 0 0 0 0
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3, prin urmare dim (S + V') = 3, deci o baza pentru S+ V este Bgyy = {uy, ug, v1}.
Dimensiunea spatiului SNV este dimS NV = dim S +dimV —dim (S + V) =
2+ 2—3 = 1. Daca vectorul a € S NV insemana ca a se poate scrie ca si
combinatie liniara de vectorii u, us dar si ca o combinatie liniara de vectorii vy, vs.
Deci pentrua € SNV = a = aju +asus = [1v1+ PBav9, ceea ce Inseamna rezolvarea

4
ap+ay— 1 =28, =0

. _JZata—[F=0 o .
sistemului: . Rangul matricii sistemului omogen este

041—|-Oé2+61:0

\20&1+042—ﬁ2:0
3, deci este compatibil simplu nedeterminat. Determinam solutiile prin metoda

eliminarii Gauss-Jordan.

11 -1 2 1 1 -1 2
—2L1+Lo,—L1+L3
Avem 21 0 1 ~ 0 -1 2 -3
11 1 0 0 0 2 -2
(
201 = =20,
Adicd sistemul este echivalent cu: ¢ —q, + 28, = —38, , cu solutiile
a1+ g — 1 =20

\
S={(a1=0,a0 = o, 1 = =) | B2 € R}.
Pentru 5y = 1 avem ca 31 = —1 deci a = —(1,0,—1,0)+1(2,1,0,1) = (1,1,1,1).
(Acelasi vector il gasim si daca vom calcula a = aju; + asus pentru aceesi valoare

a lui ;). Deci o baza pentru S NV este Bgny = {(1,1,1,1)}.

Problema 8.0.3. Fie
S={(z,y,2,t) ER* |22 —y—2—-t=0,2+2=0,2 —y — 22—t =0}

si
V={(z,y,2,t) eR' |z +y+ 2+t =0}
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Determinati cate o bazain S+ V ¢i SNV.
20 —y—z2z—1t=0
Rezolvare: Pentru a determina o baza in S rezolvam sistemul r+2=0
r—y—2z—1=0
1 0 1 0

0
—2L1+Lo,—L1+Ls
Avem 2 -1 -1 -1 0 ~
0

1 -1 =2 -1
1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 -1 -3 -1 | 0| & 0 -1 -3 —1 | 0 | . Sistemul
0 -1 -3 -1 0 0o 0 0 0 0
este compatibil dublu nedeterminat, cu z = « si t = 8 necunoscute secundare, iar

sistemul are solutia datd de multimea S = {(—a, —3a — 5,0, ) | a, 5 € R}. Deci
S =span{u; = (—1,-3,1,0),us = (0,—1,0,1)}.

Pentru a determina o baza in V rezolvam ecuatia v +y + z +t = 0 care are
solutia data de multimea V = {(-y—z—t,y,2,t) | y, 2,t € R}. Deci V = span{v, =
(—1,1,0,0),v2 = (—1,0,1,0),v3 = (—1,0,0,1)}.

S+ V = span{v; = (—1,1,0,0),v9 = (—=1,0,1,0),v3 = (—1,0,0,1),u; =
(—1,-3,1,0),us = (0,—1,0,1)}. Dimensiunea spatiului S + V este data de ran-

-1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 0
o 10 0 3 -1 | 45, 0 -1 -1 2 =1 | rotLs
gul matricii ~ ~
o 1 0 1 0 0O 1 0 1 0
1 0o o0 1 0 1
-1 -1 -1 -1 -1 0
0 -1 2 -1 -1 2 -1
Fatha , deci rangul este 4,
0 0 0o -1 3 -1
0 0 o 0 3 0

prin urmare dnn S + V =4, deci o baza pentru S+ V este Bgyy = {v1, v, v3,u1 }.
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Dimensiunea spatiului S NV este dim SNV = dimS 4+ dimV —dim (S + V) =

2+2—3 = 1. Daca vectorul a € SNV insemana ca a se poate scrie ca si combinatie

liniara de vectorii v, v9,v3 dar si ca o combinatie liniara de vectorii uq,us. Deci

pentrua € SNV = a = a1v1 + apvs + azvz = Prug + Pausg, ceea ce Inseamna re-
e

—a;—og—az+ ;=0

. Ja =36+ F=0 . o
zolvarea sistemului: , sistem a carui matrice are rangul

ag— B =0

(a3 —[2=0
4, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat.

Daca luam Sy necunosuta secundara avem solutiile oy = —fs, as = 0, ag = So,
B1 = 0. Pentru f; = 1 avem ca 8; = 0 deci a = (0,—1,0,1). (Acelasi vector il gasim
si daca vom calcula a = ajv; + asvy + agvs pentru aceesi valoare a lui ;). Deci o

baza pentru S NV este Bsny = {(0,—1,0,1)}.

Problema 8.0.4. Fie subspatiul liniar al lui R* S, dat de
S={(r,y,2,t) ER |z +y+z+t=0,2+2=0}

si subspatiul
U = span{(—3,2,1,0),(0,0,1,1),(3,2,0,1)}.

Determinati cate o bazain S+ U si SNU.

Rezolvare:

. o g ) r+y+z+t=0
Pentru a determina o baza in S rezolvam sistemul , sistem

r+2z=0
a carui matrice are rangul 2, deci avem doua necunoscute secundare z = a i t = [3,

iar solutia sistemului este data de multimea S = {(—a, —f3,a, ) | a, 8 € R}. Deci

S = span{v; = (—1,0,1,0), v, = (0,—1,0,1)}.
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Dimensiunea subspatiului U este dat de rangul matricii formate de vectorii
-3 0 -1 0 1

U1, Uo, ug, adica:

3
2 0 2 2L1+L2,3L1+L3 0 0 4 A .
~ ceea ce Inseamna
0

1 1 0 11
0 11 0 11
ca rangul matricii este 3, prin urmare dimU = 3, deci o baza pentru U este

By = {U17U2,U3}~
S+ V = span{v; = (—1,0,1,0),v3 = (0,—1,0,1),u3 = (—3,2,1,0),us =
(0,0,1,1),us = (3,2,0,1)}. Dimensiunea spatiului S+V este data de rangul matricii

-1 0 -3 0 3 -1 0 -3 0 3
0 =1 2 02 || 0 =1 2 02 |5,
1 0o 1 10| | o 0o —213]
0 1 0 1 1 0 1 0 1 1
-1 0 -3 0 3 -1 0 -3 0 3
ooobz b baths ootz 0 deci rangul este 4, prin
0O 0 -2 1 3 0O 0 -2 1 3
0O 0 2 1 3 0O 0 0 26

urmare dim (S + V) = 4, deci o baza pentru S 4+ V este Bgyy = {v1, v, us, us}.
Dimensiunea spatiului SNV este dimS NV = dim S + dimV — dim (S + V) =
243—4 = 1. Daca vectorul a € SNV Insemana ca a se poate scrie ca si combinatie
liniara de vectorii vy, v, dar i ca o combinatie liniara de vectorii wuy, us, us. Deci
pentru a € SNV = a = a1v1 + agvy = Prug + Paus + [3usz, ceea ce Inseamna

(

—Q + 351 - 353 =0
_ e =281 —-283=0 . oo _
rezolvarea sistemului: , sistem a carui matrice are rangul

ar— B —p2=0

\042—52—5320
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4, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat.

-1 0 3 0 3 -1 0 3 0 3
0 -1 =2 0 | 2| 14z 0 -1 =2 0 | 2| pysr,
1 0 -1 -11]0] o 0o 2 -1 |3/
0 1 0 -1 1 0 1 0 -1 1
-1 0 3 0 3 -1 0 3 0 3
0 -1 -2 0 | 2| oirs 0 -1 -2 0 | 2
o 0 2 -1 3| 0 0 2 -1 |3
o 0 -2 -1 3 o 0 0 =2 6
—2[5 = 633
. . 201 — P2 =303 )
Adica sistemul este echivalent cu: < , cu solutiile oy = —303,
—ag — 201 = 2033
| —a1 + 361 =303

g = =203, 1 =0, By = —303. Pentru f3 = 1 avem ca f; = 0 si fo = —3 deci
a = (3,2,—3,—2). Deci o baza pentru SNV este Bsny = {(3,2,—-3,—-2)}.

Problema 8.0.5. Determinati cate o baza si dimensiunea spatiilor S+ V si SNV

daca

V={(z,y,2,t) ER* | o +y—2=0,0+2y +t =0,y + 2+t =0}

S = Spa‘n{(laoa ]-7 1)7 (07 1a 170)7 (17 _1707 1)}

Rezolvare:
Dimensiunea subspatiului S este dat de rangul matricii formate de vectorii

Uy, Ug, ug, adica:
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1 0 1 1 0 1 1 0 1
01 -1 —Li+L3,—Li1+Ly4 0 1 -1 —Lo+L3 0 1 —1
11 0 01 —1 0 0 O
1 0 1 0 0 O 00 O
Deducem ca rangul matricii este 2, prin urmare dim S = 2, deci o baza pentru

S este Bs = {u; = (1,0,1,1),us = (0,1,1,0)}.
r+y—2=0

Pentru a determina o baza in V' rezolvam sistemul ¢ o +2y+t=0 .

y+z2+t=0
11 -1 0 0 11 -1 0 0
—Li1+Lo —Lo+L3
Avem 12 0 1 0 ~ 01 1 1 0 i
01 1 1 0 01 1 1 0
11 -1 0 0
01 1 1 0 . Rangul este 2, avem 4 necunoscute, prin urmare

00 0 O 0
sistemul este compatibil dublu nedeterminat. Alegem z = « si t = [ necunoscute

secundare, iar sistemul are solutia data de multimea V = {(2a + 5, —a — 5, , 5) |
a, € R}. Deci V = span{v; = (2,—1,1,0),ve = (1,—1,0,1)}.

Dimensiunea spatiului S + V este data de rangul matricii

1 0 2 1 1 0 2 1

01 -1 -1 —Li+Ls—Li+La 01 -1 -1 ~La+Ly,~La+La
11 1 0 B 01 -1 —1 B

1 1 0 1 01 -2 0

, deci rangul este 3, prin urmare dim (S + V) = 3, deci o

o o o =
@)
o
@)
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baza pentru S 4+ V este Bgyy = {v1,v2,u1}. Dimensiunea spatiului S NV este
dim SNV =dimS+dimV —dim (S+V) =2+2—-3 = 1. Daca vectorula € SNV
insemana ca a se poate scrie ca gi combinatie liniara de vectorii vy, vy dar si ca o

combinatie liniara de vectorii uy, us. Deci pentru a € SNV = a = ajv; + agvy =
4

a; =261 — P2 =0

X 5 . o+ B+ B=0 .
Bruy + Pous, ceea ce inseamna rezolvarea sistemului: , sistem

Oél‘f‘OéQ—/Bl:O

\al + g — 52 =0
a carui matrice are rangul 3, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat.

Determinam solutiile prin metoda eliminarii Gauss-Jordan.

1 0 =2 1 1 0 =2 1
01 1 —1 —Li+Ls,—L1+La 01 1 —1 —Lo+L3,—Lo+La
11 -1 ] 0 - 01 1 | -1 B
11 0 1 01 2 0
1 0 -2 1 (
b= P2

01 1 -1 S _

. Adica sistemul este echivalent cu: ¢ oy + ) = =3,
00 O 0
00 1 1 \Oél — 2081 =0y

cu solutiile ay = 30y, ag = —203, /1 = (2. Pentru fy = 1 avem ca 5, = 1 deci

a=(3,—-2,1,1). Deci o baza pentru SNV este Bsny = {(3,—2,1,1)}.

Spatii cu produs scalar
Problema 8.0.6. Fie

V =span{v; = (1,—1,1,—1);v, = (5,1,1,1),v3 = (—3,3,1,-3)}.
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Determinati o baza ortonormala pentru V.
Rezolvare:

Vom ortogonaliza vectorii vy, v, v3 aplicand procedeul Gram-Schmidt. Alegem
uw =v; = (1,-1,1,-1).

Uy = vy — {2y = (5,1, 1, 1) — fOpp bl (1, 1,1, 1) = (5,1,1,1) —
(1,—1,1,—1) = (4,2,0,2).

_ <U37u1) _ <U37u2>
(urun) 1 {ug,uz)

Uy (—3,3,1,—3)—i—%(1,—1,1,—1)—}—%(4,2,0,2) =

Pentru baza ortonormald a lui V calculam:

—_ ul J— (17_1717_1) _ l _l l _l
= g = 2 _(27 202 2)>
— _u2 __ (472a072) — _6 _6 ﬁ
Ny = = evs = (506006,
Na — U3 (=5:3.5.—3) _(_\/21 21 /21 —5\/21>
37 Jusl — V21 = 2076 140 42 /-

Prin urmare vectorii {n,ns, ng} formeaza o baza ortonormala pentru V.

Problema 8.0.7. Determinati complementul ortogonal algebric S+ pentru subspatiul

S={(z,y,2,t) ER* | o +y—2+2t=0,2—22+1t=0,y+ 2+t =0}

r+y—2+2t=0

Rezolvare: Determinam o baza in S rezolvand sistemul r—224+t=0
y+z+t=0
11 -1 2 0 1 1 -1 2 0
—Li1+Lo2 Lo+ L3
Avem 1 0 -2 1 0 >~ 0 -1 -1 -1 0 i
01 1 1 0 0 1 1 1 0
1 1 -1 2 0
01 1 1 0 . Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu

00 0 01O

z = «a gi t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea
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S ={Q2a-p,—a—-5,a,8) | a,p € R}. Deci S = span{u; = (2,—1,1,0),uy =
(—1,-1,0,1)}. Dimensiunea subspatiului S este 2, ceea ce Inseamni ci dim S+ =
4—-2=2.

Fie v = (21, 22,73,24) € ST = (v,(2,—-1,1,0)) = 0 si (v,(—=1,-1,0,1)) =
0 = 2wy — T2+ =10 . Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu

—r1— X2 +x4 =0

xr1 = « §i x9 = B necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea
St = {(a,8,-2a + B,a+ B) | a,B € R}. St = span{v; = (1,0,-2,1),vp =
(0,1,1,1)}. Pentru a obtine o bazi ortogonald pentru S+ vom ortogonaliza vec-
torii v; = (1,0,—2,1) si v = (0,1,1,1) prin procedeul Gram-Schmidt. Alegem
u =v; = (1,0,—2,1).

e = o= i = (0,1, 1,1) = Py (L =1 L, =1) = (01,1, 1)
ZH(1,0,-2,1) = (5,1,2,%).

Deci o baza ortogonald pentru S* este Bgi = {(1,0,—-2,1),(1,6,4,7)}.

Problema 8.0.8. Fie S C R,
S={(z,y,z2,t) ER* |z +y+z+t=02—y+z—t=0,2+2=0}

Determinati o baza ortogonals pentru S=*.

Rezolvare:
r+y+z+t=0

Determinam o baza in S rezolvand sistemul r—y+z—t=0 .

r+2=0
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
—Li+Lo,—L1+L3 *%L2+L3,%L2
1 -1 1 -1 0 ~ 0 -2 0 -2 0 >~

1 0 1 0 0 0 -1 0 -1 | 0
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11111 0

010 1 0 . Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu z = «

0000 0
si t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea S =

{(—a,=B,,8) | a,8 € R}. Deci S = span{u; = (—1,0,1,0),us = (0,—1,0,1)}.
Dimensiunea subspatiului S este 2, ceea ce inseamna ca dim S+ =4 — 2 = 2.
Fie a = (11,79, 73,74) € ST = (a,(-1,0,1,0)) = 0 si (a, (0,—1,0,1)) = 0 =
—x1+x3=0

. Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cux; = agi o = 8
—T9 -+ Ty = 0

necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea S+ = {(a, 3, a, B) |
a,B € R}. St = span{a; = (1,0,1,0),a = (0,1,0,1)}. Observam ca {(ai,as) = 0,
deci o baza ortogonald pentru S* este Bg: = {(1,0,1,0),(0,1,0,1)}.

Problema 8.0.9. Fie
V =span{v; = (1,1,-2,—-2); v, = (6,8,—1,3),v3 = (3,9, 3,8)}.

Determinati o baza ortogonala pentru V.
Rezolvare:

Vom ortogonaliza vectorii vy, v9, v3 aplicand procedeul Gram-Schmidt. Alegem
Uy = v = (1, 1, —2, —2)

o (v2,u1) o ((6,8,—1,3),(1,1,—2,—2)) o
up = vy~ {28y = (6,8, —1,3)— {ES LI (17, 2, —2) = (6,8,-1,3)—

(1,1,-2,-2) = (5,7,1,5).
us = vz — §v3’“1>u1 — ), = (3,9,3,8) 4+ (1,1,—-2,—2) — 12L(5,7,1,5) =

u1,u) (u2,u2) 100

205 153 _ 21 _ 5 i 5 5 L
(=156 Ton> — 3050 —Too) Deci, o baza ortogonala pentru S este

Bg: ={(1,1,-2,-2),(5,7,1,5), (=205, 153, —21, —5) }.
Problema 8.0.10. Fie S C R,

S={(v,y,2,t) ER* |~z +y—2+t=0,0+y+z+t=0}
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Determinati o baza ortogonald pentru S=.

Rezolvare:

. o . ) —x4+y—z+t=0
Determinam o baza in S rezolvand sistemul .

T+y+z2+t=0
Se observa ca rangul matricii sistemului este 2, deci sistemul este compatibil

dublu nedeterminat, cu z = « si t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are
solutia data de multimea S = {(—«a,—5,a,8) | a, f € R}. Deci S = span{u; =
(—1,0,1,0),us = (0,—1,0,1)}. Dimensiunea subspatiului S este 2, ceea ce inseamna
cadimSt=4—-2=2.
Fie v = (21,29, 23,24) € St = (v,(~1,0,1,0)) = 0 si (v(0,—-1,0,1)) = 0 =
—x14+23=0

. Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu x5 = asizy =
—X9 + Ty = 0

necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea S+ = {(a, 3, o, ) |
a,B € R}. Pentru a = 0si B =1 avem v; = (0,1,0,1) € S+, iar daci ludm o = 1
§i B =0 avem vy = (1,0,1,0) € S*. Observam ci (vy,v) = 0, deci v; L vy. O bazi

ortogonald pentru S+ este Bgi = {(0,1,0,1),(1,0,1,0)}.
Problema 8.0.11. Fie
V =span{v; = (1,-1,1,—1);vs = (—3,3,1,-3),v3 = (2,1,1,1)}.

Determinati o baza ortonormala pentru V.

Rezolvare:
Vom ortogonaliza vectorii vy, vg, v3 aplicand procedeul Gram-Schmidt. Alegem
up =v; = (1,-1,1,-1).
up = o =~ Gy = (-3.3.1,-3) ~ rry gy (L1 2 -2) =

= (-3,3,1,-3) + 1(1,-1,1,-1) = (-2,2,3 —I). Pentru calcul mai usor

vom considera uy := (—5,5,3,=7).
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Uy = vy — My — Py, — (2,1,1,1) — $(1,—1,1,—1) + {5(=5,5,3,=7) =

u1,u1) 1 (uz,u2)
(%, g, 1, %) Pentru calcul mai ugor putem considera uz := (4, 5, 3, 2).

Pentru baza ortonormald a lui V' calculam:

[ ¥ (17_1717_1) — l _l l _l
ny = e | - = 2 —(27 27 9 2)7
Ny — Y2 — (=55,3,=7) _ (_i 5 3 _L)
2 7 Tz 63 6v37 6v37 6v37  6v37°
. _us __ (4157312) — 4 L i L
"3 = Tug] 3v6 (3\/6’ 3v6’ 3v6° 3\/6)'

Prin urmare vectorii {ny,ns, n3} formeaza o baza ortonormala pentru V.

Problema 8.0.12. Fie S C R*,

S={(v,y,z,t) ER*| 20—y —2—t=0,2+2=0,2 —y — 22—t = 0}.

Determinati o baza ortogonals pentru S*.

Rezolvare:
20 —y—2—1t=0

Determinam o baza in S rezolvand sistemul r4+2=0

r—y—2z—1t=0
Schimbam ordinea ecuatiilor pentru calcule mai ugoare, si avem:

1 0 1 0 0
—Ly1+Lo,—2L1+Ls

1 -1 -2 -1 0 >~

2 -1 -1 -1 0

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
—Lo+L3

0 -1 -3 -1 0 X~ 0 -1 -3 -1 0

0 -1 -3 -1 0 0 O 0 0 0

Cum rangul matricii sistemului este 2 si pentru ca avem patru necunoscute, sis-

temul este compatibil dublu nedeterminat, cu z = a si t = 8 necunoscute secundare,

iar sistemul are solutia data de multimea S = {(—a, —3a — f,a,8) | o, 5 € R}.

Deci S = span{u; = (—1,—-3,1,0),us = (0,—1,0,1)}. Dimensiunea subspatiului S

este 2, ceea ce inseamna ca dim S+ =4 —2 = 2.
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Fie v = (21, 29,73,24) € ST = (v,(~1,-3,1,0)) = 0 si (v,(0,-1,0,1)) =
—X9 + Ty = 0 . . .
0 = . Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu
—X1 —3132+$3 =0
r1 = a ¢ r9 = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea

St ={(a,B8,a+38,8) | a,3 € R}. Pentru a = 1 5i f =0 avem v; = (1,0,1,0) €
S+, Cautam un alt vector din S+, vy = (a,B,a + 38,8) L v = {(a,2a —
B,a,5),(1,0,1,0)) = 0 = 2« + 38 = 0, iar pentru @ = 3 avem ca = —2 si
obtinem vectorul vy = (3, -2, —3,—2). O baza ortogonald pentru S* este Bgi =

{(1,0,1,0),(3,-2, -3, —2}.
Problema 8.0.13. Fie S C R,
S={(z,y,2,t) ER* |z +y+z+t=0,2+2z=0}

Determinati o baza ortogonald pentru S*.

Rezolvare:

r+z=0
Determinam o baza in S rezolvand sistemul

r+y+z+t=0
Se observa ca rangul matricii sistemului este 2, deci sistemul este compatibil

dublu nedeterminat, cu z = « si t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are
solutia data de multimea S = {(—«a,—0,a,0) | a, € R}. Deci S = span{u; =
(—=1,0,1,0),us = (0,—1,0,1)}. Dimensiunea subspatiului S este 2, ceea ce inseamna
ca dimSt=4—-2=2,
Fie v = (11,79, 73,74) € ST = (v,(=1,0,1,0)) = 0 si (v,(0,—-1,0,1)) =0 =
—r1+23=0

. Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu x5 = asizy = 3
—To + X4 = 0

necunoscute secundare, iar sistemul are solutia datd de multimea S+ = {(a, 3, o, B) |
a,B € R} = St =span{v; = (1,0,1,0),v, = (0,1,0,1)}. Cum (vy,v5) =0 = vy L
)}

v9, deci o baza ortogonala pentru S+ este Bg: = {(0,1,0,1),(0,1,0,1
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Problema 8.0.14. Fie S C R*,
S={(v,y,z,t) ER* |20 +y+2z2+t=0,2+y+2+t=02+2y+ 2+ 2t =0}

Determinati o baza ortogonals pentru S*. Determinati un subspatiu V' C R* astfel

ncat R* =S V.

Rezolvare:
2v4+y+224+t=0
Determinam o baza in S rezolvand sistemul r+y+z+t=0
r+2y+2+2t=0
Avem:
1111 0 11 1 1 0
—Li+Lo,—2L1+L3 La+Ls3
1 21 2 0 ~ 0 1 0 1 0 ~
21 21 0 0 -1 0 -1 0
1111 0
0101 0 Cum rangul matricii sistemului este 2 i pentru ca
0000 0

avem patru necunoscute, sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu z = «
si t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea S =

{(—CY, _ﬂaaa6> | Oé,ﬂ € R} Deci S = Span{ul = (_17()’1’0)7“2 = (07_17()’1)}

Dimensiunea subspatiului S este 2, ceea ce inseamna cia dim St = 4 — 2 = 2.
Fie v = (z1,79,23,14) € ST = {(v,(~1,0,1,0)) = 0 si {v,(0,-1,0,1)) = 0 =
—I1 -+ T3 = 0

. Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu x3 = asizy =
—To + Ty = 0

necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea S+ = {(«a, 3, a, 3) |

a, € R} = S+ = span{v; = (1,0,1,0),v5 = (0,1,0,1)}. Cum {(vy, vy

9, deci o baza ortogonala pentru S+ este Bg: = {(0,1,0,1),(0,1,0,1
Evident, S @ S+ = R* deci V = S+.

=0=uv; L

)
)}
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Varietati liniare
Problema 8.0.15. Fie subspatiul vectorial
U =span{(1,1,2,-1),(0,—-1,-1,2),(-1,2,1,-3)}
si varietatea liniara
L={(z,y,z2,t) ER* |z +y+z—t=1lx—y+z—t=0,z+2=0}

Calculati distanta de la U la L.
Rezolvare:
Distanta de la U la varietatea liniara L este d(vo, U + V1), unde L = vg + V7,
r+y+z—t=1
vy este o solutie a sistemului r—y+z—t=0 cusolutia data de multimea
r+z2=0
V={(-aia-1)]aecR}

Pentru ae = 0 avem ca vy = (0, %,

0,—3), iar

Vi ={(z,y,2,t) eR* |z +y+2—t=0,x—y+2z—t=0,2+2=0}
r4+y+z2z2—1t=0

Pentru a determina o baza in V7, rezolvam sistemul ¢ 2 —y + 2 —t =0 , acarui

r+z=0
matrice are rangul 3, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat, cu z = «

necunoscuta secundara, iar sistemul are solutia data de multimea
V ={(a,0,—a,0) | @ € R}. Deci V = span{v; = (1,0,—1,0)}.

Dimensiunea spatiului U + V}, este data de rangul matricii

1 0 -1 1 1 0 -1 1
1 -1 2 0 —Li+Lo—2Li+Lsla+Ly | O =1 3 =1 | —rLo413200+L4
2 1 1 -1 B 0 -1 3 -3 B
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1 0 -1 1
0 -1 3 - )
, deci o baza in U 4V, este Byyy, = {u1,us, us,v1}. Cum
0O 0 0 =2
0o o0 2 -1

dimy.y, = 4 51 U + Vi, este un subspatiu in R?* rezultd ca U + V, = R* deci

d(U, L) = d(Uo, U+ VL) = d(Uo, R4) =0.
Evident, se pot face si calcule: d(U, L) = d(vy,U + V1) = ,/%W

G(Ul,Ug,U:},,Ul) = =16

G(uy,ug,uz,v1,00) =6 -9 15 —2 —3|=0. Deci, d(U,L) = 0 0.

Problema 8.0.16. Fie

Li={(z,y,2,t) ER* |z +y+2+t=1x—y+2z—t=—1,x+2=0}

L2:{($,y,2’,t)ER4|:p—|—y—{—z—|—t:2’_$_}_y+z+tzo}

doua varietati liniare. Calculati distanta de la Ly la Ls.
Rezolvare:
Distanta de la varietatea liniara L, la varietatea liniara Lo este
d(vo — ug, Vg, + V1,),
unde Ly =vg+ Vi, i Ly = ug + Vp,.
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r+y+z+t=1

Cautam o solutie a sistemului x —1y+2z—t=—1 care are solutia generala
r+2=0
data de multimea L; = {(—a,1 - 5,, ) | a, B € R}.
Pentru aw = 0 si = 0 avem ca vy = (0, 1,0,0), iar
Vi, ={(z,y,z,t) eERY | v +y+2+t=0,r —y+2—t=0,2+2 =0}
T4+y+z+t=0
Pentru a determina o baza in Vi, rezolvam sistemul { z —y4+2—-t=0 , a

r+z=0
carui matrice are rangul 2, deci sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu

z = « si t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea
Vi, ={(-a,—-B,a,8) | @, 8 € R}.
Deci By, ={v=(-1,0,1,0),v; = (0,-1,0,1)}.
THy+rtt=2

Cautam o solutie a sistemului care are solutia data de
—r+y+z+t=0

multimea Ly = {(1,1 —a — B,a,8) | a,f € R}. Pentru a« = 0 g1 § = 0 avem ca
uy = (1,1,0,0), iar
Vi, ={(z,y,2,t) eER* |2+ y+24+t=0,—z+y+2+t=0}
) o o r+y+z+t=0
Pentru a determina o baza in V, rezolvam sistemul , a
—r+y+z2—1t=0
carui matrice are rangul 2, deci sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu

z = «a gi t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea
VLQ = {(0,—0& - 670576) | 0576 S R}
Deci V, = span{u; = (0,—1,1,0),us = (0,—1,0,1)}.

Dimensiunea spatiului Vz, + V7, este data de rangul matricii
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-1 0 0 0 -1 0 0 0
0 —1 =1 =1 | Li+LsLo+Ls 0 =1 =1 =1 | rs+L4
1 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0O -1 0
-1 0 0 0
0 -1 -1 -1 )
, deci o baza in Vi, + Vi, este By, 4v;, = {v1,v9,u1 }.
0 0 1 0
0 0 0 0
d(L17 LZ) - d(vo — U, VLl + VLz) = \/G(ng)j{fi)lgﬁtol_)UO)
2 011
2 01
0 210
G (v, v, U1, v9 — Ug) = =1; G(v1,v9,u1) = |0 2 1| =4
1 1 20
1 1 2
1 0 0 1

Deci, d(L1, Ly) = \/_——

Problema 8.0.17. Determinati complementul ortogonal algebric S+ pentru

S={(z,y,2,t) ER* | o+ 2y+32+4t =040 +3y+22+t=5x+y+z+t =1}

Rezolvare: S este o varietate liniara, deci S = vy + V.
r+2y+32+4t=0
v este o solutie a sistemului ¢ 42 4 3y + 2z +¢ =5 , iar pentru a determina o
r+yt+z+t=1
rT+2y+32+4t=0

baza in Vg trebuie sa rezolvam sistemul { 4z + 3y +22+t=0 .

THy+z+t=0
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1 2 3 4 0 0
—4L1+L2,—L1+L3
Avem 4 3 2 1 5 0 =

1 111 1 0

1

75L3+L2,L2:(75)
0 -5 —10 —-15 5) 0 ~

0O -1 -2 =3 1 0

1 2 3 4 0 0

012 3 —1 0 . Pentru S solutia este data de multimea

00 0O 0 0
S={(a+28+2,—2a-38—-1,0,03) | a, f € R}.

Pentru a = 0 i = 0 obtinem vy = (2,—1,0,0).
Pentru Vg solutia data de multimea Vs = {(a + 28, —2a — 35, a, B) | o, B € R}.

Deci By, = {u; = (1,—-2,1,0),us = (2,—3,0,1)}. Dimensiunea subspatiului S este

2, ceea ce inseamni cd dim Vgt =4 — 2 = 2.

Fie v = (21,29, 23,24) € Sy~ = (v, (1,-2,1,0)) = 0 si (v,(2,-3,0,1)) =0 =

$1—2$2+£L’3IO . . .
. Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu z; = «

2$1—3ZE2+I4:O

si 25 = f necunoscute secundare, iar sistemul are solutia dati de multimea Vg =
{(o, B, —a + 28, —2a + 38) | o, € R}. Vg© = span{v; = (1,0,—1,-2),v, =

(0,1,2,3)}. Pentru a obtine o baza ortogonali pentru Vg™ vom ortogonaliza vectorii

vy = (1,0,—1,—2) si vo = (0,1,2,3) prin procedeul Gram-Schmidt. Alegem wu; =

v = (1,0,—1,—2).

o (va,u1) o ((1,0,—1,—2),(0,1,2,3)) o
up = vy — {2y = (0,1,2,3) — (GRG0 (1,0, -1, -2) = (0,1,2,3) -

%8(1707_17_2) = (4 1 : l)

3153
O baza ortogonald pentru S* este Bg, 1 ={(1,0,-1,-2),(4,3,2,1)}.

St =V
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Problema 8.0.18. Fie

Li={(z,y,z,t) eR| =z +y—z+t=1la4+y+z+t=1z+2=0}

Ly={(z,y,2,t) ER* |z +y+2+t=22+2=3}

Calculati distanta de la Lq la Ls.
Rezolvare:
Distanta de la varietatea liniara L, la varietatea liniara Lo este
d(vg — ug, V, + V1,), unde Ly = vy + Vi, si Lo = ug + Vp,.
—r+y—z+t=1
Rezolvam sistemul r+y+z+t=1 care are solutia generalda data de

r+z2=0
multimea Ly = {(—a,1 — f,a,5) | a, 5 € R}, care se poate scrie si
Ly =(0,1,0,0) + {(—c, = B,, B) | o, 8 € R}, deci vectorul director este vy =
(0,1,0,0) iar subspatiul director este
Vi, = span{v; = (—1,0,1,0),v, = (0,—1,0,1)}.
rTH+y+z+t=2

Pentru varietatea L, rezolvam sistemul care are solutia
rT+z=3

generala data de multimea Ly = {(3 —a,—1 — 8,0, ) | o, B € R}, deci
Ly =(3,-1,0,0) + span{u; = (—1,0,1,0),us = (0,—1,0,1)}.
Consideram vectorul director ug = (3,—1,0,0) iar subspatiul director este
Vi, = span{(u; = (—1,0,1,0),us = (0,—1,0,1)}}.

Dimensiunea spatiului Vz, + V;, este data de rangul matricii

care este 2, prin urmare o baza in Vy, + V}, este
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BVL1+VL2 = {/U17 UQ}-

d(Ly, L) = d(vo — uo, Vi, + Vi) =/ Clgtestel,

2 0 3
2 0
G(vi,vo,u1,v9 —ug) = |0 2 —2| =26; G(v1,v2) = =4.
0 2
3 =2 13
Prin urmare, d(L, Ly) = /% = ¥20.

Problema 8.0.19. Fie

Li={(z,y,2,t) eR |z +y+2—t=lLao—y+z—t=0,2+2=0}

Ly={(x,y,2,t) eR' |z +y+2—1 =3}

Calculati distanta de la Ly la Ls.
Rezolvare:
Distanta de la varietatea liniara L, la varietatea liniara Lo este
d(vg — ug, V, + Vi,), unde Ly = vg+ Vi, §i Ly = ug + V7.
r+y+z—t=1
Cautam o solutie a sistemului r—y+z—t=0 -care are solutia datda de
r+2=0
multimea L; = {(—a, 3,2, —3) | @ € R}. Pentru a = 0 avem c& vy = (0, 3,0, —3),
iar
Vi, ={(z,y,z,t) eRY |z +y+2—t=0z2—y+2—t=0,2+ 2= 0}.
r+y+z—t=0
Pentru a determina o baza in Vi, rezolvam sistemul { z —y4+2—-t=0 , a

r+2z=0
carui matrice are rangul 3, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat, cu

z = « necunoscuta secundara, iar sistemul are solutia data de multimea
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Vi, = {(=,0,0,0) | @ € R}. Deci By, = {v; = (-1,0,1,0)}.

O solutie a ecuatiei z + y + z — t = 3 este de exemplu ug = (0,0,0,—3), iar

Vi, = {(z,y,2,t) € R* | x + y + 2 — t = 0}. Ecuatia are solutia datd de multimea

VL2 = {(Oé,ﬁ,”}/,Oé—FB‘i")/) ’ &7677 S R}
Vi, = span{u; = (1,0,0,1),us = (0,1,0,1),u3 = (0,0,1,1)}.

Dimensiunea spatiului Vy, 4+ V, este data de rangul matricii

1
0

o o O =
o o = O

0
1

—_

= o O

0

0

_ =) O

0

—1

~— O = O

1 00 -1 1
*L’l_j’L4 010 0 7L2\<JFL4 0
001 1 0
01 1 1 0

, prin urmare o baza in Vy, + Vi, este BVL1

d(Ly, La) = d(vo — ug, Vi, + Vi,) = \/—G(ul’uz’%’v"*“‘)).

G(Uh Uz, U3, Vo — Uo) =

Deci, d(Ll,LQ) = T =

G(u1,u2,u3)

5
2 11 3
121 3
= 4) G(U17U27u1) -
112 3
5 5 13
3 3 3 %
4
Ji=1

Problema 8.0.20. Fie

si

00 -1
10 0 | ngu,
01 1 a
01 1

+Vi, = {ur, uz, us}.

211
1 2 1=4
11 2

Ll:{(xay72,t)€R4|I—y+22’=1,y+z=0,x+z—|—t:1}

Ly ={(z,y,2,t) R |z + 2+t =3}.
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Calculati distanta de la Ly la Ls.
Rezolvare:
Distanta de la varietatea liniara L, la varietatea liniara Lo este
d(vo — ug, V,, + Vi,), unde Ly = vg+ Vi, §i Ly = ug + V1.
r—y+2z=1
Cautam o solutie a sistemului y+2=0 care are solutia data de multimea

r+z+1t=1
Ly = {(-% +1,-%,%,0) | @ € R}. Pentru @ = 0 avem ca vy = (1,0,0,0), iar

VLl :{(ﬂ%yazﬂf)€R4’l’—y—l—QZZO,y—i—Z:O,x—l—z—l—t:O}.

rT—y+22=0
Pentru a determina o baza in V;, rezolvam sistemul y+z=0 , a carui
r+24+t=0

matrice are rangul 3, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat, cu t = «

necunoscuta secundara, iar sistemul are solutia data de multimea
Vi, = {(_T?"", —5,5,a) [ @ € R}. Deci By, = {v1 = (-3,-1,1,2)}.
O solutie a ecuatiei  + z + t = 3 este de exemplu ug = (3,0,0,0), iar
Vi, ={(x,y,2,t) € R* | 4+ 2z +t = 0}. Ecuatia are solutia datd de multimea
Vi, ={(o, 8,7, —a—7) | a, 8,7 € R}.
Vi, = span{u; = (1,0,0,—1),us = (0,1,0,0),u3 = (0,0,1,—1)}.

Dimensiunea spatiului Vz, + Vi, este data de rangul matricii

1 0 0 -3 10 0 -3 100 -3

o 1 0 -1 |42, 01 0 =1 | s34z, 01 0 —1 _
~ ~ , deci

0 0 1 1 00 1 1 001 1

-1 0 -1 2 00 —1 -1 000 O

o baza in Vi, + Vi, este By, 4v,, = {uy, ug, us}.

d(L1, Ly) = d(vo — o, Vi, + V1) = \/w

G(u1,u2,u3)
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2 0 1 —2
0 10 0
G(ul,umu&vo - Uo) =
102 0
200 4
Deci, d(Ly, Ly) = \/§ =2

Aplicatii liniare

Problema 8.0.21. Fie T': R* — R3, T'(v)

de matricea
2

1
A=1|2
1

—_ =

Determinati cate o baza in ker 7" gi im 7T'.

Rezolvare:

2 01
4; G(vy,v9,u1) =10 1 0] =3.

1 0 2

= A - v o aplicatie liniara reprezentata

Fiev = (7,9, 2,t) € R, atunci T(v) = (v +2y+2+2t, 20 +y+2z+t, v+y+2+t).
ket T = {(z,y,2,t) € R | T(v) = Ops} = {(z,9,2,t) € R' | 2+ 2y + 2+ 2t =

0,2c+y+22+4t=0,z+y+z+t=0}

Rezolvam sistemul prin metoda eliminarii lui Gauss:

1 21 2 0
—2L1+L2,—L1+L3
21 2 1 0 =~
1 1 11 0
1 21 2 0
0101 0
00 0O 0

Sistemul este compatibil dublu nedeter

1 2 1 2 0

—%La+L3,3 Lo
0 -3 0 -3 0 =~
0 -1 0 -1 0

minat, cu z = « si t = [ necunoscute
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secundare, iar sistemul are solutia data de multimea

kerT = {(—a,—B,a,0) | a, 5 € R}.

Prin urmare, Byer = {(—1,0,1,0),(0,—1,0,1)}, iar dim ker7T = 2. Stim ca
dim im7 = dimR* — dim ker T =4 — 2 = 2.

m7T={(z+2y+z2+2t,20+y+2z+t,x+y+z2+t)|z,y,2t R}
={x(1,2,1) +y(2,1,1) + 2(1,2,1) + t(2,1,1) | z,y, 2, t € R}
= span{(1,2,1),(2,1,1),(1,2,1),(2,1,1)}.

1 21 2

Rangul matricii | 2 1 2 1 | este 2, deci o baza in im T’ este

1111

Bmr ={(1,2,1),(2,1,1)}.

O alta abordare pentru determinarea unei baze a lui im7T este sa completam
vectorii din baza lui ker T' la o baza pentru R*.

Byerr = {v1 = (—1,0,1,0),v5 = (0,—1,0,1)}, deci alegem w3 si vy astfel incat
rangul matricii formate cu elementele vectorilor vy, v, v3,v4 sa fie 4. Putem alege
de exemplu v3 = (0,0,1,0) si vy = (0,0,0,1) ca matricea sa fie diagolanla iar
determinatul si fie imediat calculat ca fiind nenul. In aceste conditii, im 7" este

generat de T'(vs) = (1,2,1) i T'(vq) = (2,1,1), deci Bimr = {(1,2,1),(2,1,1)}.

Problema 8.0.22. Determinati cate o baza in ker 7" si im T pentru 7' : R* — R3,

T(v) = A-v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

1 2 3 4
A=14 3 2 1
1111
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Rezolvare:
Fiev = (x,y,2,t) e RY, T(v) = (x +2y+ 32 +4t, dx+ 3y +2z+t,x +y+ 2 +1).
ker T = {(z,y,2,t) € R [ T(v) = Opa} = {(z,y,2,1) € R | 2 + 2y + 3z + 4t =

0,4r+3y+2z+t=0,24+y+2z+t = 0}. Rezolvam sistemul prin metoda eliminarii

lui Gauss:

1 2 3 4 0

—4Ly1+Lo,—L1+Ls
4 3 2 1 0 ~
1 111 0
1 2 3 4 0

—2L3,Lo+Ls

0 -5 =10 -—15 0 ~
o -1 -2 =3 0
1 2 3 4 0
012 3 0 . Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu z =
00 0O 0

a si t = [ necunoscute secundare, iar sistemul are solutia data de multimea
kerT = {(a+ 28, —2a — 30,0, ) | o, f € R}.
Prin urmare, By, = {(1,—-2,1,0),(2,-3,0,1)}, iar dim ker 7" = 2.
Stim ca dim im7 = dimR* — dim ker 7' =4 — 2 = 2.

mT ={(z+2y+32z+4t,dc+3y+2z+t,x+y+z+t)|z,y, 2t R}
={z(1,4,1) +y(2,3,1) + 2(3,2,1) + t(4,1,1) | z,y,2,t € R}

=span{(1,4,1),(2,3,1),(3,2,1),(4,1,1)}

1 2 3 4

Rangul matricii 4 3 2 1 este 2, deci o baza in im T este

1 1 11
Bunr = {(1,4,1),(2,3,1)}.
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Problema 8.0.23. Determinati cate o baza in ker 7" si im T pentru 7' : R3 — R*,

T(v) = A-v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

1 21

211
A=

1 21

211

Rezolvare:

Fiev = (z,y,2) e R}, T(v) = (x +2y + 2,2x +y + 2,2 + 2y + 2,22 + y + 2).
kerT = {(x,y,2) € R} | T(v) =Ops} = {(2,y,2) ER® |2 +2y+2=0,20+y+2 =
0,2+2y+2z=0,2x+y+2z = 0}. Observam ca ultimele doua ecuatii sunt identice cu
primele doua, matricea sistemului are rangul 2, deci sistemul este compatibil simplu
nedeterminat, cu y = « necunoscuta secundara, iar sistemul are solutia data de
multimea ker 7" = {(«, a, —3a) | @« € R}. Prin urmare,

Byerr = {(1,1,-3)}, iar dim ker 7" = 1.

Stim c& dim im 7 = dimR?® — dim kerT'=3 — 1 = 2.

imT ={(z+2y+z2x+y+z,o+2y+22r+y+z2)|z,y2ecR}
={z(1,2,1,2) + y(2,1,2,1) + 2(1,1,1,1) | ,y, 2 € R}

= span{(1,2,1,2),(2,1,2,1),(1,1,1,1)}.

1 21
2 11
Rangul matricii este 2, deci o baza in im 7" este
1 21
2 11

BimT = {(17 2a 172)7 (27 17 2a 1)}

Problema 8.0.24. Determinati cate o baza in ker T si im T pentru 7' : R* — R3,
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T(v) = A-v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

1 21 2
A=121 2 1
1 010

Rezolvare:

Fie v = (z,y,2,t) e RY, T(v) = (x + 2y + 2 + 2t, 20 + y + 22 + t,x + 2).

ker T = {(x,y,2,t) € R* | T(v) = Ogs}

={(z,y,2,t) ER* | o+ 2y + 2+ 2t =022 +y+22+t=0,2+ 2z =0}.

Rezolvam sistemul prin metoda eliminarii lui Gauss:

1 21 2 0

—2L1+Lo,—L1+Ls
21 2 1 0 =
1 010 0
1 2 1 2 0

—+L2,—3L3,—La+Ls

0 -3 0 -3 0 ™~
0 -2 0 -2 0
1 21 2 0
01 01 0
00 00O 0

Sistemul este compatibil dublu nedeterminat, cu z = « si ¢t = [ necunoscute
secundare, iar sistemul are solutia data de multimea ker " = {(—a, —f, o, ) | o, 5 €

R}. Prin urmare,

Bierr = {(~1,0,1,0), (0, —1,0,1)}, iar dim ker T = 2.
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Stim ca dim im7 = dimR* — dim ker 7' =4 — 2 = 2.

mT={(z+2y+z+2t,2c+y+22z+t,x+2)|x,y,21t R}
={z(1,2,1) +y(2,1,0) + 2(1,2,1) + t(2,1,1) | z,y, 2,t € R}

= span{(1,2,1),(2,1,0), (1,2,1),(2,1,1)}.

1 21 2

Rangul matricii | 2 1 2 1 | este 2, deci o baza in im T’ este

1 011
BimT:{(17271>7(27170)}'

Problema 8.0.25. Determinati cate o baza in ker T si im T pentru 7' : R3 — R%,

T'(v) = A- v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

Rezolvare:

Fie v = (z,y,2) € R3 iar T(v) = 2z +y+ 2,0+ 2y + 2,20 +y + 2,7 — y).

ker T = {(z,y,2) € R* | T(v) = Ogs}

={(z,y,2) ER* |20+ y+2=0,24+2y+2=020+y+2=0,v—y =0}

Rezolvam sistemul prin metoda eliminarii lui Gauss:

2 1 1 0

1 2 1 0 ~Li+Ls,~La+La,~2Lo+ L1, L1+ Lo
2 1 1| 0 N

1 -1 0 0
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1 2 1 0 1 2 1 0
0 -3 —1 0 |- LytLa 0 -3 —1 0
o0 o0 | o 00 0 |0
0 -3 -1 0 0 0 0 0
Matricea sistemului are rangul 2, deci sistemul este compatibil simplu nedeter-

minat, cu ¥y = « necunoscuta secundara, iar sistemul are solutia data de multimea
kerT' = {(o, a, —3a) | @« € R}. Prin urmare, By, = {(1,1, —3)}, iar dim ker 7" = 1.
Stim ca dim im7 = dimR?® —dim ker 7' =3 — 1 = 2.
mT={2zx+y+z,2+2y+z2x+y+z,2—vy)|zvyz R}
={z(2,1,2,1) + y(1,2,1,2) + 2(1,1,1,0) | z,y, 2 € R}

=span{(2,1,2,1),(1,2,1,2), (1,1,1,0)}.

2 11
1 2
Rangul matricii este 2, deci o baza in im T este
2 11
1 20

BimT = {(27 17 27 1)7 (17 27 17 2>}

Problema 8.0.26. Determinati cate o baza in ker 7" si im T pentru 7' : R3 — R*,

T(v) = A-v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

1 21

1 11
A —

1 21

1 11

Rezolvare:
Fiev = (z,y,2) € R3 atunci T'(v) = (z+2y+z,2+y+2,2+2y+z,2+y+2).
ker T = {(z,y,2) €R’ | T'(v) = Opa} = {(2,9,2) ER’ |2+ 2y + 2 =0, 2+ y + 2=
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0,x4+2y+2z=0,24+y+ z=0}. Observam ca primele doua ecuatii ale sistemului
coincid cu ultimele doua, matricea sistemului are rangul 2, prin urmare sistemul este
compatibil simplu nedeterminat, cu z = « necunoscuta secundara, iar sistemul are
solutia data de multimea

kerT = {(—a,0,a) | a € R}.

Prin urmare, By, = {(—1,0,1)}, iar dim ker 7" = 1.

Stim c& dim im7 = dimR?® — dim ker T'=3 — 1 = 2.

imT ={(z+2y+z,x+y+z,2+2y+z,x+y+2) |2y 2R}
={z(1,1,1,1) +y(2,1,2,1) + 2(1,1,1,1) | z,y, 2 € R}

=span{(1,1,1,1),(1,2,1,2),(1,1,1,0)}.

1 11
1 21
Rangul matricii este 2, deci o baza in im 7" este
1 11
1 21

BimT = {(17 1a ]-7 1)7 (17 2a L 2)}

Problema 8.0.27. Determinati cate o baza in ker 7" si im 7T’ pentru 7' : R* — R3,

T'(v) = A- v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

1 =1 2 0
A=10 1 1 0
1 0 11

Rezolvare:
Consideram v = (z,y,2,t) € R iar T(v) = (v —y + 22,y + 2,2 + z + t).
ker T = {(z,y,2,t) ER! | T(v) = Ops} = {(2,y, 2, 1) ER* [ —y + 22 =0,y + 2 =

0,z 4+ z +t = 0}. Rezolvam sistemul prin metoda eliminarii lui Gauss:
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1 -1 2 0 0 1 -1 2 0 0
—L1+L3 —Lo+L3
0 1 10 0 >~ 0 1 1 0 0 >~
1 0 11 0 0 1 -1 1 0
1 -1 2 0 0
0 1 1 0 0 . Sistemul este compatibil simplu nedeterminat, cu

0O 0 =21 |0

z = « necunoscuta secundara, iar sistemul are solutia data de multimea
kerT' = {(—3a, —a, o, 2a) | o € R}.
Prin urmare, By, = {(—3,—1,1,2)}, iar dim ker T' = 1.
Stim c& dim im 7 = dimR* — dim ker 7' =4 — 1 = 3.

mT{(xr —y+2z,y+z,x+2z+1)|x,y,21t R}
={z(1,0,1) +y(—1,1,0) + 2(2,1,1) + ¢(0,0,1) | z,y, 2,t € R}

= span{(1,0,1),(—1,1,0),(2,1,1), (0,0,1)}.

1 -1 2 0

Rangul matricii 0O 1 10 este 3, deci o baza in im 7T este

1 0 11
Bimr = {(1,0,1),(—1,1,0),(2,1,1)}.
Observatie. imT C R3, dimR?® = 3, dim im7 = 3 = im T = R3, si o baza poate

fi chiar baza canonica B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}.

Problema 8.0.28. Determinati cate o baza in ker 7" si im T pentru 7' : R* — R3,

T(v) = A-v o aplicatie liniara reprezentata de matricea

21 21
A=111 11
1 21 2
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Rezolvare:
Fiev = (2,9, 2,t) € Rt iar T(v) = Qo +y+22+t,x+y+z+t,0+2y+2+2t).
kerT = {(x,y,2,t) € R* | T(v) = Ops} = {(z,y,2,1) E R* | 20 +y+ 22+t =

0,x+y+z+t=02+2y+ 242t =0}. Rezolvam sistemul prin metoda eliminarii

lui Gauss:

21 2 1 0 1 111 0

Li+Lo —2L1+Lo,—L1+L3
1111 ~ 21 2 1 0 o~
1 21 2 0 1 21 2 0
1 1 1 1 0 1 111 0

—L2+L3,(—1)L2 .

0 -1 0 -1 0 ~ 0101 0 | . Sistemul este
1 1 0 1 0 00 0O 0

compatibil dublu nedeterminat, cu z = « i t = [ necunoscute secundare, iar sis-
temul are solutia data de multimea kerT = {(—a,—f,a,8) | o, € R}. Prin
urmare, By, = {(—1,0,1,0), (0,—1,0,1)}, iar dim ker T" = 2.

Stim ca dim im7 = dimR* — dim ker 7' =4 — 2 = 2.

m7T={2zx+y+2z+t,c+y+z+t,x+2y+z2+2t)|z,y,2tecR}
={x(2,1,2) +y(1,1,2) + 2(2,1,1) + (1, 1,2) | z,y, 2, t € R}

= span{(2,1,2), (1,1,2),(2,1,1),(1,1,2)}.

21 2 1

Rangul matricii | 1 1 1 1 | este 2, deci o baza in im T este

1 21 2
BimT - {(27 ]-7 2)7 (17 17 2)}
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Valori si vectori proprii. Forma canonica Jordan

Problema 8.0.29. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
4 6 —15
A=11 3 -5
1 2 —4
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei
det(A — A3) =0

4— A 6 —15
=] 1 3=X2 =5 |=0=>=-XM43N2-3A+1=0=—-(\—1)=0, deci

1 2 —4 -\
A = 1 este radacina tripla. Pentru valoarea proprie A = 1 avem multiplicitatea

algebrica m(A = 1) = 3.
Vom determina acum vectorii proprii asociati valorii proprii A = 1, rezolvand
ecuatia matriciala

(A - )\Ig) . ’UT = ORs

& (A —I3) - vl = Ogs, unde v = (1, 12, 73).
(
3r1 + 6x9 — 1523 =0

Avem sistemul § 7, + 225 — 5z3 =0 . Matricea sistemului are rangul 1, deci

[L‘1—|—21‘2—5I3:0

\
sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu xo = « si 3 = [ necunoscute
secundare, iar v € {(—2a+ 55, «, 8) | a, B € R}, prin urmare gasim doi vectori pro-
prii liniari independenti corespunzatori valorii proprii A = 1. Deci, multiplicitatea

geometrica a valorii proprii A = 1 este g(A = 1) = 2.
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Pentru ca m(1) — ¢(1) = 1 avem nevoie sa determinam un vector propriu gener-

3 6 —15 T —2a+ 58
alizat rezolvand ecuatia matriciala |1 2 —5 |- |zy | = a
1 2 -5 T3 g

Pentru ca sistemul sa fie compatibil trebuie ca o = [, deci acesta se reduce
la ecuatia z1 + 229 — b3 = a. Pentru o = 1, 29 = 23 = 0 = 2, = 1, deci
vectorul propriu generalizat este vz = (1,0,0) care corespunde vectorului propriu
vy = (3,1, 1) (vector obtinut pentru o = 5 = 1). Putem alege v; = (—2,1,0), vector

obtinut pentru a =1 si g = 0.
-2 3 1

Deci, matricea pasaj este | 1 1 0 |, iar matricea Jordan este

0 10
01 —1 4 6 —15 -2 3 1 100
J=T'AT=100 1|13 =5]-]1 10f=]011
1 2 -5 1 2 —4 0 10 00 1

Problema 8.0.30. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
1 -3 3
A=1-2 -6 13
-1 —4 8
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — Al3) =
1-x =3 3
0=] -2 —6-X 13 |=0=>-N+3N2-31+1=0=—(A—1)>=0, deci
—1 -4  8—=A
A = 1 este radacina tripla. Vom determina acum vectorii proprii asociati valorii

proprii A = 1, rezolvand ecuatia matriciala
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(A — )\Ig) . ’UT = OR3 = (A — [3) : UT = ORS, unde v = (Il,xz,l’g).
(
—31‘2 + 31‘3 = 0

Avem sistemul § —24, — 72y + 1323 = 0

—X1 —4LL’Q+7I3 =0

\

0o -3 3 0 0 -1 1 0

—2L3+La,(~1)L3, 5Ly —Li+Ls
-2 =7 13 0 ~ 0 -1 1 0 ~
-1 —4 7 0 1 4 -7 0

0 -1 1 0
0 0 0 0

1 4 -7 0
Matricea sistemului are rangul 2, deci sistemul este compatibil simplu nedeter-

minat cu x3 = « necunoscuta secundara, iar v € {(3a, a, ) | @ € R}, prin urmare
avem un vector propriu corespunzator valorii proprii A = 1, iar pentru a = 1 avem

v1 = (3,1,1). Avem nevoie sa determinam doi vectori proprii generalizati. Pentru

a determina un prim vector propriu generahzat v = (x1,x9,23) rezolvam ecuatia
-3 3 3
matriciald (A — I3) -7 = o] adicad | -2 —7 13 =11
-1 -4 7 1
0 -3 3 3 1
ooy | | T 0 1 -1 | -1 | B”
-1 -4 7 1 -1 -4 7 1
0 -1 1 1
0O 0 0 0 . Sistemul este compatibil simplu nedeterminat, cu
-1 —4 7 1

r3 = «, iar solutia este data de multimea {(3a + 3,a — 1,) | @ € R}. Pentru

a =1 obtinem vy = (6,0, 1) un vector propriu generalizat.
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Pentru a determina al doilea vector propriu generalizat v = (x1, 23, x3) rezolvam
0o -3 3 T 6
ecuatia matriciala (A — I3) - vT =0l adica | =2 —7 13| - | 2o | = |0
-1 —4 7 T3 1
0 -3 3 6 0 -1 1
Lo o1z | o | CTEH 0 1 -1 | —2 | 'E”
-1 -4 7 1 -1 -4 7 1
0 -1 1 2
0O 0 0 0 . Sistemul este compatibil simplu nedeterminat, cu
-1 —4 7 1

T3 = «, iar solutia este data de multimea {(3a + 7,a — 2,) | @ € R}. Pentru

a = 1 obtinem v3 = (10, —1, 1) un vector propriu generalizat.

3 6 10
Matricea pasaj este | 1 0 —1 |, iar matricea Jordan este J = T 'AT =
11 1
1 4 -6 1 -3 3 3 6 10 110
-2 -7 13(-1-2 -6 13[-]1 0 —-1]=1011
1 3 -6 -1 —4 8 11 1 0 01

Problema 8.0.31. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
12 -6 -2
A=[18 -9 -3
18 =9 -3
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — Al3) =
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12—\ —6 —2
0=1] 18 —-9-)X -3 |=0= =X =0, deci A\ = 0 este radacina tripli.
18 -9 —3—-A

Vom determina acum vectorii proprii asociati valorii proprii A = 0, rezolvand ecuatia

matriciald (A — A3) - vT = Ogs & A - 0T = Ogs, unde v = (zy,72,23). Avem
4

12l‘1 - 6!132 — 21’3 =0

sistemul < 187, — 9z, — 323 =0 - Matricea sistemului are rangul 1, deci sistemul

181’1 — 9.772 — 31’3 =0

\
este compatibil dublu nedeterminat cu xy = « si 9 = [ necunoscute secundare,
iar v € {(o, 5,6 — 30) | a, 8 € R}, prin urmare avem doi vectori proprii liniari
independenti corespunzatori valorii proprii A = 0. Avem nevoie sa determinam un

vector propriu generalizat rezolvand ecuatia matriciala

12 —6 -2 Ty o
18 =9 3| -|x| = 15}
18 -9 -3 T3 6a — 30

Pentru ca sistemul sa fie compatibil trebuie ca 3a = 243, iar sistemul se reduce

la ecuatia 6x; — 312 — 23 = 9.

Pentru o = 2 = g = 3, si alegem z; = x5 =
0 = x3 = —1, deci vectorul propriu generalizat este vz = (0,0, —1) care corespunde
vectorului propriu vy = (2,3,3) (vector obtinut pentru o« = 2 si 5 = 3). Putem

alege v; = (1,0, 6), vector obtinut pentru v = 1 si § = 0. Deci, matricea pasaj este
12 0

0 3 0 |,iar matricea Jordan este

6 3 —1
1 -2 0 12 -6 —2 120 000
J=T"'"AT=10 L+ o[ |18 =9 =3[-]03 0 [=]001
6 —3 —1 18 =9 -3 6 3 —1 000

Problema 8.0.32. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-
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tricea
011
A=11 0 1
110
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — A\l3) =
- 1 1
0= |1 —x 1]/=0=-N+30+2=0=—A+12(A—2) =0, deci \ = —1

1 1 =X
este radacina dubla, iar A = 2 este radacina simpla. Vom determina acum vectorii

proprii asociati valorilor proprii gasite. Pentru A = 2, se rezolva ecuatia matriciala
(1'4 — M3) - vl = 0ps & (A — 2I3) - v1 = Ogs, unde v = (71, T2, 3). Avem sistemul
—2x14+x9+23=0

T, —2x2+ 23 =10

.1'1+.1’2—2£U3:O

\

-2 1 1 0 1 1 -2 0
2L3+L1,—L3+Lo,L3<> L1 L2+L37%L2
1 -2 1 0 ~ 0 -3 3 0 >~
1 1 -2 0 0 3 -3 0
0 3 -3 0
0 -3 3 0 . Matricea sistemului are rangul 2, deci sistemul este com-

1 1 =2 0
patibil simplu nedeterminat cu x3 = a necunoscuta secundara, iar v € {(a, a, a) |

a € R}, prin urmare gasim vectorul propriu v; = (1,1,1) asociat valorii proprii
A= 2.

Pentru A = —1, se rezolva ecuatia matriciald (A—\l3)-vT = Ops & (A+13) 0T =
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(

Q31+$2+Q33:0

Ogs, unde v = (21, 2o, x3). Avem sistemul § 2, + 2, + 23 = 0 . Matricea sistemului

331—|-ZU2—|-333:0

\
are rangul 1, deci sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu xo = a §i z3 = 8
necunoscute secundare, iar v € {(—a — 5,,3) | @ € R}, prin urmare gasim doi
vectori proprii vy = (—1,1,0) si v3 = (—1,0, 1) asociati valorii proprii A = —1. Deci,
1 -1 -1

matricea pasajeste | 1 1 0 |, iar matricea Jordan este

1 0 1

1 1 1 011 1 -1 -1 2 0 0
J=T"'AT =3 -1 2 —-1|-[ro0o1]-|]1 1 o]|=]0 -1 0
-1 -1 2 110 1 0 1 0 0 -1

Problema 8.0.33. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
4 1 1
A=1-2 1 -2
1 1 4
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — Al3) =
4—-—X 1 1
0=1] -2 1-X —2|=0=-XN+9\2-2TA+2T=0= —-(A—-3)>=0,
1 1 4-A
deci A = 3 este radacina tripla. Vom determina acum vectorii proprii asociati

valorii proprii A = 3, rezolvand ecuatia matriciald (A — AI3) - vT = Ops & (A —
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/

$1+l’2+l’3:0

3I3) - v" = Ogs, unde v = (1,22, x3). Avem sistemul < 27 — 27, — 275 = 0

1+ X9+ T3 = 0
\
Matricea sistemului are rangul 1, deci sistemul este compatibil dublu nedeterminat

cu xy = « gi x3 =  necunoscute secundare, iar v € {(—a — §,,0) | o, 8 € R},
prin urmare gasim doi vectori proprii liniari independenti corespunzatori valorii

proprii A = 3. Avem nevoie sa determinam un vector propriu generalizat rezolvand

11 1 X1 —a—f
ecuatia matriciala | —2 —2 2| | x| = a . Pentru ca sistemul sa fie
1 1 1 x3 6]
compatibil trebuie ca a = —20, iar sistemul se reduce la ecuatia x1 + x5 + 3 = (.
Pentru o = 2 = [ = —1, ¢i daca alegem x5 = x3 = 0 = x; = —1, deci vectorul

propriu generalizat este vz = (—1,0,0) care corespunde vectorului propriu vy =
(—1,2,—1) (vector obtinut pentru a« = 2 i § = —1). Putem alege v; = (—1,1,0),

vector obtinut pentru a =1 i § = 0.
-1 -1 -1

Matricea pasaj este 1 2 0 |, iar matricea Jordan este

0 -1 0
0o 1 2 4 1 1 -1 -1 -1 3 00
J=T'AT=]10 0 —-1]-|]-21 =21 2 o]|=]031
-1 -1 -1 1 1 4 0 -1 O 0 0 3

Problema 8.0.34. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
-2 -1 1
A= 5 —1 4
5 1 2

Rezolvare:



210

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — A\l3) =

—-2-X -1 1
0= 5 —1-X 4 |=0=-XN=-XN4+3\+12=0= —(A+2)*(A\-3) =0,
5 1 2—A
deci A = —2 este radacina dubla, iar A = 3 este radacina simpla. Vom determina
acum vectorii proprii asociati valorilor proprii gasite A = —2 si A = 3. Pentru A = 3,

se rezolva ecuatia matriciala (A — Al3) - v = Ogs < (A — 313) - vT = Ogs, unde
(
—5.731 —ZL’2+JI3 =0

v = (21, 72,23). Avem sistemul ¢ 50, — 42y + 425 = 0

5x1+x2—x3:()
\

-5 -1 1 0 -5 —1 1 0
Li+Lo,L1+L3

5 —4 4 0 >~ 0O -5 5 0

5 1 -1 0 0 0 O 0

Matricea sistemului are rangul 2, deci sistemul este compatibil simplu nedeter-
minat cu 3 = « necunoscuta secundara, iar v € {(0,a, ) | @ € R}, prin urmare
gasim vectorul propriu v; = (0,1, 1) asociat valorii proprii A = 3.

Pentru A = —2, se rezolva ecuatia matriciala (1,4 — Al vl = 0ps & (A —215) -
—Ty +x3 =10
v" = Ogs, unde v = (x1, 22, 23). Avem sistemul ¢ 5z, + 2, + 425 =0 - Matricea

5x1+x2+4x3:0

\
sistemului are rangul 2, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat cu z3 = «

necunoscuta secundara, iar v € {(—a, @, «) | « € R}, prin urmare gasim un vector

propriu vo = (—1,1,1). Avem nevoie sa determinam un vector propriu generalizat
0 —1 1 1 -1
rezolvand ecuatia matriciala |5 1 4| |z | = 1 |. Sistemul are solutia

5 1 4 T3 1
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datd de multimea {(—a,a + 1,a) | a € R} iar pentru a = —1, obtinem vectorul

propriu generalizat v = (1,0, —1).

0 -1 1
Matricea pasajeste |1 1 0 |, iar matricea Jordan este
1 1 -1
1 0 1 -2 -1 1 0 -1 -1 3 0 0
J=T7'AT=|-11 -1|-|5 -1 4|-|1 1 0]|=f0 -2 1
0 1 -1 5 1 2 1 1 -1 0 0 =2

Problema 8.0.35. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
9 -6 -2
A=118 -12 -3
18 -9 —6
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — Al3) =
9— A —6 —2
0=]18 —12—-X =3 |[=0=-N -9V -2TA-27T=0= —(A+3)°=0,

18 -9 —6— A
deci A = —3 este radacina tripla. Vom determina acum vectorii proprii asociati
valorii proprii A = —3, rezolvand ecuatia matriciald (A — A\l3) - v = Ops & (A +
(

125[}1 — 6.1'2 — 21’3 =0

3I3) - v = Ops, unde v = (1, x2,23). Avem sistemul ¢ 182, — 92 — 323 = 0

181’1 — 9$2 — 3ZL‘3 =0

\
Matricea sistemului are rangul 1, deci sistemul este compatibil dublu nedeterminat
cu r; = « §i 2 = [ necunoscute secundare, iar v € {(«, 8,6 — 30) | o, 5 € R},
prin urmare gasim doi vectori proprii liniari independenti corespunzatori valorii

proprii A = —3. Avem nevoie sa determinam un vector propriu generalizat rezolvand
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12 -6 -2 T o
ecuatia matriciala | 18 —9 -3 | |z, | = B . Pentru ca sistemul sa fie
18 -9 -3 T3 6a — 30

compatibil trebuie ca 3a = 24, iar sistemul se reduce la ecuatia 12x; — 615 — 313 =
a. Pentru @« = 2 = [ = 3, gi daca alegem z; = 29 = 0 = 3 = —1, deci
vectorul propriu generalizat este v = (0,0, —1) care corespunde vectorului propriu
vy = (2,3,3) (vector obtinut pentru v = 2 §i § = 3). Putem alege v; = (1,0,6),

vector obtinut pentru a =1 = 0.

12 0
Matricea pasaj este | 0 2 0 |, iar matricea Jordan este
6 3 —1
1 —% 0 9 —6 =2 12 0 -3 0 0
J=T'AT =10 1 0 18 =12 =3|-10 2 0 |=]10 -3 1
6 -3 —1 18 -9 —6 6 3 —1 0 0 =3

Problema 8.0.36. Gasiti forma canonica Jordan si matricea de pasaj pentru ma-

tricea
0 -4 0
A=11 -4 0
1 -2 =2
Rezolvare:

Determinam valorile proprii ale matricii prin rezolvarea ecuatiei det(A — A\3) =

-2 -4 0

O0=1]1 —4-\ 0 =0=-N-06\2-12A-8=0= —(A+2)? =0, deci
1 -2 =2-)A

A = —2 este radacina tripla. Vom determina acum vectorii proprii asociati valorii

proprii A = —2, rezolvand ecuatia matriciald (A — \3)-vT = Ops & (A+203) -0 =
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4

232‘1 —4Q32 =0

Ors, unde v = (21,22, x3). Avem sistemul ¢ 7, — 27, =0 . Matricea sistemului

Ty — 229 =0

\
are rangul 1, deci sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu 2o = a §i z3 = 8
necunoscute secundare, iar v € {(2a,a,0) | a, € R}, prin urmare gasim doi
vectori proprii liniari independenti corespunzatori valorii proprii A = —2. Avem

nevoie sa determinam un vector propriu generalizat rezolvand ecuatia matriciala
2 -4 0 Ty 2c0

1 =2 0| - |ay| = | a |- Pentru ca sistemul sa fie compatibil trebuie ca

1 -2 0 23 3
a = [, iar sistemul se reduce la ecuatia z; — 2x9 = . Pentru aa =1 = g =1,

si daca alegem xo = 0, x3 = 0 = x; = 1, deci vectorul propriu generalizat este
v3 = (1,0,0) care corespunde vectorului propriu vy = (2,1, 1) (vector obtinut pentru
a=1si [ =1). Putem alege v; = (2,1,0), vector obtinut pentru a = 1 5i 8 = 0.
2 21
Matricea pasaj este | 1 1 0 |, iar matricea Jordan este
010
0 1 -1 0 —4 0 2 21 -2 0 0
J=T"'AT={0 0 1 |-|1 =4 o[-t 10[=]0 -2 1
1 -2 0 1 -2 -2 010 0 0 =2
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