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Introducere

Acest suport de curs este destinat studentilor din anul Il de la specializarile
Inginerie Industriala si Inginerie Economica Industriala din cadrul Facultatii de Inginerie
Industriala Robotica si Managementul Productiei a Universitatii Tehnice din Cluj-
Napoca. Acesta are ca scop indrumarea studentilor in asimilarea informatiilor de baza

necesare educatiei lor ingineresti.

Acest material este structurat dupa cursul de Statistica si Probabilitati predat si
este Tmpartit pe capitole. La finalul fiecarui capitol exista o sectiune de verificare a
cunostintelor si rdspunsurile corecte pentru fiecare intrebare. in primul capitol se face o
introducere 1n notiunile de baza legate de tipuri de date, modul in care acestea se pot
folosi in analize statistice, Tendinta centrald a datelor si caracterizarea imprastierii
acestora. in al doilea capitol se abordeaza subiectul vizualizarii datelor si extragerii de
informatii din acestea. Se abordeaza atat vizualizari des intalnite Tn statistica si lucrul cu
date cat si alte metode precum text si tabele. Apoi, in cel de-al treilea capitol studentii
fac cunostinta cu evenimentele statistice care pun bazele probabilitatilor. Se face o
scurtd recapitulare a ce inseamna evenimente si care sunt operatiile cu evenimente. Tn
cel de-al patrulea capitol sunt prezentate cateva notiuni si legi de baza in lucrul cu
probabilitatile. Al cincilea capitol introduce notiunea de variabila si abordeaza variabilele
aleatorii discrete si continue. Tn acest capitol se prezintd cateva tipuri cunoscute de
variabile si cateva exemple de folosire a acestora. Apoi se introduce notiunea de
distributie de probabilitate. Apoi studentii vor face cunostinta cu cateva dintre cele mai
comune distributii discrete: uniforma, binomiala si hipergeometrica in capitolul sase si
cu distributii continue comune ca distributia normald, Student si Chi-patrat in capitolul
al saptelea. Aceste notiuni despre distributii sunt apoi folosite in rezolvarea unei
probleme des intalnite in inginerie, cea de estimare a parametrilor populatiei (media si
dispersia) tratate in capitolul al optulea. Studentii vor invata sa foloseasca tabele de
distributie si sa calculeze intervale de incredere cu scopul de a estima anumiti parametrii
ai unei populatii (medie sau dispersie). Urmatorul capitol prezintad aplicarea practica a
statisticii in inginerie si mai concret in Controlul Statistic al Proceselor (SPC — Statistical
Process Control). Unele unelte deja prezentate in capitolele anterioare sunt puse intr-
un cadru practic iar altele sunt nou introduse. La final, in capitolul 10 sunt tratate
notiunile de corelatie si regresie liniara care sunt notiuni foarte importante ale statisticii

inferentiale si predictive.
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1. Statistica descriptiva

Statistica descriptivda este o ramura a statisticii care implica colectarea,
organizarea, prezentarea si analiza de date. Scopul statisticii descriptive este de a descrie
caracteristicile unui set de date prin masuratori, cum ar fi masurile de tendinta centrala
si masurile de imprastiere. Aceste masuratori sunt utilizate pentru a oferi o intelegere
mai clara a datelor si pentru a evidentia modelele si tendintele. Statistica descriptiva
este utilizata Tn multe domenii, inclusiv in cercetarea de piatd, in stiintele sociale, in

afaceri si in stiintele naturale.
Dictionarul Cambridge [1] defineste datele ca fiind:

»Informatie, in special descrieri concrete sau numere, colectate pentru a fi
examinate, analizate si utilizate pentru a ajuta la luarea deciziilor, sau
informatii intr-o forma electronicd care pot fi stocate si utilizate de catre un

computer.”

Datele, informatiile si cunoasterea pot fi definite in foarte multe feluri [2] si sunt
considerate a fi diferite. Exista si o ierarhie a datelor, informatiei si cunoasterii (Figura
1.1) in care datele sunt baza informatiei iar cunoasterea deriva din informatie. Potrivit
[3], [4] datele sunt simboluri, informatiile sunt date procesate pentru a fi utile si raspund
la Tntrebari de genul ,cine”, ,ce’ si ,,cand” iar cunoasterea este aplicarea datelor si

informatiilor pentru a raspunde la intrebari ,cum”.

Crescut Crescuta
Cunoastere
inteles / Sens Valoare
Informatie
Date
Scazut Scézutad

Fig. 1.1. lerarhia Cunoastere-Informatie-Date [4], [5]

Sursele de date sunt peste tot in jurul nostru iar numarul lor creste pe masura ce
senzorii devin mai ieftini si utilizati pe scara larga. Chiar si telefoanele noastre inteligente
sunt o agregare de senzori care colecteaza si analizeaza continuu date achizitionate.
Companiile devin din ce in ce mai mult orientate spre culegerea si analiza datelor,

strangand date atat de la clienti cat si din propriile procese de productie, cu scopul de a
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colecta informatii Tn baza carora sa poata lua decizii mai bune si de a creste performanta

afacerilor acestora.

Existda multe tipuri de date ce pot fi colectate. Unele sunt structurate in tabele sau
alte structuri de date, dar majoritatea sunt nestructurate. Folosind notiuni de statistica,
putem ,sapa” In aceste date si sa ajungem la informatiile ce ne pot ajuta in procesul

decizional.

Datele pot fi numerice sau nenumerice. Datele numerice sunt caracterizate prin
numere si furnizeaza de obicei informatii cantitative. Spre exemplu, masa unui obiect
poate fi exprimata in kilograme, aceasta fiind o cantitate numerica. Datele nenumerice
sunt de obicei calitative si aratda anumite atribute ce nu pot fi exprimate numeric.
Culoarea sau forma unui obiect sunt exemple de date nenumerice. Datele numerice au
o incarcatura informationalda mai mare si pot fi transformate (la nevoie) in date
nenumerice. De exemplu, un dulap are 30 kg (informatie numerica) sau zicem doar ca
este greu (informatie calitativa). Exprimand masa dulapului in kilograme stim exact cat
de greu este dulapul, pe cand spunand doar ca este ,,greu” nu ne da informatii exacte

despre masa acestuia, ci doar sa ne asteptam la o0 masa mai mare.

n functie de modul in care putem s3 caracterizim o variabil3 (ceva care isi poate
schimba valoarea [6]) aceasta poate fi masurata pe diferite nivele de masura: nominal,
ordinal, interval sau ratie. Fiecare nivel de masura adauga informatii suplimentare.
Nivelul de masura este important deoarece ne indica ce unelte de analiza putem folosi

pentru acea variabila.

Daca masuratorile unei variabile pot fi grupate doar in categorii atunci vorbim
despre nivelul nominal de masurare. Un element poate sa fie intr-o categorie sau alta,
iar aceasta este caracteristica sa. Spre exemplu, avem o cutie cu creioane colorate iar
variabila pe care o urmarim este culoarea acestora. Pot exista mai multe categorii de
culori: negru, albastru, rosu sau verde, iar fiecare creion are o culoare apartinand uneia
dintre aceste categorii. Un creion este considerat intr-o singura categorie deoarece nu
poate avea in acelasi timp doua culori (e.g. albastru si verde). Cand lucram cu variabile
nominale, putem sa numaram cate elemente observate avem in fiecare categorie.
Numarul de elemente se mai numeste si frecventa, despre care vom discuta mai tarziu

in curs.

Daca categoriile pot fi aranjate intr-o ordine intuitiva, atunci spunem ca datele
sunt masurate la nivel ordinal . Acest lucru ne da o informatie in plus despre datele
noastre, si anume ordinea. Un exemplu ar fi indltimea pomilor de Craciun clasificandu-i
in una din categoriile: scunzi, mijlocii sau inalti. Pe langa faptul ca stim ca un pom
apartine unei anumite categorii, stim si pozitia categoriei in ierarhia acestora (scund

fnainte de mijlociu iar mijlociu inainte de inalt).
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Datele masurate la nivelurile nominal si ordinal sunt de obicei nenumerice. Ele
exprima caracteristici calitative sau atributive. Cele ordinale pot primi notatii numerice
(spre exemplu in loc de mic, mediu, mare sa notam cu 1, 2, 3) dar trebuie sa avem grija
deoarece acestea sunt doar simboluri care ne ajuta sa observam ordinea si pozitia in
ierarhie. Nu putem face calcule cu aceste numere (adunare, scadere etc.). Pe langa
determinarea frecventei ca pentru variabilele nominale, pentru cele ordinale putem sa

le atribuim ranguri si putem face o serii de analize statistice cu ranguri.

Datele numerice sunt evaluate folosind scale iar de obicei acestea au intervale
egale. Daca scala pe care o folosim la evaluarea unei variabile nu are un "zero"
semnificativ, atunci vorbim despre nivelul interval de masurad. Zero semnificativ
inseamna ca valoarea ,,0” este doar o alta valoare pe scala noastra, fara a simboliza lipsa
unei cantitati. Un exemplu des intalnit este temperatura. Puteti masura temperatura pe
o scala cu un interval de 1 grad (Celsius de exemplu). Chiar daca observam valoarea "0"
pe scald, aceasta nu inseamna ca, daca atingem valoarea 0 nu avem o temperatura, ci
doar ca am ajuns la o alta valoare pe scala. Deoarece vorbim de variabile numerice,
putem face operatii aritmetice cu ele. Cantitatile masurate pe aceasta scala pot fi doar
adunate sau scazute, dar nu pot fi impartite sau inmultite. De aceea, expresia "astdzi
este de doud ori mai rece decdt ieri" nu are nici un sens. intrebati-va, dac3 astizi sunt
0°C iar maine este de doud ori mai cald, ce temperaturd vom avea maine? in schimb

putem spune ca "astdzi este cu 5 grade mai rece decét ieri".

Daca scala are in schimb un ,zero” (o origine) semnificand absenta cantitatii
respective, vorbim despre o variabila masurata la nivelul de masurare ratie. Cantitatile
masurate cu instrumente sunt de obicei la acest nivel de masura. Exemple de cantitati:
masa, greutate, lungime, voltaj, forta etc. Acesta este cel mai complet nivel la care o
cantitate poate fi masurata. Puteti face toate tipurile de operatii (adunare, scadere,
inmultire, Tmpartire) iar zero inseamna lipsa cantitatii respective. De exemplu, daca
cantariti un sac de cartofi, puteti sa-l impartiti in jumatate sau puteti afla dublu sau, iar
cand aveti 0 kg de cartofi, inseamna ca nu aveti cartofi. Datele numerice se mai numesc

si cantitative deoarece exprima cantitati.

n figura 1.2 se poate vedea o imagine de ansamblu asupra diferitelor tipuri de

date si a nivelelor de masura ale acestora.
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Nominal §
Calitative - §
Ordinal é
Date
Interval g
Cantitative - é
Ratie 2

Fig. 1.2. Tipuri de date si nivelele lor de mdsurd

Existd mai multe masuri care pot fi utilizate pentru a descrie datele. Potrivit [7]

exista patru categorii:

- Masuri de frecventa (numarul de aparitii)
- Masuri de tendinta centrala (valori centrale in jurul carora se acumuleaza datele)
- Masuri de raspandire (variatia datelor)

- Masuri de pozitie (pozitia unei valori in cadrul setului de date caruia ii apartine)
1.1. Frecventa

Folosim termenul de frecventa cand facem referire la cat de des apare un
eveniment sau la numarul de elemente dintr-o categorie sau interval. Putem exprima
frecventa prin numarul absolut de valori pe care il observam si spunem ca determinam
frecventa absoluta, sau sa o exprimam in procente raportandu-ne la totalul observatiilor
aceasta fiind frecventa relativa. Este o notiune importanta care este des utilizata in

statistica si analiza a datelor.

Frecventa absoluta este numarul absolut de elemente dintr-o categorie sau
interval sau, daca vorbim de evenimente, este numarul de aparitii ale unui eveniment.
De exemplu, daca avem 8 mere din care 3 sunt rosii si 5 sunt galbene, atunci 3 si 5 ar fi

frecventele absolute pentru cele doua categorii (rosu si galben).
Frecventa relativa este considerata in raport cu numarul total de elemente (sau

aparitii):

fi==

on

unde:
fi — frecventa relativa a intervalului sau categoriei i
a; - frecventa absoluta a intervalului sau categoriei i

n —numarul total de elemente luate in considerare (din toate categoriile cumulate)
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Frecventa relativa este exprimata in fractii sau sub forma zecimala, dar cel mai
frecvent o gdasim exprimata in procente. Continuand exemplul de mai sus, cele 3 mere
rosii ar reprezenta 3/8 sau 37.5% din numarul total de mere. Mere galbene compun
restul 5/8 (sau 62.5%) de mere.

Un alt mod de a utiliza frecventele (absolute sau relative) este de a le cumula.
Aceasta se numeste frecventa cumulata. Se poate face calculul incepand cu prima
categorie (crescator) sau cu ultima (descrescator). Cand determinam frecventa
cumulata crescator, adunam frecventele din fiecare categorie incepand de la prima pana
la categoria de interes. Frecventa cumulatd crescator raspunde la intrebarea: , Cdte
valori avem in primele i intervale/categorii?”. In cazul frecventei cumulate descrescitor

procedam in mod similar, dar incepem de la ultima categorie/interval in loc de prima.

Frecventele sunt de obicei prezentate in tabelele de frecventa. Puteti vedea un

exemplu in Tabelul 1.1, extins de la exemplul de mere de mai sus.

Tabel 1.1 — Tabel de frecvente (absolutd, relativd, cumulatd crescétor si descrescdtor)

Categorii Frecventa Frecventa Frecventa Frecventa
absoluta relativa absoluta absoluta
cumulata cumulata
crescator descrescator
Mere rosii 11 22% 11 50
Mere galbene 19 38% 30 39
Mere verzi 8 16% 38 20
Mere rosii-galbene 12 24% 50 12
Nr. total. de mere 50 100%

1.2. Tendinta centrala

Tendinta centrald denota ,tendinta datelor cantitative de a se grupa in jurul unei
valori centrale” [8]. Aceasta tendinta a dat nastere teoriei tendintei centrale. Valoarea
centrala in jurul careia se grupeaza datele se numeste o masura a tendintei centrale.

Cele mai frecvente sunt:

- media aritmetica (media)

mediana

- modala

Alte masuri utile sunt:

media patratica,

media geometrica

- medie armonica

Mai departe le vom analiza pe fiecare in mai mare detaliu.

10
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Media aritmetica este una dintre cele mai des folosite masuri de tendinta
centrald. Pentru a calcula aceasta se face suma tuturor valorilor si se imparte la numarul
de valori. Acesta are mai multe notatii precum u pentru media populatiei si X pentru
media esantionului, sau mai general, cu M.

n
i=1Xi
n
unde x; sunt valorile pentru care calculam media aritmetica, iar n este numarul de valori.

Mediana este valoarea care ocupa locul central intr-un set ordonat de valori si
imparte sirul in doua siruri de lungimi egale:

M, = X(n+1)/2
unde n este numarul de valori din sir.

Fiind dat urmatorul set de valori:

1,1,2,4,5,7,9

atunci 4 este valoarea mediana (avem trei valori inainte de aceasta si trei valori dupa
ea). Daca sirul are un numar par de valori, atunci mediana este media aritmetica a

valorilor care ocupa pozitiile centrale a sirului ordonat:

_ Xm/2) T X@/2+1)
e 2
Fata de media aritmetica, mediana are avantajul ca nu este la fel de sensibila la

valori aberante (valori foarte diferite de restul sirului). Spre exemplu, pentru sirul:
1,2,3,4,500

Media aritmetica este egala cu 102 in timp ce mediana este 3, o valoare mult mai

reprezentativa ca valoare centrala decat media aritmetica.

Modala este valoarea (sau categoria) cu frecventa cea mai mare. Cel mai simplu
mod de a determina modala este grafic. Daca am reprezenta grafic frecventele de mere
din exemplul anterior, vom obtine graficul din Figura 1.3. Categoria cu cea mai mare

frecventd, contine modala. in acest caz, modala se afld in categoria de mere galbene.

11
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20 15

18
Modala

16

14
12
12 11

10

Mere rosii Mere galbene Mere verzi Mere galben-rosii

Fig. 1.3. Determinarea modalei prin metoda grafica

n unele cazuri, alte m&suri ar fi mai adecvate pentru a transmite tendinta centrald.

Cele mai frecvente sunt mediile patratica, geometrica si armonica.

Media patratica este radacina patrata a mediei valorilor ridicate la patrat. Aceasta
fnseamna ca trebuie mai intdi sa ridicam la patrat fiecare valoare, sa determinam media

si sa extragem raddcina patratd. Formula arata astfel:

unde x; sunt valorile pentru care este calculata media, iar n este numarul de valori.

Media geometrica poate fi calculata prin inmultirea tuturor valorilor si extragerea

radicalilor de grad n:

unde x; sunt valorile pentru care este calculata media, iar n este numarul de valori.

Media geometrica este utilizata, de exemplu, in finante pentru a determina rata
medie de crestere (sau rata de crestere anuala compusa). Daca doriti sa calculati rata de
crestere medie a unei investitii pe parcursul a mai multi ani, puteti utiliza media
geometrica a ratei de crestere anuale pentru a obtine o valoare centrala a ratei de
crestere. Aceasta se foloseste in locul mediei aritmetice care in acest caz nu ar fi folosita
corect. Ea mai poate fi utilizata pentru a calcula rata de rentabilitate a unei investitii pe
o perioada mailunga de timp. De exemplu, daca doriti sa evaluati performanta unui fond
de investitii pe parcursul a mai multor ani, puteti utiliza media geometrica a ratelor de
rentabilitate anuale pentru a obtine o imagine mai precisa a performantei sale pe
termen lung. Un alt exemplu este calcului ratei medie de crestere a populatiei. Cu

ajutorul mediei geometrice se poate evalua tendintele demografice pe termen lung sau
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n previziunea cresterii populatiei viitoare. In general, media geometrics este utild atunci
cand se doreste o masura centrala a unui set de date care contine numere pozitive si
cand conteaza daca valori mai mari au un impact mai mare decat cele mai mici asupra

mediei.

Media armonica este calculata impartind numarul de valori cu suma inverselor

valorilor:

n 1
=1 X;

unde x; sunt valorile pentru care este calculata media, iar n este numarul de valori.

Media armonica este utila atunci cand se doreste o masura centrala a unui set de
date care contine numere pozitive si cand conteaza daca valorile mai mici au un impact
mai mare asupra mediei. Media armonica poate fi utilizata pentru a calcula viteza medie
a unui obiect Tn miscare. De exemplu, daca un obiect se deplaseaza cu o viteza de 40
km/h timp de o ora, apoi se opreste si se deplaseaza cu o viteza de 20 km/h timp de o
ord, viteza medie a obiectului in cele doua ore este media armonica a celor doua viteze.
Ea mai poate fi utilizata pentru a calcula rata medie de rentabilitate a unui portofoliu de
investitii pe parcursul unui an. De exemplu, daca un portofoliu de investitii a obtinut o
rentabilitate de 10% in primul trimestru, 5% n al doilea trimestru si 15% in al treilea
trimestru, rata medie de rentabilitate a portofoliului pentru intregul an este media
armonica a ratelor de rentabilitate trimestriale. Un alt exemplu este pentru calculul
mediei notelor la teste sau examene. Se poate evalua performanta generala a unui elev,
ludnd Tn considerare faptul ca notele mai mici pot avea un impact mai mare asupra

mediei decat cele mai mari.
1.3. Variatia sau imprastierea datelor

Datele pe care le colectam au o variatie naturala, ceea ce inseamna ca acestea
sunt diferite unele de altele. Masurile de tendinta centrala nu pot sa surprinda aceasta
variabilitate a datelor. De exemplu, putem avea un grup de studenti care au aceeasi
medie pentru doua materii diferite (Tabelul 1.2). Cu toate acestea, valorile pentru cele
doua materii nu sunt raspandite in acelasi mod, ceea ce poate fi observat. Prin urmare,
este necesar sa utilizam masuri de imprastiere sau variatie pentru a obtine o intelegere

mai precisa a datelor.
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Tabelul 1.2. Un grup de studenti avdnd aceeasi medie la 2 materii diferite

Materia 1 Materia 2
Student 1 5 6
Student 2 9 7
Student 3 4 7
Student 4 8 8
Student 5 9 7
Medie 7 7

Cele mai frecvent folosite masuri de imprastiere sunt:

- Amplitudinea
- Intervalul intercuartilic
- Dispersia

- Abaterea standard

Amplitudinea este diferenta dintre valoarea maxima si cea minima:

R = X max = Xmin

Avantajul principal al amplitudinii este ca este usor de calculat. Se poate folosi spre
exemplu, cand se doreste a se determina diferenta dintre cea mai mica si cea mai mare
valoare. De exemplu, cand analizati variabilitatea temperaturilor maxime si minime intr-
o zona. Un alt exemplu ar fi pentru a compara variabilitatea a doua seturi de date, cum
ar fi variatia salariilor in doua companii diferite. Amplitudinea se mai poate folosi cand
doriti sa identificati posibile puncte extreme intr-un set de date. De exemplu, cand
analizati distributia varstelor angajatilor unei companii si doriti sa identificati daca exista

angajati foarte tineri sau foarte in varsta.

Dezavantajul este ca ia in considerare doar doua valori si acest lucru o face

sensibila la valori extreme (de asemenea, cunoscute si ca valori aberante).

Intervalul intercuartilic (IQR) este o masura de Tmprastiere care masoara
diferenta dintre a treia cuartila (75%) si prima cuartila (25%) ale unui set de date, adica
diferenta dintre valoarea medianei superioare si valoarea medianei inferioare. Cele trei
cuartile sunt valorile care impart un set de date in patru parti egale (sferturi). Acestea

sunt:

- Prima cuartila (Q1): este valoarea care imparte setul de date in doua parti, astfel
incat 25% din date sunt mai mici decat aceasta valoare si 75% sunt mai mari

decat aceasta.
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- Mediana sau a doua cuartila (Q2): este valoarea care imparte setul de date in
doua parti egale, astfel incat 50% din date sunt mai mici decat aceasta valoare si
50% sunt mai mari decat aceasta.

- Atreia cuartila (Q3): este valoarea care imparte setul de date in doua parti, astfel
incat 75% din date sunt mai mici decat aceastd valoare si 25% sunt mai mari

decat aceasta.

Formula de calcul a intervalului intercuartilic este:

IQR = Q3 — Q4

Intervalul intercuartilic se poate folosi cand dorim sa evaluam variabilitatea unui
set de date si sd elimindm influenta punctelor extreme. In unele aplicatii este de preferat
a se folosi IQR n locul amplitudinii, deoarece elimina variatia din punctele extreme. Pe
langa aplicatii in care se doreste compararea variabilitatii a doua seturi de date, se mai
poate folosi la identificarea si eliminarea punctelor extreme dintr-un set de date. De
exemplu, daca analizati distributia varstelor angajatilor unei companii si doriti sa
identificati angajatii care sunt mult mai in varsta decat media sau mult mai tineri decat

media.

in general, intervalul intercvartilic este o masurd mai robustd de imprastiere
(variatie) decat amplitudinea si poate fi util in situatii in care exista puncte extreme sau

diferente semnificative intre mediile a doua seturi de date.

Dispersia este o altda masura a imprastierii datelor. Spre deosebire de amplitudine
si de intervalul intercuartilic, aceasta foloseste in formula de calcul toate valorile din

setul de date analizat.

Pentru a calcula dispersia, trebuie mai intai sa determinam diferenta dintre fiecare
punct fata de medie. Apoi, ridicam la patrat aceste diferente si facem media lor. Formula
pentru dispersia populatiei, notatd cu a2, aratd astfel:

2 Z?=1(xi - ‘u)Z
g = —-——
n

unde x; sunt valorile pentru care este calculata media, 4 este media populatiei si n este

numarul de valori.

n cazul dispersiei esantionului, notata cu s?, formula este corectatd cu un factor
de corectie care tine cont de faptul ca dispersia este calculata doar pe un subset al
populatiei:

Yieq (i — %)?
2 1=1\""1
S ]
n—1
unde x; sunt valorile pentru care este calculata media, X este media esantionului si n

este numarul de valori.
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Dispersia poate fi folosita in diverse aplicatii precum in economie, unde poate fi
utilizata pentru a evalua volatilitatea preturilor pe pietele financiare. Daca o actiune are
o dispersie mare, acest lucru sugereaza ca pretul se schimba adesea, ceea ce poate fi
riscant pentru investitori. Ea poate fi utilizata si in medicina pentru a evalua variatia
parametrilor fiziologici sau de laborator, cum ar fi tensiunea arteriala sau nivelurile de
glucoza din sange. Aceasta informatie poate fi utila pentru a evalua eficacitatea unui
tratament sau pentru a identifica factorii de risc pentru anumite afectiuni. in inginerie
dispersia poate fi folositda pentru a evalua calitatea productiei intr-un proces de
fabricatie. O dispersie mare poate indica probleme cu procesul de productie, cum ar fi
materialele defectuoase sau o linie de productie inadecvata. in psihologie ea poate fi
folosita pentru a evalua diferentele dintre indivizi in ceea ce priveste trasaturile sau
comportamentele lor, cum ar fi pentru a evalua gradul de diversitate in raspunsurile la
un chestionar de personalitate. Un alt exemplu poate fi pentru a evalua performanta
studentilor intr-o clasa sau scoala. O dispersie mare poate indica diferente semnificative

in performanta studentilor sau probleme in procesul de predare.

Un dezavantaj al dispersiei este ca unitatea de masura in care este exprimata este
patratul unitatii de masura a datelor pentru care se calculeaza dispersia. Putem rezolva
usor aceasta problema scotand radacina patrata a dispersie. Acest nou indicator se

numeste abaterea standard.

Abaterea standard este pur si simplu radacina patrata a dispersiei. Aceasta

fhseamna ca avem urmatoarele doua formule:

Pentru abaterea standard a populatiei:

unde x; sunt valorile pentru care este calculata media, u este media populatiei, X este

media esantionului si n este numarul de valori.
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2. Modalitati de prezentare si sinteza a datelor

Exista mai multe modalitati de prezentare a datelor cum ar fi folosind text, tabele
si metode vizuale. Textul este cea mai simpla metoda si poate fi folosit pentru a prezenta
datele sub forma de propozitii sau fraze. Folosind indicatori statistici putem capta si
prezenta sintetic anumite caracteristici ale datelor, cum ar fi tendinta centrald sau
imprastierea datelor. Tabelele implica organizarea datelor intr-o structura tabelara sau
intr-o matrice, iar acestea pot fi utilizate pentru a evidentia diferentele si asemanarile
dintre diferitele seturi de date. Metodele vizuale includ graficele si diagramele, care pot
fi utilizate pentru a oferi o reprezentare vizuala a datelor. Acestea pot fi utile pentru a
evidentia tendintele, modelele si distributiile datelor si pot oferi o imagine mai clara a
datelor. Fiecare metoda are propriile avantaje si dezavantaje, iar alegerea unei metode

depinde de tipul de date si de obiectivul prezentarii lor.
2.1. Textsiindicatori statistici

Textul siindicatorii statistici sunt doua modalitati importante prin care informatiile
pot fi comunicate in mod eficient. Textul poate fi utilizat pentru a explica contextul
datelor si a oferi o perspectiva generala asupra problemei abordate. Indicatorii statistici,
pot oferi o imagine clara asupra distributiei datelor si a variatiei lor. Prin utilizarea
acestor doua abordari impreuna, putem furniza cititorului o imagine completa a datelor

si a concluziilor importante care pot fi trase din ele.

Indicatorii statistici sunt valori care ne ofera informatii valoroase despre datele pe
care le analizam. Putem folosi masurile de tendinta centrala si imprastiere pentru a afla
informatii de ansamblu despre datele noastre. in tabelul 2.1 sunt prezentati sumar
indicatorii statistici reprezentativi in determinarea tendintei centrale, imprastierii

datelor si caracterizarii formei distributiilor datelor.

Tabel 2.1. Indicatori statistici reprezentativi

Masura Indicator Formula
Tendinta centrala Media aritmetica Xy
==
Mediana Valoarea din centrul sirului
Modala Frecventa maxima

Media patratica

17



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

Media geometrica

g
Medie armonica M. = n
a— 1
n —
=1 xi
Valoare central Max — Min
X = —————
2
Tmprastiere Min Cea mai mica valoare
Max Cea mai mare valoare
Gama R = X max — Xmin
. . n 2
Dispersia 57 = D (e — )
n

Abatere STD
Z?:l(xi - :u)z

o =
n
Forma Asimetria X (g —w)?
distributiei ! o3
Aplatizarea L= > —

IOIERINDE

Exista totusi limitari la cantitatea pe care o putem transmite eficient prin
intermediul textului. Cand depasim un anumit nivel de complexitate, prezentarea
datelor sub forma de text face anevoioasa intelegerea si transmiterea mesajului dorit.

De aceea, pentru a transmite mai multe informatii eficient folosim tabele si vizualizari.

2.2. Tabele

Tabelele sunt un mijloc important si frecvent utilizat pentru a prezenta datele in
mod organizat si usor de citit. Acestea pot fi utilizate pentru a evidentia diferentele si
asemanarile dintre diferitele seturi de date, precum si pentru a oferi o imagine de
ansamblu a datelor. Ele pot fi utile in identificarea tendintelor si modelelor prezente in

date si pot fi o resursa valoroasa pentru analiza si interpretarea acestora.

Crearea unui tabel incepe cu selectarea setului de date relevant pentru analiza.
Datele ar trebui sa fie organizate intr-un mod coerent, astfel incat informatiile sa poata

fi usor de citit si interpretat. Informatiile sunt organizate in coloane si randuri, iar numele
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coloanelor trebuie alese incat sa fie semnificative pentru a putea identifica cu usurinta
datele din fiecare coloana. De obicei, variabilele (caracteristicile) pe care le masuram se
afl3 pe coloane, iar observatiile (masurdtorile) sunt pe randuri. Tn exemplul din tabelul
2.2., jucdria 1 este rotunda, are o lungime de 23 mm si culoarea rosie. Acestea sunt toate
caracteristicile unui singur obiect. Pe de alta parte, observam ca toate jucariile au doar

doua forme posibile: rotunde si patrate.

Ne putem uita fie la o caracteristica a tuturor elementelor din set (intr-o coloana)
sau la toate caracteristicile unui singur element (intr-un rand) in functie de informatiile

pe care vrem sa le folosim.

Tabel 2.2 Exemplu de tabel

Forma Lungime (mm) Culoarea
Jucaria 1l Rotund 23 Rosu
Jucaria 2 Rotund 27 Verde
Jucaria3  Patrat 19 Albastru

Formatul tabelelor este important, deoarece poate influenta modul in care datele
sunt percepute si interpretate. Se recomanda utilizarea culorilor si a formatarilor pentru
a atrage atentia asupra informatiilor importante. De asemenea, ar trebui evitata
supraaglomerarea tabelelor cu prea multe informatii. Informatiile ar trebui sa fie
prezentate intr-un mod clar si concis, astfel incat utilizatorii sa poata identifica rapid

informatiile relevante.

Interpretarea unui tabel implica examinarea datelor si identificarea tendintelor si
sabloanelor. De exemplu, o persoana poate examina un tabel pentru a identifica variatia
datelor in timp sau diferentele intre doua grupuri de date. De asemenea, tabelele pot fi
utilizate pentru a identifica frecventele sau proportiile diferitelor valori dintr-un set de
date.

Cand avem putine informatii (cum ar fi exemplul de mai sus) acestea pot fi
prezentate usor intr-un tabel. Dar cand avem tabele mari cu zeci sau sute de variabile si
mii de randuri, poate fi aproape imposibil sa obtineti informatii doar uitandu-ne la tabel.
De aceea este important sa se ia in considerare avantajele si dezavantajele utilizarii
tabelelor in functie de nevoile specifice ale utilizatorului si de scopul analizei. Uneori,
alte forme de prezentare a datelor, cum ar fi graficele sau diagramele, pot fi mai

eficiente decat tabelele in prezentarea datelor.
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2.3. Vizualizarea datelor

Vizualizarea datelor este o metoda puternica de comunicare a informatiilor, care
poate fi utilizata pentru a sublinia tendintele si sabloanele importante. Graficele si
diagramele pot fi create pentru a ilustra relatiile si distributiile din datele colectate,
precum si pentru a evidentia variatia si diferentele dintre grupurile de date. Acestea pot
fi prezentate intr-o varietate de formate, cum ar fi diagramele cu bare, diagramele cu
linii, graficele cu puncte si diagramele circulare, in functie de tipul de date si de
informatiile pe care dorim sa le evidentiem. Prin utilizarea vizualizarii datelor intr-un
mod creativ si inteligent, putem furniza informatii complexe intr-un mod accesibil si usor
de inteles, ceea ce poate fi extrem de valoros in procesul de comunicare a descoperirilor

si concluziilor importante. Cele mai frecvent utilizate tipuri de grafice sunt:

1. Diagrama cu bare: utilizata pentru a compara cantitati sau frecvente.
Aceasta constd intr-un set de bare verticale sau orizontale, care reprezinta
valorile variabilelor.

2. Diagrama cu linii: utilizata pentru a ilustra tendintele si schimbarile intr-o
serie de date. Foloseste un set de puncte conectate prin linii, care reprezinta
valorile variabilelor intr-o ordine cronologica sau logica.

3. Grdficul cu puncte: utilizat pentru a vizualiza distributia datelor si pentru a
identifica punctele aberante pentru doua variabile.

4. Diagrama circulard: utilizata pentru a ilustra proportiile unui ntreg.
Aceasta consta intr-un cerc impartit in sectiuni, unde fiecare sectiune
reprezinta o proportie a intregului.

5. Histograma: utilizata pentru a ilustra distributia datelor continue. Aceasta
consta intr-un set de bare care reprezinta intervalul valorilor variabilelor.

6. Diagrama de tip boxplot: folosita pentru a vizualiza si compara cu usurinta

distributii ale datelor continue.

n continuare vom intra mai in detaliu pentru fiecare tip de diagram si vom vedea

cum sunt construite si cand le folosim.

2.3.1. Diagrama cu bare sau coloane

Diagrama cu bare este o metoda eficientd de a prezenta datele in mod vizual.
Aceasta este formata dintr-un set de bare verticale (numite si coloane) sau orizontale
care reprezinta valorile variabilelor. Diagrama cu bare este folosita pentru a compara de

obicei frecventele variabilelor sau pentru a evidentia tendintele in date.

Diagrama cu bare este utila atunci cand lucram cu date calitative sau cantitative
discrete, unde variabilele sunt reprezentate de categorii sau de numere intregi. Este
recomandat sa utilizam diagrama cu bare in situatiile in care avem cel putin patru sau

cinci categorii.

20



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

Pentru a crea o diagrama cu bare, trebuie urmati urmatorii pasi:

Identificati variabila pe care doriti sa o reprezentati si categoriile acesteia.
Decideti asupra latimii barelor. Barele trebuie sa aiba aceeasi latime.

3. Desenati o axa verticala sau orizontald si marcati valorile variabilelor pe
aceasta axa.

4. Trasati barele cu inaltimea corespunzatoare pentru fiecare categorie.

Un exemplu de utilizare a diagramei cu bare ar fi reprezentarea frecventelor de
aparitie a unor culori intr-un set de obiecte. Tn acest caz, variabila ar fi "culoarea", iar
categoriile ar fi culorile posibile. Diagrama cu bare arata frecventa cu care apare fiecare

culoare si poate evidentia preferintele sau tendintele in alegerea culorilor.

Exista mai multe tipuri de diagrame cu bare, cum ar fi diagrama cu bare simple,
diagrama cu bare multiple sau diagrama cu bare imperecheate. Diagramele cu bare
simple pot fi cu coloane (Figura 2.1) sau bare orizontale (Figura 2.2). Aceste tipuri pot fi
utilizate in functie de scopul si caracteristicile datelor.

7
4 4
I | I
0 l

ciocolata capsuni banane mango

N

w

N

AN

Fig. 2.1. Diagramd simpld cu coloane

mango [N 4

banane [N 3

capsuni - [E—— 7

ciocolats NN

0 2 4 6 8

Fig. 2.2.. Diagramd simpld cu bare orizontale
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intr-o diagrama putem prezenta mai multe instante ale aceleasi variabile. Spre
exemplu, sa zicem ca vindem inghetata in doua magazine si vrem sa comparam vanzarile
pentru cele doua magazine in functie de aromele puse in vanzare. Putem crea o
diagrama ca cea din figura 2.3 in care sa comparam vanzarile pentru fiecare magazin in

functie de aroma vanduta.
12
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7 7
6
6 z W Magazin 1
4 4 B Magazin 2
3
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ciocolata capsuni banane mango

H

N

Fig. 2.3. Diagramd cu coloane cu mai multe instante

Aceleasi informatii le putem prezenta ca proportie dintr-un total sub forma de
coloane stivuite (Figura 2.4). Pentru fiecare aroma vanduta putem observa care este

proportia vanduta in magazinul 1 si respectiv in magazinul 2.

100%
90%
80%
70%
60%
50% M Magazin 2
40% Magazin 1
7
4

30%
20% ‘@
10% 3

0%
ciocolata capsuni banane mango

Fig. 2.4. Diagramd cu coloane stivuite

2.3.2. Diagrama cu linii

Diagrama cu linii este o metoda eficienta de a evidentia evolutia unei serii de date

intr-un anumit interval de timp.

Pentru a crea o diagrama cu linii, trebuie sa avem datele pe care dorim sa le

prezentam si sa le organizam intr-un tabel cu doua coloane: una pentru valorile timpului
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(sau un index corespunzator unei cronologii) si una pentru valorile variabilei de interes.
Apoi, trasam un sistem de coordonate, unde axa orizontala reprezinta timpul si axa
verticala reprezinta valorile variabilei de interes. Pe baza acestor coordonate, putem

marca punctele pentru fiecare valoare si sa le unim cu o linie pentru a crea diagrama.

Existda multe exemple in care diagrama cu linii, cum ar fi pentru a arata evolutia
temperaturilor medii intr-un anumit oras de-a lungul anului sau pentru a urmari
cresterea sau scaderea vanzarilor unei companii intr-un anumit interval de timp. De
asemenea, acest grafic poate fi folosit pentru a evidentia tendintele sau fluctuatiile din
datele colectate intr-un studiu stiintific. Spre exemplu, in figura 2.5 este prezentata
evolutia pretului zilnic maxim Tn USDT al unei criptomonede (BTC) in perioada lanuarie-
Februarie 2022.
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Fig. 2.5. Diagramd cu linii

in general, diagrama cu linii este o modalitate eficientd de a comunica datele

complexe intr-un mod accesibil si usor de inteles.

2.3.3. Graficul cu puncte (scatter plot)

Graficul cu puncte este o reprezentare grafica a datelor care permite vizualizarea
relatiei dintre doua variabile continue. Acest tip de grafic este utilizat in special in analiza

de regresie, dar poate fi utilizat si pentru a observa distributia si variatia datelor.

Pentru a crea un grafic cu puncte, este necesar sa se colecteze datele celor doua
variabile, sa stabilim care variabila este pe axa x si care pe axa vy, si sa plasam fiecare
pereche de valori pe grafic. De obicei, se utilizeaza un punct sau un simbol pentru fiecare

pereche de valori.

Graficul cu puncte poate fi util in multe situatii, cum ar fi:
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- Pentru a analiza relatia dintre doua variabile. Daca punctele sunt imprastiate in
mod aleatoriu pe grafic, atunci cele doud variabile nu sunt corelate intre ele. Tn
cazul in care punctele formeaza o forma de linie, acest lucru indica o relatie
liniard intre cele doua variabile.

- Pentru a identifica valorile extreme (aberante). Punctele care sunt mult mai
distantate de celelalte pot fi observate cu usurinta pe grafic.

- Pentru aobserva variatia datelor. Daca punctele sunt imprastiate in mod uniform
pe grafic, atunci distributia datelor este omogena. Daca punctele sunt mai dense

intr-o anumita zona, acest lucru indica o variatie mai mica in acea regiune.

Spre exemplu, suntem interesati sa observam asocierea dintre naltimea (in
centimetri) si masa (in kilograme) a unui grup de persoane. Dupa ce colectam datele,
plasam inaltimea pe axa orizontald si masa pe axa verticald. Pentru fiecare persoana
avem o pereche de valori inaltime-masa (e.g. 157 cm si 44 kg) reprezentate pe grafic sub
forma unui punct (Figura 2.6). Reprezentand grafic aceste punte putem observa asocieri
sau deviatii. Tn acest caz putem observa cd pe masura ce indltimea creste, si masa creste:
de obicei persoanele mai Tnalte au masa mai mare. Exista si exceptii, cum ar fi ultima
persoana (marcata pe grafic cu un patrat mov) care desi este mai inalta, are o masa mai

mica.
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Fig. 2.6. Diagramd cu puncte

Graficul cu puncte este o metoda utila de vizualizare a datelor si poate fi folosit in

multe domenii, inclusiv in statistica, economie, biologie si altele.

24



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

2.3.4. Diagrama circulara

Diagrama circulara, cunoscuta si sub denumirea de grafic cu sectoare sau grafic in
proportii, este un tip de grafic utilizat in mod obisnuit pentru a arata proportia fiecarei
categorii de date intr-un set de date prin reprezentarea fiecarei categorii ca sector

circular.

Diagrama circulara este utila atunci cand dorim sa vizualizam proportiile (frecventa
relativa) a diferitelor categorii dintr-un set de date, mai degraba decat numarul absolut
(frecventa absoluta). Acest lucru este util deoarece permite o vizualizare rapida si usoara

a distributiei datelor si poate fi utilizat pentru a face comparatii intre categorii diferite.
Pentru a crea o diagrama circulara, trebuie sa:

Calculam proportia fiecarei categorii in setul de date.

2. Transformam proportiile in grade, inmultind cu 360.
Desenam un cerc si sa-l impartim Tn sectoare, astfel incat unghiul fiecarui
sector sa corespunda proportiei pentru categoria respectiva.

4. Etichetatifiecare sector cu numele sau eticheta corespunzatoare categoriei.
Diagrama circulara poate fi utilizata in multe domenii diferite, inclusiv:

e inafaceri, pentru ailustra proportia vanzarilor pe produs sau pentru a arita
cum sunt cheltuiti banii intr-o companie.

e Tncercetare, pentru a ilustra distributia diferitelor réspunsuri la o intrebare
sau pentru a arata distributia demografica a unei populatii.

e Tneducatie, pentru a ilustra proportia elevilor care invat3 diferite subiecte

sau pentru a arata distributia notelor intr-o clasa.

Sa zicem ca facem un studiu si vrem sa aflam preferintele pentru pizza a unui grup
de studenti din camin. Dupa ce colectam datele, le putem prezenta sub forma unei
diagrame circulare, ca in figura 2.7. Din figurd observam ca cea mai preferata pizza de
catre studenti este Marguerita cu 30% dintre raspunsuri. Desi nu vizualizam frecventele

absolute, putem sa vedem cum variaza proportiile intre diferitele categorii ale unui tot.
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Vegetariana,
15%

Marguerita,
30%

Hawaii, 15%

Pepperoni,
18%

Quattro
formaggi, 20%

Fig. 2.7. Diagrama circulard

Tn general, diagrama circulard poate fi folositd pentru a ilustra proportii si
distributii intr-un mod vizual si usor de inteles.
2.3.5. Histograma

O histograma este o diagrama cu bare care arata frecventa cu care apar anumite
valori intr-un set de date continue. Cu acest tip de grafic putem vizualiza distributia
frecventei unei variabile continue. De exemplu, putem utiliza un histograma pentru a

vedea cum sunt distribuite varstele unei populatii in intervale de varsta.
Pentru a crea o histograma trebuie sa:

1. Determinam numarul de intervale cel mai potrivit pentru datele pe care
vrem sa le vizualizam

2. Tmpértim amplitudinea la numarul de intervale

3. Calculam capetele fiecarui interval

4. Determinam frecventa cu care apar valorile in fiecare interval

5

Desenam barele in functie de frecventa determinata.

Numarul de intervale poate afecta cum arata distributia. Existd cateva metode

pentru a alege numarul optim de intervale, dintre care cele mai frecvent folosite sunt:

- Regula radacinii patrate: Numarul optim de intervale (K) este aproximativ radical

din numarul de observatii (n): Formula este:
K =+n
- Regula lui Sturges: Numarul optim de intervale este dat de formula:
K =1+3.322log, (n)

- Regula lui Rice: Numarul optim de intervale este dat de formula:
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K =2VYn
Indiferent de metoda pe care o folosim, numarul de intervale trebuie sa fie cel mai

apropiat numar intreg de rezultatul obtinut din calcul. Nu putem avea 4.3 intervale, ci

avem fie 4 sau 5 intervale.

Un exemplu de utilizare a unei histograme este prezentarea distributiei greutatii
unor indivizi dintr-un grup de adulti. Histograma poate arata daca distributia este
normald sau nu, precum si daca exista valori extreme care ar putea fi anomalii sau erori
de masurare. Despre distributia normald vom discuta mai tarziu in curs cand vom aborda

tipuri de distributii.

Presupunem ca avem urmatorul set de date pentru greutatile adultilor luati in

studiu:
70, 68, 73,64, 72,69, 76,77,75,71,68,70,72,73,74,70,71, 75, 73,72

Pentru a crea histograma vom utiliza regula lui Sturges pentru numarul de

intervale, vom parcurge urmatorii pasi:

a. Determinam numarul de observatii din setul de date: n = 20

b. Calculam numarul optim de intervale utilizand regula lui Sturges:
K=1+3322%log, (n) = 532 = 6
c. Impértim amplitudinea valorilor in 6 intervale egale:

A=77—-64=13

d—13—2166
=-=2

d. Folosind d determinam capetele intervalelor

Tabel 2.3. Cele 6 intervale si limitele aferente fiecdrui interval

Interval Limite
Interval 1 64 - 66.17
Interval 2 66.17 - 68.33
Interval 3 68.33-70.5
Interval 4 70.5-72.67
Interval 5 72.67 -74.83
Interval 6 74.83 -77
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e. Determinam frecventa cu care apar valorile in fiecare interval

Tabel 2.4. Tabelul de frecventd pentru cele 6 intervale

Interval Limite Frecventa
Interval 1 64 - 66.17 1
Interval 2 66.17 - 68.33 2
Interval 3 68.33-70.5 4
Interval 4 70.5-72.67 5
Interval 5 72.67 -74.83 4
Interval 6 74.83-77 4

f. Desenam barele in functie de frecventa determinata (Figura 2.8)

Frecventa absoluta
w

64-66.17 66.17-68.33 68.33-70.5 70.5-72.67 72.67-74.83

Intervale de varsta

Fig. 2.8. Distributia vdrstelor in intervale de vérstd

74.83-77

Observam ca majoritatea valorilor se concentreaza in jurul intervalului 70.50 —

72.67. Histograma ne poate ajuta sa identificam si sa eliminam valorile extreme care ar

putea fi anomalii sau erori de masurare.

2.3.6. Diagrama de tip boxplot

O diagrama de tip boxplot este un grafic care ofera o imagine de ansamblu asupra

distributiei unei variabile continue si poate fi folosit pentru a identifica valorile aberante

si pentru a compara distributiile mai multor grupuri.

Pentru a crea un boxplot, sunt necesare urmatoarele etape:

1. Determinarea valorilor minime, maxime si medianei (valoarea centrala a

datelor) pentru variabila de interes.
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Calcularea cuartilelor Q1 si Q3.
Calcularea intervalului intercuartilic (IQR), care este diferenta dintre Q3 si
Q1.

4. Identificarea valorilor aberante (extreme), care sunt datele care se afld lao
distanta mai mare de 1.5 ori IQR de la Q1 sau Q3.

5. Crearea graficului, care consta intr-un dreptunghi care reprezinta intervalul
intercuartilic (Q1 - Q3), o linie verticala care reprezinta mediana si segmente
care se extind din dreptunghi pana la cel mai mic si cel mai mare punct care
nu sunt valori aberante. Valorile aberante sunt reprezentate prin puncte

sau cercuri.

Diagram de tip Boxplot poate fi utilizata in mai multe cazuri, printre care:

1. Compararea distributiilor: Este folosit pentru a compara distributiile a doua
sau mai multor variabile continue. Aceasta poate fi utild pentru a vedea
daca exista diferente semnificative intre distributiile si daca acestea au
aceeasi forma sau nu.

2. Identificarea valorilor aberante: Valorile aberante pot fi semnificative in
analiza datelor, deoarece pot indica erori sau probleme in colectarea sau
inregistrarea datelor.

3. Vizualizarea distributiilor asimetrice: Ofera o imagine de ansamblu asupra
medianei si a intervalului intercuartilic. Acest lucru poate fi important in
identificarea diferentelor intre distributiile simetrice si cele asimetrice.

4. Compararea mai multor grupuri: Boxplot-ul poate fi folosit pentru a
compara distributiile mai multor grupuri, fie ca acestea sunt grupuri
experimentale, de control sau de alt tip. Acesta poate ajuta la identificarea
diferentelor semnificative intre grupuri si poate fi util in procesul de

interpretare a datelor.

Spre exemplu, cu ajutorul acestui tip de grafic putem compara inaltimea
studentilor din doua clase (Figura 2.9). Din grafic observam ca studentii din clasa B sunt

in general mai Tnalti, dar observam ca avem si o distributie mai imprastiata a valorilor.
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Fig. 2.9. Comparatia distributiilor indltimii studentilor din doud clase diferite

Boxplot-ul este un instrument util pentru a vizualiza distributia unei variabile
continue si poate fi utilizat in multe situatii diferite pentru a compara si vizualiza

distributii a variabilelor continue.

Pe langa tipurile de grafice prezentate in acest capitol mai exista foarte multe
tipuri de grafice care se pot folosi pentru vizualizarea datelor. Datele geografice pot fi
vizualizate pe harti, evolutia in timp a unor variabile pot fi vizualizate cu ajutorul unor
grafice de tip ,spaghetti” sau putem vizualiza diferite rezultate si probabilitatile aferente
unui experiment cu ajutorul graficului arborescent. Cu toate acestea, graficele
prezentate sunt cele mai comune tipuri de grafice si pun bazele altor tipuri de vizualizari.
Important este sa alegeti tipul de grafic corect in functie de natura datelor pe care vreti

sa le reprezentati.
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2.4. Verificarea cunostintelor

Tipuri de date

1. Care sunt cele patru niveluri de masurare a datelor?
a) Nominal, ordinal, interval, statistic
b) Numeric, nominal, ordinal, cardinal

¢) Nominal, ordinal, interval, ratie (raport)

2. Care este cea mai mare diferenta dintre datele interval si cele ratie?
a) Celedetipinterval au unzero absolut, ceea ce nu se intampla in cazul datelor
ratie.
b) Cele de tip ratie au un zero absolut, ceea ce nu se intampla in cazul datelor
de tip interval.

c) Nu exista diferente semnificative intre datele interval si cele rationale.

3. Daca se colecteaza date despre opinia oamenilor cu privire la satisfactia pentru
un nou produs (pe o scala de la 1 la 5), ce nivel de masurare ar fi aceste date?
a) Nivel nominal
b) Nivel ordinal
c) Nivel interval
4. Ce nivel de masurare ar fi datele despre starea civila a unor subiecti?
a) Nivel nominal
b) Nivel ordinal
c) Nivel interval
5. Daca se colecteaza date despre temperatura unui loc in diferite momente ale
zilei, ce nivel de masurare ar fi aceste date?
6. Care este diferenta dintre datele nominale si cele ordinale?
7. Ce fel de date ar fi data nasterii a unei persoane?
8. Ce nivel de masurare ar fi datele despre nota obtinuta la un test?
9. Ce fel de date ar fi inaltimea unei persoane masurata in cm?
a) Nivel nominal
b) Nivel ordinal
c) Nivel interval
d) Nivel ratie
10. Ce nivel de masurare ar fi datele despre clasamentul la un concurs sportiv?
a) Nivel nominal
b) Nivel ordinal
c) Nivel interval

d) Nivel ratie
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Rdspunsuri corecte
1. c) Nominal, ordinal, interval, raport

2. b) Cele de tip ratie au un zero absolut, ceea ce nu se intampla in cazul datelor de tip

interval.

3. b) Nivel ordinal

4. a) Nivel nominal

5. Raspuns: Datele despre temperatura unui loc sunt de nivel interval.

6. Raspuns: Datele nominale sunt utilizate pentru a identifica sau clasifica elemente in

categorii, in timp ce datele ordinale au in plus si o ordine naturala.

7. Raspuns: Data nasterii este de nivel interval deoarece anul 0 nu inseamna lipsa

timpului.
8, Raspuns: Datele despre note sunt de nivel ratie.
9. d) Nivel ratie

10. b) Nivel ordinal
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Indicatori statistici de tendinta centrala

1. Ce este tendinta centrala si cum se calculeaza?

2. Ce este media si cum se calculeaza?

3. Ce este mediana si cum se calculeaza?

4. Ce este modala si cum se calculeaza?

5. Care este diferenta dintre media si mediana unui set de date?

6. Care dintre urmatoarele nu este o masura de tendinta centralad?

a. Media

b. Modala
Dispersia

d. Mediana

7. Care dintre urmatoarele masuri este cea mai potrivita pentru a masura tendinta

centrala a unei variabile nominale?

a. Media
b. Modala
c. Mediana

d. Toate de mai sus

8. Ce se intdmpla cu media daca se adauga o valoare extrema mare?
a. Media creste
b. Media scade
¢. Media nu se modifica

d. Media devine negativa

9. Care este mediana setului de date: 3,7, 9, 11, 12 ?

a. 7
b. 9

11
d. 10

10. Ce este modala setului de date: 2, 2, 3,5,5,5,6,7 ?

a. 7
b. 5
c. 2

6

o
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Rdspunsuri corecte

1. Tendinta centralad este o masura de pozitie a valorilor unei distributii si este utilizata
pentru a reprezenta valoarea centrala a acestora. Cele mai frecvent utilizate masuri de

tendinta centrala sunt media, mediana si modala.

2. Media este o masura de tendinta centrala care reprezinta suma valorilor dintr-o
distributie impartita la numarul de valori. Media poate fi afectata de valori extreme,

numite valori aberante.

3. Mediana este o masura de tendinta centrala care reprezinta valoarea din mijlocul
unei distributii ordonate crescator sau descrescator. Daca numarul de valori este par,

mediana este media dintre cele doua valori centrale.

4. Modala este o masura de tendinta centrala care reprezinta valoarea care apare cel
mai frecvent intr-o distributie. Daca toate valorile apar cu aceeasi frecventa, distributia

este bimodala sau multimodala.

5. Media aritmetica a unui set de date se determina impartind suma valorilor la
numarul acestora, in timp ce mediana este valoarea din mijlocul acesteia. Media este

afectata de valori extreme, in timp ce mediana nu este.
6. c. Dispersia

7. b. Modala

8. a. Media creste

9.b.9

10. b. 5, deoarece aceasta este valoarea care apare cel mai frecvent in distributie, de

trei ori.
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Indicatori statistici de imprdstiere

1. Care este definitia indicatorului de imprastiere ,amplitudine”?

2. Cum se calculeaza intervalul intercuartilic si ce informatii furnizeaza acesta?

3. Ce este dispersia si cum se calculeaza?

4. Care este relatia dintre dispersie si abatere standard?

5. Cand ar trebui sa folosim dispersia in locul abaterii standard?

6. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata pentru intervalul

intercuartilic?

a.

d.

Reprezinta diferenta dintre valoarea minima si valoarea maxima a setului
de date.

Reprezinta diferenta dintre a treia si prima cuartila.

Reprezinta diferenta dintre medie si mediana setului de date.

Reprezinta diferenta dintre doua valori consecutive din setul de date.

7. Care dintre urmatoarele afirmatii este falsa referitor la abaterea standard?

a.
b.

d.

Reprezinta radacina patrata a dispersie.
Masoara variabilitatea sau imprastiere valorilor in raport cu media.
Este exprimata Tn aceleasi unitati de masura ca si media.

Este mereu mai mica sau egala cu dispersia.

8. Daca toate valorile dintr-un set de date sunt egale, atunci:

a.
b.
C.
d.

Dispersia este zero, dar abaterea standard nu este zero.
Abaterea standard este zero, dar dispersia nu este zero.
Atat dispersia, cat si abaterea standard sunt zero.

Dispersia si abaterea standard nu pot fi calculate in aceasta situatie.

9. Daca adaugam o valoare extrem de mare sau extrem de mica la un set de date,

cum se va modifica abaterea standard?

a.
b.

o

d.

Va creste
Va scadea
Nu se va schimba

Va deveni negativa

10. Care dintre afirmatii este adevarata referitor la dispersie si abatere standard?

a.
b.

a o

Dispersia si abaterea standard sunt mereu egale.
Dispersia si abaterea standard pot fi egale in anumite situatii.
Dispersia si abaterea standard sunt mereu diferite.

Dispersia si abaterea standard sunt masurate n aceeasi unitate de masura.
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Rdspunsuri corecte

1. Amplitudinea reprezinta diferenta dintre valoarea maxima si valoarea minima a unui
set de date.

2. Intervalul intercuartilic se calculeaza prin diferenta dintre a treia si prima cuartila si

furnizeaza informatii despre imprastierea valorilor din mijlocul setului de date.

3. Dispersia reprezinta media patratelor diferentelor dintre fiecare valoare din setul de
date si media acestuia si se calculeaza prin impartirea sumei acestor diferente la

numarul total de valori din setul de date.
4. Dispersia este patratul abaterii standard.

5. Dispersia este preferabild atunci cand dorim sa comparam variatia intre doua sau
mai multe seturi de date care au unitati de masura diferite, in timp ce abaterea
standard este preferabild atunci cdnd dorim sa comparam variatia intre doua sau mai

multe seturi de date care au aceeasi unitate de masura.
6. b. Reprezinta diferenta dintre a treia si prima cuartila.
7. d. Este mereu mai mica sau egala cu dispersia.

8. c. Atat dispersia, cat si abaterea standard sunt zero.
9. a) Va creste.

10. b) Dispersia si abaterea standard pot fi egale in anumite situatii.
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Vizualizarea datelor

. Ce este o diagrama cu linii si cand este cel mai bine sa il folosim?
. Cum putem compara doua variabile folosind o diagrama cu puncte?
. Ce este o diagrama cu bare si cand este utila?

. Cand este util un grafic cu puncte?

v A W N

. Ce tip de grafic este cel mai bun pentru a arata tendintele in timp?
a. Diagrama circulara

b. Diagrama cu linii

c. Histograma

d. Diagrama cu puncte

6. Care este cel mai bun mod de a vizualiza distributia unei variabile continue?
a. Diagrama circulara
b. Diagrama cu linii
c. Histograma

d. Diagrama cu puncte

7. Ce este o diagrama circulara si cand este utila?
a. Un grafic care arata distributia proportiilor unei variabile
b. Un grafic care arata tendintele in timp
¢. Un grafic care compara doua variabile

d. Un grafic care arata relatia dintre doua variabile

8. Ce este un grafic cu puncte si cum poate fi folosit?
a. Un grafic care arata distributia unei variabile
b. Un grafic care compara doua variabile
¢. Un grafic care arata relatia dintre doua variabile

d. Un grafic care arata tendintele in timp

9. Ce este o diagrama boxplot si cum poate fi folosit pentru a analiza datele?
a. Un grafic care arata distributia unei variabile
b. Un grafic care compara doua variabile discrete
¢. Un grafic care arata relatia dintre doua variabile

d. Un grafic care arata tendintele in timp

10. Care este cea mai buna modalitate de a arata distributia unei variabile de tip
nominal?
a. Diagrama circulara
b. Grafic de linie
c. Histograma

d. Diagrama cu bare
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Rdspunsuri corecte

1. O diagrama cu linii este un grafic care foloseste linii pentru a arata evolutia
cronologica de la o valoare la alta. Este utila atunci cand dorim sa vedem evolutia unei

variabile Tn timp.

2. O diagrama cu puncte este utild pentru a arata relatia dintre doua variabile
continue. Putem observa daca exista o asociere intre cele doua variabile si daca da,

care este tipul acesteia.

3. O diagrama cu bare este utila cand dorim sa comparam cantitati intre diferite
categorii sau grupuri. De exemplu, putem utiliza un grafic cu bare pentru a compara

vanzarile a doua companii intr-un anumit trimestru.

4. Un grafic cu puncte este util pentru a vizualiza relatia dintre variabile continue.
5. b) Grafic cu linii

6. c) Histograma

7. a) Un grafic care arata distributia proportiilor unei variabile

8. ¢) Un grafic care arata relatia dintre doua variabile

9. a) Un grafic care arata distributia unei variabile

10. d) Diagrama cu bare
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3. Evenimente statistice

Pentru aintelege notiunea de probabilitate, trebuie sa definim niste termeni. Cand
vorbim despre probabilitati, mai intai facem un experiment statistic. Un experiment
este o procedura care se intampld in anumite conditii predefinite. intr-un experiment
putem avea una sau mai multe incercari. Fiecare incercare are un rezultat care este
numit un eveniment si pe care il putem observa. Setul evenimentelor dintr-un

experiment se numeste camp de evenimente.

Un exemplu des intalnit de experiment este aruncarea unei monede. Putem sa o
aruncam de mai multe ori, ceea ce inseamna ca avem mai multe incercari. Rezultatele
pot fi cap sau pajurd, acestea fiind rezultatele posibile. Cap si pajura reprezinta intregul
camp de evenimente atunci cand experimentul consta dintr-o singura aruncare a

monedei.

3.1. Definirea evenimentelor

Exista mai multe tipuri de evenimente cum ar fi cele simple, care sunt un singur
eveniment, cum ar fi aruncarea unui zar si obtinerea unui numar par, si evenimente
compuse, care sunt compuse din mai multe evenimente simple, cum ar fi obtinerea a
doua numere pare la doua aruncari diferite de zar. Cand aruncam doua zaruri putem
obtine o combinatie de numere. Evenimentul in care suma numerelor este egala cu 7,

este un eveniment compus.

Unele evenimente au semnificatii aparte, cum ar fi evenimentul imposibil si
evenimentul sigur. In cazul in care rezultatul nu poate avea loc in cadrul unui
experiment, acesta este numit un eveniment imposibil. De exemplu, nu putem obtine
numarul 7 atunci cadnd se arunca un zar cu 6 laturi. Evenimentul sigur este opusul celui
imposibil; este sigur sa se intample. De exemplu, obtinerea unui numar par sau impar la

aruncarea unui zar, este un eveniment sigur.

Evenimente sunt notate cu majuscule si continutul lor sunt puse Tn interiorul unor

acolade:
A=1{1,2,3}
Evenimentul A contine elementele 1, 2 si 3.
Un eveniment compus poate avea mai multe elemente sau grupuri de elemente:

B ={(1,2),(3,4}

Evenimentul B contine doua grupe de evenimente (1, 2) si (3, 4). Fiecare grup are

cate doua elemente fiecare.
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Un mod util de reprezentare a evenimentelor este prin utilizarea diagramelor
Venn. Diagramele Venn sunt forme pe care le folosim pentru a reprezenta multimi de

evenimente. Sa spunem ca avem urmatoarele doua evenimente:
A=1{1,2,3}
B ={4,5,6}
Campul de evenimente (notat cu S) este:
§$=1{1,23,4,5,6}

Putem desena o diagrama Venn ca cea din figura 3.1.

S

B
4,5,6

Fig. 3.1. Reprezentarea evenimentelor prin diagrame Venn

n cazul in care cdmpul de evenimente este format din doar doud multimi care nu
au elemente in comun, acestea sunt numite multimi disjuncte. Evenimentele A si B din

exemplul de mai sus sunt multimi disjuncte.

3.2. Tipuride evenimente

Evenimente pot fi fie compatibile sau incompatibile. Evenimentele compatibile
pot avea loc simultan in acelasi experiment, in timp ce evenimentele incompatibile nu
pot. Daca aruncam o moneda o datd, evenimentul de a obtine cap si evenimentul de a
obtine pajura sunt incompatibile. Putem avea fie una fie alta. Pe de alta parte, daca
aruncam o moneda de doua ori, aceleasi doua evenimente devin compatibile. La o

aruncare puteti obtine cap si la a doua pajura.

Evenimente pot fi dependente sau independente. Daca un eveniment are impact
asupra altuia, atunci acestea sunt dependente. Daca nu, sunt independente. Daca aveti
o urna cu 5 bile negre si 5 bile albe, extragerea unei bile din urna schimba raportul dintre
bilele albe si negre, care are impact asupra rezultatului celei de-a doua extrageri. in acest
caz, a doua extragere depinde de prima. Pe de alta parte, daca am arunca o moneda de
doua ori, rezultatul primei aruncari nu are efect asupra rezultatului celei de-a doua

aruncari.

3.3. Operatiuni cu evenimente

Existd doua tipuri de operatiuni de care suntem interesati in utilizarea

evenimentelor: reuniunea si intersectia.
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Reuniunea (Figura 3.2) este adunarea elementelor a doud sau mai multe multimi
(sau evenimente). Este notata cu U si poate fi interpretata ca adunare (+). Pentru

evenimentele A si B avem:
A=1{1,2}
B ={3,4}
AUB ={1,2,3,4}

Si citim "A sau B" sau "A reunit B"

AUB

1,2 3,4

Fig. 3.2. Reuniunea a doud evenimente

Intersectia (Figura 3.3) este setul de elemente comune pentru doua sau mai multe
multimi. Este notat cu N si este interpretat ca inmultire (*). Pentru doua evenimente A

si B, intersectia lor este:
A={1,2,3}
B ={3,4}
ANB ={3}

Si citim "A si B" sau "A intersectat cu B"

ANB
Al 2 3 4 B

Fig. 3.3. Intersectia a doud evenimente

Complementul (Figura 3.4) unui eveniment este tot ceea ce nu este in acel
eveniment. Dacd avem un eveniment A, complementul siu este marcat cu A si

reprezinta toate elementele care nu fac parte din A.
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1,2

Fig. 3.4. Complementul unui eveniment

Complementul evenimentului sigur este evenimentul imposibil. Invers este de

asemenea adevarat, complementul evenimentului imposibil este evenimentul sigur.
Intersectia si Reuniunea au urmatoarele proprietati:
AUA=A ANA=A
AUB=BUA ANB=BNA

(AuUB)UC=AU(BUC)
ANnB)NnC=An(BnNnC)

ANn(BUC)=(ANB)UANC)

AUBNC)=(AUB)N (AU ()

AUA=E ANA=9

AUE=E Aud =4

ENd=¢ EUd=FE
(AnNB)=ANnB (AUB)=AUB
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3.4. Verificarea cunostintelor

1. Care dintre urmatoarele optiuni descrie cel mai bine un eveniment in contextul
probabilitatii?

a.
b.
c.
d.

Un proces aleatoriu
O situatie imposibila
O combinatie de cifre

O afirmatie matematica

2. Ce este un eveniment compus?

a.
b.
C.
d.

Un eveniment care nu se poate intampla niciodata
Un eveniment care consta intr-un singur rezultat posibil
Un eveniment care combina mai multe evenimente simple

Un eveniment care apare in mod necesar

3. Care dintre urmatoarele reprezinta un exemplu de eveniment simplu?

a.
b.

d.

Obtinerea a doua fete de zar diferite
Extragerea unei carti rosii dintr-un pachet de carti
ntalnirea unei persoane cu numele "John"

Atingerea unei temperaturi de -100 grade Celsius

4. Ce este campul de evenimente?

a.
b.

d.

Un set de evenimente imposibile

Un set care contine toate evenimentele posibile intr-un experiment
statistic

O zona geografica cu proprietati neobisnuite

Un termen folosit in geografie

5. Ce este reuniunea a doua evenimente?

Evenimentul care apare in ambele evenimente
Evenimentul care apare in unul sau in celdlalt eveniment

Evenimentul care nu apare in niciunul dintre cele doua evenimente

6. Ce este intersectia a doud evenimente?

Evenimentul care apare in ambele evenimente
Evenimentul care apare in unul sau in celalalt eveniment

Evenimentul care nu apare in niciunul dintre cele doua evenimente

7. Ce este evenimentul complementar?

Evenimentul care apare cel mai frecvent intr-un experiment
Evenimentul care nu apare niciodata intr-un experiment

Evenimentul care nu apare in evenimentul original
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8. Ce este o secventd de evenimente independente?
a. Evenimente care nu se pot intampla n acelasi timp
b. Evenimente care nu se influenteaza unul pe celalalt

c. Evenimente care se intampla intotdeauna impreuna

9. Ce este o serie de evenimente dependente?
a. Evenimente care nu se pot intampla n acelasi timp
b. Evenimente care nu se influenteaza unul pe celdlalt

c. Evenimente care depind de unul sau mai multe evenimente anterioare

10. Despre ce este vorba cand doua evenimente se exclud reciproc?
a. Ele nu pot aparea in acelasi timp
b. Ele suntindependente si nu se influenteaza reciproc

c. Ele au ointersectie nevida
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8.

9.

Rdspunsuri corecte

.a) Un proces aleatoriu

. €) Un eveniment care combind mai multe evenimente simple

. b) Extragerea unei carti rosii dintr-un pachet de carti

. b) Un set care contine toate evenimentele posibile intr-un experiment statistic
. b) Evenimentul care apare in unul sau in celdlalt eveniment

. a) Evenimentul care apare in ambele evenimente

. ¢) Evenimentul care nu apare in evenimentul original

b) Evenimente care nu se influenteaza unul pe celalalt

c) Evenimente care depind de unul sau mai multe evenimente anterioare

10. a) Ele nu pot aparea in acelasi timp
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4. Probabilitatea

Probabilitatea este o modalitate de cuantificare a sansei unui eveniment de a avea
loc sau nu. De obicei, este exprimata numeric fie cu valori zecimale intre 0 si 1, fie cu
procente intre 0% si 100%. Valorile extreme sunt valori teoretice si corespund
evenimentului imposibil (0%) si evenimentul sigur (100%). Probabilitatea unui
eveniment X se noteaza cu P(X).

Pentru a determina probabilitatea producerii unui eveniment, trebuie sa
cunoastem numarul evenimentelor favorabile si numarul total de evenimente dintr-un
experiment. Probabilitatea producerii unui eveniment este numarul evenimentelor

favorabile impartit la numarul total de evenimente egal probabile:

nr.evenimente favorabile
P(X) =

nr.evenimente egal probabile

Spre exemplu, atunci cand se arunca un zar cu sase fete, avem sase evenimente la
fel de probabile (numerele de la 1 la 6). Daca suntem interesati in obtinerea numarului
6, atunci spunem ca acesta este evenimentul nostru favorabil. Probabilitatea de a obtine

6 atunci cand aruncdm un zar este in consecinta de 1/6.
4.1. Probabilitate conditionata

Rezultatul unor evenimente poate depinde de rezultatul altor evenimente.
Acestea sunt numite evenimente dependente. in acest caz, probabilitatea aparitiei unui
eveniment depinde de probabilitatea aparitiei unui alt eveniment. Aceasta se numeste
probabilitate conditionata. Daca avem un eveniment A care depinde de rezultatul
evenimentului B, atunci vom spune: "probabilitatea ca evenimentul A sé aibd loc , dat

fiind cé a avut loc evenimentul B" si vom scrie P(A|B).

Stim ca evenimentul B a avut loc si singurul loc unde avem A in B este intersectia
lor. Drept urmare probabilitatea ca A sa aiba loc dat fiind ca a avut loc B este
probabilitatea intersectii lui A cu B raportata la probabilitatea ca B sa se intample:
P(ANB)

PUIB) = =55

Sa presupunem ca avem un pachet standard de 52 de carti de joc si vrem sa
calculam probabilitatea de a trage un as, presupunand ca stim ca cartea trasa este o
carte de pica. Tn acest caz, evenimentul A este "a trage un as", iar evenimentul B este "a
trage o carte de picd".

Exista 4 asi in pachet si 13 carti de pica. Doar unul dintre acesti asi este si carte de

pica (Asul de pica). Deci, probabilitatea de a trage un as din pachet este P(4) = % , iar
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probabilitatea de a trage o carte de pica este P(B) = g . Probabilitatea de a trage Asul

de pica, care este si as si carte de pica, este P(ANB) = % .

Utilizand formula probabilitatii conditionate, avem:

1
_P(AnB) 537 1
PAIB) = P(B) 13 13

5
52

Deci, probabilitatea de a trage un as, presupunand cd am tras deja o carte de pic3,
este 1/13.

4.2. Reguli de inmultire si adunare

in functie de tipul evenimentului (dependent, independent, compatibil,
incompatibil) intersectia si reuniunea functioneaza diferit. Tabelul 4.1 rezuma calculele

pentru fiecare caz.

Tabel 4.1. Regulile de inmultire si adunare in functie de tipurile de evenimente

Operatiunea Tipul evenimentului Calculul probabilitatii
Reuniune Incompatibile P(AUB) =P(A) + P(B)
Compatibile si independente P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(A) xP(B)
Compatibile si dependente P(AUB) =P(A)+ P(B)—P(A) P(B|A)
Intersectie Compatibile si independente P(ANnB) =P(A) = P(B)
Compatibile si dependente P(ANnB) =P(A) = P(B|A)

4.3. Legea probabilitatii totale

Legea probabilitatii totale (sau formula probabilitatii totale) este o metoda folosita
pentru a calcula probabilitatea unui eveniment A, luand Tn considerare toate posibilele
cai de realizare a acestuia. Daca B1, B2, B3,... Bn sunt evenimente mutual exclusive si

acoperad intreg camp de evenimente S, atunci pentru orice eveniment A avem:

P(4)= ) P(ANB) = ) P(AIB)P(B)

Aceasta inseamna ca (Figura 4.1), fiind date patru evenimente (B1, B2, B3, B4) care
ocupa intregul spatiu de esantionare si un eveniment dependent de aceste patru,
probabilitatea ca evenimentul A sa se produca este suma probabilitatilor aparitiei lui A

in fiecare dintre cele patru evenimente.
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Fig. 4.1. Legea probabilitdtii totale

Spre exemplu, dacda avem o tara cu patru regiuni distincte (B1 - Ba) si suntem

interesati de zona muntoasa (A), atunci suprafata totala cu munti este:

4
A:ZAnBi
i=1

4.4. Regulalui Bayes

Regula lui Bayes este o metoda matematica care ne permite sa actualizam
probabilitatea unui eveniment, pe baza informatiilor noi care devin disponibile. Regula
se bazeaza pe ideea ca probabilitatea unui eveniment poate fi calculata diferit, in functie
de informatiile disponibile. Mai precis, ea ne permite sa calculam probabilitatea unui
eveniment A, bazat pe probabilitatea initiala a evenimentului A si pe o noua informatie

B care devine disponibila.

P(B|A) * P(A)
P(B)

P(AIB) =

unde:

- P(A|B) reprezinta probabilitatea evenimentului A dat fiind informatia B;
- P(B|A) reprezinta probabilitatea informatiei B dat fiind evenimentul A;
- P(A) reprezinta probabilitatea initiald a evenimentului A;

- P(B) reprezinta probabilitatea informatiei B.

Regula lui Bayes este foarte utila in multe domenii, cum ar fi medicina, informatica,
ingineria, economia si multe altele. De exemplu, in medicing, regula lui Bayes poate fi
folosita pentru a calcula probabilitatea ca un pacient sa aiba o anumita boala, bazat pe
simptomele sale si pe istoricul medical. Tn inginerie, regula lui Bayes poate fi folosit3
pentru a calcula fiabilitatea unui sistem complex, bazat pe datele disponibile despre

componentele sale individuale.

Sa zicem ca lucrati intr-o fabrica care produce becuri. Fiecare lucrator are postul

sau si produce becuri care sunt apoi colectate si puse Tmpreuna intr-un container.
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Recipientul se duce apoi la verificarea calitatii. La verificarea calitatii, se constata ca un

bec este defect. Care este probabilitatea ca acesta sa vina de la postul Dvs.?

Notam cu P(D) probabilitatea ca becul sa fie defect. Apoi P(X) este probabilitatea
ca becul sa fi venit de la postul Dvs. Sa presupunem, pentru simplitate, ca exista doar un

alt lucrator si probabilitatea ca un bec sa provina de la postul sau este P(Y).

Pentru ca exista doar doi lucratori (Dvs. si Y) suma probabilitatilor lor trebuie sa fie
egala cu 100%:

P(X)+P(Y)=1

Daca desenam o diagrama Venn arata ca in figura 4.2.

Fig. 4.2. Regula ui Bayes

n partea de sus sunt piesele facute de X, dintre care unele sunt defecte siin partea

de jos exista becuri facute de Y, dintre care unele sunt, de asemenea, defecte.
Daca consideram acest lucru din punct de vedere al evenimentului, putem scrie:
P(XND) = P(DNX)
Deoarece D depinde de X, acest lucru poate fi scris ca:
P(X)*P(D|X) = P(D)*P(X|D)

Probabilitatea de care suntem interesati de este P(X|D), si anume probabilitatea

unui bec defect sa provina de la postul Dvs. Aceasta o extragem din formula de mai sus:

P(D|X) * P(X)
P(D)

P(X|D) =

in contextul Regulii lui Bayes, probabilitatea a priori (P(A)) reprezinta
probabilitatea ipotezei inainte de a lua in considerare dovezile, iar probabilitatea

posteriori reprezinta probabilitatea ipotezei date fiind dovezile noi (P(A|B)).
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4.5. Verificarea cunostintelor

1. Ce este probabilitatea conditionata a evenimentului A dat fiind evenimentul B?
a. Probabilitatea evenimentului A si evenimentului B
b. Probabilitatea evenimentului A dat fiind ca evenimentul B s-a intamplat

c. Probabilitatea evenimentului B dat fiind ca evenimentul A s-a intamplat

2. Cand sunt doua evenimente independente?
a. Evenimente care nu se pot intampla n acelasi timp
b. Evenimente care nu se influenteaza unul pe celalalt

c. Evenimente care depind de unul sau mai multe evenimente anterioare

3. Ce este probabilitatea intersectiei a doud evenimente compatibile

independente?
a. P(A)+P(B)
b. P(A) - P(B)

c. P(A) * P(B)

4. Ce este legea probabilitatii totale?
a. Metoda de a calcula probabilitatea unei reuniuni de evenimente
b. Metoda de a calcula probabilitatea unei intersectii de evenimente
c. Metoda de a calcula probabilitatea unui eveniment dat fiind alte

evenimente

5. Ce este evenimentul conditionat?
a. Evenimentul care depinde de alte evenimente
b. Evenimentul care nu depinde de alte evenimente

c. Evenimentul care nu poate sa apara impreuna cu alte evenimente

6. Ce este probabilitatea a prior?
a. Probabilitatea unui eveniment cu informatia actualizata
b. Probabilitatea unui eveniment dat fiind alte evenimente

c. Probabilitatea unui eveniment inainte de a avea orice informatie noua

7. Probabilitatea posterioara este:
a. Probabilitatea unui eveniment data anterior
b. Probabilitatea unui eveniment dupa ce se iau in considerare alte informatii
noi
c. Probabilitatea unui eveniment dat fiind alte evenimente
8. Un test medical este pozitiv pentru o anumita boala in 95% din cazurile in care
persoana este bolnava, dar si Th 2% din cazurile in care persoana este sanatoasa. Daca o
persoana testeaza pozitiv, care este probabilitatea ca aceasta sa fie cu adevarat bolnava

stiind ca 3% din persoane au aceasta boala?
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a. Probabilitatea este de aprox. 60%.
b. Probabilitatea este de aprox. 50%.
c. Probabilitatea este de aprox. 75%.
d. Probabilitatea este de aprox. 5%.

9. Tntr-un oras existd doud companii de taxi, A si B. 80% dintre taxiurile companiei
A sunt de culoare galbena, iar 60% dintre taxiurile companiei B sunt de culoare galbena.
Daca 60% dintre taxiurile din oras sunt ale companiei A, care este probabilitatea ca un

taxi de culoare galbena selectat aleatoriu sa fie de la compania B?

a. 0.25
b. 0.40
c. 0.50
d. 0.33

10. Daca 25% din studentii unei facultati au laptop-uri Apple, iar 60% dintre cei cu
laptop Apple au si un iPhone, care este probabilitatea ca un student selectat la

intdmplare sa aiba un laptop Apple si un iPhone?
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Rdspunsuri corecte

[E

. b) Probabilitatea evenimentului A dat fiind ca evenimentul B s-a intamplat

2. b) Evenimente care nu se influenteaza unul pe celalalt

3.¢c) P(A) * P(B)

4. c) Metoda de a calcula probabilitatea unui eveniment dat fiind alte evenimente
5. a) Evenimentul care depinde de alte evenimente

6. c) Probabilitatea unui eveniment inainte de a avea orice informatie noua

7. b) Probabilitatea unui eveniment dupa ce se iau in considerare alte informatii noi
8. a) Probabilitatea este de aprox. 60%.

Justificare: Probabilitatea ca o persoana sa fie cu adevarat bolnava dat fiind un rezultat

pozitiv al testului este data de formula Bayes, astfel incat:

P(Bolnav | Pozitiv)
B P(Pozitiv | Bolnav) * P(Bolnav)
~ P(Pozitiv | Bolnav) * P(Bolnav) + P(Pozitiv | Sinitos) * P(Sinitos)

Folosind datele din enuntul problemei, se poate calcula ca:

0.95 * 0.03
0.95 = 0.03 + 0.02 * 0.97

P(Bolnav | Pozitiv) = /(O = 0.595 = 0.60

9. d) 0.33. Legea probabilitatii totale spune ca probabilitatea unui eveniment poate fi
calculatd ca suma probabilititilor conditionate de evenimentele care il pot influenta. Tn
acest caz, evenimentele sunt Y = ,taxi de culoare galbend", A = ,,compania A”, B =

»compania B". Putem folosi formula legii probabilitatii totale:
P(Y)= P(Y|A) *P(A) + P(Y|B) * P(B)
Substituind valorile cunoscute in aceasta formula, obtinem:
P(Y) = (08x0.6) + (0.6x0.4) = 048 + 0.24 = 0.72

Probabilitatea ca un taxi de culoare galbena selectat aleatoriu sa fie de la compania B

este:

P(Y|B) *P(B) 0.6+ 0.4

P(BlY) = P =072 = 0.33

10. Pentru a gasi probabilitatea ca un student selectat la intamplare sa aiba un laptop
Apple si un iPhone, trebuie sa folosim teorema probabilitatilor conditionate. Notam

evenimentul "are laptop Apple" cu A si evenimentul "are iPhone" cu B. Avem P(A) =0.25,
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probabilitatea ca un student selectat la intamplare sa aiba un laptop Apple, si P(B|A) =
0.6, probabilitatea ca un student care are un laptop Apple sa aiba si un iPhone. Dorim sa
gasim P(A n B), adica probabilitatea ca un student selectat la intamplare sa aiba atat
laptop Apple, cat si iPhone. Folosind formula probabilitatilor conditionate, avem:

P(A N B) = P(B|A) * P(A) = 0.6 * 025 = 0.15

Prin urmare, probabilitatea ca un student selectat la intdmplare sa aiba atat laptop
Apple, cat siiPhone este de 0.15 sau 15%.
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5. Variabile aleatorii

O variabila aleatorie este o functie matematica care atribuie o valoare numerica
fiecarui posibil rezultat a unui eveniment dintr-un experiment statistic. In functie de
experiment, variabilele aleatorii pot fi discrete sau continue. Noi spunem ca o variabila
aleatorie este discreta, atunci cand se pot obtine doar anumite valori. De exemplu,
atunci cand aruncam un zar, putem obtine doar numerele de pe zar (numerele de la unul
la sase). Nu putem obtine valoarea 2.7. Pe de alta parte, daca rezultatul experimentului
este un numar real, spunem ca variabila aleatorie este continua. De fiecare data cand
masuram ceva, cum ar fi lungimea unui obiect, avem de obicei o valoare reala (una care

poate avea un numar infinit de zecimale)
5.1. Variabile aleatorii discrete

Variabilele aleatorii discrete pot lua doar anumite valori si au o anumita
probabilitate asociata acestora. Daca experimentul nostru consta in a arunca un zar de
100 ori, de exemplu, putem determina probabilitatea de a obtine un numar de pe zar.
Tot ce trebuie sa facem este sa impartim numarul de aparitii ale unei anumite fete la
total. Daca am aruncat zarul de 100 ori si sase a aparut de 20 de ori, atunci probabilitatea

de a obtine un sase cu acest zar este de 20% (20/100).

Variabilele aleatorii sunt notate cu majuscule. Putem pune toate rezultatele

posibile si probabilitatile lor asociate intr-un tabel. Pentru exemplul zarului putem scrie:

(1 2 3 4 5 6)
"\0.1 0.15 0.2 0.1 0.25 0.2

Un lucru de observat este ca probabilitatea aparitiei unui eveniment este

frecventa sa relativa. Daca reprezentam grafic, vom obtine diagrama din figura 5.1.

30%
25% —
20%
15%

10%
0%

1 2 3 4 5 6
REZULTAT

PROBABILITATE

Fig. 5.1. Distributia rezultatelor la aruncarea unui zar de 100 de ori

Acesta este modul in care probabilitatile sunt aranjate sau distribuite. Aceasta se
numeste o distributie. Graficul de mai sus ne ajutd sa vizualizam distributia
probabilitatilor pentru acest zar. Daca este un zar corect (asupra caruia nu s-a intervenit

astfel incat sa favorizeze un anumit rezultat), toate partile au aceeasi probabilitate de
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aparitie. Daca il aruncam de un numar mare de ori, probabilitatile se vor apropia toate
de 1/6 iar graficul va deveni plat (toate coloanele au aproximativ aceeasi inaltime).
Functia care atribuie probabilitatea fiecarei valori din X este denumita functie de
repartitie.

Cand suntem interesati de o anumitda valoare a unei variabile aleatorii (de

exemplu, X = 3), utilizam functia de repartitie pentru a o determina, P (X=3) =0.2.
Probabilitatile pentru orice valoare din X trebuie sa fie mai mare sau egala cu zero:
P(X =x) = 0 ,pentru toate x din X

Suma tuturor probabilitatilor trebuie sa fie egala cu 1:

ZP(x)= 1

Variabilele aleatorii discrete sunt o parte importanta a teoriei probabilitatilor si a
statisticii si sunt utilizate Intr-o varietate de domenii, inclusiv data science, economie si

inginerie.
5.2. Variabile aleatorii continue

Variabilele aleatorii care contin numere reale (R) sunt numite variabile aleatorii
continue, deoarece putem obtine orice numar intr-un anumit interval. Tn acest caz, nu
putem desena un tabel de valori si probabilitatile lor, deoarece avem un numar infinit
de valori posibile. Datorita acestui fapt, probabilitatea unei anumite valori specifice va fi
0, deoarece avem un singur numar favorabil dintr-o infinitate de numere egal posibile.
Putem totusi reprezenta probabilitatea grafic. Deoarece toate valorile sunt apropiate

unele de celelalte, graficul este o curba (Figura 5.2).

3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

Fig. 5.2. Exemplu de curbd pentru o distributie continud oarecare

Suprafata de sub curba dintre doua valori a si b reprezinta probabilitatea ca un
eveniment x sa fie intre aceste doua valori si poate fi determinat prin utilizarea unei

integrale:
b
Pla<x<b)= f f(x)dx
a
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Sa presupunem ca doriti sa determinati probabilitatea ca un aparat de cafea sa va
dea intre 95 si 100 ml de cafea. Deoarece cantitatea de cafea poate avea orice valoare
reala, aceasta este o variabila aleatorie continua. Prin luarea unui numar de masuratori
(sa zicem 100), putem determina functia, f(x), care ne da curba si apoi putem scrie:

100

P(95 <x <100) = f(x)dx
95

Prin rezolvarea integralei, putem determina probabilitatea ca x sa ia valori intre 95
si 100.

5.3. Functia de distributie cumulativa

Uneori trebuie sa stim probabilitatea obtinerii tuturor valorilor pana la una anume.
La un joc cu zaruri, am putea ajunge in situatia in care castigam daca aruncam orice
numar pana la numarul 4. Pentru a determina care este probabilitatea noastra de a
castiga, trebuie sa adunam probabilitatile tuturor valorilor panala4(1, 2, 3 si 4). Aceasta
suma este probabilitatea cumulata. Functia care ne da distributia acestor probabilitati
cumulate se numeste functie de distributie cumulativd. Daca luam variabila aleatorie X

din exemplul anterior:

X—(l 2 3 4 5 6)
~\0.1 0.15 0.2 0.1 0.25 0.2

si scriem probabilitatea cumulata pentru fiecare valoare, vom obtine urmatorul tabel:

X—(l 2 3 4 5 6)
~\0.1 0.25 0.45 0.55 0.75 1

Daca suntem interesati de probabilitatea cumulata pana la o anumita valoare, (sa
zicem 3) ne uitam pentru aceasta valoare in primul rand (3) si cititi probabilitatea
asociata (0.45). Acest lucru inseamna ca probabilitatea de a obtine toate valorile pana
la 3 este 0.45, sau 45%.

Tn cazul unei variabile aleatorii continue folosim integrala. Pornim de la -co pani la

valoarea dorita.

P(x<a)= fa f(x)dx

Putem reprezenta grafic distributia probabilitatilor ca in figura 5.3 atat pentru

variabile discrete cat si pentru cele continue.

1

¢
&—O
&—O

0 0

Fig. 5.3. Functia de distributie cumulativd pentru o functie discretd (stGnga) si continud (dreapta) [9]
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n cazul variabilei discrete aleatorie (stanga), fiecare probabilitate este asociata cu
o0 anumit3 valoare si avem goluri intre valorile rezultate. Suma probabilitétilor este 1. Tn
cazul variabilei aleatorii continue (dreapta) avem o curba continua incepand de la 0 si

care se termina la 1.
5.4. Variabile discrete si continue

Daca punem cele doua tipuri de variabile una langa alta, putem vedea diferentele
dintre ele (Tabel 5.1).

Tabel 5.1. Comparatia intre variabilele discrete si cele continue

Variabile aleatorii discrete Variabile aleatorii continue

Probabilitatile pot fi
L. da nu
scrise intr-un tabel

Putem determina
probabilitatea unei da nu

anumite valori

Distributia
probabilitatilor

o = om oW b oo o@

Functia de distributie

cumulativa 0—o 0

Variabilele aleatorii discrete si continue pot avea o infinitate de moduri de
distributie. Cu toate acestea, exista anumite distributii care sunt mai frecvent intalnite.
Tnvitand despre aceste distributii si stiind cand s3 le folosim poate fi de foarte mare

ajutor in intelegerea proceselor si luarea deciziilor.

Distributiile pot fi discrete sau continue in functie de tipul de variabila pe care 1l

analizam.
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5.5. Verificarea cunostintelor

1. O variabila aleatorie este:
a. O variabila care se modifica in timp.
b. Un rezultat numeric al unui proces aleatoriu.

c. O valoare numerica determinista.

2. Care dintre urmatoarele este o variabila aleatorie discreta?
a. Greutatea unui mar ales la intamplare.
b. Numarul de elevi dintr-o clasa.

c. Timpul necesar pentru a alerga un maraton.

3. Care este principala diferenta intre variabilele aleatorii discrete si cele continue?
a. Variabilele discrete pot lua numai valori intregi, in timp ce variabilele
continue pot lua orice valoare.
b. Variabilele discrete pot lua orice valoare, in timp ce variabilele continue pot
lua numai valori specifice.

d. Nu exista nicio diferenta; ambele sunt tipuri de variabile aleatorii.

4. Care dintre urmatoarele este un exemplu de variabila aleatorie continua?
a. Aruncarea unui zar.
b. Numarul de masini dintr-o parcare.

c. Temperatura intr-o camera la un moment dat.

5. Daca aruncati o moneda corecta de trei ori, variabila aleatorie care reprezinta
numarul de capete este:
a. O variabila aleatorie continua.
b. O variabilad aleatorie discreta.

d. Nici discreta, nici continua.

6. Care dintre urmatoarele situatii poate fi reprezentata printr-o variabila aleatorie
continua?
a. Numarul de e-mailuri primite intr-o ora.
b. Tndltimea elevilor dintr-o scoal3.

¢. Numarul de zile ploioase dintr-un an.

58



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

7. O functie de distributie a probabilitatii pentru o variabila aleatorie discreta:
a. Arata probabilitatea ca variabila sa fie continua pe un interval.
b. Enumera fiecare dintre rezultatele posibile si probabilitatea asociata
fiecaruia dintre ele.

c. Esteintegrala functiei densitatii de probabilitate.

8. Suma tuturor probabilitatilor pentru toate valorile posibile ale unei variabile

aleatoare discrete trebuie sa fie egala:

a. 1
b. 0
c. 100

9. Un exemplu din lumea reala de variabila aleatoare discreta este:
a. Cantitatea de lapte dintr-un pahar.
b. Numarul de manuale de pe un raft.

c. Viteza unei masini in miscare.

10. Probabilitatea ca o variabila aleatoare continua sa ia o singura valoare specifica

este:

a. Exact 1.
b. ExactO.

¢. Un numar pozitiv mai mare decat 0.
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Rdspunsuri corecte

1. b. Un rezultat numeric al unui proces aleatoriu.

2. b. Numarul de elevi dintr-o clasa.

3. a. Variabilele discrete pot lua numai valori intregi, in timp ce variabilele continue pot

lua orice valoare.

4. c. Temperatura dintr-o camera la un moment dat.
5. b. Variabila aleatoare discreta.

6. b. Iniltimea elevilor dintr-o scoala.

7. b. Enumera fiecare dintre rezultatele posibile si probabilitatea asociata fiecaruia

dintre ele.
8.a.1
9. b. Numarul de manuale de pe un raft.

10. b. Exact 0.
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6. Distributii discrete

Functia data de distributia probabilitatilor ne poate ajuta sa obtinem informatii
valoroase despre datele noastre si sa ne ghideze in procesul decizional. Exista cateva
distributii care sunt mai frecvent intalnite in viata de zi cu zi. Acesta este motivul pentru

care este bine sa stim cateva lucruri de baza despre ele.

Cateva dintre cele mai des intalnite distributii de variabile discrete pe care le vom

discuta in continuare sunt:

e Distributia uniforma
e Distributia binomiala

e Distributia hipergeometrica
6.1. Distributia uniforma

Distributia uniforma are aceeasi probabilitate pentru toate rezultatele (Figura 6.1).

Fiecare rezultat are probabilitatea de 1/n in cazul in care n este numarul de rezultate.

20%
100%

E E
< 15% <
% 10% % 50%
ol
T ow S oy M
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
REZULTAT REZULTAT

Fig. 6.1. Functia de probabilitate si functia cumulativa de distributie pentru distributia uniformd.

Un exemplu de distributie uniforma este aruncarea unui zar. Rezultatele posibile
sunt: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Fiecare rezultat are o probabilitate de 1/6 de a se intampla in cazul

in care zarul este unul corect (nemodificat incat sa fie partinitor).

Functia cumulativd de distributie pentru distributia uniforma creste in mod

constant de la o categorie la alta.
6.2. Distributia binomiala

Distributia binomiala este utilizata de fiecare data cand avem doar doua rezultate
posibile cu incercari repetate, iar observatiile sunt independente. Ne concentram doar
pe un singur rezultat, numit succes. De exemplu, sa zicem ca avem o moneda cu doua
fete: cap si pajura. Prin aruncarea de mai multe ori a monedei avem un experiment
binomial. Ne uitam doar la un singur rezultat, sa zicem ca observam numarul de capete

care apar. Acesta este rezultatul ,succes”.

61



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

Notatii pe care o sa le folosim

e p —probabilitatea de succes la o incercare
e (- probabilitatea de esec la o incercare
e n—numarul de incercari

e k—numarul de succese la un moment dat

Se numeste distributia binomiala, deoarece probabilitatea urmareste formula

binomiala a lui Newton:
(a+b)" = CRa™° + Cya™ b +... +C1a’b"
De exemplu, daca dintr-o urna care contine doua tipuri de bile (rosii si albastre)

extragem de 2 ori cate o bila, punand de fiecare data bila la loc, variabila aleatorie

pentru numarul de bile rosii extrase este:

X(OlZ)
" \q? 2pq p?

Probabilitatea pentru fiecare rezultat este fiecare termen al descompunerii lui
(q+p)*

in general, probabilitatea unui anumit rezultat k (functia de distributie) poate fi

calculata cu formula:
P(X =k) = Cip“q""
unde CF este combinatii de n luate cate k:

K n!
Cn = k!'(n—k)!

Functia de probabilitate cumulativa are urmatoarea formula:

PX < k)= ) Chptq"™

Graficele functiilor de distributie si de probabilitate sunt afisate in figura de mai

jos.
4 =)
i 2 eaewee o yeececccsceses
< + p=0.5 and n=20 < g
p=0.7 and n=20 © -— -
24 ® p=0.5 and n=40 =t -
< -—
-
©
9 . . = — .
S
< — -
B . Ty S|
S d . . -
=} ~ -—
. S - —~ p=0.5 and N=20
- . - - p=0.7 and N=20
S A A - - p=0.5 and N=40
< . ‘e g - tseseliosloee®
T T T 1
. e 10 20 30 40
8_— ssssdoccloens® Ceres ®seccsccsssss
=] T T T T T
0 10 20 30 40

Fig. 6.2. Functiile de distributie (stdnga) si de probabilitate (dreapta) ale distributiei binomiala [10]

62



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

Un exemplu des Tntalnit Tn procesul de fabricatie este atunci cand se lucreaza cu

piese. Daca impartiti piesele Tn doua categorii, rele si bune, atunci putem avea:
p — probabilitatea de a scoate o piesa rea
g - probabilitatea de a lua o buna piesa

Distributia binomiala este adesea folosita pentru a modela situatiile Tn care avem un
numar fix de Tncercari independente, fiecare cu doar doud rezultate posibile si o
probabilitate constanta de succes pentru fiecare incercare. Un caz de utilizare important
al distributiei binomiale este Tn contextul esantionarii de acceptare, care este o
procedura de control al calitatii utilizata pentru a determina daca un lot de piese

indeplineste anumite standarde.

n esantionarea de acceptare, se selecteaza in mod aleatoriu un esantion de piese dintr-
un lot mai mare, iar fiecare piesa din esantion este inspectata pentru defecte sau alte
probleme de calitate. Conditia de acceptare se bazeaza apoi pe numarul de piese
defecte din esantion, care este modelat folosind distributia binomiala.

Conditia de acceptare este exprimata in mod obisnuit Tn functie de doi parametri:
dimensiunea esantionului (n) si numarul maxim permis de defecte (c). Esantionul este
acceptat daca numarul de piese defecte (X) din esantion este mai mic sau egal cu

numarul maxim permis de defecte (c). Matematic, acest lucru poate fi exprimat ca:
PX <c)=A

unde P(X < c) este probabilitatea cumulata de a avea cel mult ¢ piese defecte in
esantion, iar A este nivelul de acceptare specificat, care este de obicei o valoare mica de

probabilitate (de exemplu, 0.05 sau 0.01).

Cu alte cuvinte, lotul de piese este acceptat daca probabilitatea de a observa ¢ sau mai
putine piese defecte in esantion este mai mare sau egald cu nivelul de acceptare
specificat. Daca probabilitatea este mai mica decat nivelul de acceptare, atunci lotul este

respins si poate fi necesara o inspectie sau o actiune corectiva suplimentara.
Exemplu de problema

Vrem sa cumparam un lot de piese de la un furnizor. El declara coeficientul sau de
rebut (procentul de piese rele) este p =5%. Extragem n = 3 piese, de fiecare data punand

piesa la loc. Care este probabilitatea de a obtine cel mult o piesa defecta?
Cele 4 rezultate posibile sunt: 0, 1, 2, sau 3 piese rele.

Utilizand formula functiei de distributie data mai sus, vom obtine urmatoarea

variabila aleatorie:

¥ 0 1 2 3
) ngszpo ngzpl nglpz C33q°p3
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Dupa efectuarea calculelor vom obtine probabilitatile pentru fiecare rezultat
posibil:
¥, ( 0 1 2 3 )
" \85.74% 13.54% 0.71% 0.01%

Functia de distributie cumulativa este:

X-( 0 1 2 3 )
"\85.74% 99.28% 99.99% 100%

Acest lucru Tnseamna ca probabilitatea de a obtine cel mult 0 piese rele este de
85.74%, probabilitatea de a obtine cel mult 1 piesad rea este de 99.28% si asa mai
departe. Raspunsul corect in acest caz este 99.28%.

6.3. Distributia hipergeometrica

Distributia hipergeometrica este foarte similara cu distributia binomiala, in sensul
ca avem doar doud rezultate posibile si mai multe incercari. Diferenta este ca

evenimentele depind unul de celalalt.
Notatii:

e p— probabilitatea de succes la o incercare
e (- probabilitatea de esec la o incercare
e n-—numarul de obiecte
e m —numarul de incercari
e a-—numarul de succese
e b —numarul de esecuri
e k—numarul de succese la un anumit punct
Functia de distributie are urmatoarea formula:
krm—k
P(X = k) = 8%
Cr'

Functia de distributie cumulata are urmatoarea formula:

PX<k) ==Y Ckep
( — ) Cm a“b
n

P(XSk)zF(k):é:Z{;C:C:_k

n

Graficele celor doua functii, de distributie si cumulata, sunt afisate in figura 6.3.
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Fig. 6.3. Functia de distributie si functia de distributie cumulatd pentru distributia hipergeometricd [11]

Exemplu de problema
Sa presupunem ca doriti sa cumparati un lot de n = 100 piese de la un furnizor. El
spune ca coeficientul sau de rebut (procentul de piese rele) este p = 5%. Extragem m =

3 piese, fara a pune piesa inapoi. Determinati probabilitatea de a obtine cel mult o piesa

rea.

Cele 4 rezultate posibile sunt: 0, 1, 2, sau 3 piese rele.
Numarul de piese rele (a) este:
a=nx*xp =100 x 5% =5
si numarul de piese bune (b):
b=nxq=n—-—a=100 x 95% = 95
Utilizand formula functiei de distributie data mai sus, vom obtine urmatoarea

variabila aleatorie:

0 1 2 3
X: Cé) *C935 Cs1 ";C925 Cs2 *;C915 Cs *Cgs
C1300 CToo Cloo C1300

Dupa efectuarea calculelor vom obtine probabilitdtile pentru fiecare rezultat

posibil:

X( 0 1 2 3 )
"\85.60% 13.81% 0.59% 0.01%

Functia de probabilitate este:

¥ ( 0 1 2 3 )
"\85.60% 99.41% 99.99% 100%
Acest lucru inseamna ca probabilitatea de a obtine cel mult O piese rele este de
85.60%, probabilitatea de a obtine cel mult 1 piesa rea este 99.41% si asa mai departe.

Deci raspunsul corect este 99.41%.
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6.4. Verificarea cunostintelor

1. Ce este distributia uniforma discreta?

a.

O distributie de probabilitate in care fiecare eveniment are aceeasi
probabilitate de a se intampla

O distributie de probabilitate in care evenimentele sunt independente
O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea unui succes

intr-un numar finit de incercari independente

2. Ce este distributia binomiala?

a.

O distributie de probabilitate care modeleaza numarul de succese intr-un
proces continuu

O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea unui succes
intr-un numar finit de incercari independente

O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea de a avea un

anumit numar de succese intr-un numar fix de incercari independente

3. Ce este distributia hipergeometrica?

a.

O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea de a avea un
anumit numar de succese intr-un numar fix de incercari independente

O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea de a avea un
anumit numar de succese intr-un esantion extras dintr-o populatie finita si
specificata.

O distributie de probabilitate care modeleaza numarul de succese intr-un

proces continuu

4. Ce este functia de probabilitate a distributiei uniforme?

a.
b.

C.

f(x) = 1/n, unde n este numarul de evenimente posibile
f(x) = x/n, unde n este numarul de evenimente posibile

f(x) = n, unde n este numarul de evenimente posibile

5. Care este diferenta intre distributia binomiala si cea hipergeometrica?

a.

Distributia binomiala modeleaza probabilitatea de a avea un anumit numar
de succese intr-un numar fix de incercari independente, in timp ce
distributia hipergeometrica modeleaza probabilitatea de a avea un anumit
numar de succese intr-un esantion extras dintr-o populatie finita si
specificata.

Distributia binomiald modeleaza probabilitatea de a avea un anumit numar
de succese intr-un esantion extras dintr-o populatie finita si specificata, in
timp ce distributia hipergeometrica modeleaza probabilitatea de a avea un
anumit numar de succese intr-un numar fix de incercari independente.
Distributiile binomiala si hipergeometrica sunt la fel si modeleaza aceleasi

scenarii.
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Rdspunsuri corecte:

1. a) O distributie de probabilitate Tn care fiecare eveniment are aceeasi probabilitate

de a se intampla

2. ¢) O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea de a avea un anumit

numar de succese intr-un numar fix de incercari independente

3. b) O distributie de probabilitate care modeleaza probabilitatea de a avea un anumit

numar de succese intr-un esantion extras dintr-o populatie finita si specificata.
4. a) f(x) = 1/n, unde n este numarul de evenimente posibile

5. a) Distributia binomialda modeleaza probabilitatea de a avea un anumit numar de
succese intr-un numar fix de incercari independente, in timp ce distributia
hipergeometrica modeleaza probabilitatea de a avea un anumit numar de succese intr-

un esantion extras dintr-o populatie finita si specificata.
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7. Distributii continue

Distributiile continue descriu distribuirea probabilitatilor unei variabile aleatorii
continue, care poate lua orice valoare dintr-un domeniu continuu de numere reale.
Aceste distributii sunt diferite de distributiile discrete, care se aplica variabilelor aleatorii

discrete. Printre cele mai cunoscute distributii continue se numara:

e distributia Uniforma (continua)
e distributia Normala

e distributia Student

e distributia Chi-patrat

Distributia uniforma se refera la variabilele aleatorii care au o distributie uniforma
a probabilitatii intre doua limite, in timp ce distributia normala, cunoscuta si sub numele
de distributie Gauss, este una dintre cele mai importante distributii continue, fiind
utilizata intr-o gama larga de domenii, de la stiintele sociale pana la finante si inginerie.
Distributia Student este utilizata in principal in analiza statistica cand avem esantioane
de mici dimensiuni, in timp ce distributia Chi-patrat este folosita in multe domenii,

precum in testarea ipotezelor statistice sau analiza datelor experimentale.
7.1. Distributia uniforma

Distributia uniforma continua este una dintre cele mai simple distributii continue,
dar totusi foarte importante, fiind utilizata in multe domenii, de la stiintele sociale pana
la stiintele naturii si tehnologie. Aceasta distributie descrie variabile aleatorii care au o
distributie uniforma a probabilitatii intre doua limite, asadar, fiecare valoare din interval
are aceeasi probabilitate de a fi aleasd. Aceasta inseamna ca probabilitatea de a obtine
0 anumita valoare din interval este proportionala cu lungimea intervalului si nu depinde

de nicio alta caracteristica a distributiei.

Distributia uniforma are aceeasi probabilitate pentru intervale diferite intre niste
valori limit3 (a si b). In afara lui a si b probabilitatea este 0. Functia de distributie si cea

cumulativa sunt prezentate in figura 7.1. si au urmatoarele formule:

£(x) = ﬁ fora<x<b
0 forx<aorx>b
0 forx<a
xX—a

—gq forasx<b

1 forx>b

68



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

f(x) 1
F(x)
1
IR
0 a b X 0 a b X

Fig. 7.1 Functia de distributie (stdnga) si cumulativd (dreapta) pentru distributia uniforméa continud [12]
7.2. Distributia normala

Distributia normala, cunoscuta si sub numele de distributia Gauss, este una dintre
cele mai importante si mai frecvent utilizate distributii continue. Ea se caracterizeaza
prin curba simetrica in jurul valorii sale medii, care reprezinta centrul distributiei, si prin
abaterea standard, care masoara cat de multa variabilitate exista in datele distributiei.
Aceasta distributie este utilizata intr-o gama larga de domenii, de la stiintele sociale si
economice pana la stiintele naturii si tehnologie. Ea este folosita pentru a modela datele
care sunt aproximativ simetrice si pentru a face estimari de probabilitate sau inferenta
statistica. Deoarece multe fenomene naturale si sociale urmeaza aceasta distributie,
distributia normald are o importanta fundamentala in analiza datelor si in luarea

deciziilor bazate pe date intr-o varietate de domenii.

Functia de distributie are formula:

el 0?) = e
x|u,0%) =——=e 20
V2mno?

unde g2este dispersia populatiei si u media populatie.

Functia cumulativa este descrisa de ecuatia:

F(x)=f_ Nez

Functia de distributie are o forma de clopot si de aceea distributia normala este
denumita si distributia clopot. Functia de distributie si cea cumulativa arata ca in figura
7.2.
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Fig. 7.2. Functia de distributie (stdnga) si de probabilitate (dreapta) pentru distributia normalad [13]

Distributia normal3 are doi parametri importanti: dispersia (2) si media (u). Prin
modificarea mediei, curba se deplaseaza la stanga sau la dreapta pe axa orizontala. Prin
modificarea dispersiei curba devine fie mai subtire si mai inalta sau mai lata si mai
aplatizata (Figura 7.3.). Puteti vedea ce efect au acesti doi parametri asupra formei
curbei pe mai multe site-uri web care au o curba de distributie normala interactiva, cum

ar fi aceasta: http://onlinestatbook.com/2/Calculators/normal dist.html
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Fig. 7.3 Exemple de distributii normale cu diferiti parametri [14]

Distributia este simetrica fata de medie si cozile merg asimptotic spre (plus si
minus) infinit, fara a atinge vreodatad axa. Ca si cu orice alte distributii continue de

probabilitate, aria de sub curba este egala 1.

Exista o distributie normala mai speciala, care este numita Distributia Normala
Standard. Ea are o medie de 0 si o abatere standard de 1. Este foarte utila in

determinarea pozitiei anumitor valori pe orice alta distributie normala.

Aria de sub curba normala respecta regula 68 -95-99.7, unde aproximativ 68% din
arie este in intervalul de o abatere standard fata de medie (una de fiecare parte),
aproximativ 95% din arie este la doua abateri standard fata de medie (de fiecare parte)

si aproximativ 99.7% din arie la trei abateri de la medie.
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0.40 ] p—
0.35 1 4 N

0.301 / 68.27%
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0.201 / 95.45% \ |

0.15-
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0.00 = :
u=3o H=20 u=-a u u+o u+ 20 u+3c

Densitatea de probabilitate

Fig. 7.4. Regula 68 -95-99.7 [15]
7.3. Distributia Student

Distributia Student este o distributie de probabilitate continua utilizata in special
pentru a estima intervalul de incredere al unei medii a populatiei, atunci cand dispersia
acesteia este necunoscutad si este estimata prin abaterea standard a esantionului.
Aceasta distributie este numita dupa William Gosset, care a lucrat la fabrica de bere
Guinness si a dezvoltat aceasta distributie pentru a analiza calitatea berii. Deoarece el
lucra la o fabrica de bere si nu era permis sa-si publice munca sub numele sau real, a
folosit pseudonimul "Student". in prezent, distributia Student este utilizatd in multe
domenii, precum in cercetarea de piata, medicina, stiinte sociale si inginerie. Este
important sa intelegem aceasta distributie pentru a putea interpreta si analiza datele

colectate prin intermediul experimentelor si sondajelor.

Distributia este, de asemenea, simetrica fata de medie, dar are cozi mai groase,
ceea ce Tnseamna ca valorile care sunt mai departe de medie au probabilitati mai mari

decat echivalentul lor pe distributia normala (Figura 7.5).

0.40 1.0
0.35
0.30 0.8
; 0.25 =06
Vi
T 0.20 x

0.15
0.10
0.05
0.00

Fig. 7.5. Functia de distributie (stdnga) si cumulativd (dreapta) pentru distributia Student [16]
Un parametru important este numarul de grade de libertate (v):
v=n-—1
unde n este numarul de valori din esantion.
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in figura 7.5 este vizibil modul in care gradele de libertate afecteazi forma
distributiei. Pentru un numar infinit de grade de libertate, distributia Student devine

distributia normala.
7.4. Distributia Chi-patrat

Distributia Chi-patrat (y?) este o distributie de probabilitate continu3 care este
utilizata in domenii precum testarea ipotezelor statistice, analiza datelor experimentale
sau in construirea intervalului de incredere pentru dispersia unei populatii. Aceasta
distributie deriva din distributia normala standard si este definitd de numarul de grade
de libertate. Distributia Chi-patrat se caracterizeaza prin dispersia sa, fiind influentata
de numarul de grade de libertate. Tn general, cu cat numérul de grade de libertate este
mai mare, cu atat distributia se va apropia mai mult de o distributie normala. Prin

urmare, distributia Chi-patrat este o distributie importanta in multe aplicatii statistice.

Ti(z) X2 b1 Fi(z) X;

0.5 _ h—n 10}

047 = zzi 081 —
0.3+ = ZZS 0.67 1 :j
021 0.4l = /Zj
0.1 0.2 = ]’:g

o 1 2 3 4 5 6 7 8% 0o 1 2 3 4 5 6 71 87
Fig. 7.6. Functia de distributie (stGnga) si cumulativd (dreapta) pentru distributia Chi-pdtrat [17]

Distributia Chi-patrat este diferita de celelalte doua distributii continue discutate

anterior prin faptul ca nu este simetrica si nu are valori negative (Figura 7.6).
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7.5. Verificarea cunostintelor

1. Distributia uniforma atribuie:
a. Probabilitati diferite tuturor rezultatelor.
b. Aceeasi probabilitate pentru toate rezultatele.
c. Probabilitati crescande pentru rezultate consecutive.

2. Distributia normala se caracterizeaza prin:

a. O curba cu singur varf pe medie si simetrie in jurul mediei.
b. O curba cu doua varfuri la extreme.

c. Probabilitati distribuite uniform.
3. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata pentru distributia normala?

a. Esteinclinata spre dreapta.
b. Este simetrica in jurul mediei sale.

c. Are oinadltime uniforma.
4. Distributia Student se utilizeaza atunci cand:

a. Dimensiunea esantionului este mare si dispersia populatiei este cunoscuta.
b. Marimea esantionului este mica si dispersia populatiei este necunoscuta.

c. Populatia urmeaza o distributie uniforma.
5. Pe masura ce gradele de libertate cresc pentru distributia Student, distributia:

a. Devine mailarga si mai plana.
b. Se apropie de o distributie normala.
c. Ramane constanta, indiferent de gradele de libertate.

6. O distributie Chi-patrat nu este simetrica, ci are o coada mai lunga spre:

a. Stanga.
b. Dreapta.

c. Atatla stanga, cat si la dreapta, in functie de situatie.
7. Distributia Chi-patrat este utilizata in principal pentru:

a. Estimarea parametrilor altor distributii.
b. Testarea ipotezelor privind dispersia populatiei.

c. Testarea ipotezelor privind mediile populatiei.
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8. Distributia normala este complet descrisa de:

a. Medie si mediana.
b. Medie si dispersie.

c. Dispersie si asimetrie.
9. Distributia continua uniforma este adesea utilizata pentru a modela:

a. Variabile cu uninterval cunoscut si probabilitate egala pentru orice valoare
din interval.
b. Variabile cu o asimetrie naturala.

c. Variabile care se grupeaza in jurul unei valori centrale.

10. Forma distributiei Chi patrat depinde de:

a. Media esantionului.
b. Numarul de incercari.

c. Gradele de libertate.
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7.

8.

b.

Rdspunsuri corecte

. Aceeasi probabilitate pentru toate rezultatele.

. Un singur varf la medie si simetrie in jurul mediei.

. Este simetrica 1n jurul mediei sale.

. Marimea esantionului este mica si varianta populatiei este necunoscuta.
. Se apropie de o distributie normala.

. Dreapta.

. Testeaza ipoteze despre dispersia populatiei.

Medie si dispersie.

9. a. Variabile cu un interval cunoscut si probabilitate egala pentru orice valoare din

interval.

10. c. Gradele de libertate.
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8. Estimarea

in domeniul statisticii sunt des folosite conceptele de populatie si esantion. O
populatie este un set complet de elemente sau evenimente care sunt relevante pentru
0 anumita cercetare sau analiza. De exemplu, daca ne intereseaza sa studiem inaltimea

adultilor din Romania, populatia ar consta din toti adultii din tara.

De obicei, populatiile sunt foarte mari, cu mii si milioane de elemente si de aceea,
nu putem colecta date de la intreaga populatie din cauza costurilor si efortului necesar.
Prin urmare, de obicei, se lucreaza cu un subset al populatiei numit esantion. Esantionul
trebuie sa fie reprezentativ pentru populatie, astfel incat sa putem face inferente

statistice.

Exista diferite metode de esantionare care pot fi utilizate pentru a colecta un

esantion reprezentativ. Doua metode comune sunt:

- Esantionare Aleatorie: Acesta este cel mai simplu si cel mai direct mod de a
colecta un esantion. Fiecare membru al populatiei are o sansa egala de a fi
selectat in esantion elementele fiind alese la intamplare.

- Esantionare Stratificata: Populatia este impartita in mai multe subgrupuri
sau "straturi", iar apoi se extrage un esantion aleatoriu din fiecare strat.
Aceasta metoda este utild atunci cand populatia este heterogena si dorim sa

ne asiguram ca esantionul reflecta aceasta diversitate.

Exista diferente de caracteristici intre populatie si esantion, dar, uneori, singura
modalitate de a studia o populatie este de a studia unul sau mai multe esantioane luate

dintr-o populatie.

Odatd obtinut un esantion, putem face o estimare punctuald, adica sa
determinam un singur numar care serveste drept estimare "cea mai buna" pentru un
parametru al populatiei, cum ar fi media. De exemplu, putem calcula media naltimii in
esantionul nostru si sa folosim acest numar ca o estimare punctuala a mediei inaltimii in

intreaga populatie.

Cu toate acestea, orice estimare punctuald vine cu un anumit grad de
incertitudine. Putem cuantifica aceasta incertitudine folosind in schimb o estimare cu
intervale de incredere. in acest caz determindm un interval de valori in care parametrul
populatiei este probabil sa se afle. De exemplu, putem spune ca suntem 95% siguri ca
media Tnaltimii adultilor din Romania este intre 165 cm si 175 cm. In acest exemplu,

intervalul [165, 175] este intervalul de incredere iar 95% este nivelul de incredere.

Deoarece estimarea cu un interval de incredere este mai frecventa, ne vom
concentra pe ea in continuare. In acest curs vom aborda estimarea a doi parametri

importanti ai populatiei, media si dispersia (si implicit abaterea standard). in Tabelul 8.1.
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sunt notatii pe care le-am folosit de-a lungul acestui curs si pe care le vom folosi pentru

a distinge intre parametrii populatiei si statisticile esantionului.

Tabel 8.1. Notatii folosite pentru parametrii populatiei si esantionului

Parametru Populatiei Esantion
Media U X
Abaterea standard o S
Dispersia o? s?

Dintr-o populatie putem extrage mai multe esantioane (Figura 8.1). Datorita
tendintei de grupare centrale stim ca cele mai multe valori ale populatiei se afla in
vecindtatea mediei populatiei (i) si atunci esantioanele vor avea de asemenea valori, si
implicit medii (X; — x,), In vecindtatea mediei populatiei. Bineinteles ca exista si
probabilitatea de a obtine esantioane cu valori foarte mari sau valori foarte mici, dar

acestea sunt mai rare deoarece valorile extreme n sine sunt mai rare.

0.7 1 = Distributia populatiei
,' . === Distributia de esantionare
Py . Esantion 1
0.6 1 X1 = ! Esantion 2
: — Esantion 3
- Esantion 4
X |
gy 057 S E-
¢ D ‘IX4
= i
2 i B
2 04 e et EEY
g X3:i: ]|
o HH B
° 3 1
] 1 s 1
Y 03 R B
o Sl B
0 HE 1
[ HE \
8 - B |
0.2 3-8 !
! H
[ |
¢ :
0.1 1 3
0.0 1
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Valoare
Fig. 8.1. Exemplu de distributie a unei populatii si a mai multor esantioane

Daca luam un numar foarte mare de esantioane, si trasam distributia mediilor
acestora, vom obtine o distributie normala numita distributia de esantionare. Aceasta
distributiei are proprietatea ca media ei va fi identica cu media populatiei din care am

facut esantionarea, indiferent de forma distributiei populatiei.

Cand estimam parametrul unei populatii, de fapt determinam niste limite (una sau
doud) ale unui interval in care presupunem cu o anumita probabilitate ca se afla

parametrul estimat. Intervalul se numeste interval de incredere (Figura 8.2). Acesta
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poate avea una sau doua limite, cea din stanga fiind numita limita inferioard iar cea din
dreapta limita superioara a intervalului de incredere. Probabilitatea ca parametrul pe
care 1l estimam sa se afle Intre aceste limite se numeste nivelul de incredere iar ce se
afla tnafara limitelor se numeste risc. Vom nota riscul cu litera greceasca a. Deoarece
aria de sub curba unei distributii reprezinta o probabilitate, ea va fi egald cu 1. Drept

urmare, nivelul de incredere va fi toata probabilitatea din care eliminam riscul (1 — «a).

Limita
superioara

Limita
infericara

Nivel de
incredere

0.00 ____A Interval de incredere h‘-————

Fig. 8.2. Estimarea cu interval de incredere (risc bilateral)

Deoarece putem avea una sau doua limite pentru intervalul de incredere, putem

avea urmatoarele tipuri de risc (Figura 8.3):

e Riscul Unilateral Dreapta (RUD)
e Riscul Unilateral Stanga (RUS)
e Riscul Bilateral Simetric (RBS)
e Risc Bilateral Asimetric (RBA)

a) b) c) d)
Fig. 8.3. Tipuri de risc: a) Risc Unilateral Stdnga; b) Risc Unilateral Dreapta; c) Risc Bilateral Simetric;
d) Risc Bilateral Asimetric
Odata definiti acesti termeni, putem sa trecem la estimarea parametrilor
populatiei: media si dispersia. Un element important in estimarea mediei este daca
dispersia populatiei este cunoscuta sau nu. Drept urmare vom considera aceste doua

cazuri cand vorbim de estimarea mediei.

78



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

8.1. Estimarea medie (dispersia populatiei cunoscuta)

Atunci cand dispersia populatiei este cunoscutd, estimarea mediei populatiei
devine oarecum simpl3. Tn astfel de cazuri, una dintre cele mai des folosite tehnici este
utilizarea distributiei Normale (z) pentru construirea intervalelor de incredere si testarea

ipotezelor.

Formula de calcul a intervalului de incredere atunci cand se cunoaste dispersia

populatiei este urmatoarea:

Cl=x+z

Sl

Cl — limitele intervalului de incredere

z — este scorul z, care poate fi cautat in tabelul de distributie normald standard si

corespunde nivelului de incredere dorit (de obicei 90%, 95% sau 99%).
o — este abaterea standard a populatiei ( considerata cunoscuta in acest caz)
n — este dimensiunea esantionului.

Haideti sa vedem cum se aplica pe un exemplu concret. O companie produce
cateva mii de piese in fiecare zi. Ne intereseaza, sa zicem, diametrul exterior mediu al
acestor piese. Deoarece masurarea tuturor pieselor nu ar fi fezabild, un angajat ia un
esantion de n = 100 piese. El calculeaza apoi media esantionului si obtine X = 10.25.
Deoarece procesul de productie este cunoscut, abaterea standard a populatiei (si
implicit si dispersia) pentru acest proces este cunoscuta o = 0.1. Sa spunem ca vrem sa
estimam media cu un nivel de incredere de 95%, risc bilateral simetric. Riscul este de
a = 5%.

Daca cele doua limite ale intervalului de incredere sunt x; si x2, atunci putem spune
ca media (p) se afla intre x; si x2cu o probabilitate de 95% si putem scrie:
P(x; <u<x,) =095

De asemenea, stim ca riscul este de @ = 5% si este bilateral simetric, vom avea
jumatate din risc (a/2 = 2.5%) sub limita inferioara a intervalului de incredere si

cealalta jumatate, deasupra limitei superioare (/2 = 2.5%).

Pentru a gasi xz si x2, va trebui sa folosim o instanta speciala a distributiei normale
denumita Distributia Normala Standard (Figura 8.4). Aceasta distributie are valoarea

medie O si abaterea standard egala cu 1. Valorile de pe axa sunt numite scoruri z.
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Fig. 8.4. Distributia Normald Standard

Scorurile z care impart Distributia Normala Standard in aceleasi proportii ca in
cazul nostru (2.5% - 95% - 2.5%) sunt echivalentele valorilor x; si x> pe distributia

esantionului nostru.

Scorurile z sunt citite dintr-un tabel. Tabelul contine valorile z ,rupte” in doua
parti: prima parte pana la prima zecimala se gaseste pe prima coloana din tabel, iar a
doua parte corespunzatoare celei de-a doua zecimale se gaseste in primul rand din tabel
(Figura 8.5). Ariile corespunzatoare probabilitatilor asociate fiecarei valori z se afla in

corpul tabelului.

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
-34 0.000: 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003
-33 .0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004

\
/ 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008

-30 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012
_’_,-_3,'9,.,———9:@19 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023
2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055
- 2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073

Fig. 8.5. Tabelul scorurilor z

Pentru a citi din tabelul Z trebuie mai intai sa gasim in corpul tabelului cea mai
apropiata valoare de probabilitatea pe care o cautam. Mergem orizontal pe randul
valorii gasite si identificam prima parte din valoarea lui z de pe prima coloana. Apoi
mergem de la valoarea ariei gasite in sus pana ajungem pe primul rand al tabelului si
citim a doua parte a valorii lui z. De exemplu, in Figura 8.6, cautam valoarea 0.0250
corespunzatoare riscului de 2.5% la stanga. Odata gasita mergem orizontal pe rand in

stanga si gasim valoarea -1.9 corespunzatoare primei parti a lui z. De la valoarea 0.0250

80



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

mergem apoi pe coloana in sus si gasim valoarea 0.06 corespunzatoare celei de-a doua
parti a valorii lui z. Combinand prima parte (-1.9) cu cea de-a doua parte (0.06) obtinem

valoarea lui z =-1.96.

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
-3.4 0.0003 0.0003  0.0003 0.0003 0.0003 0.0003
-33 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004  0.0004 0.0004
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006  0.0006  0.0006
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009  0.0009  0.0008 0.0008
-3.0 0.0013 0.0013  0.0013 0.0012 0.0012 0.0011
29 0.0019 0.0018  0.0018 0.0017 0.0016  0.0016
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024  0.0023 0.0023  0.0022
-2.7 0.0035 0.0034  0.0033 0.0032 0.0031 0.0030
-2.6 0.0047 00045 00044  0.0043 0.0041 0.0040
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059  0.0057 0.0055 0.0054
-24 0.0082 0.0080  0.0078 0.0075 0.0073  0.0071
-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099  0.0096  0.0094

-2.2 0.0139 00136 0.0132 0.0129  0.0125 0.0122
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158
-2.0

0.0228  0.0222  0.0217 0.0212 0.0207  0.0202

o

N L

Fig. 8.6. Citirea scorurilor z din tabel

Tn Anexa 1 gdsiti tabelul complet. Veti observa c& sunt de fapt dou tabele: unul
pentru riscul din stanga, unde z ia valori negative si unul pentru riscul din dreapta unde
z ia valori pozitive. Un lucru de care trebuie sa tinem cont cand citim acest tabel este ca
aria corespunzatoare probabilitatii pe care o cautam este definita intre —oo si z. Acest
lucru Tnseamna ca aria creste pe masura ce z creste. Cand z este 0, avand in vedere ca
distributia normala este simetricd, aria va fi exact 50% (0.5000). Drept urmare pentru a
afla care este valoarea lui z corespunzatoare riscului la dreapta de 2.5%, va trebui sa
gasim aria complementara lui 2.5%, respectiv 97.5%. Uitandu-ne in tabel vom observa
ca z va avea o valoare de 1.96 pentru un risc de 2.5% la dreapta. Acest rezultat nu ar
trebui sa fie surprinzator avand in vedere ca distributia normala este simetrica si riscurile

sunt si ele la randul lor simetrice.

Tnlocuind valorile obtinute din tabel, impreuna cu celelalte valori cunoscute in

formula de calcul al limitelor intervalului de incredere, obtinem:

0.1
x; = 10.25 — 1.96 —— = 10.2304
! V100

0.1
x, = 10.25 + 1.96 —— = 10.2696
2 V100

Drept urmare, putem spune cu un nivel de incredere de 95% ca media populatiei
este intre 10.2304 si 10.2696:

P(10.2304 < u < 10.2696) = 0.95
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Acest exemplu acopera cazul de risc simetric. Pentru riscurile unilaterale trebuie
sa determinati doar una dintre cele doua limite (fie la stanga, fie la dreapta) iar pentru

riscul bilateral asimetric calculul se face similar, luand fiecare limita pe rand.

Pentru a aplica aceasta metoda de estimare, facem cateva presupuneri legate de

esantionul nostru si de distributia acestuia:

- Distributia esantionului este normala: Pentru o dimensiune mare a esantionului
(de obicei n>30), teorema limitei centrale spune ca distributia mediei
esantionului este aproximativ normald. Pentru esantioane mai mici, aceasta
metoda se aplica numai daca populatia de baza este normala.

- Dispersia populatiei este cunoscuta: Aceasta metoda presupune ca dispersia
populatiei este cunoscuta, ceea ce este rareori cazul in scenariile din lumea reala.

- Esantionare a fost facuta aleatoriu: Metoda presupune cd esantionul este
obtinut prin utilizarea unei metode de esantionare aleatorie.

- Independenta observatiilor: Observatiile din esantion trebuie sa fie

independente unele de altele.

8.2. Estimarea medie atunci cind dispersia populatiei este
necunoscuta

n cazul in care dispersia populatiei este necunoscutd, esantionul nu este distribuit
in mod normal. Distributia pe care o vom folosi in acest caz se numeste distributia
Student. Deoarece abaterea standard a populatiei este necunoscutd, vom folosi in
schimb abaterea standard a esantionului, aceasta fiind cea mai buna aproximare pe care

o avem la indemana.

Problema are o formulare si o rezolvare similara cu cea a estimarii cand cunoastem

dispersia populatie. Incepem de la definirea nivelului de incredere:
Pxy<u<xy)=1-a

Formula pe care o vom folosi pentru determinarea limitelor intervalului de

incredere va fi:

Sl

unde:
Cl — limitele intervalului de incredere

t - este scorul t, care poate fi cautat in tabelul de distributie Student si corespunde

nivelului de incredere dorit (de obicei 90%, 95% sau 99%).

s - este abaterea standard a esantionului
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n - este dimensiunea esantionului.

Pentru exemplificare vom lua cazul unui esantion de n=5 valori, media
esantionului X = 7.5 abaterea standard a esantionului s = 1.5 si risc bilateral asimetric
cu un risc stanga a; = 2% si risc dreapta @; = 5%. Obtinem nivelul de incredere
scazand din 100% valoarea totala a riscului (2%+5%=7%) si anume 93%. Ca si inainte,
trebuie sa gasim scoruri t dintr-un tabel pentru a determina limitele intervalului de
incredere (Anexa 2).

Gradede | 0.005(1) [001 (1) [0025 (1) | o005 (1) | 0a0() | 025 (1)
libertatewt g91(2) [0.02(2) [0.05 (2 |o10 @) | 02002 0.50 (2)

1 63657 31821 12.706 6.314 3.078 1.000

2 9.925 6.965 4.303 2.920 1.886 816

‘ %v 5.841 4.541 3.182 2.353 1.638 .765

J 4 4.604 3.747 2.776 2132 1.533 a4

VIR // 5 4.032 3.365 2.571 2.015 1.476 a27
-+ t 6 3.707 3.143 2.447 1.843 1.440 718 |

Fig. 8.7. Tabelul scorurilor t

Tn tabelul t, aria corespunzitoare riscului este in scrisa inh primul rand al tabelului
(pentru riscul unilateral) si in al doilea rand al tabelului (pentru riscul bilateral simetric).
Valoarea t corespunzatoare riscului ales este in corpul tabelului. Prima coloana contine

gradele de libertate care sunt determinate cu formula:
v=n-—1

Citim scorul t la intersectia coloanei care are valoarea corespunzatoare riscului si

a randului cu gradele de libertate corespunzatoare.

n cazul exemplului nostru, avem 5 valori, deci vom avea 4 grade de libertate. Pe
randul 4 vom cauta valorile de pe coloanele corespunzatoare celor doua riscuri.
Deoarece vom considera fiecare capat al intervalului separat, ne vom uita pe primul rand
al tabelului pentru a citi valorile riscului. in tabel nu avem valoarea de 2% si vom alege
cea mai apropiata valoare, respectiv 2.5% (0.025). La intersectia randului cu 4 grade de
liberate si coloanei cu riscul de 2.5% avem valoarea scorului t egala cu 2.776. Deoarece
vorbim de risc stanga si media distributiei este 0, vom lua valoarea cu minus t =
—2.776. Pentru riscul dreapta, avem valoarea de 5% (0.05) si aceleasi 4 grade de

liberate, deci valoarea luit este t = 2.132.

Odata ce valorile scorurilor t au fost determinate, le introducem in formula:

1.5
x1=75-— 2.776E = 5.638

1.5
x, = 7.5+ 2.776E =9.362
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Drept urmare, putem spune ca media populatiei in acest caz se afla intre 5.638 si
9.362 cu o probabilitate de 93%.

Ca si in cazul estimarii cu valori z, exista o serie de presupuneri pe care pe facem

cand estimam media si nu cunoastem dispersia:

e Esantionarea aleatorie: esantionul trebuie selectat aleatoriu din populatie.

¢ Independenta: Observatiile trebuie sa fie independente unele de celelalte.
Aceasta ipoteza este adesea indeplinita prin esantionare aleatorie.

e Normalitate: Esantionul ar trebui sa provina dintr-o populatie distribuita
normal.

e Dimensiunea esantionului: n timp ce distributia t este utild in special pentru
esantioane mici, dimensiunea esantionului nu trebuie sa fie extrem de mica.
Un minim comun este de cel putin 5.

e Scara de masurare: Datele ar trebui sa fie cel putin scala de interval sau ratie,
deoarece aceste tipuri de date permit interpretarea semnificativda a mediei
aritmetice.

e Fara valori aberante: valorile aberante pot denatura media si pot afecta
imprastierea, influentand astfel atat media estimata, cat si dispersia. Valorile
aberante trebuie examinate cu atentie si gestionate Tn mod corespunzator.

e Simetria: testul t este mai sensibil la abaterea de la normalitate atunci cand
distributia este deformata. Tn astfel de cazuri, testele neparametrice ar putea

fi mai adecvate.

Tnainte de realizarea estimarii ar trebui testate ipotezele mentionate mai sus. In

caz contrar, rezultatele obtinute pot fi denaturate.
8.3. Estimarea dispersiei populatiei

Uneori am putea dori sa estimam imprastierea valorilor populatiei. Dispersia este

unul dintre indicatorii care caracterizeaza imprastierea valorilor.

Estimarea dispersiei poate fi utila in controlul calitatii unde stabilitatea variatiei
este adesea la fel de importanta ca stabilitatea medie. Un produs poate indeplini
cerintele de calitate in medie, dar daca variatia este mare, multe articole individuale vor
fi defecte. Tn finante, dispersia (sau abaterea standard) este o masura a volatilititii sau
a riscului unei investitii. Cunoasterea dispersiei ajuta la testarea ipotezelor si la

construirea de intervale de incredere pentru alti parametri.

Pentru a estima dispersia populatiei, trebuie sa cunoastem numarul de valori din
esantion (n) si dispersia (s?) sau abaterea standard (s) a esantionului. Modul de lucru

este similar cu cel de la estimarea medie.

Definim problema noastra dupa urmeaza:
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Px;<0?<xy)=1—«a
Ceea ce inseamnad c3 o2 este intre x1 si X2, cu o probabilitate de 1 — a.

Formula pe care o vom folosi in acest caz este:

s? s?
Cl=ln-1)5———n-1)—4——
superior inferior
Valorile scorurilor y? de care avem nevoie pentru a gasi x1 si X2 sunt luate din
tabelul distributiei y?(Chi-patrat). Un extras din tabelul y? este afisat in Figura 8.8 iar
acesta poate fi gasit integral in Anexa 3.

g F;::"‘;de 099 0975 095 0.90 0.10 0.05 0025 0.01
K i te ?

f('\',l) \ ] 0om 0o omes 27w 154 S04 H63S

{ K /'P a 0020 0081 0m 0211 46005 5 991 7378 9210

/ ] oS 026 0352 0S4 6.251 7818 938 11.345

0297 044 o™ 1IN 7779 G 48X 11.143 127

05y 0x3] 1.145 1610 925 1107 125853 15080

Fig. 8.8. Citirea tabelului cu scoruri Chi-pdtrat

Probabilitatea (aria de sub curbd) se gaseste in primul rand din tabel iar valorile y?
sunt in corpul tabelului. Tn prima coloand avem din nou gradele de libertate ca si in cazul
tabelului cu scoruri t. Valoarea y? este situatd la intersectia coloanei cu probabilitatea
corespunzdtoare riscului si randul corespunzator gradelor de libertate. Cand citim
tabelul trebuie sa tinem conte de cateva aspecte. Aria corespunzatoare riscului va creste
de la 400 spre stanga. De asemenea, observati ca pentru valoarea inferioarda a
intervalului de incredere vom folosi valoarea superioard a lui x? si pentru valoarea
superioard a intervalului y? inferior. Acest lucru se datoreaza faptului cd 2 se afl la

numitorul fractiei.

Deci, un risc de 1% la dreapta este pe coloana 0.99, in timp ce un risc de 1% la

stanga este pe coloana 0.01.

Sa consideram un exemplu unde vrem sa estimam dispersia populatiei cu un risc
bilateral simetric de 10% stiind ca abaterea standard a esantionului este s = 0.1 si avem
n = 5 valori. Din riscul bilateral de 10% deducem doua lucruri: nivelul de incredere este
90% iar fiecare risc are o valoare de 5% (stanga si dreapta). Din tabelul y? de pe randul

cu 4 grade de libertate si coloana lui 0.05 obtinem valoarea stuperior = 9.488 iar pentru

)(iznferior = 0.711 de pe coloana lui 0.95. Introducand datele in formula, obtinem:

0.12 c_ 1 0.12
9.488'( )0.711

cI=|(5-1)
Din care rezulta CI = [0.0042,0.0562] indicdnd ca dispersia populatiei in acest caz se

afla in acest interval cu o probabilitate de 90%.

Pentru a estima dispersia corect, trebuie satisfacute Tnainte urmatoarele ipoteze:
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e Esantionare aleatorie: Esantionul trebuie selectat aleatoriu din populatie.
Acest lucru asigura ca esantionul este reprezentativ pentru populatie, facand
estimarea mai precisa.

e Dimensiunea esantionului: in mod ideal, dimensiunea esantionului ar trebui
sa fie suficient de mare pentru a permite o estimare robusta. Desi nu exista o
reguld simpla pentru ceea ce constituie un esantion ,,mare”, o recomandare
comuna este cel putin 30 de observatii pentru ca teorema limita centrala sa
intre in joc. Cu toate acestea, metoda chi-patrat pentru estimarea variantei
este Tnca aplicabild si in cazul esantioanelor mai mici, atata timp cat datele
sunt distribuite in mod normal.

¢ Normalitate: datele ar trebui sa fie distribuite aproximativ normal, mai ales
daca dimensiunea esantionului este mica.

¢ Independenta observatiilor: Valorile din esantion trebuie sa fie independente
unele de altele. Aceastd ipoteza este adesea indeplinita prin procesul de
esantionare aleatorie. Daca datele sunt dependente (de exemplu, date din
seria temporald), metodele alternative pot fi mai adecvate pentru estimarea
dispersiei.

e Date numerice: datele ar trebui sa fie la nivel de interval sau ratie, deoarece
acestea sunt tipurile de date in care este logic sa discutam despre dispersie.

e Fara valori aberante: valorile aberante pot avea un efect disproportionat
asupra dispersie, modificand astfel estimarea. Datele ar trebui verificate
pentru valori aberante, care ar trebui gestionate in mod corespunzator inainte

de estimare.

Tncilcarea acestor ipoteze poate duce la rezultate partinitoare sau inseldtoare.
Prin urmare, este important fie sa se valideze ipotezele in masura in care este posibil
Tnainte de a continua cu analiza, fie sa se utilizeze tehnici statistice care sunt robuste la

incalcarile acestor ipoteze.

Putem rezuma cele trei cazuri in Tabelul 8.2.

Tabel 8.2. Estimarea parametrilor populatiei (rezumat)

Estimare Parametrii Distributie Statistica Formula de calcul
cunoscuti
Media populatiei n, X, 02, 0, a Normal z Cl =7+ zi
~ Vn
—— S

n,x,s°,s,a Student t Cl = %+ t —

YD

Dispersia n,s% s a Chi-patrat x? s?
populatiei (I=Mm-1) )
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Estimarea parametrilor populatiei ne ajuta in procesul decizional prin furnizarea
unor informatii suplimentare despre populatia noastra. Chiar daca valorile obtinute nu
sunt exacte, aceste tot ne pot ajuta sa ludm decizii dandu-ne niste valori limita cu o

anumita probabilitate.

Distributia normala este un instrument practic pentru o multitudine de discipline.
Prevalenta sa in fenomenele naturale o face esentialda pentru stiintele sociale in
standardizarea testelor si a scorurilor, permitdndu-ne sa comparam diferite seturi de

date pe o scara comuna.

Distributia Student joaca un rol esential atunci cand se trateaza esantioane de
dimensiuni mici, un scenariu comun in studiile experimentale si clinice in care obtinerea
unor esantioane mari poate fi nepractica sau imposibila. Ea permite cercetatorilor sa
faca deductii cu privire la mediile populatiei cu un anumit nivel de incredere, in ciuda
faptului cad dispun de date limitate. Acest lucru este deosebit de valoros in domenii
precum psihologia si medicina, in care variabilitatea individuald este ridicata, iar

dimensiunile esantioanelor sunt adesea limitate.

Distributia chi-patrat este un actor cheie n analiza datelor categoriale. Este piatra
de temelie a testului de independenta chi patrat, care permite cercetatorilor sa
determine relatia dintre variabilele categoriale. Acest lucru este extrem de util in
domenii precum genetica pentru a evalua asocierea trasaturilor genetice, in marketing
pentru a evalua preferintele consumatorilor si in ecologie pentru a studia distributia

speciilor.

Aceste distributii nu sunt doar abstractii matematice; ele sunt lentilele prin care
privim si dam sens lumii. Ele le permit statisticienilor sa traga concluzii semnificative
din date, sa testeze ipoteze si, in cele din urma, sa contribuie la avansarea
cunostintelor in diverse domenii. Ca atare, intelegerea proprietatilor si aplicatiilor
acestora este importanta pentru orice statistician, om de stiinta sau cercetator care

doreste sa ia decizii informate pe baza datelor.
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8.4. Verificarea cunostintelor

1. Ce parametru este estimat de media esantionului?

a. Mediana populatiei
b. Modul populatiei

c. Media populatiei
2. Teorema limitei centrale este importanta in estimare deoarece:

a. Permite ca media esantionului sa fie utilizata ca o estimare punctuala pentru
media populatiei.

b. Afirma ca distributia mediilor esantionului va fi distribuita normal, indiferent
de marimea esantionului.

c. Asigura faptul ca varianta esantionului este un estimator nepartinitor al

variantei populatiei.

3. Atunci cand dispersia populatiei este necunoscuta si dimensiunea esantionului

este mica, ce distributie ar trebui utilizata pentru estimare?

a. Distributia normala
b. Distributia binomiala

c. Distributia Student
4. Care este scopul construirii unui interval de incredere?

a. Pentru a furniza un interval de valori care este probabil sa contina
parametrul populatiei.
b. Pentru a determina cu precizie parametrul populatiei.

c. Pentru atesta o ipoteza cu privire la parametrul populatiei.
5. Latimea unui interval de incredere pentru estimarea mediei unei populatii va:

a. Creste pe masura ce marimea esantionului creste.
b. Scade pe masura ce scade dispersia esantionului.

c. Ramane constanta indiferent de marimea esantionului.
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6. Estimarea punctuala pentru dispersia populatiei este:

a. Intervalul de variatie al datelor din esantion.
b. Abaterea standard a esantionului.

c. Dispersia esantionului.
7. Care dintre urmatoarele este un exemplu de estimare punctuala?

a. Media esantionului
b. Intervalul de incredere

c. Testul de ipoteza

8. Nivelul de incredere (de exemplu, 95%) in contextul unui interval de incredere

se refera la:

a. Procentul din datele esantionului care se incadreaza in interval.
b. Probabilitatea ca intervalul sa includa adevaratul parametru al populatiei.

c. Proportia din populatia din care a fost extras esantionul.

9. Daca ati dori sa estimati media populatiei cu un grad mai mare de incredere, ce

ati face?

a. Mariti dimensiunea esantionului.
b. Micsorati latimea intervalului de incredere.

c. Utilizati un nivel alfa mai mare.

10. Pentru a estima media unei populatii atunci cand dispersia este cunoscuta,

folosim:

a. Distributia normala
b. Distributia binomiala

c. Distributia Student
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Rdspunsuri corecte

1. c. Media populatiei

2. a. Permite utilizarea mediei esantionului ca o estimare punctualad pentru media

populatiei.
3. c. Distributia Student

4. a. Pentru a furniza un interval de valori care este probabil sa contina parametrul

populatiei.

5. b. Scade pe masura ce scade dispersia esantionului.

6. c. Dispersia esantionului.

7. a. Media esantionului

8. b. Probabilitatea ca intervalul sa includa adevaratul parametru al populatiei.
9. a. Cresteti dimensiunea esantionului.

10. a. Distributia normala
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9. Controlul statistic al proceselor

Controlul statistic al proceselor (SPC) este o metoda de monitorizare, control si
imbunatatire a proceselor prin analiza statistica. Aceasta contine sase instrumente care
pot fi folosite pentru a identifica problemele si cauzele lor, pentru o mai buna intelegere
si monitorizare a procesului:

e Histograma

e Diagrama Pareto

e Diagrama cu puncte
e Cartelele de control

e Diagrama cauza-efect

e Diagrama de proces

in continuare vom explora fiecare dintre aceste instrumente, unele mai detaliat
altele mai superficial.

9.1. Histograma

Histogramele sunt utilizate pentru a vizualiza distributia datelor continue. Prin
cunoasterea modului in care datele sunt distribuite putem trage concluzii cu privire la
acest proces. Histograma a fost discutata Tn sectiunile anterioare si nu vom insista asupra

ei. Figura 9.1 ilustreaza o histograma a diametrelor pieselor fabricate intr-o fabrica.

Histograma diametrelor pieselor fabricate

100 1

Frecventa

20 1

455 49.0 495 50.0 50.5 51.0 51.5 52.0
Diametru {mm)

Fig. 9.1. Un exemplu de histogramd

Cu ajutorul histogramei putem observa forma distributiei datelor si daca aceasta

se apropie de o distributie dorita, cum ar fi cea Normala.
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9.2. Diagrama Pareto

Scopul principal al diagramei Pareto este de a evidentia cei mai importanti factori
dintr-un set de date. Diagrama Pareto a fost dezvoltata de Vilfredo Pareto Tn anii 1800
si se bazeazd pe principiul Pareto. Acesta, denumit adesea regula 80/20, este un
principiu care afirma ca 80% din rezultate (sau iesiri) sunt rezultatul a 20% din toate
cauzele (sau intrarile) unui anumit eveniment. Cu alte cuvinte, in multe situatii, un
numar mic de cauze va produce majoritatea rezultatelor sau efectelor. De exemplu: 80%
din profiturile unei companii pot proveni de la 20% dintre clientii sai; 80% din reclamatii
ar putea proveni de la 20% dintre clienti; 80% din erorile software ar putea fi cauzate de
20% din problemele cunoscute. Valorile (80/20) nu sunt proportii stricte, ci doar
orientative si ilustreaza faptul ca exista o disproportionalitate intre intrari si iesiri.
Principiul Pareto este un instrument puternic care poate ajuta la cresterea eficientei si
eficacititii. Intelegadnd care factori (cei cativa esentiali) contribuie la majoritatea
rezultatelor, se pot concentra eforturile si resursele asupra acelor domenii critice, ceea

ce duce la rezultate mai bune si la o0 mai buna utilizare a resurselor.

in controlul calitdtii, diagrama Pareto este utilizatd pentru a vizualiza acest
principiu, ajutadnd la prioritizarea problemelor sau cauzelor care trebuie abordate.
Abordand cele cateva cauze majore care conduc la majoritatea problemelor,

organizatiile pot obtine imbunatatiri semnificative cu un efort relativ limitat.

Diagrama Pareto (Figura 9.2), contine atat bare, cat si un grafic cu linii. Valorile
individuale sunt reprezentate in ordine descrescatoare prin bare, in timp ce totalul

cumulativ este reprezentat de linie.

100 100%
7 100% 7
90 80% % 90%

80 5% 80% .
*é 70 70% g
(1)
< 60 60% g
2 e
= 50 50% &
el —_
& 40 40% 2
5 g
3 30 30% g
20 20% &
0 0%

Montare Se rup Punctde Urmede Delaminare Carcasase Paleta

dificild urechilede injectie afundare crapa usor limitatd de

montaj vizibil culori

Fig. 9.2. Un exemplu de o diagrama Pareto
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Crearea unei diagrame Pareto implica niste pasi sistematici pentru a se asigura ca

aceasta vizualizeaza in mod eficient cei mai importanti factori dintr-un set de date:

1.

Identificarea categoriilor: Decideti care sunt categoriile sau factorii pe care
doriti sa 1i analizati. Acestea ar putea fi tipuri de defecte, surse de reclamatii
sau orice alte clasificari relevante pentru problema in cauza.

Colectarea datelor: Adunati date pentru fiecare categorie. Acest lucru ar
putea implica numararea defectelor de fiecare tip, numararea plangerilor
pentru fiecare categorie etc.

Ordonarea categoriilor: Aranjati categoriile in ordine descrescatoare in
functie de frecventa.

Calcularea totalurilor si procentelor cumulate: Pentru fiecare categorie,
calculati totalul cumulat si procentul cumulat.

Trasarea graficului: Reprezentati categoriile pe axa orizontala, incepand din
stanga cu categoria cu frecventa cea mai mare. Reprezentati frecventa pentru
fiecare categorie sub formd de bare. Tndltimea barei reprezintd frecventa
categoriei respective. Folosind o a doua axa verticala in dreapta, reprezentati
procentul cumulat sub forma unui grafic cu linii. Aceasta linie ar trebui sa
inceapd in partea de sus a primei bare si sa se incheie la 100% pe ultima
coloana.

Trasarea liniilor de referinta (optional): Puteti adduga o linie de referinta la
marcajul de 80% pe axa procentului cumulativ pentru a identifica cu usurinta
cele cateva categorii vitale care contribuie la 80% din efect.

Analiza graficului: Cele mai din stdnga coloane (si categoriile pe care le
reprezinta) sunt de obicei cele mai semnificative contributii la problema sau
situatie. Barele din dreapta reprezinta categoriile care au un efect mai mic,
dar care ar putea totusi sa necesite atentie in contexte specifice.

Luarea masurilor: Folositi informatiile din graficul Pareto pentru a prioritiza
actiunile. Concentrati-va asupra categoriilor care au cel mai semnificativ
impact. Abordarea problemelor din aceste domenii poate duce la cele mai
substantiale Tmbunatatiri. Atentie, aceastad prioritizare se face strict prin
prisma frecventei de aparitie si nu a importantei efectului. Unele cauze, desi
rare, pot avea efecte semnificative in problema pe care incercati sa o
solutionati. Folositi-va judecata in prioritizarea actiunilor.

Revizuirea si actualizarea graficului: De-a lungul timpului, pe masura ce se
intreprind actiuni si se schimba procesele, distributia problemelor pe categorii
se poate schimba si ea. Este important sa revizuiti si sa actualizati periodic
graficul Pareto pentru a reflecta situatia actuald si pentru a va asigura ca

eforturile raman concentrate asupra domeniilor critice.
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Categoriile care alcatuiesc 80% din total, sunt cele mai frecvente si care ar trebui
s3 fie abordate. In exemplul de mai sus, primele patru categorii alcituiesc aproximativ
80%.

9.3. Diagrama cu puncte

O diagrama cu puncte este o reprezentare grafica in care fiecare observatie din
setul de date este reprezentata ca un punct. Pozitia fiecarui punct este determinata de
valoarea a doua variabile: o variabila determina pozitia pe axa x, iar cealalta variabila

determina pozitia pe axay.

Diagrama are ca scop vizualizarea si compararea relatiei sau corelatiei dintre doua
variabile cantitative. Se poate folosi de asemenea pentru a identifica modele, tendinte,

grupuri sau valori aberante in date.
Diagrama este compusa din (Figura 9.3):

e Axa X (axa orizontald): Reprezinta valorile unei variabile.

e AxaY (axa verticald): Reprezinta valorile celei de-a doua variabile.

e Puncte: Fiecare punct de pe grafic reprezinta o singura observatie din setul
de date.

20.24

20.22 3

N
o
N
°

Uzura sculei (um)
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Fig. 9.3. Un exemplu de un diagramd cu puncte

in exemplul din Figura 9.3. avem pe axa X diametrul unei piese exprimat in
milimetri iar pe axa verticald uzura sculei folosite pentru obtinerea piesei in micrometri.
Fiecare punct reprezintda o pereche de valori diametru-uzura colectata pentru fiecare
piesa n parte. Reprezentand astfel mai multe perechi de valori, putem observa ca pe
masura ce diametrul piesei creste si uzura sculei creste. Drept urmare, punctele

ilustreaza o tendinta crescatoare vizibila pe grafic.
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Pentru realizarea unui astfel de grafic trebuie realizati urmatorii pasi:

Alegeti variabilele pe care doriti sa le analizati.
Reprezentati valorile unei variabile pe axa x.

Reprezentati valorile celei de-a doua variabile pe axay.

Eall S

Pentru fiecare observatie din setul de date, marcati un punct unde valorile x

si y se intersecteaza.

Graficele cu puncte, desi simple, pot sa ne ajute in intelegerea relatiilor dintre

doua variabile, sa identificam tendinte si sa identificam valori aberante.
9.4. Cartele de control

Procesele de productie pot fi supuse diferitelor variatii datorate fluctuatiilor in
calitatea materiei prime, variatiilor in setarile de masina, erori umane si multe altele.
Daca aceste variatii nu sunt monitorizate si controlate, ele pot duce la un produs sau
serviciu de calitate inferioara. Cartelele sau diagramele de control ne ajuta sa

identificdm si sa corectam aceste variatii inainte ca acestea sa devina probleme serioase.

Cartelele de control sunt larg utilizate 1n ingineria calitatii si managementul
proceselor pentru monitorizarea proceselor si identificarea deviatiilor semnificative de
la un standard stabilit. Diagramele de control pot fi utilizate pentru a masura parametri
multipli, cum ar fi media sau mediana si amplitudinea sau abaterea standard. Ele ajuta
la identificarea variatiilor din proces, si ajuta la a face distinctia intre fluctuatiile naturale
si anomaliile care necesita actiuni corective. Acestea permit o abordare proactiva a

controlului calitatii, minimizand defectele si reducand risipa.

9.4.1. Capabilitatea procesului

Diagrame de control pot fi utilizate si pentru a determina daca un proces poate
indeplini cerintele specificate. Tn acest caz vorbim de capabilitatea procesului care este
abilitatea unui proces sau a unei masini de a functiona intr-un mod care satisface

specificatiile de calitate. Pentru a determina capabilitatea procesului trebuie sa stim:

e LIS —limita inferioara de specificatie
e LSS — limita superioara de specificatie

e s—abaterea standard a procesului

Limitele de specificatie pot fi limite de toleranta sau limitele de control ale unui
proces. Formula pentru capabilitatea procesului atunci cand folosim limitele de

toleranta este:

LST — LIT
P=—6

95



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

Unde:

LST — limita superioara de toleranta

LIT — limita inferioara de toleranta

s — abaterea standard a datelor colectate din proces

Un alt indicator al capabilitatii este Cpk, indicele capabilitatii procesului. Pentru a-
| determina trebuie sa calculam distanta fata de media valorilor Xsi apoi capabilitatea
superioara (Cps) si inferioara (Cpi):

LST — x

Cps = v
. x-—LIT
Cpi = 35

Din aceasta derivam Cpk cu formula:
Cpk = Min(Cpi, Cps)

Cu cat capabilitatea procesului este mai mare cu atat procesul este mai
performant. Un proces cu o capabilitate mai mare decat 1.33 este considerat capabil, in
timp ce unul cu o capabilitate mai mica decat 1 este considerat incapabil. Un proces cu
o capabilitate intre 1 si 1.33 este la limita capabil si are nevoie de unele ajustari pentru
a deveni capabil. Unele companii folosesc limite mai stricte decat valoarea limita de
1.33.

9.4.2. Elemente ale unei diagrame de control

O diagrama de control monitorizeaza evolutia mediei (sau a altui parametru de
tendinta centrald) si raspandirea datelor. Tinta este plasata pe linia centrala, iar limitele
sunt de fiecare parte a acestuia (limitele superioare si inferioare de control). Limitele de
control sunt de obicei plasate la distanta de 3 abateri standard de o parte si de alta a
mediei. Limitele de avertizare pot fi de asemenea puse (Figura 9.4.). Daca se adauga
limitele de avertizare, acestea sunt pozitionate la 90% din distanta dintre linia centrala

si limitele de control.
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Limita Superioard de Control

Limita Superioari de Avertizare

Linia Central3

Limita Inferioard de Avertizare
Limita Inferioard de Control

Fig. 9.4. Elementele unei diagrame de control

Fiecare abatere standard de la medie imparte graficul in 3 zone simetrice: A, B si

C. Zona A este cea mai indepartata de media si zona C este zona centrala (Figura 9.5.).

Aceste zone ne vor ajuta sa identificam eventuale probleme in proces.

60

50

40

30

20

Dimensiunea monitorizata

10

= 5 6 7

Esantionul

Fig. 9.5. Elemente ale unei diagrame de control tipice si cele trei zone

Pentru a utiliza corect diagramele de control, trebuie sd avem un proces stabil,

care sa nu varieze foarte mult in timp, cu date normal distribuite, iar limitele de control

trebuie sa cada de o parte si de alta a liniei de centru.

9.4.3. Tipuride cartele de control

Exista diferite diagrame de control in functie de tipul de date si de dimensiunea

esantionului. Figura 9.6 prezinta diferitele tipuri de diagrame de control.
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Date atribut

Date despre defecte
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Date despre rebuturi

Marime esantion
constanta

Marime esantion

variabila

Marime esantion
constanta (=50)

Marime esantion
variahila (=50)

L Carteld c

i

Cartela u

i

Cartela np

Date continue

i

Cartela p

O unitate
esantionatd

MR

Esantion mic

(3-5 buc)

X bar

X bar /R

Esantion mare

(>10)

X bar

Xbar/s

Fig. 9.6.Cartele de control in functie de tipul de date si dimensiunea esantionului

Putem avea date continue (sau variabile) si date discrete (sau atribut). Pentru date

continue avem I/MR, X-Bar/R si X-Bar/S diagrame si pentru datele atribut avem c, u, NP

si p diagrame. Diagramele I/MR folosesc valori individuale, in timp ce diagramele X-Bar

se folosesc cand avem grupuri de esantioane. in cazul in care subgrupul este mic,

utilizam amplitudinea (R) pentru a caracteriza raspandirea si atunci cand dimensiunea

esantionului este mai mare folosim abaterea standard (s).

Diagramele pentru atribute utilizeazd date discrete (numérabile). in analiza de

control al calitatii, aceste date numarabile se incadreaza intr-una din doua categorii:

- Defecte - reprezinta numarul de neconformitati ele unui element, cum ar fi o

piesa. Nu exista nicio limita a numarului de defecte posibile. Diagramele de

defecte contorizeaza numarul de defecte din unitatea de inspectie.

- Rebuturi - cazul in care intregul articol este considerat a nu fi conform cu

specificatiile produsului. Fiecarui element ii poate fi asociat un singur numar: 1

sau 0. Diagramele de rebuturi contorizeaza numarul de rebuturi dintr-un

subgrup.
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n functie de marimea esantionului putem avea diferite cartele. Cartela de tip ¢ se
foloseste pentru monitorizarea defectelor iar esantioane au marime constanta. Daca
esantionul are marime variabild, vom folosi cartelele de tip u. In cazul rebuturilor, pentru
esantioane cu marime constanta vom folosi cartela de tip n iar pentru esantioane de

marime variabila, cartela np.

Cartela de tip ¢

Cartela de tip C, este utilizata pentru a monitoriza numarul de defecte dintr-o
anumita unitate in timp. Acest tip de grafic este deosebit de util atunci cand ne
intereseaza mai degraba numarul total de defecte pe unitate decat proportia defectelor.
De exemplu, ati putea utiliza o diagrama C pentru a monitoriza numarul de zgarieturi de
pe piesele de masina vopsite sau numarul de sigilii rupte in loturile de conserve

alimentare.

Deoarece cartela ilustreaza numar de defecte, datele dintr-o astfel de diagrama
nu pot fi negative. Acesta este motivul pentru care limita inferioara de control (LIC) este
adesea zero. Cartela de tip C presupune de obicei ca defectele urmeaza o distributie
Poisson. Aceasta ipoteza este importanta pentru interpretarea corectd a limitelor de
control si a altor proprietati statistice. Deoarece foloseste date obtinute prin numarare,
o cartela de tip C poate fi mai sensibila la schimbarile din proces care duc la o crestere a
numarului de defecte pe unitate, ceea ce o face valoroasa pentru detectarea din timp a

problemelor de calitate.

Carteld de tip C

—o— Date
=== Linie centrala
=== Limita Superigara de Control {LSC)
35 4 === Limita Inferioara de Control (LIC}  =s=======f==f=f=—mragmmmmgaf==——me = ===

50 75 10.0 125 150 175
Timp

Fig. 9.7.Un exemplu carteld de tip c
Cartela este formata din urmatoarele elemente:

1. Punctele care reprezinta date colectate: Acestea reprezinta numarul de
defecte pe unitate in cadrul procesului. De exemplu, dacd monitorizati
calitatea lucrarilor de vopsire a masinilor, fiecare punct ar putea reprezenta

numarul de zgérieturi de pe o singura masina.
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2. Linia centrala: Aceasta linie reprezinta numarul mediu de defecte pe toate
unitatile. Ea serveste drept linie de baza pentru evaluarea stabilitatii
procesului.

3. Limita superioara de control (LSC): Aceasta linie este calculatd pe baza
numarului mediu de defecte si reprezinta pragul superior pentru ceea ce se

considera variatie normala in cadrul procesului [18], [19]:
LSC = ¢+3Ve
unde:
c=c/m
iar
c- numarul de defecte
m — numarul de esantioane

4. Limita inferioara de control (LIC): Tn mod similar, aceasts linie este calculata
pe baza numarului mediu de defecte si reprezinta pragul inferior pentru ceea

ce este considerat variatie normala. [18], [19]:
LIC = ¢—3¢

Deoarece nu putem avea rezultate negative, aceasta limita este considerata 0 daca

rezultatul calcului este negativ:
LIC = max (0, ¢—3¢)

5. Axa timpului: Axa orizontald reprezinta secventa in care sunt colectate

datele, care este de obicei bazata pe timp.

Cartela de tip u

O carteld u (u este pentru unitate) este o diagrama de control atribut care afiseaza
modul in care frecventa de defecte, sau neconformitati, se schimba in timp pentru un
proces sau sistem. Numarul de defecte este colectat pentru zona de oportunitate in
fiecare subgrup. Zona de oportunitate poate fi fie un grup de elemente, fie doar un
element individual pe care se efectueaza numararea defectelor. Diagrama u este un
indicator al consecventei si predictibilitatii nivelului de defecte in proces. O diagrama u
este adecvata atunci cadnd zona de oportunitate pentru un defect variaza de la subgrup

la subgrup

Cartela de tip u (Figura 9.8) este cea mai potrivita pentru monitorizarea ratei de
defecte pe unitate atunci cand marimea esantionului variaza. Spre deosebire de cartela
de tip C, care se concentreaza pe numarul total de defecte, cartela de tip U este

concentrata pe rata defectelor, permitand o comparatie standardizata intre esantioane
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de diferite dimensiuni. Este deosebit de utila in scenariile in care volumele de productie

sau dimensiunile loturilor fluctueaza.

Cartela de tip U

. —&— Date
025 SPEL - =TT === Linia centrala
TT== -=- Limita Superioara de Control (L5C)

=== Limita Inferioara de Control (LIC)

Rata defectelor

00 25 50 75 10.0 125 150 175
Fig. 9.8. Un exemplu carteld de tip u

Cartela de tip np

Diagrama np (Figura 9.9) este conceputd pentru monitorizarea numarului de
articole defecte intr-un esantion de dimensiuni constante. Este un indicator al
consecventei si predictibilitatii nivelului de defecte dintr-un proces. Diagrama contine
aceleasi elemente cain cazul cartelei de tip u, precum linia centrala si limitele de control,
cu precizarea ca fiecare punct reprezinta numarul de defecte dintr-un esantion nu dintr-

0 unitate.

Cartela de tip NP

51 —® Date
=== Linie centrala
=== Limita Superipara de Control (L5C)

=== Limita Inferioara de Control (LIC) === === === === e m ==

0.0 25 50 75 100 125 150 175
Timp

Fig. 9.9.Un exemplu de carteld np

Imaginati-va un scenariu in care verificati calitatea comprimatelor produse intr-un
lot de 500. Diagrama np va afisa numarul de tablete defecte din fiecare lot, ajutandu-va

sa identificati orice problema de calitate.
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Cartela de tip p

Cartela de tip p (Figura 9.10) este utilizat pentru a monitoriza proportia de articole
defecte dintr-un esantion. Aceasta este utilizata atunci cand dimensiunea subgrupului

variaza, iar diagrama afiseaza proportia sau fractia elementelor respinse, mai degraba

decat numarul respins.

Cartelele de tip P sunt concentrate pe proportii sau procente, si nu pe numarul

Proportia de defecte

025

020

Exemplu de carteld de tip p

=TT T T - =TT - Sl .

—®— Proportia de defecte

=== Linie centrala

=== Limita Superioara de Control (L5C)
=== Limita Infericara de Control (LIC)

Vlad Bocanet

00 25 50 75 10.0 125 150 175

Fig. 9.10.Un exemplu de carteld p

total de defecte ca in cartelele de tip C.

Aceste grafice presupun adesea o distributie binomiala a datelor, ceea ce le face

adecvate pentru esantioane mari si proportii care nu sunt extrem de mici sau mari.

Cartela de tip |

Cartela de tip | (Figura 9.11) este utilizat pentru a monitoriza variatia unor valori

continue, individuale in timp. Tn aceasta cartel fiecare punct este o observatie, ca spre

exemplu durata unei operatii in minute.

Masuratori individuale

115

110

105

100

Exemplu de cartel3 de tip |

=== Linie centrald
=== Limita Superioara de Control (L5C)
=== Limita Inferioara de Control (LIC)

Timp

Fig. 9.11.Un exemplu de carteld de tip |
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Aceasta este o cartela pentru valori continue si, spre deosebire de cartelele pentru
date de tip atribut, va avea si valori care nu sunt intregi. Spre exemplu, putem avea
diametrul unei piese de 23.57 mm. Deoarece fiecare punct reprezinta o valoare
individuala, graficul este sensibil la schimbari mici in proces spre deosebire de alte
grafice care folosesc media. Acest tip de grafic este folosit cand datele noastre urmeaza
sau se apropie de o distributie normala. De obicei este folosita in paralel cu o cartela
care urmareste stabilitatea variatiei (cum ar fi cartela de tip MR).

Cartela de tip X-Bar

Cartela X-Bar (Figura 9.12) este utilizata pentru a monitoriza evolutia in timp a
mediei unor valori dintr-un subgrup. Fiecare punct de pe grafic reprezinta o medie a unui
esantion (sau subgrup). in functie de dimensiunea esantionului, aceasta poate fi folosita
fmpreuna cu cartela de tip R sau S. Graficul arata cat de consecvent si previzibil este un

proces.

Exemplu de carteld X-bar

—&— \alori

=== Linie centrala

=== Limita Supericara de Control (L5C)
=== Limita Inferioara de Control (LIC)

57.5

45.0

425

1 2 3 4 5 6 7 6 9 1 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20
Subgrup

Fig. 9.12.Un exemplu de carteld X-Bar

Cartela de tip MR

Cartela MR (Moving-Range) este utilizata pentru a monitoriza variatia datelor
(Figura 9.13). Se utilizeaza impreuna cu diagrama |. Fiecare valoare de pe grafic
reprezinta diferenta dintre doua observatii consecutive. Deoarece diferenta reprezinta
amplitudinea (range), iar aceasta se aplica succesiv fiecarui cuplu de valori, ,,miscandu-
se” astfel pe grafic de la stanga la dreapta, cartela este numita Moving-Range

(,,amplitudine mobild”).
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Exemplu de cartela de tip MR

=== Linie centrala
=== Limita Supericara de Control (L5C)
=== |imita Superioara de Control (LIC)

25

Valori

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 15 168 17 18 19
Subgrup

Fig. 9.13.Un exemplu de carteld MR

Cartela de tip R

Cartela de tip R (Figura 9.14) este folosita n analiza variatiei datelor dintr-un grup
de esantioane utilizand amplitudinea (range). Este utilizata adesea Tmpreuna cu cartela
X-bar. Dimensiunea esantionului este de obicei micd (mai putin de 5 valori). Fiecare

valoare din diagrama reprezinta amplitudinea subgrupului de esantioane.

Exemplu de carteld R

—&— Valori

=== Linie centrald
9 { === Limita Supericara de Control {LSC)
=== Limita Inferioara de Control (LIC)

Defecte
L=}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Subgrup

Fig. 9.14. Un exemplu de carteld R

Cartela de tip S

Cartela S (Figura 9.15) este utilizata ca si cartela R pentru a monitoriza variatia
datelor, dar este utilizata atunci cand dimensiunea subgrupului este mai mare (mai mult
de 5 valori intr-un subgrup). Pentru fiecare subgrup, se calculeaza abaterea standard a
valorilor din subgrup care este apoi trasata pe grafic. Se poate folosi impreuna cu

diagrama X-bar.
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Exemplu de cartela S

Defecte
w

—&— Valori

=== Linie centrala

=== Limita Supericara de Control (LSC)
=== Limita Inferioard de Control (LIC)

b

5 6 7 6 9 1 11 12 13 4 15 16 17 18 19 20

Subgrup

Fig. 9.15.Un exemplu de carteld S

9.4.4. Interpretarea unei cartele de control

Cartelele de control sunt folosite pentru a identifica potentiale probleme in

proces, avand ca scop evitarea obtinerii de rebuturi sau dereglari majore ale procesului.

n interpretarea cartelelor de control existd cateva reguli care ne ajutd in identificarea

potentialelor probleme in procesul pe care il monitorizdm. in tabelul 9.1 sunt prezentate

pe scurt aceste reguli.

Tabel 9.1. Detectia problemelor intr-un proces cu ajurul cartelei de control

Regula Descriere

1. Puncte inafara limitelor ~ Unul sau mai multe puncte sunt dincolo de limite

2. Test Zona A 2 din 3 puncte consecutive sunt in zona A sau mai departe

3. Test Zona B 4 din 5 puncte consecutive sunt in zona B sau mai departe

4. Test Zona C 7 sau mai multe puncte consecutive sunt de o singura
parte a mediei (in Zona C sau mai departe)

5. Tendinta 7 puncte consecutive au o tendinta in sus sau in jos

6. Amestecare 8 puncte consecutive fara nici un punct in zona C

7. Stratificare 15 puncte consecutive in zona C

8. Supra-control 14 puncte consecutive alternand

Daca avem punte Tnafara limitelor de control (Figura 9.16) acest lucru indica o

problema cu procesul monitorizat. Acest lucru se poate intdampla datorita unor variatii

mari fata de parametri normali si se pot datora configurarii gresite a echipamentului de

productie, erori de masurare sau chiar prezenta unui angajat nou. Un alt indicator al

unei variatii mari este daca 2 din 3 puncte consecutive se afla in zona A sau mai departe

(Figura 9.16). Acesta se numeste testul pentru zona A si poate indica omiterea unui pas

de productie, defectarea unui echipament etc.
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Punct dupa limite

50 n

/\ Test zona B

30

20

Test zona A Test zona C

10

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Fig. 9.16. Regula 1-4

Daca observam 4 din 5 puncte consecutive in zona B sau mai departe sau 7 sau
mai multe puncte consecutive sunt de o singurd parte a mediei (in Zona C sau mai
departe), acestea pot indica variatii mici si medii de la valoarea nominala. Acestea
reprezinta testele pentru zona B respectiv C (Figura 9.16). Cauze posibile pot fi o

modificare a instructiunilor de lucru, a dispozitivelor de masura sau chiar a materialului.

Cand pe cartela observam 7 puncte consecutive au o tendinta in sus sau in jos
(Figura 9.17) acest lucru poate indica efectele unui fenomen care evolueaza gradual,

cum ar fi uzura sculei sau incalzirea sculei de prelucrat.

50

Amestecare
40

Tendinta
30

20

10

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

Fig. 9.17. Regula 5-6
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Prezenta a 8 puncte consecutive fara nici un punct in zona C indica amestecarea
valorilor provenite din doua procese distincte cum ar fi de la doua masini diferite sau de
la folosirea a doua materiale diferite (Figura 9.17). Aceleasi cauze pot fi identificate
atunci cdnd avem 15 puncte consecutive in zona C. Acest fenomen se numeste

stratificare (Figura 9.18).

50

P AV V. _
AV

20

Stratificare Supracontrol

10

1234567 8 91011121314151617181920212223242526272829303132333435363738
Fig. 9.18. Regula 7-8

Cand avem 14 puncte consecutive alternand sau exista anumite modele repetitive
poate fi o indicatie de supracontrol cauzata de manipularea datelor de catre operator

sau folosirea alternativa a mai multor materiale.

Cauzele posibile descrise pe scurt pentru regulile mai sus mentionate sunt

prezentate in tabelul 9.2

Tabel 9.2. Cauzele posibile ale regulilor observate in cartela de control

Descrierea Regulile Cauze posibile
manifestarii

Variatii mari de 1,2 Angajat nou; configurare gresita; eroare de masurare; a
la medie fost sarit un pas de productie; un pas nu a fost terminat;
pana de curent; Echipament defect

Variatii micidela 3,4 Schimbarea materialului; modificare instructiunilor de

medie lucru; dispozitiv diferit de masura; schimb de lucru
diferit; Tmbunatatirea  abilitatilor = muncitorului;
schimbare in programul de mentenantd; schimbarea
procedurii de instalare
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Tendinte 5 Uzura sculei; efecte termice (racire, incalzire)

Amestecare 6 Existenta mai multor procese (schimburi, masini,
materiale)

Stratificare 7 Existenta mai multor procese (schimburi, masini,
materiale)

Supracontrol 8 Manipularea datelor de catre operator; Folosirea

alternativa a mai multor materiale
Oricare ar fi modelele identificate cu ajutorul cartelei de control, un prim pas este

oprirea procesului monitorizat si identificarea cauzelor. Odata identificate cauzele,

procesul se poate relua.
9.5. Diagrame cauza-efect

Diagrama cauza-efect, de asemenea cunoscuta sub numele de diagrama Ishikawa
sau diagrama ,,0s de peste”, este folosita pentru a determina cauza radacina pentru un
anumit efect sau problema (Figura 9.19). Fiecare cauza radacina este legata de coloana
vertebrald a diagramei. Cauzele obisnuite pentru un proces tehnic sunt: masing,
metoda, masura, materiale, oameni (forta de munca) si mediu, dar acestea sunt pot fi
adaptate procesului analizat. Fiecare cauza radacina are sub-cauze care, la randul sau,
pot avea alte sub-cauze. Acest instrument ajuta la vizualizarea modului in care diferite
sisteme interactioneaza intre ele si ce cauza radacina ar putea exista pentru un anumit

efect.

Cauza Efect

I

[EchipamentJ[ Proces J Oameni J

NN
V4

[ Materiale ] Medlu J[Management

Cauzd
secundaré

Cauza
principala

Fig. 9.19. Un exemplu de diagramd cauzd-efect [20]

Spre exemplu, putem folosi diagrama Ishikawa pentru a determina care sunt
cauzele pentru care produsele noastre prezinta un procent de defecte mai mare decat

limita acceptata. Analizand procesul de productie din fiecare perspectiva in parte
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(Masina/Echipament, Materiale, Proces, Mediu, Personal si Management) putem

identifica cauze principale, secundare si chiar tertiare care duc la rata mare de defecte.

Diagrama nu are ca scop identificarea unei singure cauze, ci ofera o imagine de

ansamblu asupra potentialelor cauze si a influentei lor asupra efectului observat.

9.6. Diagrame de proces

Diagrama de proces (Flowchart) este un instrument care ajutd la vizualizarea
pasilor unui proces. Acesta ajuta la o mai buna intelegere a procesului si pentru a vedea

modul in care diferitele lui parti interactioneaza (Figura 9.20).

Receptie material

Control calitate
material brut

Returnare material
cétre furnizor

Productie

ontrol calitate
produs

Reprelucrare sau
reciclare

Livrare produs

Fig. 9.20. Un exemplu de diagramd de proces

Fiecare proces poate fi la randul sau impartit in sub-procese care pot avea propriile
diagrame. Diagrama trebuie sa fie simpla si usor de inteles, altfel nu isi indeplineste

scopul de a oferi o imagine de ansamblu asupra procesului.

109



Statistica si probabilitati Vlad Bocanet

9.7. Verificarea cunostintelor

1. Ce este o cartela de control?
a. Uninstrument muzical
b. Un grafic folosit pentru a urmari performanta unui proces
O harta geografica

d. Un tip de diagrama de pescuit

2. Care este scopul principal al unui cartel de control?
a. Imbun3titirea esteticii datelor
b. Monitorizarea si controlul calitatii proceselor
c. Crearea de animatii
d

Niciuna dintre acestea

3. Ce reprezinta linia centrala (CL) intr-o cartela de control?
a. Limita de control de sus
b. Limita de control de jos

o

Media procesului

o

Variatia procesului

4. Ce tip de date este cel mai potrivit pentru o cartela de tip P?
a. Date continue
b. Date de tip atribut

Date categorice

o

d. Date complexe

5. 1n ce situatie este util o carteld de tip X-bar?
Cand se urmaresc defectele de pe o piesa

a
b. Cand se urmareste media subgrupurilor

o

Cand se urmareste variatia intre subgrupuri

d. Toate cele de mai sus

6. Ce reprezinta LSC si LIC?
Unitatea Centrala de Lucru

a
b. Limita Sustenabilitatii Centrale si Limita de Inovare Considerata

o

Limita Superioara de Control si Limita Inferioara de Control

o

Niciuna dintre acestea

7. Care dintre urmatoarele este un indicator al unui proces instabil?
a. Puncte aleatorii pe tot parcursul cartelei
b. Puncte concentrandu-se in jurul liniei centrale

c. 7 puncte sau mai multe consecutiv deasupra sau sub linia centrala

o

Toate punctele se afla intre limitele de control
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8. Ce tip de cartela este utilizata pentru a monitoriza numarul de defecte pe

unitate?
a. CartelaP
b. Cartela C
c. Cartela X-bar
d. CartelaR

9. Ce tip de cartela este utilizat pentru a monitoriza variatia procesului?
a. CartelaP
b. Carteld X-bar
c. Cartela U
d. Cartelas

10. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata pentru o cartela I-MR?
a. Utilizeaza media subgrupurilor
b. Utilizeaza datele individuale

c. Este folosit numai pentru date categorice

o

Niciuna dintre acestea
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Rdspunsuri Corecte

[EEN

. b. Un grafic folosit pentru a urmari performanta unui proces

2. b. Monitorizarea si controlul calitatii proceselor

w

. €. Media procesului

4. b. Date de tip atribut

5. b. Cand se urmareste media subgrupurilor

6. c. Limita Superioara de Control si Limita Inferioara de Control

7. c. 7 puncte sau mai multe consecutiv deasupra sau sub linia centrala
8. b. Cartela C

9.d.Cartela S

10. b. Utilizeaza datele individuale
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10. Corelatia si regresia

Acest capitol va va ghida prin principiile de baza ale corelatiei si regresiei care sunt
instrumente statistice puternice, va ilustra aplicarea lor cu exemple practice si va pune
bazele unei modelari statistice mai avansate. Fie ca preziceti tendinte economice,
analizati date stiintifice sau pur si simplu incercati sa intelegeti lumea un pic mai bine, o

intelegere a corelatiei si regresiei este indispensabila.

Corelatia ofera o masura cuantificabila a modului in care variabilele se schimba in
tandem. Vom discuta despre coeficientul de corelatie, o statistica care surprinde gradul
in care doua variabile sunt legate liniar. Acest concept este esential pentru numeroase
aplicatii, de la finante, unde ajuta la diversificarea portofoliului, pana la sanatate, unde

ajuta la identificarea factorilor de risc pentru boli.

Regresia liniard ne ajuta sa modelam relatia dintre o variabild independenta si o
variabila dependenta. Analiza de regresie ne permite nu doar sa descriem asocierea, ci
si sa facem predictii, sa controlam variabilele de confuzie si chiar sa deducem

cauzalitatea n conditiile potrivite.

10.1. Corelatia

Corelatia Pearson este utilizata pentru a determina puterea si directia unei relatii
liniare intre doua variabile continue [21]. Mai precis, testul foloseste un coeficient numit
coeficient de corelatie Pearson, notat ca r. Valoarea acestui coeficient poate varia de la
-1, pentru o relatie liniara negativa perfecta, la +1, pentru o relatie liniara pozitiva
perfecta. O valoare de 0 (zero) indica ca nu exista nicio relatie intre cele doua variabile.

Corelatia poate fi vizualizata cu ajutorul unui grafic cu puncte (Figura 10.1).

Corelatie pozitiva Nicio corelatie Corelatie negativa
120
. [ ] o [ ] . ® . 120 ....'
100 “"::.: . . 100 0.
. %ee ” . e e 2 "pee
® A 0 % *e -, - o ] W% et .
% .. ee® oo ® et . LY
. P, ° 4 . ®se ) ° ) .
o © P XL 0 PR s T . o, e . & sep0 T*° .
x el ® ee e LR IO P S . .
w s PR a0 . - [ . L] " L) O.‘.. ...
. ‘.:' % . A “. 'o.o
0 $.0.0..' b * . - s 2 LA I
.. .s. .0 .. . 20 L . . * .J.. ..O..
. P L S
e . . b . ‘ o e
o 20 40 60 80 100 o 20 40 B0 80 100 o 20 40 60 B0 100
Axa X Axa X Axa X

Fig. 10.1. Tipuri de corelatii

n cazul corelatiei pozitive punctele sunt dispuse crescdtor. Cu cat punctele sunt
mai putin imprastiate si tind sa se dispuna pe o dreapta, cu atat coeficientul r se apropie

de 1. In mod similar dacd punctele sunt dispuse descrescitor, corelatia este negativa.
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Daca nu putem distinge o tendinta crescatoare sau descrescatoare, atunci nu avem

corelatie.

Pentru calculul corect al coeficientului de corelatie trebuie indeplinite niste

conditii preliminare:

e Nivelul de masura trebuie sa fie interval sau ratie pentru ambele variabile

e Variabilele trebuie sa fie aproximativ normal distribuite

e Asocierea intre cele doua variabile trebui sa fie liniara

e Datele ar trebui sa nu contina valori aberante

Spre exemplu, am putea investiga daca exista o legatura (sau corelatie) intre

indltimea si greutatea unor persoane dintr-un grup de interes. In acest caz, avem dou3
variabile masurate la pe o scala de tip ratie. Daca nu exista factori perturbatori, de obicei
inaltimea si greutatea sunt normal distribuite intr-o populatie. Un mod in care ne putem
spori sansele de a avea date normal distribuite este de a avea esantioane de dimensiuni
mai mari (>30). Greutatea si inaltimea sunt de obicei liniar asociate. Persoanele mai
inalte au tendinta de a avea greutate mai mare iar cele mai scunde greutate mai mica.
Bineinteles ca nu este o regula stricta si putem avea si exceptii. Valorile aberante pot fi

eliminate prin mai multe metode.

Relatia de calcul a coeficientului de corelatie r este:

. i — )i —¥)
Vil — )22 — ¥)?

unde:

x; — valorile primei variabile

y; — valorile celei de-a doua variabile

X —media valorilor primei variabile

y — media valorilor celei de-a doua variabile

Exista mai multe tipuri de corelatii (Spearman, Kendal etc) dar corelatia Pearson
este cea mai des folosita. Daca sunt incalcate una sau mai multe dintre conditiile
preliminare atunci se folosesc alte tipuri de corelatie. Spre exemplu, daca datele nu sunt
normal distribuite sau daca lucram cu date ordinale, putem folosi coeficientul de
corelatie Spearman care nu face presupuneri legate de distributia datelor si foloseste

ranguri pentru calcul in locul valorilor absolute.

Este foarte important de inteles ca existenta corelatiei nu implica cauzalitate.
Altfel spus, daca doua variabile sunt corelate, nu inseamna ca una o determina pe
cealalta. Pot exista alti factori ascunsi care sa cauzeze corelatia intre variabilele

analizate. Spre exemplu, daca pe perioada verii avem mai multe internari de persoane
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cu insolatie pe de o parte iar pe de alta parte un consum mai mare de inghetata, desi
putem spune ca cele doua variabile sunt corelate, nu putem spune ca daca consumam

mai multa inghetata facem insolatie.
10.2. Regresia liniara

Regresia liniara simpla ne ajuta sa prezicem valoare unei variabile bazandu-ne pe
valoarea unei alte variabile [22]. Variabila pe care o prezicem se numeste variabila
dependenta sau prezisa iar variabila folosita pentru prezicere se numeste variabila
independenta sau predictoare. Folosim regresia liniara atunci cand relatia dintre cele

doua variabile este liniara

Putem folosi regresia pentru:

a determina daca relatia liniara dintre doua variabile este semnificativa

statistic,

e a calcula cat din variatia variabilei dependente este explicata de variabila
independenta,

e aintelege directia si oricarei relatii,

e a prezice valorile variabilelor dependente pe baza valorilor diferite ale

variabilei independente.

Ideea de baza consta in a obtine o dreapta care se potriveste cel mai bine cu datele
noastre. Linia care se potriveste cel mai bine pe date este cea pentru care distantele
dintre puncte si linia de regresie sunt minime. Distanta dintre fiecare punct si dreapta

de regresie se numeste eroarea totala de predictie.
Dreapta de regresie are ecuatia:
Y=a*xX+b
unde:
Y —variabila dependenta
X —variabila independenta
a, b — parametrii dreptei de regresie

Eroare de predictie se calculeaza facand suma patratelor diferentelor dintre

valorile observate (din setul de date) si valorile prezise:

A= ) v -97
unde:

y — valorile observate

¥y —valorile prezise
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Reprezentarea grafica a unei drepte de regresie pentru doua variabile X si Y este
reprezentata in figura 10.2.
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Fig. 10.2 Dreapta de regresie pentru doud variabile X si Y.

Fiecare observatie este reprezentata printr-un punct care are valorile variabilelor
X si respectiv Y. Spre exemplu, punctul marcat cu rosu, are valorile X=30 si Y=30. Dreapta

care se potriveste cel mai bine pe aceste date are ecuatia:
Y = 11269« X — 6.3076

Acesta se numeste modelul de regresie. In acest model, coeficientul lui X se
numeste panta de regresie si ne indica variatia medie a lui Y pentru o variatie de o
unitate a lui X. Coeficientul liber reprezinta valoarea lui Y atunci cand X este 0 si se

numeste termenul liber.

Calitatea modelului obtinut poate fi evaluat cu ajutorul coeficientului de
determinare (R?). Acesta este o mdasurd statistica a cat de aproape sunt datele de linia
de regresie gasita. R? reprezintd procentul variatiei variabilei dependente (de raspuns)

explicat de modelul liniar:

R2 Variatie explicata

Variatie totala

Acest indicator ia valori intre 0 si 1, unde 0 indica faptul ca modelul nu explica
variabilitatea datelor de raspuns in jurul mediei sale iar 1 indica faptul cd modelul explica
toatd variabilitatea datelor de raspuns in jurul valorii medii. Tn general, cu cit R? este
mai mare, cu atat modelul se potriveste mai bine cu datele. Un model de calitate are
valori mari ale coeficientului (0.8 — 0.9) dar pragul de calitate variaza in functie de

domeniu, de aplicatie etc.

Regresia liniara se bazeaza pe mai multe ipoteze cheie, care sunt necesare pentru

obtinerea unor rezultate de incredere:
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1. Liniaritate: Relatia dintre variabilele independente si variabila dependenta
este liniara. Acest lucru poate fi verificat cu ajutorul graficelor cu puncte sau
prin evaluarea coeficientului de corelatie.

2. Independenta: Observatiile sunt independente una de cealalta. Aceasta este
o ipoteza esentiala Tn modelele de regresie care presupune ca observatiile
variabilei dependente sunt colectate fara nicio influenta conexa.

3. Homoscedasticitate: Erorile prezinta o varianta constanta la fiecare nivel al
unei variabile independente. Cu alte cuvinte, dispersia sau "imprastierea"
erorilor ar trebui sa fie aproximativ aceeasi la toate nivelurile variabilelor
independente (homoscedasticitate), spre deosebire de a avea o dispersie care
creste sau scade odata cu valorile ajustate (heteroscedasticitate).

4. Normalitatea erorilor: Erorile din model ar trebui sa fie aproximativ normal
distribuite. Aceasta ipoteza nu este necesara pentru estimarea coeficientilor
in sine, deoarece metoda celor mai mici patrate care estimeaza coeficientii
este neparametrica. Cu toate acestea, normalitatea este necesard pentru
construirea corecta a intervalelor de incredere si a testelor de ipoteza.

5. Nu exista sau exista putina multicoliniaritate: Multicoliniaritatea apare
atunci cand variabilele independente sunt foarte corelate intre ele. Acest
lucru poate face dificila determinarea efectului individual al fiecarei variabile
independente asupra variabilei dependente din cauza redundantei
informatiilor. Este de preferat sa aveti variabile independente care nu sunt
puternic corelate (coeficienti mai mari de 0.8-0.9).

6. Nu exista endogenitate: Regresorii (X) nu trebuie sa fie corelati cu termenul
de eroare (g€). Endogeneitatea poate sa apara din cauza prejudecatii
variabilelor omise, a erorii de masurare sau a unui anumit tip de cauzalitate
simultana intre variabilele independente si cele dependente.

7. Erorile sunt independente de predictori: Erorile € sunt necorelate cu
variabilele predictive. Acest lucru garanteaza ca predictorii au o influenta

consecventa si impartiald asupra variabilei dependente Y.
n cazul in care aceste ipoteze nu sunt indeplinite, rezultatele analizei de regresie
pot fi nesigure sau invalide. Este important sa testam aceste ipoteze si sa aplicam masuri
de remediere, dupa caz, care pot include transformarea variabilelor, adaugarea de

variabile in model sau utilizarea unor tehnici de estimare alternative.
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10.3. Verificarea cunostintelor

1. Ce reprezintd panta intr-o ecuatie de regresie liniara simpla?
a. Valoarea prezisa a lui Y atunci cand X este zero
b. Variatia medie a lui Y pentru o variatie de o unitate a lui X

c. Corelatiadintre XsiY

2. In contextul analizei de regresie, ce reprezintd R patrat (R?)?
a. Proportia de variatie a variabilei dependente care poate fi prezisa de
variabila independenta.
b. Varianta reziduurilor.

c. Coeficientul de corelatie dintre X si Y.

3. Care dintre urmatoarele indica cea mai puternica relatie dintre doua variabile

intr-un model de regresie liniara?

a. R?=-0.8
b. R2=0
c. R*=09

4. Care este principalul scop al utilizarii analizei de regresie?
a. Pentru a descrie asocierea dintre variabile.
b. Pentru a prezice valoarea unei variabile dependente pe baza valorii a cel
putin unei variabile independente.

c. Pentru a dovedi relatia cauza-efect intre variabile.

5. Care dintre urmatoarele ipoteze NU este necesara pentru analiza regresiei
liniare?
a. Homoscedasticitate
b. Distributia normala a variabilelor

c. Independenta erorilor

6. Ce metoda este utilizata in mod obisnuit pentru a gasi linia cea mai bine
adaptata intr-o regresie liniara simpla?
a. Estimarea celor mai mici patrate
b. Estimarea de maxima verosimilitate

c. Estimarea modului

7. Ce inseamna un coeficient de corelatie zero?

a. Corelatie pozitiva perfecta
b. Corelatie negativa perfecta
c. Nicio corelatie

8. Daca graficul cu puncte a doua variabile formeaza o linie dreapta perfecta,
inclinata in jos, care este coeficientul de corelatie?
a. 0
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b. 1
c. -1
9. Care dintre urmatoarele este o afirmatie adevarata despre corelatie?

a. Corelatia implica cauzalitatea.
b. Corelatia masoara puterea si directia unei relatii liniare intre doua variabile.
c. Corelatia poate fi gasita numai in modele liniare.

10. Cand nu poate fi utilizat coeficientul de corelatie Pearson?

a. Atunci cand relatia este neliniara.
b. Atunci cand variabilele se afla pe scari diferite.
c. Atunci cand setul de date contine valori aberante.
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Rdspunsuri corecte

1. b. Variatia medie a lui Y pentru o variatie de o unitate a lui X

2. a. Proportia de variatie a variabilei dependente care poate fi prezisa de variabila
independenta.

3.¢c.R*=0,9

4. b. Predictia valorii unei variabile dependente pe baza valorii a cel putin unei variabile
independente.

5. b. Distributia normala a variabilelor

6. a. Estimare prin metoda celor mai mici patrate

7. c. Nici o corelatie

8.c.-1

9. b. Corelatia masoara puterea si directia unei relatii liniare intre doua variabile.

10. a. Cand relatia este neliniara.
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Anexa 1 - Tabel pentru distributia normal (valori z)

Tabelul pentru valorile negative ale lui Z

Tabelul pentru valorile pozitive ale lui Z

Vlad Bocanet

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
-34 0.0003  0.0003 0.0003 0.0003 00003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 0.0 05000 05040 0.5080  0.5120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
-33 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 00004 00004 0.0004 0.0004 0.0003 0.1 05398 05438  0.5478  0.5517 05557 0559 05636 05675 05714 05753
-3.2 0.0007  0.0007 00006 0.0006 00006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005  0.0005 0.2 0.5793  0.5832  0.5871 0.5910 05948  0.5987  0.6026  0.6064  0.6103  0.6141
-3.1 0.0010  0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 00008 00008 0.0008 0.0007 0.0007 03 06179  0.6217  0.6255 0.6293  0.6331 0.6368  0.6406  0.6443  0.6480  0.6517
-3.0 0.0013  0.0013 00013 00012 00012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010  0.0010 0.4 0.6554  0.6591 0.6628  0.6664 06700 0.6736  0.6772  0.6808  0.6844  0.6879
29 0.0019 00018 0.0018 0.0017 00016 00016 00015 0.0015 0.0014 0.0014 0.5 06915 0.6950 0.6985 0.7019 07054 07088 0.7123 0.7157 0.7190  0.7224
-2.8 0.0026  0.0025 00024 0.0023 00023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020  0.0019 0.6 0.7257  0.7291 0.7324  0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 07486 0.7517  0.7549
2.7 0.0035  0.0034 0.0033 0.0032  0.0031 0.0030 00029 0.0028 0.0027 0.0026 0.7 0.7580  0.7611 07642  0.7673 0.7704 0.7734  0.7764  0.7794  0.7823  0.7852
-26 0.0047  0.0045 00044  0.0043  0.0041 0.0040 00039 0.0038  0.0037 0.0036 0.8 0.7881 07910  0.7939  0.7967 0.7995  0.8023  0.8051 0.8078  0.8106  0.8133
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059  0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049  0.0048 09 0.8159 08186  0.8212  0.8238  0.8264  0.8289  0.8315 0.8340 0.8365  0.8389
24 0.0082  0.0080  0.0078  0.0075 0.0073  0.0071 0.0069  0.0068  0.0066  0.0064 1.0 0.8413  0.8438  0.8461 0.8485 08508  0.8531 0.8554  0.8577 0.8599  0.8621
23 0.0107 0.0104 00102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089  0.0087  0.0084 1.1 0.8643  0.8665 0.8686  0.8708  0.8729 08749 0.8770 0.8790 0.8810  0.8830
2.2 00139 00136 00132 0.0129 00125 00122 00119 00116 0.0113 0.0110 1.2 0.8849  0.8869  0.8888  0.8007 0.8925 0.8944 0.89062 0.8980 0.8997  0.9015
-2.1 00179 0.0174 00170 0.0166 0.0162 00158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 1.3 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162  0.9177
-2.0 00228  0.0222 00217 0.0212 0.0207 0.0202 00197 0.0192 0.0188  0.0183 1.4 09192 09207 09222 09236 0.9251 09265 09279 09292 09306 0.9319
-1.9 0.0287  0.0281 00274  0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239  0.0233 1.5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429  0.9441
-1.8 0.0359  0.0351 0.0344  0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 1.6 09452 09463 09474 09484 09495 09505 009515 09525 09535 0.9545
-1.7 0.0446  0.0436  0.0427 0.0418 0.0409  0.0401 0.0392 0.038¢ 0.0375  0.0367 1.7 09554 09564 09573 09582  0.9591 0.9599 09608 09616 09625  0.9633
-1.6 0.0548  0.0537 00526 0.0516 00505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465  0.0455 1.8 0.9641 09649  0.9656  0.9664 09671 0.9678  0.9686  0.9693 09699  0.9706
-1.5 0.0668  0.0655 00643  0.0630 0.0618 0.0606 00594  0.0582  0.0571 0.0559 1.9 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756  0.9761 0.9767
-14 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 00749 0.0735 0.0721 0.0708  0.0694  0.0681 2.0 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 0.9808 09812  0.9817
-1.3 0.0968  0.0951 0.0934  0.0918  0.0901 0.0885 0.0869  0.0853  0.0838  0.0823 2.1 0.9821 09826  0.9830 09834 09838 09842 09846 09850 09854  0.9857
-1.2 0.1151 0.1131 01112  0.1093  0.1075 0.1056  0.1038  0.1020 0.1003  0.0985 2.2 0.9861 0.9864  0.9868  0.9871 09875 09878  0.9881 0.9884  0.9837  0.9890
-1.1 0.1357 01335 01314 0.1292  0.1271 0.1251 0.1230  0.1210  0.1190  0.1170 23 09893  0.9896  0.9898  0.9901 09904  0.9906  0.9909  0.9911 09913  0.9916
-1.0 0.1587  0.1562 0.1539  0.1515  0.1492  0.1469 0.1446  0.1423  0.1401 0.1379 24 09918 09920 0.9922 09925 09927 09929  0.9931 09932 09934  0.9936
-09 0.1841 0.1814 01788  0.1762  0.1736  0.1711 0.1685  0.1660  0.1635  0.1611 25 09938  0.9940  0.9941 09943 09945 09946  0.9948 09949 09951 0.9952
-0.8 02119 02090  0.2061 02033 02005  0.1977 0.19499  0.1922  0.1894  0.1867 2.6 09953 09955 0.9956 09957 09959 0.9960 0.9961 09962 09963  0.9964
-0.7 0.2420 02389 02358 0.2327 02296 02266 02236 02206 02177 0.2148 20 09965 09966  0.9967 09968 09969 0.9970  0.9971 09972 09973  0.9974
-0.6 02743 02709 02676 02643  0.2611 02578 02546 02514  0.2483  0.2451 2.8 09974 09975 0.9976 09977 09977 09978 09979 0.9979 09980  0.9981
-0.5 0.3085 03050 03015  0.2981 02946 02912 0.2877 0.2843 02810 0.2776 29 0.9981 0.9982  0.9982 09983 09984 09984  0.9985 0.9985 09986  0.9986
-0.4 03446 03409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121 30 09987  0.9987  0.9987 09983 09988  0.9989 0.9989  0.9989  0.9990  0.9990
-0.3 0.3821 03783 03745 03707 03669 03632 03594 03557 03520  0.3483 il 09990  0.9991 0.9991 0.9991 09992 09992 09992 09992 09993  0.9993
-0.2 04207 04168 04129 0409 04052 04013 03974 03936 03897  0.3859 3.2 09993 09993 0.9994 09994 09994 09994 09994 0.9995 09995 0.9995
-0.1 04602 04562 04522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 04247 33 09995 09995 09995 0999 09996 0.999 09996 0.9996 09996  0.9997
-0.0 0.5000 04960 04920 04880 04840  0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641 34 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 0.9997 09997  0.9998

Noti: Valorile probabilititilor din acest tabel reprezinti aria din partea STANGA a valorii lui Z. .
Pentru a calcula aria din DREAPTA trebuie calculat A_dreapta =1 - A_stinga (A_stinga reprezentind aria din STANGA)




Statistica si probabilitati

Anexa 2 - Tabelul distributiei Student (valori t)

Vlad Bocanet

8-7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 8

Nivelul de semnificatie (a)

Gradede | 0005 (1) [0.01 (1) 0025 (h | 0.05 (| 0A0(1) 0.25 (1)
libertate | 0.01{2) [0.02 (2) 005 (2) | 040 @) | 0.20(2) 0.50 (2)
1 63657 | 31821 127086 6.314 3.078 1.000
2 9.925 6.965 4.203 2.820 1.886 816
3 5.841 4.541 3.182 2.353 1.638 765
4 4.604 3.747 2.776 2.132 1.533 TH
5 4.032 3.365 2.571 2.015 1.476 T27
6 3.707 3.143 2.447 1.943 1.440 718
7 3.500 2,808 2.365 1.895 1.415 71
8 3.355 2.896 2.306 1.860 1.397 706
9 3.250 2.821 2.262 1.833 1.383 703
10 3.169 2.764 2.228 1.812 1.372 700
1" 3.108 2.718 2.201 1.796 1.363 697
12 3.054 2.681 2.179 1.782 1.356 696
13 3.012 2.650 2.160 1.771 1.350 654
14 2.977 2.625 2.145 1.761 1.345 692
15 2.847 2.602 2.132 1.753 1.341 691
16 2.921 2.584 2.120 1.746 1.337 690
17 2.898 2.567 2.110 1.740 1.333 688
18 2.878 2.552 2.101 1.734 1.330 688
19 2.861 2.540 2.093 1.729 1.328 688
20 2.845 2.528 2.086 1.725 1.325 6887
21 2.8:1 2.518 2.080 1.721 1.323 686
22 2.819 2.508 2.074 1.717 1.321 686
23 2.807 2.500 2.089 1.714 1.320 685
24 2.797 2.492 2.064 1.711 1.318 685
25 2.878 2.485 2.060 1.708 1.316 684
26 2.779 2.479 2.056 1.706 1.315 684
27 2.771 2.473 2.052 1.703 1.314 684
28 2.763 2,467 2.048 1.701 1.313 683
29 2.756 2.462 2.045 1.699 1.311 683
=30 2.575 2.327 1.960 1.645 1.282 B75

* (1) - unilateral; (2) - bilateral simetric
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Vlad Bocanet

Anexa 3 - Tabelul distributiei Chi-patrat (valori x2)
fix;k)

Grade de
libertate

[ LI SRS S

LR B

10

Aria de la dreapta valorii critice (')

0.99 0.975 0.95 0.90 0.10 0.05 0.025 0.01
— 0.001 0.004 0.016 2706 3.841 5.024 6.635
0.020 0.051 0.103 0211 4.605 5.991 7.378 9210
0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 11.345
0297 0484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 13277
0554 0831 1.145 1.610 9.236 11.071 12.833 15.086
0872 1237 1.635 2204 10.645 12.592 14449 16.812
1239 1.690 2.167 2.833 12017 14.067 16.013 18475
1.646 2.180 2.733 3490 13.362 15.507 17.535 20.000
2088 2700 3.325 4.168 14.684 16919 19.023 21.666
2558 3247 3.940 4.865 15.987 18307 20483 23209
3053 3816 4.575 5.578 17.275 19.675 21.920 24725
3571 4404 5.226 6.304 18.549 21.026 23337 26217
4.107 5.009 5.892 7.042 19.812 22362 24.736 27.688
4.660 5629 6.571 7.790 21.064 23,685 26.119 29.141
5229 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27488 30.578
5812 6.908 7.962 9312 23.542 26296 28.845 32.000
6408 7.564 8672  10.085 24.769 27.587 30.191 33409
7015 8231 9390  10.865 25.989 28.869 31.526 34.805
7633 8907 10117 11651 27.204 30.144 32.852 36.191
8260 9591 10851 12443 28412 31410 34.170 37.566
8897 10283 11591 13240 29.615 32,671 35479 38.932
9542 10982 12338  14.042 30.813 33.924 36.781 40.289
10196 11689  13.091 14848 32.007 35.172 38.076 41.638
10.856 12.401 13.848 15.659 33.196 36415 39364 42980
11524 13120 14611 16473 34.382 37.652 40.646 44314
12,198 13844 15379 17292 35.563 38.885 41.923 45.642
12879 14573 16151 18114 36.741 40.113 43.194 46.963
13565 15308 16928 18939 37916 41337 44461 48278
14257 16047 17.708  19.768 39.087 42.557 45.722 49.588
14954 16791 18493 20599 40.256 43773 46.979 50.892
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Anexa 4 - Sinteza notiunilor

Statistica descriptiva

Niveluri de mdsurare

Non-numerice

Frecventa

Absoluta Relativa

Numarul de elemente Proportia (procentul) de elemente din total

Date

Numerice

Frecventa absoluta

Frecventa relativa =
’ Nr.total de elemente

Populatie si esantion

Populatie
Esantion
PR
LN
S B
LY ~ Fa
Parametri populatiei Caracteristicile esantionului:
U —media populatiei X — media esantionului
o?— dispersia populatiei s? —dispersia esantionului
o — abaterea standard a populatiei s — abaterea standard a esantionului
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Vlad Bocanet

Indicatori
Masura Indicator Formula
Populatie Esantion
. . . U n n
Medie aritmetica i=1Xi _ i=1%Xi
u=—- X =—
n n
Mediana Valoarea din mijlocul sirului ordonat
Modala Categoria/intervalul cu cea mai mare frecventa
Medie patratica
Tendinta _ —
central3 Medie geometrica

Medie armonica

Imprastiere

i=1 X;

Valoarea centrald Max — Min
X = ————

2
Minim Cea mai mica valoare din sir
Maxim Cea mai mare valoare din sir
Amplitudine R = Xpmax — Xmin

: : n 2 n =\ 2

Dispersie 57 = iz (i — ) 2 2i=1(x; — %)

n n—1

Abatere standard

?zl(xi - I"l)z
n

Forma

Asimetrie X (g —w)?
T e
Aplatizare > —

= -2
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Vizualizari
8
7
7
6
5
4 4
4
3
3
2
1
0
ciocolatd capsuni banane mango
60,000
50,000
= 40,000 W
()]
)
= 30,000
.‘é\
a 20,000
10,000
0
U S N R R | G S A A
o g o o o o
Pt 9 A
120
100 %

Masa (kg)
(00}
o
°
°
r

60 °
0
20
0
150 160 170 180 190

Tnaltime (cm)
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Vegetariana,
15%

Marguerita, 30%

Hawaii, 15%

Pepperoni, 18% Quattro

formaggi, 20%

Frecventa absoluta
w

64 -66.17 66.17 - 68.33 68.33-70.5 70.5-72.67 72.67 -74.83 74.83-77

Intervale de varsta

185
180
175
170
165

160
155
150
145
140

1

M ClasaA [ ClasaB
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Probabilitati
Tipuri de evenimente

e Imposibil: @
e Aleatoriu: A={1, 2, 3}

e Sigur: E

Compatible

Compatibilitate

Incompatible

Evenimente
Dependente

Dependenta
' Independente

Operatiuni cu evenimente

Reuniune Intersectie Complement
AUB AN B A

Probabilitate

nr.evenimente favorabile

P(X) =
(%) nr.evenimente egal posibile

Probabilitate conditionata: P(B| A) <- probabilitatea lui B, dat fiind ca

a avut loc A
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. Tipul o
Operatie . g . Probabilitate
evenimentului

Incompatibil P(AuB) =P(A) + P(B)

Compatibil si _ B
independent P(AUB) =P(A) + P(B) — P(A) * P(B)
Compatibil si

SEpEnda P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) * P(B|A)

Compatibil si

independent P(ANB) = P(A) * P(B)

Intersectie

Compatibil si

dependent P(ANB) = P(4) » P(B|A)

Legile probabilitatii

Independenta evenimentelor

P(B|A) = P(B)

Regula adunarii (generalizata)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Regula inmultirii
P(A,NnA,Nn..NnA,) =P(A,)P(4,) ..P(A,)

Legea probabilitatii totale
n n
P(4)= ) P(ANB) = ) P(AIB)P(B)
i=1 i=1

Regula lui Bayes

P(B|A)  P(A)
P(B)

P(A|B) =
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Variabile aleatorii

Variabile aleatoare discrete

Probabilitatile pot fi scrise intr-

Vlad Bocanet

Variabile aleatoare continue

da nu

un tabel
Putem determina
probabilitatea unei anumite da nu
valori
Reprezentare grafica :

1 PN 1
Functia de probabilitate ° 0

0—o 0

Distributii discrete

Distributia binomialda

Distributia hipergeometrica

Numarul de succese la extragerea unui
esantion de dimensiune n dintr-o
populatie de dimensiunea N, punand de
fiecare data piesa la loc.

p — probabilitatea succesului

g — probabilitatea de esec

n —numarul de extrageri
Nota:

Numarul de succese la extragerea unui
esantion de dimensiune m dintr-o
populatie de dimensiunea n, fara a pune de
fiecare data piesa la loc.

p — probabilitatea succesului

g — probabilitatea de esec

m — numarul de extrageri

a— numarul de succese (a=n*p)

ck — n! b — numarul de esecuri (b=n*q)
" (n—k)! xk!
fo m—k
v — LYy — ko a0k n—=k : _ Cq * Cb
P(X=k)=0Cy rp*+q P(X =k) = _
Cn
k
— — Kk N i i
FO)=P(X <K) = ) CEPMG™| FGO=P(X <) == ) Cis G
n =0
i * p=0.5and n=20 ﬁ - o B
e I = e
; < r i Jaaq‘ ==
. RN A S
] z | [ R
° T L -
R R W S
) io¥ o .
81 seentocsione® ciils “teaiissesenss § oo 2 i oo
- 0 |‘u 1‘:1 i;l 4}1 6 1 ID 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 Gb
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Distributii continue
Distributia normala
Parametri: media (u) si abaterea standard (o)

Simetrica in jurul mediei

10
. 02=0,2, =— |

08 ' —

02

0.0

68-95-99.7 Rule

i 0.30 68.27%

>

= 0.20 95.45% ‘

= I I

© 0.15

8

g 0101 99.73% \ |

L=30 U=-20 u—-o ,u u+o ,u+'20 u-F3a

Standard normal distribution
04

03

0.2

Probability density

0.1

0.0

z-score
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Distributia Student
Parametruv =n-1

Simetrica in jurul mediei

0.40
0.35
0.30
0.25
Z0.20}
0.15
0.10
0.05
0.00

Distributia Chi-patrat (x2)
Parametrul k = n-1 (grade de libertate)

Asimetric(grade de libertate)a si strict pozitiv

A X k=1
0.51 T k;Q
0.47 = Zj
0.3 = Zzg
0.2
0.11

0.0
0
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Estimarea

Dispersia populatiei
cunoscuta

Parametrul estimat
al populatiei

Dispersia populatiel
necunoscuta

Dispersia

Sansa de 95%

ca media populatiei sa se afle in acest interval

Risc Risc
2.5% 2.5%
Tipuri de risc
Risc unilateral Riscul unilateral Risc bilateral Riscul bilateral
stanga(RUS) dreapta (RUD) simetric (RBS) asimetric (RBA)
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Vlad Bocanet

Estimarea
Estimarea mediei
Dispersia este cunoscutd Dispersia necunoscut Estimarea dispersiei
Distributia normala Distributia Student Distributie Chi-patrat
(valori z) (valori t) (valori x?)
~ 7] ~ o ~ S ~ $2
X—Zgg—=<U<X+Zyg—| XT—tpag—=<u<x _ 2
St n -4 n st n ) n-1) 12_0[ <o
2
+ ta ar S
ar <m-1=
Xa
7 0.00 0.01 0.02 0.03 Grade de | 0005(1) [0.01 (1)  [0.025 (1) | 0.05 (1 Aria de la dreapta vaforii critice
34 0.0003 00003 043 0.0003 tibertate | 0.01(2) 002 2) 005 (2) |[0.40 Gfade de 0.99 0.975 I 0.95 I 0.90
[ -33 | 0000s 00005 00p0S 0.0004 1 sos57 | a1821 | 12708 | eald |ibertate -
| 32 00007 00007  00P06  0.0006 2 9.925 6.965 4.303 2.8 1 0.001 0404 0.016
[ -31 0.0010 00009 00P09  0.0009 E G54t 45t 55 2.354 2 04020 0051 0. jo3 0211
-30 | 00013 00013 013  0.0012 4 | 4604 | 3747 | 2776 | 2.3 i 0.115 0216 e 0.584
‘ 29 | 00019 00018 OIS 00017 5 4032 | 3365 | 2511 | 2014 E N et (171 1.064
28 « -~ 25— 0.0024 ‘“‘”iv‘ ] 3.707 3.143 2.447 1.847 T 0554 0831 1.145 1.610 9
2.7 0,0035 0.0034 3 0.0032 e 2908 2 a0
26 | 00047 00045 00044 00043 | vanmes 6 0872 1.237 1.635 2204 10
2.5 00062 00060 00059 00057 | 00055 7 1239 1.690 2167 2833 12
| -24 00082 00080 00078  0.007¢ 0.0073 8 1 Adn 2.180 2733 34% 1?
bioe bt a ~aae 4 1A%

Stiind ca: 0=1.5, x=10.3,

n=30

Estimati p cu un risc

unilateral stanga de 4%.

Din tabel z=-1.75

1.5
103 - 1.75—=19.82

V30

Rezultat: p este mai mare

decat 9.82 cu

probabilitate de 96%.
Exista unrisc de 4% ca psa

fie mai mic decat 9.82

(0]

Stiind ca: s=1.2, x=5.1,
n=20

Estimati p cu un risc
unilateral dreapta de
2.5%.

Grade de libertate v = 20-
1=19

Din tabel t = 2.093

1.2
5.1+ 2.093— = 5.66
V20

Rezultat: p este mai mic
decat 566 cu o
probabilitate de 97.5%.
Exista un risc de 2.5 ca p
sa fie mai mare decat
5.66

Stiind ca: s=2, x=7, n=25
Estimati o?cu un risc bilateral
simetric de 10%.

Grade de libertate v = 25-1
24

Risc stanga (1-a/2) = 5%
Risc dreapta (a/2) = 5%

Din tabel:

)(f—a/z = 13.848 ng/z
36.415

le_stanga = 24m
= 2.63

4
13.848
= 6.93
Rezultat: 02 este intre 2.63 si
6.93 cu o probabilitate de
90%. Exista un riscde 10% ca
o? s3 fie inafara intervalului.

Lim_dreapta = 24
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Controlul statistic al proceselor (SPC)
Instrumente SPC

- Histograma

- Diagrama Pareto

- Diagrama cu puncte

- Cartelele de control

- Diagrama cauza-efect

- Diagrama de proces

Histograma
Pasi in construirea unei histograme:

1. Determinati valorile minime si maxime si calculati amplitudinea

2. Impartiti amplitudinea in numarul de intervale stabilit pentru a gési lungimea
intervalului

3. Utilizati lungimea intervalului pentru a determina capetele intervalului pentru
fiecare interval

4. Numarati cate valori din sir sunt in fiecare interval

5. Utilizati o diagrama cu coloane pentru a vizualiza numarul de valori din fiecare
interval.

Frecventa
O P N W B U1 OO N
1

350- 4.00— 4.50- 500- 550- 6.00—- 650-
4.00 4.50 5.00 5.50 6.00 6.50 7.00

Intervale
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Diagrama Pareto
100 100%
7 100%

20 80% % 90%
80 80% ._
= =y
‘g' 70 70% £
©
£ 60 60% g
9 2
E 50 50% 9
g 40 40% 32
5 g
S 30 30% g
z &4
20 20% =

0 0%

Montare Se rup Punctde Urmede Delaminare Carcasase Paleta
dificild  urechile de injectie  afundare crapd usor limitata de
montaj vizibil culori

Diagrama cu puncte

20.24
20.22 .
20.2 .
20.18
20.16

20.14 L

Uzura sculei (um)
[ ]

20.12 oo L)

20.1
0 20 40 60 80 100 120 140

Diametrul piesei (mm)

Cartele de control

Elementele unei cartele de control

50
Limita Superioari de Control
’g 0 Limita Superioara de Avertizare
=
2
S 30 Linia Central3
S
3
£ 20
g Limita Inferioard de Avertizare
10
Limita Inferioara de Control
0
1 2 3 4 5 6 7 8
Esantionul
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e LSC (3 0)
| i e e S e eSS e 20
feio it ot o v e lo
LA X Linie de centru
I (e -lo
RS S S e S S 20
—————————————————————— LIC (3 o)
Tipuri de cartela de control
Date atribut
| | ]
Date despre defecte Date despre rebuturi
[ : | [ : |
Marime esantion Marime esantion Marime esantion Marime esantion
constanta variabila constanta (>50) variabila (>50)

L Cartela c L Cartela u L Cartela np L Cartela p

Date continue

O unitate Esantion mic Esantion mare
esantionati (3-5 buc) (>10)
|| | X bar X bar
|| I X bar /R Xbar/s
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Cum sd identificati problemele cu procesul

Regula Descriere

1. Puncte Tnafara limitelor ~ Unul sau mai multe puncte sunt dincolo de limite

2. Test Zona A 2 din 3 puncte consecutive sunt in zona A sau mai departe
3. Test Zona B 4 din 5 puncte consecutive sunt in zona B sau mai departe
4. Test Zona C 7 sau mai multe puncte consecutive sunt de o singura
parte a mediei (in Zona C sau mai departe)
5. Tendinta 7 puncte consecutive au o tendinta n sus sau in jos
6. Amestecare 8 puncte consecutive fara nici un punct in zona C
7. Stratificare 15 puncte consecutive in zona C
8. Supra-control 14 puncte consecutive alternand
Punct dupa limite
0}
/ Test zona B

a0

20

2

Test zona A Test zona C

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

50

Amestecare
40

Tendinta
30

20

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
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20
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40

JAA

Stratificare

Supracontrol

123 4567 8 91011121314151617181920212223242526272829303132333435363738

Descrierea
manifestarii

Regulile

Cauze posibile

Variatii mari de 1,2
la medie

Variatiimicidela 3,4
medie

Tendinte 5
Amestecare 6
Stratificare 7
Supracontrol 8

Angajat nou; configurare gresita; eroare de masurare; a
fost sarit un pas de productie; un pas nu a fost terminat;
pana de curent; Echipament defect

Schimbarea materialului; modificare instructiunilor de
lucru; dispozitiv diferit de masurd; schimb de lucru
diferit; Tmbunatatirea  abilitatilor  muncitorului;
schimbare in programul de mentenantd; schimbarea
procedurii de instalare

Uzura sculei; efecte termice (rdcire, incalzire)
Existenta mai multor procese (schimburi, masini,

materiale)

Existenta mai multor procese (schimburi, masini,
materiale)

Manipularea datelor de catre operator; Folosirea
alternativa a mai multor materiale
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Tipuri de cartele de control

Defecte

Rata defectelor

1 == Date

Cartela de tip C

=== Linie centrala
=== Limita Superigara de Control (LSC)
= === Limita Inferioara de Control (LIC} ss=s=ssssf=ek=formrredeeesfapbessssesmeeeeee=

Timp

Cartela de tip U

- —&— Date
0.25 1 T P === Linia centrala
r- e TTT= —-- Limita Superioara de Control (LSC)
=== Limita Infericard de Control (LIC)
0.20 4

0.15 +

0.10

0.05

14 4

00 25 50 75 00 125 150 175

—&— Date
=== Linie centrala
=== limita Superioara de Control (LSC)

=== Limita Inferipara de Control (LIC} =T======== == === -=-r-oos oo oo oo s—m =

00 25 50 75 10.0 125 150 175
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Proportia de defecte

Masuratori individuale

Exemplu de carteld de tip p

025 4

020 4

015

010 4

=== Linie centrala

—®— Proportia de defecte

=== Limita Supericarad de Control (L5C)
=== Limita Infericara de Control {LIC)

005 4
- "‘"\\\y',»"\\\/ P
T T T T T T T
00 25 50 75 10.0 12.5 15.0 175
Timp
Exemplu de carteld de tip |
-------------------------------------------- —a— Date
=== Linie centrala
154 —=- Limita Superioara de Control (LSC)
=== Limita Infericara de Control (LIC)
110 A
105 4
100
a5 4
a0
85
T T T T T T T T
00 25 5.0 75 10.0 125 5.0 175
Timp
Exemplu de carteld X-bar
] —&— Valori
573 === Linie centrala
=== Limita Superioara de Control (LSC)
55.0 4 === Limita Infericard de Control (LIC)
52.5 1
50.0 4
47.5 1
45.0 1
42.5 A
40.0 4
T T T T
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Valori

Defecte

Defecte

Exemplu de cartela de tip MR

=== Linie centrala
=== Limita Superigara de Control {LSC)
=== Limita Superigara de Control ({LIC)

25 4

Exemplu de carteld R

—&— Valori

=== Linie centrala
g4 === Limita Supericara de Control (L5C)
=== Limita Infericara de Control {LIC)

Exemplu de carteld S

8
I e h . o T o L LT L
6 4
—&— Valori
=== Linie centrala
e W A N [ "7~ -- Limita Superioara de Control (L5C)
=== Limita Infericara de Control (LIC)
44
T -
2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Diagrama Ishikawa

Cauza Efect

[Echipament ][ Proces ][ Oameni ]

N\ N\

7

Problema

Cauzd
secundard

Cauza
principala

; / /
[ Materiale ][ Mediu }[Management]

Diagrama fluxului de proces

Receptie material

Control calitate
material brut

Returnare material
catre furnizor

Productie

Reprelucrare sau
reciclare

Livrare produs
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Corelatie si regresie
Coeficientul de corelatie Pearson

. il =)y —y)
VEi G =02 2,y — y)?

Ecuatia liniei de regresie:

Y=axX+Db

Eroare de predictie:

A= Z(y —¥)?

Coeficientul de determinare (R?):

R2 - 1 _ SSres
SStotal
20.24
20.22 y =0.0011x + 20.089 .
R?=0.8729 .
E 202 .
= I
‘T 20.18
3 .
Y 20.16
o
>
5 20.14 o
20.12 ,, .
20.1
0 20 40 60 80 100 120 140

Diametrul piesei (mm)
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Index de termeni

Vlad Bocanet

Notatie Denumire / Descriere
a Numar de succese
A Amplitudine
ABR Risc bilateral asimetric
ai Frecventa absoluta
a (alpha) Riscul
b Numar de esecuri
X2 (chi patrat) Statistica pentru distributia x?
fi Frecventa relativa
@ (fi) Multimea vida / Elementul imposibil
IQR Intervalul intercuartilic

k (distributia Student)

Grade de libertate

k (distributii discrete)

Observatia curenta

m (distributia hipergeometrica)

Numar de incercari/extrageri

M.

Media armonica

M. Mediana

M, Media geometrica

71 Media populatiei

Mo Modala

M, Media patratica

My Media aritmetica (general)

n (distributia binomiala)

Numar de incercari/extrageri

n (distributia hipergeometrica)

Numarul total de elemente

v (niu) Grade de libertate

p Probabilitatea de succes la o incercare
P(A|B) Probabilitatea lui A dat fiind B

P(X) Probabilitatea lui X

q Probabilitatea de esec la o incercare
Q1, Q2, Q3 Prima, a doua, a treia cuartila

r Coeficientul de corelatie Pearson

R? Coeficientul de determinare

RBS Risc bilateral simetric

RUD Risc unilateral dreapta

RUS Risc unilateral stanga

S Abaterea standard (esantion)

S Campul de evenimente

s? Dispersia (esantion)

o (sigma) Abaterea standard (populatie)

o2 Dispersia (populatie)

t Statistica pentru distributia Student
X (x_bar) Media esantionului

Xmax Valoarea maxima

Xmin Valoarea minima

z Statistica pentru distributia Normala
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