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Introducere

Odata cu dezvoltarea si progresul stiintei si a tehnicii, apar metode si
tehnologii tot mai sofisticate, pe niveluri ierarhice multiple, care ne permit
sa proiectam, sa construim si sa controlam procesele in vederea atingerii
anumitor scopuri. Desi in ultimii ani Inteligenta Artificiald a luat foarte
mult avant, aceasta opereaza de cele mai multe ori la un nivel ierarhic
superior, iar abordarile la un nivel ierarhic mai jos (ceea ce a facut obiectul
Automaticii in sens clasic), care interactioneaza direct cu procesul fizic si
ii asigura stabilitatea si functionarea in anumite conditii critice, tind sa fie
trecute cu vederea. O categorie de procese in care Automatica a inregistrat
un succes spectaculos in ultimii 50 de ani o reprezinta robotii cu baza fixa,
iar mai recent robotii mobili. In acest context, cartea de fata isi propune sa
sintetizeze intr-o maniera introductiva cele mai des intalnite abordari din
Mecanica, Teoria Sistemelor si Ingineria Reglarii, utilizate in modelarea,
analiza, estimarea si controlul robotilor.

Cartea este adresata inginerilor, cercetatorilor, studentilor dar si ama-
torilor entuziasti, care sunt interesati de controlul robotilor. Cunostiintele
preliminare necesare sunt la nivel de notiuni de baza de fizica si matematica
care se predau in anul 1 al facultatilor de inginerie EL dar se presupune si ca
cititorul a fost expus la cel putin un curs introductiv in Teoria Sistemelor,
Semnale si sisteme, sau ceva echivalent. S-a urmarit o prezentare cat mai
apropiata de practica inginereasca, fara a insista pe demonstratii teoretice,
cu multe exemple si simulari cat mai apropiate de realitate.

Cartea este structurata in doua parti. Partea I se referd la tot ce tine
de modelarea matematica a unui robot, incepand de la modelul geometric si
cinematic, si continuand cu modelul dinamic. Formalismul Euler-Lagrange
va predomina in dezvoltarea modelului dinamic. Partea a II-a prezinta
metodele de control liniar si neliniar folosite des in practica, insistand pe
aspecte care tin de tratarea neliniaritatilor, dar si pe modalitati de generare
a traiectoriilor de referinta. Daca majoritatea exemplelor se refera mai mult
la roboti cu baza fixa, ultimul capitol discuta despre modelarea, estimarea si

1O foarte buni carte introductivi, sau recapitulativi, in functie de caz, in matematica
pentru ingineri este [12].
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controlul robotilor mobili, apeland ca studii de caz la un exemplu de robot
aerian si un robot terestru.

Toate rezultatele de simulari au fost efectuate in mediul de programare
MATLAB/Simulink, dar algoritmii pot fi usor adaptati si rescrisi si in alte
limbaje de programare (e.g. C sau Python). Metodele numerice folosite
s-au bazat de multe ori pe Robotics Toolbox dezvoltat de Peter Corke.

Alexandru Codrean,
Cluj-Napoca, iulie 2024



Partea 1

Modelarea matematica a
unul robot



Partea I descrie modelarea matematica a unui robot. Desi accentul se
pune pe roboti cu baza fixa, o mare parte din metodele discutate se pot
aplica si la robotii mobili. In Capitolul 1 se discuta cum se poate determina
modelul geometric direct si invers al unui robot. Pentru modelul geometric
direct se va insista pe metoda Denavit-Hartenberg. Pentru modelul geo-
metric invers nu exista o metoda generala, ca urmare sunt ilustrate cateva
metode analitice particulare, iar apoi este prezentata o abordare numerica
a problemei. Capitolul 2 se refera la determinarea Jacobianului robotului,
cat si inversarea lui. De interes practic este Jacobianul geometric, vala-
bil in spatiul 3D, pentru care se prezinta atat abordarea analitica, cat si
cea numerica. Determinarea modelul dinamic al robotului prin formalismul
Euler-Lagrange este discutata in Capitolul 3. Manipularea modelului pen-
tru a fi adus la o forma standard din punct de vedere al Teoriei Sistemelor
este de interes pentru ceea ce va urma in Partea II. De asemenea, se vor
discuta aspecte legate de implementarea si simularea modelului.



Capitolul 1

Modelul geometric

Pe parcursul cartii ne vom referi predominant la robotii cu baza fixa, in
particular la bratul robotic de tip serial. Un astfel de robot este alcatuit
dintr-o succesiune de legaturi (solid rigid) si articulatii (cuple). Un exemplu
de astfel de robot, cu o cupla de rotatie si una de translatie, este ilustrat in
Figura Prima legatura incepe din baza robotului, iar ultima se termina
la nivelul efectorului final. Cuplele sunt de regula actionate de motoare
electrice E] si realizeaza miscari de translatie sau rotatie ﬂ

Pentru a putea patrunde in lumea geometrica care descrie un robot,
Incepem cu descrierea diverselor sisteme de coordonate ce se pot adopta, pre-
cum si legaturile dintre ele pe baza unor transformari de rotatie si translatie.
Modelul geometric al unui robot face legatura dintre variabilele cuplelor
(unghi sau deplasare liniara) si variabilele efectorului final (pozitia si orien-
tarea). Altfel spus, modelul geometric face maparea dintre spatiul cuplelor
q si spatiul cartezian xzyz - Figura Determinarea modelului porneste de
obicei de la schema constructiva a robotului. Metodele prezentate pentru
determinarea modelului geometric direct sau invers vor fi exemplificate pe
diverse configuratii de brat robotic.

1.1 Sisteme de coordonate

Pentru a descrie miscarea in spatiul 3D a diferitelor elemente de tip solid
rigid ale unui robot, este necesar definirea si atasarea unor sisteme de co-
ordonate. Sistemele de coordonate ne permit descrierea miscarii in termeni
de pozitie si orientare.

Standardul in Robotica este adoptarea unui sistem de coordonate pe

2Cuplele unui robot pot si fie actionate si pneumatic sau hidraulic.
3In Robotics existd cuple si mai complexe, nu doar cele simple de rotatie si translatie,
dar acestea trec dincolo de tema urmarita in aceasta carte.



Capitolul 1. Modelul geometric

>
efectorul
cupla 1 I —IZI—C‘______> final
cupla 2
baza

Figura 1.1: Exemplu de brat robotic cu o cupla de rotatie si una de translatie

modelul geometric direct

spatiul
cartezian
(xyz)

spatiul
cuplelor
(@

modelul geometric invers

Figura 1.2: Maparea dintre spatiul cuplelor si spatiul cartezian prin modelul
geometric

baza regulii mainii drepte ([24]). Regula ne ajuta sa determinam sensul
pozitiv pentru fiecare axa, precum in Figura [1.3] Degetul mare ne indica
sensul pozitiv pentru axa Z, restul degetelor ne indica sensul pozitiv pentru
axa X, iar prin flexia degetelor cu 90 de grade (sens trigonometric fata de
Z) obtinem sensul pozitiv si pentru axa Y.

Decrierea pozitiei unui punct intr-un sistem de coordonate este sub
forma unui vector coloand p = [p; py py]T. Cand vorbim de orientare, ne
referim la orientarea unui sistem de coordonate atasat unui solid rigid, in
raport cu un alt sistem de coordonate. De exemplu in Figura |1.4] avem
doud sisteme de coordonate, A si B. Originea sistemului de coordonate B,
notata cu Op, In raport cu originea sistemului A, este data de un vec-
tor de pozitie o‘g, compus din cele trei proiectii ale punctului Op pe axele
{rAa,ya,za}. Pentru a descrie orientarea sistemului de coordonate B in ra-
port cu A, este necesara definirea unor matrici de rotatie (uneori numite si
matrici de orientare). O optiune consta in a ne folosi de unghiurile de rotatie
din jurul fiecarei axe: pentru x4 avem unghiul ¢ (numit yaw), pentru ya
avem unghiul € (numit pitch), iar pentru z4 unghiul ¢ (numit roll). Astfel

10



Capitolul 1. Modelul geometric

putem defini o matrice de rotatie ca o succesiune a trei rotatii [‘31}E|

Cop —S¢ 0 Co 0 S0 1 0 0
R = RzA,¢>RyA,9RxA,1/J = |S¢ Co 0 0 1 0 0 Cy —Sy
0 0 1 —S9 0 Co 0 S Cy
(1.1)

Daca de exemplu cunoastem pozitia unui punct p in sistemul B (pp =
[zpyp zB]T), si dorim si determinim pozitia fatd de sistemul A, putem
defini o transformare de forma

pa = Rgpp + dp, (1.2)

unde dg este distanta dintre orginea o4 si originea op, iar Ré defineste
o succesiune de trei rotatii succesive in jurul axelor xp,yp,zp. Este mai
eficient matematic insd si definim maparea din B in A ca o transformare
de forma

pa =TF pp. (1.3)
Ca urmare de obicei se adopta un operator matriceal de dimensiune 4 x 4
de forma N "
bA — RB dB pbB (1 4)
1 000 1 1]’ '

care se mai numeste si tranformare omogena [§]. Daca dorim sa aflam

maparea de la A la B, putem sa ne folosim de inversa transformarii: Tf =
i),

X
Figura 1.3: Sistemul de coordonate standard in Robotica

Se pot defini astfel 6 transformari omogene elementare, corespunzand
celor trei tipuri de translatii si rotatii:

1 0 0 « 1 0 0 0

lo1o0 o0 |0 ca —sq O
Trans(x,a) = 00 1 0 , Rot(x, ) = 0 s e of (1.5)

0 0 0 1 0 0 0 1

“Pentru un unghiu oarecare «, folosim notatiile prescurtate sin(a) = sq si cos(a) = cq.

11



Capitolul 1. Modelul geometric

8N4

Figura 1.4: Pozitia si orientarea unui corp cu ajutorul sistemelor de coor-
donate

1 0 0 O ca 0 s4 O

01 0 « 0 1 0 0
Trans(y,a) = 00 1 0 , Rot(y, ) = Csn 0 e 0] (1.6)

00 0 1] 0 0 0 1

[1 0 0 0] [ca —8a 0 0]
Trans(z,a) = 8 (1) (1) 2 , Rot(z,a) = SS‘ Cg (1) 8 (1.7)

00 0 1] 0 0 0 1

Exercitiul 1. Consideram ca punctul op din Figura[1.]] are coordonatele
in sistemul A {1,4,3}. Sa se aplice urmatoarea succesiune de transformdari:
transl(za,4), rot(xa,90°), rot(ya, —90°). Care este noua pozitie?

Solutie. incepem prin a defini vectorul pozitiei initiale p,, =

— W R

Aplicarea primei transformari de translatie presupune operatia

4

péB =Trans(ra,4) poy =

O = O O

1 )
4 4
3 3
1 1

O O = O

1
0 0
0 0
0 1

La noul punct obtinut, p})B, putem aplica a doua transformare de rotatie:

1 0 0 0 5 )

o 0 Cgpe  —Sgp° 0 4 —4

pZB = ROt(ZCA790 )p}?B = 0 Sgoo Co00 0 3 = 4
0 0 0 1 1 1

12



Capitolul 1. Modelul geometric

In mod similar se poate aplica si urmatoarea transformare pentru a obtine
pozitia finala pr. Acest calcul se poate efectua si simultan, avand grija la
ordinea efectuarii operatiilor E

C_9(° 0 S_90° 0 1 0 0 0 1 0 0 4 1
3 0 1 0 0 0 Cgpe  —S9(° 0 01 00 4
Por = 1 _s_gpe 0 c_gpe O] [0 s900 cope 0| [0 0 1 0 [3
0 0 0 11 [0 0 0 11 |0 0 0 1 1

—4

-3

|5

1

O

Exercitiul 2. Consideram problema amplasarii unui bloc B (paralelipiped)
in cadrul unui ansamblu A, ilustrata in Figura ([24]). Coordonatele
punctelor O4 si Op sunt date in sistemul de referinta R. Ce succesiuni de
transformari trebuie aplicate asupra corpului B astfel incdt in final (dupa
asamblare) punctul Op sa se suprapund cu O 4, iar punctul s cu punctul p.

Zp
ZrR
04(0,6,2)
Ya
OR Yr
- ansamblul A
Zp XA
S5
blocul B 4
B
0:(8,2,-2) s

Figura 1.5: Amplasarea blocului B in ansamblul A

Solutie. O posibila solutie consta in a aduce corpul B la orientarea do-
ritd pentru asamblare, iar apoi asamblarea propriu-zisa consta doar intr-o
succesiune de trei translatii. Pentru orientare este suficienta o rotatie in ju-
rul axei yp (deci in sistemul de coordonate B) cu —90°. Apoi succesiunea de
operatii de translatie in sistemul R, trans(z,4),trans(y,4) si trans(xz,—8),
ne aduc corpul B in pozitia dorita in ansamblu. [

*Inmultirea intre matrici nu este comutativa.

13



Capitolul 1. Modelul geometric

1.2 Modelul geometric direct

Modelul geometric direct realizeaza legatura dintre variabilele cuplelor
si pozitia si orientarea efectorului final. In vederea construirii modelului,
vom atasa sisteme de coordonate fiecarei cuple, bazei robotului si efectorului
final, iar apoi vom determina legaturile dintre sistemele de coordonate.

Consideram ca exemplu un robot cu o cupla de rotatie si o cupla de
translatie - Figura [1.6] Legatura dintre baza si prima cupld are lungimea
Ly, iar cea dintre cupla 1 si cupla 2 are lungimea L;. Sistemul de coordonate
fix (de referinta) este cel atasat in baza robotului. Sistemul de coordonate
11l plasam in centrul cuplei 1, iar sistemul de coordonate 2 il plasam direct
in efectorul final (in loc de cupla 2) din motive de Simplitateﬂ Pentru a de-
termina legaturile dintre sistemele de coordonate, ne vom folosi de matricile
de transformare omogena definite in ecuatiile (1.5)-(1.7).

Din sistemul de coordonate 0 ajungem in sistemul de coordonate 1 pe
baza unor operatii de translatie si rotatie pe axa Z, definite prin matricea
de transformare

Cqp —Sq 0 0
_|Sa a0 0O
To=1¢9 o 1 Lo
0 0 0 1

Din sistemul de coordonate 1 ajungem in sistemul de coordonate 2 prin
doua translatii pe axa Y E]

Tio =

o O O
o O = O

Modelul geometric se obtine prin inmultirea matricelor de transformare

g —Sq 0 —sq (Ll + QZ)
_ _Sa a0 cq (L1 +q2) | Ro2 002
Tog =Tor T2 = 0 0 1 Lo o, 1|7
0 0 0 1

si ne ofera pozitia (vectorul oz de dimensiune 3 x 1) si orientarea (matricea
Rz de dimensiune 3x3) efectorului final in functie de sistemul de coordonate
fix din baza.

SA se observa ci toate sistemele de coordonate au aceeasi orientare.
"A se observa ca fiecare matrice de transformare depinde de o singurd variabild, si
anume variabila cuplei.

14



Capitolul 1. Modelul geometric

L,
B A »
Z, Z,
g
oy
A
X (| 01 Vi <> Oz Y2
! 9. X,
L, z,
v
r'7 76777y,
Xo

Figura 1.6: Exemplu de brat robotic cu o cupla de rotatie si una de translatie

0.6 0
T 04 _.-0.05
g £
o 0.2 x -0.1
0 -0.15
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
timp [sec] timp [sec]
0.1 0.3
0.05 0.25
EN 0 E o2
o >
-0.05 0.15
-0.1 0.1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
timp [sec] timp [sec]

Figura 1.7: Traiectoriile efectorului final (dreapta) in functie de traiectoriile
cuplelor (stanga)

In general, pentru un sistem cu n cuple, modelul geometric direct se
calculeaza ca

T()n = T01 Tis ... Tn—l,n- (18)

Ca exemplu numeric la robotul din Figura [I.6] consideram o traiectorie
de tip rampa pentru cupla 1 (¢; = ¢t - 7/60), una sinusoidald pentru cupla
2 (g2 = 0.1 - sin(0.1t)), si adoptam valorile parametrilor: Ly = 0.2m, Ly =
0.1m. Pe baza modelulului geometric direct se determina traiectoriile din
Figura (pozitia z a efectorului final raméane constanta la valoarea 0.1m,
ca urmare este omisa din figura).

Exercitiul 3. Sa se determine modelul geometric direct pentru robotul din
Figura care presupune o cupla de rotatie si doud cuple de translatie.
Deoarece cupla de rotatie este in baza, sistemul de coordonate fix se supra-

15



Capitolul 1. Modelul geometric

pune cu sistemul de coordonate asociat primei cuple, pentru q; = 0.

z,
.
O, Vv
Xz
q 20‘1
N
Oo  You
[ 7/ 777
Xu,w/

Figura 1.8: Brat robotic cu o cupla de rotatie si doua de translatie

Pentru structuri mai complexe de roboti abordarea prezentata, desi in-
tuitiva, se complica considerabil. In practica roboticii se aplica anumite
conventii care simplifica si sistematizeaza construirea modelului geometric
direct. Cea mai cunoscuta conventie este cea propusa de Denavit si Har-
tenberg [17], si va fi prezentata mai departe.

1.2.1 Metoda Denavit-Hartenberg

In cadrul conventiei Denavit-Hartenberg (pe scurt, metoda DH) fiecare
transformare omogena T;_1 ; se obtine ca produsul a patru transformari de

bazi ([31],[24] ]

Ti—1,i = Rot(z,a;—1) Trans(xz,a;—1) Rot(z,0;) Trans(z, d;)
1 0 0 0] [T 0 0 aj—1] [co, —s9, O O
|10 ecaymy —Say, O[O 1 0 O sg, co, 0 O
|0 Sa;y Cay, O[]0 O 1 0 0 0 10
0 0 0 1110 0 0 1 0 0 01
100 0 co; — Sy, 0 a1
0 1 0 0} _ |s6,Caimy €9;Cais  —Saiy —5q;_,d; (1.9)
0 0 1 d 50,5; 1 C0;5a;1 Caiy  Ca i |’ ’
000 1 0 0 0 1

unde apar parametrii {a;_1,a;—1,0;,d;} asociati sistemelor de coordonate i
si ¢ — 1, care se mai numesc parametrii DH.

Ne vom folosi de Figura [1.9| pentru a defini acesti parametri, care pre-
zinta legatura i—1 intre cupla i—1 si cupla ¢ [24]. Parametrul a;_; reprezinta

8Metoda DH prezentati aici este referits in literaturd ca metoda DH modificatd [13].

16
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perpendiculara comuna pe axele ¢ — 1 si ¢ ﬂ Parametrul «;_1 reprezinta
unghiul dintre cele doua axe (se poate obtine prin proiectarea in planul
normal pe perpendiculara comuna). Parametrul d; reprezinta distanta de-a
lungul axei 4 intre perpendiculara comuna a;_; si perpendiculara comuna
(urmatoare) a;, iar parametrul ; reprezinta unghiul dintre directia legaturii
1 — 1 si directia legaturii <.

axa i-1
legatura i-1

L a.,
Figura 1.9: Reprezentare schematica pentru definirea parametrilor DH

Primul pas in aplicarea metodei DH consta in asocierea sistemelor de
coordonate ¢ pentru fiecare cupla i. Acest lucru se poate face in trei pasi:

Pasul 1. Se aleg axele z; ca axele de miscare pentru fiecare cupla.

Pasul 2. Se aleg originile O; ale sistemelor de coordonate pentru fiecare
cupla:
O; = z; N zig1.
Cazuri particulare:
a) z; si zj+1 colineare: O; se poate alege arbitrar, dar este con-

venabil de obicei sa fie ales in centrul cuplei i,
b) z; si z;+1 paralele: O; = z;Na;, unde a; este normala comuna.

Pasul 3. Se aleg axele z; ale sistemelor de coordonate pentru fiecare
cupla:
x; L plan(zi, zi4+1).
Cazuri particulare:
a) z; si zi41 colineare: x; L z;,
b) z; si z;41 paralele: z; = a;.

9Axa unei cuple este axa de rotatie, daci cupla este de rotatie, respectiv axa de-a
lungul careia se face translatia, daca cupla este de translatie.

17



Capitolul 1. Modelul geometric

Sistemul de coordonate 0 (sistemul fix) care se plaseaza in baza robotului
poate fi adoptat similar sistemului de coordonate 1. Ultimul sistem de
coordonate n se poate alege arbitrar, dar de obicei ajuta ca directia lui z,
sa fie aceeasi cu x,—1

Pe baza sistemelor de coordonate atasate fiecarei cuple, in care este
suficient s& avem axele x si z, parametrii DH pot fi determinati in felul
urmator [24]:

e a;_j este distanta dintre z;_; si z;, de-a lungul axei z;_1,
e ;1 este unghiul dintre z;_1 si z;, de-a lungul axei x;_1,
e d; este distanta dintre x;_1 si x;, de-a lungul axei z;,
e ; este unghiul dintre x;_1 si x;, de-a lungul axei z;.

De obicei parametrii a; si a; sunt constanti. Daca cupla i este de rotatie,
atunci 60; este variabil si d; este constant. Daca cupla ¢ este de translatie,
atunci d; este variabil si 6; este constant.

Odata obtinuti parametrii DH, se pot construi matricele de transfor-
mare , iar modelul geometric direct rezulta din .

Exercitiul 4. Sa se determine modelul geometric direct prin metoda DH

pentru robotul din Figura[1.10:
a) analitic, pe baza ecuatiilor @ st @,
b) numeric, folosind Robotics Toolbox in MATLAB [6)].

Figura 1.10: Brat robotic cu 2 cuple de rotatie si 2 de rotatie

Solutie.

10Se observa, ci nu este o maniera unicd de a adopta sistemele de coordonate, ca urmare
matricile de transformare T;_1; pot sa difere, dar modelul geometric final obtinut 7o .,
este acelasi.

18



Capitolul 1. Modelul geometric

a) Urmarind indicatiile anterioare pentru
rezulta Figura Parametrii DH se

alegerea sistemelor de coordonate,
pot determina sub forma tabelara

pentru fiecare cupla, in care fiecare linie ¢ corespunde unei cuple . Re-
zulta astfel Tabelul (1.1). Pe baza tabelului, matricile de transformare

sunt
[ o Squ 0 0
To, = 5¢.C0 CqCo —So —sola
’ 54150 Cq150 €0 colq
. 0 0 0 1
[ co00 8900 0 0
Ty = $90°C0  €C90°Co —S0  —S0G2
’ 890°50 C90°S0  Co €092
| 0 0 0 1
[ Cg3—90°  Sgz—90° 0 Lo
Ty — |Sw-90°C0 Cg-90°C0 =50 —500
’ Sq3—90°50  Cg3—90° S0 Co co0
0 0 0 1
[ Co S0 0 0
T,, — |0C-90° C0C-90° —S-90° —S-o0e (L3 + q4)
’ 505-90° C0S5—90c  C—90°  C—goo (L3 + qu)
0 0 0 1
i ai—1 o d; 0;
1 0 0 L1 a1
2 0 0 Q2 90°
3 Lo 0 0 q3-90°
4 0 90° Ist+taq 0

Tabela 1.1: Parametrii DH

Modelul geometric direct rezulta din inmultirea matricilor si efectuarea

unor simplificari:

—Cqi+qs 0 —Sqi—gy
Ty = _Sqé—qs _01 _Cq(1)+q3
0 0 0

Lasq, — L3Sq—qs — 94Sq1—gs
Lacg, — qacqy4+q5 — L3Cqy+qs

L1+ qo
1

b) Pentru a determina modelul geometric direct, pornind de la Tabelul (1.1)),
se foloseste codul MATLAB din Listing Fiecare linie 7 din tabel este
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introdusa cu functia Link, in care variabila cuplei g; este introdusa auto-
mat. Modelul se obtine in final prin functia SerialLink. Matricea Tp 4
care ne da modelul geometric direct se poate determina pentru diferite
valori numerice ale cuplelor ¢ = [q1 ¢2 g3 Q4]T prin functia fkine.

Listing 1.1: Modelul geometric direct obtinut numeric

L1=1;L2=2;1.3=0.5;% m

Y%theta |d | a | alpha

L(1)=Link ([0 L1 0 0], modified’); %met DH modificata
L(2)=Link ([pi/2 0 0 0 1], modified’);

% ultimul parametru:rot(0-default)/trans (1)
L(3)=Link ([0 0 L2 0], modified’);

% se suprascrie valoare lui theta;

% trebuie adaugat offset la q3 cu -pi/2
L(4)=Link ([0 0 0 -pi/2 1], modified’);

%se suprascrie valoare lui d;

%trebuie adaugat offset la q4 cu L3

robarml = SerialLink (L, ’name’, ’four.link’);

robarml. offset (3)=-pi/2;
robarml. offset (4)=L3;

%determinarea matricei T04 pentru g=[0 3 0.3 7]
robarml. fkine ([0 3 0.3 7])

%afisarea robotului in aceasta pozitie
robarml.plot ([0 3 0.3 7], workspace’ ,[-5 5 -5 5 0 5])

O

Exercitiul 5. Sa se determine analitic modelul geometric direct prin me-
toda DH pentru robotul cu trei cuple din Figura[I.13.

Exercitiul 6. Consideram robotul colaborativ de tip URbD cu sase cuple de
rotatie din Figura[1.18 Schema asociata robotului este ilustrata in Figura
[1.1] Parametrii robotului sunt [32](in metri): Lo = 0.08, Ly = 0.11,Ly =
0.08,L3 = 0,L4 = 0.392,L5 = 0,Lg = 0.0945,L7 = 0.082. Sa se determine
tabelul cu parametric DH, iar apoi, folosind Robotics Toolbox, sa se deter-
mine numeric modelul geometric direct. Sa se afiseze robotul pentru diferite
valori ale cuplelor q1...qg.

1.3 Modelul geometric invers

Modelul geometric invers ne permite determinarea variabilelor cuplelor
in functie de pozitia si orientarea efectorului final in spatiul cartezian (Fi-
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0
Figura 1.11: Sistemele de coordonate conform conventiei DH pentru bratul
robotic cu 2 cuple de rotatie si 2 de rotatie

-

Figura 1.12: Brat robotic cu doua cuple de rotatie si una de translatie

gura . Aceasta problema presupune rezolvarea unui sisteme de ecuatii
algebrice neliniare, In care putem avea o solutie, mai multe sau niciuna.
Problema se complica cu cat structura robotului este mai complexa, cu mai
multe cuple, respectiv cu multi parametri in tabelul DH diferiti de zero.

Problema generala a modelului geometric invers pentru un robot cu n
cuple porneste de la modelul geometric direct

TD,TL(qlv"'aqn) :H’ (110)

in care H este matricea care defineste orientarea si pozitia efectorului final
pentru care dorim sa determinam valorile cuplelor g1, ..., q,. Deci avem de
rezolvat un sistem cu 12 ecuatii neliniare si n necunoscute, in care fiecare
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“
Figura 1.13: Robot colaborativ de tip URS cu 6 grade de libertate

ecuatie are forma:
Tii(q1, - qn) = hij, i=1,2,3, j=1,..4. (1.11)
Solutiile care formeaza modelul geometric invers sunt de forma

qr = fk(hl,h ceey h374), k= 1, ey N (1.12)

Gasirea unor solutii explicite analitice de forma nu este intotdeauna
posibila, sau devine prea complicata. Nu exista metode generale analitice,
doar metode care functioneazd pe anumite categorii de roboti. Avantajul
unor solutii analitice consta in faptul ca avem o solutie exacta la problema,
iar aplicarea unui model geometric invers dedus analitic este foarte eficienta
din punct de vedere al puterii de calcul si ca timp de rulare. Ca regula
generala, solutii analitice se pot deduce la roboti cu minim 6 grade de li-
bertate El, care au o structura speciald cu mai multi parametri DH zero
(L3]—Cap.2.7), astfel incat:

i) axele la trei cuple consecutive de rotatie se intersecteaza intr-un punct
comun,

ii) trei cuple de rotatie consecutive sunt paralele.

Alternativa la metode analitice consta in apelarea la metode numerice, care
au o aplicabilitate mai generala, dar ne furnizeaza doar solutii aproximative,
respectiv sunt intensive din punct de vedere al calculului numeric si mai lente
ca timp de rulare. O abordare numerica des Intalnita constd in formularea
unei probleme de optimizare de tipul ([6])

¢ = argmin || To,.(q) — | (113)
q

U Numsrul de grade de libertate reprezints in Roboticd numérul de cuple sau axe de
miscare.
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L,
s >
7 L Qe
v

Figura 1.14: Reprezentare schematica a robotului de tip UR5 cu 6 grade de
libertate

in care H* reprezinta pozitia si orientarea dorita a robotului. Practic dorim
sa gasim valoarea optima a cuplelor ¢* care minimizeazd eroarea dintre
solutia modelului geometric direct si H*. Solutia aproximativa obtinuta s-
ar putea sa fie doar un minim local, iar rezultatul este dependent de valoarea
initiala a cuplei gg furnizata algoritmului de optimizare E, dar de multe ori
in practica se obtine un rezultat suficient de bun.

Urmatoarele trei exercitii exemplifica cum se poate obtine modelul geo-
metric invers, pe cale analitica sau numerica, pentru diverse configuratii de
roboti.

Exercitiul 7. Modelul geometric direct pentru robotul din Figura[I.§ este
cg —sq 0 —sq1(Lo+q3)

Tos = Sq1 ¢ 0 ¢ (Lo + g3)
0 0 1 q2
0 0 0 1
Din ultima coloand putem extrage pozitia efectorului final
Tef = —sq(Lo+qs3),
Yef = Cq (LO + Q3)7
Zef = Q2

12Un exemplu de algoritm de optimizare care se poate folosi este algoritmul Levenberg-
Marquardt.
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Sa se determine modelul geometric invers, analitic, adica solutii de forma
¢ = [i(@ef,Yef, 2zef) cu i = {1,2,3}. De multe ori in problema modelului
geometric invers trebuie sa impunem restrictit la nivelul miscarii robotulus,
fie la nivelul domeniul admis de variatie a cuplelor, fie la nivelul punctelor
pe care efectorul final le poate atinge in spatiul cartezian. In acest exemplu
consideram ca variabilele cuplelor de translatie g2 si g3 nu pot sd fie negative.
Pentru qo sensul pozitiv este in sus, iar valoarea de zero la baza robotului.
Pentru q3 sensul pozitiv este spre dreapta, iar valoarea de zero la nivelul
cuplei 2 a robotului.

Solutie. Impartind prima ecuatie la a doua obtinem ze; = —iﬂ, de
e q1
unde rezultd prima solutie ¢; = —atcm(%). A doua solutie rezulta direct
e

din ultima ecuatie g2 = z.y. Ridicand la patrat primele doud ecuatii si
adunandu-le, obtinem o ecuatie de ordinul 2 in g3

@ + (2Lo)gs + (L§ — ng - ny) =0,

care are doua solutii q§’2 = —Lo+£ ,/:sz + ygf . Deoarece avem conditia
pentru cupla 3 ca sa fie pozitiva, din cele doua solutii ne raméane valida doar
qs = —Lo+ 4 /ng + ygf. In final, pe langa cele 3 solutii {q1, 92, g3}, trebuie
sa addugam restrictiile de tip inegalitate z.y > 0 si 1/acgf + ygf > Lg. Ca
urmare, efectorul final nu poate ajunge mai jos de nivelul bazei robotului,

si nu poate ajunge mai aproape de trunchiul robotului decat la o distanta
minima Lg. O

Exercitiul 8. Consideram robotul din Figura[1.10, la care modelul geome-
tric direct a fost determinat folosind Listing[1.1l Sa se determine numeric
modelul geometric invers folosind functia ikine din Robotics Toolbox [6].

Solutie. Listing exemplifica cum putem obtine si verifica o solutie
la modelul geometric invers. Pornim de la o valoare initiala de test pentru
vectorul cuplelor ¢ = [030.3 7]T. Cu fkine determinam, pe baza mode-
lului geometric direct, pozitia si orientarea efectorului final 7r1. Functia
ikine, care ne calculeaza solutia numerica la modelul geometric invers, are
ca argumente de intrare: pozitia si orientarea efectorului final (7'r1 in
cazul nostru), o valoare initiald pentru variabila cuplelor (am considerat
go = [—0.10.10.10.1]), si o masca pentru robotii cu mai putin de 6 grade de
libertate. Masca este necesara deoarece in cazul robotilor cu mai putin de 6
grade de libertate, metoda nu poate calcula o solutie care sa tina cont si de
pozitie si de orientare. Primii 3 parametri reprezinta pozitia, iar ultimii 3
orientarea exprimata in functie de unghiurile Euler. Fiindca robotul nostru
are 4 grade de libertate, masca se seteaza ca sa se tina cont de 4 din acesti
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parametri (valorile de 1 din vectorul [111010]). Verificarea consta in faptul
ca, prin rularea acestor instructiuni, obtinem aceeasi valoare pentru cuple
de la care am pornit gso = q.

Listing 1.2: Modelul geometric invers obtinut numeric

q=[0 3 0.3 7];
Trl=robarml . fklne(q),
q0=[-0.1 0.1 .1 .1];
masca=[1 1 1 0 1 0],
q-sol=robarml.ikine (Trl, ’,q0, 'mask ’ ,masca );

i

g

Exercitiul 9. Sa se determine modelul geometric invers numeric pentru
robotul URS5 din Figura folosind functia zkmﬂ din Robotics Tool-
boz. Sa se compare rezultatul obtinut, cu cel obtinut analitic (simbolic) prin
functia ikinebs, pentru diverse valori ale cuplelor q.

13Deoarece robotul are 6 grade de libertate, nu mai este necesar folosirea argumentului
mask.
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Cinematica vitezelor

De multe ori nu este suficient sa caracterizim miscarea unui robot doar in
termeni de pozitii, si este necesar sa cunoastem si evolutia vitezelor. Prin-
cipial viteza este definita ca derivata pozitiei. Daca este vorba de viteza
unui punct in spatiu, atunci aveam de a face doar cu viteza liniaré[ﬂ Daca
suntem insa interesati de miscarea unui corp (obiect sau solid rigid), atunci
trebuie sa facem distinctia intre viteza liniard (specifica unei miscari de
translatie) si viteza unghiulara (specifica unei miscari de rotatie). Legatura
dintre vitezele cuplelor si vitezele liniare si unghiulare ale efectorului final
este data de o transformare denumita Jacobianul robotului. Jacobianul ge-
neralizeaza notiunea de derivata a unei functii scalare, iar in Robotica este
folosit in special in determinarea modelul dinamic al robotului, dar si in de-
terminarea legaturii dintre fortele/momentele de forta la nivelul efectorului
final si cele de la nivelul cuplelor. In acest capitol vom Incepe cu prezentarea
Jacobianului 2D, adica pentru roboti care se misca in plan, pentru o prima
intelegere intuitiva a lucrurilor. Ulterior vom descrie Jacobianul in cazul
general 3D si exemplifica pe diverse configuratii de roboti. In ultimul sub-
capitol vom mentiona cateva aspecte referitoare la inversarea Jacobianului.

2.1 Jacobianul 2D al unui robot

In aceasti sectiune o sa explicam notiunea de Jacobian 2D cu ajutorul unui
exemplu. Sa consideram bratul robotic cu doua cuple de rotatie din Figura
Se poate observa ca ambele axe de rotatie (axele Z) sunt perpendiculare
pe planul XOY, deci avem de-a face cu un robot care se poate misca doar
in plan.

Pentru a putea discuta despre legatura dintre viteze, mai intai trebuie
s& determinam legatura dintre pozitii, prin intermediul modelului geometric

“Notiunea de viteza unghiulard a unui punct nu are sens fiindca nu avem orientare.
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Yo 4

/7 /60/// X,

Figura 2.1: Robot cu doua cuple de rotatie care se poate misca doar in
planul XOY

direct. Daca Oy este originea sistemului fix de coordonate (plasat in cupla
1), si O; este originea sistemului de coordonate plasat in cupla 2, atunci
avem:

x1 =Ly -cos(q1), y1=L1-sin(q), (2.1)

iar pozitia efectorului final (O2) este data de ecuatiile
v=z3 =1+ Ly-cos(q1 + q2), y=y2=y1+ L2 sin(q1 +q2). (2.2)

In ambele cazuri z = 0, iar miscarea este restrictionata la planul XOY.
Pozitiile unghiulare in jurul fiecarei axe de rotatie {z,y, z} pot fi expri-
mate ca:
0, =0, 9y =0, 0,=q +q. (2.3)

Jacobianul face legatura dintre vitezele cuplelor si vitezele liniare si un-
ghiulare ale efectorului final EL Deci incepem prin a defini vectorul pozitiilor
liniare p = [z y 2]” si vectorul pozitiilor unghiulare § = [0, 6, 0.]7. Legitura
dintre acestea si variabilele cuplelor este data de functiile

p:fp(Q), HZfG(Q)7 (24)
unde g = [ qg]T este vectorul variabilelor cuplelor. Vectorul vitezelor lini-
are se poate scrie ca

ofp

v:]')za—q-q:Jv‘q,

15 Jacobianul definit mai departe este valabil doar pentru miscarea in plan, si se bazeaz#
pe descrierea din [1].
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unde J, este Jacobianul vitezelor liniare. De asemenea, vectorul vitezelor
unghiulare se poate scrie ca
. Ofp . :
w=0=—=-¢=1Jy, ¢,
dq
unde J,, este Jacobianul vitezelor unghiulare.
Matricele Jacobian ale vitezelor liniare pentru legatura 1 si 2 sunt:

% g—‘g —Lysin(q1) — Lasin(q1 + q2) —Lasin(q1 + ¢2)

Jy = Jy, = % g—g; = | Licos(q1) + Lacos(q1 + q2) Lacos(q1 + q2)
fn m —Lysin(q1) 0

Ty, = g%i g—Z; = | Licos(q1) Of. (2.6)

Deci putem scrie ca v1 = Jy1 - ¢ si va = Jy2 - G.
Matricele Jacobian ale vitezelor unghiulare pentru elementele 1 si 2 EL
sunt:

weoE) oo
Jo=Jw= |52 S2| =10 0], (2.7)
e el L1
o o] [0 0
Joa= |52 Sxl=100 (2.8)
b ol 11O

Deci putem scrie ca wy = Jyu1 - ¢ si we = Ju2 - G.
In final, matricele Jacobian pentru legatura 1 si 2 sunt:

J=Jy = [j’fj si Jp = Bj .

Exercitiul 10. Pentru robotul din Figura cu parametrii Ly = 0.5m
si Ly = 0.5m, sa se determine vitezele liniare v ale efectorului final pentru

vitezele cuplelor ¢ = [0.10.3]" rad/sec, considerand valorile cuplelor q =
[00]7 rad.

Pentru legitura 1 avem 6, =0, 8, =0si 6, = qi.
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Solutie. Pe baza Jacobianului J,, putem calcula vitezele liniare ca

0 0 01 0
v= 11 0.5 [0'3] = 10.25| m/sec.
0 O ' 0

g

2.2 Jacobianul 3D al unui robot

Jacobianul unui robot in cazul general 3D este mai complicat de calculat,
deoarece include notiunile generale de viteze liniare si unghiulare in spatiul
3D. In ce urmeazii, vom descrie ceea ce se numeste Jacobianul geometric
(prezentarea se bazeaza pe [31]- Cap.6).

Consideram pozitia efectorului final raportata la sistemul de referinta
fix (de obicei atasat in baza robotului) 0g,(¢) = [z y 2]T, iar orientarea o
specificAm prin matricea Ry, (q) de dimensiune 3 x 3, unde variabila cuplelor
este definita ca ¢ = [q1 ... gn|7, iar n reprezintd numarul cuplelor. Astfel,
modelul geometric direct al robotuluﬂ este de forma

Tinte) = | @) ). (2.9

Mai departe definim vectorul vitezelor efectorului final raportat la sistemul
de referinta fix
(=t § 2 we wy wil, (2.10)

unde &, y si 2 reprezinta vitezele liniare, iar w,, wy si w, reprezinta vitezele
unghiulare El
Matricea Jacobian ne va da legatura dintre vitezele cuplelor si vitezele
efectorului final
¢=Jg, (2.11)
unde ¢ = [y ... ¢»]7, iar dimensiunea matricei J este 6 x n. Pentru primele
3 linii ale Jacobianului care se refera la vitezele liniare definim matricea
Jy, iar pentru urmatoarele 3 linii care se refera la viteze unghiulare definim

matricea J,,. Astfel avem J = [jv]

1"Presupunem ci modelul geometric direct a fost obtinut prin metoda DH, in care
axele Z corespund axelor de miscare.

18 A se observa cii pentru viteze unghiulare s-a evitat notatia de forma 0, uzuald miscirii
de rotatie in plan cu unghi 6, deoarece aceasta nu se poate generaliza in cazul 3D. In cazul
2D avem Intotdeauna o rotatie in jurul unei singure axe fixe. In cazul 3D ins& putem avea
rotatie In jurul unei axe care nu este fixa, sau putem avea mai multe rotatii in jurul unor
axe diferite [31].
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Jacobianul vitezelor unghiulare J, are atatea coloane cate cuple are
robotul:
Jo=1[Jw1 o Jui o Junl (2.12)

Fiecare coloana i se determina in functie de tipul cuplei: rotatie sau translatie.
Daca cupla i este de translatie, nu contribuie la miscarea de rotatie, deci
Jwi = [000]7. Pentru cuple de rotatie, miscarea depinde de orientare. Daca
am adoptat conventia DH, atunci axa fiecarei cuple ¢ este aliniata axei Z,
deci va rezulta o viteza unghiulard w, doar in jurul acestei axe. Ca ur-
mare, pentru o cupla ¢ de rotatie, coloana Jacobianului o putem extrage din
coloana a 3-a a matricei de orientare: J.; = R (:,3).
Similar, Jacobianul vitezelor liniare .J, are n coloane:

Jo = [Jor o Jui e Juoml. (2.13)

Daca cupla ¢ este de translatie, contribuie la miscarea de rotatie in functie
de orientare. Din conventia DH, axa de miscare (axa de-a lungul careia
are loc translatia) este axa Z. Deci pentru o cupla de translatie coloana
Jacobianului este J,; = R (:,3). Daca cupla i este de rotatie, atunci trebuie
sa tinem cont, pe langa orientarea cuplei, si de distanta dintre cupla si
efectorul final. Coloana Jacobianului se calculeaza in acest caz ca produsul
vectorial Jy; = Ry ;(:,3) X (00n — 00,1)-
In concluzie, Jacobianul geometric

J=[N o T o Ty (2.14)
se poate calcula coloana cu coloana. Daca cupla ¢ este de rotatie atunci

- Roi(:,3) x (0on — 00,i)
Ji = [ Rou(:.3) ] , (2.15)

iar daca este de translatie atunci

Ji = [R%;(X:’f)} : (2.16)

Exercitiul 11. Consideram bratul robotic cu 3 grade de libertate din Figura
cu parametric Ly = Lo = Ly = 1m.

a) Sa se determine modelul geometric direct cu metoda DH.
b) Sa se determine Jacobianul geometric.

¢) Sa se compare Jacobianul geometric obtinut cu cel determinat numeric
prin functia jacob0 din Robotics Toolbox [G], pentru diferite valori ale
cuplelor.
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Cinematica vitezelor

Figura 2.2: Robot cu doua cuple de rotatie si o cupla de translatie

Solutie.

a) Pornind de la adoptarea sistemelor de coordonate precum in Figura
2.2] se poate determina Tabelul 2.I] cu parametrii DH. Pe baza tabe-
lului, se pot scrie cele trei matrici de transformare:

To1

T12

Ths

Cqp —Squ 0 1

Sq1 Cqy 00

0 0 1 0]’

0 0 01

[Cgrt900  —Sgat90e 0 0
0 0 -1 -1

Sgp490°  Cgat90c 0 0 |’

o 0 0 1

1 0 0 0

0 0 -1 —Ls—gqs

01 O 0

00 0 1

Modelul geometric direct rezulta din inmultirea matricilor

To3 = To1T12T53.
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i a1 a1 d; 0;
1 Ly 0 0 q1
2 0 90° Lo q2+90°
30 90° ¢tz 0

Tabela 2.1: Parametrii DH

b) Jacobianul robotului are trei coloane J = [J; Jo J3]. Prima si a doua

coloana corespund unor cuple de rotatie si se calculeaza ca

g Ro1(:,3) x (0on — 00,1)] g, — {30,2(!,3) X (0on — 00,2)
1= ,Jo =

R071(:,3) R[)’Q(Z,?))

A treia coloana corespunde unei cuple de translatie si se calculeaza ca

| Roza(5,3)
J3_|: O3x1 .

In urma calculului, rezulta matricea Jacobianului

[Cqy — Sqy Sqat+900 (g3 + 1) —cqy 8, (g3 + 1) gy Cgy ]|
Sq1 T Cqy Sqat900 (g3 + 1) =8y 8¢5 (3 + 1) gy 8¢
_ 0 Cqo (Q3 + 1) Sq2
J = 0 5o 0 (2.17)
0 —Cq 0
i 1 0 0 |

Daca evaluam Jacobianul , de exemplu pentru valorile cuple-
lor ¢ = [0.10.10.1]7 rad, obtinem acelasi rezultat ca si cel furnizat
de Listing in care este utilizata functia jacobO pentru calcularea
numerica a Jacobianului.

Listing 2.1: Jacobianul robotului obtinut numeric

%theta |d | a | alpha

% Li=1, L2=1, L3=I

L(1)=Link ([0 0 1 0 0], modified’);
L(2)=Link ([0 1 0 pi/2 0], modified’);
L(3)=Link ([0 0 0 pi/2 1], modified’);
robarm2 = SerialLink (L, ’'name’, ’three.link’);
robarm2. offset (2)=pi/2;

robarm?2. offset (3)=1;
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robarm2.jacob0 ([0.1 0.1 0.1])

g

Exercitiul 12. Consideram robotul cu sase cuple de rotatie din Figura|l.1/
prezentat in exercitiul 6, pentru care s-a determinat modelul geometric direct
prin metoda DH .

a) Sa se determine Jacobianul pentru valorile cuplelor {¢1 = 0.1,q2 =
0.5,q3 = 0.1,q4 = 0.8,¢5 = 0.1,q6 = 0.2} rad, folosind functia jacobO
din Robotics Toolbox.

b) Sa se determine wvitezele (liniare si unghiulare) ale efectorului final
pentru vitezele cuplelor ¢ = [1 1.4 1.7 0.2 0.3 0.1]rad/sec.

2.3 Inversarea Jacobianului

De multe ori in practica este mai important sa aflam vitezele cuplelor in
functie de vitezele efectorului final. Cand Jacobianul este o matrice patra-
tica nesingulara (dimensiune 6 x 6), aceasta se poate obtine Inmultind la
stanga in cu inversul matricei Jacobian, rezultand

J =4 (2.18)

Pentru robotii care au mai putin de 6 cuple (matricea Jacobian are
mai putin de 6 coloane), in general Jacobianul nu este inversabil. In cazuri
particulare, o solutie la (2.11]) in termeni de ¢ exista daca se respecta conditia
de rang

rang J(q) = ranglJ(q)| ],

si se poate determina de exemplu prin metoda de eliminare Gauss din al-
gebra liniara [3I]. Pentru roboti care au mai mult de 6 cuple, solutia este
data de expresia

JT¢ =g, (2.19)

unde JT este pseudoinversa definita ca
Jr=JrJJhH L (2.20)

In general, matricea Jacobian nu este constanta, depinzand de valoarea
variabilelor cuplelor J := J(¢(¢)). Ca urmare si rangul matricei depinde
de cuplele ¢q. Definim ca puncte de singularitate acele valori ale cuplelor
pentru care rangul matricei devine mai mic decat dimensiunea matricei.
Determinarea posibilelor singularitati ale unui robot este foarte importanta
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in practica deoarece reprezinta pozitii sau directii de miscare care nu pot fi
atinse de robot, sau in care viteze marginite ale efectorului final conduc la
viteze nemarginite ale cuplelor.

Exercitiul 13. Consideram robotul cu sase cuple de rotatie din Figura|l.1)
prezentat in exercitiul 6, pentru care se cunoaste Jacobianul (vezi exercitiul
12). Sa se calculeze vitezele cuplelor ¢ rezultate pentru o wviteza liniard a
efectorului final pe axa X de 1 m/sec.

34



Capitolul 3

Modelul dinamic

In acest capitol vom discuta despre cum se poate obtine modelul dinamic
pentru un brat robotic. Desi exista mai multe abordari in construirea mo-
delului dinamic, in aceasta carte ne vom concentra pe formalismul Euler-
Lagrange, in care se porneste de la energia cinetica si energia potentiala a
robotului. Modelul dinamic, odata construit, se poate apoi utiliza fie pen-
tru simularea comportamentului dinamic al robotului, fie pentru proiectarea
unor structuri de conducere bazate pe model.

In prima sectiune vom prezenta ecuatiile Euler-Lagrange, precum si
transpunerea lor intr-o forma matriceala standard. Un robot in plan cu
doud cuple de rotatie va fi folosit ca exemplu al modului de calcul impli-
cat in contruirea modelului dinamic. In sectiunea 2 prezentam cazul mai
general, in care contruim un model dinamic pentru un robot care se misca
in spatiul 3D. Sectiunea a 3-a descrie partea de modelare a actuatoarelor
electromecanice care actioneaza la nivelul cuplelor, iar in ultima sectiune
aceste modele sunt integrate in modelul robotului.

3.1 Ecuatiile Euler-Lagrange
incepem prin a defini Lagrangianul ca
L=K-P, (3.1)

unde K reprezinta energia cinetica totala a sistemului si P reprezinta energia
potentiala totala a sistemului.
Ecuatiile Euler Lagrange care descriu dinamica unui sistem mecanic
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cu n grade de libertate sunt |§|:

ia—L—a—L =T, i=1,...,n, (3.2)

dt d¢;  0g;
unde ¢; reprezinta coordonatele generalizate (in cazul nostru variabilele cu-
plelor) si 7; forte generalizate (in cazul nostru cuplurile generate de actua-
toare) m . Energia cinetica totala este suma energiilor cinetice ale fiecarui
element (solid rigid) al robotului. Pentru un element i, energia cinetica se
exprima de obicei in functie de vitezele liniare ale centrului de greutate si
vitezele unghiulare

1 1
K;, = 577%1)3;116@' + §miwiTI¢wi, (3.3)
unde I; reprezinta momentul de inertie. Energia potentiala totala este de
asemenea suma energiilor potentiale ale elementelor, iar pentru un element
i al robotului depinde de obicei de forta gravitationala E

P; = mghg;, (3.4)

unde h.; este naltimea centrului de greutate c¢; a elementului ¢, iar g este
acceleratia gravitationala.

Pentru o intelegere intuitiva a modului in care se aplica ecuatiile Euler-
Lagrange, in exercitiul de mai jos vom arata cum se poate determina modelul
dinamic al unui robot in plan.

Exercitiul 14. Sa se determine modelul dinamic pentru robotul in plan din
Figura (2.1).

Solutie.  Lagrangianul robotului este definit ca diferenta energiei ci-
netice totale si a energiei potentiale totale: L = K — P. Energia cinetica
totala are o componenta de translatie

1 1 1, .
Ktransl = imlUgvcl+§m2vgvc2 = iqT(mIJZdecl +m2Jg:;2J1)02)Q7 (35)
si una de rotatie
1 1 1, .
Kot = —wa Iws + ~wi liwr = =47 (Jlladwa + JE 1 Ju1)d, (3.6)

2 2 2

9Fcuatiile Euler-Lagrange pot fi folosite si pentru modelarea unor sisteme de alt#
naturd decit mecanici, cum ar fi modelarea unor sisteme electro-magnetice [20], respectiv
sunt folosite si in control optimal si calculul variational [22].

20 Aceasta prezentare este bazatd pe [3I]. Pentru o demonstratie formald legats de
cum se pot obtine ecuatiile Euler-Lagrange din legile lui Newton, pornind de la principiul
lucrului mecanic virtual, a se vedea capitolul 7.1.

2n functie de natura sistemului modelat, energiile cinetice si potentiale mai pot sa
contina si alti termeni, care de exemplu tin cont de elasticitate, sau de partea electrica,
etc.
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unde [; si Iz sunt momentele de inertie. Deoarece in expresiile de mai sus
apar vitezele liniare raportate la centrele de greutate co si ¢; E matricile

Jacobian (22.5) si (2.6)), determinate anterior, se vor recalcula raportat la
centrele de greutate [

Oxco  Oxea

o1 g —Lysin(q1) — Leasin(q1 + ¢2)  —Leasin(q1 + q2)
Joey = |92 G2 | = | Lycos(q1) + Leacos(q1 + @2)  Leacos(q + @2) |
X : o]
%%1 %L;; —Lesin(qr) 0
Jve, = %chf %%1621 = | Lacos(q1) 0] . (3.8)
G 00

Deci avem v.1 = Jyet1 - ¢ 81 V2 = Jye2 - G-
Energia cinetica totala se poate scrie in forma condensata ca

L. .
K = Kiranst + Krot = iqTD(q)qv (39)
unde D(q) = [ZH 212} se numeste matricea de inertie, si are termenii
21 0G22

dyi = my L% 4+ mo(L3 4 L% + 201 L% + 211 Leacos(qz)) + It + I,
diz = ma(LZ + L1Leacos(qz)) + I,

da1 = dy2,

dog = ma L2y + I.

Energia potentiala totala se determina ca inmultire a masei cu acceleratia
gravitationala si Inaltimea centrului de greutate:

Py =mygLeisin(qr), Pr = m2g(L1$m(Q1) + Leasin(q +CJ2)>, P=P +P.

(3.10)
Particularizand ecuatiile Euler-Lagrange pentru robotulul nostru cu doua
cuple obtinem

d 0K\ 0K 0P
- T I = 11
dt (8q'1> o0 oq b (3.11)
d 0K\ 0K OP
- T — . 12
di (%) o onm (3.12)

22Viteza unghiulard nu este proprietatea unui punct individual, dar viteza liniard poate
sa fie.

23Consideram centrul de greutate al fiecirei legituri la mijlocul fiecdrui segment:Leo =
L2/2,L91 = L1/2
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Derivatele partiale ale energiei potentiale sunt:

oP
—— = (m1Le1 + maL) g cos(q1) +ma Lea g cos(q1 + q2),
oq
0P
0 ma Lea cos(q1 + q2)-
Derivatele partiale ale energiei cinetice raportate la ¢ si ¢ se pot calcula ca:
0K
= =0,
Oq
0K . .9 . .
e (—=mg L1 Le sin(gz) )47 — (m2 L1 Lea sin(g2))d1 4o,
0K . .
e = d11G1 + d1242,
a1
0K . .
Fre d12q1 + d22§2.
a2

Derivatele raportate la timp pentru ultimele doua ecuatii se determina in
felul urmator:

d 0K . . s ..
— (7) =di1¢1 +di1G1 +di2 g2 + di2Go
dt \ O¢q
= di1G1 + di2ga — (2maLyi Leasin(q2)d2)q1 — (Mol Leasin(gz)qga)do,

d 10K . . s ..
— (7) =d g2 +da G+ diagi +di2 g1
dt \ 0o

= 0+ daaGo — (m2 L1 Leasin(q2)G2)q1 + di2 G1-
In final modelul dinamic poate fi adus la o forma matriceala:

D(q)§+C(q,4)q+G(q) =,
TQ]T, G = [BP 8P]T

undeq = [g1  qo]', 7 =[n1 oo o) este vectorul gravitational,
D(q) este matricea de inertie, iar restul termenilor sunt adunati in matricea
C(g,q) (termeni care tin cont de forta centrifuga si efectul de Coriolis). O

Este de multe ori util ca sa aducem ecuatiile Euler-Lagrange la forma
matriceala standard [31]:

D(q)i+C(q,4)g+G(q) =T (3.13)

]T

_ T _ _ T
unde ¢ = [q1, ., qn|" T = [T1, .0y T0] "
Matricea D(q) se numeste matrice de inertie, este simetrica si pozitiv
definita, si poate fi exprimata in functie de termenii energiei cinetice:

1. R R .
K = 5qu)(q)q = 5 izjdij(q)qiq]'. (314)
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Matricea C/(q, ¢) tine cont de termenii fortelor centrifuge si efectul de Cori-
olis, iar fiecare element {k,j} al matricei poate fi calculat ca:

1 — adkj Ody;  0d;j } )
Ckj = = + — i 3.15
EAR Z{ 9¢; ' 0¢; O J' (3.15)

=1

Cijk

In final G(q) este termenul care tine cont de gravitatie, si este de obicei

un vector coloani G(q) = [g1...g,]7, unde fiecare termen k se obtine prin
derivarea energiei potentiale:
oP

3.2 Modelul dinamic al unui brat robotic cu doua
cuple de rotatie

Pentru roboti industriali cu 6 grade de libertate, modelul dinamic presupune
un volum mare de calcul, ca urmare de multe ori in practica se apeleaza la
calcul simbolic E} Ecuatiile Euler-Lagrange in forma matriceala se preteaza
la o astfel de implementare algoritmica.

In aceast3 sectiune vom descrie construirea modelului dinamic, pas cu
pas, pornind de la modelul geometric si Jacobianul, pe un exemplu mai sim-
plu de robot cu 2 grade de libertate, dar care se misca totusi intr-un spatiu
3D. Figura prezinta robotul fizic E], iar Figura este reprezentarea
schematica. Deoarece prima axa de rotatie este pe axa X, iar a doua axa
de rotatie este pe axa Y, robotul se poate misca in spatiul 3D, desi are doar
doua grade de libertate.

Modelul geometric se poate obtine prin determinarea matricelor de trans-
formare de la sistemul fix (de referinta) atasat bazei robotului, la sistemul
de coordonate atasat efectorului final. Consideram cazul simplificat in care
Ly = 0 deci sistemul de coordonate fix se va suprapune cu sistemul de coor-
donate atasat primei cuple a robotului (pentru ¢g; = 0). Vom nota originea
sistemului fix cu Op, iar originea sistemului de coordonate atasat cuplei 1
cu O1. Deci matricea de transformare intre cele doua sisteme de coordonate
presupune doar o rotatie in jurului axei X:

1 0 0

0 cos(qi) —sin(q)
0 sin(q1) cos(qi)
0 0 0

To1 = Rot(z,q1) =

= o O O

24 A se vedea de exemplu Symbolic Math Toolbox in MATLAB.
?*Robotul a fost proiectat si construit de Zoltan Nagy - a se vedea [25].
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Z3
A Xy 0, Ys
L2 22
v
A ﬁﬁ%’ Y,
i Xz 9.
L, NZ,
X Qs %)
L. 1 Yi
0
X, Zo
v 0]

Figura 3.1: Reprezentare schematica a unui brat robotic cu 2 grade de
libertate

Figura 3.2: Robotul cu doua cuple de rotatie din [25]

Din sistemul de coordonate 1 (atasat cuplei 1) putem ajunge in sistemul de
coordonate 2 (atasat cuplei 2) printr-o translatie pe axa Z si o rotatie in
jurului axei Y:

cos(q2) 0 sin(q2) O

0 1 0 0

Tia = Transl(z, Ly) - Rot(y, ¢2) = —sin(q2) 0 cos(q2) Iy
0 0 0 1

In final ajungem la sistemul de coordonate atasat efectorului final printr-o
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translatie pe axa Z:

1 0 0 O
T3 = Transl(z, Ly) = 8 é [1) L02
00 0 1

Matricea de transformare pentru a ajunge de la sistemul de referinta la
sistemul de coordonate al efectorului final, adica modelul geometric, se
obtine ca:

T =Ty3="Tp1 -T2 -Ths =
cos(q2) 0 sin(q2) Lasin(q2)
sin(q1)sin(q2)  cos(q1) —cos(g2)sin(q1) —sin(q1)(Li + Lacos(gz))

—cos(q1)sin(qz) sin(q) cos(qi)cos(q2)  cos(q1)(L1 + Lacos(qz2))
0 0 0 1

(3.17)

Pozitia efectorului final in functie de unghiurile cuplelor ¢; si g2 este data
de primele 3 linii din coloana a 4-a:

x = Losin(q1),
y = Lysin(q1) — Lasin(q1)cos(q2),
z = Licos(q1) + Lacos(q1)cos(qz2). (3.18)

Orientarea efectorului final este data de primele 3 linii si coloane, grupate
in submatricea

cos(qa) 0 sin(qz)
R = | sin(q1)sin(q2) cos(qi) —cos(q2)sin(q1)| - (3.19)
—cos(q1)sin(q2) sin(q1) cos(q1)cos(q2)

Mai departe calculam Jacobianul robotului coloana cu coloana:

J= [ﬂ — ). (3.20)

Fiindca ambele cuple sunt de rotatie, fiecare coloana se calculeaza pe baza
relatiei , cu o modificare importanta. In prezentarea din capitolul 2,
Jacobianul este determinat pornind de la modelul geometric direct obtinut
prin metoda DH, in care axa de miscare este tot timpul axa Z. In modelul
geometric determinat de noi mai sus, axele de miscare sunt X pentru cupla
1, respectiv Y pentru cupla 2. Ca urmare termenul Rp;(:,3) din
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devine Ry 1(:, 1) pentru cupla 1, respectiv Ry 2(:,2) pentru cupla 2. In urma
calculului se obtine Jacobianul:

i 0 Locos(q2)
—Locos(q1)cos(q2) — Licos(q1)  Lasin(qi)sin(qe)
g —LQSin(Q1)COS(1QQ) — Lysin(q1) —L2608(((J)1)3m(Q2) (3.21)
0 cos(q1)
L 0 sin(q1) |

Astfel, pentru elementul 2, matricele Jacobian pentru viteze liniare si
unghiulare sunt

0 %cos(qg)
Jvez2 = Jye = —%cos(ql)cos(qQ)—Llcos(ql) %sin(ql)sin(qg) ,
—L25in(q1)cos(q2) — Lisin(q1) —%cos(q1)sin(go)
(3.22)
1
Jw2=J,= |0 cos(q1)], (3.23)
0 sin(q)
iar pentru elementul 1 @
0 0
Joel = —%cos(ql) 0f, (3.24)
—%sin(ql) 0
10
Jo1 =10 0 (3.25)
0 0

Trecand mai departe la modelul dinamic propriu-zis, incepem prin
a detalia componenta de translatie si rotatie a energiei cinetice (K =
Kiranst + Krot):

1 1 1. .
Kiranst = imlvgivcl + §m2UZQU02 = 5(] (mljg;lt]vcl + m2J3;2J1;62)q;
(3.26)
1. .
Kot = §qT(J§2R212R2TJw2 + JERILRT J,1)q, (3.27)

2 o . ~ . v
%Se calculeazi considerand ca elementul 2 nu existi.
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]

R2 = R, R1 = T01(1 : 3, 1: 3), IQ = diag{O,IQy, 0}, Il = diag{[lm, 0,0}.
(3.28)
Dupa calcularea celor doua componente ale energiei cinetice, putem obtine

matricea de inertie D(q) sub forma

L%mg

. 1 .
[—882(;2 G2 — 5L1Lamasg,qo

Lima . 1 .
=2 520,01 + 3L1Lamasg, ¢1

di1 dlZ]
D(a) =
(@) |:d21 da2
2 2
= Iz + Lléznl + L%mQ + LQZTQ ng + L1Lamacy, 20 .
0 LELE Y
(3.29)
In determinarea matricei C (q,4), calculam mai intai termenii ¢; 53, din |i
adu 8d11 8d11
c111 = + - =0,
Mg T 0g o
ddy1  Odsy  Odin  L3ms | .
= - = 2 LL
112 o0 + 9a1 94 1 s5in(2q2) + L1 Lamasin(ge),
Ody2 | Odyy Odio Limy .
= — = — 2q0) — L1 L
C121 s P a1 4 sin(2q2) 1 2m28m(Q2)7
o Odyy | Odyy  Odiy 0
27 0q T 0 Oge '
i Odyy | Odip  Odyy .
211 = 94 9q1 o0 121,
c o dday 0dao _ dday —0
N Y
(9d12 8d12 ad22 0
C = —_ =
U7 0g T 8¢ ’
8d22 8d22 ad22
= — =0.
2= By * 0g2  Oq2
In final obtinem matricea
. C11 €12
C(q,q) =
(¢,4) [021 022]

L3 . .
— 22 590001 — 5 L1 Lamasg, i
0
(3.30)

2"Deoarece termenii care nu sunt pe diagonala principals a matricelor de inertie sunt
neglijati In practica, consideram doar momentele principale de inertie corespunzatoare
fiecarei axe de rotatie {I,, Iy,I.}. A se avea In vedere ci momentele de inertie se exprima
in sistemele de coordonate locale, atasate obiectelor in cauza.
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Energia potentiala se obtine prin inmultirea masei elementului cu acceleratia
gravitationala si indltimea centrului de greutate:

L L
P = mlg?lcos(éh), P, = ng(L1€03(Q1)+?2003(CI1)COS(QQ)),P = Pi+P.

(3.31)
Vectorul de gravitatie se determina folosind ({3.16]):
G(q) _ [_ m19L1+22m29L1 Sin(ql) — m22gL23in(q1)COS(q2)] (3 32)
— 2912 051 )sin(ge)

Odata obtinute matricele D, C' si G, modelul dinamic (3.13)) pentru partea

mecanica a bratului robotic este complet.

3.3 Modelarea elementelor de executie

Pana acum am discutat in general despre roboti (brate robotice) ca procese
pur mecanice. Dar un astfel de proces trebuie completat cu elemente de
executie (actuatoare) si elemente de masura (senzori). Dinamica senzorilor
este de multe ori ignorata @, iar caracteristica intrare-iesire se considera
liniara. Dinamica actuatoarelor este insa de multe ori important de luat in
considerare 2%

Cuplele unui brat robotic pot sa fie actionate de actuatoare electromeca-
nice, hidraulice sau pneumatice m Cele mai des intalnite actuatoare pentru
brate robotice sunt motoarele electrice de curent continuu [I3]-Cap 4.

Consideram mai departe ca fiecare cupla a bratului robotic este actionata
de un motor electric de curent continuu. Schema electricdA a motorului
este reprezentata in Figura [3.3l Din legile lui Kirchhoft rezulta ecuatia
tensiunilor electrice din circuit:

v:Rai—f—La@—}—vb (3.33)
dt
unde i este curentul prin armatura, v; este tensiunea de comanda (prin
armatura), R, este rezistenta armaturii, iar L, este inductanta arméaturii. vy
este tensiunea back EMF (indusa de forta electromotoare) si este proportionala
cu viteza motorului:

v = Kpw. (3.34)
Cuplul 7 dat de motor depinde de curentul prin arméatura:

T = K i, (3.35)

28Ge consider# ci dinamica senzorilor este mult mai rapidi decat dinamica procesului.
220 referints recomandatd pentru mai multe detalii despre senzori si actuatoare este
(9.
30Pentru detalii referitoare la actioniri pneumatice si hidraulice a se consulta [I6] si [3].

44



Capitolul 3. Modelul dinamic

motor transmisie sarcina
Figura 3.4: Schema mecanicd a motorului care actioneaza o cupla (sarcina

este data de legatura cuplei)

unde K, este constanta de cuplu. Ecuatia pentru partea mecanica rezulta
din legea a 2-a a lui Newton:

d?0 do
+ Bmi +r7 = Ty, (336)

Im—=
dt? dt

unde J,, este momentul de inertie al motorului E iar By, este coeficientul
de frecare vascoasa. Raportul de transmisie r pentru angrenajul cu roti este
definit ca

<1, (3.37)

T =

I

in care ¢ este variabila cuplei actionatd de motor. Figura[3.4]prezinta schema
mecanica a motorului. Sarcina este data de legatura robotului atasata
cuplei, si este caracterizatd de un cuplu de sarcind 7 (datoritd miscarii
legaturii) si o inertie de sarcina J.

Din ecuatiile (3.33))-(3.37) rezultd modelul matematic pentru motorul de
curent continuu controlat in armatura, pentru fiecare cupla ¢ a robotului EL

Jmlez + BZGZ + T = (Kmi/Rai)Uia i=1,..,n (338)
unde 6; este pozitia unghiulard a rotorului corespunzator motorului i. Co-
eficientul B; este dat de expresia

K.
B = Bmi + KbiiRmZ-
ai

31Consider#m ci include si inertia transmisiei.
32Am neglijat inductanta armaturii: Lq; =~ 0.
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Ecuatiile pentru toate motoarele care actioneaza un brat robotic cu n
cuple pot fi grupate in forma matriceala:

Jmb + B + Rt = K0, (3.39)
unde
Im = diag{Jmi}, B =diag{B;}, R = diag{r;}
K, = diag{Kpni/Rai},v = [v1 ...vn]T,H = [0, ...Hn]T,T =[n ...Tn]T,i =1,..,n.

Exercitiul 15. Consideram motorul de curent continuu folosit pentru actionarea
cuplelor robotului industrial PUMA 560, cu urmatorii parametri [1] :Ry, =

5.1 Q, Ky =022V s/rad, K, = 0.228 Nm/A, By, = 817107 Nm s /rad,

Jm = 20010~ kgm?, r = 1/107, vmaz = 0.9V. Sa se proiecteze un re-
gulator de tip PD pentru controlul pozitiei, pe baza functiei de transfer a
motorului (se ignord cuplul de sarcing - 7 =10 ).

Solutie. La modelul (3.38) aplicam transformata Laplace petru conditii
initiale zero (6(0) = 0,6(0) = 0):

Jm0(5) 8% + BO(s) s = (K /Ra)v(s).

Functia de transfer se calculeaza ca

_0(s) _ Kn/Ra
H(s) = v(s)  Jms2+ Bs’

pe care o putem aduce la forma standard

K

His) = s(Ts+1)’

unde K este amplificarea procesului iar 7' este constanta de timp. Pentru
parametrii numerici mentionati mai sus, din calcul rezulta 7' = 0.0189 si
K = 4.217. Regulatorul PD are functia de transfer

HPD:Kp+KdS:Kp(TdS—|—1),

unde Ty = K4/Kp. Daca dorim sa compensam inertia (dinamica) proce-
sului, putem alege T; = T. Functia de transfer in bucld inchisa se poate

calcula ca
HHpp 1

1+HHPD - Tcls—l-l’
cu constanta de timp T, = 1/(K K,). Timpul de raspuns pentru acest

sistem de ordinul intai este ¢, = 4T¢;. Deci parametrul K, il putem obtine
impunand un anumit timp de reglare ¢, pentru raspunsul in bucla inchisa.

Hcl =
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Regulator PD Motor

A 4
\4

o,r, [rad]

——comanda cu saturatie
s —— comanda fara saturatie

2l 4

vIV]

1k 4

0 1 1 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
timp [s]

Figura 3.6: Rezultate de simulare cu regulatorul PD pentru controlul
pozitiei motorului

Considerand de exemplu un timp de reglare de t, = 0.5s, rezulta K, =
18.9708, iar apoi din calcul rezulta K; = 0.3585.

Figura [3.5| arata structura de conducere a sistemului nostru, in care
rg este referinta de pozitie. Figura [3.6] prezinta raspunsul sistemului la o
referinta treapta unitara la momentul ¢ = 0 pentru conditii initiale nule
(partea de sus), precum si comanda v aplicata motorului (partea de jos). In
practica comanda aplicatd motorului este saturatd (v,,q,) pentru a proteja
motorul, ca urmare sunt ilustrate doua cazuri in figura: atunci cand avem
saturatie pe comanda si atunci cand o neglijam. Se poate observa ca in
ambele cazuri raspunsul sistemului este cu eroare stationara zero si timp
de reglare de 0.5 secunde, doar ca atunci cand nu avem saturatie avem o
tensiune de comanda foarte mare la pornire. Intrarea comenzii in saturatie
pentru o perioada mare de timp poate sa ne afecteze peformantele de reglare.
Solutia practica cea mai simpla in acest caz este de a face regulatorul mai
lent.

O

3.4 Modelul neliniar al unui robot

Modelul dinamic (3.13)) al robotului ca sistem mecanic a inclus pana acuma
inertia, gravitatia, fortele centripete si efectul de Coriolis. In practica este
uneori necesar sa se tina cont si de alte forte, precum forta de frecare, jocuri
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sau forte elastice. In lucrarea de fatd vom considera ca este suficient sa
adaugam forta de frecare la nivelul cuplelor robotului.

Forta de frecare la nivelul unei cuple ¢ a robotului este de multe ori
modelata ca o expresie neliniara de forma [30]:

F(¢;i) = Fuq + Fesgn(ds), (3.40)

unde F, este coeficientul frecarii vascoase, iar F este coeficientul frecarii de
tip Coulomb. Frecarea vascoasa mai este numita si frecare dinamica si este
aproximata de multe ori ca fiind liniara. Frecarea staticd (in jurul vitezei
zero), cum este frecarea de tip Coulomb, desi este importanta in practica,
de multe ori este ignorata in etapa de analiza si proiectare a unui regulator,
deoarece este dificil de modelat exact, si complica mult regulatorul rezultat
din proiectare @

Consideram mai departe doar forta de frecare dinamica, care se poate
scrie sub forma matriceald pentru toate cuplele n ale unui robot

Fy 0 ...
Flg=1|: - q = Fyq, (3.41)
0 Fin

unde coeficientii by — b, sunt pozitivi si se determina de obicei experimental.
Modelul dinamic al robotului devine astfel

D(q)i+ C(q,4)q + F(4) + G(q) = . (3.42)

Mai departe incorporam si modelul motoarelor care actioneaza cuplele.
Astfel, daca folosim relatia (3.37)) pentru a inlocui 8 cu ¢ in (3.39)), il izolam
pe 7 si il substituim in (3.42]) obtinem

(Jm + R?D(q))i + (B + R*C(q,q))q + R*F(¢) + R*G(q) = RK v, (3.43)
care se poate scrie mai compact printr-o schimbare de notatii:
Dy(q)§ + Cp(q, 4)q + Fp(d) + Gplg) = Krv. (3.44)

Acesta este modelul neliniar pentru bratul robotic ca proces electro-mecanic
pe care dorim sa il controlam, care are ca intrari tensiunile de comanda ale
motoarelor v;, iar ca iesiri masurate unghiurile cuplelor ¢; .

33Un exemplu de abordare in vederea identificirii experimentale a parametrilor fortelor
de frecare pentru un robot de tip URS se poate gési in [27].
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Controlul unui robot
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In partea a II-a ne vom axa pe tot ce tine de proiectarea structurii de
conducere a unui robot. Controlul unui brat robotic se face de cele mai
multe ori in spatiul cuplelor, iar sarcinile pe care efectorul final al robotului
trebuie sa le opereze sunt de obicei precizate in spatiul cartezian. Pentru
a face legatura dintre cele doua tipuri de obiective urmarite, presupunem
structura de principiu din Figura In aceastd structuri avem un re-
gulator proiectat astfel incat referinta de pozitie qg sa urmareasca pozitia
masurata a cuplelor ﬂ La nivelul referintei, avem un model geometric
invers, determinat analitic sau numeric, care ne calculeaza online referinta
pentru cuple gq din referinta la nivelul pozitiei efectorului final pg. Referinta
pg ar putea fi de exemplu generata de un planificator de traiectorie aditional.
Fiindca eroarea de urmarire la nivelul cuplelor e; = g4 — ¢ poate sa nu fie
suficient de relevanta raportat la sarcina pe care robotul trebuie sa o efec-
tueze, este folosit si un model geometric direct care transforma traiectoria
masurata a robotului din spatiul cuplelor in spatiul cartezian (¢ — p). Ast-
fel se poate calcula ulterior si eroarea de urmarire la nivel de traiectorie a
efectorului final e, = pg — p.

Ps Modelul Qs v Brat q Modelul | p

—| geometric [—>{_ - Regulator robotic geometric [—>

invers direct

Y

Figura 3.7: Structura de control a unui robot in spatiul cuplelor

3In cazul in care regulatorul se bazeazi si pe informatii de vitezd sau acceleratie,
structura se completeaza cu semnale aditionale.
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Controlul liniar

In acest capitol vom arata cum se poate proiecta o structura de conducere
liniara pentru un brat robotic. In prima sectiune descriem cum se poate
aduce modelul dinamic al robotului, dezvoltat in capitolul anterior, la o
form& liniard. In sectiunea a doua prezentam cea mai simpla abordare in
controlul robotilor - controlul independent in cuple, in care presupunem
regulatoare cu reactii dupa iesire (pozitii masurate pentru fiecare cupli)
intr-o abordare SISO (single input - single output) din Teoria sistemelor.
In ultima sectiune vom arata cum se poate proiecta un regulator direct
pentru toate cuplele robotului, abordarea MIMO (multiple input - multiple
output), pe baza unei abordari in spatiul starilor. Ambele abordari vor fi
ilustrate prin exemple si rezultate de simulari.

4.1 Determinarea modelului liniarizat

In aceastil sectiune vom descrie doua modalitati de a ajunge la modelul
liniar al unui brat robotic, pornind de la modelul neliniar . Prima
metoda se bazeaza pe aproximari succesive, tinand cont de interpretarea
fizica a termenilor care apar in modelul robotului. A doua abordare este
mai sistematica, si se refera la metoda generala de liniarizare a unui sistem
neliniar din Teoria sistemelor.

4.1.1 Liniarizarea prin aproximari

Pentru inceput, rescriem modelul dinamic (3.44) la nivel de fiecare cupla
independenta ([1]):

(Jmi + r2d3i) i + Bidgi + 1iFy = (riKomi/Rai)vi — r2w;,  i=1,.,n, (4.1)

unde d;; include doar termenii diagonali constanti ai matricei D(q), in timp
ce termenul w; reprezinta o perturbatie care include toti termenii ¢ ramasi
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ai matricei D(q), precum si restul componentelor i ale matricelor C(q, ¢)
si G(q) EL Este important de remarcat faptul ca pentru un raport de
transmisie r; mic (subunitar), si daca termenii care tin cont de fortele de
rotatie in C'(g,¢) nu sunt foarte mari, atunci dinamica procesului se poate
aproxima ca un sistem de n ecuatii liniare de ordinul 2.

Consideram mai departe cazul cand acelasi tip de motor este folosit
pentru actionarea fiecarei cuple. Astfel, prin incorporarea termenului de
frecare Fp; in perturbatia w, putem rescrie modelul ca @

(Jm + 72d3i)Gi + Bigi = (rKomi/ Rai)vi — wpi, i =1,...,n. (4.2)
Jm‘ K;

Exercitiul 16. Consideram robotul cu doud cuple de rotatie din Figural|3.1
st parametrii robotului: L1 = 0.095 m, Lo = 0.1 m, m; = 0.095 kg, ma =
0.37 kg, g = 9.81 m/s?, I, = 2.27 1072 kg m?, I, = 2.27 1072 kg m?,
Fyy = 0.24, Fyy = 0.16, r = 0.1, K,,, = diag{[0.10.1]}. Neglijam frecarea
internd Fi; = 0, amortizarea B; = 0, si momentul de inertie Jy; = 0 la
niwvelul fiecarui motor. Sa se calculeze modelul liniarizat folosind aproxima-

rea .

Solutie. Tinand cont de neglijarea dinamicii motorului, inlocuind valo-
rile parametrilor in relatia (4.2)) obtinem:

0.1%d11G1 = 0.1%v1 — wpy,  0.1%d22d1 = 0.1%09 — wpo.

Efectuand calculul pentru a determina valoarea termenilor constanti din dy;
si dgo rezulta in final:

Jp =2.63107%,  Je=23610"% K;=K,=0.0l. (4.3)

0

4.1.2 Metoda generala de liniarizare

incepem prin a defini marimile de stare ale sistemului 1' ca fiind pozitiile
si vitezele cuplelor: 21 = ¢ si z9 = ¢. Vectorul de stare este z = [m{ xg]T
intrarea sistemului este v = v. Ca urmare, putem rescrie modelul neliniar

al sistemului sub forma standard neliniara in spatiul starilor

, lar

T2

E=J@) = Dot () (<O (1, wa)s — Fy(an) — Glary) + Kpu)} (4.4)

35Ge poate spune ci efectul neliniarititilor este ascuns in perturbatia w.
36B si K devin scalari.
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Consideram ca sistemul are punctul de echilibru z. pentru comanda de
echilibru u,, adica f(z.,u.) = 0. Ipoteza de baza pentru liniarizare este ca
sistemul opereaza in vecinatatea acestui punct de echilibru. Daca dezvoltam
in serie Taylor de ordinul intai obtinem

. of of

Xr = %’(xe’ue) . (fL' - :Ce) + %kme’ue) . (U — ue), (45)
din care rezulta sistemul liniarizat
o; = Ax; + Buy, (46)

unde 7; = & — Ze i U} = U — Ue. In particular, daca punctul de echilibru
este x, = 0 pentru comanda de echilibru u, = 0, atunci sistemul liniarizat
este

= Az + Bu. (4.7)

Urmatorul exercitiu exemplifica liniarizarea pentru cazul unui sistem
mecanic cu un singur grad de libertate.

Exercitiul 17. Consideram pendulul mecanic suspendat din Figura [{.1]
Bratul pendulului are lungime [ iar la capat are o bila de masa m. Pendu-
lul poate efectua o miscare de rotatie in plan, cu unghiul q. Ca intrare a
sistemului avem cuplul aplicat 7. Din legea a 2-a a lui Newton putem scrie
ecuatia de miscare

mi?§(t) = 7(t) — mglsin q(t) — blg(t), (4.8)

in care in membrul drept avem cuplul aplicat, cuplul datorita gravitatier st
cuplul datorita fortei de frecare. Sa se determine modelul liniarizat.

mg
Figura 4.1: Pendul mecanic
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Solutie.  Adoptam marimile de stare x1 = ¢ si 2o = ¢. Vectorul de
stare este x = [x1 127, iar intrarea este u = 7. Modelul neliniar in spatiul
starilor este

fo(z,u) Isin(xy) — T2 + #u

Ne intereseaza dinamica in jurul punctului de echilibru x, = 0 cu u. = 0.
Matricile A si B din modelul liniarizat (4.7)) se calculeaza ca

oh  oh
A= gl(xe,m = laxl am]

ox Ofs  Ofz
Ox1 Oxzo (z€,ue)
of
B9, )_[a;] _[o}
= A l(zeue) = P = 1 .
Ou % (z€,ue) mi?

O

Pentru roboti cu mai mult de doua cuple, calculul derivatelor pentru
liniarizare devine destul de elaborat, iar in practica se apeleaza deseori la
calcul simbolic.

Exercitiul 18. Considerdam robotul cu 2 grade de libertate din Figura [3.1]
Parametrii robotului sunt:L1 = 0.095 m, Ly = 0.1 m, mq = 0.095 kg, mo =
0.37 kg, g = 9.81 m/s?, I, = 2.27 1072 kg m?, I, = 2.27 1072 kg m?,
Fpy =0.24, Fypo = 0.16, r = 1, K,,, = diag{[11]}. Neglijam frecarea interna
Fni = 0, amortizarea B = 0, si momentul de inertie J,, = 0 la nwelul
fiecarui motor. Sa se calculeze modelul liniarizat prin calcul simbolic in
MATLABEL considerand punctul de echilibru x. = 0 pentru comanda ue =
0.

4.2 Controlul liniar prin reactie dupa iesire

Controlulul prin reactie dupa iesire in abordarea SISO, numit in literatura
control independent in cuple, este o strategie clasica de control, in care
este proiectat cate un regulator pentru fiecare cupla individuala (e.g. Figura
Mprezinté structura de conducere pentru un robot cu doua cuple). Efectul
celorlalte cuple este considerat ca o perturbatie pe care regulatorul trebuie
sa o rejecteze.

Dorim astfel sa proiectam cate un regulator liniar pentru fiecare cupla
i, care sa asigure urmarirea referintei g4 pentru fiecare pozitie g;, si sa

3TPentru calculul derivatelor din ([4.5)) se poate folosi functia jacobian, iar pentru eva-
luarea derivatelor in punctul de echilibru functia eval.
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it + | Regulator Vi R R
PD, a
Brat
robotic
ot 2 | Regulator V2 R % R
- PD, g g

Figura 4.2: Control independent in cuple cu regulatoare PD pentru un robot
cu doua cuple

rejecteze perturbatia wy;. Fiindca regulatorul este proiectat pe baza mode-
lului liniarizat, garantiile de stabilitate discutate aici se refera la stabilitatea
locala in vecinatatea punctului de liniarizare. @

In rezolvarea problemei de control, consideram pentru inceput regula-
toare standard de tip PD (proportional derivativ)

v, = Kgié; + Kpiei, (4.9)

unde e; reprezinta eroarea de urmarire, definita ca e; = qg; — ¢;, iar derivata
erorii este é; = qg4; — G-
Daca presupunem ca referinta este constanta pe portiuni, adica ¢4 = 0,

si inlocuim (4.9)) in (4.2), obtinem

Jpqu(t)+(Bl+K7,KdZ)qZ(t)+K1Kplq7,(t) == KiKpiQdi(t)_wpi(t)’ 1= 1, ceey 10

(4.10)
Aplicand transformata Laplace pentru conditii initiale nule obtinem functia
de transfer care face legatura dintre iesirile g; si intrarile de tip referinta qg;
si perturbatie wy;:

K;Ky;
inSZ + (Bl + Kini)S + KiKpi
1
_ W
inSQ + (Bl + Kini)S =+ Kzsz pe

qi(s) = qai(s)

(s), i=1,..,n. (4.11)

Ecuatiile caracteristice pentru fiecare cupla 7 sunt
Jpis® + (Bi + K;Kg;)s + K; K, = 0,
care se pot rescrie ca

@y Dt Rilta o Kiltyi
Tpi Tpi

38Pentru o discutie referitoare la stabilitatea globals a sistemului cu astfel de regulatoare
liniare, pe baza de functii Lyapunov, a se vedea [I3]-Cap 8.
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Considerand forma standard a ecuatiei de ordinul 2
2 2 _
5%+ 2Giwnis + wy; = 0,

putem deduce parametrii regulatorului in functie de factorul de amortizare
¢ si pulsatia naturald wy,:
Tpip;

Kpi = —, Kg=

2GiwniJpi — By

i (4.12)

Desi exista in literatura relatii care ne dau legatura dintre ¢ si w,, cu supra-
reglajul M), si timpul de raspuns ¢, pentru un sistem de ordinul doi [I5], aici
vom adopta o abordare empirica. Deoarece dorim ca raspunsul sistemului
sa fie fara suprareglaj, adica practic nu dorim oscilatii, putem alege ¢ la va-
loarea 1 (raspuns supra-amortizat). w, ne spune cat de rapid s& raspunda
sistemul, deci alegem o valoare cat mai mare, dar avand grija ca sa nu intre
comanda v; In saturatie.

Strategia de control prezentata mai sus se dovedeste de cele mai multe
ori foarte eficientd in practicad. Totusi uneori nu puteam garanta o eroare
stationara zero, iar atunci trebuie sa extindem structura la regulatoare
PID (proportional integrator derivativ)

t
v; = Kgié; + Kpiei + K”/ e; dt, (4.13)
0

in care avem deja trei parametri de proiectat pentru fiecare regulator.
Deoarece eroarea stationara este data de termenul gravitational, o alter-
nativa la regulatorul PID este regulatorul PD cu un termen gravitational
suplimentar [I]
v, = Kgié; + Kpiei -+ Gpi(Q)- (414)

In acest caz regulatorul devine neliniar datorita termenului G;(q), iar co-
menzile nu mai sunt decuplate. Eroarea stationara este insa dependenta de
acuratetea cu care stim componenta gravitationala a modelului.

Exercitiul 19. Consideram robotul din Figura liniarizat prin apro-
zimdri in Ezercitiul[16. Tensiunea de comandd v; este limitatd in domeniul
[—1.18,1.18] V.

a) Sa se proiecteze o structura de conducere independenta in cuple folo-
sind regulatoare PD.

b) Sa se testeze structura de conducere pe modelul neliniar al robotului in
MATLAB/Simulink pentru semnale de referintd treaptd. Interpretati
rezultatele in termeni de suprareglaj, timp de reglare si eroare stationard.
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| ce q q q
D (q)[-C(q,a)q-F(q)-G(q)+1] >

Figura 4.3: Schema de principiu pentru partea mecanica a robotului

\ 4

\4

Solutie. Proiectam doua regulatoare PD de forma
vy = Kgi1é1 + Kpreq,

vy = Kgoéa + Kjoeo,

folosind relatia . Alegem factorul de amortizare ( = 1 astfel incat
sa avem un raspuns aperiodic (fara oscilatii). Incepem cu o valoare pentru
pulsatia naturald w, = wp1 = wp2 de 0.1, pe care o tot crestem prin Incercari
succesive pana cand raspunsul sistemului la treapta este suficient de rapid,
iar comanda nu intra in saturatie pentru un interval de timp foarte mare.
In final ajungem la valoarea w, = 12 care ne ofera performante suficient de
bune. Parametrii regulatoarelor PD sunt: K1 = 3.7805,K 2 = 3.402,K4; =
0.6301, K42 = 0.567.

Mai departe implementam structura de conducere din Figura in Si-
mulink. Modelul neliniar al procesului poate fi implementat pornind de la
schema de principiu din Figura care prezinta doar partea mecanica a
robotului (fard motor). Pe langa cele doua blocuri de tip integrator, blocul
care include toate expresiile neliniare din model se poate implementa printr-
un bloc de tip MATLAB function. Rezultatele de simulare sunt prezentate
in Figura[f.4] Se poate observa c& raspunsul nu are suprareglaj, timpul de
raspuns este sub o secunda, insa avem o eroare stationara datorita nelinia-
ritatii procesului. Din Figura se poate observa ca marimea de comanda
intra in saturatie pentru o scurta perioada de timp (aproximativ 0.2 sec),
ceea ce sugereaza ca nu putem face raspunsul sistemului mult mai rapid.

0

Exercitiul 20. Sa se proiecteze o structura de conducere independentd in
cuple folosind requlatoare PD cu gravitatie pentru robotul din Figura |3.1
liniarizat prin aproximari in Ezercitiul si cu tensiunea de comandd v;
limitata in domeniul [—1.18,1.18] V. Sa se testeze structura de conducere
prin simulari cu modelul neliniar al procesului:

a) pentru semnale de referintd treapta, si sa se interpreteze rezultatele in
termeni de suprareglaj, timp de reglare si eroare stationard,
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T
g
o 05 ——referinta| |
B?_— = pozitia
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
timp [sec]
1.2 T
= 1
b
g
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o 051 4
&
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Figura 4.4: Rezultate de simulare pentru controlul independent in cuple cu
regulatoare PD - raspunsul la referinta treapta

15 T T
1k 4
o 05 il
0 4
-0.5 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
timp [sec]
15 T
1k 4
SN 05 4
0 _|
-0.5 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

timp [sec]

Figura 4.5: Rezultate de simulare pentru controlul independent in cuple cu
regulatoare PD - comanda

b) pentru semnale de referinta sinusoidale, respectiv sa se interpreteze
rezultatele.

4.3 Controlul liniar prin reactie dupa stare

Abordarea SISO prin reactie dupa iesire de tip control independent in cuple
prezentata anterior functioneaza bine atunci cand miscarea robotului este
relativ lenta, cand raportul de transmisie este mare, astfel incat efectele
neliniare de cuplaj intre legaturile robotului se pot neglija. In cazul motoa-
relor moderne si mai performante, care sunt conduse direct in cuplu, efectul
cuplajelor este semnificativ mai mare. Suplimentar, atunci cind apare si
o componenta elastica la nivelul cuplelor, regulatoarele de tip PD pentru
fiecare cupla se dovedesc neperformante [31]-Cap. 6. O solutie de control
mai avansata in acest caz o reprezinta controlul prin reactie dupa stare

o8



Capitolul 4. Controlul liniar

@ care ne permite impunerea unor performante mai stricte pentru sistemul
in bucla inchisa.

Pentru a putea proiecta un regulator cu reactie dupa stare, trebuie
indeplinite doua conditii a priori: i) sistemul trebuie sa fie controlabil, ii)
toate stirile trebuie si fie misurabile. Incepem cu conditia de controlabi-
litate. Consideram modelul robotului obtinut prin liniarizare de forma

&(t) = Az(t) + Bu(t), (4.15)

cux € R" si u € R™, n este ordinul sistemului, iar m numarul de intrari.
Se defineste matricea de controlabilitate

M,=[BABA’B ... A" 'B]. (4.16)

Sistemul este controlabil daca rang(M.) = n.

A doua conditie este ca toate starile x1,zo, ..., z, sa fie masurabile.
O relaxare a acestei conditii este ca starile nemasurabile sa fie macar ob-
servabile, astfel incat sa poata fi estimate cu un observator (estimator) de

stare F‘-_U[

4.3.1 Problema de stabilizare

Pentru regulatorul cu reactie dupa stare, incepem cu problema de sta-
bilizare: dorim sa proiectam o lege de reglare de forma u(t) = —K - z(t)
care sa stabilizeze sistemul. Structura de reglare este cea din Figura Se
porneste de la performantele specificate prin polii impusi pentru sistemul in
bucla inchisa p; = [pi1 pio - - pm]T. Polinomul caracteristic impus este

wi(s) = 8" +an_18"" 4. tais+ag = (s —pi)(s —pi2).(s = pin). (4.17)
Regulatorul dupa stare are expresia generala
T
Z2
UZ—KJ}:—[KlKQ Kn] . :—lel—KQ.%'Q—'--— nLn, (418)
Ln

iar sistemul In bucla inchisa devine

t=Azx+ B(—Kz)=(A—BK)x (4.19)
A
cl

39Pentru mai multe detalii referitoare la modelare, control si estimare in spatiul stirilor
a se vedea [10],[15],[28].
40A se vedea sectiunea 4.3.3.
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u(t) x(t)

Proces

A\ 4
v

Regulator ¢«

Figura 4.6: Structura de reglare dupa stare - stabilizare

Polii sistemului in circuit inchis sunt solutiile polinomului caracteristic

pel(s) = det(sly, — Ag) = (5 = per) (s — paz)---(8 — Pein)-

Egaland polinoamele p; si pe coeficient cu coeficient obtinem un sistem de
n ecuatii cu n necunoscute, de unde rezulta solutia unica K EL

Ne mai ramane sa raspundem la urmatoarea intrebare: cum alegem polii
p; pe care sa 1i impunem sistemului in circuit inchis astfel incat sa obtinem
performantele dorite? Alegerea polilor nu este o problema triviala, si se

complica cu cat creste ordinul sistemului. In practica, ne putem ghida dupa
cateva reguli sau indicatii:

e Alegem polii reali negativi astfel incat sistemul sa fie stabil, iar raspunsul
sistemului sa nu fie oscilant.

e Polii sistemului in bucla inchisa se aleg la stanga polilor procesului,
astfel incat sistemul in bucla inchisa sa fie mai rapid decat procesul.

e Polii impusi nu pot i mutati prea mult spre stanga din considerente
de realizabilitate practica - saturatie comanda, pas de esantionare E
efecte neliniare de frecventa mare, zgomot de méasura, etc.

e O posibila abordare este impunerea polilor dominanti@ conform poli-
nomului s2 +2¢w,s+w?, in functie de suprareglaj si timpul de reglare,
iar restul polilor se adopta mai la stanga pe axa reala.

e O alta abordare ar fi o configuratie Butterworth a polilor in planul
complex @

“11n MATLAB solutia K se poate calcula cu functia place, care presupune un algoritm
mai bine conditionat numeric pentru sisteme de ordin mai mare.

2 Toats discutia din aceasta carte este in timp continuu. In practica, implementarea
regulatoarelor pe echipamente numerice presupune operatia de discretizare (a se vedea
[15]-Cap 8, [10]-Cap 3.3).

43Polii dominanti pentru un sistem in timp continuu sunt polii cei mai aproape de axa
imaginara a planului complex.

“Pentru mai multe informatii despre filtre Butterworth si configuratia Butterworth a
polilor a se vedea [I1]-Cap. 8.7.
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Figura 4.7: Indicatori de peformanta pentru raspunsul treapta al unui sis-
tem: suprareglaj (M,),timp de reglare (¢,) si eroare stationara (ess)

4.3.2 Problema de urmarire

De multe ori in practica nu este suficient ca sa garantam ca sistemul nos-
tru este stabil, c¢i dorim s& ne asiguram si ca iesirea procesului y(¢) ne
urmareste o anumitd intrare de referinta r(¢). Aceasta reprezinta pro-
blema de urmarire, care presupune de obicei indicatori de peformantélﬂ
precum (vezi de exemplu Figura :

a) eroarea stationara, definitd ca diferenta dintre iesirea si intrarea in
regim stationar egss = 7ss — Yss,

b) timpul de reglare t,., definit ca timpul in care iesirea intra intr-o banda
de €% fata de valoarea finala,

c) supareglaj M, care reprezinta valoarea maxima cu care iesirea depaseste
referinta impartit la valoarea finald (in procente).

De obicei se doreste o eroare stationara zero, un suprareglaj de maxim 10%
si un timp de reglare cat mai mic (cu € ales 1% sau 2%).

incepem prin a adauga la modelul procesului in spatiul starilor si ecuatia
de iesire:

z(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.20)
y(t) = Cx(t)
cux € R"u € R" si y € RP. Vom prezenta mai departe doua solutii

mai des intalnite pentru problema de urmarire: i) reglare dupa stare cu
precompensare, ii) reglare dupa stare cu integrator.

“Pentru mai multe detalii a se vedea [15].
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Figura 4.8: Reglare dupa stare cu precompensator - urmarire

O varianta simpla de a asigura urmarirea unei referinte este sa adaugam
un precompensator pentru semnalul de referinta (Figura [4.8]), astfel incat

legea de reglare (4.18]) devine
u(t) = =K z(t) + N r(t). (4.21)
In bucli inchisii obtinem

#(t) = (A— BK)xz(t) + BN r(t) (4.22)
y(t) = Cx(t) (4.23)

Consideram compensatorul K ca fiind proiectat astfel incat sa impuna
valorile proprii (polii) dorite matricei Ay = A — BK. Precompensatorul N
il putem proiecta din conditiile de regim stationar:

0=(A—-BK)xss+ BNrss, yss = Cxgs.
Rezulta relatia intrare-iesire in regim stationar
yss = —C(A— BK) ' BNr,,,

la care daca impunem conditia de eroare stationara nula, adica yss = rss,
obtinem relatia de calcul a precompensatorului:

N = —[C(A-BK)'B]7.. (4.24)

Principala limitare a legii de reglare (4.21f) este lipsa robustetii la incertitu-
dini parametrice si perturbatii persistente. Ca urmare, uneori se apeleaza
la o lege de reglare dupa stare cu componenta integratoare - Figura [4.9

Incepem prin a introduce o stare suplimentari z; € RP datoritd com-
ponentei integratoare: #;(t) = e(t) = r(t) — y(t) = r(t) — Cz(t). Modelul
intra-stare-iesire extins este

ol = e ] )+ om0+ (2] 0w

460, xp si Ipxp reprezintd matricea zero, respectiv matricea unitate de dimensiuni p X p.
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Xo

Figura 4.9: Reglare dupa stare cu integrator - urmarire

Adoptam legea de reglare

u(t) = —Kaz(t) + Kizi(t) = —[K — K] [x ( t)} = —K.-z.(t), (4.26)

iar modelul in bucla inchisa devine
Ze(t) = (Ae — ByKe)xe(t) + Byr(t).

Deci problema se reduce la alocarea valorilor proprii ai matricei A, — By K,
prin proiectarea lui K,.

Ca si comparatie intre cele doua abordari, este important de observat ca
desi reglarea dupa stare cu precompensare este mai simplu de proiectat si
nu implica adaugarea de noi stari la model, nu este robusta la incertitudini
de modelare sau perturbatii persistente. In schimb, reglarea dupa stare cu
componenta integratoare este robusta la anumite categorii de incertitudini
de modelare sau perturbatii persistente.

Exercitiul 21. Pentru pendulul din Figura[{.1), modelat in cadrul Exercitiului
17, consideram ca putem masura atdat pozitia unghiulara q, cat si viteza
unghiulara ¢. Consideram wvalorile parametrilor m = 0.4kg, | = 0.6m,
g =0.98m/s?, b = 0.1 Ns~2/m. Sda se proiecteze un requlator cu reactie
dupa stare cu precompensare pentru urmarirea unei referinte de pozitie de

tip treaptd, cu amplitudini de £0.5rad. Sa se testeze solutia de control pe
modelul neliniar in MATLAB/Simulink.

Solutie.  Definim marimile de stare z; = ¢ si x2 = ¢, marimea de
comandd u = 7 si iesirea de urmarit y = ¢. Matricile sistemului liniarizat,
dupa inlocuirea valorilor numerice ale parametrilor sunt E]

A= [—12.33 —01.41] B = {6.%4] C=[1 0. (4.27)

Polii procesului se pot determina calculand valorile proprii ale matricei
A:pro = —0.20 £ 4.03i. Se poate verifica ca sistemul respecta conditia

1"Prezentam valorilor doar cu 2 zecimale, dar in calculul din MATLAB se lucreazi cu
o precizie de 5 zecimale.
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de controlabilitate. Impunem polii doriti pentru sistemul in buclad inchisa
pi1 = —10 si pjo = —11. Deci dorim sa impunem polinomul caracteristic
pi(s) = 52+ 21s + 110. Pentru legea de control u = —ky 21 —koxo = —K x
polinomul caracteristic pentru sistemul in bucld inchisd este p;(s) = s +
(3 + %85]432)8 + (47? + %kl). Egaland cele doua polinoame si rezolvand sis-
temul cu doua ecuatii si doua necunoscute rezulta k; = 13.48 si ky = 2.96.
Alternativ, calculul se putea face apeland functia place in MATLAB. Mai
departe extindem legea de control la problema de urmarire u = — Kz + Nr,
unde r este referinta de pozitie unghiulara. Din calcul, folosind relatia
, rezultd N = 15.84. Rezultatele de simulare, pornind de la conditii
initiale nule, sunt prezentate in Figura Se poate observa ca referinta
r urmareste iesirea y cu eroarea stationara zero si fara suprareglaj. Timpul
de reglare se poate imbunatati prin impunerea unor poli mai rapizi (valori
reale negative mai departe de axa imaginara), dar asta ar fi cu pretul unor
comenzi mai mari (a se vedea evolutia comenzii din partea de jos a Figurii

1.10). O

0.5 -

y, r [rad]
o

05 I I I | I I I 1
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
timp [sec]
20 T

u [Nm]
o

10+ 4

.20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

timp [sec]

Figura 4.10: Rezultate de simulare pentru controlul pozitiei unui pendul

Exercitiul 22. Consideram robotul din Figura lintarizat in cadrul
Exercitiului 18. Sa se protecteze si testeze o structura de conducere pen-
tru problema de urmarire parcurgand urmatorii pasi:

a) Sa se proiecteze un regulator cu reactie dupd stare cu precompensare
pentru urmdarire.

b) Sa se testeze structura de conducere prin simuldri cu modelul neliniar
al procesului pentru semnale de referita treapta.

c) Sa se interpreteze rezultatele in termeni de suprareglaj, timp de reglare
si eroare stationara.
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x(t)
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| A

Observator de stare l ()
Figura 4.11: Observator de stare de tip Luenberger

4.3.3 Estimarea starilor

De multe ori in practica nu pot fi masurate toate starile sistemului, sau
senzorii necesari pentru a masura toate starile ar presupune un cost prea
mare @ Desi ipoteza ca toate starile s& fie masurabile nu este respectata, o
alternativa consta in proiectarea unor structuri aditionale cu rol in estimarea

starilor neméasurabile & (astfel incat & Lo, x). O astfel de structura se
numeste observator (estimator) de stare.

Un sistem de forma este observabil, adica starile pot fi estimate
din informatiile intrare-iesire, daca matricea de observabilitate

C

cA
M,=| . (4.28)

CAnfl

are rangul egal cu ordinul sistemului (rang(M,) = n).

Pentru sisteme liniare deterministice @, cel mai des intalnit tip de ob-
servator de stare este observatorul de tip Luenberger, format dintr-o copie
a modelului procesului si o reactie de corectie - Figura Structura de
tip observator de stare porneste de la o copie a modelului procesului

(t)
9(t)

Deoarece in practica noi nu cunoastem exact conditiile initiale ale proce-
sului (0) = xo, rezultd ca xy # . Pentru ca z(t) — z(t) pe masura

Ai(t) + Bu(t)
Ci(t).

8.

4810 unele aplicatii aparte problema de estimare este si mai critica: e.g. sistemele
biomedicale, unde este de dorit ca senzorii sa nu fie de natura invaziva.
“Varianta pentru sisteme stohastice este dat# de estimatorul (filtrul) Kalman.
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r(t) u(t) y(t)

—>| Regulator Proces >

A 4

A

Observator

\ 4

R(t)

Figura 4.12: Structura de conducere cu regulator cu reactie dupa stare si
observator de stare

ce t — oo, trebuie sa adaugam o reactie de corectie. Ca urmare, ecuatiile
observatorului sunt

2(t) = A2(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t)) (4.29)
g(t) = (1), (4.30)
unde L = [l ... ln]T este amplificarea de corectie a observatorului. Daca

definim eroare de estimare ca e;(t) = z(t) — Z(t), se poate demonstra ca
éx(t) = (A — LC)e,(t). Sistemul care descrie dinamica erorii este stabil,
adica ey (t) — 0 pe masura ce t — oo, daca toate valorile proprii ale matricei
A — LC sunt in semiplanul stang. Deci problema proiectarii lui L se poate
reduce la una de alocare de poli - polii observatorului.

Caregula generala, observatorul trebuie sa fie mai rapid decat sistemul in
bucla inchisa (regulator+proces). Altfel spus, daca polii sistemului in bucla
inchisd impusi prin reactie dupa stare p; trebuie sa fie la stanga polilor
procesului p, polii observatorului p, trebuie sa fie la stanga acestor poli
impusi (p;). Calculul amplificarii L se poate face analitic, egaland polinomul
caracteristic impus g, (s) = (s — Po1)(8 = Po2)-.-(5 — Pon) cu polinomul
caracteristic in bucla inchisa p&(s) = det(sl, — (A — LC)) si rezolvand
sistemul algebric care rezulta

Odata proiectat, observatorul de stare se poate integra cu oricare din
structurile cu reactie dupa stare descrise anterior, in care starea procesului
x se Inlocuieste cu starea estimata a procesului & - Figura [4.12

Exercitiul 23. Pentru pendulul din Figural4. 1], modelat in cadrul Exercitiului
17, consideram ca putem masura doar pozitia unghiularda q. Valorile para-
metrilor sunt aceleasi ca si in Exercitiul 21. Sa se proiecteze si testeze o
structura de conducere cu requlator cu reactie dupd stare si observator de
stare pentru problema de urmarire.

Solutie.  Definim marimile de stare z; = ¢ si x2 = ¢, marimea de
comanda u = 7 si iesirea de urmarit y = q. Matricile sistemului liniarizat

S0, se poate calcula si numeric folosind aceeasi functie place in MATLAB.
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sunt date in . Se poate verifica ca sistemul este observabil, deci pu-
tem estima starea xs. Deoarece dorim sa testam structura de conducere pe
sistemul neliniar, pentru care model liniar folosit pentru proiectarea regu-
latorului si a observatorului este doar o aproximare, apelam la structura cu
reglare dupa stare si integrator. Matricile sistemului extins cu starea
x; sunt

0 1 0 0 0
A= |-1633 —-041 0|, B,=1|694|, B,=|0
-1 0 0 0 1

Impunem polii pentru sistemul extins in bucla inchisa, cu legea de reglare
(4.26): pi1 = —10, pio = —11, p;3 = —3. Apeland la functia place iIn MA-
TLAB obtinem K = [22.56 3.39 — 47.52]. De asemenea impunem polii
observatorului p,;y = —15 si p,e = —16, pentru care rezulta amplificarea
L = [30.58 210.92]7. Implementand structura din Figura in MATLA-
B/Simulink, pentru referinte treapta de amplitudini +0.5rad, obtinem re-
zultatele de simulare din Figura Se poate observa ca avem eroare
stationara zero si cu suprareglaj zero, in conditii de incertitudini de mo-
delare. Timpul de reglare este insd usor mai mare fata de varianta cu
precompensare si fara observator de stare.

r,y [rad]
o

u [Nm]
- .Y

§

| |

timp [sec]
Figura 4.13: Rezultate de simulare pentru structura de conducere cu regu-
lator cu reactie dupa stare cu integrator si observator de stare

O
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(Zenerarea trailectoriel

In acest capitol ne vom ocupa de planificarea (determinarea) traiectoriei
de miscare a robotilor (trajectory planning). Prin traiectorie intelegem o
succesiune de pozitii determinate la anumite momente de timp. De obicei
succesiunea de puncte este furnizata de utilizator (in cel mai simplu caz un
punct initial si unul final) sau de catre un planificator al traseului [ﬂ

Traiectoria este calculata de obicei prin interpolare ca o functie neteda
de timp r(t),uneori si cu derivatele de ordinul 1 si 2 netede (vitezele si
acceleratiile), si reprezinta referinta transmisa structurii de conducere a ro-
botului (Figura. In functie de spatiul in care se face interpolarea, putem
vorbi de o determinare a traiectoriei in spatiul cuplelor sau in spatiul
cartezian. Urmatoarele doua subcapitole vor trata in detaliu ambele ca-
zuri.

o | Planificator | ' u y
de traiectorie Regulator Robot

v

A 4
v

A

Figura 5.1: Structura de conducere cu planificator de traiectorie pentru
referinta

5.1 Traiectorii in spatiul cuplelor

Consideram situatia in care avem o succesiune de pozitii In spatiul carte-
zian {p;} (pozitii ale efectorului final al robotului raportate la sistemul de
referinta), din care obtinem o succesiune de pozitii in spatiul cuplelor {g;}

51La nivel planificirii traseului (path planning) se tine cont de restrictii in spatiul de
miscare, ocolire obstacole, etc.
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folosind modelul geometric invers al robotului. Ca ipoteza simplificatoare,
consideram ca timpul necesar pentru parcurgerea unui segment {i,7 + 1}
este acelasi pentru toate cuplele.

Vom prezenta initial cazul cand avem doar doud pozitii - pozitia initiala
si pozitia finala, urmand ca sa extindem ulterior discutia la mai multe
puncte. Fara a reduce generalitatea, restrangem discutia pentru cazul unei
singure cuple; traiectoria pentru restul cuplelor se poate determina intr-o
maniera similara.

5.1.1 Traiectoria intre doua puncte in spatiul cuplelor

Consideram pozitia initiala ¢(tg) = qo si pozitia finala ¢(tf) = ¢f, unde
ty — to ne da intervalul de timp in care trebuie sa aiba loc miscarea. Cea
mai simpla abordare consta in interpolarea liniara, pe baza ecuatiei dreptei
ce uneste cele doua puncte:

ar — 4o
tr —to

a(t) = q(to) + (t — to) = ao + ayt. (5.1)

Miscarea in acest caz ar avea loc cu viteza constanta, dar problema este ca
nu avem control asupra vitezelor si acceleratiilor de pornire si oprire.

Sa presupunem ca vrem sa specificam si viteza initiala v(tg) = v si
viteza finala v(ty) = vy H Cele 4 restrictii (2 de pozitii si 2 de viteze) ne
impun folosirea unui polinom de ordinul cel putin 3 pentru interpolare, care
are 4 parametri independenti:

q(t) =ao+ a1t + ast® + ast®. (5.2)
Prin derivare putem obtine functia pentru viteza dorita ca
q(t) = ay + 2ast + 3azt*. (5.3)

Aplicand cele 4 restrictii de pozitie si viteza, obtinem un sistem de 4
ecuatii

qo = ag + aito + agt(Q) + (13758 (5.4)
qf = ao + aity + ast} + ast} (5.5)
vo = a1 + 2aqtg + 3a3t% (5.6)
vy =ai + 2a2tf + 3a3t?c. (57)
Sub forma matriceald sistemul se scrie ca
1ty 13 1%2 ao 0
0 1 2ty 3t5| (a1 0
9 3 = . 5.8
1 tf tf tf2 as qs ( )
0 1 2tf 3tf as vf

52 Abordarea se bazeazi pe [31] - cap 5.
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Parametrii polinomului ag—as se pot determina ca solutie unica a sistemului

de mai sus.

Daca pe langa specificatiile de pozitii si viteze mai vrem sa adaugam
si o acceleratie initiala a(ty) = ao si finala a(ty) = ay, atunci trebuie sa
efectuam interpolare folosind un polinom de ordinul 5:

q(t) = ag + art + aot® + ast® + agt* + ast®, (5.9)
unde viteza dorita este
q(t) = a1 + 2ayt + 3ast® + dagt® + Sast, (5.10)
iar acceleratia dorita
() = 2ag + 6ast + 12a4t> + 20ast>. (5.11)

Aplicand cele 6 restrictii de pozitie, viteza si acceleratie obtinem sistemul
de ecuatii

qo = ag + aito + agth + asty + asty + ast) (
qr = ay + aity + agt} + ast} + asty + ast; (
vo = a1 + 2agty + 3astd + dagtd + Sasty (5.14
v = a1 + 2asty + 3agt} + dast} + Sast (
oo = 2as + 6asty + 12a4t3 + 20ast] (
af = 2ay + Gast s + 12a4t7 + 20ast}, (

care sub forma matriceala devine

1ot 5 5t t5 | [ao] [0
0 1 2ty 3t3 4th 5t§3 a vo
2 43 4 5 = , (5.18)
0 1 2 3t7 4t% 5t} | |ag vf
0 0 2 6ty 1265 20t3| las]  Lay]

iar parametrii ag — a5 se obtin ca solutie unica.

5.1.2 Traiectoria prin mai multe puncte in spatiul cuplelor

Abordarea din subsectiunea anterioara se poate extinde pentru mai multe
puncte. Sa consideram de exemplu cazul in care avem 3 puncte la 3 momente
de timp: q(to) = qo, q(t1) = q1 si ¢(ty) = q¢. Vom considera cazul cand
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putem specifica vitezele dorite in fiecare din cele 3 puncte @v(to) = g,
v(t1) = v1 siv(ty) = vy.

Mai departe vom adopta doua polinoame de ordinul 3, cate unul pentru
fiecare segment de timp. Astfel definim primul polinom

q(t) = f1(t) = awo + a1 (t — to) + ar2(t — to)* + a13(t — to)® (5.19)

pentru intervalul de timp ¢ € [to, t1], iar al doilea polinom
q(t) = folt) = ago + a1 (t — t1) + age(t — t1)* + agz(t — t1)3 (5.20)

pentru intervalul de timp ¢ € [t1,tf]. Pe baza celor 6 restrictii de pozitie si
viteza aplicate la nivelul celor doua polinoame putem determina un sistem cu
8 ecuatii si 8 necunoscute, din care rezultd coeficientii a;;(i = 1,2, =0, 3)
al polinoamelor ca solutie unica. Pentru a asigura continuitatea vitezei si
acceleratiei la comutarea intre polinoame vom adauga conditiile E

q(t1) = fi(t1) = fo(t1) = a1,

q(t) = fi(tr) = fa(tr) = v,

i(t) = fi(tr) = fa(tr) = 0. (5.21)
Exercitiul 24. Vom considera robotul cu 5 cuple de rotatie din Figural|5.2
Fiecare variabila a cuplei reprezinta un unghi ¢; = 0;, i = {1,2,3,4,5}.

In ceea ce urmeaza, presupunem ca modelul geometric direct si invers au
fost determinate a priori folosind Robotics Toolbox. Parametrii robotulus
sunt: Lo = 0.06m, L1 = 0.03m, Ly = 0.15m, L3 = 0.185m, Ly = 0.1m.
Sa se determine traiectoria in spatiul cuplelor intre doud pozitii, pentru o
miscare doar la nivelul cuplei o a robotului: qa(ty) = —10° si qa(ty) = 20°,
la momentele de timp to = 0 sity = 1 sec. Suplimentar, sa se adopte viteze
zero la cele doud pozitii vo(tog) = va(ty) = 0.

Solutie. Alegem un polinom de ordinul 3 de forma (5.2]) pentru descri-
erea miscarii, in care coeficientii 1i obtinem ca solutie a ecuatiei:

1 0 0 0] [ao ~10
010 0f|a]| |0
11 1 1| |ag| |20 | (522)
01 2 3] |as 0

Rezulta ca traiectoria cuplei 2 intre cele doud puncte poate fi descrisa prin
functia
g2 (t) = —10 + 90t — 6013, (5.23)

A se vedea [8] - pp. 207 pentru detalii legate de modul in care se pot determina
vitezele prin puncte in practica.
4 Considersm acceleratia zero la momentul comutarii.
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Ly

e

Figura 5.2: Robotul Lynxmotion cu 5 cuple de rotatie si reprezentarea
schematica

viteza este descrisa de expresia
42(t) = 180t — 180t (5.24)

iar acceleratia
Go(t) = 180 — 360¢. (5.25)

Reprezentarea grafica a celor 3 traiectorii este ilustrata in Figura Li-
mitarile unei astfel de traiectorii in practica, atunci cand avem mai multe
pozitii succesive, este faptul ca acceleratia ar prezenta discontinuitati (sal-
turi), ceea ce ar afecta miscarea robotului.

O

Exercitiul 25. Consideram miscarea robotului (Figura din punctul
p(to) = [0 yo 20T = [0.25 0.1 0.3]Tm in punctul p(ty) = [z yr zf]T =
[0.15 0.2 0.4]"'m. Pentru simplitate, adoptam momentele de timp to = 0 si
ty =1 sec. Cerinte in MATLAB:
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20 45 200
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Figura 5.3: Traiectoriile pentru pozitie, viteza si acceleratie pentru cupla g9

a) Sa se determine pozitia initiala qo si finald g in spatiul cuplelor folo-
sind modelul geometric invers.

b) Sa se determine traiectoria q(t) intre punctele qo si qr folosind un
polinom de ordinul 5, considerand viteze si acceleratii zero la cele doud

capete d(to) = d(ty) = d(to) = ii(ty) = 0.

c) Sa se afiseze traiectoriile atat in spatiul cuplelor cdt si in spatiul car-
tezian.

d) Sa se compare rezultatele cu cele obtinute cu functia jtraj din Robotics
Toolboz: [6].

5.2 Traiectorii in spatiul cartezian

Construirea traiectoriei in spatiul cuplelor este relativ usor din punct de
vedere al calculului numeric si nu prezinta probleme de singularitate, dar
ne conduce 1n final la o miscare a efectorului final complicata E| si greu de
anticipat. Din acest motiv in practica se prefera de multe ori construirea
traiectoriei In spatiul cartezian. Acest lucru este mai solicitant din punct
de vedere computational deoarece modelul geometric invers trebuie aplicat
pentru intreaga traiectorie generata (nu doar pentru setul de pozitii initiale
ca si in cazul traiectoriei in spatiul cuplelor).

Vom considera cazul cand traiectoria poate fi construita din linii drepte
intre pozitiile specificate initial in spatiul cartezian m Adoptam un profil
trapezoidal al vitezei, care creste si scade ca o rampa In apropierea pozitiilor
specificate initial, iar intre pozitii este constanta. Restrangem discutia la

55De obicei nu este o linie dreapts intre puncte.
56Este cea mai des intélniti abordare in practici atunci cand e vorba de o traiectorie
in spatiul cartezian.
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doar doua pozitii pe axa X a efectorului final. Abordarea este similara si
pentru celelalte doua axe Y si Z, si se poate extinde ulterior pentru mai
multe punctelﬂ

Incepem prin a defini cele doud puncte intre care vrem s3 fie miscarea
pe axa X: x(tg) = xo si x(ty) = xy. Pentru simplitate, vom considera
viteze zero in cele doua puncte & (tg) = &(t¢) = 0. Mai departe vom imparti
intervalul de timp to — ¢ in 3 segmente:(to, ty),(ts, ty —tp) si (ty — o, t5).

Pentru intervalele de timp (to,t) si (ty — ¢, t¢) vom adopta functii po-
linomiale de ordinul 2 pentru traiectorie

z(t) = ag + aq(t —to) + ag(t —to)?, t € [to, ty), (5.26)
x(t) =ao+ar(t — (ty —tp) + a2t — (ty — )%, t € [ty —ty,ty]. (5.27)
Vitezele rezultante pentru aceste doua intervale de timp sunt

&(t) = ay + 2a5(t —to), t € [to, ], (5.28)
(t) =a1 + 2aa(t — (ty —tp)), t €[ty —ts ty], (5.29)

iar acceleratiile

x(t) = 2@2, te [to,tb], (530)
.CE(t) =2ay, te€ [tf - tb,tf]. (531)

Pentru a determina coeficientii polinomului (5.26)), aplicam restrictia i(ty) =
0 in , de unde rezulta ca a; = 0. Din conditia z(tg) = zo aplicata
n rezulta ca ay = z9. La momentul ¢, impunem o viteza constanta
vp In , de unde rezulta v, = ©(tp) = 2a4(ty, — to), deci ay = 2(4)73150
Intr-o manierd similari se pot determina si coeficientii polinomului
ag = —2%),61 =Up, G0 = Tf — Uthb.

Pentru intervalul din mijloc (¢,t¢ —t,) vom defini traiectoria ca o linie
dreapta

z(t) = x(ty) +op(t —tp), T E [ty ty — Lo (5.32)
Din considerente de simetrie avem x(t‘);tf ) = L;xf . Deci putem scrie
To+x tr+to
Tf:fc(tb)Jrvb( ! — tp).

Rezultd c& z(tp) = WTxf — (Y ;to — t). Mai departe impunem conditia

ca la momentul de timp ¢, polinomul (5.26|) si dreapta ([5.32)) sa aiba aceeasi

valoare:

Ub(tb—to) l‘0+£l?f v (tf+t0
= — U
2 2 2
5"Dacs dorim s& tinem cont si de orientare, atunci pe langa cele 3 pozitii {z,y, 2z} mai

trebuie s addugam 3 unghiuri de rotatie in jurul acestor axe - a se vedea [8] - pp. 217
pentru detalii.

T +

— 1), (5.33)
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¢ o« — ¢ < L .

de unde rezulta ci t, = % Daci tinem cont de definitia momentului
. < tptt . _

de comutatie t; ca tg < tp < % atunci putem calcula restrictia pentru

viteza v, astfel incat miscarea sa fie fezabila:

<y < , daca vy >0, 5.34
tr —to b TRETR b (5.34)
Tf—T0 Tf— X0 o
T7+to <y < ﬁ, daca vp < 0. (535)
2 0 f 0

In final obtinem traiectoria intre cele doui pozitii ca o functie definiti pe 3
intervale:

ag +a;(t —to) + ay(t —to)?,  t € [to, 1),
x(t) =q  w(tp) +op(t —tp), tE [ty ty—1tp),
aop —I—ﬁl(t — (tf - tb)) —|—62(t - (tf — tb))Q, te [tf — tb,tf].
(5.36)
Este important de avut in vedere ca in practica traiectoria generata in
spatiul cartezian poate intampina 3 tipuri de probleme:

e anumite puncte intermediare nu pot fi atinse de robot (probleme de
singularitate),

e in urma aplicarii modelului geometric invers pot rezulta viteze foarte
mari la nivelul anumitor cuple,

¢ la punctul final se poate ajunge pe mai multe cai - solutii multiple.

Exercitiul 26. Consideram cazul cand vrem sd generam o traiectorie intre
doud puncte, de-a lungul azei X a efectorului final al unui robot (raportata
la sistemul de referinta fiz). Pozitia initiala este x(ty) = xo = 1m, iar cea

finald x(ty) = xy = 0.5m. Ca momente de timp, pentru simplitate alegem
to = 0 sity =1 sec. Sa se determine o traiectorie x(t) intre cele doud
puncte xo $i xf, in care viteza sa aiba profil trapezoidal, folosind ecuatia
5.36).

Solutie. incepem prin a alege viteza vy la mijlocul intervalui dat de
restrictia , deci vy = —0.75m/sec. De aici putem calcula momentul
de comutatie de la segmentul 1 la segmentul 2: ¢, = 0.3. Se pot calcula mai
departe coeficientii din ecuatia : ag=1,a, =0, ay = —-125, @y =
0.6125, a; = —0.75, @y = 1.25. Figura ilustreaza grafic traiectoria x(t)
obtinuta, Impreuna cu profilul vitezei si acceleratiei. Se poate observa ca
traiectoria pozitiei este neteda, viteza are profilul trapezoidal, iar acceleratia
este constanta pe portiuni. [
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t0 tb thtb
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1 1
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Figura 5.4: Traiectoriile pentru pozitia, viteza si acceleratia pentru axa X

Exercitiul 27. Consideram miscarea robotului (Figura din punctul
p(to) = [xo yo 207 = [0.25 0.1 0.3]T'm in punctul p(ts) = [z ys 24)7 =
[0.15 0.2 0.4]Tm. Pentru simplitate, adoptam momentele de timp to = 0 si
ty =1 sec. Cerinte in MATLAB:

a) Sd se determine traiectoria p(t) = [x(t) y(t) z(t)]T intre punctele p(to)
si p(ty) pentru un profil trapezoidal al vitezei.

b) Sa se determine traiectoria echivalentd in spatiul cuplelor q(t) folosind
modelul geometric invers.

c) Sa se afiseze traiectoriile atdt in spatiul cuplelor cat si in spatiul car-
tezian.

d) Sa se compare rezultatele cu cele obtinute cu functia ctraj din Robotics

Toolboz [6].
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Capitolul 6

Controlul neliniar

Strategiile de control liniar din Capitolul 4 functioneaza pe baza ipotezei ca
robotul opereaza in vecinatatea punctului de echilibru in care s-a efectuat
liniarizarea. Pentru cresterea performantelor in cazul miscarilor ample si
rapide ale robotului, caz In care aceasta ipoteza nu se mai respecta, este
necesar sa tinem cont de modelul neliniar al robotului in proiectarea regu-
latorului. Asadar, pentru a obtine garantii globale de stabilitate, de multe
ori trebuie s& proiectim o structurd de conducere neliniard. In acest capitol
vom discuta despre cea mai des utilizata metoda de control neliniar pentru
roboti - controlul neliniar decuplat sau metoda cuplului calculat [ﬂ (311,
[13], [11).

Consideram un brat robotic cu n grade de libertate care are modelul
dinamic de forma

D(q)i+C(g,4)q+ F(q) +G(q) =7 (6.1)

Neglijam dinamica elementelor de executie si consideram ca robotul poate fi
comandat direct in cuplu. Astfel, procesul neliniar dat de bratul robotic are
ca intrari cuplurile de comanda date de motoare 7;, iar ca iesiri masurate
unghiurile cuplelor ¢;, cu¢=1,...,n.

Controlul neliniar decuplat este o strategie de control moderna care
se poate folosi pentru cresterea performantelor de reglare, fiind un caz par-
ticular al strategiei mai generale intitulata feedback linearization ([1],[31],
[21]). Structura de control neliniar decuplat presupune o bucla interioara si
una exterioara, precum in Figura Bucla interioara se bazeaza pe mode-
lul dinamic invers si realizeaza decuplarea neliniara, care mai este numita
liniarizare dinamica. In cazul ideal, bucla interioard devine un sistem liniar
invariant in timp de tip MIMO (multiple input multiple output) decuplat.
Astfel, pentru bucla exterioara se poate alege orice metoda de control clasic
(PID, reactie dupa stare, etc).

581n engleza Computer torque control.
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sistem liniar

Planificator Regulator| _u Regulator| t qf
traiectorie liniar | neliniar

a L A -
44 :

dq

bucla exterioara

Figura 6.1: Control neliniar decuplat - structura de principiu

Pentru proiectarea buclei interioare, incepem prin a introduce schimba-
rea de notatie V (¢, ¢) = C(q, )¢+ F(4) + G(q), astfel incat sa putem rescrie
modelul robotului intr-o forma mai compacta:

D(q)j+V(g,q) = (6.2)

Mai departe, adoptam urmatoarea lege de reglare pentru bucla interioara:

7 = D(q)(Ga — u) + V(g q) (6.3)

Daca definim eroarea de urmarire ca

e=qq—q, (6.4)

unde gq este referinta de pozitie a cuplelor, iar ¢ pozitia cuplelor masurata,
atunci é = g —¢ si € = g — ¢. Inlocuind cuplul din (6.3) in modelul
(6.2) si folosind definitia ((6.4) putem obtine:

é=u. (6.5)

Astfel bucla interna poate fi privita ca un proces dublu integrator din per-
spectiva buclei externe. Acest model cu n dublu integratoare (un dublu
integrator pentru fiecare canal intrare-iesire/cupla) poate fi scris in spatiul
starilor ca:

& = Az + Bu (6.6)

e 0, I, 0
=1|.], A= "|,B=|" 6.7
In continuare, pe baza acestui model, vom considera pentru bucla exte-
rioara un regulator cu reactie dupa stare cu componenta integratoare:

unde

u=—Kz+ K;e (6.8)
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unde € este iesirea integratorului regulatorului (é = e) - a se vedea Figura
@ Sistemul nostru este controlabil, deci amplificarea K se poate obtine
prin alocare de poli, pornind de la polinomul caracteristic impus pentru
sistemul in bucla inchisa
=14 aps® fapst +ag = (s —p1)(s — pa)...(s — pan).

(6.9)
Amplificarea integratorului K; se poate determina prin alocare de poli pen-
tru sistemul extins cu starile integratorului, sau se se poate determina empi-
ric din simulari/experimente astfel incat sa se obtina performante de reglare
cat mai bune, etc. In final, structura detaliata de conducere este ilustrata in
Figura A se observa ca metoda necesita viteza si acceleratia referintei,
ca urmare este nevoie de un planificator de traiectorie care sa ne asigure ca
referintele au o traiectorie neteda in timp.

Limp(s) = 87" + agn_15

Planificator
traiectorie

Robot

v

Figura 6.2: Control neliniar decuplat - structura detaliata

Metoda presupune un efort de calcul (numeric) semnificativ, iar perfor-
mantele sunt foarte dependente de acuratetea cu care cunoastem modelul
procesului. Cu cat diferentele dintre model si sistemul real sunt mai mari,
performantele se degradeaza semnificativ. In literatura de specialitate sunt
numeroase extensii ale acestei metode astfel incat sa asigure si robustetea.
Multe abordari presupun modificarea legii de reglare astfel incat sa
contind un termen extra pentru robustete (v = —Kz + K€ + uep), din-
tre care cea mai cunoscuta este extensia cu un regulator in regim modal
alunecator (a se vedea [I3]-Cap. 8.6.2 sau [I]-Cap. 5).

591n cazul ideal de proces dublu integrator, componenta integratoare a regulatorului nu
mai este necesari. In practica insa, datorita incertitudinilor de modelare, bucla interna
nu se comporta ca un dublu integrator, iar astfel componenta integratoare a regulatorului
poate aduce un plus de robustete.
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Exercitiul 28. Consideram robotul din Figura[3.1] cu parametrii din Ezer-
citiul 18. Consideram cd robotul poate fi controlat direct in cuplu, in do-
meniul [—1.18,1.18] Nm. Sa se proiecteze o structurd de control neliniard
decuplata. Sa se testeze structura de conducere prin simulari pentru semnale
de referinta sinusoidale. Sa se interpreteze rezultatele.

Solutie. Consideram pentru bucla interioara legea de reglare , iar
pentru bucla exterioara (vezi Figura . Proiectam regulatorul cu
reactie dupa stare K pentru procesul dublu integrator cun = 2 prin
alocare de poli. Considerand polii impusi pentru sistemul in bucla inchisa
[-4 -4 -9 -9] m se poate obtine prin calcul

36 0 13 0
K‘[o 36 0 13}

Amplificarea integratorului K; este determinata empiric in simulari, pornind
de la o valoare initiala de 0.1. In final, obtinem performante satisfacatoare
pentru K; = diag([0.6 0.6]).

Consideram scenariul cu referinta sinusoidala pentru ambele cuple: gg ()
= qq2(t) = sin(t). Figura ilustreaza erorile de urmarire (e; = qq1 —
q1, €2 = qq2 — q2) pentru cele doud cuple folosind controlul neliniar decu-
plat, comparativ cu controlul independent in cuple de tip PD cu gravitatie.
Deoarece referinta presupune un regim permanent (nu se ajunge la regim
stationar), din motive de cauzalitate eroarea de urmarire nu poate sa fie
niciodata zero. Se poate observa ca eroare maxima pentru controlul neli-
niar decuplat este de aproximativ 0.01 rad (0.5 deg), iar pentru controlul
independent in cuple eroarea maxima este mai mare - aproximativ 0.05 rad
(2.8 grade). O

e [rad]

SN o N _ s, — =control independent in cuple PD+grav
| | | | | | |———control neliniar decuplat

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

e, [rad]
o
d

002 4 \ ; N ’ <
004~ - ~_7 -
-0.06 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
timp [sec]

Figura 6.3: Comparatie erori de urmarire: control neliniar decuplat vs.
control independent in cuple

50Polii au fost alesi astfel incit raspunsul sistemului si fie fardl oscilatii, suficient de
rapid, dar evitand totodata saturatia comenzii.
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Capitolul 7

Control si estimare pentru
roboti mobili

In capitolele anterioare ne-am referit predominant la roboti cu baza fixa
complet actionati (numarul de grade de libertate este egal cu numarul de
intrari de comanda). In acest capitol vom arita ci tehnicile de modelare si
control pot fi folosite, cu unele adaptari, si pentru robotii mobili, care sunt
de multe ori subactionati (numarul de grade de libertate este mai mare
decat numarul de intrari de comanda). Pentru a nu complica expunerea
foarte mult si din considerente de spatiu, ne vom limita la controlul liniar
pe baza modelelor liniarizate prin metoda generala. Problema de estimare a
starilor devine mai critica in astfel de aplicatii, deoarece aproape niciodata
nu avem acces la toate starile prin masuratori.

Vom continua discutia cu ajutorul a doua exemple foarte des intalnite
in aplicatii (comerciale, educationale, cercetare, etc.): un robot terestru cu
roti de tip segway (Figura [7.1]), respectiv un robot aerian (drond) de tip

quadcopter (Figura .

Figura 7.1: Robot pe roti de tip segway
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incepem cu partea de modelare matematica. Pentru robotul mobil de
tip segway schitat in Figura[7.1], definim unghiul de rotatie in planul vertical
6 si unghiul de rotatie a rotilor a. Cuplul de comanda 7 actioneaza la nivelul
rotilor prin intermediul unor motoare de curent continuu El Robotul se
deplaseaza in planul XOY, iar deplasarea pe axa X este datd de relatia
T =ra E Robotul este format din doua parti mecanice, rotile si corpul
propriu-zis, si poate fi considerat ca un pendul pe roti. Modelul dinamic al
robotului se poate determina pe baza ecuatiilor Euler-Lagrange ([4], [IZI])@

J, mylrcos(6) 2} m N [ —mpglsin(6) ] _ [—7]7 (7.1)

mplrcos(0)  Jy + myr? + mpr?| |a —mylr6sin(0) T

unde J), si J,, reprezinta momentele de inertie ale corpului si ale rotii, m,, si
my, se refera la masa corpului si a rotii, [ este distanta de la pivot la centrul
de greutate, r este raza rotii, iar g este acceleratia gravitationala.

Y4

Figura 7.2: Drona Parrot Mambo

Pentru drona din Figura definim mai intai vectorul care contine
pozitia p = [z y 2]T si orientarea n = [¢ 6 ]’ (unghiurile Euler ¢-roll,6-
pitch,i-yaw) in spatiul cartezian (sistemul de coordonate fix). Modelul

%' Neglijam dinamica motorului.

52Ignorsim partea de orientare, in care robotul si-ar schimba, directia de mers prin rotirea
celor doua roti la viteze diferite.

53Se neglijeazs fortele de frecare, si se considers un contact ideal cu suprafata, astfel
incat nu pot sa aiba loc alunecari.
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dinamic se poate determina folosind formalismul Euler-Lagrange ([19]): @

(= [e(6)s(0)c() + 5(9)s(u)] 2"
= [e(9)s(0)s() — s(0)e(w)] 2
£ = g+ c(6)c(6) (7.2)
¢ Uy
6| =J7" () | |Us| — Cln,i)n
(LY Uy
unde Jacobianul este dat de expresia
J(n) =
I, 0 —1,s(0)
{ 0 I,c*(¢) + Ls*(¢) (Iy — I2)c(¢)s(¢)c(0) ]
—L:5(0) (I, — L)c(9)s()c(8)  L:5%(0) + I,5*(¢)c?(0) + L.c*(¢)c*(6)
(7.3)
iar matricea de Coriolis este
C11 Ci2 €13
C(n,n) = |ca1 22 ca3|, (7.4)
€31 C32 €33

cu termenii

co3 = —Lu)s(0)c(8) + Lhs*(9)s(8)c(0) + Lbc?(9)s(8)e(8)
A )

31 = (I, — L)Y (0)s(¢)c(¢p) — LOc(6)

csa = (I. — 1) (6c(9)s(9)s(0) + ds*(¢)c ( ) + (Iy — L.)pc* (¢)c(6)+
Laps(0)c(0) — 1,s°(6)s(0)c(0) — Lbc®(4)s(0)c(6)

csz = (Iy — L) (0)s(d)c(d) — 1,057 (¢)s(0)c(8) — 1.0¢*(8)s(0)c(6)+

L0s(0)c(0).

645(-) si ¢(-) sunt notatii prescurtate pentru sin(-) si cos(-)
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Intrarile de comanda sunt cuplurile pe cele trei axe de rotatie Ug,Ug,Uy,
si forta colectiva Ug,y care influenteaza altitudinea El Parametrii sunt
momentele de inertie {1, I, I}, masa dronei m, acceleratia gravitationala
g.

Ambele modele pot fi rescrise sub forma generald neliniara in spatiul
starilor

x = f(x,u), (7.5)

iar apoi liniarizate Intr-un punct de echilibru x. pentru o comanda de echi-
libru u., astfel incat sa ajungem la forma standard liniara in spatiul starilor

. of of
X| = &kxe,ue) "X+

au|(xe7ue) -u; = Ax; + Buy, (76)

unde x; =x —x°si y =u—u’

Exercitiul 29. Consideram drona din Figum cu modelul dinamic
si parametrii: m = 0.063kg, I, = 0.5829 - 10~* kgm?, I, = 0.7169 -
107%*kgm?2, I, = 1.000 - 10~*kgm?, g = 9.8m/s?. Sd se determine mo-

delul liniarizat.

Solutie. In regimul de functionare de tip planare modelul poate fi
mult simplificat considerand c& pentru fiecare unghi « putem face aproxi-
marea sin(a) = « si cos(a) = 1, si de asemenea avem Uy = mg + AUy
[29]. Modelul simplifcat devine:

- U,
i =g =1,
j=-99 b= TG . (7.7)
3 A(Jcoll Y
= .U
m _ Y
\w I,

Acestea sugereaza ca un control de tip liniar ar putea sa fie suficient
atunci cand drona functioneaza in regimuri apropiate de cel de planare.

Ca o abordare alternativa, putem rescrie modelul dronei in spatiul starilor
ca in , unde vectorul de stare este x = [x,y, z,¢,0,¢, 1,7, 2, 6.9, w]T si
vectorul de intrare u = [Ueoy, Uy, Us, Uw]T. Consideram mai departe punc-
tul de echilibru in regim de planare x® = [z€, ¥, 2¢,0,0,0,0,0,0,0,0,0]”, cu
intrarile u® = [US,,,,0,0,0]7. Modelul liniarizat poate fi obtinut ca ,

C

55Dacii se neglijeazd dinamica motoarelor, existii o relatie algebricii cunoscutd intre
vitezele motoarelor si aceste cupluri si forte [23],[26].
561n englezd hovering.
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iar expresiile matricelor A si B rezultate din calcul sunt

b
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Exercitiul 30. Considerdm robotul de tip sequway din Figura[7.1], cu modelul

, St pammetm’ﬂ: Jp = 0.16 Nm, my, = 2.94kg, | = 0.168m, m,, =
0.46 kg, r = 0.0515m, J,, = 0.00045 Nm, g = 9.81m/s% . Sd se determine
modelul liniarizat considerand ca vector de stare T = [Gaéd}T st intrarea
u=r.

Inainte de a trece la partea de control, ne punem problema accesibi-
litatii starilor sistemului. Pentru robotii mobili din Figurile si dar
si in general la majoritatea robotilor mobili, nu putem masura toate starile.
Ca urmare trebuie sa proiectam mai intai un observator de stare pen-
tru a estima starile nemasurabile. Consideram scenariul cand robotii sunt
folositi in spatii inchise, unde avem posibilitatea de a masura pozitiile lini-
are si unghiulare prin intermediul unui sistem de camere (e.g. OptiTrack
[18]) @ Deci ne ramane ca sa estimam vitezele printr-un observator de tip
Luenberger pe baza modelului liniarizat:

};(l — A)A(l —+ BLIl =+ L(yl — CP)A(I), (78)

unde X, este starea estimata, y; =y, —y}, cu iesirea masurata definita ca
yp, = Cpx.

57Parametrii sunt luati din [A].

58Tn spatii deschise, pozitia unei drone ar putea fi masurata prin GPS, iar la robotul
de tip segway pozitia poate fi determinata din distanta parcursa de roti - pornind de la
unghiul motoarelor (mésurat de exemplu printr-un traductor rotativ). Totusi problema de
estimare este in general mai complicata, neavand de obicei acces la masuratori in termeni
de orientare sau pozitie unghiulara, decat la viteze sau acceleratii prin intermediul unui
accelerometru sau giroscop.
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Odata ce avem toate starile accesibile din masuratori sau estimari, pu-
tem proiecta un regulator cu reactie dupa stare pentru stabilizare si urmarire.
Consideram urmatoarea lege de reglare pentru cei doi roboti mobili

u = Uy, + uyy, (7.9)

formata dintr-o componenta cu reactie (feedback) dupa eroarea dintre starile
estimate si referintele pentru stari

Usp = —Kex = —K(}A(l - Xr), (710)

si o componenta in bucla deschisa (feedforward) care depinde de semnale
exogene ca perturbatii masurabile d sau referinte r.

Exercitiul 31. Consideram drona din F igum cu modelul neliniar ,
st cu modelul liniarizat si parametrit din Fxecitiul 29. Vectorul iesirilor
masurabile este y, = Cohxz =[xz y z ¢ 0 YT cuCy = [I506x¢]. Sd
se proiecteze un requlator de forma (@ impreuna cu un observator de
stare de forma (@ care sa ne rezolve problema de stabilizare si urmdrire
a procesului. Sa se testeze structura de conducere proiectata pe modelul ne-
liniar in simuldri, pentru referinta @. = [ry 1y 7, 01x0)T, cu ry = sin(0.1t),

in regim de planare la o altitudine de 1m.

Solutie. Proiectam mai intai regulatorul cu reactie dupa stare din
prin alocare de poli, considerand starile direct accesibile (ignoram
observatorul), referinta zero x, = 0, iar componenta uy; = 0 (adica pentru
legea de reglare simplificatd u = —Kx;). Impunem polii pentru sistemul
liniar in bucla inchisa p; = [-2 -3 -4 -5—-6-7—-8 -8 —10 —11 —12 —13].
Apeland functia place(A, B, p;) obtinem regulatorul cu reactie dupa stare
K care ne stabilizeaza sistemul, adica ne aduce starile x; in punctul 0. Daca
regulatorul primeste la intrare eroarea de urmarire e, (cazul in care referinta
x, este nenula si u = —Ke,), va aduce aceasta eroare la zero, rezolvand
problema de urmarire @ Fiindca sistemul este neliniar, de multe ori este
necesar in practica si o componenta de feedforward. Consideram cazul
simplu in care vrem sa compensam doar forta gravitationala necesara pentru
regimul de planare, deci adoptam uysy = [mg000]7. Mai departe proiectdm
observatorul de stare de forma tot prin alocare de poli, impunand poli
mai rapizi decat cei impusi de regulator. Adoptam polii observatorului
Po = [—H00 —19 —28 —32 —400 — 600 — 10 —41 —35 —200 — 7 — 9], iar
apeland functia place(A’,C’,p,)" obtinem amplificarea L a observatorului.
Acuma putem testa impreuna cu observatorul in simulari.

%9 Am presupus c& referinta variaza lent in timp, sau este constanti pe portiuni.
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Scenariul de simulare presupune ca drona sa parcurga un cerc in planul
XY de raza 1m, iar la un moment dat sa urce in altitudine de la 1m la
2m. In implementare considerdm un pas de estantionare de 1ms. Desi
modelul si simularea noastra nu surprinde partea de decolare, avem totusi
un interval de initializare, deoarece modelul este neliniar si avem nevoie de
timp pentru convergenta observatorului. Amplificarile regulatorului sau ale
observatorului nu pot sa fie foarte mari, deoarece comanda poate sa intre
in saturatie, sau pur si simplu anumite componente neliniare ale sistemului
de frecventa mai mare pot destabiliza sistemul. Ca urmare, prin aceasta
structura de conducere liniara nu putem control drona decat pentru miscari
relativ lente. Mai departe, adoptam urmatorul profil al referintelor pe cele
trei axe, considerand o perioada de initializare de 5 sec:

ry ={0 dacat <5, sin(0.1(t—>5)) dacat> 5}
ry ={0 dacat <5, «cos(0.1(t—5)) dacat>5}
r, ={1 dacat <20, 2 dacat> 20}.

Figura arata evolutia in timp a pozitiilor masurate {x,y, z} raportata la
referintele {ry, ry, 7.}, iar Figura arata urmarirea cercului in planul XY'.
Se poate observa perioada de initializare de 5 secunde, referintele pe x si y
se activeaza la momentul ¢ = 5 sec, iar referinta treapta pe z la momentul
t = 20 sec. Drona urmareste satisfacator referintele, desi se poate observa in
planul XY ca cercul nu este parcurs perfect (apar mici erori de urmarire),
deoarece traiectoria de referinta se modifica in continuu (viteza referintei nu
este niciodata zero, ca urmare nu avem niciodata regim stationar) si drona
nu este suficient de rapida. Aceste erori depind de viteza de parcurgere
impusa de referinta, dar pot fi facute mai mici prin cresterea amplificarilor
regulatorului.

—— pozitia masurata
——referinta de pozitie
1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2F T
g, |
N
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
timp [sec]

Figura 7.3: Control liniar cu observator pentru o drona - urmarirea celor
trei referinte de pozitie
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T— pozitia masurata
—referinta de pozitie

0.5

ylm]
o
T

x [m]
Figura 7.4: Control liniar cu observator pentru o drond - urmarirea

referintelor in planul XY

O

Exercitiul 32. Considerdm robotul pe roti de tip sequway din Figura[7.1], cu
modelul neliniar , st cu modelul lintarizat si parametrii din Exercitiul
30. Vectorul iesirilor masurabile este y, = Cpx = [0 o] cu Cp = [I1102].
Sa se proiecteze un regulator de forma (@ impreund cu un observator de
stare de forma (@ care sa ne rezolve problema de stabilizare si urmarire
a procesului. Sa se testeze structura de conducere proiectatd pe modelul ne-
liniar in simuldri, pentru referinta x, = [rg O1x3]*, cu rg = {0 dacdt €
[0,5), (t — 5) dacat € [5,25),—2(t — 25) + 20 daca t € [25,45),(t — 45) —
20 dacat € [45,65),0 dacat € [65,80)} (timpul este in secunde). Con-
sideram conditii initiale zero pentru robot, adica robotul este in repaus in
pozitie verticala.

Structura de conducere discutatd mai sus are la baza proiectatea unui
regulator cu reactie dupa stare prin alocare de poli, in care performantele
sunt impuse de modul in care sunt alesi polii. O abordare alternativa foarte
populara este proiectarea unui regulator optimal de tip LQR m [15], in care
amplificarea K este obtinuta prin minimizarea unei functii obiectiv de forma

J :/ (x!' Qx; + uf Ru))dt, (7.11)
0

unde @ si R sunt matrici diagonale, reprezentdnd ponderile pentru stari si
pentru marimile de comanda. Prinicipalul avantaj pentru sisteme de tip
MIMO este ca prin aceste ponderi putem influenta direct anumite stari
individuale sau limita anumitor marimi de comanda. De asemenea, compo-
nenta in bucla deschisd uyy poate fi dezvoltata astfel incat sa compenseze
si anumite forte de frecare, sau alte perturbatii masurabile.

"Linear quadratic regulator.
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Extensia la un control de tip neliniar pentru robotii mobili de tipul ce-
lor prezentati in acest capitol nu este triviala, deoarece avem de a face cu
sisteme subactionate. Metoda de decuplare neliniara prezentata in Capi-
tolul 6 se poate aplica doar la sisteme complet actionate. Totusi, exista
extensii al acestei metode si pentru sisteme subactionate - a se vedea partial
feedback linarization [5]. Pentru partea de estimare, extensii neliniare sunt
observatorul Luenberger neliniar (a se vedea Capitolul Observers in [14])
sau filtrul Kalman extins [15], care ambele se folosesc de modelul neliniar al
sistemului. Avantajul unei abordari neliniare este ca permite obtinerea unor
performante superioare chiar si pentru miscari ample si rapide ale robotilor,
oferind garantii globale sau cvasi-globale de stabilitate. Pretul este comple-
xitatea crescuta a proiectarii si depanarii, dar si necesitatea unui sistem
hardware cu putere de calcul semnificativ sporita.
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