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Capitolul 1

Calcul vectorial

1.1 Sisteme de coordonate in plan si in spatiu

Sisteme de coordonate in plan

1. Reper cartezian
Orice punct din plan se poate reprezenta intr-un sistem de coordonate
cartezian xQy printr-o pereche de numere reale numite coordonate.
Pentru My(xo,y0) coordonatele zq si yo se numesc abscisa respectiv
ordonata punctului M,.

2. Reper polar
Pozitia unui punct in plan poate fi determinata si cu ajutorul coordo-
natelor polare. Astfel, unui w ii corespunde perechea (p, #) unde
p=0M,p>0si6=mas(OM,Ox), 0 € [0,27). Se noteaza M (p,0),
unde p este raza polara si 6 este argumentul polar al punctului M.

A
Y

»
|

O‘J X

Figura 1.1: Coordonate in plan

Relatii intre coordonatele carteziene (z,y) si coordonatele polare (p, 6):

{x = poost respectiv P VIERY
y = psinf ’ P tgld = J ’
x

1



2 CAPITOLUL 1. CALCUL VECTORIAL

Sisteme de coordonate in spatiu

1. Reper cartezian in spatiu
In sistemul de coordonate carteziene Oxyz un punct este fixat prin
coordonatele (g, yo, 20) numite abscisa, ordonata, respectiv cota.

2. Repere polare

a) Coordonate sferice
Pozitia unui punct M din spatiu poate fi determinata prin tripletul

(p,0,0) unde p=OM, p >0, 0 = méS(O/]\mc), 0 € [0,27) iar
¢ =mas(OM,Oz), ¢ € [0, 7| (M’ este proiectia lui M pe xOy).
Legatura dintre coordonatele carteziene si cele sferice:

p = a4+ y? 4 22
z

x = pcosfsinp B

y = psinfsing | respectiv cose = /22 + 4% + 22

Z = pCcosy tgh = Yy
x

z

qN"I
o
°

Figura 1.2: Coordonate in spatiu

b) Coordonate cilindrice
Un punct M din spatiu poate fi reprezentat prin tripletul (r, 6, z)
unde (r, #) sunt coordonatele polare ale proiectiei punctului M pe
planul Oy iar z este cota punctului M.
Legatura dintre coordonatele carteziene si coordonatele cilidrice:

xr = rcosf ro= rr+y?

y = rsinf | respectiv { tgf =
2 = z ;

8
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1.1. SISTEME DE COORDONATE IN PLAN SI IN SPATIU 3

Observatia 1.1.1. Legatura dintre coordonatele cilindrice si coordonatele
sferice este exprimata prin urmatoarele relatii:

M(p,0,¢) = M(r,0,z) under = psing, § =0, z = pcos ¢

St
M(r,0,z) = M(p,0,¢) unde p = Vr2+ 22,0 =10, tgp = Ly
z

Schimbari de coordonate carteziene in plan

1. Translatia 1repelrul_>ui_> N
Fie reperele {O, i, j} si {O’, i, j} in plan. Punctul M are coor-
donatele (z,y) in primul reper si coordonatele (z’,y) in al doilea reper.

Daca O' are coordonatele (xg,yo) (adica OO" = x¢ i + yo 7 ) atunci:

r=12"+x, Y=Y +yo.

2. Rotatia reperului
Fie reperele {O,?,?} si {O, ?’,?’} in plan. Punctul M are coor-
donatele (z,y) in primul reper si coogionaﬁ;ele («’,y') in al doilea reper.
Daca « este unghiul dintre versorii ¢ si 7', atunci:

{ x=12'cosa — 1y sina
y=12'sina+y cosa

Figura 1.3: Rotatia reperului in plan
Reciproc, au loc relatiile:

(1.1.1)

/

{ ¥’ = xcosa+ ysina
Yy = —xrsina+ ycosa



4 CAPITOLUL 1. CALCUL VECTORIAL

1.2 Vectori liberi

Fie A si B doua puncte din spatiu. Se numeste segment orientat de la
A la B (vector legat) perechea ordonata (A, B) in care A este originea iar B

este extremitatea. Se noteaza AB.
o . . . 4
Daca A = B atunci segmentul orientat este nul si se noteaza 0 .
Daca A # B, dreapta AB se numeste dreapta suport a vectorului legat E
iar distanta de la A la B se numegte modul (lungime, norma).

Definitia 1.2.1. Doua segmente orientate ﬁ st @ se numesc echipolente
daca au aceeasgi directie (dreptele AB gi CD sunt paralele), acelasi sens gi

acelasi modul. Se foloseste notatia AB ~ CD.
Definitia 1.2.2. Multimea segmentelor orientate echipolente cu un segment

orientat dat se numeste vector liber. Orice segment orientat din clasa de
echipolenta considerata, este un reprezentant al vectorului liber respectiv.

Vectorii liberi se noteaza de obicei prin litere mici: 7, b, . Multimea
vectorilor din spatiu se noteaza V.

Modulul vectorului ¥ se noteazi || sau v.
Un vector avand lungimea egala cu 1 se numeste vector unitate (versor).

Operatii cu vectori liberi

Adunarea vectorilor
e regula triunghiului: /@ + B? = /ﬁ

e
e regula paralelogramului: OA + O? = O?

Byr-eeeeee C

o) A

Proprietatile adunarii vectorilor sunt cuprinse in teorema urmatoare.

Teorema 1.2.3. Multimea vectorilor inzestrata cu operatia de adunare
(Vs, +) formeaza un grup abelian.



1.2. VECTORI LIBERI )

Scaderea vectorilor B? = 1@ — /@
AB + BA=T0 o BA=_AB (zﬁ, BA vectori opusi)

Observatia 1.2.4. Suma, respectiv diferenta a doi vectori sunt diagonalele
paralelogramului construit pe cei doi vectori.

inmul’girea unui vector cu un scalar
VeV kER= LT € V3

1
Versorul unui vector o =+ 6> este U = W_I7

Teorema 1.2.5. Pentru orice vectori 7, U—1>, eV, st pentru orice scalari
a, a1, ap € R sunt adevarate egalitatile:

(a1 + @) T = (V) + (V)

(0 +03) = (a¥]) + (a3),

(061062) 7 = (0427) s
17 =7,

Figura 1.4: Distributivitatea inmultirii vectorilor cu scalari fata de
adunarea vectorilor
Din teoremele si rezulta teorema urmatoare.

Teorema 1.2.6. (V3,+, ) este un spatiu vectorial real numit spatiul vectorial
al vectorilor liberi din spatiu.

Definitia 1.2.7. Doi vectori nenuli din spatiu se numesc vectori coliniari
daca au aceeasi directie.

||V (vectori coliniari) < U = k0
Aplicatii:

a) AB||CD < f@,@coliniaﬁ = AB=kCD
b) A, B,C coliniare < AB : BC vectori coliniari < AB = k BC
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1.3 Dependenta liniara in Vj

Definitia 1.3.1. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K (de exemplu,
K =R). Vectorii oS V,i=1,n, se numesc liniar independenti dacd:

MO+ AT b A AT =0 = A=A =... =\, =0.

Vectorii v € Vi = 1,n, se numesc liniar dependenti daca exista scalarii
Ay Agy ey Ay € K, nu toti nuli, astfel incat:

%

MO A+ XT3+ M = 0.
Proprietatea 1.3.2. Doi vector: v, 05 € Vi sunt coliniari dacd §t numai
daca sunt liniar dependenti. Trei vector: v_f, v_g, v € Vs sunt coplanari daca

st numai daca sunt liniar dependenti.

Teorema 1.3.3. Daca vectorii 7, T st Uy sunt coplanari iar u st v sunt
necoliniart, atunci exista in mod unic dot scalart Ay, \o astfel incat:

T = Mo+ A,

o

v, AV,
O A\

Figura 1.5: Descompunerea unui vector dupa 2 sau 3 directii
Teorema 1.3.4. Daca vectorii v_1>, 11_2), v_g sunt necoplanari, atunci oricare
ar fi T € V3, exista A1, Ao, A3 € R, unici, astfel incat:

T = MU 4 AT+ A3T3

Observatia 1.3.5. Numarul mazim de vectori liniar independenti in spatiu
este 3. Oricare 4 vectort din spatiu sunt liniar dependenti.
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1.4 Reprezentarea analitica a vectorilor din
spatiu

s
Definitia 1.4.1. Fie M(xo,yo,20) un punct in spatiu. Vectorul OM se
numeste vector de pozitie al punctului M in raport cu originea sistemului
de coordonate Oxyz si

—— — — —
OM =ry=x0i +yoj +20k .

Teorema 1._4>1.2. Daca Oxyz este sistemul cartezian de coordonate din spatiu
war v, 7, k sunt versorii axelor de coordonate, atunci pentru orice vector

U € Vs existd in mod unic numerele x,y,z € R astfel tncat
T
V=xi+yj +z2k. (1.4.1)

Relatia (1.4.1)) se numeste reprezentarea analiticii a vectorului .

Spunem ci ¥ are coordonatele (,y, z) in baza canonici {?, 7), ?}

Se mai noteazi v = (x,y, z).

Modulul vectorului @ este: v = | V| = /22 + 12 + 22.

Daca oz_,)ﬁ, ~ sunt mésurile unghiurilor formate de vectorul @ cu versorii
1,7, k,atunci

x 3 Y z
cos o = , cosfB = , COS7Y = .
[7] [7] 7]

cos a, cos [3, cos 7y se numesc cosinusurile directoare ale vectorului o si verifica
relatia:
2 2 2.
cos” o+ cos” f+cos®y = 1.

Se verifica usor ca suma si diferenta a doi vectori au coordonatele egale cu
sumele respectiv diferentele coordonatelor celor doi vectori.

Prin inmultirea unui vector 7 cu un scalar \ se obtine un vector ale carui
coordonate sunt egale cu coordonatele lui ¥ inmultite cu .

Doi vectori sunt coliniari daca au coordonatele proportionale.

Daca A si B sunt doua puncte in spatiu, atunci are loc:

%
@:O?—O—/Zl:(:L"B—xA)7+(yB—yA)7+(zB—zA)k:.

Distanta dintre punctele A si B se calculeaza folosind formula:

AB = |AB| = /(x5 — 24)2 + (y5 — ya)® + (25 — 24)2.
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1.5 Produse de vectori

Produs scalar

Definitia 1.5.1. Produsul scalar a doi vectori v_1> st v_g este numarul real

0] U3 = vy - vy - cos(D1,03).

Observatii 1.5.2. a) Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul
dintre lungimea unuia din vectori, lungimea proiectier celur de al doilea vector

i
pe primul, st +1 daca unghiul dintre ceir doi vectori este mai mic decat 5

respectiv —1 daca unghiul dintre cei doi vectori este obtuz.

b) Vectorii nenuli 11_1), 272) sunt ortogonali < v_f . v_g =0.

Figura 1.6: Produs scalar

INTERPRETARE MECANICA: Produsul scalar dintre vectorii 272) si v_f este
egal cu lucrul mecanic produs de o forta egala cu v la deplasarea .

Proprietatea 1.5.3. Produsul scalar este comutativ si distributiv fata de
adunarea vectorilor.

Pentru a calcula modulul unui vector se foloseste relatia: v = v/ v2.

Expresia analitica a produsului scalar
Fie v_1> =x11 +y1 ] +21k s v? =Ty 1 +YsJ + 20 k. Are loc formula:
-
V1 - U2 = XX + Y1Y2 + 2120

Folosind definitia produsului scalar si expresia sa analitica, se obtine:

e — T1T2 + Y1Y2 + 2122
cos(vi,v3) =

Vi +yl+ 22 /2h+ 3 + 23
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Produs vectorial
Definitia 1.5.4. Produsul vectorial a doi vectori o St U3 este un vector notat
prIin U =7 X v_g, care are urmatoarele proprietati:

(1) directia lui o este perpendiculara pe planul determinat de v_1>, U_2>,'

(11) sensul lui U este dat de requla burghiulus;

(iii) || =[] x 3| = [of| - |53 - sin(v7,03).

Vectorii nenuli U_1> si v_2> sunt coliniari < v_1> X _2> =0.

C

1>

1>

Figura 1.7: Produs vectorial

INTERPRETARE MECANICA: Produsul vectorial dintre vectorii v_2> si U—1> este
egal cu momentul fortei 75 avand bratul fortei v_1>, momentul avand originea
in originea bratului fortei.

Teorema 1.5.5. Oricare sunt vectorii v7, v3 st I st oricare ar fi scalarul
a € R sunt adevarate egalitatile:

VI XUy = —vh X U] (anticomutativitate)
U—fx(v_g + v_3>) = Ul XS+ X U3 (distributivitate fata de adunarea vectorilor)
(av7) x 05 = v1 x (av3) = a (v x 03).

Expresia analitica a produsului vectorial

- = o
- b
v Xv2=|21 Y1 %

Ty Y2 22

Interpretarea geometrica a produsului vectorial

a) Aria paralelogramului determinat de vectorii necoliniari ol si U5 este
egald cu |vf x v3).

\@ xﬁ\
—

b) Aria triunghiului ABC este:  Aapc =
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Produs mixt

Definitia 1.5.6. Produsul mixt al vectorilor v_1>, v_2> s1 ?3 este scalarul notat
(7)_1), 03, ’U_3>), definit prin formula

(o7, 03, 08) = 0] - (03 x 3).

Proprietati 1.5.7. Produsul mixt are urmatoarele proprietati:

1' (U—1>7U—2>7U—3>> == (U—2>7U—3>7ﬁ) - (U—g?ﬁu UQ)
7% = - (3,7, %)

Expresia analitica a produsului mixt

. .. - - - — — - .
Flexgctoruv_f:xl_g + Y1) +zlk5,v_2>:x22 +y2 7 + 29 k, respectiv

V4 =a5 4 + Y3 j + z3 k. Are loc formula:
NN T1 Y1 1
(U1,U2> 3) = | T2 Y2 22
T3 Ys Zz3

Interpretarea geometrica a produsului mixt
a) Vectorii U1, U3, U4 sunt coplanari < (v_f, e v_3>) =0.

b) Daca vectorii v_f, v5 si v5 sunt necoplanari, atunci modulul produsului

mixt reprezinta volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori.

¢) Volumul tetraedrului ABC'D este egal cu é)(zﬁ, 1@, E) ‘

Produs dublu vectorial

Definitia 1.5.8. Se numeste produs dublu vectorial al vectorilor 11_1), w5 St

v_;),>, vectorul
V=1 x (05 x 03).
_>

Proprietatea 1.5.9. Vectorul ¥ = v] x (172) X v3) este coplanar cu vectorii
U5 i U3 si se poate calcula cu ajutorul formulei (formula lui Gibs):

T = (0] - 0V — (0] - U3) S (1.5.1)

Observatia 1.5.10. Relatia aratd ca produsul vectorial nu este aso-
ciativ.
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1.6 Probleme rezolvate

1.

10.

11.

12.

Sa se calculeze aria unui triunghi echilateral care are doua varfuri in
s T

unctele A (5, —) si B (8, ——).

P 1) 3 12

Sa se afle coordonatele polare ale punctului M (—2\/§, 2).

T
Sa se afle coordonatele carteziene ale punctului A (4, 5 g)

. S4 se afle coordonatele sferice ale punctului M(2v/3,6,4).

v . e L o ..
. S se afle unghiul format de vectorii unitari @ si b stiind ca vectorii

_>
U=d+4+2b si ¥ =5d —4b sunt ortogonali.

— — =
. Fie vectorii @ gi b astfel incat | @] =2,| b | = 3 i mis (7, b ) = g
%
Calculati lungimile diagonalelor paralelogramului format de a si b.
— — —
. Fie vectorii o = @ +20b si v = @ —30b, |d| =5,|b| = 3si

—

mas <E>, ?) = g Sa se afle unghiul format de diagonalele paralelo-

gramului determinat de v_1> si v_2>

_>
Fie @ sib vgc):tori necoliniari_.) Determinati A € R astfel incat vectorii
U =\d+2b §i7:7— b sa fie coliniari.

%
Sa se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii v =d+3b
— — = 7r
siv5 =24 — b §tiindca|7|:\/§,|by:4§imas(7, b> =3
— — —
Fie W =3d — b si ¥ = d+3b unde || = 3,|0| = 3

. - . . o v
Fie @, b, trei vectori oarecare. Si se arate ci:

(7,7+?,7+7+7):0.

Q
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CAPITOLUL 1. CALCUL VECTORIAL

Fie vectorii @ = @ + 27, b =57 — AT + 3%, @ = 0 + 7 — 0.

_>
Sa se calculeze volumul paralelipipedului determinat de _> b si ¢ _>

stiind & | 7| = 2v/2, | 7] = V3, |&| = 2, mis <7 ﬁ) — iar masura
unghiului format de @ cu planul determinat de ¥ si @ este Z

— — —
Fievectoriiv_1>:7+ b —27, v_gzﬁ— b §i73>:2b + 37 unde
a, b si ¢ sunt vectori necoplanari.

a) Sa se arate ca vectorii U_1>, s si U3 sunt necoplanari.

%
b) Sa se descompuna vectorul T=d+b+7¢ dupa o, vs si v3.

Sa se determine:

e - = =
a) unghiulformatdev_l):?)i+4j+5k §i’U2 41 —275 + k
b) cosinusurile directoare ale vectorului v = 3 v +275 — k

Sa se arate ca:

a) vectorii v = (1,4, —1) si v3 = (1,1,5) sunt ortogonali
b) punctele A(—1,3,2), B(0,4,1) si C(2,6,—1) sunt coliniare

- =
=21 — j + k Sa se determine

—~

@i

Fie Vect0r111)_1>: T+ ] — k si
o
un versor ortogonal pe v{ si v3.

Sa se calculeze:

- - > - =
b) v{ x v_2>><v)u ev_1>:i—|—j—k:,v_2>zl—2j+3k,
— e S
vs=1—J +k
Sa se demonstreze ca:
e e —
a)—1>: i+ 4k, B=—i—-2743ksivi=—i—-45+11Fk

sunt vectori coplanari

b) punctele A(—-1,2,-2), B(-2,5,1), C(-1,6,0) si D(2,3,—6)
sunt coplanare

Se considera vectorii ] = (2, —3,4) si v3 = (1,2, —3). Si se determine
aria paralelogramului format de v_f si w si inaltimea paralelogramului
corespunzatoare bazei .
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21. Fie punctele A(2,—1,3), B(3,3,1) si C(4,2,2). Sa se calculeze aria
triunghiului ABC' si lungimea inaltimii din A.

- = > e N
99. Fie vectorii 0] =20 + j — k, 05 =37 42 + kgiv=—5 +2Fk.

Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe vectorii U—1>, s
si v si inaltimea paralelipipedului considerand ca baza paralelogramul
determinat de vectorii v_1> si v_2>

23. Se considera punctele M (4,0,0), N(0,4,0), P(0,0,9) si @ (1,2,3). Sa
se calculeze aria AM N P si volumul tetraedrului M N PQ).

24. Fie punctele A(1,—5,4), B(0,-3,1), C(2,4,3) si D(1,0,1). Sa se afle
volumul tetraedrului ABC'D si lungimea inaltimii din D.

Solutii:

1. Punctele A si B au coordonatele carteziene:

T 52 T 5/2
2

xA:5COSZ:T’ yA:5SinZ:

Y

rg = 8cos — = 2\/5(14—\/3), Yp = 8sin — = 2\/5(1 — \/§)

12 12
49+/3
Se obtine AB = 7. Aria triunghiului echilateral de latura AB este ZI/_

—V3 1 )
2. p:\/332—|—y2:4,C089:%: ;/_,Sin9:%:§:>9:§.

Rezulta M (4, 5%)

3. Avem: p=4,0= E, Y= T Se obtin coordonatele carteziene:

6 3
xr = pcosfsinp =3
y = psinfsing =3 = A(3,V3,2).
z = pcosp =2

4. Avem: z = 2v/3, y = 6, z = 4. Se obtin coordonatele sferice:

P — /$2+y2+22:8
z

T
cosp = SFe=g ;»M(s,f,f).
T 3°3
cosf = - =0=—
psin g

5. Dacil vectorii W ) 7 sunt ortogonali atunci w-U=0.

— — - =
(@ +2b)-(5d —4b)=0=5a*+6d-b —8b2=0,
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— —

adicd, 6@ - b = 3. Stiind c& |@| = | b | = 1, din definitia produsului scalar
=1 —

rezulti cos(@, b ):§ Misura unghiului format de @ si b este g

6. Lungimea vectorului U = v_f + 172 + v_g este v =V V2.

2
V2= (0 + 0 +0) =P+ +0i+2(0] U3+ 01034035 03),

W-@:vl-vg-cosgzzl,W-@:m,@-@:6;»722100;»1):10.

— —
7. Diagonalele paralelogramului sunt ad+ b si q - b, cu lungimile

— —
@+ b5 [@— bl Dinrelatia 72 = |72 remulta | 7] = V7.

— - = — —
(@+b)2=a2+2a b+ b2=|aP+2/@| D] cos=+]|b|> = 19.
— — — — — Vs — 3
Analog, (@ — b)2:]a\Q—Q\a]-]b\-cosg—i-\b[2:7.
— —
Rezultid & | @ + b|=+19si |d — b| = V7.
— - = — —
8. 17\:5,\b|:3,mas(7, b):%:??:%, b2=9 7.0 =0

- =
Fie dy si dy diagonalele paralg}ogramului construit pe ol

v sl v_g iar «

masura unghiului format de d; si ds.

— — - = — —
d_1>:w1+@: @):22—19 N d_1>2:(26_>>—b)2:109¢]d1\:\/109
dy =701 —05 dy=5b |dy| =5|b | =15

- = - > = =
dy-dy (2d-b)-5b 10db—-5b2 -3
COSx= — — g —= g
\dy| - |ds| 15+/109 15109 /109
9. 7,7 colinia_r)i@ﬁxz:ﬁ NN
7><7:(/\7+26)><_(>7— b)=-\d x b +29 xd=M\+2)bxd
Deoarece vectorii @ si b sunt necoliniari, @ x b # 6>

TXxT =020+ b xT=0=A12=0=\= 2.
#£0

0

10. Aria paralelogramului determinat de ol si v5 este A = \ < ]._>

— — - =

Ux0s=(d+30)x(2d—b)=2dxd—-adxb+6b xd—-30bx b,

—— N—— N——

O —@xb [
— — —
adicd, M x 3 =—d x b —6d x b_:>—77>< b
m
Rezultd c& A= o] x 03| =|—=7d x b|=7d|-|b]|-sin= = 42
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W x |

11. Aria triunghiului format de vectorii @ si ¥ este A = 5

UxT =BT —0)x(@+3b)=9T x b —b xa@=10a x b,

— —
de unde rezultd ci |7 x 7| = 10| @ x b|:10~|7|-|b|-sing:90.

Se obtine A = 45.

12. Se folosesc proprietati ale produsului mixt.

+
Se obtine (@, ?, )+ <7, <, ?) = 0.

%
13. Volumul paralelipipedului format de vectorii 7, b si

_>

b

v=|(2,%.2)|, wde (@, 5,2)=7- (5 x2).

ol
@
4
@

Vom aplica definitia si unele proprietati ale produsului mixt.

D xT = (57 —AT+30) x (T + T - W) =
= BU XU —bUXW +4U XU +47 XW —3U xW -3 xu =
97x7—87xﬁ+7xﬁ

de unde rezulta ca

T (U x2) = (T+27) (07 x T —8T x @+ T x T) =
— U (VX W)= 16T - (U x W) =
= (T, 7V, W) +16(T, T, W) = 17(T, T, W)

\7x7|:|7|-|E?|-sing:3:7-(7xﬁ):|7|-|7><E?|-cos%:6.
Se obtine:
V=17|(¥, 7, W) =176 = 102.

14. a) Aratam ca 1)_1), v_2> si v_3> sunt liniar independenti. Fie A\;, A3, A3 € R
astfel incat: o
)\1?]_1>+)\2?1_2>+)\3?)_3>: 0
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M@+ B =2+ 0(T — D)+ \(2F +30) = 0, adici,
%
T4 Ao) £ 0 (A — o+ 20s) + @ (—2M +3)) = 0.

Vectorii E}, b, 7 sunt necoplanari, deci liniar independenti, ceea ce implica:

)\1 + )\2 = 0
)\1—)\2+2)\3 - O .
—2M 43N =0
1 1 0
1 —1 2| # 0= sistemul este compatibil determinat cu solutia unica:
-2 0 3

AM=XA=A3=0= vl, v_g, v_g,> vectori liniar independenti

b) Determindm «, 3,7 € R astfel incat v = av] + 803 +vv5. Avem:

— — — a+p -
@+ -2V +B(d—b)+y20+3C)=d+b+7 = a—f+2y =
—2a+3y =

. . . 2 3 3 .

Rezolvand sistemul, obtinem: a = 5 g = 5 v = 5 de unde rezulta:

2 3 3
V= ST+ U T
15. a) |0f| = VB2 + 42 + 52 = 5V2, |03 = /42 + (—2)2 + 12 = V21
cos (or.73) = vr-v 12-8+5 9
b V1 - V2 5v/2v/21 542

9
5V42
b) Modulul vectorului U este |7| V14. Daca «, S, 7 sunt _1>1ngh1urlle
%

formate de ¥ cu axele de coordonate (dec1 cu versorii z , Jj, k), atunci
cosinusurile directoare ale vectorului ¥ sunt:

Unghiul format de vectorii v_f si "0_2) are masura arccos

-1
cosa = ——, cosfB =

2
) —, COS7Y = ——.
V14 V14 K V14

16. a) v _> v_g = ajas + biby +cic0 =0 = vl , v_2> vectori ortogonali
b) AB = (1,1,-1), AC = (3,3,-3) = AC = 3AB deci vectorii AB si
1@ sunt coliniari. Rezulta ca punctele A, B si C' sunt coliniare.
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17. Un vector perpendicular pe o $i pe U5 este produsul lor vectorial.
Un versor al acestuia se obtine impartind coordonatele la modulul vectorului.

- =
k

(| N
T=uixm=|1 1 —-1|=-37-3%k=7=3V2
2 -1 1
%
o T 1 1
7: = — = 07 s
[V] V2 V2 V2
- 7 7
T N
18. a)vs xvs=| 4 -2 1 :7—1—57—1—61{:
1 1 -1
%
(@, % %) =0 (@ x W)= (37 +47 +5%) (7 +55 +6k) =53
3 4 5
saw: (v7,03,05) =4 —2 1 |=053.
1 1 -1
7T
%
D)Wxw=| 1 2 3 |=7+27+F%
1 -1 1
T 7%
— s =
le(v_ngg): 1 1 —-1(=3i—-2j5+k
1 2 1

Acelasi rezultat se obtine aplicand formula lui Gibs.

— > <—) « —>) _ 7?2 ?3 _ U—2> U—3> _
EECEE A 02l R
%
W 44w =37 27 + K.
19. a) Vectorii v1, 03,04 sunt coplanari < (171, v5, U—3>) =0.
aq bl C1 1 ]. 1
(U_1>,U_2>>U_3>) =lay by co|=|—-1 —2 3 |=0= vectori coplanari
as bg C3 -1 —4 11
b) A, B,C, D puncte coplanare < zﬁ, z@ , @ vectori coplanari
AD = (-1,3,3) 13 3
AC=(0,42) 3= (ABAC,AD)=| 0 4 2 |=0
3 1 —4

AD = (3,1, —4)
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20. Paralelogramul determinat de ur si U3 are aria A = ]v_f X v_2>|
-

T 7k N
UxTW=|92 ‘3 4 |=7+10] +7K = A= 150 = 5V6.
1 2 =3
De asemenea, are loc formula: A = b- h unde b = |v3].
5vV6  9v21
|772|:\/12+22+(_3)2:\/ﬂ:>h:£:£_
V14 ?7 .
A A
21. Aria triunghiului ABC este Aspc = %
T 7%
38
ABxAC—| 1 1 |=(2,-3.-5) = [ABxAC|= VS = Aspe— Y
2 3 -1
. b-h . .
Folosind formula A4pc= 3 unde b = BC' =+/3, se obtine relatia:
3-h 8
\/_—zgde unde rezultéh:@.
2 2 /3
2 1 -1
22. V=|(v],03,0) |, (v,03,05) =3 2 1 |=T=V=7
0 -1 2
- = =
T J  k
M Xvs=|2 1 -—1 :32—5]—|—k:|v—1>><v_2>|:\/%
3 2 1
1% 7 V35
V=A, -h=|v{ x| -h=h= = =
b b= ol x o Txml Va5
NN = MP)
23. Folosim formula: Aynp = —
- = =
e Lo - —
MNxMP=| -4 4 0 |=367+367 +16k =4(97 +97 +4% )
-4 0 9
AvV9* + 9% 4 42
AMNP: 5 = 2V 178.
X —4 4 0 -
(MN,MP,MQ)=|-4 0 9 |=12=V="=2
-3 2 3 6
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AB,AC, AD .
24. Volumul tetraedrului este: V = | ( 5 ) | = AAB?); hD.
-1 2 -3 13
(AB,AC, AD)=| 1 9 -1 ~13=V=—
0 5 -3
- = =
i 7k /575
ABxAC=| -1 2 —3|=257-47-11F = Aupe = A5 ; AC| ;62
1 9 -1
3V 13
Rezulta hp = = )
canta o Aapc /762

1.7 Probleme propuse

1. Sa se determine:

3 7
a) coordonatele carteziene pentru M <\/§, f) si NV (4, %)

b) coordonatele polare pentru A(—1,+/3) si B(2, —2)

2. Sa se determine distanta dintre punctele M;(py,61) si Ma(ps,03). Ca

5
aplicatie, sa se calculeze distanta dintre M, (3, g) si Ms | 6, g .

3. Sa se calculeze aria AABC unde A (3, g), B (8, ;—Z), C (6, %T)

4. Sa se determine coordonatele carteziene ale punctelor:

ou(and) V()

b) A (1,%,3), B <6,%T,1>

5. Sa se calculeze lungimile diagonalelor paralelogramului format de vec-

— — g
torii @ si b,dacé|7|:5,|b|:6,més<7, b)zg.

— —
6. Fie vectorii ortogonali @ si b astfel incat |@| =3,| b | = 4. Si se afle
unghiul format de diagonalele_;)aralelogramului determinat de vectorii
= _ a7 —
vi=3d — b sgivs=d—2b.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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o o o .. - . - C .
Sa se arate ca daca vectorii v_f =24+ b si v_g = d + b sunt coliniari

atunci si vectorii a si b sunt coliniari.

Fie vectorn necoliniari @ §1 7. S se determine a € R astfel incat
vectorii @ = aW + 37 si b — U — U 4 fie coliniari.
_)
Sa se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii M=d-2b
™
6

— — S
sivs=3d+ b §tiindcé]7\:3,]b]:2§imés<7, b>:

Pie @ = o — 37 §i 0 = —% +27. Daci || =3, |¥| = V2 si
mas (7 7) , sa se calculeze:

%
a) lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe a si b si
unghiul format de acestea,

%
b) aria paralelogramului format de @ si b .

_)
Se conS.ldera Vectorn w=1d —{—_2> b +37¢ c, v =2d +3b +47 si
v =3 b +4 b +5¢, unde @, b si < sunt vectori necoplanari.

a) Sa se arate ca vectorii v_f, v5 si 75 sunt necoplanari.

_>
b) Sa se descompuna vectorul Y =d+3b+57¢ dupa T si v

Sa se calculeze lunglmea dlagonalel paralelipipedului format de vectorii
- = —
71—22+]—k 72—3@+2j+k8173 —]—I—Zk

%
U—1>:22 —j—2k si

a) Sa se determlne unghml format de vectorii
W=37 467 —2K. .
b) Sa se afle cosinusurile directoare ale vectorului V=20 -37—-6k.

— — — - =
Fie vectorii of = i +2aj —(a—1)k sivs =(B—a)i + j +3k.

S& se determine a € R astfel incat vectorii vf si v3 s& fie ortogonali.
Fie A(2,—1,3), B(3,3,1) si C(4,2,2). Sa se afle unghiurile AABC.
Fie vectorii 1@ (1,3,3) si A—& (2,2,1). Sa se determine:

a) aria triunghiului ABC

b) sin A

- = = e - — —
Fievi =27 +3j + Kk, 15=1+j 42Kk sivg=-2i +3j — k
Sa se calculezev_f-(v_ng_g) §iv_1>><(v_2>><v_3>).
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. o .. - . — — o
Se considerd vectorii v} = 217 + Jj —3 §1U_2>:3Z 27 + Sa
se calculeze sin (v, v3) si cos (07, 03).

Sa se studieze coplanaritatea vectorilor:

a) v_1>: 1 —|—2j +3k 02—22 +3] —|—4k‘ 03—3@ —|—4] +5l€
b) v = (2,1,-3), 13 = (1,—4,1) i 03 = (3, -2,2).

Sa se arate ca punctele A(1,1,1), B(3,—1,4), C(0,7,-3) si D(5,7,2)
sunt coplanare.
Fie v = (3,—1,a), 13 = (1,2,—4) si v§ = (4,0,1). Si se determine

Y
a € R astfel incat vectorii v1, v3 si v3 sa fie coplanari.

|

- = - =
7 j+2ks1v2:z—]—3k:

+

Se considera vectorii v_1> =3

a) Sa se afle aria paralelogramului construit pe vectorii w si .
b) Si se calculeze sin (07, v3).
J K givs =i

%
+2k sivy = J k: Sa se calculeze:

Fie vectorii v_f =17 —2 +

a) aria paralelogramului format de cei doi vectori

b) lungimea inaltimii paralelogramului corespunzatoare bazei vs.

Fie punctele A(1,—-5,4), B(0,—3,1) si C(1,0,1). Sa se calculeze aria
triunghiului ABC' si lungimea inaltimii din A.
T2+ K.

%
Fievectoriiv_1>:3@ 4k 1@—21—}—]—3/@ v_>: —2

Sa se calculeze:

a) volumul paralelipipedului construit pe vectorii v_1>, vs si 3

b) inaltimea paralelipipedului avand ca baza paralelogramul deter-
minat de vectorii v_1> si v_2>

Fie punctele M (3,0,0), N(0,3,0) si P(0,0,6). Sa se determine:

a) volumul piramidei OM NP unde O(0,0,0)
b) lungimea inaltimii din O a piramidei OM N P.
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Planul si dreapta in spatiu

2.1 Planul

Ecuatia generala a planului este:
(P): ax +by+cz+d=0,a>+b*+c* #0,

unde W(a, b, c) este un vector normal al planului (perpendicular pe plan).

O dreapta (V) avand directia vectorului 7 se numeste normals la plan.
Planul determinat de un punct si un vector normal

Fie un punct Mo (o, ¥, 20) si un vector nenul 7 (a,b,¢). Existd un singur

plan care trece prin M, si este perpendicular pe directia Vectorul@>> :

Daca M este un punct al acestui plan unic determinat, atunci MyM si w

sunt vectori ortogonali, deci au produsul scalar nul: ~ MyM - =0

(P)
Figura 2.1: Plan determinat de un punct si un vector normal

Folosind coordonatele vectorilor, se obtine ecuatia planului care trece prin
My (o, Yo, z0) §i este perpendicular pe vectorul W(a, b, c):

(P): a(z —x0) +b(y — yo) + c(z — 20) = 0.

22
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Ecuatia normala a planului
Ecuatia unui plan se poate determina daca se cunoaste distanta p de la origine
la plan gi un versor normal al planului definit prin cosinusurile directoare
(cos a, cos 3, cosy), unde «, (3, v sunt unghiurile formate de versorul normal
cu axele de coordonate. Ecuatia normala a planului (ecuatia lui Hesse) este:

xcosa+ycosf+ zcosy—p=0.

Observatia 2.1.1. Daca se da ecualia generala a planului, ecuatia normala
se obtine tmpartind ecuatia datd prin £v/a? + b% + 2.

Planul determinat de un punct si doi vectori directori
Se considera punctul My(xg, yo, 20) $i vectorii necoliniari = (a1,b1,¢1) si
v = (ag, by, c2). Pentru a scrie ecuatia planului care trece prin My si este
paralel cu cele doua directii se foloseste conditia de coplanaritate a vectorilor
]\Wm o, (M punct arbitrar in plan), adica: (W, me 72) =0.

My =

(®) M %

Figura 2.2: Plan determinat de un punct si doi vectori directori
Se obtine ecuatia planului determinat de M si de vectorii v_f, e
T—Zo Y—Y =2 %0
(P) . ay bl C1 = 0.
a9 bg Co
Planul determinat de trei puncte necoliniare

Fie punctele necoliniare M (x1,y1, 21), Ma(x2, Yo, 22), M3(x3, y3, 23) §i fie M
un punct arbitrar in planul determinat de cele trei puncte.

M’f — iM;
®

Figura 2.3: Planul determinat de trei puncte necoliniare
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Vectorii M1 M, MlMé, M M3 sunt coplanari, deci au produsul mixt nul:

(MyM, My My, My Ms) = 0.
Se obtine ecuatia:

r—r1 Yy—lhnh <—x
(P): | z2—21 Y2—y1 22— 21 | =0,
T3 —T1 Ys— Y1 23— 21

care este echivalenta cu ecuatia:

zr y =z 1
Ty ozs 1

P):

(P) Ty Yo z2 1
r3 ys 23 1

Observatia 2.1.2. Daca se cunosc punctele de intersectie ale unui plan cu

azele de coordonate, A(a,0,0),B(0,b,0),C(0,0,c), atunci ecuatia planului

x

este: (P) : - + b + g =1 (ecuatia planului "prin taieturi”).

Figura 2.4: Intersectiile unui plan cu axele de coordonate
Plane particulare
a) Planele de coordonate au ecuatiile:
20y: z2=0, yOz:z=0, z20z:y=0.

Generalizand, se obtine ecuatia unui plan paralel cu un plan de coor-
donate. De exemplu, un plan paralel cu Oy are ecuatia: 2z = zj.

b) Un plan care trece prin origine are ecuatia ax + by + cz = 0.
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2.2 Dreapta in spatiu

Dreapta determinata de un punct si un vector director

Se considera un punct in spatiu My(zo, yo, z0) $i un vector 7(1, m,n).

Ecuatia vectoriala a dreptei care trece prin punctul M gi este paralela
cu directia vectorului T este:

MM =t (2.2.1)

unde M (z,y, z) este punctul curent al dreptei.
Vectorul ¥ se numeste vector director al dreptei iar coordonatele acestuia
se numesc parametri directori.

(D)

£

Figura 2.5: Dreapta in spatiu

Ecuatia (2.2.1)) este echivalenta cu:

T = xo+It
y = yo+mt ,teR, (ecuatii parametrice) (2.2.2)
z = zyp+nt

respectiv

TR _ YT _ 275 (ecuatii canonice) (2.2.3)
l m n

Observatia 2.3}.1._} Fie a, B, respectiv v masurile unghiurilor formate de

U cu versorii i , j, respectiv k. Atunci cosa, cosf $i cos7y se numesc
cosinusurile directoare ale directier vectorului K si verifica relatiile:

(cosar cos §,cos7) = (- i L—
cos @, cos 3, cosy) = , , ,
! VE+mZ+n? VE+m2+n2 VI +m?+n?

cos? o + cos? B+ cos®y = 1.

Dreapta determinata de doua puncte
Doua puncte distincte M (z1,y1,21), Ma(za,ys, 22) determina o dreapta
definita prin ecuatiile:

MM = tM, M, (ecuatia vectoriala)
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r = x1+t(ry— 1)
y = n+tlya—uy) ,tER, (ecuatii parametrice)
z = z1+ t(Zg — 21)
respectiv
r—r _Y—Hh Z— 2

= : (ecuatii canonice)
T2 =21 Y2 — U1 R2 — 21
Ecuatiile generale ale unei drepte in spatiu
Fie planele (P)) : ajz+biy+ciz+dy =081 (Ps) @ agx+boy+coz+dy = 0.
ar by o
az by e
Dreapta (D) = (Py) N (P,) are ecuatiile:

Daca rang ( ) = 2, atunci cele doua plane sunt secante.

{alx—i—bly—i—clz—i—dlzo
s + by + coz +dy = 0

(P1)

Figura 2.6: Dreapta de intersectie a doua plane

Observatia 2.2.2. Daca o dreapta este definita prin ecuatiile generale (ca
intersectie a doud plane) atunci putem scrie ecuatiile canonice ale dreptei.
Pentru aceasta se determina vectorul director al dreptei v = (a,b,c), unde
V=0 X e, 0 = (al,bl,cl),ﬁ% = (a9, by, c) i se afla un punct al dreptei.
Ecuatiile parametrice se obtin din ecuatiile canonice egaland cu un parametru
real t cele trei rapoarte.

Exemplul 2.2.3. Aza Oz a sistemului de coordonate din spatfiu poate fi
definita prin ecuatiile:

r=1t

Jy=0 T _Y_Z : _
Om.{zzo <:>Ox.1—0—0<:>033. Z;g,teR.
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Figura 2.7: Fascicul de plane

Fascicul de plane

Fie planele secante a1x + b1y + c1z2 +di = 0 81 asx + boy + coz +dy = 0
iar (D) dreapta de intersectie a celor doua plane.

Ecuatia fasciculului determinat de dreapta (D) este:

alarx + by + 1z + dy) + Blagr + by + coz + dy) =0
unde «, f € R nu sunt simultan nule. Intr-o formi mai simpla putem scrie:

a1z + b1y + c1z + dy + Magw + by + oz + dy) =0, A € R.

2.3 Pozitii relative ale dreptelor si planelor
in spatiu. Intersectii.

Pozitii relative a doua plane
Fie planele (Py) : a1z + by +c1z2+dy =051 (BPy) @ asx + by + coz 4+ dy = 0.
Acestea pot fi:

b d
1. paralele daca fi_a_a + —1;
az by Ca ds

b d
2. confundate (coincid) daca M4 _ —1;
a2 by Co dsy

3. secante daca vectorii lor normali sunt necoliniari (sistemul format din
ecuatiile celor doua plane este simplu nedeterminat).
Dreapta de intersectie a planelor este data prin ecuatiile generale.
In particular, doua plane sunt perpendiculare daca vectorii lor normali
sunt ortogonali, adica ajas + b1by + c1co = 0.
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Pozitii relative a trei plane
Fie trei plane (P;), (P,), (Ps). Acestea pot fi:

1. paralele daca au vectorii normali coliniari; in acest caz, sistemul format
de ecuatiile planelor este incompatibil;

2. concurente, avand ca intersectie un punct, coordonatele lui fiind solutia
sistemului (compatibil determinat) format din ecuatiile celor trei plane;

3. secante, adica (P1) N (Py) N (P3) = (D); in acest caz, sistemul format
de cele trei ecuatii este compatibil nedeterminat;

4. secante doua cate doua, cele trei drepte de intersectie fiind paralele;

5. doua plane paralele taiate de al treilea dupa doua drepte paralele.

Pozitii relative a doua drepte

Fie(Dl):x_xl:y_yl:Z_Zl,(DQ):$_x2:y_yQ:Z_Zz.

ai by 8] as by C2

—
1. Dreptele sunt necoplanare daca (M; Ma, v_f, v_%) # 0.

—
2. Dreptele sunt coplanare daca (M; Ma, me ’U_2>) =0.

a) (D1) || (D2) daca vectorii lor directori sunt coliniari si My ¢ (D).
Planul format de cele doua drepte are ecuatia:

(M1M7 Mlﬂz, U2) 0.

b) Dreptele coincid daca au vectorii directori coliniari gi M; € (Ds).
c¢) Dreptele sunt concurente daca au vectorii directori necoliniari.
Punctul de intersectie a celor doua drepte se determina folosind

ecuatiile parametrice sau generale ale acestora.
Planul determinat de cele doua drepte concurente are ecuatia:

(MlM ’1)1,?)2) 0.

Pozitia unei drepte fata de un plan
Fie (D) : =20 y_byo =22 G (P): Az + By +Cz+ D = 0.
a c
1. (D) || (P) dac& vectorii ¥/ si 7 sunt ortogonali (v -7 = 0) si

)
Mo(ﬂfo yo,zo) §é (P)§
2. (D) C (P) dacd ¥ - W = 0 si My(zo, Yo, 20) € (P);

3. (D)N(P) = {M;} daci ¥ -7 #0 (aA+bB+cC #0).
Pentru a afla coordonatele lui M7, se rezolva sistemul format de ecuatia
planului gi ecuatiile parametrice (sau ecuatiile generale) ale dreptei.
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2.4 Distante si unghiuri in spatiu

Distante in spatiu

1. Distanta de la My(xg, yo, 20) la planul (P) : ax + by 4+ cz + d = 0 este:

. |CLJIQ + byo + czo + d|

W B = @

2. Distanta de la un punct A la o dreapta (D):

7 x AB|

d(A,D) = T unde B € (D), ¥ vector director al lui (D)

(indltimea paralelogramului format de ¥ si AB , avand baza T)

A

/i

v

Figura 2.8: Distanta de la un punct la o dreapta

3. Distanta dintre doua plane paralele (P)) si (P):

d(Pl, PQ) = d(Ml, PQ), unde M1 € <P1>

4. Distanta dintre doua drepte

—) %
MMy x v .
a) d(Dy,Ds) = My \1;21! 1‘, dac (Dy) || (Ds)
T o o
M M.
b) d(Dy, D) = (M My, v, 3) daca dreptele sunt necoplanare
vt x U3

o
(inaltimea paralelipipedului determinat de vectorii M; Mo, v, U3,
considerand ca baza paralelogramul format de o si v_Q))
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Unghiuri in spatiu

1. Unghiul a doua plane este unghiul format de vectorii lor normali.

e ni - nh
a =mas(Py, P,) = cosa = GG

2. Unghiul a doua drepte este unghiul vectorilor directori ai acestora.

e i -0
a = H’laS(Dl,Dz) = Cos = m—’

3. Unghiul dintre o dreapta si un plan este unghiul format de dreapta si
proiectia ei pe plan, adica, este complementul unghiului format de vectorul
normal al planului cu vectorul director al dreptei.

a = mas( L, Sma =cos|——«a) =cos(v, n)=
2 ElRE]
/o)
A )/
n /{
e (D)

(P) /

Figura 2.9: Unghiul dintre o dreapta si un plan

2.5 Proiectii ortogonale. Perpendiculara co-
muna a doua drepte necoplanare.

Dreapta perpendiculara pe un plan dusa printr-un punct dat
Fie punctul A(xg, yo, 20) si planul (P) : ax+by+cz+d = 0. Daca (D) L (P),

A€ (D) atunci (D) : =20 = y_by“ —ITR (=R
a c
Planul perpendicular pe o dreapta (D) dus printr-un punct dat
Fie punctul A(zo,vo, 20) §i dreapta (D) : 0 _ Y —byo = 27 Daci

(P) L (D), A€ (P) atunci (P) : a(x — xg) —i—ab(y —yo) +c(z — z[ﬁ =0.
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Proiectia unui punct A pe un plan (P) se obtine intersectand planul
cu dreapta perpendiculara pe acesta, dusa prin A. Simetricul punctului A
fata de planul (P) este simetricul lui A fata de proiectia sa pe plan.

®
LA

Figura 2.10: Simetricul unui punct fata de un plan

Proiectia unui punct A pe o dreapta (D) se obtine intersectand
dreapta cu planul care trece prin A si este perpendicular pe (D). Simetricul
lui A fata de dreapta (D) este simetricul fata de proiectia sa pe dreapta.

I

Figura 2.11: Simetricul unui punct fata de o dreapta

Proiectia unei drepte pe un plan se obtine unind proiectiile a doua
puncte ale dreptei pe planul dat. De asemenea, se poate folosi metoda pla-
nului proiectant: se pune conditia ca un plan din fasciculul de plane care trec
prin dreapta data, sa fie perpendicular pe planul dat. Intersectia planului
obtinut cu planul dat reprezinta proiectia dreptei date pe plan.

Perpendiculara comuna a doua drepte este o dreapta care intersec-
teaza dreptele considerate si care este perpendiculara pe fiecare.

Fie dreapta (D) perpendiculara comuna a dreptelor (D;) si (Ds). Atunci
(D) = (P,) N (P,) unde (P;) este planul determinat de (D;) si ¥ iar (P)
este planul determinat de (Do) si ¥ (U = o1 x 03).

Distanta dintre doua drepte din spatiu este lungimea segmentului situat
pe perpendiculara comuna, cuprins intre cele doua drepte.
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2.6 Probleme rezolvate

1.

10.

11.

12.

Sa se determine ecuatia normala a planului care contine punctul
M(2,3,—1) si este perpendicular pe vectorul W=1i—-2j +2k.
Sa se scrie ecuatia unui plan care:
- =
a) trece prin punctul A(—2,3,4) gi este paralel cu =i —2]
sivs =31 +25 +4k
b) contine punctele A(2,—3,4), B(3,2,—1), C(0,1,—-2)

%
+ k

Sa se afle ecuatia planului mediator al segmentului [AB] unde A(2, 1, 3)
si B(—4,3,1).

Sa se afle ecuatia planului care contine punctul M (1, —2,4) si intersec-
teaza axele de coordonate la distante egale fata de origine.

Sa se scrie ecuatiile canonice si ecuatiile parametrice ale dreptei care
contine punctele A(1,3,2) si B(—1,3,5).

Sa se determine ecuatiile canonice ale dreptei de intersectie a planelor
(P):204+y—3244=0,(P):x—y+42—2=0.

Sa se determine ecuatiile dreptei care trece prin M (2, —1,4) si formeaza

2
cu axele de coordonate unghiurile a = g, g = % respectiv v = il

3

Sa se determine cosinusurile directoare ale dreptei de ecuatii

3r +2y+22—-5=0

<D):{ r—1=0

S&a se scrie ecuatia unui plan care contine punctul A(2,—5,3) si este
paralel cu planul de ecuatie x — 2y — 32 — 7 = 0.

Sa se afle ecuatia planului care trece prin M (1,0, —1) si este perpendi-
cular pe planele (Py) :x+y+42—2=0, () :z+y+52—3=0.

Sa se afle ecuatiile canonice ale dreptei care trece prin punctul A(2,1, 1)
si este paralela cu planele de ecuatii t —y+2+2 =0si x+y+22—1 = 0.
Sa se determine a € R astfel incat planul (P) : ax —y + 2z —2 =0 sa

fie paralel cu dreapta (D) : { 4x3_x gg_y?éj—zz—l—:l O— 0
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Sa se arate ca planele de ecuatii x +y+22+1=0,2v —y+224+4=0
si 4dr +y + 4z + 2 = 0 se intersecteaza intr-un punct gi sa se afle
coordonatele acestuia.

Sa se determine @ € R astfel incat intersectia planelor r —y+2—2 =0,
3r—y—2242=0six+y—4z+ a =0 sa fie o dreapta si sa se scrie
ecuatiile acesteia.

r = 4-3
Sa se stabileasca daca dreptele (dy) : ¢ vy = —3t+5 ,t € Rsi
z = Ht—2

T —9 -4 z—8 -
(dy) - _ = sunt coplanare. In caz afirmativ, sa

se scrie ecuatia planului format de aceste drepte. Daca dreptele sunt
concurente, sa se afle coordonatele punctului de intersectie.

Sa se afle ecuatia planului care contine punctul A(1,—1,2) si dreapta
r+1 y—-1 z
2 3 1

-1 -2 2
Sa se afle ecuatia planului paralel cu (d) : ’ _ Y _ T , care

2r+y—2—1=0

contine dreapta (D) : { rty+244=0

Sa se afle ecuatia planului care trece prin punctul A(1, —2,3) si contine

20 —3y+2—-1=0
dreapta (D):{x+3y+22+1:0 :

Sa se determine ecuatia planului care contine dreapta (D) de ecuatii
{ r—y+32—4=0

tty—2+2=0 si este perpendicular pe (P) : z—y+22+3 =0.

Sa se afle distanta de la A(—2,3, 1) la planul (P) : 22 —6y+92z+2 = 0.
r—1 vy z4+1

Sa se afle distanta de la origine la dreapta (D) : T =5=
Sa se calculeze distanta dintre dreptele
r y—1 z4+2 r—2 y z—1
Dy):—="——= Dy) : = - =
(D)5 =75 e T

Sa se stabileasca pozitia dreptelor

(Dy @ o—=3t—1y=4t,2=>5t &
(Dy) : w=t—3,y=20—1,2=06t—8.
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24. Se considera dreptele:

r=3t—1
. % — -
(D)4 y—at ,t€R§1(D2):{ toyts=0"
5t y—2—-5=0

a) Sa se arate ca dreptele sunt necoplanare.

b) Sa se afle distanta dintre cele doua drepte.

25. Sa se determine unghiul format de:

=3 y+2 z-1 | oy z—1
) (D) === = si) i =5 =
b) planele (P):x—y+2=05si (P):3z—y—2+2=0

3 1
¢) dreapta (D) : % = % == +1

giplanul (P) : 2z —y—2+42=0
26. Sa se determine simetricul punctului A(1,2,3) fata de planul

(P):3z—2y—2+4+6=0.

27. Sa se afle coordonatele simetricului punctului A (2, 3,2) fata de planul
determinat de punctele M (1,0,0), M> (0,1,0) si M3 (0,0,1).

28. S& se determine simetricul punctului A(2, —1, —3) fata de dreapta
(d).:v—5_y+1_z

1 2 2

29. S& se determine proiectia dreptei (d) de intersectie a planelor
(P):x—3y—524+2=0¢i (FP):x+3y+52—4=0 pe planul yOz.

30. Sa se determine ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor
r—1 y—3 =z . T y z2-—1
Dy): = = — Dy): — =% = .
(D)= Rt S

Solutii:
1. Planul determinat de M (2,3, —1) si vectorul normal 7 = (1,-2,2)
are ecuatia:

r—2-2y—-3)+2(z+1)=02—-2y+22+6=0.

. o . 1 2 2
Ecuatia normala a planului este: —gx + gy — §Z —-2=0.
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2. a) Ecuatia planului se scrie:

r+2 y—3 z2—4
1 -2 1 =0 —-10(z+2)—(y—3)+8(z—4) =0.
3 2 4

b) Ecuatia planului se obtine folosind formula:

r—2 y+3 z—4
(A AB,AC)=0e| 1 5 -5 |=o.
2 4 -6

3. Mijlocul segmentului [AB] este M(—1,2,2). Un vector normal al

planului mediator al segmentului [AB] este AB = (—6,2,—2). Rezulta ca
ecuatia planului mediator este:

—6(r+1)+2y—2)—2(2—-2)=03r—y+2+3=0.

4. Un plan care taie axele de coordonate la distante egale fata de origine

are ecuatia: L + y + Z_ 1 = 0. Inlocuind coordonatele punctului M rezulta:
a a a
1 2 4
-——4+-=1=a=3=zr+y+2—-3=0.
a a a
r = —2t+1
-1 -3 -2
5.AB:x2:y0 :23 edy = 3  teR.
N z = 3t+2
6. Dreapta de intersectie a celor doua plane are vectorul director
- = =
T j k
T=|2 1 -3|=(1,-11,-3)
1 -1 4

iar punctul M(—1,1,1) apartine dreptei. Ecuatiile canonice sunt:

r+1 y—-1 =z-1
1 11 =3

7. Un vector director al dreptei este:

?—(COSZCOSECOSQ—W)— lé—l
n 374 3)  \2227 2
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Ecuatiile canonice ale dreptei sunt:

r—2 y+1 =z2-4
1 2 -1
8. Din ecuatiile generale ale dreptei se obtine vectorul director:

77 F
T=|3 2 2 |=(02-2=F=2v2=7=(0 1)
1 0 0 ( V2 \/§>

1
respectiv cosy = ———=

V2

1
Cosinusurile directoare cosa = 0, cosff = —,
V2
. .o ™ ™ . T
implica o = 5 B = —, respectiv y = —.

9. Un plan paralel cu planul x—2y—32—7=0 are ecuatia r—2y—3z+d=0.
Punand conditia sa treaca prin punctul A(2, —5, 3), rezulta d = —3. Se obtine
ecuatia: x — 2y — 3z — 3 = 0.

10. Un plan perpendicular pe planele (P;) si (P») este perpendicular pe
dreapta lor de intersectie, deci are vector normal vectorul director al dreptei:

- - -
i gk

7: 1 1 4 :(17_170)'
1 1 5

Ecuatia planului care trece prin M(1,0,—1) si are vectorul normal T este:
r—y—1=0.

11. O dreapta paralela cu doua plane secante este paralela cu dreapta
lor comuna, deci are acelasi vector director ca aceasta, adica:

- = -
1 gk

V=1 -1 1 |=(-3-12)
1 1 2

r—2 -1 =z-1
Ecuatiile canonice ale dreptei sunt: 5 = Y o=
%
12. Din ecuatia planului deducem ¢& W =a i — j +2k este un vector

normal al lui (P). Un vector director al dreptei (D) este:

T 7%
%
T=|3 2 1 |=-57-87—%
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(D) || (P) = ¥ si 7 ortogonali = ¥ -7 =0= —5a+8—2=0=a= g

13. Sistemul format din ecuatiile celor 3 plane este compatibil determi-
nat, avand solutia unica x = 1, y = 2, 2z = —2. Rezulta ca punctul de
intersectie este A(1,2, —2).

14. Planele sunt secante daca sistemul format din ecuatiile acestora este
compatibil nedeterminat. Se obtine o = 6.
Ecuatiile generale ale dreptei de intersectie se obtin scriind ecuatiile a doua
plane, de exemplu (P;) N (P).

15. Din ecuatiile celor doua drepte deducem ca A(—3,5,—2) € (dy),
B(5,4,8) € (dy) iar U, = (4,—3,5) si U = (4,2,5) sunt vectori directori ai

8 —1 10
celor doua drepte. Deoarece (zﬁ , 171), 775) =4 =3 5 |=0,dreptelesunt
4 2 5

coplanare. Vectorii g si U5 sunt necoliniari, deci dreptele sunt concurente.
Ecuatia planului care contine dreptele date este:

r+3 y—> 242
—
(AM, 07, 5)=0e| 4 -3 5 |=0
4 9 5

Punctul de intersectie al dreptelor se afla inlocuind coordonatele (z,y, z) din
ecuatiile dreptei (dy) cu (4t — 3, —3t+ 5,5t —2). Se obtine t = 1 deci punctul
comun celor doua drepte are coordonatele (1,2, 3).

16. Planul determinat de un punct A si o dreapta (D) are ecuatia:

T —TA Y—Ya Z— ZA
Tp—TA YB—Ya 2B — 24 | =0,
a b c

unde B € (D), iar ¥ (a, b, c) este un vector director al dreptei (D).
Pentru A(1,-1,2), B(—1,1,0), 7(2, 3,—1), se obtine ecuatia:

r—1 y+1 z2-2
—2 2 -2 | =02z —-3y—5z+5=0.
2 3 -1

17. Folosind ecuatiile dreptei (D) se gaseste punctul A(—1,0,—3) € (D)
si vectorul director 'y = (2,—3,1). Vectorul director al dreptei (d) este
Uy = (2,1,—1) si este vector director pentru orice plan paralel cu (d).
Deoarece U1 si U5 sunt vectori necoliniari, ecuatia planului care contine (D)
si este paralel cu (d) este:

r+1 y 243

—
(AM, 71, 72)=0&| 2 -3 1 |=0ez+2+42+13=0.
2 1 -1
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18. Fasciculul de plane determinat de dreapta (D) are ecuatia:
a2r —3y+z—1D)+Bx+3y+22+1)=0, a,f €R, a* + B> #0.

Punand conditia ca un plan care apartine acestui fascicul sa treaca prin
punctul A(1,—-2,3), se obtine 10a + 28 = 0 & § = —ba. Inlocuind in
ecuatia fasciculului, va rezulta ecuatia:  + 6y + 3z + 2 = 0.

Altfel, se determina un punct si un vector director al dreptei (D) si se foloseste
ecuatia planului determinat de un punct §1_> doi _\)fectgri directori.

;7 F
Dreapta (D) are vectorul director 7 =| 2 -3 1 |=(=9,-3,9).
1 3 2

Punctul B(1,0,—1) € (D). Se obtine AB — (0,2,—4).
Ecuatia planului care contine punctul A si dreapta (D) este:

. r—1 y+2 2-3
(AM,AB,?)=0e| 0 2 -4 [=0&a+6y+3:z+2=0.
9 -3 9

19. Fasciculul de plane avand ca axa dreapta data are ecuatia:
r—y+3z—4+Nrx+y—2+2)=0, AeR.

Planul (P) are vectorul normal o= (1,—1,2) iar un plan care apartine
fasciculului are vectorul normal 77y = (1 + X, —1 4+ X, 3 — \).

Punand conditia ca un plan din fascicul sa fie perpendicular pe planul (P),
adicd -7 =0, se obtine A = 4. Inlocuind in ecuatia fasciculului se obtine
ecuatia: br +3y —z+4 =0.

Altfel, se poate folosi ecuatia planului determinat de un punct si doi vectori
directori. Fie, de exempgl, pil)nctgl> A(1,-3,0) € (D). Vectorul director al

A
dreptei (D) este ¥ =| 1 -1 3 |=(-2,4,2).
1 1 -1

Un plan perpendicular pe planul (P) va avea ca vector director vectorul
normal al lui (P), adica, = (1,—1,2). Astfel, ecuatia planului care contine
dreapta (D) gi este perpendicular pe planul (P) este:

. r—1 y+3 =
(AM, 7, 7)=0e| -2 4 2|=0ebr+3y—2+4=0
1 -1 2

20. Distanta de la punctul A(—2,3,1) la planul (P) : 22 —6y+92z+2 =0
se calculeaza astfel:
awa+byatcza+d | -4-18+9+2

Va2 + b2+ c? V4 + 36 + 81

(A, (P))
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Problema poate fi rezolvata prin metode ale Analizei matematice. Astfel,
putem afla distanta de la origine la dreapta data, calculand minimul distantei
de la O la un punct al dreptei (folosim ecuatiile parametrice ale dreptei).
Minimul functiei f(t) = (¢t + 1)* + (2¢)* + (2t — 1) = 9¢* — 2t + 2 este

1 1
fmin = 37, deci, d= ﬂ

w

In general, distanta de la un punct la o dreapta din spatiu poate fi calculata
rezolvand o problema de extrem conditionat.

22. Din ecuatiile dreptelor date se obtin:
M;(0,1,—2) € (Dy), My(2,0,1) € (Dy), v1(2,1,—3) si 15(3,1,1) vectori
directori pentru (D;) respectiv (D).

B 8 { VT )
Ty —T1 Y2 —Y1 22— 21
23. Se verifica daca aq by 1 = 0, unde x; = —1,
az by C2

y1 =0, 20 =0, 290 = =3, yo = —1, 20 = —8iara; = 3,0 =4, ¢c; = H si
agzl,b2:2702:6.

-3+1 -1 =8
3 4 5 |=31%#0= (D), (Dy) necoplanare.
1 2 6

24. a) Vectorul director al dreptei (D)) este 7 = (3,4,5) iar al

Y
dreptei (D) este 3 = |2 —1 0 | = (1,2,6). Vectorii o] si v5 fi-
0 3 -1

ind necoliniari, dreptele nu sunt paralele. Daca dreptele ar fi situate in
acelasi plan, ele ar fi concurente. Inlocuind coordonatele unui punct care
apartine lui (D;) in ecuatiile generale ale dreptei (Ds), rezulta sistemul:
{ 203t —1) —4t+5=0
12t —=5t—-5=0

necoplanare.

, care este incompatibil. In concluzie, dreptele sunt



40 CAPITOLUL 2. PLANUL SI DREAPTA IN SPATIU

b) Pentru aflarea distantei dintre cele doua drepte, se foloseste formula:

| (MM, 07,3 |

(D1 Do) = =3

Ml(_17070) S (Dl), M2<—2, 1, —2> € (DQ) = M1M2 - (—1, 1, —2)

- = 7
vt ]
wxu=|3 4 5 |=(14,-13,2) = [0} x B3| = V369
1 2 6
Rezultd: d(Dy, Dy) i
ezulta: , = —.
T

o —

25. a) cos Dl,D2) = cos (v_f,v_g), unde v} = (2,1,0), v = (—1,2,1).

0 =—-2+4+2=0=cosa=0= (D) L (D,).

—

b) cos (PI,P2) = cos (ﬁ), unde 7nj = (1,-1,1), ng = (3,—1,—1).

3
ny-ny=3+1-1=3,|nf| =3, |ns| = V1l = cosar = —.

V33

¢) Vectorul director al dreptei (D) este” = (1,2, —1) iar vectorul normal al
planului (P) este W = (2, —1,—1).

VoM =2-241=1,|V|=V1+4+1=V6, || =Vit+1+1=6.

—_— 1
Se obtine: sin (D, P) =5
26. Ecuatiile dreptei care trece prin A si este perpendiculara pe planul
r—1 y—2 z-3
P t: (D) : = =
(P) swnt: (D) : To= = L2 = 2o
obtine intersectand dreapta (D) cu planul (P).

. Proiectia punctului A pe plan se

1
M(3t+1,—2t+2,—t+3)E(P):>t:——:>M<

4 16 22)
z .

i
Punctul M este mijlocul segmentului [AB] (B este simetricul punctului A
fata de planul (P)).

1 18 23)

BQ2xy — x4, 2ym — Ya, 22 — 24) = B <§; raa
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27. Ecuatia planului determinat de punctele M, M; si M3 este
i e atyt—1=0.
11 1
Proiectia punctului A pe planul (M;M;M;) este intersectia planului cu
dreapta perpendiculara pe plan dusa prin A. Se obtine punctul M (0, 1,0).

Simetricul lui A fata de plan este simetricul punctului fata de M. Rezulta:
A'(2xpnr — wa, 2ynr — ya, 220 — 24) = A'(—2,—1,-2).

28. Ecuatia planului care contine punctul A si este perpendicular pe
dreapta (d) este:

(P):x—24+2y+1)+2(24+3) =0 2+2y+22+6=0.

Proiectia punctului A pe dreapta (d) este intersectia dreptei cu planul (P) si
se determina cu ajutorul ecuatiilor parametrice ale dreptei (d).

M(t+52t—1,2t) € (P) = t+5+22t— 1)+ 4t +6=0=t = —1,
de unde rezulta M (4, —3, —2). Simetricul lui A fata de dreapta (d) este:
B(2xpy — x4, 2yn — ya, 220 — 24) = B(6,—5,—1).

29. Proiectia unei drepte pe un plan este intersectia dintre planul pro-
iectant (care trece prin dreapta si este perpendicular pe plan) si planul dat.
Planul proiectant apartine fasciculului de plane care trec prin (d), avand
ecuatia:

T—3y—52+24X(x4+3y—52—4)=0= Ty =(1+ X\ —3+3\, -5 —5)).

Un vector normal al planului yOz este W= (1,0,0). Din conditia a1 =0
rezulta A\ = —1, de unde se obtine ecuatia planului proiectant: y — 1 = 0.
y=1

r=0"

30. Perpendiculara comuna a dreptelor (D;) si (D) este dreapta de

intersectie a planelor (P;) si (P,) unde (P;) este planul determinat de (D;)
si U (U =vf x 13) iar (P,) este planul determinat de (Ds) si 7.

Proiectia dreptei (d) pe planul yOz are ecuatjiile: {

- = >
[ B
-1 2 1
r—1 y—3 =z r y z—1
(Pl)Z 2 1 0 :0, (Pg)i -1 2 1 =0
1 -2 5 1 =2 )

Ecuatiile perpendicularei comune a celor doua drepte sunt:

{x—2y—z—|—5 = 0
2z +vy = 0
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2.7 Probleme propuse

1.

10.

Sa se determine ecuatia normala a planului care intersecteaza axele de

coordonate in punctele A(2,0,0), B(0,—6,0), C(0,0,3).

. Sa se scrie ecuatia planului care contine punctele A(1, —1,1), B(0,2,4)

si este paralel cu ¥ = (0,2,1).

Sa se determine ecuatia unui plan stiind ca B(1,2,1) este piciorul per-
pendicularei duse din A(3,—2,1) pe plan.

Sa se afle ecuatiile canonice gi parametrice ale dreptei de intersectie a
planelor (P)) iz —y+2—1=05si (P2):2e+y—3=0.

Sa se scrie ecuatiile generale ale dreptei care trece prin A(1, —5, —3) si
formeaza cu axele de coordonate unghiurile o = 45°, f = 60°, v = 120°.

Sa se scrie ecuatia planului care contine punctele A(1,1,1), B(2,2,3) si
este perpendicular pe planul z +y — z = 0.

Se considera dreptele

[ br4+10y—4=0 . ‘{x—5y—2:0
<D1)'{2x—32—1:0 $(D2) 3, L1520

Sa se afle ecuatia planului care trece prin (D) si este paralel cu (Ds).
Sa se scrie ecuatia planului care:

r+3y+52—-—4=0

a) contine dreapta { ey 2247 =0 si este paralel cu axa Oy

z—2
3

b) trece prin origine si contine dreapta D : % = g =
3r4+2y+1=0
20+32—-2=0
si care este perpendicular pe planul de ecuatie 3z + 2y — 2z — 5 = 0.

Sa se afle ecuatia planului care trece prin dreapta {

Sa se afle ecuatiile dreptei care:

a) contine punctul A(0,0,1) si este paralela cu dreapta M N unde
M(3,2,1), N(5,0,1)

b) contine punctul M (1,2,3) si este perpendiculara pe planul de
ecuatie 3r — 2y — 2+ 6 =0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
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-1 2 —14
Sa se determine a,b € R astfel incat dreapta a i yte_z

sa fie perpendiculara pe planul 3z — 2y + bz + 1_: 0.

r+2 y—3 z+1

Fie dreapta (D): 3 =3

si planul (P) : 2—3y+62+7=0.
a) Sa se determine p € R pentru care (D) || (P).
b) Pentru p = 1 sa se afle intersectia dreptei cu planul.

Sa se arate ca dreptele de ecuatii

JAr+2-1 = 0 . J3r+y—2+4 = 0
(d1) {x—2y+3 =0 ¥ (d2>'{ y+22—8 = 0

sunt concurente gi sa se determine punctul de intersectie.

Sa se arate ca dreptele
x—1 vy =z4+2 r—2 y—1 =z
dy) : == ds) : = =—

sunt coplanare si se afle ecuatia planului format de acestea.

Sa se determine A € R pentru care planele de ecuatii v — y + 2z = 0,
3r—y—2+2=0,4r—y—2z+ X = 0 se intersecteaza dupa o dreapta.
Sa se scrie ecuatiile parametrice ale acestei drepte.

20 —3y—32—8 = 0

Fiedreapta(D):{ T—2tz+3 = 0

a) Sase afle punctele de intersectie ale dreptei cu axele de coordonate.
b) Sa se afle intersectiile dreptei cu planele de coordonate.
Sa se calculeze distanta de la M(1,0,3) la planul x — 2y + 32 +4 = 0.

Sa se calculeze distanta dintre planele (P;) : 2z —y + 32 — 1 = 0 si
(Py) : 42 —2y+62+3=0.

-2 1
Sa se calculeze distanta de la A(1,4,2) la (D) : ’ = % i

3 T2
Sa se stabileasca pozitia dreptelor (D;) i (D2) si sa se calculeze distanta
dintre ele daca:

20 +2y—2—10=0
3) (D1>:{ r—y—2—22=0

r+7 y—-5 2-9

3 -1 4

) (D2) :
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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_ r+y—4=0 r=2 y-3 =z
b) <D1)'{x—2y+z—|—520’ (De) : 1 2 0

Sa se determine unghiul format de dreptele

Cr y+T 22 '{a:—z—lzo
(Dl)'_z_ 9 - D) §1(D2)' y+22_3:0 .

Sa se determine unghiul format de:

T —1 . r—1 -2
a) dreptele (Dl):§:y_—1:,2§,1(D2): — :y_3 =z—-1
b) planele (P):x—y=0si () :2—2y+2—1=0

-1 1
c) dreapta(D):x :y:Z+ si planul (P):2—y+3=0

-2

Sa se determine proiectia punctului M (2, —1, 3) pe:

7 -2
a) dreapta T_yti_z
3 ) 2

b) planul 2z — 2y + 2+ 1= 0.
Sa se afle simetricul punctului A(1, 0, 2) fata de planul z—y+4z—3 = 0.

—2 —1
Sa se afle proiectia punctului A(2,—3,1) pe (D) : * — = % _z =

Sa se determine coordonatele simetricului punctului A(3, —1,2) fata de

20 —y+2=0
dreapta (D) : { x—i—y—yz—i—lzo :

Sa se determine coordonatele simetricului punctului A(2, —3,6) fata de
-3 -5
dreapta (D) : ’ S : si sa se afle distanta de la A la (D).

1 3 1
-1 -2 -3
Fie punctul A(4,3,10) si dreapta (D) : a 5 = i = i 5

a) Sa se scrie ecuatia planului care contine punctul A si dreapta (D).

b) Sa se determine simetricul punctului A fata de dreapta (D).

r+2y—z—1=0

Sa se afle ecuatiile proiectiei dreptei (D) : { 1 —0 pe
planul (P):z+y+ 2z = 0.

-1 -2 -3
Fie dreapta (D) : ? . _— si planul (P) : x4+y+2z—3=0.

2 3 4
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

a) Sa se determine ecuatiile proiectiei dreptei (D) pe planul (P).

b) Sa se determine ecuatiile simetricei dreptei (D) fata de planul (P).
Fie (D) dreapta de intersectie a planelor:
(P): x—3y—5z—7=0, (Py): —x+3y —5z2+9=0.
Sa se afle ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei (D) pe planul yOz.

Sa se determine ecuatiile simetricei dreptei (D) fata de planul (P), unde

(D_{ r+y+z2z—1=0

rtoyt3zra=p D)oty tz=0

Sa se determine ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor:

r y—1 2z42 r—2 y z-—1
) (D)ig =" =g s (D)= =5 =

r—2 y+1 =z | 3r+8y—4=0
b) (D) : 3 :T:§§1(D2):{3x—82—6820

: frz—2y=0 .{x—i-z—i-l—()
Fledreptele(Dl).{ L 1—0 si (Dq) : y—2-0

a) Sa se calculeze distanta dintre cele doua drepte.

b) Sa se afle ecuatiile perpendicularei comune celor doua drepte.
Fie punctele A(1,2,1), B(2,0,1), C(0,0,2) si D(1,—1,1).

a) Sa se arate ca punctele A, B, C' si D sunt necoplanare si sa se

calculeze volumul tetraedrului ABCD.
b) Sa se afle ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor AB gi C'D

si distanta dintre aceste drepte.

Sa se determine coordonatele simetricului punctului A (—3,2, —6) fata
de planul care trece prin dreptele de ecuatii

{x—2y+3z—5=0 . { 3x+y+32+7=0
r—2y—424+3=0 ~ Sr —3y+22+5=0 "~

r+y+z2z—1=0
3r—y+42—-29=0
egal departat de punctele O(0,0,0) si A(2,1,2).

Sa se determine pe dreapta (D) : { un punct



Capitolul 3

Cercul. Sfera.

3.1 Cercul

Definitia 3.1.1. Se numeste cerc multimea punctelor din plan situate la
aceeasi distantd r (raza) fata de un punct fix My (centrul cercului).

Ecuatia cercului de centru My(xg, yo) si raza r este:
(C): (& —m0)*+ (y —y0)? =1 (3.1.1)
Ecuatia generala a cercului este:
2% 4+ y* + 2ax + 2by + ¢ = 0, (3.1.2)

unde My(—a, —b) este centrul cercului gi 7 = va? + b — ¢ este raza.
Cercul poate fi definit parametric prin ecuatiile:

r =2x9+rcost

. t 27| .

{ Yy =1y +rsint ’ € [0, 2n]

Ecuatia cercului determinat de trei puncte necoliniare M;, M, si Mj3, se
obtine folosind formula:

224+ oy

T4y T
T34+Ys T2 Yo
T3+ Y5 T3 Y3

—_ = = =

sau rezolvand sistemul obtinut inlocuind coordonatele punctelor in ecuatia

generala (3.1.2).

46
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FEcuatia tangentei la cercul definit prin (3.1.1), in M;(x1,y1) € (C), se
obtine din ecuatia cercului prin dedublare:

(21— w0) (2 — 20) + (Y1 — Y0) (¥ — o) = 2,

Un punct dat poate sa apartina cercului, sa fie situat in interiorul cercului
sau in exteriorul acestuia. Pozitia unui punct fata de un cerc se stabileste
comparand distanta de la punct la centrul cercului cu raza r.

O dreapta in raport cu un cerc poate fi: tangenta, secanta sau exterioara.
Pentru a stabili pozitia unei drepte date fata de un cerc comparam distanta
de la centrul cercului la dreapta cu raza r.

3.2 Sfera

Definitia 3.2.1. Se numeste sfera multimea punctelor din spatiu situate la
aceeagi distantd (raza sferei) fata de un punct fix numit centrul sferei.

Figura 3.1: Sfera

Din definitie rezulta ecuatia sferei de centru My (g, yo, 20) §i raza R:

(S): (x—20)” + (y—w0)* + (2 — 20)* = R (3.2.1)
Daca ecuatia unei sfere este
22+ y* 4+ 22 + 2ax + 2by +2c2 +d =0, (3.2.2)

atunci sfera are centrul My(—a, —b, —c) si raza R = va? + b2 + ¢ — d.
Sfera de centru M, si raza R poate fi definita prin ecuatiile parametrice:

x =29+ Rcosfsinp
y=1yo+ Rsinfsing , 0 € [0,2n],p € [0, 7].
z=zy+ Rcosy
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Patru puncte necoplanare se afla pe o sfera, a carei ecuatie este:

%+ y2 +22 x Yy oz
Byt o oA
5+ ys+ 25 T2 Y2 2
R o M TR T
A Vi o S TR VTR

— s e
I
ja=)

Pentru a stabili pozitia unei drepte fata de o sfera, se calculeaza distanta de
la centrul sferei la dreapta si se compara cu raza sferei. O dreapta poate fi
tangenta, secanta sau exterioara unei sfere.
Intersectia unei sfere cu un plan poate fi: un punct (plan tangent), un cerc
(plan secant) sau multimea vida. Pentru a stabili pozitia unui plan fata de
o sfera se compara distanta de la centrul sferei la plan cu raza sferei.
FEcuatia planului tangent la sfera (S) intr-un punct M (z1,y1,21) € (S5) se
obtine din ecuatia sferei prin dedublare:

(1 — mo)(z — m0) + (11 — Y0) (¥ — o) + (21 — 20) (2 — 20) = R”.
Proprietatea 3.2.2. Printr-o dreapta exterioara unei sfere se pot duce doua
plane tangente la sfera data.

3.3 Probleme rezolvate

1. Sa se afle ecuatia cercului cu centrul in My(2, —2) i raza R = 5. Sa se
scrie ecuatia tangentei la cerc in punctul M (5, —6).

2. Sa se afle ecuatia cercului care are centrul My(2,3) si este tangent
dreptei x — 2y — 1 = 0 si sa se determine punctul de tangenta.

3. Fie punctele A(1,2), B(0,3) si C(—2,2). Sa se determine centrul si
raza cercului circumscris AABC.

4. S& se afle ecuatiile tangentelor la cercul (C) : 2%+ y? — 6z +4y — 3 = 0,
paralele cu dreapta 3x — 4y + 1 = 0.

5. Determinati ecuatia cercului care trece prin punctele A(5,0), B(1,4) si
are centrul pe dreapta de ecuatie v +y — 3 = 0.

6. Sa se afle ecuatiile tangentelor duse din punctul M (2, —3) la cercul

2?4+ y* =224+ 10y +22 =0.
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7. Fie A(2,2,3), B(6,4,7). Sa se afle ecuatia sferei avand diametrul AB
si s se scrie ecuatia planului tangent la sfera in punctul A.

8. Sa se afle centrul si raza sferei 2 + y? + 2% — 122 + 2y — 62 + 21 = 0.
9. Sa se determine centrul si raza cercului de sectiune a sferei
(S):a?+y? +2° —dr —6y —22—-22=0
cu planul (P):3x4+y—2+3=0.

10. Sa se afle ecuatia sferei care are centrul C(—1,2,3) i este tangenta
planului (P) : 2z — 3y — 6z — 23 = 0. S& se determine punctul de
tangenta.

11. Sa se scrie ecuatiile planelor tangente la sfera cu centrul C'(2,3, —1) si
r+y—5=0

raza v/12, in punctele de intersectie cu dreapta { 230"

12. Fie sfera 22 +y%+ 2% — 4w+ 2y —62+8 = 0. Si se afle ecuatiile planelor
tangente la sfera, care sunt paralele cu planul 2z +y — 2+ 1= 0.

Solutii:
1. Ecuatia cercului este:

(-2 +(y+22=25<2>+y> — 4o +4y—17=0.
Coordonatele lui M verifica ecuatia cercului. Ecuatia tangentei in M este:
5-=2)(z—2)+(-6+2)(y+2)=25<3x—4y — 39 =0.
2. Raza cercului este distanta de la centrul cercului la tangenta data.
2=-2-3-1]
12 4 (—2)2
Ecuatia cercului este:
(x—2)°+(y—3)?2=5.

Pentru a afla coordonatele punctului de tangenta, se rezolva sistemul format
din ecuatia cercului i ecuatia tangentei. Se obtine punctul M (3,1).
3. Punctele A, B, C verifica ecuatia generala a cercului (3.1.2)). Se obtine

1
2a+4b+c = -5 =3
sistemul de ecuatii: 60 + ¢ = —9 ., cu solutia: b— 3.
—4da+4b+c = =8 2
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Ecuatia cercului este:

1) 3\ 5
x2+y2+x—3y—0<:><a:—|——) —i—(y——) = —.

2 2 2
13 V10
Centrul cercului este M (—5, 5) iar raza este R = —

4. Din ecuatia cercului rezulta centrul My(3, —2) si raza R = 4.
Tangentele la cerc paralele cu dreapta 3x — 4y + 1 = 0, au ecuatia de forma
3xr — 4y +n = 0. Folosind proprietatea ca distanta de la centrul cercului la
o dreapta care este tangenta cercului, este egala cu raza, se obtine:

3:3—4-(=2)+n| |n+17
V9 +16 D

Rezulta ny = 3 si no = —37. Ecuatiile tangentelor sunt:

=4 = |n+ 17| = 20.

3v—4y+3=0, 3x—4y—-37=0.

5. Centrul cercului se afla intersectand dreapta data cu perpendiculara
pe coarda AB dusa prin mijlocul acesteia.

Coarda AB are mijlocul M(3,2). Panta dreptei AB este m = —1, de
unde rezulta ca perpendiculara in M pe AB are ecuatia v —y — 1 = 0.
Intersectia dreptei obtinute cu dreapta x + y — 3 = 0 este My(2, 1).

Raza cercului este MyA = +/10. Ecuatia cercului este:

(x —2)* + (y — 1)* = 10.

6. Ecuatia cercului se scrie (z — 1)*+ (y +5)? = 4 deci cercul are centrul
My(1,—5) si raza r = 2. Deoarece MyM = /5 > 2 rezulti ci punctul M
este exterior cercului, deci prin M trec doua tangente la cerc. Determinam
punctele de tangenta. Ecuatia unei drepte tangente la cerc este

1T+ 11y —x1 —x+ Oy + 5y +22=0.

Inlocuind coordonatele punctului M in ecuatia tangentei se obtine relatia
x1+2y; +5 = 0. Punctul M;(z,y;) apartine cercului, deci coordonatele lui
verifica ecuatia acestuia. Rezulta sistemul:

{ $1+2y1+5:0
2+ yl— 20+ 10y +22=0 °

13 19
5" 5
y+ 3 =0, respectivdr +3y +1=0.

Se obtin punctele M;(1,—3) si M, ( > Ecuatiile tangentelor sunt:



3.3. PROBLEME REZOLVATE 51

AB
7. Centrul sferei este mijlocul segmentului AB iar R = - = AM.
Obtinem: M(4,3,5) si AM =/(4 —2)2+(3 — 2)2+(5 — 3)2 = 3.
Ecuatia sferei este (S) : (x —4)* + (y — 3)* + (2 — 5)2 = 9.
8. Centrul sferei este C'(6,—1,3) iar raza R = /36 +1+9 — 21 = 5.
9. Sfera are centrul M (2,3,1) si raza R = 6.

13-24+3—1+ 3|
d(M,(P)) = MN = =11 <6,
(M, (P)) 0+1+1

deci planul (P) intersecteaza sfera dupa un cerc cu centrul in N si raza r.
Coordonatele lui N se determina intersectand planul (P) cu dreapta M N.
Din MN L (P) rezulta:

r=2+ 3t
MN y=3+t ,telR.
z=1—1

N@2+3t,3+t,1—-t)e(P)=32+3t)+3+t—-1+t+3=0=>t=—1.
Se obtine N(—1,2,2).
Raza r se calculeaza din relatia: r?> = R2 — M N?. Rezulta r = 5.

10. Raza sferei este distanta de la centrul C' la planul tangent:

|-2-3.2-6-3-23]

R
V4+9+ 36

7.

Ecuatia sferei este:
(z+ 1)+ (y—2)*+ (2 —3)* = 49.

Punctul de tangenta este intersectia planului (P) cu perpendiculara dusa din
centru pe plan.

r+1 y—2 2-3

Din sistemul { 2 3 —6  rezulta A(1,—1,-3).
20 — 3y — 62 —23=0

11. Sfera are ecuatia: (z —2)?+ (y —3)* + (2 + 1)* = 12.
Din sistemul format de ecuatia sferei si ecuatiile dreptei rezulta punctele
A(4,1,1) si B(0,5,—3). Planele tangente sferei in aceste puncte au ecuatiile:

r—y+2z—4=0, respective —y+2+8=0.

Se observa ca planele sunt paralele. Punctele A si B sunt diametral opuse
(mijlocul segmentului AB este centrul sferei).
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12. Ecuatjia sferei se scrie: (z —2)%+ (y + 1)* + (2 — 3)? = 6, deci sfera
are centrul C(2, —1,3) si raza R = /6.
Un plan tangent paralel cu planul (P) : 2z +y — z +1 = 0 are ecuatia
2x +y — 2+ d = 0. Din conditia de tangenta, rezulta:
4—1—-3+d|
V6

Se obtin planele: 2x +y —2+6 =0, respectiv2z+y—2z—6=0.

d(C,(P)) =R = V6 < |d =6 d==+6.

3.4 Probleme propuse

1. Sa se scrie ecuatia cercului cu centrul M (3, —4) si raza R = 5. Sa se
afle punctele de intersectie ale cercului cu axele de coordonate.

2. Fie cercul de ecuatie x° + y* — 16z + 4y + 18 = 0.

a) Sa se determine centrul si raza cercului.

b) Sa se afle ecuatiile tangentelor la cerc in punctele de intersectie cu
dreapta de ecuatie x +y = 0.

3. Si se afle ecuatiile tangentelor la cercul (C) : 2% +y*—10x+2y+6 = 0,
paralele cu dreapta 2x +y — 5 = 0.

4. Sa se arate ca tangentele duse din punctul A(4,2) la cercul de ecuatie
2% + y? = 10, sunt perpendiculare.

5. Sa se afle ecuatia sferei determinata de:

a) centrul C'(3,—4,2) si raza R = 3;
b) punctele necoplanare A(1,0,0), B(0,2,0),C(0,1,1) si D(2,1,2).

6. Fie A(—2,0,3), B(6,4,3). Sa se afle ecuatia sferei avand diametrul AB
si ecuatia planului tangent la sfera in punctul A.

7. Fie sfera de ecuatie (S) : 2% + y* + 22 — 8 — 6y — 10z + 41 = 0.

a) Sa se afle centrul gi raza sferei.

b) Sa se afle ecuatia planului tangent la sfera in punctul A(6,4,7).
8. Sa se determine centrul si raza cercului de sectiune a sferei
(S):2* +y*+2°—22 -6y +82—13=0
cu planul (P) :3z+y —22=0.



3.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

PROBLEME PROPUSE 93

. Sa se arate ca planul (P) : ¢ —y+ 2z — 3 = 0 este secant sferei de centru

C(1,—-2,—3) gi raza R = 4 si sa se determine centrul si raza cercului
de sectiune.

Sa se scrie ecuatia unei sfere gtiind ca are centrul C'(1,2,1) si este
tangenta planului (P) : 2z +y + 2z — 3 = 0.

Stabiliti pozitia planului (P) fata de sfera (z—1)?+(y—2)?+(2—1)* =9
pentru:

a) (P):2x+y+2z+3=0;

b) (P):8r+4y+2z+2=0;

c) (P):x+y+2+4=0.

In caz de tangenta, sa se afle coordonatele punctului de tangenta. In
cazul unui plan secant, sa se afle centrul si raza cercului de sectiune.

Sa se demonstreze ca prin dreapta de ecuatii

{8x—11y+82—30 =0
r—y—2z = 0

se pot duce doua plane tangente la sfera de ecuatie
P+ 2420 —6y+42—15=0
si sa se determine ecuatiile lor.

Fie sfera 2? +y*+ 2% —6x+4y—22—11 = 0. Sa se afle ecuatiile planelor
tangente la sfera, care sunt paralele cu planul 4x + 32 — 17 = 0.

Sa se determine planele tangente la sfera 22 +1y?+2? —22—4y—22+2 = 0
y=>5

care trec prin dreapta (D) : { s —2

2,2 9. _
Sa se afle ecuatia sferei care trece prin cercul (C) : { vt yz _ g y=0
si prin punctul M(1,2,—1).

Sa se afle ecuatia sferei care trece prin origine si prin cercul definit prin
22+ 9%+ 22 =25

ecuatiile { % — Byt 5r—5

Sa se calculeze cea mai mica distanta de la punctul A(—2,6,—3) la
sfera a2 +y? + 2% = 4.
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Conice si cuadrice

4.1 Conice

Definitia 4.1.1. Se numeste conica o curba plana pentru care raportul
distantelor de la un punct al curbei la un punct fix numit focar, respectiv la
o dreapta fixa numita directoare, este constant. Acest raport se noteazd e
st se numeste excentricitatea conicei.

Ecuatia unei conice este:
f(z,y) = ana® + 2a197y + asy® + 2a137 + 2as3y + ass = 0. (4.1.1)

Denumirea de conica este justificata de faptul ca aceste curbe se obtin prin
intersectia unui con circular drept cu un plan. Conicele se impart in conice
propriu-zise si conice degenerate.

Conicele propriu-zise (nedegenerate) sunt: elipsa, hiperbola, parabola.

b

Figura 4.1: Conice

Daca My(xg, yo) este un punct situat pe conica definita prin ecuatia (4.1.1])
atunci tangenta la conica in acest punct are ecuatia:

a1 Tox + a12(Yor + Toy) + a22yoy + a13(x + xo) + ass(y + yo) + ass = 0.

o4
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4.1.1 Ecuatiile canonice ale conicelor
Elipsa
Definitia 4.1.2. Se numeste elipsa mulfimea punctelor din plan pentru care
suma distantelor la douda puncte fize numite focare este constanta.
Un punct M apartine elipsei (F) daca are loc relatia:
MF, + MF, =2a, a > 0.

MFy si M F; se numesc razele vectoare ale lui M.

Punctele Fi(c,0) si Fo(—c,0) sunt focarele elipsei iar varfurile elipsei sunt
Ai(a,0), Ay(—a,0), respectiv By(0,b), B2(0, —b), a,b,c > 0,a > b.

Ecuatia canonica a elipsei este

oy 2 2 2
(E):p—i—ﬁ:l, unde b* = a® — .
c
Excentricitatea elipsei este e = — € (0, 1).
a
2
Ecuatiile directoarelor elipsei sunt: x = +—.
c
.. . o = qacost
Ecuatiile parametrice ale elipsei sunt: { Z _ Zsin P t €0, 27].
V)
(0, B)
2| N
g \'
(~a, 0)&)@;, 0)
(0, =h)

Figura 4.2: Elipsa

Tangenta la elipsa intr-un punct My(zo,yo) € (E) este:

Tol Yoy

EaRIr
Perpendiculara dusa prin M, € (F) pe tangenta in M la elipsa, se numeste
normala la elipsa in punctul M.

Normala si tangenta intr-un punct M, € (E) sunt bisectoarea interioara,

respectiv bisectoarea exterioara a unghiului Fy MyFs.
Proprietatea optica a elipsei: o raza de lumina care pleaca dintr-un focar se
reflecta in celalalt focar.
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Hiperbola

Definitia 4.1.3. Se numeste hiperbola multimea punctelor din plan pentru
care valoarea absoluta a diferentei distantelor la doud puncte fixe numite
focare este constanta (adica, |MFy — M Fy| = 2a, a > 0).

Punctele Fi(c,0) si Fo(—c,0) sunt focarele hiperbolei.
Ecuatia canonica a hiperbolei este
22 g

(H) : ﬁ_ﬁzl’ unde b* = ¢* — a”.

c
Excentricitatea hiperbolei este e = — > 1.

a
2
Ecuatiile directoarelor hiperbolei sunt: z = +4
c
.. . . : x = tacosht
Ecuatiile parametrice ale hiperbolei sunt: { y = bsinht teR.

Figura 4.3: Hiperbola

b
Asimptotele hiperbolei sunt dreptele y = +—ux.
a
Tangenta la hiperbola intr-un punct My (zo,v0) € (H) este:

nr yy

2 b
Normala la hiperbola in punctul My € (H) este perpendiculara dusa prin M,
pe tangenta in M, la hiperbola.

Tangenta si normala intr-un punct M, € (H) sunt bisectoarea interioara,

respectiv bisectoarea exterioara a unghiului Fy My F5.
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Parabola

Definitia 4.1.4. Se numeste parabola multimea punctelor din plan egal
departate de un punct fix numit focar si o dreapta fixa numita directoare.

Focarul parabolei este F (Z—), O) iar ecuatia directoarei este r = —g.

Excentricitatea parabolei este: e =

g
a
Ecuatia canonici a parabolei este (P): y? = 2pz.

D)

Figura 4.4: Parabola
Tangenta la parabola intr-un punct My(zg,40) € (P) este:

Yoy = p(x + x0).

Conice degenerate

O conica degenerata poate avea una dintre urmatoarele ecuatii:

a) R — (drepte concurente)

b) 22 —a* =0 (drepte paralele)

c) 2> =0 (drepte confundate)

2?2
d) = + i 0 (punctul)
2 2

e) ol 2;_2 +1=0 sau 2?°+4+a*=0 (multimea vida)
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4.1.2 Reducerea unei conice la forma canonica

Unei conice date prin ecuatia generala (4.1.1)) i se ascociaza urmatorii
determinanti simetrici:

11 Qa2 Q13

@11 A12
,A: Q12 QA22 (23

Q12 A22

5:

aiz a2z ass
Conicele se pot clasifica in functie de A si 6.
1. A#£0

(i) 6 >0 = elipsa
(ii) 6 < 0= hiperbola
(iii) 6 =0 = parabola

2. A=0

(i) 0 > 0 = un punct (centrul conicei)
(ii) 6 < 0= doua drepte concurente in centrul conicei

(iii) 0 = 0 = doua drepte paralele

Definitia 4.1.5. Fie (C) o conica definita prin ecuatia . Un punct
Mo(z0,v0) se numeste centru de simetrie al conicei daca pentru orice punct
M € (C), simetricul lui fata de My apartine conicei.

Coordonatele centrului conicei se obtin rezolvand sistemul:

fola,y) =0 {a11w+a12y+a13 =0
{f;(x,y):o S\ gt amy +am = 0 (4.1.2)

Punctele de intersectie ale unei conice cu azele de simetrie ale acesteia se
numesc varfurile conicei.

Proprietatea 4.1.6. Directiile axelor de simetrie ale unei conice cu centru
de simetrie unic sunt radacinile ecuatier

a12m2 + (CLH - agg)m — Q19 = 0. (413)
Ecuatiile axelor conicei sunt:
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NN

Figura 4.5: Reducerea la forma canonica

Pentru a obtine ecuatia redusa (forma canonica) a unei conice data prin
ecuatia generala, se efectueaza o translatie si o rotatie.
Translatia. Se determina (daca exista) centrul conicei si se efectueaza
translatia:
{ =12 + xg
Y=Y+

Dupa translatia reperului, centrul de simetrie al conicei va fi originea siste-
mului de coordonate.

Observatia 4.1.7. Daca 6 # 0 atunci are loc egalitatea f(xq,yo) = 5
Rotatia. Se roteste reperul in jurul centrului My, in sens pozitiv, unghiul
de rotatie fiind dat de ecuatia tga = m, unde m este radacina pozitiva a

ecuatiei (4.1.3]). Se folosesc relatiile:

{ 2= Xcosa—Ysina
y = Xsina+Y cosa

tg? a ) 1
—, s Q= —F5—.
1+tg?a’ 1+tg?a
Dupa efectuarea rotatiei, axele de simetrie ale conicei vor fi axele de
coordonate.

Se folosesc formulele: sin® o =

Proprietatea 4.1.8. Daca § # 0 (conica are centru) si A # 0 atunci ecuatia
canonica a conicer este:

MXZ 4+ Y2+ % =0,

unde i, Ay sunt solutiile ecuatiei \* — (ay; + an)\ + 6 = 0.
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4.2 Cuadrice

Cuadricele sunt suprafete definite cu ajutorul unor ecuatii algebrice de
gradul al doilea. Ecuatia generala a unei cuadrice este:

a1 T2 +any? +azs 2 +2a100Yy+ 201372+ 2093y 2+ 20147+ 2004y +2a342+agy = 0,

unde cel putin unul dintre coeficientii a1, ass, ass, a2, a3, asz este nenul.
Cuadricele pot fi:

- cuadrice propriu-zise: elipsoid, sfera, hiperboloid cu o panza, hiperbo-
loid cu doua panze, paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolic

- cuadrice degenerate: cilindru, con, perechi de plane.

Cuadricele sunt folosite in mecanica, geodezie, tehnica. De exemplu, hiper-
boloidul cu o panza este folosit in diverse constructii industriale (turnuri de
racire, coguri de fum) sau, la fel ca gi conul de rotatie, la transmiterea miscarii
de rotatie intre doi arbori (roti dintate hiperbolice respectiv conice). Para-
boloidul eliptic este folosit la antene parabolice, reflectoare, statii de captare
a energiei solare iar paraboloidul hiperbolic se foloseste in proiectarea unor
acoperisuri sau in alte constructii industriale.

Prin transformari geometrice (translatie si rotatie), ecuatiile cuadricelor
pot fi reduse la forma canonica. In continuare, vom prezenta cuadricele prin
ecuatiile reduse.

4.2.1 Cuadrice prin ecuatii reduse
Elipsoidul

Definitia 4.2.1. Se numeste elipsoid multimea punctelor din spatiu care
verifica ecuatia

x? y2 22

Numerele reale si pozitive a, b, ¢ se numesc semiaxele elipsoidului.
Daca a = b = ¢ = R, se obtine ecuatia:

v? +y* + 2 = R? (sfera cu centrul in origine si raza R).

Varfurile elipsoidului sunt punctele A(a,0,0), A'(—a,0,0), B(0,b,0),
B'(0,-b,0), C(0,0,c¢), C'(0,0,—c).
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Figura 4.6: Elipsoid

Teorema 4.2.2. Planul tangent la elipsoidul definit prin , in punctul
My (o, Yo, 20) € (E) are ecuatia:

oL  YoY | R0
a? b? c?

Observatii 4.2.3. a) Pentru elipsoidul definit prin ecuatia redusd, azele de
coordonate sunt axe de simetrie, planele de coordonate sunt plane de simetrie
iar originea O(0,0,0) este centru de simetrie.

b) Denumirea elipsoidului se justifica prin faptul ca sectiunile acestuia prin
plane paralele cu planele de coordonate sunt elipse.

De exemplu, sectionand elipsoidul cu plane paralele cu planul xOy se obtine
o familie de elipse:

2 2
'7:__|_y_:1

a2 , ol < c.
z=q«

Daca a = b atunci (F) este un elipsoid de rotatie fiind generat prin rotirea
in jurul axei Oz a unei elipse situate in planul xOz sau yOz, avand ecuatiile:

2 22_1 y? 22_1
(E1) : 2T @ respectiv (Es) : 2T e

Elipsoidul poate fi definit parametric prin ecuatiile:

x = acosfsinp
y=bsinfsiny , 6§ €[0,2n], p € [0, 7).
Z=ccosy
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Hiperboloidul
a) Hiperboloidul cu o panza

1'2 y2 2’2
Gt 1=0 (4.2.2)

(Hi) :

Intersectiile hiperboloidului definit prin (4.2.2)) cu plane paralele cu xOy sunt
elipse. Intersectia cu planul xOy se numeste elipsa colier si are ecuatiile:

$2 y2
@ et
z=10

Intersectand hiperboloidul cu o panza cu un plan paralel cu xOz de ecuatie
y = h se obtine o hiperbola daca |h| # b, respectiv o pereche de drepte
concurente daca |h| = b. Analog, interesctia lui (H;) cu un plan paralel cu
yOz de ecuatie © = h este o hiperbola daca |h| # a respectiv o pereche de
drepte concurente daca |h| = a.

Daca a = b atunci (H;) este un hiperboloid de rotatie. Cuadrica se obtine
2 2
z
prin rotatia hiperbolei de ecuatie 2 a 1 in jurul axei Oz.
c

O parametrizare a hiperboloidului definit prin ecuatia implicita (4.2.2)) este:

r =acosucoshv, y =bsinucoshv, z=csinhv, u € [0,27),v € R.

) 2 2 22 22y 22
Alte ecuatii pentru H; : g—ﬁ+c—2—1=0, _¥+b_2+§_1:0‘

Figura 4.7: Hiperboloidul
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b) Hiperboloidul cu doua panze

2 2 2

(HQ).“’—+%—i—2+1—o (4.2.3)
Varfurile hiperboloidului cu doua panze sunt punctele de intersectie cu axa
transversa Oz si au coordonatele (0,0, ¢), (0,0, —c).
Intersectand hiperboloidul definit prin ecuatia cu un plan paralel cu
xOy, de ecuatie z = h, se obtine o elipsa daca |h| > ¢, multimea vida (elipsa
imaginara) daca |h| < ¢ respectiv unul dintre varfuri daca |h| = c.
Curbele de intersectie ale cuadricei cu plane paralele cu yOz sau xOz sunt
hiperbole.
O parametrizare a hiperboloidului definit prin ecuatia implicita este:

x =acosusinhv, y =bsinusinhv, z = +ccoshv, u € [0,27),v € R.

Hiperboloidul este o suprafata simetrica in raport cu originea sistemului de
coordonate, cu axele de coordonate gi cu planele de coordonate.
Ecuatiile planelor tangente se pot obtine prin dedublare.

Paraboloidul
a) Paraboloidul eliptic

2 2
(P): 3”— + %2 — 2 (4.2.4)

Ecuatia planului tangent intr-un punct My (o, o, 20) € (P.) este:

Lox Yoy

W e T
Daca se intersecteaza paraboloidul definit prin (4.2.4) cu un plan z = h se
obtine o elipsa daca h > 0, multimea vida (elipsa imaginara) daca h < 0,
respectiv originea O(0,0,0) daca h = 0. Curbele de intersectie ale cuadricei
cu plane paralele cu yOz sau xOz sunt parabole.

2:2 2

Daca a = b, paraboloidul se obtine prin rotatia parabolei { xy _C(L) “ 3
jurul axei Oz.

O parametrizare a paraboloidului eliptic definit prin (4.2.4]) este:
r = 2aucosv, y = 2businv, z =2u*, u e R,v € [0, 27).

O altd parametrizare este: x = 2au,y = 2bv, z = 2(u? + v?), u,v € R.
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Figura 4.8: Paraboloidul

b) Paraboloidul hiperbolic

72 2
(P): — - ‘Z—z — 22 (4.2.5)

Daca se intersecteaza paraboloidul definit prin cu plane z = h, se

obtin hiperbole iar prin intersectia cu plane paralele cu xOz sau yOz se

obtin parabole.

Paraboloidul hiperbolic nu este suprafata de rotatie. (P,) definit prin ecuatia

(4.2.5) se obtine prin translatia unei parabole de ecuatie y?> = —2b%z pe o

parabola de ecuatie 22 = 2a%z.

O parametrizare pentru (FP,) definit prin este:

r = 2aucoshv, y = 2businhv, z = 2u®, u,v € R.

Altd parametrizare este: x = 2au,y = 2bv, z = 2(u? — v?), u,v € R.
Paraboloidul definit prin sau are Oz axa de simetrie si planele
x0z,yOz plane de simetrie.

Cele mai cunoscute cuadrice degenerate sunt cilindrul si conul.

Cilindrul

Cilindrul este o cuadrica degenerata care poate fi de mai multe tipuri.

a) Cilindrul eliptic are ecuatia:

2 2
x Y
ﬁ_'_ﬁ:l’ a,b> 0.
Ecuatii parametrice: x = acosv, y = bsinv, z =u, u € R, v € [0, 27).
Intersectand un cilindru eliptic cu un plan z = h, se obtine o elipsa.

In particular, un cilindru circular are ecuatia: x? + y? = a?.
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Figura 4.9: Cilindru. Con.

b) Cilindrul hiperbolic are ecuatia:

Ecuatii parametrice: x = acoshv, y = bsinhwv, 2z = u, u,v € R.
Intersectia unui cilindru hiperbolic cu un plan z = h, este o hiperbola.

c¢) Cilindrul parabolic are ecuatia:
y* = 2px .

Intersectia cilindrului parabolic cu un plan z = h, este o parabola.

Conul

Conul este o cuadrica degenerata definita prin ecuatia:

2 2 2
x Y z
§+§_§ ,unde a, b, c > 0.

Ecuatii parametrice:
T =aucosv, y = ausinv, z = cu, u € R, v € [0, 2m).

Daca a = b atunci cuadrica este un con de rotatie.

Conul este o suprafata simetrica in raport cu planele de coordonate, cu axele
de coordonate gi cu originea sistemului de coordonate.

Intersectand un con cu un plan paralel cu planul zOy se obtine elipsa:

22 oy B2
a? b2 c?
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Intersectia unui con de rotatie cu un plan de ecuatie z = h este un cerc.
Curbele de intersectie ale conului cu plane paralele cu xOz sau yOz sunt
hiperbole.

Alte exemple de cuadrice degenerate

22 2
pereche de plane secante: — — = =0

a? b2

pereche de plane paralele: 2% —a? =0

pereche de plane confundate: x? =0

2 2

- dreapta: a:_ + Z_Z =0
2 2 2
- punct: $——i—‘z—2—l—z—:0

multimea vida:

2?2y 2
=+ 5 + — + 1 =0 (elipsoid imaginar)
2 g2

— + 2 +1=0 (cilindru eliptic imaginar)

2* +a* =0, a # 0 (pereche de plane paralele imaginare)

4.2.2 Generatoare rectilinii

Unele cuadrice sunt suprafete riglate, adica sunt suprafete generate de
migcarea unei drepte variabile.

Generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza
Hiperboloidul cu o panza definit prin ecuatia este generat de doua
familii de drepte de ecuatii:

Tz (Y
R
SR I R
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Figura 4.10: Generatoare rectilinii (Hy), (P)

Generatoare rectilinii pentru paraboloidul hiperbolic
Paraboloidul hiperbolic definit prin ecuatia (4.2.5)) este generat de doua fa-
milii de drepte de ecuatii:

x
E_% — Az E+% = pz
__I__ — — _ - = — —
a b A a b 1

Familiile de generatoare definite pentru hiperboloidul cu o panza, respectiv
cele definite pentru paraboloidul hiperbolic au aceleasi proprietati:

(i) Prin orice punct al cuadricei trece cate o generatoare din fiecare familie.
(ii) Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza.

(iii) Doua generatoare din familii diferite au un singur punct comun.

4.3 Probleme rezolvate

1. Sa se determine semiaxele gi excentricitatea elipsei care are ecuatia
42% + 6y* = 24.

2. Sa se determine ecuatia canonica a elipsei care trece prin punctele
3v3 2¢/5
M (1, %) si N <T\/_ —2).

3. Sa se determine ecuatia canonica a elipsei care are semiaxa mica 6 si
excentricitatea 0, 5.
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Fie elipsa de ecuatie 2% + 4y? = 25.

a) Sa se determine focarele elipsei.

b) Sa se afle ecuatiile tangentelor la elipsa in punctele de intersectie
cu dreapta x + 2y — 7 = 0.

2 2

Fie elipsa (F) : T + Y. _ 1. Sk se afle ecuatiile tangentelor la elipsa,

care sunt paralele cu dreapta x — 2y — 3 = 0.

2 2
Fie hiperbola definita prin ecuatia — — Y — 1. S% determine excen-

20 )
tricitatea hiperbolei gi sa se scrie ecuatia tangentei in punctul M (6, 2).

313 ) ,
g1 are

Sa se determine ecuatia hiperbolei care trece prin M (T, 3
asimptotele y = :lzgx.

Fie parabola de ecuatie 3? = 18x.

a) Sa se determine focarul si ecuatia directoarei parabolei.

b) Sa se determine ecuatiile tangentelor la parabola in punctele de
intersectie cu dreapta de ecuatie 6x +y — 6 = 0.

. Sa se determine pe parabola (P) : y* = 8z un punct situat la o distanta

egala cu 4 de directoarea parabolei.

Sa se afle tangenta la parabola y? = 12x care este paraleld cu dreapta
3r — 2y + 30 = 0 si sa se calculeze distanta de la tangenta la dreapta.

Sa se reduca la forma canonica ecuatiile conicelor urmatoare:

a) 1422 + 24xy + 21y* — 4o + 18y — 139 =0
b) dzy + 3y + 162 + 12y — 36 = 0

2 g2 2
Fie elipsoidul (E) : T + 5 + 6= 1. Sa se determine:

a) curbele de intersectie ale elipsoidului cu planele de coordonate;
b) punctele de intersectie ale elipsoidului cu axele de coordonate.

2

T 2
4

+ =1

2
Sa se determine planele tangente la elipsoidul (F) : % il

)

in punctele de intersectie cu dreapta (d) : x =y = 2.
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14. S& se determine planele tangente la elipsoidul (E) : 4224 16y*+82% = 1,
care sunt paralele cu planul (P) : x — 2y 4+ 2z + 17 =0.

2 2
15. Sa se afle ecuatia planului tangent la cuadrica (P,) : % + yz =2z1n

x
punctul de intersectie cu dreapta (d) : 3= % = z.
22 P
16. Sa se afle ecuatia planului tangent la cuadrica — + 1= 2z, care este
2 1
perpendicular pe dreapta ; = % - +2 .

17. Sa se determine unghiul format de generatoarele rectilinii ale hiperbo-
2 2

loidului % - yz — 2% =1, care trec prin punctul M(3,4,2).

2 2
18. Fie cuadrica (Fy) : % - ZZ =y i punctul M(3,1,0).

a) Sa se scrie ecuatia planului tangent la cuadrica in punctul M.

b) Sa se afle ecuatiile generatoarelor rectilinii ale cuadricei, care trec
prin punctul M.

19. Sa se determine generatoarele rectilinii care trec prin M pentru:
a) ¥ +y?—22=1, M(1,1,-1)
by Y M(=2,0,1)

c) v —y* =2z, M(0,0,0)

20. Sa se determine ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului

22 o 22
Z+§_1_6 = 1, care sunt paralele cu planul (P) : 6z+4y+32—17 = 0.
Solutii:

1. Pentru elipsa data avem a? = 6 si b> = 4 deci semiaxa mare este

. . .U .. . . C
a=+6 si semiaxa mica este b = 2. Excentricitatea elipsei este e = — unde
a

? =a?>—1*=2. Rezulti e =

b
NG
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2. Punctele M si N sunt situate pe elipsa (E) : x_2 + Z—z =1.
a
3 1 27
M1, 3V €(B)=> =+ -—5=1
2 @t ¥ S a2=4, 02 =9
2\f Newmo2 4 [T
9a2 = b2
2 g2
Ecuatia elipsei este: 7 + 9= 1.
2 2
3. Stiind cd b = 6, ecuatia elipsei este: — + §—6 =1
c 1 A 1 a?—-36 1 9
€ a 5 = e 1 = 22 1 = a
Rezulta ecuatia: — —I— v
48 36 5
4. a) a* = 25, b> = —, de unde rezultd ¢* = a®> — b*> = —. Focarele
5v'3 5
elipsei sunt: F (%_,0), F’ (—i O)
. : ‘ r? +4y? =25 :
b) Rezolvand sistemul: { T =0 se obtin punctele de

3
intersectie ale elipsei cu dreapta data: M (3,2) si M, (4, 5) Tangentele

la elipsa in aceste puncte au ecuatiile:

3z 4 8y = 25, respectiv 4x + 6y = 25.

5. Ecuatia tangentei intr-un punct al elipsei date este: —— —|— hy _ =1,

adica 4xgr+9yoy = 36. Fiind paralela cu dreapta x —2y = 3, are loc conditia:

4 9 .

% = y;) de unde se obtine relatia yy = %. Inlocuind in ecuatia elipsei
81 9 8 9 8

va rezulta 2 = —. Se obtin punctele: M; (—, ——) si Mo ( ) n care
25 55 55

tangentele la elipsa au ecuatiile:
r—2y—95=0, respective — 2y +5=0.

c
6. Excentricitatea hiperbolei este e = —. Pentru hiperbola data avem:
a

5 5

a’? =20, =5iar 2 =a?+b>=25. Rezulth e = —= = —.
25 2

Punctul M (6, 2) apartine hiperbolei. Ecuatia tangentei este: 3x—4y—10 = 0.
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1 2 g2 11
7.M<£,3>E(H):x——y—:1:>—7—2:1

2 a?  b? 4a®  b?
b
Din ecuatiile asimptotelor rezulta — = 3 Se obtine: a? =9, V* = 4.
2 2 “
Ecuatia hiperbolei este: i 1.

8. a) Din ecuatia parabolei deducem ca p = 9, deci parabola are focarul

9 9
F (5, O) si directoarea de ecuatie x = —5
y? = 18z

6r+y—6=0"
Tangentele la parabola in aceste puncte au ecuatiile:

1
b) Rezolvand sistemul { rezulta M (5,3) si N (2,—06).

6x — 2y + 3 = 0, respectiv 3z + 2y + 6 = 0.

9. Din ecuatia parabolei deducem ca p = 4. Ecuatia directoarei parabolei
este (D) :x = —g adica (D) :x+2=0.
Fie M(a,b) un punct al parabolei. Distanta de la M la (D) este:

2
d(M,D)z'ai— |:4:>|a+2|:4:>a:2(a>0).

Deoarece M(2,b) € P rezulta ca b* = 16, deci b = +4.
Am obtinut astfel punctele M;(2,4) i My(2, —4).

10. Ecuatia unei tangente la parabola y?> = 12z este yoy = 62 + 6z,
unde M (xg, yo) este un punct situat pe parabola. Din conditia de paralelism

6 —
dintre tangenta si dreapta 3x — 2y + 30 = 0 rezulta 3= _y20’ deci yo = 4,

W

de unde, inlocuind in ecuatia parabolei, se obtine xq = 3
4
Ecuatia tangentei in M <§, 4) este: 3xr — 2y +4=0.

Distanta dintre tangenta obtinuta si dreapta data este egala cu distanta de
la punctul M la dreapta.

- |3-§—2~4+30| %

T (2 :¢1_3:2\/1_3'
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11. a) Se calculeaza §, A, A; si Ao.

14 12

0 = |1y o |=180#0
4 12 -2

A= |12 21 9 |=-22500
—2 9 —139

M —35A+150 = 0=\ =5, =30

Ecuatia canonica este:

522 + 3042 —150_0@—+%:1.

30
0 2 . . .
b) Deoarece § = 9 3 < 0, conica este de tip hiperbolic.
fo(z,y) =4y +16 =0 { zo =3
p Moy(3,—4
{ Filay) =dr+6y+12=0 7 Lyp=—t = M=
_ /
Efectuand translatia: { ;j B ;, i—i , se obtine ecuatia:

3y? + 42’y — 36 = 0.

Ecuatia ajom? + (a1; — ag)m — ajp = 0 & 2m? — 3m — 2 = 0 are solutia

2 1
ozitiva m = 2. Din tga = 2 rezulta sina = —, cosa = —.
Aplicand formulele de rotatie:
S W
{x’:Xcosa—Ysina o NG
y = Xsina+ Y cosa y':%(QX—i—Y) 5
ecuatia conicei devine 4X? — Y2 = 36. Ecuatia redusa a conicei date este:
2 2
% — % =1 (hiperbola).

12. a) Elipsa de intersectie a elipsoidului cu planul Oy are ecuatjiile:

oy
N a——
(BE):{1 " :
z =0
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Analog se obtin celelalte doua elipse (intersectiile cu 2Oz si yOz).
b) Varfurile elipsoidului sunt:

A(2,0,0), A(—2,0,0), B(0,3,0), B'(0, —3,0), C(0,0,4), C"(0,0, —4).
13. Notam (d) N (E) = {A, B}. Avem succesiv:

2?2 2? 2P 2512 6
17379 36 T
Folosind ecuatia Lot + Yoy | 20z _ 1, obtinem ecuatiile planelor tangente

2 b2 2
(00 0) (00 )
555 5 5 b
9r + 12y +42—-30=0, 9z + 12y + 42z + 30 = 0.

14. Un plan tangent la elipsoid intr-un punct M € (F) are ecuatia
dxor + 16y0y + 8292 = 1. Planul tangent care este paralel cu planul dat are

vectorii normali coliniari cu 70 = (1,-2,2). Din relatiile 4zp = —8yo = 4z

rezulta xo = —2yo i 29 = —2yo care, inlocuite in ecuatia elipsoidului, conduc
1 11 1 1 11

la yo = ig. Se obtin punctele M, <_Z’ 3’ _Z> si M, (Z’ —3’ Z) Planele

tangente la elipsoid in aceste puncte au ecuatiile:
r—2y+224+1=0, z—-2y+22—-1=0.

15, Coordonatele unui punct de pe (d) verifica relatiile z = 3z, y = 2z.
Inlocuind in ecuatia cuadricei, rezultd 22 = z. Cum z > 0, se obtine punctul
M(3,2,1) € (P.). Planul tangent la paraboloid in acest punct are ecuatia:

(T): 2243y —62—6=0.

16. Ecuatia unui plan tangent la cuadrica este:

ToT
%%—# =24 20 & 4dxgr + 3yoy — 122 — 122 = 0.

Vectorul normal al planului este coliniar cu vectorul director al dreptei date,
de unde rezulta:

4x 3 —12

S0 T o= 3y =6 = mp =3, yp = —2.

2 -1 -2

Coordonatele punctului de tangenti sunt (3,—2, z). Inlocuind in ecuatia
cuadricei, se obtine zy = 2. Ecuatia planului tangent in (3, —2,2) este:

20 —y—22—4=0.
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17. Punctul M € (H;). Ecuatia cuadricei se scrie echivalent:
2 2
x 2 Y z z Y )
Bt Lo (G () - () ()
9 ° 1B\ 2) U3

Cele doua familii de generatoare sunt:

) e
(G)) : §+Z:§<1+2g> (G,) : §+Z:%<l_%>,)\,u€R

Inlocuind coordonatele lui M in ecuatiile generatoarelor se obtin valorile

1
A=1gipu= -3 Astfel, cele doua generatoare ale cuadricei care trec prin
punctul M au ecuatiile:

J224+3y—62—-6=0 . .{2$+y—62+220
(Gl)'{2x—3y—|—6z—6:0 9(G2) {9y 9y 462 4+18=0"

Unghiul format de cele doua drepte este unghiul format de doi vectori direc-
tori ai dreptelor. Folosind produsul vectorial se determina:

7 =(2,3,—6) x (2,-3,6) = (0, —24, —12) = —12- (0,2, 1),

0 =(2,1,-6) x (2,—9,6) = (—48, —24, —20) = —4 - (12,6, 5).

Din formula de calcul pentru produsul scalar obtinem:

RGN 17
COSQ = ——— = COSQL = ——.
v | - |vz] 9v41
18. Se arata ca punctul dat apartine cuadricei.
3z 0z 1 r y—+1

b) Ecuatia cuadricei se scrie sub forma echivalenta:

G- G-

Generatoarele cuadricei au ecuatiile generale:

X A X yA
3 2 Y 3ty

(G)‘>: xXr z 1 ) (G#): x Z_ 1 7/\7N€R
3737 572 L



4.3. PROBLEME REZOLVATE 75

Din conditiile M € (G,), M € (G,) rezulta A =1gi p = 1.
Se obtin ecuatiile:

Z_0 z
2 Gy)
oo @ #

(Gh) : g_z,/z
373

19. a) Ecuatia cuadricei se scrie: (x — 2)(z+2) = (1 —y)(1 + ).
Ecuatiile generatoarelor le scriem sub forma:

Mz —2) = 1-
(G)\).{ it — )\(1+yy) , AER,
[ w-r = u(l+y)
(G;L){M(x_'_Z) _ Ml—yy , e R

Punand conditia ca dreptele sa treaca prin punctul M(1,1,—1), situat pe
cuadrica, se obtin valorile A = 0 si p = 1. Ecuatiile generatoarelor sunt:

11—y =0 .{x—y—z—l =0
(Gl)'{x—l—z = 0  (G2) : r+y+z—1 = 0~

b) Ecuatia paraboloidului se scrie:

E-9G+H-

Ecuatiile celor doua familii de generatoare au forma:

x oy r Yy
273" 2 3

(G)\): T y_]_ ,(G#): z—i_g_lz ,)\,/LGR
2t3=a 23 &

M € (Gy),M € (G,) = A= —1, p = —1. Se obtin generatoarele:

[ 3r—2y+62=0 { 3r—2y+6=0
(Gl)'{ 324+2y+6=0  (Ga) 37 +2y+62=0 "~

¢) Ecuatia cuadricei se scrie: (z —vy) (z +y) = 2z.
Ecuatiile generatoarelor se scriu sub forma:

r—y z
2 x4y
r—y 2

P x—i—yzu'
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Generatoarele care trec prin origine corespund lui A = 0 si p = co. Rezulta

@) - { xz—:yoz 0 (G { :Uz—l—:yO: 0

dreptele:

20. Ecuatia hiperboloidului se scrie echivalent:

E-DG+D-0-90+9)

Generatoarele rectilinii ale cuadricei au ecuatiile:

A <1_Q>
21 3 {6x+4/\y—3z—12)\:0 AER,
4

x

(CNERQY
T 6 r — 4y + 3z — 12=0 ’
2

E_E: (1+g)
(G,) : 2 4 /f 3 {6x—4,uy—3z—12,u20 LER
me §+f:_(1_g) 6ux + 4y + 3uz — 12=0 ’ '

(G)) st (G,) au vectorii directori:
v =12 (A2 — 1, —3)\, —2)\? — 2) , respectiv v3 = —12 (u® — 1,3, —2p> — 2)..

Dreptele sunt paralele cu planul (P) care are vectorul normal W= (6,4,3),
deci vectorii lor directori sunt ortogonali cu .

Din relatiile v =0 si - =0se obtin valorile A = —1 gi p = 1.
Ecuatiile generatoarelor sunt:
(G).{6x—4y—3z—|—12 =0 (G).{6x—4y—32—12 =0
Vol 6br4+4y+324+12 = 0 Yl b4y +32—-12 = 0
4.4 Probleme propuse
22 g
1. Fie elipsa — 4+ = = 1. Sa se determine focarele elipsei. Sa se afle

ecuatiile tangentelor la elipsa in punctele de abscisa 3.

2. Sa se determine ecuatia canonica a elipsei care are semiaxa mare 25 si
excentricitatea 0, 6.

3. Sa se determine ecuatia canonica a elipsei care trece prin punctele

M (V/6,2v2) si N (2/3,2).



4.4.

10.

11.

12.

13.

14.

PROBLEME PROPUSE 7

2 y2

. Fie elipsa (F) : % + = = 1. Sa se afle ecuatiile tangentelor la elipsa,

care sunt paralele cu dreapta y = 2x + 3.

2

2
. Sa se determine ecuatiile tangentelor la elipsa 5215_0 + yg = 1, care trec
10 5
ot 1 (12.9)
prin punctu 373
2?2
. Prin punctul M (10, —8) se duc tangentele la elipsa %% + 6= 1. Sa se

calculeze lungimea coardei care uneste punctele de tangenta.

2 2

. Fie hiperbola (H) : r_¥

: =1
24 18
a) Sa se determine distanta focala si ecuatiile asimptotelor.

b) Sa se afle ecuatia tangentei la hiperbola in punctul M (6, —3).

. Si se determine ecuatia unei hiperbole care are excentricitatea e = /2

si care trece prin punctul M(v/3,v/2).

. Sa se determine excentricitatea unei hiperbole echilatere (a = b).

2 2
Sa se determine ecuatiile tangentelor la hiperbola (H) : % - % =1,
duse prin punctul N(1,—5).

2 2
x
Sa se determine ecuatiile tangentelor la hiperbola 20 vy _ 1, care

5
sunt perpendiculare pe dreapta 4z + 3y — 7 = 0.

Sa se determine ecuatiile tangentelor la parabola 3% = 4z in punctele
de intersectie cu dreapta z +y — 3 = 0.

Fie parabola de ecuatie y* = 8x.

a) Sa se determine focarul gi ecuatia directoarei parabolei.

b) Sa se afle pozitia dreptei z — y + 2 = 0 fata de parabola.
Sa se afle forma canonica a conicelor de ecuatii:

a) 29x% — 24xy + 36y* + 821 — 96y — 91 =0
b) 112? — 20xy — 4y? — 200 — 8y +1=0
c) 922 — 24zy + 16y? — 20z + 110y — 50 = 0
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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2 2
Fie elipsoidul (E) : :f—6 + % + 22 =1. Sa se determine:

a) curbele de intersectie ale elipsoidului cu planele de coordonate;

b) varfurile elipsoidului.

Sa se afle ecuatiile planelor tangente la elipsoidul

T
in punctele de intersectie cu dreapta (d) : = =

Determinati ecuatia planului tangent la:

a) (Hy):z*+6y? — 2% =1 1n punctul M (2,1, 3);
2
b) (P):y* — % = 3z in punctul M;(1,2,3).
Sa se determine planele tangente la elipsoidul

2

T 2
4

+Z —1=0,

(E) -

2
Y
+ L
9

care sunt paralele cu planul (P) : 3x — 2y + 52+ 1 =0.

Sa se arate ca planul de ecuatie 5z +22 45 = 0 este tangent la cuadrica

.'L'Q y2 22
LY 2y
3 T4 5"

si sa se determine punctul de tangenta.

Sa se arate ca planul 2z — 2y — 2 — 10 = 0 este tangent la cuadrica

x
9 4
si sa se determine punctul de tangenta.

Sa se determine ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului

2

(Hy) : x2+y2—%:1,

care trec prin M (1,4, 8) si sa se calculeze unghiul format de acestea.



4.4.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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Sa se afle unghiul format de generatoarele rectilinii ale paraboloidului
2

x? — % = 3z, care trec prin punctul M(2,3,1).

Sa se determine generatoarele rectilinii care trec prin M pentru:

N
[\

Y z
—+=—-——=1, M(6,2,8
o gt T MG:28)
22
b) —— %= M(8,2,3
)16~ 1 = ME23)
22 2 22
—+=——=1, M(5,—4,2
C) 25 + 16 4 ) ( 9 9 )
y?
d) :CQ—Z =8z, M(3,2,1)
Sa se determine ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului
2 2
hiperbolic (P,) : T—G — yz = z, care sunt paralele cu planul de ecuatie

(P): 3z +2y—42=0.

Sa se afle locul geometric al punctelor din spatiu pentru care diferenta
distantelor la punctele F;(0,5,0) si F»(0,—5,0) este egala cu 6.

Sa se arate ca suprafata generata de dreptele

{2x—3ay+62—6a:() 6 ER,

206 + 3y — 6az —6 =0’

este un hiperboloid cu o panza.

2 2 2
Fie cuadrica % + 6 1 1 i planul (P) : 4z — 5y — 10z — 20 = 0.

Sa se arate ca planul (P) intersecteaza cuadrica dupa doua generatoare
rectilinii si sa se afle ecuatiile acestora.

Sa se arate ca planul 2x — 12y — z + 16 = 0 intersecteaza paraboloidul
hiperbolic 22 — 4y? = 2z dupa doud generatoare rectilinii si s& se afle
ecuatiile acestora.



Capitolul 5

Generarea suprafetelor

5.1 Notiuni generale

Se numeste suprafata o multime de puncte din spatiu ale caror coordonate
verifica o relatie de forma:

F(x,y,2) =0, (z,y,2) €V CR>. (5.1.1)

O curba in spatiu poate fi definita prin intersectia a doua suprafete. In acest
caz, curba va fi reprezentata analitic prin doua ecuatii de forma:

F(:C7y> Z) =0
{ G(z,y,2) =0~ (5.1.2)

Daca din ecuatia implicita (5.1.1)) a unei suprafete date, se poate exprima z
in functie de x si y, atunci suprafata va fi definita prin ecuatia explicita:

2= f(z,y), (x,y) € D C R
In astfel de situatii, o curba spatiala va fi definita prin:

{ihiy

O alta reprezentare analitica a unei suprafete este cea parametrica:

x = z(u,v)
(S) : yzygu,v§ : (5.1.3)

Din ecuatiile ((5.1.3)) rezulta ca suprafata (S) se obtine (este generata) prin
miscarea unui punct in spatiu dupa o lege care depinde de doi parametri.

30
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De asemenea, o suprafata poate fi generata prin migcarea unei curbe din
spatiu dupa o lege care depinde de un parametru sau care depinde de doi
parametri intre care exista o relatie data.

Exemple de suprafete generate prin migcarea unei curbe variabile: suprafete
riglate (cilindrice, conice, conoide), suprafete de rotatie.

5.2 Suprafete riglate
Suprafetele generate de o dreapta variabila care se migca dupa o lege data

(de exemplu, se sprijina pe o curba data) se numesc suprafete riglate.

5.2.1 Suprafete cilindrice

Se numeste suprafata cilindrica suprafata generata de o dreapta variabila
de directie fixa, numita generatoare, care verifica o conditie geometrica data
(de exemplu, intersecteaza o curba data, numita curba directoare, sau este
tangenta la o suprafata data).

o)/

/(0

Figura 5.1: Suprafata cilindrica

Ecuatia suprafetei cilindrice se obtine in functie de ecuatiile generatoarei si
de conditiile geometrice verificate de aceasta.

1. Daci directia fixa este dat de vectorul v = (a,b,c) si curba directoare
are ecuatiile parametrice x = x(t),y = y(t),z = 2(¢),t € I C R atunci
suprafata cilindrica are ecuatiile:

X = z(t) + Aa,

Y = y({t)+ b, teICRINER.
Z = z(t)+ Ac,
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2. Daca directia fixa este data de o dreapta (D) reprezentata prin ecuatiile
generale iar curba (C') este data ca intersectie a doua suprafete, atunci
suprafata cilindrica generata va fi data prin ecuatia implicita.

Fie(D):{alx+bly+ClZ+d1 =0 7(C):{F(x,y,z) =0

o + by + oz +dy = 0 G(zr,y,z) = 0
amr+by+caz+d = «
Din sistemul de ecuatii Gt + by +ezt+dy = f se obtine o
: F(z,y,2) = 0 >
G(z,y,2) =0

relatie intre parametrii « si § de forma ¢(«, 5) = 0, numita conditia de
compatibilitate. Prin eliminarea parametrilor o si 8 se obtine ecuatia
suprafetei cilindrice:

¢ (a1x + by + c12 + dy, asw + by + oz + do) = 0.

3. Daca directia fixa a dreptei care genereaza suprafata cilindrica este
¥ = (a,b,¢) atunci generatoarele au ecuatiile:
r—a y—p =z
(9) : = =

2 - (daca 7 nu este paralel cu zOy).
a c

Deoarece (g) se sprijina pe o curba data (C), sistemul format din
ecuatiile lui (g) si (C') trebuie sa fie compatibil, de unde rezulta conditia
de compatibilitate si ecuatia suprafetei generate.

Uneori, conditia geometrica a problemei este ca dreapta variabila de directie
fixa sa fie tangenta la o suprafata (.5). In acest caz, din ecuatiile generatoarei
se exprima x si y In functie de z, a i ( si se inlocuiesc in ecuatia suprafetei.
Conditia ca generatoarea sa fie tangenta la (.S) se reduce la conditia ca ecuatia
in z obtinuta sa admita solutie unica. De aici rezulta relatia ¢(«, §) = 0.
Revenind la z, y si z, va rezulta ecuatia suprafetei cilindrice generate.

5.2.2 Suprafete conice

O suprafata conica este generata de o dreapta variabila (generatoare) care
trece printr-un punct fix (varf) gi care satisface o conditie geometrica data.
Ecuatia suprafetei conice se obtine in functie de ecuatiile generatoarei si de
conditiile geometrice verificate de aceasta.

1. Daca dreapta variabila trece prin punctul fix V' (zg, yo, 20) $i se sprijina
pe curba (C) : x = z(t), y = y(t), z = z(t), t € I C R, atunci suprafata
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V(Xo.Yo,2o)
A

AN
AN

(€)

Figura 5.2: Suprafata conica

conica are ecuatiile parametrice:

X = xo+ Ax(t) — x0),
Y = v+ Aylt)—y), tel CRIXER.
Z = zg+ Mz(t) — 20),

2. Daca punctul V este determinat de intersectia a trei plane de ecuatii
amr+biy+cz+d = 0
s + by + coz +dy = 0 iar curba directoare este definita prin
azr +bsy +c3z+d3 = 0
F(z,y,z) = 0
G(z,y,z) = 0’
va fi reprezentata prin ecuatia implicita.
Ecuatiile fasciculului de drepte cu varful V' sunt

ecuatiile implicite (C) : { atunci suprafata conica

{ ar+biy+cz+d = alazxr + b3y + 32 + d3)
Ao + bzy + CaZ + dQ = 5((1393 + b3y -+ C3Z + dg)

Din conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe curba (C') se obtine
conditia de compatibilitate ¢(c, 5) = 0. Eliminand parametrii « si
se obtine ecuatia suprafetei conice.

3. Daca punctul fix este V(xg, yo, 20) atunci ecuatiile generatoarei sunt:

T—x0 Y—Yo Z— % {x—xo = oz — 2)
@ 6] 1 y—y = PB(z—2)
Conditia de compatibilitate este o relatie de forma ¢(c, 8) = 0, de unde
rezulta ecuatia suprafetei conice:

(b(x—lfo y—ZJo)_O.

2—2 z2— 2
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5.2.3 Suprafete conoide

O suprafata conoida este suprafata generata de o dreapta care intersec-
teaza o dreapta data (D), este paralela cu un plan dat (P) (plan director) si
se sprijina pe o curba data (C') (sau indeplineste alta conditie geometrica).

(P)

Figura 5.3: Suprafata conoida

ar+biy+ciz+d =0

Fie dreapta (D) : { _ 0 , planul (P) : ax+by+cz+d=0

ao® + boy + coz + do
. F(x,y,z) =0
§1curba(C):{GExZZ§:O.

Dreptele care intersecteaza (D) si sunt paralele cu (P) se obtin intersectand
fascicolul de plane care trec prin (D) cu plane paralele cu (P), deci au
ecuatiile:

{a1x+b1y+clz+d1:a(a2x+b2y+cgz+d2)
ar+by+cz+d=p

Din conditia de compatibilitate a sistemului

mr+biy+cez+di = a(ax+ by + caz+ds)
ar +by+cz+d = pf
F(x,y,z) =0
G(z,y,2) =0

se obtine o relatie de forma ¢(«, ) = 0. Eliminand parametrii « §i 5 rezulta
ecuatia suprafetei conoide:

(alx +biy+ciz+d;

,ax + b —i—cz—i—d) = 0.
(o + boy + oz + do Y
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5.3 Suprafete de rotatie

Se numesgte suprafata de rotatie suprafata generata de o curba (C) care
se roteste (fara alunecare) in jurul unei axe fixe (D), numita axa de rotatie.
Prin rotirea curbei (C') in jurul dreptei (D), fiecare punct al curbei descrie
un cerc (cerc generator sau paralel) situat intr-un plan perpendicular pe (D),
avand centrul pe (D). Astfel, un cerc generator reprezinta intersectia dintre
o sfera de raza variabila cu centrul pe (D) si un plan perpendicular pe (D).

Figura 5.4: Suprafata de rotatie

Daca axa de rotatie si curba (C') sunt date prin ecuatiile

rT—Ty Y—Yo Z— 20 F(z,y,z) =0
D) : = = , (O) - { ,
(D) a b c (©) G(z,y,z) =0
atunci cercul generator este reprezentat prin ecuatiile:

{ (x—20)* 4+ (y — yo)* + (2 — 20)® = 2
ar +by+cz=p

(familie de cercuri).

Sistemul format din ecuatiile cercului generator si ecuatiile curbei (C') este
compatibil (cercul se sprijind pe curbd). De aici rezulta relatia ¢(a?, 3) = 0
(conditia de compatibilitate). Eliminand parametrii « si 8 rezulta ecuatia
suprafetei de rotatie:

¢ ((x — 20)” + (y — w0)* + (2 — 20)%, ax + by + cz) = 0.
Cele mai cunoscute suprafete de rotatie sunt sfera, cilindrul, conul.

Observatia 5.3.1. Euxista si alte moduri de a genera o suprafata. De exem-
plu, o cuadrica poate fi generata de o conica variabild care se sprijing pe o
conica fixa. Astfel, elipsoidul este generat de o elipsa variabild care se de-
plaseaza pe o elipsa fixa, hiperboloidul este generat de o elipsa variabila st
o hiperbola fixa. Paraboloidul eliptic, respectiv hiperbolic este generat de o
elipsa variabila, respectiv parabola variabila si o parabola fiza.
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5.4 Probleme rezolvate

1.

10.

Sa se afle ecuatia suprafetei cilindrice generata de o dreapta variabila
-1 1
paralela cu dreapta (d) : L 5 = % _Z +1

si care are curba directoare

{75

Sa se afle ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice generata de

r—1 y—2 2z—-3 . x:cpst
dreapta = = si curba ¢ y = sint ,t € [0,2n].
1 2 3 A

Sa se afle ecuatia suprafetei cilindrice generata de o dreapta paralela
rT—y = r+y+z = 0

0 . g
cu { et 9 = 0 care intersecteaza curba { Pttt = 4

Sa se determine ecuatia suprafetei cilindrice care are curba directoare

r=y>+2* | . .
() : v_o9,—p © generatoarele perpendiculare pe planul curbei

directoare.

Sa se determine ecuatia suprafetei generata de o dreapta variabila care
formeaza unghiuri egale cu axele de coordonate si este tangenta sferei
de ecuatie 22 + y? + 2% = 1.

Sa se determine ecuatia cilindrului care are generatoarele perpendicu-
lare pe planul z+y—22—5 = 0 si este circumscris sferei 22 +y%+22 = 1.

Sa se afle ecuatia cilindrului circumscris la sferele de ecuatii:

(=274 @y —17422 =255 2% +9° + 22 = 25.

Sa se afle ecuatia suprafetei conice cu varful V (1,1, 1) si care are curba

2, 2
. = 4
directoare (C') : { Ty .
z =0
Sa se afle ecuatia unui con cu varful in V (3,—1,—2) si avand curba
directoare definita prin ecuatiile:

{x2+y2—22—1:()
r—y+z=0

Sa se afle ecuatia unui con cu varful in origine si avand ca si curba
22 —224+1=0

directoare curba de ecuatii: { y—2+1=0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Sa se determine suprafata conica avand varful V(—1,0,2), care inter-

r =t
secteazd curba (C): ¢ y = 2 , teR.
2 = -1

Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu varful in origine, tangenta
sferei (z —5)% + (y + 1)* 4 2* = 16.

Sa se afle ecuatia suprafetei generata de o dreapta variabila paralela

cu planul 2Oy si care se sprijina pe dreapta (d) : { Zj_ L9 si pe
2 2 4
cercul (C):{I ;Z _ 0

Sa se afle ecuatia suprafetei conoide care are generatoarele paralele cu
2Oy, intersecteaza axa Oz si are ca si curba directoare elicea

r=acost, y =asint, z = bt.

Sa se determine ecuatia suprafatei obtinute prin rotatia dreptei de

z—3y=0

ecuatii (d) : { 90 in jurul axei Oz (hiperboloid cu o panza).

Sa se determine ecuatia suprafetei generata prin rotatia cercului de
g S (r—a)?+22 = r?
ecuatii (C) : { y = 0
a) n jurul axei Ox (sfera) b) in jurul axei Oz (tor).
o : C : : . 2’ =z
Sa se afle ecuatia suprafetei obtinute prin rotirea curbei (C') : =0

in jurul axei Oz.

Sa se afle ecuatia suprafetei obtinute prin rotatia curbei de ecuatii

22 _ 2 —

y B in jurul axei Oz .

©):{

Sa se afle ecuatia cilindrului circular drept care trece prin M (2, —1,1)
si are ca si axa dreapta:

r=3t+1,y=-2t—2,z=1+ 2.
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Solutii:
3r—2y—3 =
r+2z4+1 = 0
3r—2y—3 = «
r+2z41 = g°
Din conditia ca (g) sa intersecteze curba directoare (C') rezulta ca sistemul
3r—2y—3 = «
r+224+1 = f
xy = 4
z = 0
a si B obtinem conditia de compatibilitate:

1. Ecuatiile dreptei (d) se scriu sub forma { de unde

rezulta ecuatiile generatoarei (g) : {

este compatibil. Exprimand pe z,y, z in functie de

%(ﬁ—l)(Bﬁ—a—G) _4

In aceasta relatie inlocuim pe « sj § din ecuatiile generatoarei (g) si obtinem
ecuatia suprafetei cilindrice generate:

(S): (x+22)(y + 32) = 4.

2. Dreapta generatoare are vectorul director v = (1,2,3). Se obtin
ecuatiile parametrice ale suprafetei generate:

X = cost+ A
Y = sint+2\ | tel0,2n],\ €R.
Z = 3\

Eliminand parametrii ¢ i A din ecuatiile parametrice, se poate obtine ecuatia
implicita a suprafetei cilindrice.

(X—A)2+(Y—2)\)2:1<:><X—§>2+<Y—%>2:1.

Altfel, ecuatia implicita a suprafetei generate se poate obtine folosind
ecuatiile generale ale curbei directoare:

z=0 '

Generatoarele suprafetei au ecuatiile:

z
_ r— - =«
sma=foioged 4
y-Z=p
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Conditia de compatibilitate este «o? + 2 = 1, de unde rezultd ecuatia
suprafetei cilindrice generate:

—
J
3. Vectorul director al dreptei (D) este -1
0

_)
7 i
1 0 | =(-2,-2,1).
1 2

Ecuatiile generatoarei sunt:

r—a y—p z {x+2,z = «
: = & .
y+2z = f

Din sistemul format de ecuatiile generatoarei si ecuatiile curbei directoare se
obtine conditia de compatibilitate:

(a—28)°+ (2a — B)* + (a+ ) =36 & o® —af + ° = 6.
Ecuatia suprafetei cilindrice generate este:
(z+22)% — (. + 22)(y + 22) + (y +22)* = 6.

4. Planul curbei directoare este x — 2z = (0 deci are vectorul normal
W= (1,0, —2). Generatoarele fiind perpendiculare pe plan, au ecuatiile:

r—a y—_p z {29:+z = 2«
- = & .
1 0 —2 y =

Din sistemul format de ecuatiile generatoarelor si ecuatiile curbei directoare
se obtine conditia de compatibilitate:

(9)

4a? 4 256% = 20a.

2
Dar a = T

si f =y. Rezulta ca suprafata cilindrica are ecuatia:

(22 + 2)? + 25y — 10(2x + 2) = 0.

5. Daca ¢ este masura unghiurilor formate de generatoarele suprafetei
cu axele de coordonate, atunci directia acestora este data de vectorul

(cos p, cos g, cosp) =cosp - (1,1,1).
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Deci, ecuatiile generatoarei suprafetei cilindrice sunt:

‘a:—oz_y—ﬂ_f r—z = «
9): —— =75 _1©{y—z:ﬁ'

Generatoarele sunt tangente la sfera data, deci sistemul format din ecuatiile
lui (g) si ecuatia sferei este compatibil. Inlocuind z cu z+a gty cu z+ 3 in
ecuatia sferei se obtine o ecuatie de gradul doi in z:

(z4+a)+(z+B8)°+22=132+2+B)z+a*+ 52— 1=0.

Cum (g) este tangenta sferei, ecuatia obtinuta are o singura solutie, deci are
discriminantul nul.

A=4(a+p)*—120*+ 32 —1)=0= 22> +26% — 208 = 3.

In relatia de compatibilitate obtinuta, se inlocuieste a cu x — z, respectiv 3
cu y — z si rezulta ecuatia cilindrului circumscris sferei date:

2 — 2)? +2(y — 2)* = 2(x — 2)(y — 2) = 3.

6. Generatoarele au ecuatiile:

z
r—a y—p z r = a—=3

: = = — < %
(9): = 1 2 y = 62

Inlocuind in ecuatia sferei se obtine ecuatia de gradul doi in z:

3
522—(a—|—5)z+a2+ﬂ2—1:0,

care are solutie unica (A = 0). Se obtine conditia de compatibilitate:
(a+B)?—6(c*+p°—1) =0« 5a® —2a8+ 55° = 6.

z z
Folosind relatiile: o« = x + 3 sif=y+ > se obtine ecuatia cilindrului:

522 + 5y 4 22% — 22y + 4oz +4yz — 6 =0.

x z
7. Dreapta care unegte centrele celor doua sfere are ecuatiile: 5 = % o
Generatoarele cilindrului sunt paralele cu aceasta dreapta, deci au ecuatiile:

vy
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Generatoarele sunt tangente la a doua sfera, adica o intersecteaza intr-un
singur punct, ceea ce inseamna ca ecuatia

(B+2y)’ +y*+a> =25
are o singura solutie in y. Rezulta conditia de compatibilitate:
5a” + 3% = 125.

Ecuatia suprafetei cilindrice este: 522 + (z — 2y)2 = 125.
8. Generatoarea suprafetei conice este o dreapta variabila care trece prin
) .. r—1 y—1 2z2-1 .
punctul V', deci are ecuatiile (g) : = 5 = —7 » care se mai scriu
o
r—1=a(z-1)
y—1=p(z-1) "
Din conditia ca generatoarea sa se sprijine pe curba (C') rezulta ca sistemul
r—1 = a(z—1)

sub forma (g) : {

-1 = -1 _ A . .
x% byt = b ELZ ) este compatibil. Exprimand pe z,y, z in functie
z = 0

de « si B obtinem conditia de compatibilitate:
(1—a)*+(1-p8)?=4.

In aceasta relatie inlocuim pe « sj # din ecuatiile generatoarei (g) si obtinem
ecuatia suprafetei conice generate:

(S):(z—2)+(z—y)=4(z— 1)~

9. Varful V este dat prin intersectia planelor de ecuatii  — 3 = 0,
y+1=0, 24+ 2 = 0. Ecuatiile generatoarei suprafetei conice pot fi scrise sub

Jy+l=a(z-3)
forma: { e+ 2= Br—3)
y+1l=a(z—-3)
Sistemul: #+2=F(-3) trebuie sa fie compatibil.

r—y+z=0
P y?—2t=1

Din primele trei ecuatii se obtin relatiile:

x_3a—36—1 _a+p+1 Z_—2a+4ﬁ+2
N a—ﬁ—l’yia—ﬁ—l’  a—p—-1 "



92 CAPITOLUL 5. GENERAREA SUPRAFETELOR

Inlocuind in a patra ecuatie, se obtine:

(3a—35—1)f+(a+ﬁ+ﬂ>2 (—2a+4ﬁ+2>2_1
a—fB—-1 a—p3—1 a—fB—-1 o
adica, 50 + 2af8 4+ 6a — 75> — 108 -3 =0.
1 2
Din ecuatiile generatoarei avem: a = &3 iar f = Z+3. Rezulta ca
x — x —
ecuatia suprafetei conice generate este:
y+1>2 y+1z+2  y+1 (z—|—2>2 242
5( 2 6 -7 — 10 —3=0
r—3 * x—3x—3+ x—3 r—3 r—3 ’

adica:
32% — 6y + 1022 — 4o — 5y? — 2z + 4y + 72° — 42 +4 = 0.

10. Varful suprafetei conice este intersectia planelor de coordonate: =0,
y =0, 2z =0. Din compatibilitatea sistemului

Yy = ax
z = fx

22 —-2z4+1 = 0 7

y—z+1 = 0

rezulta conditia de compatibilitate:

2
<6ia) —2B€a+1:0 sa—-p2+1=0.

Inlocuind «, 8 din primele doua ecuatii rezulta ecuatia suprafetei conice:
Py —22=0.

O alta solutie se poate obtine parametrizand curba directoare a suprafetei
generate. Putem scrie, de exemplu:

xr = t r = t
t?+1 ?—1
y = % _1,t€R¢> y = 2 ,teR.
t? 41 2 +1
z = _— oz =

2 2
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Suprafata conica are varful in origine. Rezulta ecuatiile parametrice:

X = At
?—1
Y o= A 2 st A €R.
2+ 1
Z = A
2

11. Ecuatiile parametrice ale suprafetei conice sunt:

X = —1+At+1)
Y = \t? A eER.
Z = 24+ X(t3-3)
.. x Yy
12. Generatoarele au ecuatiile: — = B = 2.
o

Inlocuind z = az si y = Pz 1n ecuatia sferei, se obtine ecuatia
2+ 2 +1) + (=100 +28)z +10 = 0,
care are solutie unica (A = 0), de unde rezulta conditia de compatibilitate:
150 — 1003 — 96 = 10

Revenind la x,y, z, rezulta ecuatia conului cu varful in origine, circumscris
sferei date:
152% — 9y* — 102* — 102y = 0.

13. Folosind ecuatia planului director Oy : 2z = 0 si ecuatiile dreptei
(d), scriem ecuatiile generatoarei suprafetei conoide

2=«
(g):{y—l—z—Q:ﬁx '

Generatoarea se sprijina pe cercul (C') deci sistemul

V4 = 0%
- 2 = . .
y;;i 2 433 este compatibil.
Y = 0

Exprimand pe x, y, z in functie de « si 8 obtinem conditia de compatibilitate:

<a52>2+0z2—4.
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In aceasta relatie inlocuim pe « sj § din ecuatiile generatoarei (g) si obtinem
ecuatia suprafetei conoide generate:

(S):2*(z =2+ (y+ 2 —2)*(2* —4) = 0.

2?24y = a?
14. Ecuatiile generale ale elicei sunt: y .
* z = barctg =
x
. . . 2=«
Generatoarele suprafetei conoide au ecuatiile: Y= Bz

Sistemul format de ecuatiile elicei gi ecuatiile generatoarelor este compatibil.
Se obtine conditia o = barctg 5. Ecuatia implicita a suprafetei generate este:

z = barctg Y (elicoid).
T

x z
15. Axa de rotatie este Oz : 0= % =71 Ecuatiile cercului generator
2,2 .2 _ .2
sunt: (g) : { Ty —;Z B Oé . Acesta intersecteaza dreapta data deci

sistemul format din ecuatiile lui (g) si (d) este compatibil. Se obtine conditia
de compatibilitate:
36 + 108 = 9a°.

Rezulta ecuatia suprafetei de rotatie:

922 4+ 9y* — 2 = 36 (hiperboloid cu o panza).

x z
16. a) Ox : 1= % =3 este axa de rotatie a suprafetei.
2,24 .2 _ 2
Cercul generator este (g) : { vty ;—Z _ Oé . Acesta intersecteaza

cercul (C) deci sistemul format din ecuatiile lui (g) si (C') este compatibil.
Se obtine conditia de compatibilitate:

a? —2aB + a® =r?,
de unde rezulta ecuatia suprafetei de rotatie:
(x—a)’+y°+ 22 =1r> (sferd).

b) Axa de rotatie a suprafetei este Oz : % = % = %
Cercurile cu centrul in O(0,0,0) € Oz, situate in plane perpendiculare pe
PPt = o

Oz, au ecuatiile (g) : { . - 3
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Din sistemul compatibil format din ecuatiile lui (g) si (C') rezulta conditia

de compatibilitate:
2
(\/042 —p? —a) + % =72

Eliminand parametrii «v si 3 intre relatia obtinuta si ecuatiile lui (g), se obtine
ecuatia suprafetei de rotatie:

2+ 422 a? —r? =222+ (tor).
Altfel, folosind reprezentarea parametrica a cercului care se roteste:
x=a+rcost,y=0,z=rsint, t €|0,27],
se obtin ecuatiile parametrice ale torului:
r = (a+rcosu)cosv,y = (a+rcosu)sinv, z = rsinu, u,v € [0,27].

x z
17. Axa de rotatie este Oz : — = J_ T Cercul generator este intersectia

unei sfere de raza variabila avand centrul pe Oz cu un plan perpendicular pe
Oz, deci are ecuatiile:

{x2+y2+z2 = o
z = f

Conditia de compatibilitate rezulta din sistemul format din ecuatiile cercului
generator gi a curbei (C) si este:

B+ 6% =a’.

In aceasta relatie inlocuim pe « sj S din ecuatiile cercului generator si obtinem
ecuatia suprafetei de rotatie:

(S):z=2a2"+y>

Suprafata obtinuta este un paraboloid eliptic generat prin rotirea unei para-
bole in jurul axei Oz.

18. Suprafata este generata de cercuri cu centrul pe Oz, situate in plan
perpendicular pe Oz:

{:172+y2—|—z2 = o
z = p

Din sistemul format de ecuatiile curbei (C') si ecuatiile cercurilor generatoare,
se obtine conditia de compatibilitate:

1+28%=a”.
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Ecuatia suprafetei de rotatie este:
- =1.

Se observa ca suprafata obtinuta este un hiperboloid cu o panza generat prin
rotirea unei hiperbole in jurul axei Oz.

19. Cilindrul este o suprafata de rotatie, obtinuta prin rotatia unei drepte
paralele cu axa, care trece prin M. Ecuatiile dreptei care se roteste sunt:

r = 3t+2 31
y = —2t—1 @{ B
o y=—22+1

Cercurile care genereaza suprafata de rotatie au ecuatiile:

{ 3r—2y+ 2z = «
(2—124+@wW+2>+(:z-2° = g

3 —2y+ 2=«
(@—1D)"+y+2)"+(-2)"=8
r=3z—-1
y=—2z+1

Din sistemul rezulta conditia de

compatibilitate:
I 5, 9 n 123 3
7 VI

De aici, inlocuind « si 8 din ecuatiile cercurilor generatoare, se va obtine
ecuatia suprafetei de rotatie.

5.5 Probleme propuse

1. Sa se afle ecuatia suprafetei cilindrice generata de o dreapta paralela

cu (D) : { j: Z ; 2 i(()) , care intersecteaza curba (C) : { yxz:gl .

2. Sa se determine suprafata cilindrica generata de o dreapta care este
r+y—=z

3 . )
y+z = 1 si are curba directoare

paralela cu dreapta (D) : {

2’2

2 2_ <
(€):{ TV T

T+ z :5'

3. Sa se determine suprafata generata de o dreapta paralela cu dreapta

r—y+z2—1 =0 T = cost
{2$ +?{y—z+2 ; o @ care intersecteaza curba ¢ y = sint , ¢t € R.

ot

z
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. Sa se afle ecuatia unui cilindru care are curba directoare:

{ -y =z
r+y+z2=0

si generatoarele perpendiculare pe planul curbei directoare.

. Sa se afle ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu

dreapta x = y = z care sunt tangente sferei (r — 3)2 +y? 422 =1.

. Sa se determine suprafata conica avand varful V' (0,0, 0) si curba direc-

2,2 .2 _
toare(C):{x;y_;—Qz _ 411

. Sa se determine suprafata conica avand varful in origine si curba di-

y? —x =0

rectoaure(C):{49€+3y+22_1 _ 0

. Sa se afle ecuatia suprafetei conice cu varful V(0,1,2) si curba direc-

toare (C') : x = 2cost,y =sint,z =0, t € [0, 27].

. Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu varful in origine, tangenta

sferei (v — 2)? + y? 4+ 22 = 1.
Sa se afle ecuatia suprafetei conice cu varful V (1,1, 1), care este tan-

1
gentd la sfera de ecuatie 22 + y? + 22 = T
Sa se afle ecuatia suprafetei conice cu varful V(3,0,—1), care este tan-
genta la elipsoidul

IZ y2 Z2

s+ =1
6 2 3
Sa se determine ecuatia suprafetei conoide generata de o dreapta care
este paralela cu planul zOy si se sprijina pe axa Oz si pe cercul
(e =
y = 4

Sa se determine ecuatia suprafetei conoide generata de o dreapta pa-
ralela cu planul (P) : x +y + 2z = 0, care intersecteaza dreapta

2 2
Ll =y Jrr+2y+2=0
(D).{ZZO §1curba(C’).{ 220 .

Sa se afle ecuatia suprafetei conoide generata de o dreapta paralela
cu planul (P) : o + 3y — z + 11 = 0, care se sprijina pe dreapta
S 2e42z2—-4 =0 { T — 2z = 0
(D) : { Sy —2:-2 — 0 si pe curba (C) : % —3244 = 0
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Sa se determine ecuatia suprafetei obtinuta prin rotatia curbei
{x2—2y2+z2—5 =

0o . . ' -
T4 243 — 0 in jurul dreptei (d) : z =y = 2.

Sa se determine ecuatia suprafatei obtinuta prin rotatia dreptei de
r+y—z—1=0

gtz —1=0 in jurul axei Oz.

ecuatii {

Sa se determine ecuatia suprafetei generata prin rotatia curbei
{ 232 g2 =

0 . . .
L _ g jurul axei Ox.

Sa se determine ecuatia suprafetei generata prin rotatia dreptei

vtz o= 2 o fz-2=0
{ y = 0 in jurul dreptei (D) : {y—2=0'

Sa se determine ecuatia suprafetei generata prin rotatia curbei

2. .2
4y =1 . : '{:c—lzo

{ s 1 in jurul dreptei (D) : o 1—0

Sa se determine ecuatia suprafetei generata prin rotatia cercului

{x2+(y—2>2+(z—2)2=1

in jurul axei Oz.
x=0

Sa se determine ecuatia suprafetei generata prin rotatia elipsei

az | b2 1 jurul axei Oz.



Capitolul 6

Geometrie diferentiala

Geometria diferentiala este o ramura a matematicii care studiaza pro-
prietati ale curbelor gi suprafetelor folosind calculul diferential si integral.
Se considera functia vectoriala 71— R3 I CR. Se noteazi:

(1) = (x(t),y(t), 2(1)) , t € I C R, (6.0.1)
unde functiile scalare x, y, z sunt functii reale de variabila reala t.

Definitia 6.0.1. Se numeste derivata functiei T in punctul t, functia 7 (1)

definita prin: = o
. (t+At>_ r (t> =
Alir—I}o A7 =7"(t), (6.0.2)

daca limita din membrul stang exista si este finita.

Observatia 6.0.2. Derwata unui vector se poate interpreta mecanic ca vi-
teza instantanee, expresia lui 7 () fiind legea de miscare a unui punct.

%
Teorema 6.0.3. Fie 7 (t) = z (1) 7+y (t) 7—|—z (t) k. Atunci 7' (t) existd
daca si numai daca functiile reale x,y, z sunt deriwabile. Are loc egalitatea:
_>
P =)y (&)L K.

Regulile de derivare pentru functii vectoriale sunt aceleasi ca pentru
functii reale. Astfel, daci 71,73 sunt functii vectoriale derivabile iar f este
o functie reala derivabila in ¢ atunci au loc:

(71 () £ 75 (1) =71 (t) £ 75" (1)
(fOT @) =)@+ f)7 )
(T ()75 (1) =71 (t) 73 () +
(T () x @) =71 () x 18/ (¢) + 71 () x 73 ()
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6.1 Curbe plane

6.1.1 Reprezentarea analitica a unei curbe plane

Definitia 6.1.1. Se numeste arc requlat de curba plana o multime de puncte
din plan care poate fi reprezentata analitic prin relatii de forma:

1. y= f(z), z € D CR (ecuatia explicita a curbei)
2. F(x,y) =0, (z,y) € D CR?* (ecuatia implicitd)
3. x=ua(t),y =y(t), t € [t1,t2] (ecuatii parametrice)

- -
4. 7 =7@), Tt)=2t)i +yt)j (ecuatia vectoriald),
unde functiile f, F,x,y,? verifica urmatoarele conditii:
(i) sunt functii uniforme, continue gi admit derivate (respectiv derivate

partiale) de ordinul intdi continue,

(i1) functiile x siy stabilesc o corespondentd biunivocd intre punctele curbei
st multimea valorilor parametrului t,

(iii) FI2 + F'2 £ 0, 2/2(t) +y2(t) # 0, |7'(t)] #0 (conditii de
reqularitate).

Definitia 6.1.2. Un punct situat pe o curba plana se numeste punct singular
daca nu verifica cel putin una dintre conditiile de reqularitate. Un punct al
curbei care verifica toate aceste conditit se numeste punct ordinar.

Observatia 6.1.3. O curba plana poate fi definita uneort folosind coordonate
polare, printr-o ecuatie explicita sau implicita:

p = p(0) sau F(p,0) = 0.
Exemplul 6.1.4. Cercul cu centrul in origine i raza R, poate fi definit prin:

xz = Rcost
y = Rsint ’

ecuatiile parametrice: { t € [0,27],

ecuatia implicita: %+ y? = R?,
- ecuatiile explicite: y =+ R? — 12,z € [-R, R],
- ecuatia polara p = R.

Definitia 6.1.5. Se numeste arc regulat de ordinul n un arc de curba plana
requlatd pentru care functiile prin care este reprezentat admit derivate (res-
pectiv derivate partiale) continue pand la ordinul n astfel incat nu toate de-
rivatele partiale de acelast ordin sa se anuleze.
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Exemple de curbe plane

Conicele prezentate in (4.1)) sunt exemple cunoscute de curbe plane.
Alte exemple: cicloida, astroida, cardioida.

a) Cicloida este curba trasata de un punct fix situat pe un cerc care se
rostogoleste, fara alunecare, de-a lungul unei drepte.

Figura 6.1: Cicloida

x=r(t—sint)

y=r(1—cost) » tER.

Ecuatii parametrice: {

b) Astroida este curba descrisa de un punct fix situat pe un cerc de raza
r care se rostogoleste, fara alunecare, in interiorul unui cerc de raza
R = 4r, cercul mobil fiind tangent (interior) la cercul fix.

Figura 6.2: Astroida
Astroida este definita parametric si implicit prin ecuatiile:

_ 3
{ v =Reos’t € 0,27] & 23 4 2% = B3,

y = Rsin®t ’

Generalizare: hipocicloida (cercul exterior are raza R > r) are
ecuatiile:

r = (R—r)cost+rcos (R_Tt>

r

y = (R—r)sint—rsin(R_Tt)

r
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¢) Cardioida este curba descrisa de un punct fix situat pe un cerc de raza
r care se rostogoleste, fara alunecare, in exeriorul unui cerc de aceeasi
raza, cele doua cercuri fiind tangente.

Ecuatia implicita a cardioidei este:
(2 + 9 — 2rz)? = 4r*(2® + 57)
iar ecuatiile parametrice sunt:

{x = 2rcost — rcos 2t
Yy = 2rsint—rsin2t

~ NGEER
NEARBIERRY

Figura 6.3: Cardioida

Generalizare: epicicloida (cercurile au raze diferite)

6.1.2 Lungimea unui arc de curba. Element de arc.

x = x(t)

y=y(t)
puncte ordinare. Se demonstreaza ca lungimea curbei (C') este:

Fie curba data parametric (C') : { , t € [a,b], formata doar din

b
um:/ 22(t) + y2(t) dt.

Daca A este un punct fixat pe curba (C) iar M este un punct arbitrar al
curbei, numim parametru natural al curbei, lungimea arcului (variabil) de

curba A?W: .
s@:/ () + (1) dt.
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Se noteaza ds elementul de arc al curbei plane (C).
Pentru diferite reprezentari ale curbei avem:

22(t) +y2(1) dt, ds = \/1+y2(x) de, ds = \/p2(p) + p2(p) dp.

In prezentarea notiunilor urmatoare, se vor considera doar arce de curba
plana regulata.

6.1.3 Tangenta si normala la o curba plana

x = x(t)
)

Fie o curba plana definita prin ecuatiile parametrice (C') : { Y=yt

)

tel CRsi M(x(t),y(t)) un punct arbitrar al curbei.
Tangenta, respectiv normala la curba in punctul M au ecuatiile:

X —a(t) _ Y —y()
PIOREI0

() : , (N) =2 ()(X —2(8) + /()Y —y(t) =0.

Daca ecuatia curbei este data explicit atunci avem ecuatiile:

(T):Y —y(z) =y (@)(X =), (N):Y —y(z) = —

Pentru o curba definita implicit avem ecuatiile:

X —x Y-y
CF(z,y)  Fy(r,y)

(T) : Foz,y)(X —x) + Fy(z,y)(Y —y) =0, (N)

Figura 6.4: Tangenta si normala la o curba plana
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6.1.4 Curbura unei curbe plane

Fie (C) o curba plana regulata de ordin cel putin doi.

Curbura curbei (C') reprezinta deviatia curbei de la directia rectilinie a
tangentei in fiecare punct al curbei.
Daca « este unghiul format de tangenta la curba (C') intr-un punct M cu axa

o
Oz atunci curbura curbei in punctul M este limita raportului s (adica,
s

derivata unghiului « in raport cu parametrul natural al curbei).
Se obtin urmatoarele formule pentru curbura, corespunzatoare diferitelor re-
prezentari ale unei curbe plane:

2'()y" (1) — «"(t)y'(t)

1. K = .
(V) + (1))
2 K_ y//(x)
: — 3
(VI+v2@)
5 K_p2_pp//+2p/2
. - 3
(Ve +7)
L (F})? Fyo — 28, - Fy - Fy + (F))?* - )

3
(VED+(F)?)
Observatia 6.1.6. O curba pentru care K = 0, este un segment de dreapta.

1
Raportul R = — se numeste raza de curbura.

K]

6.1.5 Cerc osculator. Evoluta, evolventa.

Definitia 6.1.7. Fie (C) o curba plana regulata de ordin cel putin doi. Se
numeste cerc osculator la curba (C) in punctul M cercul avand centrul pe
normala la curba st raza egala cu raza de curbura.

Centrul cercului osculator are coordonatele:

Definitia 6.1.8. Fie (C') o curba pland. Locul geometric al centrelor de
curbura (deci, al centrelor cercurilor osculatoare) se numeste evoluta curbei.
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Figura 6.5: Cerc osculator

Ecuatiile parametrice ale evolutei sunt date de relatiile care exprima co-
ordonatele centrului cercului osculator.

Observatia 6.1.9. Cercul osculator este pozitia limitd a unui cerc care trece
prin punctele M, My, My de pe curba cand My si My tind catre M.

Definitia 6.1.10. Evolventa (desfasuratoarea) unei curbe (C) este o curba
(CY) care are ca evoluta (desfasuratd) curba data.

Infisuritoarea unei familii de curbe plane (C,) : F(z,y,a) = 0,
unde a € R, este o curba (C'), cu urmatoarele proprietati:

(i) prin fiecare punct al curbei trece o singura curba din familia (C,),

(ii) fiecare curba din familia considerata are un singur punct comun cu

curba (C),

(iii) in punctele comune, curba (C) si curbele din familia (C,) admit tan-
gente comune.

Ecuatia infaguratoarei se obtine eliminand parametrul a intre ecuatia familiei
de curbe si ecuatia obtinuta egaland cu zero derivata in raport cu a.

o =0 oy . .
Din sistemul { f(xy,a) se determina o ecuatie in x si y.

falz,y,a) =0

Observatia 6.1.11. Tangentele la o curba planda formeaza o familie de

drepte care depind de un parametru. Infasuratoarea acestor drepte este chiar
curba data.

Proprietatea 6.1.12. fnfd;’urdtoarea familier normalelor la o curba plana
este evoluta curbei. Astfel, evoluta poate fi reprezentata prin ecuatiile:

{ 2'(t)(x —2(t) +y' (1) (y — y(t) =
2"(t)(x —2(t) + " () (y —y(t) - ( ) —y*(t) =0
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Figura 6.6: Infisuritoarea unei familii de curbe

Contactul a doua curbe

Se considera doua curbe plane (C4) : y = fi(z) §i (C2) : y = fa(x). Pentru
a afla punctele comune ale celor doua curbe, se rezolva ecuatia fi(x) = fo(z).
Notand g(z) = fi(x) — fa(x) problema se reduce la determinarea radacinilor
ecuatiei g(r) = 0. Pentru fiecare radacind se obtine un punct comun celor
doua curbe. Daca z este o radacina multipla de ordinul n 4+ 1 a ecuatiei
g(x) = 0, spunem ca in punctul respectiv curbele au un contact de ordin n.

Observatia 6.1.13. Daca doua curbe au intr-un punct un contact de ordinul
intar atunci au aceeast tangenta in acel punct. Daca ordinul de contact este
cel putin doi, atunci in punctul respectiv curbele au aceeasi tangenta, aceeast
normala si aceeasi curbura.

Proprietatea 6.1.14. Curbele plane definite explicit prin ecuatiile y = fi(x
siy = fo(z) au intr-un punct comun Mo(xg, yo) un contact de ordinul n dac
st numai daca au loc relatiile:

)

fi(wo) = folzo), fi(wo) = falo), .., f (z0) = f3" (o)
si Y (wo) # £ (o).

Proprietatea 6.1.15. Fie curbele plane (C1) : x = x(t), y =y(t),t € I CR
51 (Cy) : F(z,y) = 0 gi fie Mo(zo,v0) un punct comun, unde xo = x(to) i
yo = y(ty). Cele doua curbe au un contact de ordinul n in punctul M,
daca ty este radacina multipla de ordinul n + 1 pentru functia f : I — R,
f(t) = F(x(t),y(t)), adica au loc relatiile:

f(to) =0, f'(to) = 0,..., f™(to) = 0, f" (ko) #0.
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6.2 Curbe in spatiu

6.2.1 Reprezentarea analitica a unei curbe spatiale

Definitia 6.2.1. Se numeste arc requlat de curba spatiala o multime de
puncte din spatiu care poate fi reprezentata analitic prin relatii de forma:

1. (C): 7 =7 = x(t)? + y(t)7 + z(t)? (ecuatia vectoriald)

x = x(t)
2. (C):< y=y(t) , t€ltr,ta] (ecuatii parametrice)
z = z(t)

 F(ry,2)=0 AP
3. (C): { Glz.y.2) =0 (ecuatii implicite),

unde functiile ?,x, Y, 2, F, G verifica urmatoarele conditii:
(1) sunt functii uniforme, continue si admit derivate (respectiv derivate
partiale) de ordinul intdi continue,

(11) functiile x, y $i z stabilesc o corespondenta biunivoca intre punctele
curber st mulfimea valorilor parametrului t,

(iii) | 7' ()] # 0, 2/ 2(t) + i/ 2(t) + 2/ 2(t) # 0 iar determinantii functionali
(jacobienii)

D(F,G) D(F,G) D(F,QG)

D(y,z)’ D(z,z)" D(z,y)

(conditii de regularitate).

nu se anuleaza simultan

Definitia 6.2.2. Un punct situat pe o curba spatiala se numeste punct sin-
gular daca in acest punct nu este indeplinita cel putin una dintre conditiile
de reqularitate. Punctele curbei care verifica toate conditiile de reqularitate
se numesc puncte ordinare.

Observatia 6.2.3. Ecuatiile F(x,y,z) = 0 si G(z,y,z) = 0 reprezinta
ecuatii implicite ale unor suprafete. Astfel, o curba in spatiu poate fi de-
finita prin intersectia a doua suprafete. Tinand cont ca o suprafata se poate
defini si explicit, o alta reprezentare a unei curbe spatiale este:

o [ 2=f@y)
@)y _

z=g(z,y)
Definitia 6.2.4. Se numeste arc requlat de curba spatiala de ordinul n un
arc de curba spatiala requlata pentru care functiile prin care este reprezentat
admit derivate (respectiv derivate partiale) continue pand la ordinul n astfel
tncat nu toate deriwatele partiale de acelasi ordin sa se anuleze.

(ecuatii explicite).
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Exemple de curbe spatiale

a) O elice cilindrica (circulara) este curba descrisa de un punct situat pe
un cilindru, care efectueaza o miscare compusa dintr-o rotatie in jurul
axei cilindrului gi o translatie de-a lungul acestei axe, cele doua migcari
fiind proportionale. Ecuatiile parametrice sunt:

(C): x=acost, y=asint, z=10t, t € R.
Eliminand parametrul ¢, se obtin ecuatiile implicite ale elicei cilindrice:

2?4+ y* =a?, z = barctg g
x

1.0
0.5
— 0.0 _05

=i
[ 7< / “\\ \ \\“‘J
L)

Figura 6.7: Elice cilindrica Figura 6.8: Elice conica

b) Curba descrisa de un punct care se deplaseaza cu viteza constanta pe
o dreapta care se rotegte cu viteza unghiulara constanta in jurul unei
axe fixe, cu care formeaza un unghi de marime constanta, se numeste
elice conica.

O elice conica poate fi reprezentata prin ecuatiile parametrice:
x =atcost, y=atsint, z = bt,

sau prin ecuatiile implicite:

2
a
2 +y? = — 22, 2 = barctg Y.
b? x
¢) Un cerc in spatiu este definit prin intersectia unei sfere cu un plan. De
exemplu, intersectia planului xOy cu sfera de raza R avand centrul in

origine, este cercul de ecuatii:

22 +y? = R

(©): { z2=0
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d) Curba obtinuta prin intersectia unei sfere cu un cilindru circular drept
care trece prin centrul sferei gi are diametrul egal cu raza sferei, se

numeste curba lui Viviani. Ecuatiile implicite sunt:
{ Py + 22 =R?
2* +y* = Ra

iar ecuatiile parametrice sunt:
0, 27].

R R
a::—cost+—,y:Esint,z:j:Rsin—, te

2 2

O alta parametrizare este:
- R .
xr = Rsin“t, y = —sin2t, z = £ Rcost.

15 20

\ - e
00 05 | ol

Figura 6.9: Curba lui Viviani

6.2.2 Lungimea unui arc de curba din spatiu
Se considera o curba spatiala regulata definita parametric. Distanta din-
tre doua puncte ale curbei aproximeaza lungimea As a arcului de curba

cuprins intre cele doua puncte.
Elementul de arc este, prin definitie:
ds = [7'(8)]dt = \[a"2(t) + y2(t) + 22(t)dt.

Lungimea arcului de curbi de la A la B unde A(t;), B(t2) € (C) este

I(AB) = / ds = /t ) 1 ) +

AB
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Daca fixam originea curbei in A(ty) iar M(t) este un punct arbitrar al curbei
atunci lungimea arcului variabil al curbei este data de:

S(t) = /t o) + (1) + (.

Parametrul s se numeste parametrul natural al curbei.
In continuare, vom considera doar arce de curba spatiala regulata.

6.2.3 Tangenta si planul normal la o curba din spatiu

. - —

Fie curba spatiali (C) : 7 = x(t) i +y
Vectorul director al tangentei in M este
deci ecuatiile tangentei sunt:

X—zt) Y—ylt) Z--z1)
(T) : / = / = /!
a'(t) y'(t) Z(t)
Daca se cunosc ecuatiile implicite ale curbei atunci tangenta este data prin:

(T) X—.’IZ'O Y—yo Z—ZO

—~

t)?—l—z(t)%> siun punct M € (C).
W) =207 +y ()] +2O)F,

<

D(F,G) =~ D(F,G) = D(FG) "’
D(y,2) D(z,) D(=,y)
D(F, Q) F' F
B S T Y
unde D(z.y) ’G’ G etc.

Figura 6.10: Tangenta si planul normal

Planul normal la curba (C') in punctul M este planul care trece prin M si
este perpendicular pe tangenta. Astfel, planul normal are ca vector normal
vectorul director al tangentei. Ecuatia planului normal este:

(P,): 2'(t)(X —2(t) +y' (&)Y —y(t) + 2/ (t)(Z — 2(t)) = 0, respectiv
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- D(F,G) D(F,G)
(Pn) D(y, 2) D(z,x)

Ultima ecuatie se mai poate scrie sub forma:

(X — o) + Y =)+ —=—+

X — i Y — Yo Z — 20
(P): | F F F | =0
G CANE]

6.2.4 'Triedrul si reperul lui Frenet

Fie (C) o curbi spatial regulati de ordin cel putin doi. In fiecare punct
M al curbei se defineste un triedru dreptunghic cunoscut sub numele de
triedrul lui Frenet. Vom defini muchiile gi planele triedrului si vom prezenta
ecuatiile acestora, precum si expresiile versorilor reperului Frenet.
Fie My un punct fixat al curbei spatiale (C') si M;, My doua puncte ale curbei.
Pozitia limita a planului (MyM;Ms) cand M; si M, tind (pe curba) spre M,
se numeste plan osculator al curbei (C') in M. Ecuatia acestui plan este:

X—z(t) Y—yt) Z-—=20)
(P,) : 2/ (t) y'(t) Z(t) | =0.
x”(t) y”(t) Z”(t)

Dezvoltand determinantul dupa prima linie ecuatia devine:

2
"

Z//

/ /

v =yo)+| 5 Y |2 st =0

Observatia 6.2.5. Planul osculator al unei curbe plane coincide cu planul
curber.

Intersectia dintre planul normal si planul osculator al curbei in punctul
M se numeste normala principala, notata (V) si este data prin ecuatiile:

P(O(X = a(t) + 9 ()Y ~y(1) + 2 ((Z ~ =(£) = 0
’ y// S (X _x(t))_'_ Z// QU// ‘(Y_y(t)) + " ;j//

: (Z (1) =0

W

Y

Dreapta perpendiculara pe planul osculator se numegte binormala. Vectorul
director al binormalei este vectorul normal al planului osculator, deci ecuatiile
acesteia sunt:

X — xz(t) Y —y(t) Z — z(t)

(B) . — Z/ x/ = :L‘/ r .
Y

Z// x/ aj// y//

<
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Planul rectificant este planul determinat de tangenta si binormala si este
perpendicular pe normala principala. Astfel, ecuatia planului rectificant este:

X —z(t) Y —yt) Z-—-zx(0)

' (t "(t 2 (t
(Pr): y’(i’ ZZ/J(; x/(;/ = 0.
y// M P 2" y//

Figura 6.11: Plan osculator. Plan rectificant.

Definitia 6.2.6. Se numeste triedrul Frenet la curba (C) in punctul M trie-
drul format din planul osculator, planul normal §i planul rectificant (fetele
triedrului). Muchiile triedrului sunt dreptele de intersectie ale acestor plane:
tangenta, normala principala st binormala.

Figura 6.12: Reperul lui Frenet: versori

— —
7, b} unde t este

versorul binormalei.

~ . . —
Reperul Frenet in punctul M este definit prin {M, L
versorul tangentei, 7 versorul normalei principale iar b

— 47 T 7 x 7 T

ds |7’ |77 ?”|’ "
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6.2.5 Curbura si torsiunea unei curbe spatiale

Vom considera o curba spatiala regulata de ordin cel putin 3.

Curbura unei curbe spatiale intr-un punct dat se defineste la fel ca in
cazul unei curbe plane. Intuitiv, curbura reprezinta rapiditatea de abatere a
curbei de la directia rectilinie a tangentei.

Torsiunea unei curbe din spatiu intr-un punct dat are ca semnificatie in-
tuitiva rapiditatea de abatere a curbei de la situatia de curba plana (deviatia
curbei de la planul osculator).

Pentru a calcula curbura K si torsiunea 7', folosim urmatoarele formule:

‘7/ « 7)//‘ ' (7)/ 7// 7///)
K= T‘ 2 , respectiv T = jT] 7“,' . ! e ,

unde | 77| = \/a2(t) + y2(t) + 22(1),

= y/ o 2 P 2 7! y/ 2
/ "
|? X T |: ' y// oM + "ol + 2 y//
() y't) 2
iar (7/,?//7?///) _ :E”(t) y”(t) Z”(t)
m///@) y”’(t) Z”’(t)

1
Raza de curbura este 17 iar raza de torsiune este —

T

Observatia 6.2.7. O curba este plana daca are torsiunea identic nula, pla-
nul curber fiind planul osculator intr-un punct arbitrar. Daca o curba are
curbura identic nula, atunci curba este un segment de dreaptd.

Formulele lui Frenet sunt relatii intre derivatele versorilor reperului lui
Frenet si versori. Prin aceste relatii se exprima modul cum variaza reperul
lui Frenet in functie de curbura si torsiune.

at 4w
- = n -
ds " ds

Formulele (6.2.1)) se pot scrie sub forma unui tabel:

— d?
- KT4+TVh, — =17 (6.2.1)
S

7w
dt
— |l o0 | K]|o
ddi’
T ko |T
ds,
db
— o |=T]o0
ds




114 CAPITOLUL 6. GEOMETRIE DIFERENTIALA

6.3 Suprafete

6.3.1 Reprezentari analitice ale unei suprafete

Definitia 6.3.1. Se numeste portiune regulata de suprafata o multime (S)
de puncte din spatiu ale caror coordonate verifica relatii de forma:

1. F(x,y,2) =0, (v,y,2) € DCR?® (ecuatia implicitd)
2. z= f(z,y), (v,y) €D CR?* (ecuatia explicitd)

3.7 =7

7 =7 (u,v), (u,v) € [ug,us] X [v1,v2] (ecuatia vectoriald)

4

x = z(u,v)
4. (S): ¢ y=vy(u,v) , (u,v) € [ug,ug] X [v1,v9] (ecuatii parametrice)
z = z(u,v)

unde functiile F), f, 7,x,y, z indeplinesc conditiile:

(i) sunt functii uniforme, continue si admit derivate partiale de ordinul
intai continue,

(i1) x,y si z stabilesc o corespondentad biunivocd gi bicontinud intre punctele
M € (S) si multimea valorilor parametrilor u $i v,

D(x,y) D(y,z) D(z,x)

t L.
D(u,v)" D(u,v)” D(w,v) "M

(i1i) cel putin unul dintre jacobienii

Pentru o suprafata definita parametric, perechile (u,v) formeaza un sis-
tem de coordonate pentru punctele suprafetei. Un punct definit prin coor-
donate curbilinii se noteaza M (u,v) € (S).

O portiune de suprafata regulata de ordinul 2 este o portiune de suprafata
pentru care functiile F', f, 7, x, y §i z admit derivate partiale continue de
ordinul 2 astfel incat nu toate derivatele partiale de acelasi ordin sa fie nule.

Exemple de suprafete

Cea mai simpla suprafata este planul. Alte suprafete cunoscute sunt
cuadricele, prezentate in sectiunea [£.2] suprafetele riglate si suprafetele de
rotatie (cap. |9)).

O suprafata conoida cunoscuta este suprafata elicoidala sau elicoidul. O
reprezentare parametrica a elicoidului este:

r=ucosv, Yy =usinv, z = bv.
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Un exemplu de suprafata de rotatie este torul. Acesta este generat prin
rotatia unui cerc in jurul unei drepte care este situata in acelasi plan si care
este exterioard cercului. De exemplu, prin rotatia cercului (z — a)? + 2% = r?
in jurul axei Oz, se obtine torul cu ecuatia

x2+y2+z2+a2—r2:2a\/m.

Ecuatiile parametrice ale torului sunt:

x = (a4 rcosu)cosv
y = (a+rcosu)sinv , (u,v) € [0,27] x [0, 27].
z = rsinu

Figura 6.13: Elicoid Figura 6.14: Tor

Curbe trasate pe o suprafata. Curbe de coordonate.

Definitia 6.3.2. Se numeste curba pe o suprafata definita parametric
multimea punctelor de pe suprafata care verifica una dintre relatiile:

u= f(v), v=g(u) sau h(u,v) =0
sau u st v sunt functii care depind de acelasi parametru t.
In particular, pentru Moy (ug,vp) € (S), se definesc curbele de coordonate:
(i) curba de coordonatd v: 7 = 7 (ug, v)
(i) curba de coordonati u: 7 = 7 (u, vy)

Prin fiecare punct al suprafetei trece o singura curba u si o singura curba
v, acestea avand tangente diferite in punctul respectiv. Cele doua familii de
coordonate (curbe u gi curbe v) formeaza o retea pe suprafata.
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6.3.2 Plan tangent. Dreapta normala la o suprafata.

Planul tangent la suprafata regulata (S) in punctul M € (5) este planul
format din tangentele tuturor curbelor de pe suprafata care trec prin M.

1. Ecuatia planului tangent la o suprafata definita parametric este:

X —z(u,v) Y —y(u,v) Z—z(u,v)
(F): | 2 (u,v) Yo (U, v) zy(u,0) | =0.
,(u,v) Yo (u, v) z,(u, )

2. Pentru o suprafata definita implicit, ecuatia planului tangent la (.5)
intr-un punct arbitrar M(x,y, z) € (S) este:

(P): Fy(x,y,2)(X =)+ F(z,y,2)(Y —y) + F.(2,y,2)(Z — 2) = 0.
3. Pentru suprafata definita explicit, planul tangent are ecuatia:

Normala la suprafata (S) in punctul M € (S) este perpendiculara pe planul
tangent la (S) in M.

1. Pentru o suprafata definita parametric avem:

X — z(u,v) _ Y —y(u,v) Z—z(u,v)‘

D(y, 2) D(z,z) D(z,y)
D(u,v) D(u,v) D(u,v)

(N):

2. Pentru o suprafata definita implicit, normala are ecuatiile::

X -z Y —y 4 —z
(N) : I = / = 1 '
Fi(v,y,2)  F)(v,y,2) Flz,y,2)

3. Ecuatiile normalei la o suprafata definita prin ecuatia explicita sunt:
X—o Y-y Z—zuxy)

() p q —1

Observatia 6.3.3. Vectorul normal la suprafata (vectorul director al nor-

malei) este W o=1 <7

Cosinusii directori ai normalei:

q —1

—F—————, COSY = —YF/—/—/———.
/p2+q2+1 /p2+q2+1

p
coSqy = —————— cos 3 =

VPP @+l
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Figura 6.15: Plan tangent. Normala la o suprafata.

6.3.3 Prima forma fundamentala a unei suprafete

Definitia 6.3.4. Fie (S): 7 = 7 (u,v) o suprafatd requlatd si (C) o curbd
trasata pe suprafata (S). Se numeste prima formd fundamentald a
suprafetei (S) expresia

(131 = dSQ,

unde ds este elementul de arc al curbei (C).
Are loc: d7 =7/ du+ 72’ dv, de unde rezulta ca:

A7 |2 =d72 =7 2du? + 27 7 dudv + 7' 2 dv?.

Stiind ci ds = |1 () |dt = |d7| deducem ci ds? = [d7 2.
Astfel, expresia primei forme fundamentale a unei suprafete definite prin
ecuatia vectoriala este:

&, = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, unde E =12, F =71, G = 1"

Teorema 6.3.5. 1. Daca (S) este definita prin ecuatiile parametrice,
atunci:
¢, = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, unde

E = (z,)"+(y) +(2)% F = 2,2 4y,y,+2,2, G = (2,)"+(y,)*+(2)"
2. Daca suprafata este definita explicit, avem:

®; = (1+ p*)da?® + 2pgdady + (1 + ¢*)dy?,

3. Daca suprafata este definita prin ecuatia implicita, atunci are loc:

(F,2 4+ FL?)da? + 2F,F, dedy + (F, > 4+ F.?) dy?

(I)l = F/Z
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Elementul de arc al curbei (C') este:

ds = \/E(u(t), v(t))u' 2(t) + 2F (u(t), v(t))u' (t)v'(t) + G(u(t), v(t))v' 2(t) dt.

Prima forma fundamentala definegte metrica suprafetei. Cu ajutorul acestei
expresii se pot calcula: lungimea unei curbe situate pe suprafata, unghiul
dintre doua directii tangente intr-un punct al suprafetei precum si aria unui
domeniu de pe suprafata.

Lungimea unui arc de curba

Fie AB un arc de curba situat pe suprafata (5), definit prin ecuatiile
u=u(t), v=uo(t), t €la,b].

Lungimea arcului se calculeaza cu formula:

I(AB) = /ﬂ ds = / b VEW () + 2Fu (1) (1) + Gor 2 (t) dt,

AB

unde E, F, G se calculeaza in punctul M (u(t),v(t)).

6.3.4 Unghiul a doua curbe situate pe o suprafata

Fie (C}) si (Cs) doua curbe trasate pe o suprafata (S) si M un punct
care apartine intersectiei celor doua curbe. Prin definitie, unghiul format de
(C) si (Cy) In punctul M este unghiul a format de tangentele la cele doua
curbe in M. Se noteaza du si dv, respectiv du si dv diferentialele lui u si v
de-a lungul lui (C}) respectiv (Cy). Folosind formulele:

cosa = %, A7 = 7r)/du+71)'dv, 67 = 7y du+ 7' v,
7| - |67
se obtine:

Eduéu + F(dudv + dvéu) + Gdvdv
VEdu? + 2Fdudv + Gdv? - VESu? + 2Fudv + Gov®’

CoOsS ¥ =

unde F,F,G sunt coeficientii primei forme fundamentale ale suprafetei,
calculati in punctul M.

Observatia 6.3.6. Daca se considera doua curbe de coordonate care trec
prin M, de exemplu (Cy) curba u (dv =0) iar (Cy) curbav (du =0), atunci

COS&x =

A
VEG
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Definitia 6.3.7. Doua curbe (C}), (Cy) trasate pe o suprafata requlata sunt
ortogonale in punctul M € (Cy) N (Cs2) daca masura unghiului format de

T
tangentele in M la aceste curbe este egal cu 5

Observatia 6.3.8. Doua curbe sunt ortogonale daca in punctul de intersectie
are loc relatia:

Edudu + F(dudv + dvou) + Gdvdv = 0.

In particular, doua curbe de coordonate care trec prin M sunt ortogonale
daca F' = 0.

6.3.5 Elementul de arie al unei suprafete

Se considera o portiune de suprafata regulata (S), avand reprezentarea
vectoriala:

(S): 7 =7 (u,v), (u,v) € DC R

Pentru a calcula aria portiunii de suprafata (5), aceasta se imparte in
paralelograme curbilinii cu ajutorul unor familii de curbe de coordonate (C,,),
(Cy), trasate pe suprafata.

Fiecarui paralelogram curbiliniu i se asociaza un paralelogram (rectiliniu)
situat in planul tangent la (S) dus printr-un varf al sau. Aria paralelogra-
mului curbiliniu se va aproxima astfel cu aria acestui paralelogram asociat.
Prin insumare, rezulta ca aria portiunii de suprafata (S) se aproximeaza cu
suma ariilor paralelogramelor aproximante.

Teorema 6.3.9. Aria unei portiuni de suprafata regulata (S) este:
A(S) = // do = // VEG — F?dudv,
s D

unde E, F, G sunt coeficientii primei forme fundamentale ale lui (S).

Definitia 6.3.10. Se numeste element de arie al suprafetei (S) expresia
do = VEG — F?dudv.
Observatia 6.3.11. Daca (S) este definita explicit prin ecuatia z = f(z,y),

atunca:
do = +/1+p?+ ¢*>dzdy,

iar daca suprafata este definita prin ecuatia implicita F(x,y,z) =0, atunci:

\/F£2+F@;2+F22
F/

z

do =

dx dy.
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6.3.6 A doua forma fundamentala a unei suprafete

Definitia 6.3.12. Se considerd (S) : 7 = 7 (u,v) o suprafald requlatd de

ordin cel putin doi i M € (S). Se numeste a doua forma fundamentald
a suprafetei (S) expresia
Oy =7 - 27,

unde T este versorul normalei la suprafata in punctul M.

La fel ca in cazul primei forme fundamentale, expresia celei de-a doua
forme fundamentale este data de modul de definire a suprafetei.

Teorema 6.3.13. Fie (S) o suprafata requlata de ordin cel putin doi.
1. Dacd (S) este definitd prin ecuatia vectoriald 7 = 7 (u,v) atunci:

®, = Ldu? + 2Mdudv + Ndv?, unde

LB R G
—_— ﬁ —_— — ﬁ.
|re! x '] |re! x '] |78 X 1]

2. Daca (S) este definita prin ecuatiile parametrice, atunci:

T, Y. 2 T, Y 2 T, Y, 2
T, Yy 2y v Y Z v Yo F
T Yuu P Ty Yuw  Zuw Ty Yoo Zoo
FEG—F? FG—F? EG—F?2
/ ! 2 / / 2 / / 2
undeEG—FQ:’y’f I B R I B
v v v v v

3. Daca suprafata este definita prin ecuatia explicita z = f(x,y), atunci:

1 <82f 9 0 f 0? 2)
b, = d 2 dxd —=d
4Pt @ N0 T ooy Y T 5 )
unde p = g = ﬁ
Proprietatea 6.3.14. 1. Daca o suprafata este plana atunci L=M =N =0.
2. 0 fata este sferica daca i 'dV—F—G
. O suprafata este sferica daca st numai daca TSN
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6.3.7 Curbura unei curbe pe o suprafata

Forma unei suprafete influenteaza forma fiecarei curbe situate pe
suprafata respectiva. De asemenea, folosind forma curbelor situate pe o
suprafata, care trec prin acelagi punct, se poate determina forma acestei
suprafete, in jurul punctului respectiv.

Fie (S) o suprafata regulata de ordin cel putin doi iar (C') o curba trasata
pe suprafata, care trece printr-un punct M € (S). Se considera 7 versorul
tangentei si 7/ versorul normalei principale la curba (C) in punctul M iar
7 versorul normalei la suprafata (S) in M. Daca R este raza de curbura a

curbei (C') in punctul M, conform primei formule a lui Frenet, are loc relatia

d7 1 27 1
— — 7. adicd, — = -7
&~ r7dia s =g

inmul’gind scalar cu 70 ultima egalitate deducem ca

Ay B cos 6
ds2 R’

unde 6 este unghiul format de normalele 7 si 7. S-a obtinut formula:

cosf) D
R ®

Teorema 6.3.15. Se considera (S) o suprafatd requlata de ordin cel putin
doi. Fie (C1) si (Co) doua curbe trasate pe (S), care trec printr-un punct
M € (S) si care au razele de curburd Ry, respectiv Ry in M. Fie 7, 73, 71,
U3 versorii tangentelor, respectiv normalelor principale la cele doua curbe in
M iar 7 versorul normalei la (S) in M. Daca Tt =75 atunci are loc:

cosf; cosb,

Ry Ry ’

unde 01, O3 sunt unghiurile formate de W cu 7{, respectiv 75

Observatia 6.3.16. Din teorema rezulta ca toate curbele trasate pe
(S) care au aceeasi tangenta in M vor avea aceeasi curbura, egala cu raportul

®y . 1
— tnmultit cu
P, CoS
in M si versorul tangentei la curbele considerate.

7 0 fiind unghiul format de versorul normalei la suprafata
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6.3.8 Curbura normala. Curburi principale.

Definitia 6.3.17. Fie (S) o suprafata requlata de ordin cel putin doi iar w
versorul normalei in M € (S). Fie (Cy)acr 0 familie de curbe trasate pe (5),
tangente in M iar 7 versorul tangentei. Se numeste sectiune normala aso-
ciata familiei de curbe considerate, curba plana (C,,) obtinutd prin intersectia
suprafetei cu planul determinat de M, K st 7.

Definitia 6.3.18. Se numeste curburd normald a curbei (Cy) in punctul

M, expresia iR—, unde R, este raza de curburd a sectiunii normale (C),).
mn

Observatia 6.3.19. Valoarea absolutd a curburii normale a curbei (Cy,) este

o 1 o . ,
egald cu curbura — a sectiunii normale asociate curbei (Cy).
n

Deoarece toate curbele considerate (C,) au aceeasi tangenta in punctul
comun M, din definitia rezulta ca acestea au aceeasi curbura normala.

Notam K, curbura normala a suprafetei (S) in punctul M dupa o directie
7 din planul tangent in M la (S).

Are loc formula:
B Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

" Bdu? + 2Fdudv + Gdv?’

care se mai poate scrie sub forma:

Lm?2+2Mm + N d du
= , unde m = —.
Em?2+2Fm+ G dov

Definitia 6.3.20. Valorile extreme ale curburii normale la suprafata (S) in
punctul M se numesc curburt principale iar directiile pe care se afla se
numesc directit principale.

Notam k; si ko curburile principale ale suprafetei (S) in M.
Teorema 6.3.21. Curburile principale ale suprafetei (S) in M sunt
radacinile ecuatier

Ek—-L Fk—M

Fk-M Gk—nN|=%

care se mai poate scrie echivalent
(EG — F)k* — (EN —2FM + GL)k + LN — M?* = 0.

Definitia 6.3.22. Un punct M € (S) se numeste punct ombilical daca in
acest punct curburile principale sunt egale.
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Observatia 6.3.23. Intr-un punct ombilical curbura normald este constantd
war coeficientii celor doua forme fundamentale sunt proportionali, adica:

E F G
L M N
De asemenea, directiile principale intr-un punct ombilical M € (S) sunt ne-
determinate (orice directie pe suprafata in punctul M este directie principala).
Proprietatea 6.3.24. Fie M € (S) un punct care nu este ombilical. Atunci

directiile principale in M sunt ortogonale.

Definitia 6.3.25. Se numeste curbura totala (curbura Gauss) in M € (5)
st se noteaza K, produsul curburilor principale.
Se numeste curbura medie in M si se noteaza H, semisuma curburilor
principale.
Observatia 6.3.26. Au loc formulele:
LN — M? ki+ky EN—2FM+GL
K - k . k = H = =
VT EG - FY 2 2(EG — F?)

Definitia 6.3.27. Un punct M al unei suprafete requlate (S) se numeste:

a) punct eliptic al suprafetei dacd in M curbura totald este pozitiva;
b) punct hiperbolic al suprafetei daca in M curbura totald este negativa;

¢) punct parabolic al suprafetei daca in M curbura totald este nuld.

O suprafata formata numai din puncte eliptice se numeste suprafata de
tip eliptic. Daca suprafata este formata numai din puncte hiperbolice este o
suprafata de tip hiperbolic iar daca este formata doar din puncte parabolice,
suprafata este de tip parabolic.

Exemple 6.3.28.  a) Elipsoidul, sfera, hiperboloidul cu doud panze, para-
bolidul eliptic sunt suprafete de tip eliptic.

De exemplu, o sfera de raza R are curbura totala K = i > 0.
b) Hiperboloidul cu o panza, parabolidul hiperbolic sunt suprafete de tip
hiperbolic.

¢) Planul, suprafetele cilindrice, suprafetele conice sunt suprafete de tip
parabolic.

Definitia 6.3.29. O suprafata care are curbura medie nula in toate punctele
sale se numeste suprafata minimala.

Observatia 6.3.30. O suprafata minimala are curbura totald negativa.

Exemplul 6.3.31. Elicoidul este o suprafata minimala (H = 0).
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6.4 Probleme rezolvate

1.

10.

11.

Sa se scrie ecuatiile tangentei gi normalei la astroida intr-un punct
arbitrar.

Sa se afle ecuatiile tangentei si normalei la curba y = 22 + 42 + 3 in
punctul de intersectie cu axa Oy.

Sa se afle ecuatiile tangentei si normalei la curba:

3a 3
23 4+ y® — 3azy = 0, in punctul A (;, ;) .

Sa se afle lungimea curbei x = 8at®, y = 3a (2t? — t*) cuprinsa intre
punctele care corespund lui t = 0 si t = /2.

Sa se afle lungimea curbei (C) : y = zv/z, x € [1,2] .

Sa se afle curbura intr-un punct arbitrar al curbei de ecuatii

xr = ae '(cost —sint)

y = ae '(cost+sint) ya>0.

©:{

Sa se calculeze curbura parabolei de ecuatie % = 2px, pentru y = 0.

Sa se demonstreze ca normala la cicloida intr-un punct M intersecteaza
axa Oz in mijlocul segmentului M C' unde C este centrul de curbura.

Sa se determine infaguratoarea familiei de curbe:

a) xsinp+ycosp —asinpcosp=0,p € R
b) 1-p*)z+2py—a=0,peR

r = a(t —sint)

Fie cicloida { y = a(l — cost)

a) Sa se determine cercul osculator in punctul corespunzator lui t=.
b) Sa se determine evoluta cicloidei.
Sa se afle ordinul de contact al curbelor plane
(C1)ry=2x"—15i(Cy) :y=8x>—122" +87r — 3

in punctul M(1,1).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Sa se afle ordinul de contact al curbelor plane (C}) : y = cosx si
(Cy) : 2% +y* =1 in punctul M(0,1).

Sa se calculeze lungimea curbei

(C): x=cos’t,y =sin®t,z = cos (2t), t € [0, 27].

Fie curba (C) : 7 (t) = (¢!, e, ty/2). S& se determine elementul de arc
si sa se calculeze lungimea arcului cuprins intre punctele A gi B care
corespund valorilor t =0, t = 1.

Sa se determine ecuatiile tangentei, ecuatia planului normal si versorul
tangentei la curba (C) de ecuatii:

x a(t — sint)

y = a(l—cost) , In punctul corespunzator lui t = g

z = 4a sin —
2

Sa se afle ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la curba de
ecuatii { ii izz i j in punctul M(v/3,1,1).
Sa se determine ecuatiile tangentelor la curba

(C): 7 (t) = (3t — t%,3t%, 3t + %) ,
care sunt paralele cu planul (P):3z+y+2+2=0.

Fie curba (C) : 7(t) = (8 +t+ 1,1 — ¢, 13 + 2). Si se arate ci este o
curba plana si sa se scrie ecuatia planului in care este situata.

Sa se afle ecuatia planului osculator si ecuatiile binormalei la curba

r=ty=1t> 2=t punctul M (1,1,1).

Sa se afle ecuatia planului rectificant i ecuatiile normalei principale la
curba:
xr =cost,y =sint,z =1

intr-un punct arbitrar.

Sa se determine ecuatiile muchiilor si fetelor triedrului lui Frenet in
punctul M (2,1,0) situat pe curba (C) : 7 (t) = (2t,2,Int), t > 0.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Sa se afle afle versorii reperului lui Frenet pentru curba:

x =tsint,y = tcost,z = te’ in punctul M (0,0,0).

Sa se calculeze curbura si torsiunea curbei

r =cos’t,y =sin’t, z = cos (2t), t € [0,27],
. . ) T
in punctul corespunzator lui t = 3

Sa se determine planul tangent si normala la suprafetele:

a) (8):z=u+v,y =u—v,2z=wuv in punctul corespunzator lui
u=2v=1

b) (S): z = cosz + siny, in punctul M <g,7r,0>

c)

Sa se afle ecuatia planului tangent la torul:

(
(

S) : dyz + 2wy — y32% — 423 — 2 =0 In punctul M (1,2, —1)
x = (T4 5cosu)cosv, y = (74 5cosu)sinv, z = 5sinu

in punctul M pentru care cosu = 3/5, cosv = 4/5, u,v € [0,7/2].

Sa se arate ca suprafata (S) : r = u® +v* u = uv, z = (u + v)? este un
plan.

Sa se determine prima forma fundamentala a cilindrului de ecuatii

r = Rcosu,y = Rsinu,z = v.

Se considers suprafata (S) : 7 (u,v) = (ucosv,usinv,u + v). S& se
calculeze lungimea arcului curbei u = 1 cuprins intre curbele v = 1 si
v =2.

Fie suprafata (S) : © = uwcosv, y = usinv, z = v. Sa se calculeze
perimetrul triunghiului curbiliniu determinat de curbele (C) : v = 1,

1 1
(Cy) :u= 5112, (C3) :u = —5112, situate pe suprafata (.9).

Sa se afle unghiul dintre curbele u — v = 1 si uw + v = 3 situate pe
suprafata de ecuatii z = vcosu, y = vsinu, z = v%
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31. Fie suprafata (S) : 7 (u,v) = (u 4 cosv,u — sinv, v/2u). Si se deter-
mine unghiul format de curbele de coordonate care trec prin punctul

s
corespunzator lui u =1 si v = 5
x = (a+bcosu)cosv
32. Sa se calculeze aria torului ¢ y = (a+bcosu)sinv , u,v € [0, 27].
z = bsinu

33. Sa se determine a doua forma fundamentala a suprafetei

7(u, v) = (ucos v, usinv, u? + 1)2) )

34. Sa se calculeze curburile principale pentru:

a) cilindrul 7 (u,v) = (rcosu,r sinu, v)

b) suprafata (S): z = xy in punctul M(1,1,1)

35. Fie suprafata (S) : 7 (u,v) = (u + v, u® + 02, u® +v?). S& se calculeze
curbura totala gi curbura medie in punctul corespunzator lui u = 1,

v=2.
Solutii:
1. Din ecuatiile parametrice ale astroidei: x(t) = acos®t, y(t) = asin®t,
rezulta: 2'(t) = —3acos?tsint, y'(t) = 3asin®t cost.
, X —z(t) Y -—yt) X —acos®t Y —asin’t
Ecuatia tangentei: = = - .
2 (t) y'(t) —cost sin ¢

Se obtine ecuatia: X sint + Y cost — %sin 2t = 0.
Ecuatia normalei: 2’ (¢) (X —x (t)) + ¢/ (t) (Y —y (t)) = 0, adica:

—cost(X—acos3t)+sint(Y—asin3t) = 0
—Xcost+ Ysint +a (cos4t — sin? t) =0
—Xcost+ Ysint+a (COS2t — sin? t) = 0

—Xcost+Ysint+acos2t = 0

2. Intersectia curbei cu axa Oy este punctul M (0,3). Ecuatia tangentei
la curba in punctul M este:

Y—f(x)=f(2)(X—2)4X -Y +3=0

iar ecuatia normalei este:

Y—f(x)z%(X—x)@X—HlY—lZ:O.
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3a\®  (3a\? 3a\®>  27a®  27a® 9a?
o v () (5] - () 22
deci A apartine curbei date.

Ecuatia tangentei la curba definita prin ecuatia implicita este:

EFy(z,y) (X —2)+ F, (z,y) (Y —y) =0

3 3
llIldeF(ny> =x3+y3—3axy, xr = 7a7 Yy = ?CL
3a 3a 9
F/ — 2 F/ ( ) _ 2 2 .
x(x7y) 3T 3ay:> - —2 ,—2 4@ si
3a 3a 9
9.2 9,
Fy(x,y) = 3y* — 3ax = F, (7, 7) — S

Rezulta ecuatia:
9
Za?(X+Y—3a) =0,< X +Y =3a

Ecuatia normalei:

X — Y — X — 2 Y- 2
- - - Y o 93a/ = 93a/ SX-Y =0
Fx(xvy) Fy(x7y) —(12 —(12

4 4

4. Folosim formula [(C) = / ds.
©)

V2
() - /0 Ve (6 + 7 (1) dt

— /ﬁ v (24at2)? + (3a (4t — 4¢3))? dt

vz V2
= / 1440282 (2 4+ 1)% dt = / 12at (t* + 1) dt = 24a.
0 0

3 9 9 4
5. y'(x) = 5\/5 =1+y?%(x)=1+ Zx = x: . Lungimea curbei este:

I(C) = /12 S+ y2(z) dz = /12 —V%;” d = 2%(22\@— 13V13).

6. Calculam derivatele:

2'(t) = —2ae " cost, Y (t) = —2ae "' sint,



6.4. PROBLEME REZOLVATE 129

2"(t) = 2ae " (cost + sint), y"(t) = 2ae ' (sint — cost),

de unde obtinem:

o' (t)y" () —2" (t)y (t) = 4a*e " (— cos t sin t4-cos® t+sin ¢ cos t+sin® t) =4a’e >,

( z?(t) + y’Q(t)>3 = (2ae™")? = 8a’e ™",
Y Y0 - 0y @) _
<\/x’2 ) + ¢~ (t)) 2a

7. Putem scrie ecuatia parabolei in forma explicita: x = g—
P

Rezulta: K =

In acest caz, aplicam formula de calcul:

" (y) y?

K = unde z = f (y) = =—. Rezulta:
3
(VI+ () 2p
1
5 1 1
K = L =—-, R=—= >0
3 5 ’K’zﬂp )
) b
t2
Altfel, putem folosi ecuatiile parametrice: vz Q_p )
y =

8. Coordonatele punctului M situat pe cicloida sunt © = a (t — sint),
y =a (1 — cost). Ecuatia normalei la curba in punctul M este:

(1 —cost) (X —a(t—sint)) +sint (Y —a(l —cost)) = 0.

Intersectia normalei cu axa Ox este punctul N (at,0). Distanta M N este:

\/(a (t —sint) —at)® + a2 (1 — cost)’ = av/2 — 2cost = 2asin(t/2),

adica, jumatate din raza de curbura corespunzatoare punctului M.

9. a) Din sistemul { xSlnp+yCOSp—azlnpcosp2 - 07 .
rcosp —ysinp —acosp+asin®p = 0
obtine
{ r=acos’p

2 2 2 L
Y = asin3p & 13 4+ y3 = a3 (astroida).

b) infégurétoarea familiei de drepte date se obtine din:

{(1—p2)x+2py—a =0
—2pzr + 2y = 0
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2 . Y . . . o
Inlocuind p = = in prima ecuatie, rezulta:
x

2
(1—y—2>x+2gy—a =0
x x

2=y + 2 —ax = 0
2?2ty —ax = 0,

.o a .
adica, un cerc cu centrul (5, 0) si raza
10. a) (7)) = a(m —sinw) = am, y(7) = a(l — cosm) = 2a.
Cercul osculator are centrul My(p, q),

sl raza r =

Il
8
~
—~
~
~
<
<
—~
~
~—
|
<
—~
~
~—
<
~
—~
~
-

' (t) =a—acost = '(r) = 2a, y'(t) = asint = y'(7) = 0,
2"(t) = asint = 2" (7) =0, ¥ (t) = acost = y"(7) = —a.
Rezulta ca

o(m) +y*(m) = da” si &' (m)y" (7) — 2"(m)y'(7) = —2a”.
Se obtin coordonatele:

2

p=ar, ¢=2a+2a- = 2a — 4a = —2a = My(am, —2a)

2a?

40’V 4a?

W = 4a. Astfel, ecuatia cercului osculator este:
—2a

siraza r =

(x —am)® + (y + 2a)* = 16a°.

b) Ecuatiile parametrice ale evolutei sunt:

MOUONS (6.4.1)
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men:

2”?(t) + y*(t) = (a — acost)® + a®sin’ t = 2a*(1 — cost),

y'(t a—acost asint
(t asint  acost

)+
'(t)
"(t) y
Inlocuind in -

r =a(t —sint) —asint -

= a*(cost — 1).

/I

) =

)
)
obti

2a*(1 — cost)

= a(t int) si

a?(cost — 1) all +sint) si
2a*(1 — cost

y:a(l—cost)—l—(a—acost)-%:a(cost—l).

Ecuatiile evolutei sunt:

{ v =a(t +sint) (tot cicloida).

y = a(cost — 1)

11. Fie g(z) = fi(z) — fo(x) = 22* — 8% 4+ 122* — 8z + 2. Aflam ordinul
de multiplicitate al radacinii 2o = 1 a ecuatiei g(x) = 0. Are loc g(1) = 0.

g (z) = 82% — 242% + 242 — 8 = ¢/(1) =0,

¢"(x) = 242® — 48z + 24 = ¢"(1) = 0,
g"(r) =48z —48 = ¢"(1) =0, ¢"V(z) =48 = ¢'V(1) # 0,

deci M(1,1) este punct de contact de ordinul 3 pentru curbele (C4) si (Cs).
12. Curba (C}) se definegte parametric prin ecuatiile z = ¢, y = cost. Se
aratd ca ty = 0 este radacind multipld de ordinul 4 pentru f(t) = t*+cos®t—1.
Rezulta ca in punctul M (0, 1) curbele au un contact de ordinul 3.
13. 2/ = —3cos’tsint, y = 3sin’ cost, 2’ = —2sin(2t)
Aplicam formula de calcul pentru lungimea unui arc de curba definit prin
ecuatii parametrice.

2
1(C) :/ \/90054tsin2t+951n4tcoszt+4sin2(2t)dt
0

2
:/ \/981n2t0082t+1681n2t0082tdt
0
2T
= / 5lsintcost|dt = 10.
0

14. Elementul de arc al curbei este ds = |77(t)] dt.

Tt) = (e, —e T V2) = [T(t) = Vet e+ 2= +e .
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Rezultd ca ds = (e + e7") dt iar lungimea arcului este:
I(C) = 1('f+ Ydt =]} — et me— L
=/, el +e =el|,—e'|,=¢ o

15. Pentru t = g se obtine punctul M (a (g — 1) ,a, 2a\/§>.

t
2 (t) =a(l —cost),y (t) =asint, 2’ (t) = 2acos§:> 7 (g) = (a,a,a\/ﬁ)

Ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la curba in punctul M sunt:
X — 2—-1 Y — Z —2av/2
a(m/2=1) ¢ o2 X+Y+\/§Z—%—4a:0.

1 -1 B
1142
"2 9 )7

T
‘7)’ (—) ‘ = 2a = versorul tangentei la curba in M este : <2

2
16. Derivatele partiale ale functiilor

F(l’,y,Z):I2+y2—4§iG($,y,Z) :$2+Z2—4
sunt : F =2z, F) =2y, F/ = 0,G,, = 22,G, = 0,G/, = 2z.

In punctul M(+/3,1,1) situat pe curba, avem:

DIF,G) |2 0| , DIFG) |0 2v3|
D(y’ z) o ' 2 ‘ - 4’ D(Z,.’E) N ‘ 2 2\/§ B _4\/5’
. D(F,G) 23 2
respectiv m = 2\/§ 0 ‘ - _4\/3

Ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal:
X-Vv3 Y-1 z-1
TR
X—V3-V3Y —1)—=V3(Z-1)=0& X —V3Y —V3Z +/3=0.

17. Vectorul director al tangentei la curba (C') intr-un punct al curbei

este:
T(t) = (3—3t%,6t,3+3t%) =3 (1 -1 2t,1+1%).

Tangenta este paralela cu planul (P) daca vectorii TS = (3,1,1) sunt

ortogonali.
31—+ 2+ 14+t =0= -2 +2t+4=0=t; = —1,t, = 2.
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Se obtin punctele M;(—2,3,—4) si My(—2,12,14). Tangentele la curba in
aceste puncte au ecuatiile:
r+2 y—3 =244 o r+2 y—12 z—-14
= = , respectiv = = .
0 —2 2 -3 4 5)
18. 7'(t) = (3t2 +1,—1,3t2), 7"(t) = (6t,0,6t). Planul osculator al
curbei intr-un punct arbitrar are vectorul normal (A, B, C') unde:

3P+1 —1
6t 0

—1 3t?

A:‘ 0 6t

2 2
:_Gt’B:‘ 3> 3t +1 ‘

6t 6t | O C:‘

ot

Rezulta ca (A, B,C) = —6t(1,1,—1), deci ecuatia planului osculator este:
vt —t—14+y—1+t—2+t?+2=02+y—2=0.

Deoarece ecuatia planului osculator nu depinde de ¢, curba este plana, fiind
situata in planul x +y — 2z = 0.

19. Punctul M (1,1, 1) corespunde lui ¢t = 1.
Ecuatia planului osculator intr-un punct al curbei este:

X—-t Y-t Z2-¢
1 2t 32 | =0,
0 2 6t

iar in punctul M:

X-1Y-1 Z-1
1 2 3 =03 X -3Y+Z2-1=0.
0 2 6

Ecuatiile binormalei in M sunt:

X
20. Calculdm vectorii: 7 (t), 7"

3 -3 1
T(E), 7)< T (t)
— - =
T'(t) = —sinti +costj + k
— >
T"(t) = —costi —sint
FA A
— — —
') x 7" () = | —sint cost 1 |= isint— j cost+ k
—cost —sint 0

Ecuatia planului rectificant este:

X —cost Y —sint z-—t
—sint cost 1 =0« Xcost+Ysint—1=0
sint —cost 1
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iar ecuatiile normalei principale sunt:

X—cost_Y—sint_Z—t

cost sint 0

21. Punctul M corespunde valorii ¢ = 1. Vectorul director al tangentei la
curba in punctul M este 7/(1) = (2,2,1) deci ecuatiile tangentei si ecuatia
planului normal la curba in punctul M sunt:

O =75 =

)

=l

(P):2(x—2)4+2(y—1)+2=0<22+2y+2—-6=0.

1
Din 7" (t) = (0, 2, _t_z) rezultd 7”(1) = (0,2, —1) de unde se obtine vec-

torul director al binormalei in M:

_>
7Ox
2 1 |=(-4,24).
2

Ecuatiile binormalei si ecuatia planului osculator in punctul M sunt:

r—2 y-—1

z
B): -

(P):2(z—2)—(y—1)—2z=02r—y—22—-3=0.

Normala principala este intersectia dintre planul normal si planul osculator,
deci are ecuatiile:

S 2r+2y+2—-6 = 0
(N)'{Qx—y—Zz—S = 0

Planul rectificant este determinat de punctul M si vectorii directori ai tan-
gentei si binormalei la curba in acest punct, deci are ecuatia:

r—2 y—1 z
(P) : 2 2 l|=0&2—-2y+22=0.
-2 1 2

22. Versorii se determina folosind formulele:

—): ?’(t) —): ?/(t)X7”(t) ﬁ):%X?
@) 7(t) x 7(t)] -
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7 + (e' + tet) ?

%
7' (t) = (sint+tcost) i + (cost — tsint)
— —
T"(t) = (2cost —tsint) i + (—2sint —tcost) j + (2¢" +te') k.

~~

<J

Punctul M(0,0,0) corespunde lui ¢ = 0. In acest punct avem:

ik
7'(0) = j+k, 7" (0) = 2i+2k, 7' (0)x 7" (0)=|0 1 1 |=2i+2j—2k
2 0 2
Rezulta:
- =
7 J + k
V2
= 27 427 2% T4+ -F
b = —
V22 22+ (-2 V3
- = =
7 J k
11 1 - = 7
- -  — _— 21 —j+k
V2 V2

23. Folosim formulele trigonometrice:

cosdt — &8 (3t)j 3 cost7 sindt = 3sint —481n (3t)'

— - —
Atunci, 7 (t) = cos’t ¢ +sin®t j +cos (2t) k se poate scrie astfel:

1 3 3 1
Kl (t) = (Z cos(3t) + 1 cost, 1 sint — 1 sin(3t), Cos(2t)> :

Pentru calculul curburii si torsiunii, se efectueaza urmatoarele calcule:

I
7.

1 1

7)) = 2 (—3sin (3t) — 3sint) T 2 (3cost — 3cos (3t)) 7 — 2sin (2t) %
1 1

() = 1 (—9cos (3t) — 3cost) T+ 2 (—3sint + 9sin (3t)) 7 — 4 cos (2t)
1 1

() = 2 (27 sin (3t) + 3sint) g 1 (—3cost + 27 cos (3t)) 7 + 8sin (2t)
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In punctul indicat vom avea:

(5 - M7 07 T
7,,<§> 15? 3v3
7 (1) = 27

(T s m (T . \/_
TG G E) =) B R e |25

Curbura este:

iar torsiunea:
7 G) ™ G) 7" G) wE

ORI

24. a) Punctul corespunzator lui u = 2 gi v = 1 este M (3,1, 2).

= lLy,=1lz2,=v

/
xu

/

v

= ly,=-1,2,=u
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Pentru u = 2, v = 1 obtinem ecuatia planului tangent in M:
X-3Y-1 7-2
1 1 1 =0&3X-Y -2Z7—-4=0.
1 —1 2
Ecuatiile normalei la suprafata in punctul M sunt:
X-3 Y-1 Z-2
3 -1 =2
b) Vectorul director al normalei la suprafata definita explicit este (p,q,—1),
unde p = fi(z,y) = —sinz, ¢ = f,(z,y) = cosy. In punctul M se obtine
vectorul (—1,—1,—1). Ecuatiile normalei la suprafata in punctul M sunt:

s
Tog=y-T=2z
iar ecuatia planului tangent este:
m 3T
x—§+y—7r+z:0<:>x+y+z—7:0.

Problema se poate rezolva considerand o parametrizare a suprafetei date, de
exemplu * = u, y = v, z = cosu + sinv. Ecuatiile normalei si a planului

tangent la suprafata se scriu in punctul care corespunde lui v = g siv=m.
c) Suprafata este definita prin ecuatia implicita F'(z,y,z) = 0, unde
F(z,y,2) = 2%yz + 2xy® — y*2? — 423 — 2. Calculam derivatele partiale
ale functiei F' in punctul M (1,2, —1).
Fl(x,y,2) = 3a%yz + 2y* = F;(1,2,-1) = 2,
/ _ 3 2.2 ! .
Fi(x,y,2) = 2"z + 4oy — 3y2° = F(1,2,-1) = -5,
Fl(z,y,2) = 2%y — 2y°2 — 122* = F/(1,2,—1) = 6.
Ecuatiile normalei si ecuatia planului tangent sunt:

r—1 y—2 2+1

, 20— 0y +62+14=0.

2 =5 6
: 3 . 4 . .
25. Avem sinv = 5 sinu = £ deci coordonatele lui M sunt:

3) 4

= (7T+5--)-==28
o < T25) 5
3\ 3

= (7T+5- —) —=6
o ( 5) 5

5

M =
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Derivatele partiale pentru x(u,v), y(u,v), z(u,v) In M sunt:

/ . 16 , , 12,
T, = —5smucosv‘M =5 V= —5smus1nv‘M =T dcosul, =3
x, = —(7T+5cosu)sinv|, = —6,y, = (74 5cosu)cosv|,, =8,z, =0.

Deci ecuatia planului tangent la suprafata in punctul M este:

X-8Y—-6 Z—-4

_§ _1_52 3 | =0 24X + 18Y + 407 — 460 = 0.
6 8 0

26. O suprafata este un plan daca normala intr-un punct arbitrar are directie
fixa (vectorul director nu depinde de u si v).

r,=2u,y, =v, 2, =2u+wv), 2, =20,y =u, 2, =2(u+0v)

Vectorul director al normalei la (S5) are coordonatele (A, B, C') unde:

oy A v 2utw) | _
A= ‘ v,z ‘ T lu 2u+v) = 2(u+tv)(v —u),
A | | 2ut) 2u |
b= Zy Ty '_‘ 2(u+v) 2v = 4(u+v)(v—u),
oy | | 2u v |
=2 ' =19y o |~ 2(u+v)(u —v).

Rezulta ca un vector director al normalei are coordonatele
2(“ + U)(” - U) (]—) 27 _1) )

deci directia normalei este dati de vectorul o = (1,2, —1).
27. Coeficientii £, F, G din prima forma fundamentala a suprafetei sunt:

E = (@) + @)+ ()" = R*sin®u+ R*cos*u+ 0 = R?,

u

F = 22 +yy, +22 =—Rsinu-0+ Rcosu-0+0-1=0,
G = (@) + @) + ()" =0+0+1=1

v

Prima forma fundamentala a cilindrului este: ds? = R2du? + dv?.

28. (C):u=1=du=0=ds=+VGdv? =+/Gdv

G=(7) =usin®v+ulcos?v+1=u>+1
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Rezulta ca pentru u = 1 elementul de arc este ds = V2dv. Lungimea arcului
curbei (C) cuprins intre v = 1, v = 2 este:

1(C) :/(C)ds:/12\/§dv:\/§.

29. (C1) N (Ca) = {A}, (C2) N (Cs) = {BY, (C1) N (Cs) = {C}, de unde

}
rezultd: A(u=3,0=1), Blu=0,0=0), C(u=—3,v=1). Perimetrul

triunghiului este suma lungimilor arcelor AB, BC' si A
E = cos?v +sin?v 4+ 0 =1
F = —ucosvsinv+usinvcosv+0=0 = ds*=du®+ (uv* + 1)dv?
G = wsinv4ulcos?v+1=u?+1

1

Pentru(C’l):vzlﬁdv:O:ds:du:l(AAC’):/2 du = 1.

1
2

1 1
Pentru (Cy) : u = 51)2 = du =vdv = ds® = v*dv® + (ZU4 + 1> dv?, adica

1 ~ 71 7
ds = <§712 + 1) dv, de unde rezulta ca [(AB) = / (502 + 1) dv = 6
0

1 > ! 7
Pentru (Cs5) : u = —5”02 = du=—vdv=[(BC) = / (5"02 + 1) dv = 5
0
¢ o . > > 10
Rezulta ca: Pypc = (AB) +1(BC) + I(AC) = 3
30. Coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei sunt:

E = 27 (u,v) + 9% (u,v) + 22 (u,v) = (—vsinu)® + (vcosu)® = v,
Fo=al, (u,0) 2, (u,0) + 4, (u,0) g, (u,0) + 2, (0,0) 2, (0, 0) =

= (—wvsinu)cosu+ (vcosu)sinu + 0 = 0,
G = 27 (u,v) + 9% (u,v) + 22 (u,v)=(cosu)’ + (sinu)® + (2v)° =1 + 4°.

v

Punctul de intersectie a celor doua curbe corespunde lui v = 2 i v = 1
pentru care se obtin valorile:

E=1F=0,G=5.

Din ecuatiile curbelor avem: u =v+1 = du =dv, u =3 —v = du = —dv.
Inlocuind valorile calculate in formula:
Eduéu + F (dudv + dudv) + Gdvév
VEdu? + 2Fdudv + Gdv2V/Edu? + 2Fsuév + Gov?’

COsS ¥ =
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—1+5 2
vom obtine: cosa = + ==

VI+5/1+5 3

31. Unghiul format de curbele de coordonate care trec printr-un punct

F
al suprafetei se determina folosind formula: cosa = —.

VEG

7 (u,0) = (1,1,v/2), 7 (u,v) = (—sinwv, — cosv,0), de unde rezulti

() -018 7, (1) - 1o

=

Rezulta:

1 2
E:?lel,FZ?L'?;:—LG:?;2:1:>COSO!:—§:>04:§.

32. Aria unei suprafete se calculeaza prin formula:
A= //dcr: // VEG — F?2 dudv.
s D

Folosind formulele:

E=a? 4+ y?+ 22 F=2a vy +2.2,G=a?+y?+ 22

se obtin coeficientii:
E = (—=bsinucosv)’ + (=bsinusinv)® + (bcosu)” = b2,
F = (=bsinucosv) (— (a + beosu) sinv)+(—bsinusinv) ((a + bcosu) cosv) = 0,

G = (= (a+bcosu)sinw)® + ((a + beosu) cosv)® = (a + beosu)”.

Aria torului va fi:

2m 2m 2m
/ (/ b(a+ bcosu) du) dv = 27rb/ (a+ bcosu) du = 4r2ab.
0 0 0

33. Se calculeaza derivatele partiale:

7! (u,v) = (cosv,sinw, 2u) , 7' = (—usinv, ucosv, 20), 7" (u,v) = (0,0,2),

?ZU(UW) = (—sinwv,cosv,0), 772 (u,v) = (—ucosv, —usinv, 2),
de unde rezulta
E=1+4u? F =4w, G =u>+4° = EG — F? = > + 4* + 4u*,

(7, 70, T ) = 2u, (70, 77, o) = =20, (7, 70, T ) = 2u(u® + 1).

vy T ouw v2
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Coeficientii L, M, N sunt:
_ 2u Mo 20 _ 2u(ur+1)
V2 + 402 + 4u?t’ Vu2 + 402 + dut’ Vu2 + 402 + du?r’
de unde se obtine a doua forma fundamentala a suprafetei:
2udu? — 4vdudv + 2u(u?® + 1)dv?
Vu? + 4v? + 4ut
34. a) 7/ = (—rsinu, rcosu,0), 7! = (0,0,1) = EG — F2 = r?

&y = Ldu? 4+ 2Mdudv + Ndv? =

L:(?’uﬁ’ ) _ ., M:(?;?;,?Zv) _ 0 N:(?’uﬁ’ ) _0
VEG — F? ’ VEG — F? ’ VEG — F?

(EG — F*)k* = (EN —2FM +GL)k+ LN — M* =0 & r*k* +rk =0

1
Curburile principale sunt: k; = ——, ko = 0.
r

b) Pentru (S) : 7 (u,v) = (u,v,uv), in M(u=1,v = 1), se calculeazi:

7 =(1,0,1), 7' =(0,1,1) = E=2F=1,G=2= FEG - F?>=3
1

7", =(0,0,0), 7" =(0,0,1), 7" = (0,0,0) = L=0,M = —,N =0

Tu2 = \/g,

1
Curburile principale sunt solutiile ecuatiei: 3k% + —k — = = 0.

/33
Rezultd: ky = —?, by = V3

35. Calculam coeficientii celor doua forme fundamentale ale suprafetei
in punctul M(u = 1,v = 2).
7! (u,0) = (1,2u,3u?) = 7' (1,2) =
7 (u,0) = (1,20,30%) = 77 (1,2) = (1,4,12),
7",(1,2) = (0,2,6), 7" (1,2) = (0,0,0), 7"
(77ﬁ7" )=-6. (ﬁﬁ ) 0, (777):6,

u 1;7 uu u7 v’ uv

de unde rezulta

E =14, F =45, G =161 = EG — F? = 229, respectiv

—6 6 36 —882
L=—— M=0N=——=LN-M?>=—" EN-2FM+GL = ——.
V229 V229 229’ V229
Curbura totala gi curbura medie in punctul M sunt:
KﬁLN—M27 36 EN —-2FM +GL 441

EG—F* 2200 7 " 2(BG-F?)  Jog°
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6.5 Probleme propuse

1. Sa se afle ecuatiile tangentei si a normalei la urmatoarele curbe:

)=t +t+1 . y o
a) (C): { (=12 —t 4 1 in punctul corespunzator lui ¢t = 0
) =t-2t B
b) (C): { y(t) = 382 4 1 in punctul M(—1,4)

, t # 0, intr-un punct arbitrar

2. Sa se afle ecuatiile tangentei i a normalei la urmatoarele curbe:
a) (C):y=a%—22?+5 in punctul de abscisd zo = 1
T
b) (C) :ysinx + zcosy = 5 in punctul de intersectie cu axa Ox
3. Sa se calculeze lungimile arcelor de curba urmatoare:

a) v =acos®t,y = asin®t, t € [0,27]

2 Inzx
b) y="——— zell4
Jy="7 5 el
: r=1t"+3 y :
4. Fie curba (C) : Y=t —1 t €]0,1]. Sa se determine elementul de

arc al curbei si sa se calculeze lungimea curbei.

5. Sa se determine curbura si raza de curbura pentru urmatoarele curbe:

) { x(t) = sint

y(t) = tcost pentrut =m

b) y = In(sinz) pentru zy = i

2
¢) @3y —22%y* + . — y* — 1 =0 in punctul M(2,1)

6. Fie curba (C): 7 (t) = (2 + 3)7> + (2t — 1)?, t €[0,1].

a) Determinati tangenta gi normala pentru ¢ = 1.

b) Determinati curbura curbei pentru ¢ = 1.

7. Sa se determine infaguratoarea familiei de curbe:
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a) (r=p*)°—(y—p)?*=0
b) 22 +y* —2pr+p* —4p=0,p >0
c) o —(t—1)y+2=0
y . T L T
8. Sa se determine cercul osculator al elipsei ) + =i 11n A(a,0).

x(t) =acos’t

9. Sa se afle ecuatiile parametrice ale evolutei astroidei { .3, -
¢ y(t) =asin’t

10. Sa se determine punctele de contact ale curbelor

@

xr =cost+tsint

; - 2 _
y = sint — t cost ,te 0,281 (Cq) r 2" +y~ = 1.

11. Sa se determine punctele de contact ale curbelor

xr = cost . T = sint
(Ch) : { y = sin®t si (Cy) : { y— %COSt .t €[0,2m].

12. Sa se determine elementul de arc al elicei conice (C) : x = atcost,
y =atsint, z = bt.
13. Sa se calculeze:

a) lungimea curbei (C) : 7 (t) = (¢’ cost, e’ sint, e'),t € [0, 7]

b) lungimea arcului curbei (C) : ?(t) = (2t,t%,Int), t > 0, cuprins
intre punctele M;(2,1,0) si Ms(4,4,1n2)

14. Sa se afle ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la curbele:

a) (C):x=t+1Int,y=1%2=1—1t1n punctul M(1,1,0)

1
b) (C):y = 2% 2= — in punctul M(1,1,1)
x
4y = 10 .
c) (O): { P42 = 25 in punctul M (1, -3, —4)
2+ = r? .
d) (O): { 2P = rm Intr-un punct arbitrar

15. Sa se afle ecuatia planului normal si ecuatiile tangentei la curba
(C): x =asin’t,y = asintcost,z = acost

intr-un punct arbitrar.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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1,1
S4 se afle ecuatiile tangentelor la curba (C) : 77 = <§t4, §t3, t2>, care

sunt paralele cu planul (P):3x —2y — 2z —1=0.
Sa se afle ecuatia planului osculator pentru curbele:

a) (C):7(t) = (acost,bsint, e’) in punctul corespunzitor lui t = 0
b) (C):a=1+3t+2t%y=2—2t+5t% 2 =1 -t intr-un punct

arbitrar

Sa se determine ecuatiile tangentei, normalei principale si binormalei
¢t t3 t*
la curba (C) iz =—,y=—,2 = 5 intr-un punct oarecare al curbei.

4 3

1
a) Fie curba (C) : 7(t) = (E,t, 2% — 1), t # 0. Sa se determine
punctele de pe curba in care binormala este perpendiculara pe dreapta

de ecuatii (D) : { égtyz i 8 :

1
b) Fie curba de ecuatii (C) : x = Y= Int, z =t t > 0. Sase

determine punctele curbei in care normala principala este paralela cu
planul (P) : bz + 2y — 5z = 0.

Sa se determine versorii reperului lui Frenet pentru curbele:

a) (C):le—cost,y:sint,z:t,t:g
b) (C):y=a%z2=2x, 29=2

s - =
¢) (C): 7 (t) =acost i +asintj +btk, intr-un punct oarecare.

Sa se afle ecuatiile axelor si planelor triedrului lui Frenet pentru curbele:
— - 2 .=
a) (C):7{t)=ti +(1—13) +§t3k, pentru ¢t = 1
o — —
b) (C): 7(t) =cost i +sintj +cos2tk, pentrut = g
c) (C):y* ==z, 2> =2 1in punctul M(1,1,1)

Sa se se calculeze curbura si torsiunea curbelor urmatoare, intr-un
punct arbitrar:

a) T(t) = (2t,12,Int), t >0
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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x = tcos(Int)
b) y =tsin(Int) , ¢t >0
z=t

144 1 1
o . . = .
Sa se calculeze torsiunea curbei (C) : 7 (t) = (1 ekt e t> si
sa se arate ca este o curba plana.
Sa se determine planul tangent si normala la suprafetele:
a) (9):x=2u—v,y=1u*+v? 2z =u>—v3 in punctul corespunzator
luiu=2,0v=1
— — —
b) (S): 7 (u,v) = ue’ i +ue " j +4uv k in punctul corespunzitor
luiu=2v=0
c) (S):z=uy=1u*—2uv,z =u®— 3u’v, in punctul M(1,3,4)
d) 7 (u,v) = ((a + bcosv) cos u, (a + beos v) sinu, bsin v), in punctul
T ™

corespunzator lui u = T v = 5

e) (S):z=2%+y> in punctul My(1,2,9)
f) (S):zyz=11n M(1,1,1)

uv

Sa se arate ca suprafata (S) : z = (u —v)*,u = u? — 3% 2 = > - v2

este un plan.
Sa se determine prima forma fundamentala pentru suprafetele:
a) (S):z=w+v,y=u+v* z=u+v
b) (S):z=2*+19°
c) (S):x+y?—22=0
— e Ay QY
Fie suprafata (S) : 7 (u,v) = ucosv i +usinv j +v k. Si se calculeze

lungimea curbei (C) : { Z L ;t ,t€0,1].

Fie (S) :x =wucosv, y = usinv, z = u + v. Sa se calculeze perimetrul
triunghiului curbiliniu determinat de curbele u =1, v = -1, u—v =1,
situate pe suprafata (.59).

Sa se determine unghiul dintre curbele:
a) u= —1 gl v = —2 trasate pe suprafata

S):z=v+v,y=u’—v,2z=uv
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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b) u+v=0si u— v =0 trasate pe suprafata
— - —
(S) : 7 (u,v) =ucosv i +usinvj +2vk

Fie suprafata (S) : 2 = v> +3u, y = v, 2 = uv + u. S& se deter-
mine unghiul format de curbele de coordonate care trec prin punctul
corespunzator lui u = —1, v = 0.

Sa se arate ca doua curbe de coordonate situate pe suprafata sferei sunt
ortogonale.

Sa se calculeze aria suprafetei 7(u,v) = (ucosv,usinv,av) limitata
de curbele de coordonate u =0, u =a,v =0, v=1.

Sa se determine a doua forma fundamentala pentru suprafetele:

2

a) r=u? y=0vz=u+v

b) x = ucosv, y = usinv, z = u?

S& se determine curburile principale pentru suprafata r = u? + v?,
y = u? —v?, 2 = uv 1n punctul corespunzator lui v =1, v = 1.

Sa se determine curbura totala si curbura medie pentru suprafetele:

a) S): 7 (u,v) = (acosucosv,bcos usin v, ¢sin )

b) (S):x =wcosv, y =wusinv, 2 = u + v In punctul corespunzator
lnivu=2v=1

¢) (9):2z=212%—y*in punctul M(2,1,3)

Fie suprafata (S) : * = ucosv, y = usinv, z = av. Sa se determine
curburile principale, curbura totala si curbura medie.

Se considera paraboloidul eliptic z = 2% + 3.

a) Sa se determine curbura totala gi curbura medie.

b) Sa se arate ca toate punctele suprafetei sunt de tip eliptic.

Sa se arate cd toate punctele suprafetei (S) : z +y — 2 = 0 sunt
parabolice.

Sa se arate ca suprafata definita prin ecuatiile:
r = 3u+ 3w? — u?, y:3v+3uzv—v3, z = 3u? — 3v?

este minimala.
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