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Prefata

Aceasta carte se adreseaza studentilor de la Facultatile de inginerie care studiaza
algebra liniara, geometria analitica si diferentiala in primul an de facultate.

Cartea este structurata in mai multe capitole, fiecare dintre ele incepand cu o
prezentare succinta a notiunilor teoretice: definitii, proprietati, teoreme etc., fara a
avea pretentia ca s-a intrat in detaliu in prezentarea lor sau ca au fost demonstrate
riguros, multe dintre teoreme fiind doar enuntate. Dupa partea teoretica urmeaza
o sectiune in care sunt prezentate probleme rezolvate in detaliu si apoi o serie de
probleme propuse spre rezolvare.

Scopul cartii este ca cititorii sa poata parcurge cat mai confortabil notiunile
matematice prezentate, de multe ori percepute ca dificile, atat prin prezentarea
lor succinta, cat si prin evidentierea lor prin figuri ilustrative gi prin exemplele
si problemele rezolvate, iar apoi sa fi dobandit deprinderile si tehnicile de lucru
pentru rezolvarea altor exercitii gi probleme, dar si pentru aplicarea lor in cadrul
disciplinelor de studiu specifice ingineriei.

Nu in ultimul rand, autorul multumeste cu recunostinta sprijinul Prof. Daniela
Inoan si Prof. Adela Capata care au citit cu atentie manuscrisul sugerand imbunatatiri

valoroase.
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Matrice. Determinanti. Sisteme de ecuatii

liniare

1.1 Determinanti

Pentru fiecare matrice patratica A = [a;;];,_1; € Mp(R) se poate atribui scalarul
j=Ln
det(A) numit si determinantul lui A. In forméa extinsa scriem:

ail Qa2

21 Qa22
det(A) =

an1  Ap2

Definitie 1.1. Fie A € M, (R). Determinantul matricii A este scalarul definit de

ecuatia
det(A Z sgn ( a10(1 A25(2) *
oeSy
Pentru A = (a;;);_75 € M2(R), avem
j=1.2
aix  G12
det(A) = = A11022 — Q12091

a21 A2

A1n

Q2n,

ann
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det(A) = | ay; agy g3 | =011022033 + A13021G32 + Q12023031 —
a3y as2 ass
— (13022031 — A11023032 — A12021033-
Fie A € M,(R) si fie k£ un numar natural, 1 < & < n. Consideram liniile
11 - . . ig §i coloanele j; ... i ale matricii A. Eliminand celelalte linii si coloane obtinem

submatricea matricii A de ordin k, al carei determinant este numit minorul lui A

si este notat cu M7'"7*. Eliminand liniile i, ... si coloanele ji ... ji ale matricii A

obtinem minorul complementar M;'"7* notat cu C M 7*.

Una dintre metodele de calcul a determinatilor se numeste dezvoltarea dupa

elementele unei linii sau coloane gi este o consecinta a teoremei lui Laplace.
Teorema 1.2. Fie A e M,(R). Atunci

(i) det(A) =Y., ai(—1)T*CMF, - dezvoltarea dupd linia i;

(i) det(A) = S3_, a;(—1)FCM], - dezvoltarea dupd coloana j.

Definitie 1.3. O matrice patratica A € M, (R) se numeste singulard daca deter-
minantul ei este 0, adica, det(A) = 0. Daca det(A) # 0 matricea A se numeste

nesingulara.

Proprietati ale determinantilor.
Fie A, B € M,(R) si fie a € R. Atunci:
(1) det(AT) = det(A).

(2) O permutare de linii, (respectiv coloane) a lui A inmulteste determinantul cu

semnul permutarii.
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(3) Un determinant cu doua linii (sau doua coloane egale) este zero.

(4) Determinantul matricii A nu se schimba daca inmultim o linie (sau coloana)

cu un numar gi o adunam la alta linie (sau coloana).

(5) det(A™!) = detl(A)'
(6) det(AB) = det(A) det(B).
(7) det(aA) = a™det(A).

Matricea A = (a;;) e M, (R) data de a;; = 0 cand i > j, respectiv a;; = 0

i,7=1,m
cand ¢ < j
a1 a2 ... Qip a1 0 Ce 0
0 agy ... QA2p X agy Qo2 ... 0
A= , respectiv A =
0 0 ... aum apl Gpa ... GQpn

este numita matrice superior triunghiulara, respectiv matrice inferior tri-
unghiulara.
Daca toate elementele in afara diagonalei principale sunt zero, A este numita

matrice diagonala.

a1 0 0
A 0 9292 0
0 0 Ann

Observatie 1.4. Daca A este o matrice triunghiulara sau diagonala, atunci deter-

minantul este egal cu produsul elementelor de pe diagonala principala, adica

det(A) =a11-a922 ... " App = HCLH

n
=1
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1.2 Rangul unei matrice

Rang. Transformari elementare
Numarul natural 7 este numit rangul matricii A € M, ,,(R) daca:

1. exista o submatrice M € M, (R) a lui A care este nesingulara (adica, det(M) #

0).
2. pentru orice submatrice N € M,(R) cu p > r a lui A avem det(N) = 0.
Notam rang (A) = 7.
Definitie 1.5. Urmatoarele operatii se numesc transformart elementare asupra
liniilor matricii A € M, ,(R):
1. Interschimbarea a doua lin.

2. Inmultirea elementelor liniei cu un numar diferit de zero.

3. Adunarea elementelor unei linit la alta linie.

Similar se pot defini transformari elementare asupra coloanelor.
Pentru calculul rangului vom utiliza transformari elementare. Si anume, vom
transforma matricea datda A € M,, ,,(R) folosind o succesiune de transformari ele-

mentare intr-o matrice B, numita forma egalon a matricii A, astfel:

e clementele diagonalei matricii B sunt fie 0 sau 1, orice 1 este in fata zerourilor

pe diagonala.
e toate celelalte elemente ale lui B sunt 0.

Rangul este invariant la transformari elementare, deci avem ca rang (A) = rang (B),
dar este evident ca rangul matricii B este egal cu numarul elementelor de 1 de pe
diagonala.

O matrice este in forma egalon linie daca
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(1) Toate liniile nenule sunt deasupra liniilor nule.

(2) Primul element diferit de zero (pivotul) al unei linii nenule este intotdeauna

strict in dreapta primului element diferit de zero al liniei deasupra ei.

Pentru a stabili rangul este suficient sa transformam matricea in forma egalon
linie. In acest caz, rangul va fi egal cu numarul de linii diferite de zero din forma

esalon linie.

Inversa unei matrice

Pentru o matrice A € M,,(R), matricea B € M,,(R) care verifica relatiile:
AB=1, i BA=1I,

(dacd existd) este numitd inversa matricii A si este notatd cu B = A~!. Nu
toate matricele patratice admit o inversa (sunt inversabile). O matrice patratica
inversabila se numeste nesingulara iar o matrice patratica care nu admite inversa se

numeste matrice singulara.

Teorema 1.6. Daca o matrice este transformata in matricea identitate printr-o
succesiune de transformari elementare, atunci aceeasi succesiune de transformari

elementare aplicate matricei identitate va produce inversa matricii inifiale.

1.3 Sisteme de ecuatii liniare

Reamintim ca un sistem liniar cu m ecuatii liniare si n necunoscute poate fi scris ca

(

a1171 + a19%2 + - - @1, T, = by

211 + A22%2 + -+ - A2 Ty, = Do

L Am1T1 + ApaZa + - Qpp Ty = bm
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Aici x1, 9, . . ., T, sunt necunoscute, ai, aia, - . . , Ay, Sunt coeficientii sistemului, iar

bi,bs, ..., b, sunt termenii liberi.

Un sistem de ecuatii liniare poate fi scris ca Az = b, unde A = (a;);_1 €
Jj=ln

My (R), 2 € Myt (R) sibe My (R).

Matricea A este numita matricea coeficientilor, iar matricea [A[b] € M, +1(R),

a;jdaca j #n+1, i=1,m
[A[bli; = -

,n

—_

bidaca j=n+1, j =

este numita matricea extinsa a sistemului.

Putem spune ca xq, zs, ..., x,, este o solutie a sistemului liniar daca x1, xs, ..., T,
verifica fiecare ecuatie a sistemului. Un sistem liniar este compatibil daca admite
solutie (solutii), si este incompatibil daca nu admite solutie.

Conform teoremei lui Rouché-Capelli un sistem liniar de ecuatii este:
e incompatibil daci rang (A) > rang (A), adici sistemul nu admite solutjie.

e compatibil daci rang (A) = rang(A), adica sistemul admite cel putin o

solutie.

— Solutia este unica daca si numai daca rang A = n, unde n este numarul

de necunoscute.

— Sistemul are o infinitate de solutii (compatibil nedeterminat) daca
rang A < n. In acest caz solutia generala a sistemului se scrie in functie

de k parametrii, k = n — rang A.

Un sistem liniar de ecuatii este reprezentat folosind matricea extinsa a sistemului
[A[b].

Aceasta matrice poate fi modificata folosind transformari elementare exculsiv
asupra liniilor pana se ajunge la forma esalon. Deoarece aceste transformari sunt

reversibile, matricea extinsa generata in urma transformarilor elementare efectuate
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pe linii, reprezinta intotdeauna un sistem echivalent cu cel dat, iar din forma esalon
se pot citi cu usurinta solutiile sistemului.

Un sistem omogen este echivalent cu o ecuatie matriciala de forma
Az =0,

unde O € M,,; este matricea avand toate elementele zero. Evident, un sistem
omogen este intotdeauna compatibil, avand cel putin solutia banala (triviala) z; =
Tog=--=x,=0.

Poate fi usor de observat ca un sistem liniar omogen are si alte solutii in afara
de cea banald daca numarul pivotilor (elementele diferite de zero de pe diagonala
principala) din forma egalon este mai mic decat numarul necunoscutelor, in alte

cuvinte, matricea coeficientilor este singulara.

1.4 Probleme rezolvate

1 2 -1 3

2 -1 3 1
Problema 1.1. Calculati determinantul D =

-1 4 -1 0

0 2 1 1

Rezolvare: Aplicam dezvoltarea dupa elementele unei linii/coloane. Pen-
tru a face acest lucru, este mai eficient sa aplicam in prealabil proprietati ale
determinantilor pentru a obtine pe o linie sau coloana cat mai multe elemente de
zero. Prin urmare, alegem aq; ca si pivot si transformam elementele primei coloane

n zero astfel:

1 2 -1 3 1 2 -1 3
P T B e L R
1 4 -1 0 0 6 -2 3
0 2 1 1 0 2 1 1
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-5 5 =5 -1 1 -1 0 1 0
1 (=) 6 —2 3 |=5|6 —2 3 |5y 9 1=

2 1 1 2 1 1 3 1 2
=5-1-(=1)2 = —5(8—-3)=-25

3 2
—2—a —1 1
Problema 1.2. Rezolvati ecuatia 5 S 4 = (.
5 1 2—a

Rezolvare: Bineinteles ca se poate aplica regula triunghiului sau regula lui
Sarrus pentru calculul determinantului dar, este mult mai usor de rezolvat ecuatia

daca aplicam proprietati ale determinantilor pentru a avea rezultatul ca un produs

de factori.
—2—-a -1 1 —2—-a -1 0
Cy+C
5 1—aq 4 |=0&5 5 1—aq 3—al|=0=
5 1 2—a 5 1 3—a
—-2—a -1 0 —-2—a -1 0
(3—a) ) —1—a 1 =07<L2:+)LS(3—CL) 5 —1—-qg 1|=0=
5 1 1 0 24+a O
—2—a 0
(3—a)(2+ a)(—1)**+2 =0<—= -B3-a)2+a)(-2-0a)=0=
5 1
ae{-2,3}.

Problema 1.3. Calculati rangul urmatoarelor matrice folosind metoda eliminarii

Gauss-Jordan.

20 2 0 2 2 1 3 -1
01 010 3 -1 2 0
210 21 1 3 4 -2
01010 4 -3 1 1
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Rezolvare: Vom aplica transformari elementare exculsiv asupra liniilor pana

cele doua conditii sunt indeplinite:
(C.1) Toate liniile nenule sunt deasupra liniilor nule.

(C.2) Primul element diferit de zero (pivotul) al unei linii nenule este intotdeauna

strict in dreapta primului element diferit de zero al liniei deasupra ei.

202 0 2 10 1 0 1
0101 0| Letadn |01 0 1 0 | rprrg rasn,
21021 N 01 -2 2 —1 N
01010 01 0 1 0
(10 1 0 1 ]

01 0 1 0

00 -2 1 -1

00 0 0 0

Rangul matricii A este rang (A) = 3 (numérdm numéarul de linii diferite de zero

in ultima matrice, dupa ce ne asiguram ca avem conditiile C.1 si C.2 indeplinite.

Pentru matricea B aplicam aceeasi metoda.

2 1 3 —1 1 3 4 -2
3 =12 0 | o | 3 =1 2 0 | 0i4Ls-20+ L4014 Ly
13 4 2| |21 3 -1 N
4 -3 1 1 4 -3 1 1
[ 1 3 4 9 (1 3 4 2]
0 10 =10 6 | ~3Leriyspean, | 0 —10 =10 6
0 -5 -5 3 N 00 0 0
0 —15 —15 9 0 0 0 0

Conditjiile C.1 si C.2 sunt indeplinite, deci rang (B) = 2.

Problema 1.4. Determinati inversa matricii A folosind metoda eliminarii Gauss-

Jordan
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1 -1 0 2

0o -1 3 -1
A =

-1 1 0 -1

2 -1 -1 1

Rezolvare: Vom aplica aceleasi transformari elementare asupra matricelor A
si I astfel ca matricea A sa fie transformata in I,. Matricea care rezulta din I, in

urma acestor transformari va fi inversa matricii A, adicd A~!.

1 -1 0 2 | 1000
0 =1 3 =1 | 0100 |1 onem

11 0 -1 ,0010 -

2 -1 -1 1 | 0001
1 1 0 2 1 000

0 -1 3 —1 | 0 100 |

00 0 1 1 010/

0 1 -1 -3 | —2001
[ 1 10 2 1 000

0 -1 3 -1 0 1 00 ylala>La,~ Lo

0 0 0 1 1 010 -

00 2 4| —2101
(1 -1 0 2 1 0 00|

0 1 -3 1 0 -1 0 0 2La+Ls,~La+L2,~2La+L
00 1 -2 | -1 1 o} -

00 0 1 1 0 10
[ 1 -1 0 0| =1 0 —2 0]

001 =30 | =1 =1 =1 0 |

00 1 0| 1 L 2 1|

00 0 1| 1 0 1 0
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1 =100 | -1 0 —-20 1000|1332
3 3
0 1 00 2%5§L2;L1 01 00 2 £ 5 32
1 1 1 1
0 0 10 I 5 2 3 0010 1 5 2 3
0 0 01 1 0 1 0 00 01 1 010
Am obtinut in partea stangi matricea Iy, deci__inversa matricii A este formata,
1433
2 2
92 1 5 3
din elementele obtinute in partea dreapta, A= = ? ?
1523
1 010

Problema 1.5. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii liniare folosind metoda

eliminéu"iir Gauss-Jordan.
T1 + 229 + 43 =4

(Sl) 1 55(71 + X9 + 21‘3 = -7

31 — T+ 13 = —6

N

r—y+z+2t=1
—2rx+2y—3z+3t=2

(S2) 4
rT—y+224+5t=-1
| —r4+y—3z+2t=4
S
[E1—2{L’2+3$3+4I4=O
—T1 +x2 —x3 — 214 =0
(S3) 4

To—2x3 —2x4 =0

L ZE1—3I2+5$3+61’4=0

Rezolvare:
(S1): Scriem sistemul () folosind matricea extinsa gi o vom transforma folosind
transformari elementare asupra liniilor pentru a citi usor rangul matricii sistemului

si rangul matricii extinse.



1.4 Probleme rezolvate

17

1 2 4 4 1 2 4 4
—5L1+L2,—3L1+L3 —5Lo
5 1 2 -7 ~ 0 -9 -—18 —27 ~
3 —1 1 —6 0 -7 —11 —18
1 2 4 4 1 4 4
7Lo+L3 —%Lg,—2L3+L2,—4L3+L1
0 1 2 3 >~ 01 2 s
0 -7 —11 —18 00 3 3
120 0 100 —2
—2Lo+Ly
010 ~ 010 1
001 1 0 01 1
rang (A) = rang (A) = 3, avem 3 necunoscute, deci sistemul are o solutie unica
si o putem citi din ultima forma a matricii, si anume xy = —2, x5 = 1, x3 = 1.
Sy = {(_27 L, 1)}
1 -1 1 2 1
—2 2 -3 3 | 2 Lo Lt LoLit Ly
(S,): 2Li+La,—Li+La Li+L
1 -1 2 5 —1
-1 1 =3 2 4
1 -1 1 2
0 0 -1 7 4 L2+L3,:2L2+L4
0 0 1 3 —2
0 0 -2 4 5
1 -1 1 2 1 1 -1 1 2 1
o 0 -1 7 4 | ryer, o 0 -1 7 4
o0 o 10 | 2 | 00 0 10 | 2
0 0 0 -10 -3 0o 0 0 0 -1

Observam ci rang (A) =3, rang (A) = 4, deci sistemul este incompatibil.

Observatie: Daca rescriem sistemul din ultima forma de matrice, avem
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-

r—y+z+2t=1
—3z+Tt=4
10t = 2

(S2) <

0=-1
\
si este evident ca ultima ecuatie este falsa, deci nu exista x,y, z,t € R astfel incat
ecuatiile sistemului (Ss) sa fie verificate.

(S3): Acest sistem este omogen, deci vom avea cel putin solutia banala z1 = xo =

x3 = x4 = 0. Calculam rangul matricii sistemului pentru a vedea daca sistemul are

si alte solutii.

1 =2 3 4 | o]
-1 1 -1 -2 0 | ni+io—Li+Ls
0 1 -2 -2 | 0 N
1 =3 5 6 |0

(1 2 3 4 | o] (1 234 | 0]
0 -1 2 2 | 0| sy s |0 122 |0
01 -2 —2 | 0 - 00 0010
0 -1 2 2 |0 00 000

rang (A) = rang (A) = 2, dar avem 4 necunoscute. Deci, 2 dintre ele vor deveni
necunoscute secundare (parametrii), de exemplu alegem z3 = «, x4 =  (rangul este

2 deoarece minorul format din coeficientii necunoscutelor z; si x5 din primele doua
3 o —2 : S
ecuatii este diferit de zero, = —1# 0, deci, x; si 5 raman necunoscute).
0 -1
Rescriem sistemul din ultima forma de matrice obtinuta si avem:

T — 229 = —3a — 40
—T9 = =20 — 203 '

(Ss)

Calculam 27 = a si 9 = 2a + 2. Deci, solutia generalad a sistemului (S3) este

Ss = {(a,2a0 + 26, o, )|, € R}.
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1.5 Probleme propuse

Problema 1.6. Calculati determinantii

4 —=x -5 2 l1—=z —1 -1

D, = 5 77—z 3 , Dy = -3 —4-x -3 |,
6 -9 4 —x 4 7 6—2x

1 1 0 1 1 -1 0 2

1 0 0 -1 o -1 3 -1
D3 = 9 D4 =

1 -1 0 -1 -1 1 0 -1

0O 0 -1 1 2 -1 -1 1

Problema 1.7. Calculati rangul urmatoarelor matrice folosind metoda eliminarii

Gauss-Jordan.

- 1 -1 2 3
2 -3 0 4
-2 1 4 -1
A=|1 -1 5 2 |,B= ;
0 -1 8 5
5 =7 5 10
- 2 -2 4 6
2 1 0 -1 1 -1 2 3 4
-1 2 1 -1 2 1 —4 2 0
¢c=11 0 -1 1 |,.D=(-1 2 1 1 3
0 2 0 0 1 5 -8 —5 —12
2 3 0 -1 3 -7 8 9 13

Problema 1.8. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii liniare folosind metoda

eliminériir Gauss-Jordan.

r+2y+42—-3t=0

r4+y—z2—t=0
3r+5y+62—4t =0
(51) 4 ; (S2) —z—y+224t=0 ;
3r+8y+ 24z —-19t =0

r+y+z—t=0

dor +5y — 22+ 3t =0



1.5 Probleme propuse 20

( (

Ty 4+ 2o+ 23— 214 — 375 =0 r+2y—32=0
—21+3T9 — 23 — 224 — 25 =0 r—y+22—1t=0
(S3) < ;o (1) A
—T1+ a9y — 23+ 25 =0 —2r—y+z+t=0
T14+ 29— 14— 25 =0 k—x—8y+13z—2t=0

Problema 1.9. Determinati inversa pentru fiecare din urmatoarele matrice folosind

metoda eliminarii Gauss-Jordan.

- 1 1 0 1
2 2 3 1 2 3
1 0 0 -1
A= 1 -1 0f,B=]1012],C= ;
1 -1 0 -1
-1 2 1 2 21
- 0 0 —1 1
1 -1 0 2
0 -1 3 -1
D:
-1 1 0 -1
2 -1 —-1 1
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Spatii vectoriale

2.1 Definitii si Proprietati

Definitie 2.1. Un spatiu vectorial V peste corpul F (sau F spatiu vectorial) este
multimea V' impreund cu adunarea + (lege de compozitie interna) astfel incat (V,+)
este grup abelian, si inmultirea cu scalari - : F xV — V, (a,v) > a-v = av, care

verifica urmatoarele proprietati:

(1) a(v+w) = av+aw, Vae F,Yo,weV
(2) (a+ Bv=av+pv,Va,BeF,YveV
(3) a(Bv) = (af)v

(4) 1-v=vYveV

Elementele din V sunt numite vectori.

Elementele din F sunt numite scalari.

Daca F = R avem spatiu vectorial peste R sau spatiu vectorial real.

Daca [F = C avem spatiu vectorial peste C sau spatiu vectorial complex.
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In cele ce urmeazi vom considera F = R, deci vom discuta despre spatii vectoriale
reale.
Observatie. Din definitia spatiului vectorial V' peste R se pot deduce usor

urmatoarele reguli de calcul:
e -0y =0y, VaeR
o Op-v =0y
o a-v=0y=a=0gsauv=0y.

Definitie 2.2. Fie V un spatiu vectorial peste R. O submulfime U < V este numita

subspatiu al lui V' peste R daca este stabila in raport cu legile de compozitie, anume:
1. v+uelU,VvuelU
2. aveU,VaeRvelU.

Propozitie 2.3. Fie V un R spatiu vectorial st U < V' o submulfime nevida. U

este un subspatiu vectorial al lui V' peste R daca st numar daca
av+ puel, Ya,BeR, Yu,veU.

Observatie 2.4. O este scalar, deci Yu € U avem ca Og -u = Oy € U. Prin urmare

orice subspatiu vectorial al lui V' contine cel putin un element, si anume Oy .

Propozitie 2.5. Fie V un spativ vectorial si UW < V' doua subspatii vectoriale.
Multimile

UnW={vlvelU sive W }
$t

U+W={u+wlueUwe W}

sunt subspatii vectoriale ale lui V.
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e Subspatiul U n W este denumit intersectia subspatiilor vectoriale.
e Subspatiul U + W este denumit suma subspatiilor vectoriale.

Definitie 2.6. Fie V' un spatiu vectorial si Uy, Uy < V' subspatii vectoriale. Suma
Ui+ Uy este numita suma directa si este notata cu Uy @Us, daca orice u € Uy + U,

poate fi scris unic ca u = uy + Uy unde uy € Uy, us € Us.

Propozitie 2.7. Fie V' un spatiu vectorial st U, W < V' subspatii vectoriale. Suma

U+ W este suma directd daca si numai daca U n W = {0y }.

Definitie 2.8. Suma

QU1 + QU + * *+ + Qp Uy,

se numeste combinatie lintard a vectorilor vy,...,v, € V, unde V este un R
spatiu vectorial, cu scalarii aq,. .., o, € R.
Definitie 2.9. O multime nevida L = {vy,...,v,} < V se numeste o multime

liniar independenta de vectori daca
a1+ ..oy, =0y = a; =0

pentru orice i = 1,n, a; € R.
O multime nevida de vectori care nu este liniar independenta se numeste liniar

dependenta.

Definitie 2.10. Fie V un R spatiu vectorial. O multime nevida S < V' se numeste
sistem de generatori pentru'V daca pentru orice v € V' exista o submulfime finita

{v1,..., 0.} €V gi scalarii aq, ..., a, € R astfel incat v = oqvy + -+ + @V,

Propozitie 2.11. Fie V un spatiu vectorial peste R si U < V nevida, U =

{v1,v9,...0,}. Multimea

{U) = {Z%‘Uii aieR§ivieU,Vi=L_n,neN}
i=1

este un subspatiu vectorial peste R al lui V.
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Multimea (U) este subspatiul generat de U si este notata de asemenea si prin
Uy = spanf{vy, vy, ... vy} = {101 + agvy + -+ + auvn]ag € R, i = 1,n}.

Definitie 2.12. O submulfime B < V este numita baza a lui V' daca este un sistem
de generatori liniar independent. In acest caz orice vector v eV poate fi scris in

mod unic ca o combinatie liniara de vectori din B.

Cateva teoreme importante legate de notiunea de baza sunt enumerate in cele

ce urmeaza.

Teorema 2.13. Daca V este un R spatiu vectorial finit generat si S un sistem de

generatori finit al lui V' atunci:
e Orice spatiu vectorial V' nevid are o baza.
e Din orice sistem de generatori finit S, S # {0}, se poate extrage o bazd.

e Orice multime liniar independenta L < S poate fi completata la o baza a lui

V.
e Orice baza a lui V este finita i are acelagi numar de elemente.

Definitie 2.14. Fie V' # {0} un R spatiu vectorial generat, finit. Numdrul de
elemente al unei baze B din V' se numeste dimensiunea lui V, si este notata cu
dimpV, si nu depinde de alegerea bazes.

dimV = card(B).

Pentru V- = {0} , dimgV = 0.

Corolar 2.15. Fie V un spatiu vectorial peste R de dimensiune finita, dimgV = n.

1. Orice sistem liniar independent de n vectori este o baza. Orice sistem de m

vectori, m > n este liniar dependent.
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2. Orice sistem de generatori din' V' format din n vectori este o baza. Orice sistem

de m wvectori, m < n nu este un sistem de generatori.

Observatie 2.16. Dimensiunea unui spatiu vectorial finit dimensional este egala

cu oricare dintre urmatoarele:

e Numarul vectorilor dintr-o baza.
e Numarul minim de vectori dintr-un sistem de generatori.

e Numarul maxim de vectori dintr-un sistem de vectori liniar independent;.

Teorema 2.17. Daca U si W sunt doua subspatic a unui spatiu vectorial finit di-

mensional V', atunci
dim (U + W) = dimU + dimW — dim (U n W) .

Observatie 2.18. Pentru V = R" spatiul vectorial peste R, un vector x € R™ are
T
T2 - y .
forma x = , sau x = (T1,Ta,...,%,). In cele ce urmeaza, vom folosi ambele

T
notatii in functie de cum este mai convenabil.

Operatia interna + este definita de

T1+ U
To + Yo
Tty = ,
Ty + UYn
n
Y2

unde y =

Yn
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fnmul}fir@a cu scalari (operatia externa) este definita de

T axy
T T2

ar = «o = ,aeR
T ATy

Dimensiunea lut R" este dimR™ = n, si baza canonica pentru R™ este

c B . B . B T
1 0 0
0 1 0

B.=<e = , €2 = yeeey n = g
0 0 1

B _ B _ B 4

Vectorul e; este astfel incat are 1 pe pozitia i si 0 in rest, i = 1,n.

2.2 Coordonate. Schimbari de baze

Fie R™ spatiu vectorial real, cu baza B = {ey,...,e,}. Orice vector v € R" este
reprezentat unic ca o combinatie liniara de vectorii din baza B,
n
v ZZCM@@' =aie1 + -+ apéy.
i=1
Scalarii aq, ..., a, se numesc coordonatele vectorului v in baza B.
o . o o o ’ / ’ . . ~
Daca consideram o alta baza B = {e;,...,e,}, coordonatele aceluiagi vector in
v / . v
noua baza B se schimba.
Avem
’ ’
v=aie1 + -+ ape, = bieg + -+ bye,.
ay

az
vp = este reprezentarea vectorului v in baza B si
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by
b2 . ~ o ’
v = este reprezentarea vectorului v in noua baza B .
bn
N R . ’ oA
Daca consideram reprezentarea vectorilor ey, ..., e, in baza B, avem:

€ = anne + -+ A1n€n

e = Qp1€1 + -+ apptn

Fie A = [a;j];,_15; matricea formata din coeficientii ecuatiilor de mai sus.

Jj=1n
. . . . w i
Coloanele acestei matrice sunt date de coordonatele vectorilor din noua baza B

in functie de vechea baza B.
Matricea A - transpusa matricii A - este numitd matricea de trecere de la

baza B la baza B’ si o notdm prin P55,

Observatii
e Matricea de trecere de la baza canonica B. = {ej,eq,...,¢e,} la noua baza
B, = {v1,vq,...,v,} este matricea care are pe coloane componenetele vecto-
rilor vy, V9, ..., v,.

e Daca consideram trecerea de la baza B la B’ cu matricea de trecere notata

’ . . o /7 N

PBB i trecerea de la baza B’ la B” cu matricea de trecere notata P55
matricea de trecere de la baza B la baza B” este:

PB,B” _ PB’BI . PBI,B”

e Daca B" = B avem:

PB,B' . PB’,B _ In — (PB',B)fl _ PB’BI.
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e Relatia intre reprezentarea aceluiasi vector in doua baze diferite B si B’ este
data de:

7
v = PB’B - vpr.

2.3 Probleme rezolvate

Problema 2.1. Determinati care dintre urmatoarele multimi sunt subspatii vecto-

riale ale lui R? peste R:

.171+4 I2—3 ZL’3+1
S = Rg = = N
* O3 (1,29, 73) € |_2 3 5 }7

. 55 = {(x17x27x3) € R3||$2| = I + x3}’
¢ o= (2 0) € oy 22 2 =)

Rezolvare: Folosind Observatia 2.4 putem ugor observa ca (0,0,0) nu este
un element al multimilor Sy si S3, deci aceste doua submultimi nu sunt subspatii
vectoriale ale lui R? peste R.

Se poate demonstra ca doar multimile avand conditii date ca ecuatii liniare
omogene sau sisteme liniare de ecuatii omogene sunt subspatii vectoriale ale lui R".
Deci, multimile S5 si Sg nu sunt subspatii vectoriale ale lui R®. Demonstram ca Ss
si S nu sunt subspatii vectoriale ale lui R3.

Deoarece in Definitia 2.2 este folosit simbolul V, putem arata ca Ss si Sg nu sunt
subspatii vectoriale ale lui R? alegand exemple care nu indeplinesc una din conditiile

definitiei subspatiului vectorial.
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Pentru Ss alegem u = (1,4,3) € S5 si v = (1,—4,3) € Ss, si se obseva ca
u+v=1(206)¢S; (deoarece |0| # 2+ 6).

Pentru Sg alegem v = (1,1,1) € S5 si v = (1,1,—1) € S, si este evident ca
u+v=1(2,2,0)¢ Ss (deoarece 2 — 3 -2 +2-0? # 0).

Demonstram acum ca S si Sy sunt subspatii vectoriale ale lui R? peste R.

S1: Folosim Propozitia 2.3. Fie x = (21,22, 23) si y = (y1, Y2, y3) € S1, deci avem
1 — Dro + 4x3 = 0si y1 — Hys + 4y3 = 0. Aceasta inseamna ca
a(xy; — by + 4az) = 0 si S(y1 — By2 + 4ys) = 0 pentru orice o, f € R <
a(xy — by + 4das) + B(yr — bys + 4y3) = 0 pentru orice o, f € R <
axy — baxy + daxs + By — 5Bys + 4Pys = 0 pentru orice o, f € R <
axy + Py — 5laxs + By2) + 4(axs + Bys) = 0 pentru orice «, § € R <

ax + By = (axy + Byr, axs + Py2, axs + Bys) € Sy, prin urmare S; este un

subspatiu vectorial al lui R? peste R.

S4: Rescriem conditia din definitia multimii S, astfel:

ﬂ_'xZ T3 3$1+25E2=0
-2 3 )

5.772 — 31’3 =0
Fie x = (z1,29,73) 81y = (Y1, Y2, y3) € Sa.
3.I'1+2.1'2=O . 3y1+2y2=0 3x1+2x2+3y1+2y220

Avem si —
5$2—3ZL’3=0 5y2—3y3=0 5x2—3x3+5y2—3y320

3(1’1 + yl) + 2(1‘2 + y2) =0
— > x4y = (x14+y1, To+y2, T3+y3) € Sy.

5(@'2 + yg) — 3($3 + ys) =0

Fie x = (21,29, 73) 51 a € R.
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311+ 215 =0 a3z + 2259) =0 3ax, + 2awe = 0
— — —

5T9 — 313 =0 a(bry — 3w3) =0 S5azy — 3axs = 0
ax = (ary, ary, axs) € Sy.
Am demonstrat ambele conditii x+y € Sy §i ax € Sy, deci Sy este un subspatiu

vectorial al Iui R? peste R.

2 3 1
Problema 2.2. Aratati ca B = {v; = 1 , Uy = 9 3= | —1
-3 -5 1
4
este o baza pentru R?. Determinati coordonatele vectorului v = 4 in baza
-9

B.

Rezolvare: B este o baza pentru R? daca numarul de elemente ale multimii B
este 3, ceea ce este evident adevarat, si daca vectorii vy, vo, v3 sunt liniar independent;.
V1, Vg, v3 sunt liniar independenti daca avy; 4+ bvg + cv3 = Opzs <= a =b=c = 0.

avy + bvg + cv3 = Opzs <=

2 3 1 0
a 1 +b 2 +c|l =1 | =110 | <
-3 -5 1 0
2a 3b c 0
a + 2b +| —c | =] 0 | =
—3a —5b c 0
2a 4+ 3b+ ¢ 0
a+2b—c =10 | =
—3a—5b+c 0
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20 +3b+c=0
a+2b—c=0
—3a—5b+c=0
Vectorii sunt liniar independenti daca a = b = ¢ = 0 este unica solutie a acestui
sistem de ecuatii liniare. Deci, calculam rangul matricii sistemului. In acest caz este

mai rapid daca calculam determinantul matricii, intrucat se observa ca rangul este

cel putin 2 (avem un minor de ordin 2 diferit de 0, =1+#0).
1 2
2 3 1 3 5 0
3 5
D=|1 2 —1|™"ME0 g g = (-1 (=12 =
-2 =3
-3 =5 1 -2 -3 0

—-9+10=1=+#0.
Rangul este 3 si este egal cu numarul de necunoscute, deci avem o solutie unica
a = b = c = 0 si putem concluziona ca vectorii sunt liniar independenti deci ei

formeazi o baza in R3.

4
Vectorul v = 4 este dat in baza canonica a lui R?, adica
-9
1 0 0
Be=<qe1r=|[0|,e2=1]1|,e3=]0
0 0 1
aq
Coordonatele lui v in baza B sunt vg = | «ay | daca v = ayv; + vy + azvs.
Qa3
4 2 3 1
4 =g 1 + ap 2 +tag| —1 | ==
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| 4 | | 20, 3o Q3
4 = o’ + 20v9 + | —a3 | =
-9 —301 —DHag Q3
| 4 | | 2001 + 3o + a3
4 | = a1 + 209 — a3 =
-9 —301 — Dy + (g

2a1+3a2+a3=4
a1+ 209 — iy =4
—3aq — Doy + a3 = —9

Rezolvam sistemul folosind metoda eliminarii Gauss-Jordan.

a1+ 209 — a3 =4
—a2+3a3=—4

a3=—1

Prin calcul avem oy = 1,0 = 1,3 = —1, deci vg = 1

2 3 1 4 1 2 -1 | 4
1 2 —1 fahie 2 3 1 VR
3 -5 1 | -9 3 -5 1 | -9
1 2 -1 | 4 1 2 -1 | 4

Ro+R3
0 -1 3 | — Ao 1 03 | 4| e
0 1 -2 | 3 00 1 | -1
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Problema 2.3. Determinati dimensiunea si o baza pentru subspatiul U < R*

) _ - L L _ -
1 1 2 0
0 1 1 1
U = span{ u; = y Ug = Uz = Uy = x
0 1 1 2
-1 1 0 -3
\ | _ | _ | _ | A J

Rezolvare: Din definitia lui U, vectorii formeaza un sistem de generatori
pentru U. Trebuie sa determinam daca sunt liniar independenti sau, daca nu, care
e numarul maxim de vectori liniar independenti din multime. Facem o combinatie
liniara de vectorii uq, us, us, uy pentru a afla acest lucru.

auq + bus + cus + duy = Opa <=

1 1 2 0 0
0 1 1 1 0
a +b +c +d = —
0 1 1 2 0
-1 1 0 3 0
a b 2c 0 0
0 b c d 0
+ + + = =
0 b c 2d 0
—a b 0 3d 0
7 N {
a+b+2c 0 at+b+2c=0
b+c+d 0 b+ec+d=0
= — <
b+c+2d 0 b+c+2d=0
—a+b+3d 0 k—a—l—b—i—Bd:O

Vectorii sunt liniar independenti daca a = b = ¢ = d = 0 este unica solutie a

sistemului de ecuatii liniare. Deci, vom calcula rangul matricii sistemului.
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1 0 1 0 112 0

0 L | Risra | O Ll —Ryrry2me-ry | O 1 11 f pyyp,
0 2 0 2 000 1

-1 3 0 3 00 0 -1
1120

0111

0 0 01

00 0O

Observam ca rangul este 3. Aceasta inseamna ca avem o solutie generala si

nu unica (rang(A) = 3 < numarul necunoscutelor = 4), deci vectorii nu sunt

liniar independent;i.

independenti din lista data.

Deoarece rangul este 3, inseamna ca avem 3 vectori liniar

Vom alege 3 dintre vectori astfel incat rangul ma-

tricii formate cu componentele lor sa fie 3. De exemplu, putem alege uy, us, uy.

By = {u1,uz,us} si dim (U) = 3.

Problema 2.4. Determinati o baza in spatiul real al solutiilor urmatoarelor sisteme

de ecuatii liniare:

-

-

(b)

r+y—z+t=0

r—y+22—1t=0

2 +y—2—t=0

kx+2y—32=0

rT—y+z—t=0

T+y+z—-2t=0

Rezolvare:

r—3y+z=0.
\
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(a) Aplicam metoda eliminarii Gauss-Jordan pentru a determina solutia gen-

erala pentru sistemul (S5).

1 1 -1 1 0
(S) 1 -1 2 -1 0 R Ry 20— Ry, Ra—Fs
2 1 -1 -1 0
1 2 -3 0 0
[ 1 1 -1 1 0 |
0 -2 3 =2 0 Ro+2R3 Ro+2Rq
0 1 -1 3 |0 -
0 1 -2 -1 0
[ 1 1 -1 1 0 | | 1 1 -1 1 0 |
0 -2 3 =2 0 Ryt Ry 0 -2 3 =2 0
00 1 4 |0 00 1 4 |0
0 0 -1 —4 0 0O 0 0 0 0
rang (A) = rang (A) = 3 si avem 4 necunoscute, deci una devine necunoscuta

secundara (parametru) , t = a.

Sistemul este echivalent cu
{

T+Y—z2=—«

\ —2y + 32 =2«

z = —4a.
\

Calculam —2y = -3z +2a = 1204+ 2a =y = —Ta,six = —y+ 2 —a =

Tao — 4o — o = 20
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Solutia generala este:

[ ] A (

2x

Il
A

—Ta {

Sl |C¥€R>
—4o

«

Deci, o baza pentru S} este Bg, = <

| e R

F = span |

> 51 dimensiunea este dim (57) = 1.

\ L d U
(b) Sa determinam acum solutia generala pentru cel de-al doilea sistem dat.

1 =11 -1 1] 0 1
R1—R2,R1—R,

(Sy): |1 1 1 =2 PR 0

0

1 -3 1 0 0
1 -1 1 -1 0
0 -2 0 1 0

0O 0 0 0 | O

-1 1 -1 0

Ra+R3
-2 0 1 ~
2 0 —1 0

rang (A) = 2 gi avem 4 ne_cunoscute, deci vom avea 2 parametrii, x = a si y = .

z—t=—a+p

Sistemul este echivalent cu

t =20
—a + 30.
Solutia generala este:
B N A
o
Sy = < b | a,feR }
—o + 303
\ L Qﬁ _ J

, prin urmare z = —q
] B N A
«
+ b |, BeR
—x 36
0 | | 20 | )

+p8+t=

g
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( [ 7 [ N 3\ ( T N [ T
1 0 1 0
0 1 0 1
=1« + 0 | o, € R p = span < , >
-1 3 —1 3
0 2 0 2
| _ | _ | . | A J
(T N [~ T
1 0
0 1
O baza pentru S, este Bg, = < , > si dimensiunea este dim (S;) = 2.
-1 3
0 2
\ L _ | a4 J

Problema 2.5. Determinati o baza si dimensiunea pentru fiecare dintre subspatiile

vectoriale U +V gi U n'V daca

V={(z,y,2,t) eR* | v — 2y — 2+t = 0}

1 0 2 3
2 1 1 4
U =span< u; = Uy = , U3 = Uy = >
1 1 1 3
1 0 —2 -1
\ | _ | _ | _ | A J
Rezolvare:
U+V={u+vjueUsiveV}.
Daca u € U si o baza alui U este By = {uq, ..., ux} atunci u = ajuy +- - - + gy,
aeRie{l,... k}
Daca v e V gi o baza a lui V este By = {vy,...,v;} atunci v = vy + -+ + [y,

gieR ie{l,... 1}

Prin urmare,

U+V={u+vjuelUsiveV}

:{alul—i—...&kuk—i—ﬁlvl—i—---—i—ﬁlvl|aieR,i=1,_k, pieR,j=1,1}

= spanf{uy, ..., Ug, U1, ..., 0}
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Vom determina cate o baza pentru fiecare dintre subspatiile U gi V.

Dimensiunea subspatiului vectorial U este egala cu rangul matricii avand ca si

coloane componentele vectorilor wuy, ug, us3, ty:

1
2
1

0
0

0

1
1
0

2

1

1
-2

2
3
2

4

By

3
4

4

2R3—R4

~

-

\

~

1
0
0

0

— =N

|
—_
(@) [\ w (]

2R1—R2,R1—R3,R1—Ru4

S NN W

1
0
0
0

0

0
-1
-1

0

I N N
- O N W

Ro—Rg3

-2

A J

Pentru subspatiul vectorial V' scriem solutia generala a ecuatiei x —2y—z+t = 0.

Rangul este evident 1, avem 4 necunoscute, prin urmare solutia generala are 3

parametrii, y = o, 2 = f gi t = . Calculam = = 2a 4+ [ — 7, si solutia generala a

ecuatiei este:

20+ — v

|, B,veR

v~
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20 15} —y
« 0 0
V=X + + |, B,veR ;
B 0
0 0 ol
f__ __ ____ B [ h n 7\
2 1 -1
1 0 0
V=<« + 0 + 7y |, B,yeR ;
0 1 0
0 0 1
| | B - i i _ i B _J
2 1 -1
1 0 0
V =span< v, = , Uy = , U3 = >
0 1 0
\ 0 0 1 J

O baza pentru V' este By = {vy, vg, v3}.
U+ V = span{uy, ug, us, v1, va, v3}.

Dimensiunea subspatiului U + V' este egala cu rangul matricii:

(10 2 21 -1 (10 221 -1
211 10 0 for-rmr-Rem-r | 0 =1 3 3 2 =21 p, g
11 1 01 0 - 01120 1|
10200 1 0 0 421 —2

10 221 -1 ] 10 221 1]

0 1332 2 |ogp |0 -1332 -2
00212 -1 |00 212 -1

0 0 421 -2 00 003 0

Rangul este 4, prin urme;re dim (U_~|— V) =4. O baza pent;u U+V este By,y =
{uq, ug, us, vo}.

Dimensiunea subspatiului SNV este dim U NV = dim U +dim V —dim (U+V) =
3+3—-4=2.
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Daca v € U n'V atunci v poate fi scris in mod unic ca o combinatie liniara
de vectori din ambele baze By si By. Prin urmare, pentru v € U n'V = v =
Q1U71 + Qs + azuz = B1v1 + Pavg + [3v3, ceea ce ne conduce la urmatorul sistem de

ecuatii liniare:

.
ay +2a3 =20 + B — B3 10 2 2 1 —1
<2a2+a2+a3=51 2 1 1 10 0
()41+O[2+O./3:52 1 1 1 O 1 O
10 -2 00 1
| a1 — 203 = 3 - .
1 0 2 2 1 -1
0 -1 3 3 2 =2 ) ) .
(vezi calculul rangului pentru subspatiul U + V).
0 0 2 1 2 -1
0 0 O 03 0

Rangul matricii este 4, si deoarece sistemul are 6 necunoscute, doua din ele vor
deveni parametrii, 81 = a si 53 = b.

Sistemul este echivalent cu:
{
ap +2a3— Py =2a—0

—g + 3a3 — 20 = 3a — 2b
<

2043—252=a—b

0=7ps
\
Deoarece avem nevoie doar de una din scrierile lui v, v = aju; + agus + asus

sau v = [1v; + Pavs + [3vu3 este mai ugor sa o algem pe cea de-a doua unde (3, = a,
By =0 si B3 = b, deci

—1 -1

v =avy + 0vy + bvg = a +b = v € span 4

o O =N
]

oS O =N
@]
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(I 7 B R
2 -1
) . 1 0
Prin urmare, o baza pentru U NV este By~y = < , ;.
0 0
0 1
L _ | _
1 1 0
Problema 2.6. Demonstrati ca B = <vi=| 1 |,va=1]1 |,v3=1| 1
1 2 2
este o baza pentru R3. Determinati matricea de trecere de la baza B la baza
6
canonica. Determinati coordonatele vectorului v = 3 dat In baza canonica
8

in noua baza B.

Rezolvare: Rangul matricii avand coordonatele vectorilor vy, v, v3 ca gi coloane

este 3 Intrucat determinantul

110 110
D=|11 1| %% |10 1|=-120
12 2 1 0 2
Vectorii sunt liniar independenti si ei formeaza o baza in R3.
6
Vectorul v = | 3 | este dat in baza canonica a lui R?,
8
1 0
e=4qe1=[0 e3=|[ 0
0 1
a
Coordonatele lui v in raport cu baza B sunt vg = | p | dacav = avy+bvy+cvs.

Cc
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w0 (@)
|

Q

—_ =

+

o

—_ =

+

@)

— (@]

oo
—
[\
[\

6=a+Dd
3=a+b+c
8=a+2b+ 2¢c

Putem rezolva sistemul cu metoda eliminarii Gauss-Jordan, sau putem folosi

110
matricea de trecere din baza canonica la noua baza B, P = | 1 1 1 | pentru
1 2 2

a determina coordonatele lui v in raport cu noua baza B.

Sistemul de mai sus poate fi scris si ca un produs de matrice astfel:

6 1 10 a
3]1=1111 b | = v, = PP g = vp = (P*B)~! . v, unde
8 1 2 2 c
1 10
PP=1111
1 2 2

Trebuie s& determinam inversa matricii P¢? care este matricea PP< adica ma-

tricea de trecere de la noua baza B la baza canonica.

1 10 100 1 1 0 1 0 0
R1—R2,R1—R3 Ro—R3

1 11 010 =~ 0O 0 -1 1 -1 0 >~

1 2 2 0 0 1 0 -1 -2 1 0 -1

1 1 0 1 0
0 -1 -2 1 0 -1 ~
0 0 -1 1 -1 0
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11 0 1 0 0 1 00 0o 2 -1
—R2+R1,—R3
01 0 1 -2 1 ~ 010 1 -2 1
0 0 —1 1 -1 0 0 01 -1 1 0
0o 2 -1
Deci, PBe = 1 -2 1
-1 1 0

Putem acum calcula coordonatele lui v In noua baza B:

0o 2 -1 6 -2
v = 1 -2 1 3| = 8
-1 1 0 8 -3

Observatie. Folosind matricea de trecere putem sa calculam coordonatele oricarui

vector w din R3 in noua bazd B inmultind matricea PP* cu w.

1 1 1
Problema 2.7. In spatiul vectorial R? consideram baza B = ol,[11,]1
0 0 1
1 3 -2
si B = 1 |1 2 |,] o . Determinati matricea de trecere de la B’
—1 -3 3
-1
la B. Determinati coordonatele vectorului v = | —4 | in baza B’. Care sunt
4

coordonatele vectorului v in baza B?

Rezolvare: Putem scrie matricele de trecere din baza canonica in ambele baze

B si B’ adica
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1 11 1 3 =2
PE,B — O 1 1 , P@,Bl — 1 2 O
0 01 -1 -3 3

Stim ca pB'B - pB'B" pB"B si vom folosi ca B” baza canonica e. Prin urmare,
PB'B — pBle. peB _ (peB')-1. peB,
Calculim inversa matricii P&5".
[ 1 3 =2 1 00
1 2 0 010
-1 -3 3 001

R1—R2,R1+R3

1 3 -2 1 0 O

2R3+ R2,2R3+R1
01 -2 1 -1 ~

1 30 3 0 2 1 00 -6 3 -4
—3R2+R1

010 3 -1 2 = 010 3 -1 2

0 01 1 0 1 0 01 1 0 1

Deci, matricea de trecere de la B’ la B este

-6 3 —4 111 -6 -3 -7
PEB = pBe.peB = | 3 _1 2 011]=]|3 2 4
1 0 1 0 01 1 1 2
Putem determina coordonatele lui v in baza B’
-6 3 —4 —1 —22
vp=PFC v =| 3 -1 2 —4 =19
1 0 1 4 3
Determinam coordonatele vectorului v in baza B folosind formula vg = P -,
1 -1 0
sau vg = PP . yp. Este mai usor si folosim PP = (P*B)~1 = | ¢ -1 1,

1
0 0 1



2.4 Probleme propuse 45

1 -1 0 —1 3
decivg=10 1 -1 —4 |=1 -8
0 0 1 4 4

2.4 Probleme propuse

Problema 2.8. Aratati ca (V,®) este un spatiu vectorial peste R, unde V' = R,
legea de compozitie interna este * @y = x - y, si operatia externa, inmultirea cu

scalari este axx =2% ae R, x e V.

Problema 2.9. Determinati care dintre urmatoarele multimi sunt subspatii vecto-

riale ale lui R? peste R:
o Ay = {(x1,79,73) € R3|2y + 19 + 13 = 0};
o Ay = {(wy,m9,13) € R3|1y + 29 + 13 = 1};
o Az = {(z1, 79, 23) € R3|2y + 205 — 33 = 0};
o Ay ={(x1,19,23) € R3|mlT+1 = £z = m?’T_Q},
o A; = {(w1, 20, 73) e R?|T = 22 = T,
o As = {(x1, 12, 23) € R3||21| = 20 — 23};
o A; = {(x1, 19, 73) € R3|2? — 15 + 23 = 0};
o Ag = {(wy, 19, 13) € R3|2? — 29 + w3 = 0; 2% + 215 + 423 = 0};
o Ag = {(z1,79,23) € R3|2? — 1y + 13 = 2; 23 + 2w9 + da3 = —1}.

Problema 2.10. Determinati daca urmatoarele multimi de vectori sunt liniar in-

dependente:

a) Sl={’U1=1+X,U2=2+X,U3=2—3X}, SlcR[X],
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1 3 1 2 1 -1 1 1
b) 52: U1 = , Vg = , U3 = , Vg = ;
0 1 0 0 2 0 0 1
SQCMQ(R)7
- B 3
-1 —1 2
c) S3=<% v = 2 Uy = 2 3= | —4 | ¢, S5 R
1 —11 10
\ |
B ] B ] B ] B T )
1 1 3 1
1 0 1 0
d) S4Z<U1: , V2 = , U3 = , Vg = >7‘514CIR4'
0 1 2 0
1 2 4 2
\ | _ | _ | _ | A J

Problema 2.11. Fie V un spatiu vectorial peste R si vy, v9,v3 € V vectori liniar

independenti. Aratati ca vectorii wy, = v; — vy — v3, Wy = —v; — 22Uy + 3v3 §i
w3 = —vy + v — v3 sunt liniar independenti.
1 0 1
o ) 2 1 1|
Problema 2.12. Aratati ca vectorii v; = , Vg = , Vg = si
—2 1 0
1 -5 2
—2
vy = sunt liniar dependenti. Scrieti vectorul v, ca o combinatie liniara de
0
-3

vectorii vy, v, V3.

Problema 2.13. Determinati coordonatele vectorului v in baza B (demonstrati in

prealabil cd B este o bazi a lui R3, respectiv R?) daca:
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NN W

siB=

si B =<

\ L

o

| L A J

Problema 2.14. Gasiti dimensiunea si o baza pentru subspatiile generate de urmatoarele

multimi de vectori:

a) U1:<

-

[N T s B

>, U1 CR4,

>, UQCR4;
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T N B N [ N [ N [ 1 )
2 3 4 1 0
0 1 1 1 1
C) U3_< ) ) 3 y >7[]3CIR4;
—1 0 0 1 1
—1 1 0 2 3 )
(T ] [ N [ N [ ] [ T )
0 —1 0 —1 —1
1 1 2 1 —1
d) U4— 3 1 X —1 5 0 s 5 ) —1 >7U’4CIR5;
2 0 1 6 1
0 —1 —1 2 0
\. L _ | _ | _ | _ | A J
T N [~ N [ N [ 1 )
2 -3 —1 1
1 1 2 3
e) Us = < : : : e, Us < RY
1 2 —1 2
0 2 2 -1
| i | _ | _ | A J
1 1 1
B U=<111,1].|1]7} UcR
\ 1 0 3
—1 -2 0
g U:=3| 1 .| 2 |.,| o]} UrcR3
2 4 0
1 —4 10
h) Us = 7 , , Ug < R2.
-2 -5 3

Problema 2.15. Gasiti o baza in spatiul real al solutiilor urmatoarelor sisteme

liniare de ecuatii:

r+2y+z+—-1t=0
(51)

r+y+z=0.
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-

r+y—2—2t=0
r—y+20=0
y+—z+t=0.

\

-

rT—y+z—t=0

20 +3y+32—-1=0

3r+2y+42—2t=0

k31:—1—43/—1—2220.

-

r—y—2z+t=0
r+y—22+t=0

r—5y—z+t=0.
\

-

r+y—1t=0
r+z—2t=0
y—z+1t=0.

\

-

r—y+2z2—4t=0

—r+2y+z2=0
r+t=0
y—z=0.

Problema 2.16. Determinati dimensiunea si o baza pentru suma S+V si intersectia

S NV subspatiilor vectoriale S si V' daca:

1

a) S = span 0|,

1
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2 1 1
V = span 1 , 2 ) 1 ;
—1 —2 —1
.
1 1 1 1 1
b) S=span< | 1 |,| 2 |, 2 ,V=span{ | 0 |,] —1 ;
1 —1 1 1 1
\ L \
( T 7 [ n [ n [ 1 )
1 1 1 0
0 0 1 -1
c) S = span < ; ; ) (
-1 —2 -1 -1
1 —2 —1 —1
VL _ | _ | _ | _
) o o .
0 2 2
1 2 1
V = span < , , >
1 0 -1
1 —1 0
\ L _ | _ | _
(I ] B ] B 1)
1 1 1
2 1 1
d) S = span < : , %
0 —1 —1
1 0 1
. L | | _ | A J
V={(x,y,2,t) e Rz +y + 22 —t = 0};

e) S={(z,y.2) eR’| -z +y+2z=0}

V= {($7y72) €R3|2[E—y— 2z = 0}7

f) S={(z,y,2) e R®z—2y+ 52 =0},

V:{($7972)6R3|—3x+y+z:0};

g) S={(z,y,2,t) eRYz—y+22—t =0;2+2y—2+t = 0;2+5y—42z+3t = 0},
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I . [ 7 [ 1)
0 1 -1
1 -3 2

V = span < ; ) Cs

-1 -3 0
3 6 3

\ L . | _ | _

- o oL L .
1 1 2 0 ]
1 -1 1 1

h) S = Span< ) ) ’ >7

1 0 1 0
-1 -2 1 —4

. L _ | A | _ | _

(T ] B ] B T )
3 -1 -5
1 0 -1

V = span < , ) >

2 0 -2
—4 -2 0

Problema 2.17. Aratati ca fiecare dintre urmatoarele doua multimi de vectori este

o baza in R? si gasiti relatia dintre coordonatele aceluiasi vector in cele doua baze:

¢
1 2 3
B=<a = 1 |,a2=|3 |,a3= 1 }
2 3 7
| _ | J
§1 L ] )
3 5 1
B'=<bi=14[bo=1]11],b5=] -6
1 2 1

Problema 2.18. Aratati ca fiecare dintre urmatoarele doua multimi de vectori este
o baza in spatiul polinoamelor cu coeficienti reali de grad < 3 si gasiti matricea de

trecere Intre cele doua baze

B = {61 = ].,62 :X7€3:X2,64:X3}

B ={l=1+X,e,=1-X%¢e,=X*+ X, = X° - X?}.
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Problema 2.19. In spatiul R? consideram bazele

0 0 1
B = 0, 1|1
1 1 1
si
2 4 2
B = 01, 1 i )
3 —1 3

Determinati matricea de trecere de la B la B’. Determinati coordonatele vectorului
4

v=| —4 | in baza B’. Care sunt coordonatele vectorului v in baza B?
-1
Problema 2.20. Aratati ca urmatoarele doua multimi de vectori sunt baze in

spatiul Ro|X] si gasiti matricea de trecere intre cele doua baze daca
B={X*X+X*1+X+X?%

i
B ={2+3X*4+X - X?2+5X +3X%.

Gasiti coordonatele polinomului 4 — 4X — X? in ambele baze B si B'.



Coordonate 1n plan si spatiu

3.1 Coordonate in plan

In R? consideram sistemul cartezian de coordonate zOy. Coordonatele carteziene
sau coordonatele rectangulare ale punctului M € R? sunt notate in perechea ordonata

(x0,Y0). Coordonatele polare ale punctului M sunt (r, ) unde:

e 1 este lungimea segmentului de dreapta [OM], r = 0;

e 0 este unghiul dintre directia pozitiva a axei Ox gi dreapta OM, 6 € [0, 27].

Unghiul se masoara in radiani in sens trigonometric (sensul invers acelor de

ceasornic dinspre axa Ox spre OM).

r si 6 pot fi transformate in coordonatele carteziene x si y folosind formulele
trigonometrice sinus si cosinus:
r =rcosb,
y = rsin.
Invers:
r= \/ma

tané’zg, x # 0.
x
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M (x,¥0) y

Yo

r rsin@
Xo rcos @

rsinf

T cos 8 X0 M (xo,¥o)

Figura 3.1: Relatia dintre coordonatele polare si cele carteziene

Dacéx=0§iy>0atun010=g.
o . . 3m
Dacax=0g1y<0&tunc19=7.

Observatie 3.1. tanf = g, r # 0 < 0 = arctan Yy + km unde
x x

k=0, (zv)€ cadranul I
V k=1, (x,y)€ cadranul IT sau cadranul 111

k=2 (x,y)€ cadranul IV.

Observatie 3.2. Cand lucram cu valori negative ale lui x si y, axele Ox si Oy
itmpart planul in patru cadrane, cadranele I, 11, II1 si IV, numerotate in sens

trigonometric.

e In cadranul I x sty au valori pozitive.
e In cadranul I1 x este negativ 1ar y este pozitiv.
o In cadranul I11 x si y sunt amblele negative.

e In cadranul IV z este pozitiv si y este megativ.
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%)

(—, _)

(++)
(+, _)
v

Functiile trigonometrice pentru valori care nu sunt in primul cadran se pot reduce

la primul cadran folosind urmatoarele relatii:

.
sin(m — x) = sin(z)
e Dacab e (g,ﬂ') — 0 =n—x,undex € (0, g) = 3 cos(m —x) = — cos(x)
tan(m — ) = — tan(z).
\
sin(m + x) = —sin(x)

3
e Dacafe (71', 77-‘-) = 0 = T+, unde x € (0, g) = < COS(W + ZL’) = —COS(ZE)

tan(m + z) = tan(x).

\

sin(2m — x) = —sin(x)

3
e Dacab e (g, 27?) = 0 = 21—z, undex € (O, —) = 4 cos(2m — x) = cos(x)

tan(2m — x) = — tan(zx).

\
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T sin
I T |
2
| — )sine
‘ ]
|
T ™\ 0,2m _
cos 8 -
coS
1l 3r \Y
2

3.2 Coordonate in spatiu

In R? considersm sistemul cartezian ortogonal de coordonate Ozyz. Coordonatele
carteziene ale punctului M € R? sunt puse in tripletul ordonat (xg, 4o, z0) i notam
M (z0, Yo, 20)-

Coordonatele cilindrice ale punctului M sunt (r, 6, z) unde:

e 1 este lungimea segmentului de dreapta [OM'], unde M’ este proiectia pe

planul xOy a punctului M, r = 0.
e 0 este unghiul dintre directia pozitiva a axei Ox si dreapta OM’, 6 € [0, 27].

Notam coordonatele cilindrice ale punctului cu M(r, 6, z).
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Zg

» M(I‘, 9! ZO)

0 E

Xo

Mi

Figura 3.2: Coordonatele cilindrice

Legatura dintre coordonatele carteziene (z,y, z) si coordonatele cilindrice (r, 6, z)

este data de ecuatiile:

( (

x =rcost r = /2% + y?

{y=rsinf ; <tan9=y,x#0

x

z=2z z=z.

\ \

y : _ T
Dacax=0§1y>0atun01«9=§.

o . . 3T
Dacax=051y<0atunc19=7.

Coordonatele sferice de localizare a punctului M in spatiu sunt (p, 0, ¢) unde:

e p lungimea segmentului de dreapta [OM], p = 0 distanta radiald;

e 0 unghiul dintre directia pozitiva a axei Ox si OM’, unde M’ este proiectia pe

planul 2Oy a punctului M, 6 € [0, 27|, unghiul azimut;
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e  unghiul dintre directia poitiva a axei Oz si OM, ¢ € [0, 7]; unghiul polar.

Notam coordonatele sferice ale punctului cu M (p, 0, ).

Zo

M(p, 0, )

0 I 4
g

Xp .

Mr

Figura 3.3: Coordonatele sferice

Legatura dintre coordonatele carteziene (z,vy, z) si coordonatele sferice (p, 0, ¢)

sunt date de relatiile:

-

x = psinp cosf p=2*+y*+2°

Y
{y =psinpsing <tan0=;, z#0
z

= cos p =
[ TPy A1 y? o+ 22

Daca x =0 iy > 0 atunci 0 = —.

-

[ 27

Daca z =0 siy <0 atunci § =

SER
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3.3 Probleme rezolvate

Problema 3.1. Fie punctele A(2,0), B(—3,0), C(—1,1), D(0, —4), E(3,—3+/3) din

R2. Transformati coordonatele carteziene ale punctelor in coordonate polare.

Rezolvare:
r=a/2%+ y>? r =+/2%2 4+ 02
e A2,0) =2 =2,y=0= = .
Y 0
tanf = = tanf = —
T 2
r=2
= coordonatele polare ale punctului A sunt (2,0).
0=0
r=4/(—3)2+ 02 r=3
e B(-3,0) —=z=-3,y=0= 0 — —
tanf = —3 0=m

coordonatele polare ale punctului B sunt (3, 7).

r=a4/(—1)2+ 12
e ((-l)=z=-1,y=1= —
1 m
tanf = T 0e (—,7‘(‘)
r=12

0 = m — arctan(1) = Zﬁ
3m
2,— |.

e D0,—4) = 2 =0,y = -4 = = coordonatele

= coordonatele polare ale punctului C' sunt

3
polare ale punctului D sunt (4, g)

e
¢ B(3,-3V3) — z = -2,y = 23 — ~3v3 37
tant = ——, 0 < )
3

—, 27
2
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r==6
— T bm
9=2W—arctan(\/§):27r—§:?

5
— coordonatele polare ale punctului £ sunt <6, ?>

3 4
Problema 3.2. Fie A <3, %), B (5, g) e R? . Transformati coordonatele polare

ale punctelor A si B in coordonate carteziene.

Rezolvare:
3
3 3 x =rcosb x = 3cos —
.A<3’Z):>T:370:Z:> — B;Lr —
y =rsinf y=3sinz
(%)
T=9\ "% 32 3v2
2 = coordonatele carteziene ale punctului A sunt —\—F, i
2 2
V=05
()
T = Hcos — T = 5
e B 5,4—7T :>7”=5,9=4—7T:> 3 — 2
3 3 5 i 4r 5 1
= 5sin — =5(—=
Y 3 Y 2
5v3 H
= coordonatele carteziene ale punctului B sunt (—\TF, —5)

T 2
Problema 3.3. Fie A <4, Zﬂ’ g) e R3. Transformati coordonatele sferice ale

punctului A in coordonate cilindrice i coordonate carteziene.

Rezolvare: )
x = psinpcosf

Tm 2w T 2m
A(‘LZ,?):}P:‘L92I7¢:?:><y=psingosin9 =

Z = pcosy
\

2

)
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( 27 s V3 V2
x=4sm?c0sI 37:4'7'7
o2 . Tm V3 V2 .
Jy=4sin—sin— =>y=4-5-|—F — coordonatele carteziene
3 4 2 2
2
z=4cos—7T s =4. _1
\ 3 L 2

ale punctului A sunt (v/6, —/6, —2).

Pentru coordonatele cilindrice trebuie sa calculam (r,6,z). Stim ca 0 = %T si
z = —2. Calculam r = \/m = /12 = 24/3, iar coordonatele cilindrice ale
punctului A sunt (2\/5, %T, —2) i

Problema 3.4. Determinati coordonatele cilindrice si sferice ale punctului A € R3,

A(—+/2,4/2,2+/3), dat in coordonate carteziene.

Rezolvare:

2v/3
2 =23 cosgozi,gpe(O,z>
) . ) . P 2
3
= {60 =m—arctan1 ﬁ<9=7r—arctan1=7r—%=f -
cos 2v3 T
= — = I _ = —
% 1 | ¢ = arccos 5
. . 3r
coordonatele sferice ale punctului A sunt (4, 76/

Pentru coordonatele cilindrice avem nevoie sa determinam (r, 6, z). Am calculat
3
deja 0 = Zﬁ’ si 2z = 2¢/3. Calculdm r = /22 4+ y2 = V4 = 2, deci coordonatele

cilindrice ale punctului A sunt (2, ?%, 2\/5) )

5
Problema 3.5. Fie M (5, %, —3) e R? dat in coordonate cilindrice. Determinati

coordonatele carteziene si sferice ale punctului M.

Rezolvare:
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( 5 [ 1
r= :1:=5cos?7T $=5-§
o oT 5w V3
( 3 ) 0 3 y = Hsin 2 y 5
Z = —4 2z = —4 o = _4
\ \
5 53
== coordonatele carteziene ale punctului M <§, ——\2[, —4).

Pentru coordonatele sferice determinam (p, 0, ¢). Stim 0 = ?ﬁ Calculam p =

—4 4 T 4
224+ 2+ 22 =4lgicosp=—=——=, € (—,71'):> = T — arccos ———.
Y VAl g 2 P NZT ¥ 2 ¥ V29

5 4
Coordonatele sferice ale punctului M sunt (\/41, —W, T — arccos —) :

3 V41

3.4 Probleme propuse

Problema 3.6. Fie A(—3,0), B(0,—4), C(4,—4), D(-7,0), E(0,6), F(+/3,-3)
puncte in R?. Transformati coordonatele carteziene ale punctelor in coordonate

polare.

I
"6
coordonatele polare ale punctelor in coordonate carteziene.

Problema 3.7. Fie A (4, %), B (2 ) siC (9, g) puncte in R2. Transformati

Problema 3.8. Punctul P este pe sfera de raza 4, O este centrul sferei. Unghiul
dintre OP si axa Oz este 30°, unghiul dintre OP" (P’ = pr,,,P) si Ox este 60°.

zOy

Determinati coordonatele cilindrice si coordonatele carteziene ale punctului P.

T T 47 57 2 3w
Problema 3.9. Fi el A(S,—,—),B 12,28 27 04,8 27 RS,
roblema ie punctele 37 G ( 3 6) ( 3 4)111
Transformati coordonatele sferice ale punctelor date in coordonate cilindrice si co-

ordonate carteziene.

Problema 3.10. Determinati coordonatele cilindrice ale punctelor A(2,2+/3,5),
B(4,—4,6), C(=3,v/3,—4), D(—3v/3,-9,0), E(0,0, 4) date in coordonate carteziene.

Problema 3.11. Transformati coordonatele carteziene ale punctelor A(2+/3,6,4),

B(0,—-6+/3,6) si C(—16,0,0) in coordonate sferice.



3.4 Probleme propuse 63

3 7
Problema 3.12. Fie punctele A (3, 7, -3). B (5, = —6), C (4, o 2), D (5.%.2)
in R?, date in coordonate cilindrice. Determinati coordonatele carteziene si sferice

ale acestor puncte.



Vectori 1n spatiu

Un vector in spatiu T € R? este determinat de:

e lungime, | 7| sau | 7’| (magnitudine, valoare absoluta) care este un numar

nenegativ;
e directie - o dreapta care reprezinta toate dreptele paralele cu dreapta data;
e sens - in care dreapta este directionata.

Vectorii pot fi adunati fie cu regula triunghiului fie cu regula paralelogramului.

—_— =

a

Qi

Figura 4.1: Regula paralelogramului Figura 4.2: Regula triunghiului

Multimea tuturor vectorilor din spatiu este notata cu Vs.
Cand vorbim despre vectori, numerele deseori sunt numite scalari.
Consideram axele Ox, Oy, Oz, perpendiculare doua cate doua, care formeaza

un sistem cartezian de axe de coordonate. Fie i, 7, k versorii acestui sistem. In
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notatiile folosite la spatii vectoriale, 7= (1,0,0), 7 =(0,1,0) si ¥’ = (0,0,1), iar
acestia reprezinta baza canonica din R3.

Fiecare vector @ poate fi scris, unic, in forma

72@7—1—67—1—0%}: (a,b,c),

unde a, b, ¢ sunt scalari (componetele vectorului 7).
Perechea ordonata de puncte (A, B), A(xa,ya,z4) st B(xp,yp,zp) puncte in

>

spatiu, defineste unul si doar un singur vector

— — —

i +(yp—ya)j +(zB—24)k.

AB = (xp — )
Fie punctul M (zyr, yar, zar) € R3. Atunci vectorul

OM = l’M_Z) +yM7+ZM?

este numit vectorul de pozifie al punctului M.

Pentru o] = a; i + 617 + clf si U3 = ag i + b27 + 62? avem:

[o7] = 4/a? + b} + ¢% - magnitudine, lungime, valoare absoluti;

o U7 + 15 = (a; + @2)7 + (b + b2)7 + (1 + 02)? - adunarea a doi vectori;

— — — - R . .
e V] =aay it +aby ) +acy k, ae R - inmultirea unui vector cu un scalar;

a1 by C1 NN
[z Hv_g’(:)—:b—:—(:)Hae]R* astfel incat v; = avs.
a2 2 Co

Multimea V3 este un spatiu vectorial peste corpul numerelor reale, unde operatia
interna este adunarea vectorilor iar operatia externa este inmultirea cu scalari operatii

definite mai sus.
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4.1 Produs scalar

Asociem cu oricare doi vectori U7 gi U5 un numar (scalar) numit produsul scalar
si notat prin o7 - U3.

- w Y w9 - cosa,

unde « € [0, 7] este unghiul dintre vy si 5.

Proprietati. Pentru orice o7, 75 € V3, a € R avem:

U1 - Vs = Us - Uy - comutativitate;

- | =

2. 01 (U3 4+ 03) =717 U3 + 17 - U3 - distributivitate fatd de adunarea vectorilor;

R
1-0120,0-0=0=71=0.

Din definitia produsului scalar avem:

v7 -3
® COS = ~—7 77— -
[oz] - 3]

e U L1 =1 15 =0.

° prﬁ’@) = | cosa] - |Jve|,, unde oo = (7, 13).

Figura 4.3: Proiectia cand a € (0, 7) Figura 4.4: Proiectia cind a € (3, )

Modulul pentru functia cos este necesar cand unghiul dintre vectori este obtuz

(mai mare decat z)
2
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« TV =T

-
]

¥
0
0
1

=] ol =42l

N —
1

o —> —> . —> - o o
Daca v =a1 1 +bi1j +c1k sivo=asi +byj + ¢k, avem urméitoarea formula

de calcul a produsului scalar 7 si Us:

- —
V1 - V3 = a1a9 + blbg + c1Co.

4.2 Produs vectorial

Produsul vectorial al vectorilor 77 si 75 este vectorul notat U7 x 75, caracterizat

de:

e lungimea vectorului produs vectorial este definita de
|7 < w3 = [vtl] - 03] - sin o

e directia vectorului 77 x 75 este perpendiculara pe amandoi vectorii 77 si Us;

~ A 9 : . s
e sensul este astfel incat {7, U3, 07 x Uz} sa fie orientati casi { i, 5, k }.

v X V3
— — 7
U2 /
/
/
—
U1

Figura 4.5: Produsul vectorial
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Proprietati. Pentru orice 77,75, 73 € V5 si a € R avem:
) y» U3 3

1. U1 Xx U3 = =03 X U1;

[y

4.0 || B =1 x5 = 0;

5. Lungimea produsului vectorial este egala cu valoarea numerica a ariei paralel-

ogramului construit pe 77 si vs,

Az = ol x v3).

Din definitia produsului vectorial avem

7 T
7 S A
¥ 77

o rd rd - . rd rd rEd o o
Dacat; =ay 7 +b1J +c1 k siUs = ag 1 +by j +co k, avem urmatoarea formula

de calcul a produsului vectorial al vectorilor 77 si 73
— — —
Ul) X UQ) = (b1€2 — Clbz) 1+ (C1(I2 — CL1C2) J + (a162 — agbl) k

sau, folosind un determinant simbolic:

- - -
gk
- =
U1 X U2 = |ay b1 C1
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4.3 Produsul mixt

Produsul mixt al vectorilor o7, U3 §i U3 este scalarul notat cu (o7, 03, v3) si definit

de

(01,03, 03) = 07 - (03 x 03)

Proprietati. Pentru orice vy, 03,03 € V3 si a € R avem:

L (v1,03,03) = (v3,01,03) = (03,03, 01);
2 (Ul),v—g,i?,)) = —(@),U—{,Ug}),

Aplicatii geometrice.

1. Modulul valorii produsului mixt este egal cu valoarea numerica a volumului

paralelipipedului construit pe vectorii vy, U3, U3.

2. Volumul tetraedrului construit pe vectorii 77, U3, U3 este egal cu 6|(U1’ U3, U3

3. (v1,03,03) = 0 < U1, U3, U3 sunt paraleli cu acelasi plan (vectorii sunt copla-

nari).

Pentru 77 = a; 1 + 617 + 01?, T =ay i + b27 + 02? sl U3 = a37 + 637 + 03?

>

formula pentru calculul produsului mixt dintre vectorii 77, U3 si U3 este:

a by
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4.4 Triplul produs vectorial

Triplul produs vectorial al vectorilor v7, U3 §i U3 este vectorul vy x (U3 X v3).
Nu are vreo proprietate din punct de vedere geometric, dar este des utilizat in

aplicatii si se poate calcula ugor folosind formula lui Gibbs:

03 v3
W x (B x ) = (B - T — (7 W) =
[ S 1
4.5 Probleme rezolvate
Problema 4.1. Scrieti vectorul 7 = 7+ 37 — 5k cao combinatie liniara de
Vect0r117=7+27,_b)=7+2?, _0’227—74—?.

Rezolvare:

Descompunerea este T = a'd + 8D + NC =

T 437 5k =a(T +27)+B(T +2E)+v27 - T+ k) =
(
a+pf+2y=1
20—~y =3
2864+ =-5
\
Sistemul are solutia o = 2, § = —3, v = 1 deci, descompunerea vectorului este
T =2a 30 + 7.
Problema 4.2. Fie @ =27 -3 + k, b = j -2k si@ =1 —j +2k
Calculati:
a) @+ 0.
b) <]
c) v
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f) @- (b +7).

g) (@x D) 2.

h) Proiectia vectorului @ pe vectorul 3}, pr—b>ﬁ’.
Rezolvare:

a) T+ b =027 -37+k)+(7—-2k)=27-27 - k.

b) | 2] = /12 + (1) + 22 = /6.

T T %
) @xb=|2 -3 1 |=5i+47 +2k
0 1 -2
N @b 204 (=3)-1+1-(=2
e) cosx(@, b)= L 0+(=3) 1+1- ):_i<():>
I2)-|o] VA+9+1/0+1+4 V70

T 5

x(a, )zw—arccosﬁ.
Ho+e=71.
T(V+)=027-37+Fk)(7)=2
1 -1 2
g) (@xb)-C=C-(Txb)=(, @, b)=|2 -3 1 |=5
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Problema 4.3. Fie punctele din spatiu A(-2,1,0), B(2,0,3), C(-2,0,4), D(—4,1, 3).

Determinat;i:

a) Aria triunghiului AABC.

b) Distanta de la punctul D la dreapta BC.
¢) x(AB,CD).

d) Volumul tetraedrului ABC'D.

e) Iniltimea tetraedrului ABC'D considerand baza (ABC).

Rezolvare:

1
a) AAABC = 5“@ X /ﬁ”
AB =47 -7 +3%;

AC = -7 +4F.
T 7 F

ABxAC=|4 -1 3 |=-7-167 —4Fk
0 -1 4

Apape = \/1—1-2564-1 = ’\/27

b) d(A, BC) = h, unde h este inaltimea pe BC' a triunghiului.
h-BC
Anapc = :
BC = 47 + k = |BC| = V17.
Anapc 27

h = =\
|BC| 17

\)

w
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AB-CD
c) cos {(E,CT))) -
|AB| - |CD)|
C'—D)=—27+7—?;
cos%:(EC'—D))—_—m__i<0:> e (Z,7) =
’ 266 /39 RS
= T — arccos ——.
7r e
4 -1 3
L\(AB, AC, AD)) - 1 5
d) VABCD=6|(A JAC, A )|:6| 0 —1 4 |:6|_10|:§'
-2 0 3
e)r\? :‘AAABC'h:)h:3VABCD:3'§: 10
ABOD = — o5 Aanc U

Problema 4.4. Fie vectorii @ = i — \j + 3%,

—
7

z)\'—7+?§i1_u)=

g
37 + 7 — s Determinati A € R astfel incat vectorii @, ¥, W sa fie coplanari.

Rezolvare:
1 =X 3
W, U, W sunt coplanari < (W, 7, W) =0<= |\ -1 1 |=0

= 9- )\ =0 \e{-3,3}.

Problema 4.5. Determinati A € R astfel incat vectorii @ = & +2X\j — (A — 1)?

—

siD=0B-MNT7+7 +2F si fie perpendiculari.

Rezolvare:

LD =T - b=0c=18-N)+22-1-(A—1)2=0<= A=5.

Problema 4.6. Determinati unghiul dintre vectorii @ gi @ daca |[@|| =2, |7 =4
si27 +7) L (3w —27).

Rezolvare: Fie a = <(, 7).
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QU +7)L BT —-27) = 2uW +7) - (37—27) =0 <=
60 W —4T - T +3V U —-27 -V =

Aplicand definitia si proprietatile produsului scalar avem:
6llul* — 2] - [ 7] - cosa = 2[V[* = 0 =
6-4—2-4.-cosa—2-16 =0

24 —8cosa—32=0<«<=cosa=—1 << a =T.

Problema 4.7. Consideram @ =57 —37¢ si b D = T+ 27, astfel incat |7 = 3,

|| = 2 si unghiul dintre 7 si ¢ este egal cu §

a) Determinati lungimea celor doua diagonale ale paralelogramului construit pe

. . _)
vectorii @ si b .

b) Determinati unghiul format de diagonalele paralelogramului avand vectorii ‘@

. _) .
si b ca laturi.
¢) Calculati aria paralelogramului construit pe @ si b

Rezolvare:

a) Stim ca cele doua diagonale sunt suma si diferenta vectorilor pe care este
construit paralelogramul.
Fiedi =@+ bsid=0—10
d =57 -3¢+T7 +2¢ =67 — 7.
dy =57 —37 — (T +27) =47 - 57.

Vom folosi formula @ - @ = |77|? pentru a determina lungimea diagonalelor.
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75

Calculam:

| =67 -7 = (67 - 7) - (67 - 7)
— 367 -P—-6P- 767 -F+7 -7

=36|7° — 12| 7| - | 7] - cos(P. T) + | 7|
=36-9—12-3-2-Cosg+4

= 292
Dedi, |di| = 2v/73.

|d|? = |47 =57 = (4P —57) - (47 —57)
=167 -7 —207-7-200 - F+257 -7
= 16| 7|* — 40| 7| - | 7] - cos(F. ) + 25 7|
=16-9—40-3-2-cos%+25-4

=124

Prin urmare, ||El)|| = 2v/31.

- — d, E;
b) Fie x(di,d3) = ¢ = cO8 p = ———5—.
ldi] - 12|

& dy = (6F —7)- (47 —57)

—

= 24[P[* = 34| P[ - 7] - cos(P, 7) + 5/ 7"

:24-9—34-3-2-%4—20

=134
COS = L > = arcCcCcos L
LN DN TR 97331
|y - [da] - sin x(dy, da)
Ay = 2 '



4.5 Probleme rezolvate 76

672 39+/3
Determinam sing = 4/1 —cos?2 o =4/1 — = .
14 PN T 43113 T 931 73

Atunci,
273 -2y/31 . 33
‘Aﬁ_l; _ 2 2+/31-73 _ 39\/§

Problema 4.8. Demontrati cd @ = 127 +3] —4k si b =31 +47 + 12k
sunt doua laturi ale unui cub. Determinati @ astfel incat @ sa fie a treia muchie a

cubului.

Rezolvare:

. - v .o . o . . v
@ si b sunt doua muchii ale unui cub daca gi numai daca:

1L [@| = 7]

—

2.aLb

@ = /122 4 32 + (—4)% = 13, |5 | = /32 + 42 + 122 = 13 deci prima conditie
este indeplinita.

TLD =T b =0c12-3+3-4+(—4)-12=0<=36+12—48 =0
ceea ce este adevarat, deci @ L s

A treia muchie a cubului @ trebuie sa verifice urmatoarele conditii:

Lel=lal=1vl=13,
c.l7a N
2 — 7| @xb.
<TLlb
T T F
Txb=|12 3 —4|=527 —1567 +39%.
3 4 12
Deoarece | @ x _b)|| = Aﬁ’_b) =132 i | 2| = 13, atunci,
1 — — 7 — — — —
T = (527 — 1567 +30F) = +(47 — 127 +3F).
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4.6 Probleme propuse

Problema 4.9. Descompuneti vectorul @ = 27 —37 ) % ca suma de vectorii
M=3i+k,W=—j —ksimW=—10+3k

Problema 4.10. Scrieti vectorul ¥ = 7+ 7 + 2% cao combinatie liniara de
Vectoriiﬁ’=27+7,_b)=—7+3?§i -7+ - %

Problema 4.11. Fie @ =27 + § , b = —7—1—3?, T = —7—1—7—?. Demonstrati

ca @ ? @ este o baza pentru V3. Determinati coordonatele vectorului d =27 +
7 + % in baza {@, b, ).

Problema 4.12. Consideram punctele A(1, —1,2), B(2,1,0) si C(3,2,—6) in spatiu.

Determinat;i:
a) Lungimea vectorului AB.
b) Produsul scalar AB-BC
¢) Aria triunghiului AABC.

- >

Problema 4.13. Consideram vectorii @ =21 +3J + 2?, T =1 + 47 + ?,
W =—-27 +2%. Calculati:

a) U + .

e) U X W.

f) aria paralelogramului construit pe vectorii @ gi 7.
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g) inaltimea paralelogramului cu laturile @ si @, considerand ca baza .
h) volumul tetraedrului construit pe vectorii 7, ¥ si .

Problema 4.14. Fie punctele in spatiu A(0, 1, —1), B(1,1,3), C(2,1,-2), D(3, —1, 2).
Calculati:

a) Volumul tetraedrului ABC'D.
b) Distanta de la punctul D la planul ABC.
¢) ¥(AB,CD).
Problema 4.15. Determinati A € R astfel incat @ = 27 + 37 + 2\ — 3)? si

3

=(2+ 3)\)7 +AF - 2% si fie perpendiculari.

Problema 4.16. Determinati unghiul dintre vectorii @ si b daca |@| =4, H_b)|| =

26 (3@ +5b) L (T —20).

Problema 4.17. Demonstrati ¢ @ = 614 +2j — 3% si b= 37 + 67 — 2K
sunt dou& muchii ale unui cub. Determinati @ astfel incat € si fie a treia muchie

a cubului.

Problema 4.18. Consideram vectorii @ = (2, 3,1), b = (1,1,-2), @ = (-2,1,2).
Calculati:
3

a) @-(b+7C);

Problema 4.19. Fie punctele A, B, C, D in spatiu. Aratati ca:
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a) DA-BC + DB-CA+ DC - AB = 0.
b) Daca DA L BC si DB L CA atunci DC L AB.

Problema 4.20. Fie GG centrul de greutate al triunghiului ABC'. Aratati ca:

a) AGC+BG+CG=T1.

b) Daca M este un punct arbitrar 3MG = MA+ MB + MC.

Problema 4.21. Demonstrati identitatea lui Lagrange

@ x DI+ (@ b)2 =TT

. . . H
pentru orice vectori @ si b .

Problema 4.22. Determinati vectorul W astfel incat || = 3, W este perpendic-

ular pe axa Oz si face un unghi de 45° cu directia pozitiva a axei Ox.

Problema 4.23. Gasiti unghiul dintre :

V3o 1

a) vectorul T = -5t 57 si axa Ozx.

b) AB si AC unde A(3,1,-2), B(2,1,—1) si C(3,0,—1).

Problema 4.24. Fie ¥ = 37 — 7 +2FK siuw = 7 — 9%, Determinati inaltimea

paralelogramului avand laturile @ si @, considerand @ ca baza.

—

Problema 4.25. Fie @ =37 — j 42k, b = -2k §i ¢ = j +4% . Determinati

>

naltimea paralelogramului avand laturile '@, b, ¢, considerand ca baza paralelo-
.o _) . _)
gramul format pe vectorii ‘@ si b .

T - 4ak, b= +2ksi? =237 -F,

Problema 4.26. Daca @ = 3

determinati o € R astfel incat vectorul @ x (b x @) este paralel cu planul yOz.
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Problema 4.27. Daca @ = i + j +2k, b =27 — j+ ki =1 -2 +Fk,
sunt trei vectori in spatiu, determinati A € R astfel incat vectorul @ x (3) X @) este

paralel cu planul zOy.

—

Problema 4.28. Fie vectorii @ = 7 —m j + 3k, b =mi — T+ I si@ =

—

37 + 4 — 7. Determinati m € R astfel incat vectorul @, b, @ sunt coplanari.
b

Pentru m = 1, calculati volumul paralelipipedului cu muchiile @, b, ¢

?

Problema 4.29. Fie triunghiul ABC', AA, 1 BC, A, € BC, BB, 1 AC, B, € AC,
AA, n BB, = {H}. Demonstrati ca CH 1 AB.

Problema 4.30. Fie vectorii ¥ = 3@ +20b si @ =2a — b astfel incat | @] = 2,

N

— —
b | = 3 si unghiul dintre @ si b este —.
|

w

a) Determinati unghiul dintre @ si 0.
b) Determinati proiectia vectorului @ pe 7.

¢) Calculati aria paralelogramului avand ca laturi vectorii ¥ si .

Problema 4.31. Fie @ = m + 27 si b = m — 37 astfel incat || =5, [|7] = 3

si unghiul dintre 70 si 7 este g

a) Determinati lungimea celor doua diagonale ale paralelogramului cu laturile @

—

sib.

b) Determinati unghiul dintre diagonalele paralelogramului format pe vectorii @

—

sib.
¢) Calculati aria paralelogramului format pe vectorii @ si s

Problema 4.32. Demonstrati identitatea lui Jacobi

Tx(bx)+Cx(@xb)+ b x(Cxa@)=0,

. . _)
pentru orice vectori @, b, C.



Planul si dreapta in spatiu

5.1 Planul in spatiu

Ecuatia unui plan in spatiu se poate determina in cateva situatii.

Planul determinat de un punct si o directie perpendiculara

Fie Moy(zo, o, %) un punct din spatiu si fie @ = a1 +bj + ¢k # 0 un vector.

Fie (P) planul ce trece prin punctul M, si este perpendicular pe directia vectorului

.

=l

Y

(P) M /

Figura 5.1: Planul determinat de un punct si un vector normal
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Punctul M(x,y, z) va fi in planul (P) daca si numai daca vectorul 70 este per-
. _—>
pendicular pe MyM.
L MM < 7 - MM =0 <= a(x — o) + b(y — yo) + c(z — z) = 0.
Prin urmare, ecuatia planului ce trece prin punctul My(zo, o, z0) si are vectorul

T=ai+bj + ¢k # 0 ca vector normal este
(P) : a(zr —xo) + by —yo) + c(z — 29) = 0.

Daca notam cu d = —axg — byg — czp obtinem ecuatia generala a planului in
spatiu

(P):ar+by+cz+d=0.

Vectorul

se numegte normala sau vectorul normal la planul (P) si are directia perpendic-
ulara pe planul (P).
Punctul A(za,ya,2z4) apartine planului (P) daca axa + bys + cza +d = 0.

Observatie 5.1. In particular, ecuatitle planelor de coordonate xOy, xOz, yOz sunt:

e 20y :z=0;
e 20z :y=0;
e yOz: 2 =0.

Planul determinat de trei puncte necoliniare

Fie A(xa,ya,24), B(xp,yg,28), C(rc,yc,zc) trei puncte necoliniare din spatiu.
Fie (P) planul determinat de aceste trei puncte. Consideram de asemenea un punct

arbitrar M (x,y, z) din planul (P).
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]

P) B

Figura 5.2: Planul determinat de trei puncte necoliniare

Punctele A, B, C'si M sunt coplanare ceea ce este echivalent cu faptul ca produsul

mixt al vectorilor M A, M B si MC este zero. Folosind formula analitica a produsului

mixt avem:
T Y z
TaA—T Ya—Y z2a—%
TA—T Ya—Y z2a—%
tp—1 yg—y z2p—2 =0

Te—T Yo —Y <Zc—=%

1
0
rp—2 yp—y zp—=z2 0
0

Te—T Yo —Y <2c—=%
Adunand prima linie la a doua, apoi la a treia si in cele din urma la a patra,

obtinem ecuatia planului determinat de punctele necoliniare A(z 4,94, 24), B(xg, ys, 28),

C(-%‘Ca Yo, ZC):

z y z 1
Ta ya za 1

g yp 2B 1

re yo zo 1
Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari

Fie planul (P) ce trece prin punctul My(xg,yo,20) si este paralel cu doi vectori

necoliniari o7 = a; 7 + b17 + 61? sl vy = as i + b27 + 02?.
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¥

V2

]

b

Figura 5.3: Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari

Un punct arbitrar M(z,y, z) se afla pe planul (P) daca si numai daca vectorii
MyM , 77 si U3 sunt coplanari, ceea ce inseamna ca (MM, v7,03) = 0 relatie care ne
conduce la forma ecuatiei planului ce trece prin punctul My(zo, yo, 20) $i este paralel

cu vectori necoliniari U7 si Us,

r—Ty0 Y—Y <— %0
(P) : aq by C1 =0.
a2 by C2

5.2 Dreapta in spatiu

Fie d dreapta ce trece prin punctul A(z4,ya4,24) si este paralela cu vectorul vy # 6),
=17 + m7 +nk. Punctul arbitrar M (z,y, z) apartine dreptei d daca vectorul

M A este paralel cu 7.

Figura 5.4: Dreapta determinata de un punct si un vector director
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Prin urmare, A € d <= 3t € R astfel incat AM = tv; <

(x—xA)7+(y—yA)7+(Z—ZA)%):t(l7+m7+n?)<:)
r=1It+xy
d:<y:mt+yA ,teR

z=nl+ 24

care sunt ecuatiile parametrice ale dreptei d.

Vectorul 7, este numit vectorul director al dreptei d iar componentele vectoru-
lui 77 adica (I,m,n) sunt denumite parametri directori ai acestei directii. Orice
alte numere proportionale cu (I, m,n) sunt de asemenea parametri directori pentru
aceeagi directie.

Cand ¢ € R avem ecuatiile dreptei d, cand t € [a, b] obtinem ecuatiile segmentului
de dreapta [AB] unde A este punctul obtinut pentru t = a, A(t = a), iar B(t = b).

Cand eliminam t din ecuatiile parametrice, obtinem ecuatiile carteziene ale

dreptei d:

T — T4 Y—Ya 2= ZA
d: = = .
) m n

Observatie 5.2. Daca una dintre componentele vectorului director este zero, atunci,

in ecuatitle carteziene ale dreptei numaratorul corespunzator este de asemenea zero.

Exemplu 5.3. FEcuatiile azei Ox sunt:

x Yy
Ox:— ===
170

sau, echivalent
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Oz : <
Similar
x Yy
Oy:==2==
Y1071
x )
Oz:==Z =2
070

r=t
y=20
z = 0.

,teR

,teR

y=20
z=0.
r=0
— Oy:
z=0.
z=0
= Oz
y = 0.

Ecuatiile dreptei ce trece prin doua puncte

Ecuatiile dreptei ce trece prin punctele A(x4,ya,24) i B(xp,yp, zp) este d = AB.

AB

Figura 5.5: Dreapta ce trece prin doua puncte

Scriind ecuatiile dreptei ce trece prin punctul A si are ca vector director AB =

(rp — xA)7 + (yg — yA)7 + (2B — zA)?, obtinem

d:

T —TA

Y —ya

Z— ZA

TB —TA YB — YA

2 —2a
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Dreapta determinata de intersectia a doua plane neparalele

Ecuatiile dreptei d determinata de intersectia planelor (P;) si (P), (P1) #f (P;), sunt:

o +biy+ciz+d =0

s + boy + coz +dy =0

Figura 5.6: Dreapta determinata de intersectia a doua plane

Vectorii normali la (P;) si (P) sunt nj = ayi + 617 + 01? respectiv 5 =
a27 + 627 + 02?. Ei sunt amandoi perpendiculari pe directia dreptei d, deci d este
paralela cu ny x ns.

- - >
v gk
Prin wrmare, U3 = |a; b, ¢ -
az by ¢
b1 C1 C1 ap aq bl

Parametri directori ai vectorului director vy sunt , ,
by ca| |c2 as| |az Do

Definitie 5.4. Multimea tuturor planelor ce trec printr-o dreapta data d este numita

fascicul de plane. Dreapta d este numita axa fascicululusi.
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Teorema 5.5. Fie d dreapta de intersectie a planelor (Py) si (P)
amx+by+cz+d =0
asT + boy + coz +dy = 0

Atunci ecuatia fasciculului ce trece prin dreapta d este
Marx + by + 12 + dy) + plagx + by + coz + dg) = 0,

A e R

5.3 Pozitii relative ale dreptelor si planelor

Pozitii relative ale planelor
Fie (P)) : a1z + by + c1z + dy = 0 si (P2) : agx + boy + coz + dy = 0 doud plane in
spatiu.

a1 by (&1 dy — s —
o (1) | (P2)<:>a—2=E=C—2 3, | 75y

(F1)

(Py)

Figura 5.7: Doua plane paralele

w7 | (P
o (P)L(P)eip Lip e { ()

e, || (1)
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)
fip,

)
np

(P2) |
(P1)

Figura 5.8: Doua plane perpendiculare

a b c d

Pozitii relative ale dreptelor in spatiu

Fie
r—I Yy—u Z— 21
dl‘ = =
ll mq sl
si
Tr—x — z—z
dy - 2:3/ y2: 2

l2 mo T
doua drepte in spatiu.
. . N — — -
Vectorul director al lui d; este v, = {1 +my j +nq k si punctul My (z1,y1,21) €
dy iar vectorul director al lui dy este vy, = l27+m27+n2? si punctul My (o, Yo, 22) €

ds.

e dreptele sunt coplanare daca vectorii U, , Ug, si M; M, sunt paraleli cu acelasi

plan (sunt coplanari), ceea ce este echivalent cu

Tog —T1 Yo—Y1 22— 21
L m1 n = 0.

ly mo no
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Figura 5.9: Doua drepte coplanare

[ m n
e dreptele sunt paralele, d; | dy < g, || Vg, = 1
ly ma n2

d, Va

dy

Figura 5.10: Doua drepte paralele

L my ny

ly ma T2
Lo —T1  Ya2—Y1 22— %1

L my n

e dreptele coincid, di = dy <

e Doua drepte sunt necoplanare daca nu se intersecteaza si nu sunt nici par-

alele. Dreptele d; si dy sunt necoplanare daca:

To—T1 Y2—Y1 22— 21
ll mq nq # 0

ly ma no
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?
d

Figura 5.11: Doua drepte necoplanare

e dreptele sunt perpendiculare, d, | dy <= v, | g, <= Ug, - Ug, = 0 <

lllg + mimse + Ning = 0.

Va,

Figura 5.12: Doua drepte perpendiculare

T
Doua drepte sunt perpendiculare daca unghiul dintre ele este 5 Doua drepte

perpendiculare pot fi coplanare sau necoplanare.

Pozitii relative ale dreptelor si planelor

T—T9 Y=Y Z—Z

Fie d : = 0 o dreaptd in spatiu si (P):ax+by+cz+d=0
m n

un plan in spatiu.

Avem:
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e d|| (P)<= 71y Lnp<=al+bm+cn=N0.

>
d Vq

=
>

B
b/

Figura 5.13: Dreapta paralela cu planul

.
vg L np
e dc (P) <«
kMo(az:o,yo,zo) €ed= Mye (P)

al +bm+cn =20
— A

axy + byg + czg + d = 0.

e dn(P)={M} <=1 £np <> al+bm+cn #0.

b
o dL(P) e, iipe==—"=z=t
I m n

Figura 5.14: Dreapta perpendiculara pe plan
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5.4 Unghiuri si distante
Distante

e Distanta de la punctul M (zo, yo, 20) la planul (P) : ax + by + cz + d = 0 este

_axo + byo + czo + d

distMd) = = e T

fo /S

Figura 5.15: Distanta de la un punct la un plan

e Distanta dintre doua plane paralele (P;) si (P,) este distanta de la My(xo, yo, 29) €

(P,) la planul (P).
M, (x5, ¥2, 25)
R ()
/ (m/

Figura 5.16: Distanta dintre doua plane paralele
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e Daca d || (P), distanta de la drepta d la planul (P), este
dist(d, (P)) = dist(A4, (P)),

unde A € d.

for "/

Figura 5.17: Distanta dintre o dreapta si un plan paralel cu dreapta

e Distanta de la punctul A la dreapta d este

dist(A, d) = w3 > Mo A :iH,

vl

unde M, € d.

Figura 5.18: Distanta de la un punct la o dreapta

e Distanta dintre dreptele paralele d; si ds este
diSt(dl, dz) = diSt(Mg, dl),

unde M, € d,.
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My (x5, y2,22)
dy

Figura 5.19: Distanta dintre doua drepte paralele

e Distanta dintre dreptele necoplanare d; si dy este

/ITJI)7 77112)7 M1M2)|

747 x v

diSt(dl,dg) = |(

I

unde M e d1 §1 MQ € dz.

Vg, X Vg

d,

d;

Figura 5.20: Distanta dintre doua drepte necoplanare

Unghiuri

r—x — z—z r—x — z—z
Fie d; : L_YT0 ! sids: 2_YT % 2 doua drepte in
ll mq n l2 ma no

spatiu i (P1) : a1z + by + 1z +dy = 051 (Py) @ agx + boy + c22 + ds = 0 doua plane

in spatiu.

e Unghiul dintre planele (P;) si (P,) este
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*((7), (R)) = x(np, 1) = a, a € [0, 5]

|CL16L2 + b1b2 + 0162|
\/a% + b2 + C%\/ag + b3 + C%'

CoOs o =

Figura 5.21: Unghiul dintre doua plane

e Unghiul dintre dreptele d; si dy este x(d1,d2) = %(va;,Va;) = ¢, @ € [0, ].

|l1l2 + mimse + n1n2|
VB mE 033+ md+nd

cosp =

N
Va,
dy

Figura 5.22: Unghiul dintre doua drepte

e Unghiul dintre dreapta d; si planul (P;) este <(dy, (P1)) = 90° — < (va;, p, ) =
0,0¢€l0,%]
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cos(3x(Va, mp;)) = sin(90° — x(va;, 7py)) = sin b,

|l1a1 + m1b1 + n161|

sin 0 = .
VB +m?+niy/al + 0+ 3

Np, Vg

s

") -

Figura 5.23: Unghiul dintre un plan si o dreapta

5.5 Probleme rezolvate

Problema 5.1. Scrieti ecuatia planului (P) daca M;(1,—2,—1) si M(3,4,1) sunt

simetrice 1n raport cu planul (P).

Rezolvare:

Informatiile din ipoteza problemei pot fi reprezentate ca in figura de mai jos.
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Daca M; si M; sunt simetrice in raport cu planul (P) atunci MM, L (P) =
MM || ip = g = 527 +6] +2F) =17 +37 + k.
Putem deduce de asemenea ca mijlocul segmentului [M; Ms] pe care il notam cu

T1+ T2 Y1+ Yo 21+Z2)
2 72 7 2 ’

M apartine planului (P). Coordonatele lui M sunt M (
M(2,1,0).
Scriem ecuatia planului ce trece prin M(2,1,0) si are ca vector normal 7 p =
T +37 + &, prin urmare ecuatia planului (P)este (P):2—243(y—1)+2 =0
(P):z+3y+2—-5=0.

Problema 5.2. Determinati ecuatia planului (P) ce trece prin M (—4,—1,3) si este
paralel cu planul (Q) : z +2y — 32z —7=0.
Rezolvare:

O reprezentare a problemei este urmatoarea.

@

(P) || (Q) = np || ”_Q):>7T)P=a(_i)+27—3?). Pentru o = 1, np = ng.
Ecuatia planului ce trece prin M(—4,—1,3) si are ca vector normal np este
(P):(z+4)+2(y+1)—3(2—3) =0

(P):x+2y—32+15=0.

Problema 5.3. Determinati ecuatia planului (P) ce trece prin M(2,1,0) si (P) este

perpendicular pe planele (P) :x —y+2—-7=0¢i (F):2c0+2—-3=0.
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Rezolvare:

O ilustratie a problemei este prezentata mai jos.

P M=

(P)L(P)=TR || (P)= 7T — ]+ k|| (P),
(P) L(P) = 7g, || (P) =27 + & || (P).

Ecuatia planului ce trece prin M(2,1,0) si are doi vectori paraleli cu planul, np,

r—2 y—1 =z
sl TWp, este (P):| 1 -1 1]=0<=
2 0 1

(P):—x+y+22+1=0.

Problema 5.4. Determinati ecuatiile parametrice ale dreptei d ce trece prin A(2, -3, 1)
si B(4,1,1).
Rezolvare:
Vom substitui in ecuatiile dreptei ce trece prin doua puncte coordonatele punctelor

A si B, adica

T —2 —
d‘4—2_1—( 3) 1-1

-

(=3) z2—-1_

t

r=2t+2
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Problema 5.5. Scrieti ecuatiile dreptei d ce trece prin A(1,—2,5) si este paralela
r—2 y+2 z+2
3 4 =5

cu dreapta dy :
Rezolvare:

O schita a problemei este prezentata mai jos.

dy ¥

d|d =70 |07 = |37 +47 -5k = 1 =a(37 +4 —5k ). Pentru
o = 1 vectorul director al dreptei d este 73 =37 +4F — 5.

Ecuatiile dreptei ce trece prin punctul A(1,—2,5) gi are ca vector director vg =
37 + 47 ~ 5% sunt
r—1 y+2 z-95

d: )
3 4 -5

Problema 5.6. Scrieti ecuatiile dreptei d ce trece prin A(6, —2, —3) si este perpen-
diculara pe planul (P):2x —y + 72 —9 = 0.
Rezolvare:

[lustram informatiile din ipoteza problemei mai jos.
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dL(P)=7m) | np=13 |27 - F+7Tk =1, =a(27 -7

+ 7?) Pentru
a = 1 vectorul director al dreptei d este 77 = 27 — 7 +TE.

Ecuatiile dreptei ce trece prin punctul A(6,—2,—3) si are ca vector director
%’22_2')—7—1—7? sunt
r—6 y+2 z+3

d:— 1 7

Problema 5.7. Determinati ecuatiile parametrice si carteziele ale dreptei ce se afla
la intersectia planelor (P) : 2z —3y+2—1=0si () : -z +32+5=0.
Rezolvare:

2 —-3y+z2z—1=0
(Pl)ﬂ(Pg):di

—zr+3z+5=0
T 7k

W am xR =2 -3 1|=-97-7] -3%.
-1 0 3

Alegem 73 =947 +74 +3k.
Coordonatele unui punct A(x4,ya,24) ce apartine dreptei d sunt o solutie a

20 =3y+z2z—1=0
sistemului . Alegand z = 0 obtinem = = 5 §i y = 3. Deci,

—r+32+5=0
un punct al dreptei este A(5,3,0).

Ecuatiile carteziene ale dreptei ce trece prin punctul A(5,3,0) si are ca vector
director o5 =97 + 7] + 3% sunt

r—95 y—3 =z
d: = = —,
9 7 3

Ecuatiile parametrice ale dreptei d sunt:

-

r=9t+5

d:3y=7t+3 ,teR

z =3t
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Problema 5.8. Determinati ecuatiile dreptei d care se afla in planul
r=3+t

(P):z—y+32—5=0, d este perpendiculard pe dreapta dy : { y = —t +1 ,t€R,

z2=2D5

\

gl trece prin M(1,—1,1).
Rezolvare:

[lustram informatiile din problema in figura de mai jos.

d;
IﬁP ﬁdl
(P)

Vectorul director al dreptei d; este vy, 7 - 7)
de(P)=7v; lap=—0,L 7 -] +3Fk.
dldy=—7v, Llog=7w L7 7.

—_ - =
— —> t J k
UdJ_TLP s —> — ,

= Vg || np xUg, =|1 -1 3|=31+37

vq L v

1 -1 0

Alegem vy = %(3_1) +3))=7+7
Ecuatiile carteziene ale dreptei ce trece prin punctul M(1,—1,1) si care are ca

vector director vy = ¢ + j sunt

_ _ r—y—2=
x 1:y—|—1:z 1 - Y
1 1 0

d:

Problema 5.9. Determinati ecuatia planului (P) ce trece prin A(2, —1,3) si B(—1,1,1),

T —1
si este paralel cu dreapta d : 3= yT = 2.
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Rezolvare:

Reprezentam informatiile din ipoteza problemei in figura de mai jos.

-

d Va

4

fip
I A
P) \ B

Vom prezenta in cele ce urmeaza doua metode de rezolvare a problemei.
Prima metoda.
(P)||d=np Loy =—np L37 +27 + k.

ABe(P)=np LAB=np L 37 +27 —27.

> rd >

1 7k
., =npl|ugxAB=|3 2 1|=-6¢4+35 +12k.
np L AB
-3 2 =2

Alegem 7ip = L(—=67 +37 +12K) = —27 + J +4F.
Ecuatia planului ce trece prin A(2,—1,3) si are ca vector normal np este
(P): =2 —2)+ (y+1)+4(z—3) = 0 =
(P): 2z +y+42—-7=0.
A doua metoda.
(P) | d = (P) | 0 = (P) | 37 +27 + F.
A,Be(P)— (P) | AB—= (P) | =37 +27 —27.
Ecuatia planului ce trece prin M (2, —1,3) si are vectorii vy si AB paraleli cu
planul, este
r—2 y+1 z2—-3
(P):| 3 2 1 |=0=
-3 2 —2
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(P):=6(x—2)+3@y+1)+12(2—3) =0 =
(P): 2z +y+42—T7=0.

-1 —2 +1
Problema 5.10. Determinati unghiul dintre dreptele d; : L 5 = i 5 = : 1
. T+ 2 +1
S1 d2 . 3 = y——]_ = Z — 5 .
Rezolvare:

Fie «x(dy,dy) = ¢ unghiul dintre dreptele d; si ds.
=37 +25 — k,
=37 -7 +k.
RN o 3-3+42-(-)+1-(-1) 6
cos{ <X (vq;, v =7 = =
R T I = e N en v R

= arccos :
i V154
Problema 5.11. Fie (P): 2 —3y+2z—5=034i (Q) : ax — 3y + 22 — 5 = 0 doua

plane in spatiu. Determinati o € R astfel incat (P) L (Q).

Rezolvare:
(P) L(Q) <= np Lng<=np-ng =0.
np=1-37 +2F,
n_ézoz_z)—37+2?
np-ng=0=a+9+4=0<=a=-13
Problema 5.12. Fie d; : :)3;—2 = y;—?, = Z_—;l sids : :v;2 = y_—13 = Z;—l

doua drepte in spatiu. Determinati a € R astfel incat d; si dy sunt coplanare.

Rezolvare:

: — — A3 : — — IR

Dreptele d; si dy sunt coplanare <= vg], Ug,, AB sunt coplanari <= (04, ,04,, AB) =
0, unde A € d; si B € ds.

e =37 +25 -2k,

e =ai — j + 3%

Fie A(—2,—3,—1) € d;, coordonate obtinute egaland fiecare raport din ecuatiile

carteziene ale dreptei d; cu 0, si B(2,3,—1) € dy, B(t = 0) . Vectorul AB are
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expresia AB =47 + 67.

Determinam a € R astfel incat (v, , g, 1@)) = 0.

3 2 =2

19
a —1 3 =O(:>—38—12a20<:)a:—g,
4 6 0

-

r=2t—1

Problema 5.13. Fied: ¢y =2 —1¢ ,t € R o dreapta in spatiu si

z=t—2
\
(P): (A—=1)x —y + 32z —5 = 0 un plan in spatiu. Determinati A € R astfel incat

d || (P). Pentru A astfel determinat, calculati distanta dintre d si (P).

Rezolvare:

Ug-np=0<=2A-1)+1+3=0<= A= —1.

Ecuatia planului (P) pentru A = —1 este (P) : —2x —y + 32 —5 = 0gi np =
27 — 7 +3%.

Pentru ca d || (P), dist(d, (P)) = dist(A, P), unde A este un punct care apartine
dreptei d.

Din ecuatiile parametrice ale dreptei d, alegand ¢ = 1, obtinem A(1,1,—1).
—-2-1-14+3-(—-1)—5 11
dist(A, (P)) — | +3- (1) =5 _

—
" Vi+1+9 V14
dist(d, (P)) = —.
(@.(P) = T
Problema 5.14. Fie
d‘x—ﬂ_y—l_z—i—Z

1 4  a-1
o dreapta in spatiu si

(P): 2z —3y+52+13=0
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un plan in spatiu. Determinati o, 5 € R astfel incat d < (P).

N
LT

Putem folosi oricare dintre urmatoarele doua conditjii:

vg L np
l.dc (P) = sau
Aed= Ae(P)

2.dc(P)«<= AsiBed= Asi Be (P).

Rezolvare:

Pentru aceasta problema este mai accesibil sa folosim prima conditie.

Uglnpe=vy - np=0=2-1245(c—1)=0= a=3.
A(B,1,-2)ed= Ae(P)<=20-3-10+13=0= [ =0.

—2 —1
Problema 5.15. Fie d : ~ = Y 7 = g o dreapta in spatiu si M (7,2, —3).

Determinati distanta de la punctul M la dreapta d.

Rezolvare: N

dist(M, d) = ﬂ?§—§%§ﬁ§49-,1unde M, € d.
=47 +37 + 2_;;),

Myed, My(2,1,0) = MMy =—-517 — j +3Fk.

- -

7k
TxMMy=1|4 3 2|=117-227 +11% =11(7 —27 + k).
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M
- I 4
/
/
/
MO T}d. - d
(T -27 +F)| 116

dist(M,d) = —— =
(M, d) 147 +37 +2k| 29

r+2y—2+5=0
Problema 5.16. Consideram d : o dreapta in spatiu si

20 —2z2+3=0

(P) : x + 2z —3 = 0 un plan in spatiu. Determinati pozitia relativa a dreptei d si
planului (P). Daca d || (P) calculati distanta dintre ele, altfel determinati punctul
de intersectie dintre d si (P).

Rezolvare:

r+2y—2+5=0 N
—1|=—4v —4k.

20 —22+3=0
T 2 0 -2
—> T
Vectorul normal la planul (P) este vectorul np = i + k.
Este evident ca v || np deoarece vy = —4np, deci dreapta d este perpendiculara

pe planul (P).
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M (xp,yng, 2n) € d
Fie {M} = d n (P). Aceasta implica (@ar, yar, 21 —

Mz, ymr, 2m) € (P)

-

Ty + 2y — 2w +5=0

V220 — 22 +3=0

I‘M+ZM—3=0
\

3 79
Solutia acestui sistem sunt coordonatele punctului M, adica M ( —— —).

4 44
r=1t+1
. _ r+3 oy .
Problema 5.17. Fied; : § ¢y =2t -2 ,t€Rsidy: 5 =§=zdouadrepte
z=1t—3

\
in spatiu.

a) Demonstrati ca dreptele sunt necoplanare.

b) Determinati distanta dintre d; si ds.

c¢) Determinati ecuatiile perpendicularei comune pentru dreptele d; §i ds.
Rezolvare:

a) Dreptele d; si dy sunt necoplanare daca < (U], Ug,, m) # 0 unde M; € d;
si Ms € ds.
o= +2] + k.
T =27 +37 + k.
M, (1,—2,-3) € d; (am ales t = 0 in ecuatiile parametrice ale dreptei dy).
M5(—3,0,0) € dy (coordonate determinate egaland fiecare fractie din ecuatiile

carteziene ale dreptei dy cu 0).

MMy =—47 +27 +3%.
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1 21
(Vay, Vay, MaMs) = | 2 3 1| =3 # 0= d; si dy sunt drepte necolpanare.
—4 2 3

ma U_)dza M1M2)|

b) diSt(dl,dQ) = |(

[var % vas |
—- — =
vt ]
WX =1 2 1|=—71+] k=[x =v3
2 3 1
dist(dy, dy) S _ 3
ist(dy, = — =+3.
1, d2 7
d 1l dy
c¢) Fie d perpendiculara comuna a dreptelor date. Avem ca, -
d 1 dy
-— —>
UdJ_Ud
= wmlmxig =T+ -k
Vg L va;

>
Va2
v

d= A1A2 unde {Al} =dn d1 §l {AQ} =dn dg.

Din ecuatiile parametrice ale dreptei d; avem ca coordonatele oricarui punct

A; apartinand dreptei dy sunt Ay (t + 1,2t — 2,t — 3).
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Ecuatiile parametrice ale dreptei dy sunt dz : { y = 3m ,m € R, deci,

Z=1m

\
orice punct Ay € dy are coordonatele Ay(2m — 3,3m,m).

AAy=0m—t—4D7T +Bm—2t+2)7 +(m—t+3)k.

SN 2m —t —4 3m—2t+2 —t+3
Este evident ca vy || Aj Ay < mn _om . - 1 —
2m—t—4 3m —2t+ 2
1 = 1 dm — 3t =2 m="17
3m — 2t + 2 —t+3
mzAtte mztE —dm+ 3t =5 f =11

1 —1
A;1(12,20,8) si As(11,21,7).

Ecuatiile perpendicularei comune sunt:

—12 —20 -8
d:AlAQIx :y :Z .
-1 1 —1
. z—1 . r—4 vy 9 R
Problema 5.18. Fie d; : — =y—2=zgids: 5 = 0" z doua drepte in

spatiu. Aratati ca d; si dy sunt drepte necoplanare si determinati ecuatiile perpen-
dicularei comune a celor doua drepte.
Rezolvare:
Fie A(1,2,0) € d; si B(4,0,0) € do, deci AB =37 —27.
Dreptele d; si dy sunt coplanare daca vg;, g, si AB sunt coplanari, dar (vg;, Ug,, AB ) =

-5 1 1

—2 0 1| = -3 #0, prin urmare dreptele d; si dy sunt necoplanare.
3 =20
Fie d perpendiculara comuna a dreptelor d; si ds.
- -
T gk
V=08 X =|-5 1 1|=1 +37 +2F
-2 0 1
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7 d (P2)

) S U, /k
U( ]
y @) 3

d2

Fie (P) si (P,) planele determinate de d; i d, respectiv de dy si d . Prin urmare,

dreapta d este determinata de intersectia planelor (P;) si (FPs).

(P1) :

() :

r—1 y—2 =z

-5 1 1|=0=(P):—x+1ly—16z—21 =0.
1 3 2

r—4 y z

-2 0 1|=0<=(P):—-3x+5y—62+12=0.

1 3 2

Ecuatiile dreptei d ca intersectie de planele (P;) si (P,) sunt

—r+ 11y —162—-21 =0

—3r+o5y—62+12=0

Scriind solutia generala a sistemului de mai sus vom determina si ecuatiile para-

metrice ale dreptei d:

r

t+53

€r = — R

3 7
d:Jy=t ,teR.

2t 25

(" 3 14

Problema 5.19. Determinati proiectia punctului M (1, —2,3) pe planul (P) : x —
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3y+2—-5=0.
Rezolvare:

Fie M’ proiectia punctului M pe planul (P), M’ = prp)M.

: Py 14 7 —> 7 - e d >
Aceasta implica MM' | (P)= MM' | ip= MM'|| ¢ —37 + k.
Determinam ecuatiile dreptei ce trece prin M, perpendiculara pe planul (P),

A v v q- . . e rd -
ceea ce Inseamna ca directia dreptei este vectorul ¢ —3 7 + k.

- r—1 y+2 =z-3
1 =31
Punctul M’ este la intersectia dreptei d cu planul (P).

)
Ty =t+1
Mede M(t+1,-3t—2t+3) Yy = —3t — 2
= <
M’E(P) zr=1t+3
k.TM/—:’)yM/—i—ZM/—5=0

5 6 7 28
=+ 1-3(-3t—2) +(t+3)-h=0e=t=—m=— M= —— =)
13 )+ (E+3) 11 (11’ 11’11)

Problema 5.20. Determinati simetricul punctului A(—2,1,5) fata de drepata d :
r+1 y—2 z+1

2 3 -2
Rezolvare:
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Daca A’ este simetricul punctului A in raport cu dreapta d atunci AA’ L d si

M, mijlocul segmentului de dreapta [AA'], apartine dreptei d.

A

d M

<L

\

A!

Med<— M(2t—1,3t +2,—2t — 1) (din ecuatiile parametrice ale dreptei d).
AM =@+ 1)7T +Bt+1)7 + (2t —6) k.
AM Ld e AM -7 =0 <= 202t + 1) +3(3t +1) —2(~2t — 6) = 0 —> t =
—1 = M(-3,—1,1) (M este proiectia punctului A pe dreapta d, M = pr,M).

Deoarece M este mijlocul sgmentului [AA’] avem
( (

oy = AT Ty g 2tTw
2 2
- % —d_q_ 1+2yA' — A/(—4,-3,-3).
ZMZZA+ZAI 1:5+ZA/
\ 2 \ 2
: r—3 y+1 )
Problema 5.21. Fie dreapta d : = g = z—3giplanul (P) : x—3y+2z+9 =

0.
a) Determinati unghiul dintre dreapta si plan.

b) Determinati proiectia dreptei d pe planul (P).

Rezolvare:
a) Vectorul director al dreptei d este 73 =27 — 27 + r
Vectorul normal la planul (P) este g = 7 — 3 + %
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Studiem pozitia relativa a dreptei d si a planului (P).

(1) Dreapta este perpendiculara pe plan, d L (P) < v, || np.
2 =2

1
1 # = # T deci dreapta d nu este perpendiculara pe plan.

(2) Dreapta este paralela cu planul, d || (P) < v; L np < v, -np = 0.

Ug-np=2-14+(=2)(=3)+1-1=9#0, decid }f (P).

(3) Suntem in cea de-a treia situatie cand unghiul dintre d si (P), « € (0, 7).

3 3

cos(x(vg,mp)) = sin(90° — x(vg,np)) = sina = — = « = arcsin ——

Vi1 VI
(b) Proiectia dreptei d pe planul (P) este o dreapta d; care se afla in planul (P)
astfel incat planul (Q) determinat de dreptele d si d; sa fie perpendicular pe (P).
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Ecuatia planului determinat de d si d;, pe care il notam cu (@), este un plan
ce trece printr-un punct al dreptei d, de exemplu A(3,—1,3) € d, si este paralel cu

directiile:
e vectorul normal al planului (P): (P) L (Q) =
e vectorul director al dreptei d: d c (Q) = Ty =21 —27 + I | (Q).

r—3 y+1 z2—-3

r—3y+2+9=0
dy = prpyd = (P)n (@
r—y—424+8=0

Rezolvand sistemul determinam ecuatiile parametrice ale dreptei

( 13 15
=t — —
52 12
dy S y=2¢t+ = ,teR.
S L
z=1

Prezentam in cele ce urmeaza o alta metoda de rezolvare a acestei probleme.
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Proiectand toate punctele dreptei d pe planul (P) vom avea dreapta proiectie a
dreptei d pe planul (P) pe care o notam d; = prpyd. Avem nevoie doar de doua
puncte ale dreptei d; pentru a scrie ecuatiile dreptei.

Este evident ca intersectia dreptei cu plam}l {M} = d n (P) apartine dreptei d;.
xr=2t+3

Ecuatiile parametrice ale dreptei d sunt: {4 =—-2¢t—1 ,t€R

z=t+3

— M(2t+3,—2t —1,t + 3).

dy
P -
d
.
Ty = 20+ 3
Ym = —Qt — 1
{M} = dn(P) < < — 2t+3-3(—2t—1)+t+3+9 =0

k:cM—ByM+zM+9=O
:>t=—2:>M(—1,3,1)Ed1.

Pentru cel de-al doilea punct vom alege sa proiectam un punct al dreptei d pe
planul (P).

Pentru ¢ = 0 in ecuatiile parametrice ale dreptei d obtinem A(3,—1,3) € d.

Sa determinam acum coordonatele proiectiei punctului A pe planul (P), A; =

pI'(P)A.
AA L(P) = AA] | Rp=17-3] + k —
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r=t+3

— 1 —
AAlzx 3:y—|— z—3

= AA1:qy=-3t—1 ,leR

1 -3
z2=t+3
\
T =1t+3
Ya, =-3t—-1
{A1} = AA; N (P) < | —
Za, =1+ 3
Ta, —3Ya, +24, +9=0

18 15 43 15
—3(=3t—1 = = =A== 2 ).
t+3-3(-3t—-1)+t+34+9=0=1t T 1(11,11,11)
1 -3 -1
dleAlilsvs—i_ :g :125 —
Tl =3 -
r+1 y—-3 z-1
13 5 2

Observatie: Ecuatiile parametrice ale dreptei d;

dli

r=13p—1
di:{y=5p+3 ,p € R nu arata in acelasi fel ca cele obtinute prin prima
z=2p+1
metoda, adicit
( 13, 15
T =t — —
52 1 ’
dy < = —t 4+ — ,tER.
Y79 T
z=1

Dar z =t = 2p + 1, deci putem exprima x si y folosind parametru p in ultima

forma, adica

13t—15 132p+1) 15
_ _ B+l 15 .
56401 5(2 % 2

¥ D+
- S = 5p+ 3.
2 3 TPt

Tragem concluzia ca ecuatiile parametrice ale unei drepte in spatiu nu sunt unice.

xZ

y:
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5.6 Probleme propuse

Problema 5.22. Scrieti ecuatia planului (P) astfel incat:
a) M(1,-2,—1)e (P) si Oz L (P).
b) M(0,1,-3) e (P), Oz || (P) si Oz || (P).
c) M(2,-2,1)e (P), (P) || (Q): 2z —y +6z—5=0.

Problema 5.23. Scrieti ecuatia planului (P) daca A(2,—2,3) si A’(4,2,—1) sunt

simetrice fata de planul (P).

Problema 5.24. Scrieti ecuatia planului ce trece prin punctul M (3,2, —1) si contine

axa Qy.

Problema 5.25. Determinati ecuatia planului (P) care contine punctele A(1,0,1)

si B(2,—1,1) si este paralel cu axa Oz.

Problema 5.26. Scrieti ecuatia planului care contine punctul A(1,2,—1) si este
perpendicular pe dreapta AB, B(2,3,5). Calculati distanta de la punctul B la
planul (P).

Problema 5.27. Determinati ecuatia planului (P) ce trece prin punctul A(1,0,1)
si este perpendicular pe planele (Py):3x+y—1=0s5i (P):z4+y—2z—1=0.

Problema 5.28. Determinati ecuatia planului (P) care contine punctele A(—1, —2,0)

si B(1,1,2) si este perpendicular pe planul (P) : z + 2y + 2z —4 = 0.

Problema 5.29. Calculati distanta de la punctul M (1,1,2) la planul (P) : x +2y—
32z—4=0.

Problema 5.30. Calculati unghiul dintre planele (P) : o + 3y + 2z +4 = 0 si
(Q):30+2y—2z+1=0.
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Problema 5.31. Scrieti ecuatia planului ce trece prin punctul A(1,2,0) si este

paralel cu planul (P) : x — 2y + 32 — 5 = 0.

Problema 5.32. Scrieti ecuatia planului care contine punctele A(3,0,2) si B(1,—1,2)

si este paralel cu axa Oz.

Problema 5.33. Scrieti ecuatia planului care contine punctul A(1,—1,1) si este
perpendicular pe planele (P) :z —y+22—3=05si (P2): —z + 2y — 2 = 0. Gasiti
unghiul format de planele (P)) si (P).

Problema 5.34. Scrieti ecuatia planului care este perpendicular pe planul (P;) :

x + 2y + 2z — 4 = 0 si contine punctele M;(—1,—-2,0) si My(1,1,2).

Problema 5.35. Consideram dreapta in spatiu data de ecuatiile

r—3 y+1

d: 1 3

z 4+ 2.

(a) Scrieti vectorul director al dreptei d.
(b) Scrieti ecuatiile parametrice ale dreptei d.
(c) Verificati daca punctele A(—1,3,—4) si B(—1,2, —3) apartin dreptei d.

Problema 5.36. Consideram A(1,2,3), B(1,1,0) si C(—1, 2, 1) trei puncte in spatiu.

Scrieti ecuatiile canonice si cele parametrice ale dreptelor d;, i = 1,4, daca:
(a) dy = AB.
(b) dy trece prin C i este paralela cu dreapta d;.
(¢) d3 L dy, d3 L BC i trece prin A.

r+2y—32+1=0
(d) d42
—r+y+22—5=0
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Problema 5.37. Scrieti ecuatiile dreptei ce trece prin punctul M (2, —5,3) si:

a) este paralela cu Oz;

-1 —2 +3
b) este paralela cu dreapta d : x4 _ Y 5 = 22 .

¢) este perpendiculara pe planul (P) : 3x — 7y + z — 23 = 0.
Problema 5.38. Determinati ecuatiile dreptei care este paralela cu
r=3t—4
d:{y=5—t ,teR

z=4

\

si trece prin A(1,6, —3).

Problema 5.39. Scrieti ecuatiile dreptei AB daca A(—2,5,1) i B(—2,2,5). Scrieti
ecuatiile segmentului de dreapta [AB].
Problema 5.40. Scrieti ecuatiile dreptei care este continuta in planul (P) : x4y —

r—1 y+2 =z-2
2 3 1

z — 2 = 0, este perpendiculara pe dreapta d; :

punctul M(1,0,—1).

si trece prin

Problema 5.41. Fie dreptele d; si ds astfel incat dy | 0= -1 + j sids | W =

T+ k.
(a) Calculati m(c@)
(b) Scrieti ecuatiile dreptei d3 perpendiculara pe d;, perpendiculara pe dy si care

trece prin punctul M (3,2, 1).

Problema 5.42. Scrieti ecuatiile dreptei ce trece prin A(2,1,1) si este paralela cu

dreapta BC, B(5,2,—1), C(0,1,—2).
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Problema 5.43. Scrieti ecuatiile dreptei ce trece prin A(—1,0,1) si este paralela

2c —3y—z+4=0
cu dreapta d :

r—y+z2—-5=0
Problema 5.44. Scrieti ecuatiile dreptei ce trece prin M(1,2, —2) si este perpen-
diculara pe planul (P): 2z —3y+ 2z —5 = 0.

Problema 5.45. Determinati ecuatiile dreptei continute in planul de ecuatie x —
2y +z—5 =0, care trece prin punctul A(1,—1,2) si este perpendiculara pe dreapta
r=4+t

d:Jy=5+t ,teR

z=1t—2

Problema 5.46. Scrieti ecuatia planului (P) care contine dreapta

-

r=2-—3t

d:{y=4+1 ,teR

z=1-—2t

si trece prin A(—1,0,—1).

Problema 5.47. Determinati simetricul punctului M(—1,2,2) fata de planul (P) :
r—y+22+2=0.

Problema 5.48. Determinati ecuatia planului (P) care contine punctul M (1, —1,2)

r+y—22=0
si este perpendicular pe dreapta d :

r—2z+3=0

Problema 5.49. Determinati ecuatia planului (P) determinat de dreptele d; :

r—y+z2—-2=0 rT+2y—2z—-1=0
Sidgl

>

2r+y—2—-1=0 r+y+z2=0
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Problema 5.50. Gasiti proiectia punctului M (1,2, —3) pe planul (P) : x — 3y +
z —2 =0 si calculati distanta de la M la (P).

-3 y+1 z-1
-2 3

x
Problema 5.51. Determinati proiectia dreptei d :

(P):x—y—2z+1=0.

pe planul

Problema 5.52. Determinati ecuatia planului (P) care contine dreapta

T—y+22—6=0
20 +3y—2+3=0
si este perpendicular pe planul (Q):z +y —2+5=0.
Problema 5.53. Determinati simetricul punctului A(2,4, —3) fata de dreapta d :
T =2y =2z
Problema 5.54. Determinati distanta de la punctul M (1,2, —3) la dreapta

r—1 y+3
d- _¥re_
2 o 7

Problema 5.55. Determinati proiectia punctului M (2, —1,2) pe dreapta

-

r=t+2

d:{y=2t—1 ,teR

z=3t+1

Problema 5.56. Scrieti ecuatia dreptei ce trece prin M (2,3, 1) si este paralela cu
r+1 Y z—2

d ta d: - =
reapta 5 7 3

Problema 5.57. Scrieti ecuatia planului ce trece prin punctul M (1, —1,1) si este
perpendicular pe dreapta

z—3
2

(a) d: =y—2=—z-—2;
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y—z+4=0
(b) d:

20 —y =10

Problema 5.58. Gasiti distanta dintre dreptele d; si ds si ecuatiile perpendicularei

comune daca aceasta exista, daca:

—9 20+y =3
a) dlzx—=y+1=z§id2: :
3
z=0
.
r=2t—3
x—1 y+1 =z |
b) d; : =" =—4gidy: —4— ;
) 1 2 —9 351 2 <y 4 2t )
z=3t—4
\
r—2 y—1 i r+1 y+1 2+3
dy : = =z— dy : = = )
¢) dii g~ e sidiy 2 1

Problema 5.59. Fie dreptele

si
r+2 y—1 z+1

3 A =17

Determinati A € R astfel incat dreptele sa fie coplanare si gasiti punctul de intersectie

dg:

dintre d1 §1 dQ.

-1
Problema 5.60. Fie planul (P) : 2z — 3y + 5z + 13 = 0 si dreapta d : % = yT =
2
°F T Determinati o € R astfel incat d < (P).
a j—
-1
Problema 5.61. Fie planul (P) : 22 + 3y — 2z + 1 = 0 si dreapta d : * 5 =

y+2  z+1
a+2 1-—a

. Determinati o € R astfel incat d || (P).
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—1 —4
Problema 5.62. Fie d; : x_5 =y—2=2zs5ids: i 5 = % = % doua drepte

in spatiu. Aratati ca d; si do sunt necoplanare si apoi determinati ecuatiile perpen-

dicularei comune. Calculati distanta dintre d; si dy cat si unghiul dintre cele doua

drepte.

Problema 5.63. Determinati pozitia relativa a dreptelor

-1 1
dlzx _y*e =z
2 3
si
d_x—i—l_y_z—l
73 43

si apoi calculati distanta dintre ele.

Problema 5.64. Fie (P): 2x + 2y — 3z — 1 = 0 un plan in spatiu si

r+1 y—-3 z-1

2 2 1+a

d:

o dreapta in spatiu. Determinati o € R astfel incat:
(a) (P) || ¢
(b) (P) L d.

Problema 5.65. Fie A(2,4,1), B(3,7,5) si C(4, 10,9) trei puncte in spatiu. Aratati

ca punctele sunt coliniare.
Problema 5.66. Determinati daca punctele sunt coplanare:
(a) A(=2,1,2), B(—3,5,7), C(—4,3,12) si D(1,1,1).
(b) A(2,-1,0), B(—1,—-1,-5), C(2,—-2,-3) si D(—4,2,—1).
Problema 5.67. Determinati distanta dintre punctul M (3,1, —1) si dreapta
r—1 vy Z+2

& =55~ 3
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Problema 5.68. Determinati distanta dintre punctul M(1,1,2) si planul (P) :
r+2y—32—4=0.

—1
Problema 5.69. Determinati punctul M € d, d : g = yT = z + 1 astfel incat
distanta dintre M i (Py) : 42 + 2y — 2z + 6 = 0 sa fie egala cu distanta dintre M si

(P):2z—4y+2—5=0.

Problema 5.70. Determinati ecuatiile dreptei d’ care este simetrica dreptei d fata

de punctul A daca:

-

r=1+2
(a)d<y:2t—1 7t€7A(_1>_172)

z=3t+1

1
Y L1 AB,-2,4).

(b) d: 3 5

Problema 5.71. Determinati ecuatiile dreptei d care este perpendiculara pe dreapta
r+1 z—2

dy : 5 = % = 5 trece prin punctul M(2,3,1) si dreptele d si d; sunt

coplanare.

Problema 5.72. Determinati ecuatiile planelor (P;) si (P;) daca ambele plane

1 2
"””_*2 _ % — 242, (P)L(P)si A2,—~1,3) € ().

contin dreapta d :

Problema 5.73. Determinati pozitia relativa a planului (P) si dreptei d si apoi
aflati unghiul si distanta dintre drepta si plan daca:

-1 3
(a) (P):x—y+z+5=0; d:ac—|—1:y—1:'z+2 )

-

r=2t—4

(b) (P):20—2y+32-4=0; d: {y=5t+4 ,teR

z2=2t+5
\
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(c) (P):x4+by—2z2—4=0; d:

y:t+4 7tER'

z=5b—2t



Conice

O conica este o curba obtinuta ca intersectia unui plan cu un con. Un con circular
drept poate fi generat prin rotirea unei drepte ce trece prin origine in jurul axei Oy.
Cele trei tipuri de sectiuni conice sunt hiperbola, parabola si elipsa, cercul fiind un

caz particular al elipsei.

Figura 6.1: Sectiuni conice

A. Parabola B. Elipsa si cercul C. Hiperbola

Ecuatia generala a unei conice este

Az + Bry + Cy?* + Bx + Ex + F = 0.
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In continuare vom discuta despre conice cu ecuatia generala de forma
Ar? +Cy* + Bx + Ex + F =0,

adica cand termenul zy nu apare in ecuatia conicei. In acest caz conicele au ca axe

de simetrie axele de coordonate, sau drepte paralele cu axele de coordonate.

6.1 Cercul

Definitie 6.1. Cercul este multimea punctelor din plan egal departate de un punct

fix numit centru.

Distanta se numeste raza si este notata cu r.

Ecuatia generala a cercului este
(©): (& —=h)+(y—k)?* =17,

unde M (h, k) este centrul cercului si r este raza. Cercul de centru M (h, k) si

raza r este notat cu C((h, k), r).

Figura 6.2: Cercul
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Ecuatiile parametrice ale cercului C((h, k), r) sunt:

r=h+1rcosf
(@) : , 7=0, 0€]0,27].

y=k+rsind

Ecuatia generald a cercului cu centrul in origine este (€) : 22 + y* = r2.

Tangenta intr-un punct al cercului C((h,k),r).

1. Tangenta in punctul My(zg,yo) € (€) la cercul (€) este
tg: (x —h)(wo—h)+ (y — k)(yo — k) = r°.
2. Tangentele la cercul (€) cu panta m au ecuatiile
tg:y—k=m(z—h)+rV1+m2
3. Tangentele la cercul (€) din punctul exterior My(zo,yo) au ecuatia
tg 1y —yo = m(z — ),
unde m € {my, ma}, my si my sunt solutiile ecuatiei

Yo —k =m(xg—h) £rvV1+m2
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6.2 Elipsa

Definitie 6.2. Elipsa este locul geometric al punctelor din plan pentru care suma
distantelor de la un punct la douda puncte fixe, numite focarele elipsei, este con-

stanta.

Ecuatia generala a elipsei este:

=0, =k _ |

a? b2

(E):
Ecuatiile parametrice ale elipsei (F) sunt:

z=h+acosf
(E): , a,b=0, 6¢€l0,2n].

y=k+ bsinf

Daca a > b, atunci:

e Axa mare este pe o dreapta paralela cu Ox de ecuatie d; : y = k (elipsa este

orientata orizontal), lungimea axei mari este 2a.

e Axa mica este pe cu o dreapta paralela Oy de ecuatie dy : x = h lungimea axei

mici este 2b.
e Centrul este la intersectia celor doua axe M (h, k).
e Focarele I}, F, sunt pe axa mare I} (h—c, k), Fy(h+c, k), unde ¢ = v/a2 — b2.
e Varfurile sunt capetele axei mari Vi(h — a, k), Va(h + a, k).

.. & . . . . o o
e Excentricitatea este ¢ = — < 1. Excentricitatea elipsei se refera la cat de
a
aplatizata sau rotunda este forma ei. Cu cat elipsa este mai aplatizata cu atat
valoarea excentricitatii este mai mare. Cu cat este mai circulara cu atat mai

aproape de 0 este valoarea excentricitatii.
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Daca a > b si h = k£ = 0 avem elipsa orientata orizontal centrata in origine

0(0,0):

> Axa mica

Y Axa mare

Figura 6.3: Elipsa orientata orizontal
Daca b > a si h = k = 0 avem o elipsa orientata vertical centrata in origine
0(0,0).
e Axa mare este pe Oy, lungimea axei mari este 2b.
e Axa mica este pe Oz, lungimea axei mici este 2a.
e Focarele Fy, Fy sunt pe axa mare, Oy, Fy(0, —c), F5(0,c), unde ¢ = v/b? — a2.

e Varfurile sunt V;(0, —b) si V5(0,b).
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"= Axa mare

. .
Axa mica

V1 (0, —b)

Figura 6.4: Elipsa orientata vertical

Tangenta intr-un punct al elipsei (F).

2 2

1. Tangenta la un punct My(zo,yo) € (E) la elipsa (E) : $—2 + Z—Q = 1 are ecuatia
a
. TTo  YYo
tg : ? + ? =1.

2. Tangentele la elipsa (F) avand panta m au ecuatiile

y = mx + vVa*m? + b2

6.3 Hiperbola

Definitie 6.3. Hiperbola este multimea tuturor punctelor din plan pentru care

valoare absoluta a diferentei dintre distantele la doua puncte fixe numite focare F7,
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Iy, este constanta.

Daca alegem focarele pe axa Ox, Fi(—c,0), F5(c, 0), ecuatia hiperbolei cu centrul

in origine, O(0,0) este:

Hiperbola y

Axa conjugata

Axa transversald

e

asimploie

Figura 6.5: Hiperbola cu ramurile ce se deschid spre dreapta si spre stanga

e Axa transversala este dreapta pe care se afla focarele F1 Fy = Ox.

e Axa conjugata este perpendiculara pe FiF5 si trece prin centrul hiperbolei,

in acest caz este axa Oy.

e Dreptunghiul cu lungimile 2a si 20 si care are ca axe de simetrie axele hiperbolei

este numit dreptunghi fundamental al hiperbolei.
b
e Asimptotele hiperbolei y = +—=z sunt diagonalele dreptunghiului fundamental.
a
e Focare sunt Fi(—c,0), Fy(c,0), unde ¢ = v/a? + b2.

e Varfurile, Vi (—a,0) si Va(a, 0), sunt intersectiile axei transversale cu hiperbola.
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.. c
e Excentricitatea este e = — > 1.
a

Ecuatiile parametrice ale hiperbolei (H) sunt:

T = t+acosht

(H) : , teRR,
y = bsinht
t —1 t_ —t
unde cosht = %7 sinh = %
Tangenta in punctul My(zo,yo) € (H) la hiperbola (H) are ecuatia
8o YYo
ie T Tt

Daca alegem focarele pe axa Oy atunci

Hiperbola y

Axa conjugata

Axa transversald

Figura 6.6: Hiperbola cu ramurile ce se deschid in sus si in jos

e Axa transversala este axa Oy.

e Axa conjugata este axa Ox.
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Ramurile hiperbolei se deschid in sus si in jos.

Focarele sunt F(0, —c), F5(0,¢), unde ¢ = v/a? + b?.

Varfurile sunt V4 (0, —a), V2(0, a).

Asimptotele au ecuatiile y = +—x.

SRS

Ecuatia generala a hiperbolei cu ramurile ce se deschid spre dreapta si spre stanga

este:

Pentru aceasta hiperbola avem:
e Centrul in C(h, k).

Varfurile V(h + a, k).

Focarele sunt Fi o(h + ¢, k), unde ¢ = v/a? + b2.

b
Asimptotele au ecuatiile y — k = +—(x — h).

[ ]
Q

Axa transversala este F1F5, o dreapta paralela la Ox ce trece prin punctul C.

e Axa conjugata este o dreapta ce trece prin C' i este perpendiculara pe axa

transversala.

Ecuatia generala a hiperbolei cu ramurile ce se deschid in sus gi in jos este:

(y—k)? (z—h)?

s 72 = 1.

(H) :
Pentru aceasta hiperbola avem:

e Centrul C'(h, k).
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Varfurile V(h, k £ a).

Focarele F 5(h, k + ¢), unde ¢ = v/a? + b2.

Asimptotele au ecuatiile y — k = i%(w —h).

Axa transversala este F F;, o dreapta paralela cu Oy.

Axa conjugata este o dreapta ce trece prin C' si este perpendiculara pe axa

transversala.

Hiperbola echilaterala este o hiperbola pentru care asimptotele sunt perpen-
diculare, denumita de asemenea si hiperbola echilatera sau hiperbola dreapta.

Hiperbola echilaterala se obtine pentru a = b, in acest caz ecuatia generala este

2

2?2 —y? = a? 2 2

sau 3% — 2% = a?.
Daca asimptotele hiperbolei sunt axele Oz si Oy, atunci ecuatia hiperbolei echi-

laterale este

(H,): 2y =

Hiperbola echilaterala

4
\

asimptote

Figura 6.7: Hiperbola echilaterala zy = ¢?
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Despre hiperbola echilaterald cu ecuatia xy = ¢® putem spune urméatoarele:

Are aceasi forma ca si hiperbola standard, dar rotita cu 45°.

Asimptotele sunt axele Ox si Oy.

Varfurile sunt Vi (—c, —c), Va(c, c).

Excentricitatea este € = /2.

Ecuatiile parametrice sunt

6.4 Parabola

Definitie 6.4. Parabola este multimea punctelor din plan pentru care distanta la
un punct fiz din plan numit focar este egala cu distanta la o dreapta fixa numita

directoare.

Punctul ce se afla la jumatatea distantei dintre focar si dreapta directoare este
numit varful parabolei.
Exista patru tipuri de parabole in sistemul de axe de coordonate. Ele se pot

deschide 1n sus, in jos, spre dreapta sau spre stanga.

1. (P): (x —h)>=4p(y — k).
Parabola se deschide in sus daca p > 0 si se deschide in jos daca p < 0.
e Varful este V(h, k).
e Ecuatia directoarei este y = k — p.

e Focarul este F'(h, k + p).



6.4 Parabola 138

directrix

directrix

Figura 6.8: Parabola cu ramurile in sus Figura 6.9: Parabola cu ramurile in jos

x=2pt+h
e Ecuatiile parametrice sunt: , teR.
y=pt> +k
2. (P): (y —k)*>=4p(z — h).
Parabola are ramurile spre dreapta daca p > 0 si are ramurile spre stanga daca
p < 0.
e Varful este V'(h, k).
e Ecuatia directoare este x = h — p.
e Focarul este F'(h + p, k).
r=7pt>+h
e Ecuatiile parametrice sunt , teR.

y=2pt+k

Observatie 6.5. Cand trasam graficul unei parabole, numarul 4p care este denumit
st latus rectum este foarte util deoarece punctele ce determina segmentul de dreapta
paralel cu directoarea, cu lungimea |4p| si avand ca mijloc al segmentului focarul

parabolei, apartin paraboles.
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directrix

directrix

Figura 6.10: Parabola cu ramurile Figura 6.11: Parabola cu ramurile

spre dreapta spre stanga

6.5 Probleme rezolvate

Problema 6.1. a) Puneti ecuatia 22% — 8z + 2y* + 4y — 8 = 0 in forma standard

a ecuatiei unui cerc.
b) Determinati raza si centrul cercului.
¢) Scrieti ecuatiile parametrice ale acestui cerc.
d) Faceti graficul cercului.

e) Gasiti doua puncte de pe cerc si inlocuiti in ecuatia cercului pentru a verifica

daca graficul este corect.

f) Scrieti ecuatia tangentei la cerc intr-unul din punctele determinate anterior.
Rezolvare:
a) impér’gim prin 2 ecuatia data si obtinem:
22—+t + 2y —4=0=

> —4dx+4+9y*+2y+1—-4—-4—1=0 <= (ne formam patrate perfecte)
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(—2P2+(y+1)?*=9

care este forma standard a ecuatiei unui cerc.
b) Cercul (C): (x —2)*+ (y + 1)> =9 are raza r = 3 i centrul in A(2,—1).
¢) Ecuatiile parametrice ale cercului sunt:

T =2+ 3cost
(C): , te|0,2n].
y=—1+3sint

d) Graficul cercului dat este:

Y 4

e) Alegem punctele B(5,—1) si C(2,—4) din graficul cercului. B € (€) daca
(5—2)?+(—1+1)% = 9 ceea ce este adevarat 5i C € (€) dacd (2—2)*+(—4+1)* =

9 relatie care se verifica si ea, deci punctele alese apartin cercului.

e) Tangenta in punctul B(5,—1) estetg: (z—2)(5—-2)+ (y+1)(—-1+1) =9 <

tg:x =5.

Problema 6.2. Pentru elipsa
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determinati axa mare si lungimea ei, axa mica si lungimea ei, centrul, varfurile,
focarele, scrieti ecuatiile parametrice, gasiti intersectiile cu axele de coordonate si
apoi trasati graficul ei.
Rezolvare:

Observam ca 25 > 9 deci avem ca axa mare este pe Oy si a = 5, b = 3. Lungimea
axel mari este 2a = 10, axa mica este Ox cu lungimea 2b = 6.

Centrul elipsei este C(—1,2).

Varfurile sunt pe o dreapta paralela cu axa Oy, © = —1, Vi(—1,7) si Vo(—1, =3).

(Din centrul elipsei C'(—1,2) ne deplasam in jos si in sus ¢ = 5 u.m.).

Pentru coordonatele focarelor calculam ¢ = va2 — b2 = /25 — 9 = 4. Focare
sunt pe axa mare, ¢ = 4 w.m. in sus si jos fatd de centru, adica F(—1,2 + 4),

Fl(—176) §1 FQ(—l, —2)
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Ecuatiile parametrice ale elipsei sunt

r=—1+ 3cost
(E) : , te[0,2n].

y =2+ 5sint

Intersectiile cu axele de coordonate se calculeaza astfel.

1?2 4 21
3v21 3v21
T = —1—|—— Avem doua puncte de intersectie cu axa Ox A1< 1—— O>
3v21
§iA2( 1+— O)
1 —2)? 200
e (E)n Oy : :c=O:>§+(y25) =le= (y—-2)0 =" =y =
10 10
2+ i = avem doua puncte de intersectie cu axa Oy By (O 2—i)

1
§132<0 2+M>

Problema 6.3. Fie hiperbola de ecuatie
(H):2* —4y* —16 = 0.

Determinati axa transversala gi axa conjugata, centrul, varfurile, focarele, asimp-
totele, excentricitatea si apoi trasati-i graficul. Scrieti ecuatiile parametrice ale
hiperbolei. Verificati daca M (24/5, —1) apartine hiperbolei si scrieti ecuatia tangen-
tei in M.

Rezolvare:

Observam ca ecuatia nu este in forma standard deci vom imparti la 16 ecuatia,

2 2
si obtinem (H) : % = yz =1

Centrul este in origine, O(0, 0).
Deoarece termenul cu x este pozitiv cand ecuatia este egala cu 1, axa transversala

este axa Ox, a = 4 si axa conjugata este axa Oy, b = 2.
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Varfurile sunt pe axa transversala Vi(—4,0) si Va(4,0).

Pentru coordonatele focarelor, determindm ¢ = Va2 + b2 = /16 +4 = 24/5.
Focarele au coordonatele Fy(—2+/5,0) si F1(2v/5,0).

. . r . . ..
Ecuatiile asimptotelor sunt d; : y = 5:1: sidy: y= —51', iar excentricitatea este
2v5 /b
€= —— = —.
4 2

Ecuatiile parametrice ale hiperbolei sunt

x = *4cosht
(E) : , teR.
y = 2sinht
Verificam daca M (2v/5, —1) € (H).
24/5)? —1)? 20 1
M(2V5,—1) € (H) «— ( \1?) _ 4) :1(:>E—Z—1=Oceeaceeste

adevarat, deci ecuatia tangentei la hiperbola in punctul M este:
25 —1-y
tg : —
16 4
tg: Vb 4+ 2y —8 = 0.

=] <

Problema 6.4. Fie parabola data de ecuatia (P) : y* = 3x. Determinati varful
parabolei, focarul, ecuatia directoarei gi apoi trasati graficul. Scrieti ecuatiile para-

metrice ale parabolei. Determine ecuatia tangentei la parabola ce trece prin punctul

A(12,-6).
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Rezolvare:

Varful parabolei este in origine O(0, 0) si deoarece termenul care apare la patrat

3 3
este y, p = 7 focarul este situat pe axa Ox, F (é_l’ O>. Ecuatia dreptei directoare

este o dreapta paralela cu Oy ce trece prin x = —p deci ecuatia directoarei este
3
r=—-.
4
Ecuatiile parametrice ale parabolei sunt
t2
r=—
(P) : 3 | teR
y=t

A(12,—6) € (P) deoarece (—6)* = 3 - 12.
Ecuatia tangentei la parabola in A este:
tg:y-(—6) = g(x—i-lQ)(:)
tg:x+4y+12=0.

ael

Problema 6.5. Identificati si apoi trasati graficul conicei avand ecuatia:

a) (C1):322+y+6x—2=0.

b) (Cy) : 2% + 4y* + 10z — 16y + 25 = 0.
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¢) (Cs):a?+y*—10z +2y +21 =0.
d) (Cy) : 4y* — 2% — 40y — 122 + 60 = 0.
Rezolvare:

a) (C1): 322 +y+6r—2=0«<

(C1): 3(z*+224+1)=—-y+2+3
() : (x+1)2:_y3i

Aceasta este ecuatia unei parabole de-a lungul axei Oy, care are ramurile in jos,

1 1
cuvarful in V(—1,5) sip = B Focarul este de coordonate I (—1, 5— ﬁ)

1 1 1
Pentru parabola noastra latus rectum este 3 deci punctele A (—1 5 5— E)

1 1
si B (—1 + 5 5 — E) apartin parabolei.
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b) (Cy): x? +4y? + 10z — 16y + 25 = 0 <=
(Co): 22+ 100+ 25+ 4(y* —4dy+4) — 16 = 0 =
(C): (x+5)?+4(y—2)2 =16

() s LIV oD

Aceasta este ecuatia unei elipse cu centrul in A(—5,2), iar axa mare o dreapta

1

paralela cu Ox ce trece prin centru, a =4 si b = 2.

c) (C3): 2?2 +9y*—10x +2y+ 21 = 0 =
(C3): 2?2 =100 +25+y? +2y +1+21 =251 =0 <
(C3): (x =52+ (y+1)*=5

Aceasta este ecuatia unui cerc de centru A(5, —1) si raza r = /5.
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d) (Cy) : 4y? — 22 — 40y — 12z + 60 = 0 <>
(Cy) = 4(y* — 10y + 25) — (22 + 122 + 36) + 60 — 100 + 36 = 0 <=
(Cy): 4y —5)% — (z +6)? = 4 =
CARURL R S

Aceasta este ecuatia unei hiperbole cu axa transversala o dreapta ce trece prin

1

centrul A(—6,5) si paralela cu axe Oy. Varfurile sunt V;(—6,4) si V2(—6,6).
a =1g b= 2, deci dreptunghiul fundamental are laturile de lungime 4 si

respectiv 2 iar diagonalele acestuia sunt asimptotele hiperbolei.

m/
P

Problema 6.6. Scrieti ecuatia cercului astfel incat:



6.5 Probleme rezolvate 148

a) [AB] este diametrul cercului, A(—1,—2) si B(5, —4).

b) Centrul cercului este A(2,—3) si dreapta d : 2z + 5y — 1 = 0 este tangenta

cercului.
Rezolvare:
a) Deoarece [AB] este diametru, centrul cercului este mijlocul segmentului [AB]

AB 162 + 22
> - 2* — V10,

care este M (2, —3) gi raza este r =

Ecuatia cercului este:
(C): (z =2+ (y + 3)* = 10.

b) Raza este perpendiculara pe tangenta, prin urmare
C|A+5-(=3) -1 12

r = dist(4, d) NZEES 755

Ecuatia cercului este:

144

(C):(z -2+ (y+3)* = —.
29

Problema 6.7. Scrieti ecuatia elipsei centrate in origine O(0, 0) astfel incat:

a) Distanta dintre focare este 6 si excentricitatea este ¢ =

ot w

b) Punctul M(—2+v/5,2) apartine elipsei, axa mare este pe Ox si lungimea axei

mici este 0.
Rezolvare:

a) 2c=6=c=3.

Ecuatia elipsei este:
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® y
b) 2b=6 b=3 EYy: —+=—=1
20 4 20 5 9
M(—2\/5,2)6(E)<:>¥+§:1 =g =36
Ecuatia elipsei este:
22 P
Ey: —+==1.
(B) 35+ 75

Problema 6.8. Scrieti ecuatia hiperbolei centrate in origine O(0,0) astfel incat:
: f e : .. 3
a) Unul dintre varfuri este V1(0,—2) si excentricitatea este € = 3

9 2
b) Punctul M (5, —1) apartine hiperbolei, ecuatiile asimptotelor sunt y = igx,

si axa transversala este pe Ox.

Rezolvare:

a) Daca varful are coordonatele V;(0, —2) € Oy atunci axa transversala este pe

2 2
@y%—%zy
b) y=i§x=>§=§za=3k,b=2k:>
2 2
) e b -
M(g,—1>e(H)<:>4_891k2—4—;:1:%2:2:»@2:18, b = 8.
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Problema 6.9. Scrieti ecuatia parabolei care are ca axa de simetrie axa Oy, varful
este in origine si trece prin A(9,6).
Rezolvare:

Ecuatia generald a parabolei este (P) : 2* = 4py.
27
A(9,6)e (P)=81=4-p-6=p= 5

Ecuatia parabolei este:

27
(P):2° = 5V

Problema 6.10. Scrieti ecuatia tangentei la parabola y? = 2x care este perpendic-
ulara pe dreapta d : x — 2y +4 = 0.
Rezolvare:
th_d:>mtgmd=—1:>mtg=_?1 = —2.

Tangenta in punctul M (zg,y) care apartine parabolei este tg : yyo = = +x9 =

1 1
Myg = — => Yo = ——.
tg %o Yo 9

(mo,yo)e (P):>y(2):2950:>$o= g

Ecuatia tangentei este:

1

1
tg:y(—§)=m+§

tg:8x+4y+1=0.
6.6 Probleme propuse
Problema 6.11. Scrieti ecuatia cercului daca:
a) Centrul este in origine gi raza este 3.
b) A(2,—1) este centrul cercului si raza este 4.
c¢) Centrul este in B(2,5) si trece prin C'(—1,2).

d) Centrul este in D(1, —1) gi dreapta d : 5z — 12y +9 = 0 este tangenta cercului.
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Problema 6.12. Scrieti ecuatia cercului cu diametrul [AB], unde A(2, 3), B(4, —1).
Problema 6.13. Determinati raza si centrul cercului de ecuatie
(C):a® +y* —4x+6y+5=0.
Scrieti ecuatia tangentei la cerc ce trece prin punctul A(1, —2).
Problema 6.14. Scrieti ecuatia elipsei cu centrul in origine astfel incat:
a) lungimile axelor sunt sunt 5 si 2 i este orientata orizontal;

b) lungimea axei mari este 10, distanta focala este 2¢ = 8 gi este orientata ori-

zontal;
c) axa mare este 24, distanta focala este 2¢ = 10 si este orientata vertical;

d) 2c = 6, excentricitatea este € = — si este orientata orizontal;

-
: oL . 12 . . y .
e) lungimea axei mici este 20, excentricitatea este € = B si este orientata vertical.
Problema 6.15. Scrieti ecuatia elipsei (E) centrata in origine daca:
a) M(—2v/5,2) € (E), b= 3 si este orientata orizontal;
b) M(2,—2) € (F), a =4 si este orientata orizontal;
c) elipsa (E) trece prin M, (4, —/3) si M3(2v/2, 3);

d) M(+/15,—1) € (E), 2c = 8 si este orientata orizontal;

si este orientata orizontal.

5 2
e) M |2,—= | € (F), excentricitatea este ¢ = =
3 3

Problema 6.16. Determinati axa mare, axa mica, varfurile, focarele, excentrici-

tatea pentru elipsele:
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b) (E) : 2* + 16y — 16 = 0;
¢) (Es):a?+4y* —1=0;
apoi trasati graficele lor.

Problema 6.17. Determinati pozitia relativa a elipsei (E) : 22% + 5y? — 88 = 0 si
dreptei d : 3x — by + 14 =0

Problema 6.18. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa (E) : T 120
paralele cu dreapta d : 3x + 2y + 7 = 0.

Problema 6.19. Scrieti ecuatia tangentei in A(2,0) la elipsa (E) : %2 +y2—1=0.
Problema 6.20. Scrieti ecuatia hiperbolei centrata in origine si:

a) a =5, b =4 gi axa transversala este pe axa Ox;

b) ¢ =5, a =4 si axa transversala este pe axa Oy;

c) ¢ = 3, excentricitatea este € = — gi axa transversala este pe axa Ox;

2
5 . .
1 si axa transversala este pe axa Ou;

d) a = 8 excentricitatea este € =

4
e) Ecuatiile asimptotelor sunt y = igzm c = 13 si axa transversala este pe axa

Oz.

Problema 6.21. Scrieti ecuatia hiperbolei (H) centrate in origine si:
a) M(10,—+/5) € (H), a = v/20, si axa transversala este pe axa Oy;
b) hiperbola trece prin M;(5,42) si Ma(—44/2,5);

c) M(4, —%ﬁ) € (H), ¢ =5 gl axa transversala este pe axa Ox;

2
d) M(2,—-1) € (H), ecuatiile asimptotelor sunt y = +-x, si axa transversala este
2 y 37 8

pe axa Oz.
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Problema 6.22. Determinati axa transversala, axa conjugata, varfurile, focarele,

excentricitatea gi ecuatiile asimptotelor pentru fiecare dintre hiperbolele:

¢) (Hs):y*—4a* —16 =0,
d) (Hy):162* —9y* —1 =0,
apoi trasati graficele lor.

Problema 6.23. Determinati pozitia relativa a dreptei d : * —y —4 = 0 si a

2 g
hiperbolei (H) : — — = —1=0.
iperbolei (H) 53
22
Problema 6.24. Scrieti ecuatia tangentei la (H) : T y> —1 = 0 in punctul

A(—6,2/2).
Problema 6.25. Scrieti ecuatia parabolei astfel incat:

a) parabola are ramurile spre dreapta, are varful in origine O(0,0) si focarul este

F(2,0);

b) parabola are ramurile spre stanga, are varful in origine O(0,0) si ecuatia di-

rectoarei este x = 5;
c¢) parabola are ramurile in jos, varful este A(2, —3) si focarul este F(2, —6);

d) parabola are ramurile in sus, focarul este F'(—2,5) si ecuatia directoarei este

y = 1.

Problema 6.26. Determinati varful, focarul, ecuatia directoarei pentru fiecare din-

tre parabolele:
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a) (Pr):(y+1)*=6(z—2),
b) () :2* =4y - 2),
c) (P5):a® = —y,
d) (P1): (y —2)* = —da,
e) (Ps):y*—6y—8x+1=0,
) (Ps) : 2% + 8z + 4y + 20 = 0,
apoi trasati graficul fiecarei parabole.
Problema 6.27. Determinati ecuatia parabolei daca:
a) Are ca axa de simetrie axa Oz, trece prin A(9,6) iar varful este in origine;
b) Are ca axa de simetrie axa Oy, trece prin B(1,1) si are varful in origine.
Problema 6.28. Determinati pozitia relativa a dreptei i parabolei daca:
a)d:x—y+2=0, (P):y?=8x;
b) d:8x+3y—15=0, (P):2* = —3u;

c) d:br—y—15=0, (P):y* = —bz.



Cuadrice

7.1 Cuadrice

O cuadrica este data de o ecuatie de gradul al doilea in forma
Az? + By +C22 + Day + Exz + Fyz +Ge + Hy + [z + J = 0.
Prezentam cateva cuadrice de baza care au ecuatiile de forma:
A + By* +C2+J =0

A + By* + 12 =0

Prin rotatii si translatii a acestor cuadrice se pot obtine suprafete care au ca ecuatie
forma generala data. Termenii care contin xy, xz, zy apar doar cand avem rotatii
ale formelor de baza.

Cuadricele au ca sectiuni plane, curbe conice. Exista cuadrice propriu-zise (nede-
generate) si cuadrice degenerate.

Cuadricele nedegenerate sunt:
1. elipsoidul, sfera fiind un caz particular al elipsoidului

2. hiperboloidul cu o panza
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3. hiperboloidul cu doua panze

4. paraboloidul eliptic

5. paraboloidul hiperbolic

Cuadricele degenerate pe care le vom prezenta sunt:
1. conul

2. cilindrul

Gradul fiecarei necunoscute, semnul termenilor de gradul al doilea, cat si care
dintre termeni apar in ecuatie ne ajuta sa determinam care dintre cele tipurile de
cuadrice enumerate ne este data.

Pentru a trasa graficul unei suprafete cuadrice este adesea de folos sa trasam
intersectiile suprafetei cu planele de coordonate.

Pentru a determina intersectia cu Oy alegem 2z = 0.

Pentru a determina intersectia cu yOz alegem x = 0.

Pentru a determina intersectia cu Oz alegem y = 0.

Vom stabili de asemenea intersectiile suprafetei cu plane paralele cu planele de
coordonate iar aceasta se face stabilind pe rand x = constanta, y = constanta, z =

constanta.

7.1.1 Elipsoidul

Caracteristici:
e toti termenii de gradul doi sunt prezenti;

e toti termenii de gradul doi sunt pozitivi cand ecuatia este egala cu 1;
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e toate intersectiile cu planele de coordonate sunt elipse;

e Intersectiile cu axele de coordonate sunt x = +a, y = +b, z = +ec.

Figura 7.1: Elipsoid

Planul tangent in punctul My(zo,yo, 20) € (E) la elipsoid este:

T z
0L P 2R,

a2 B2 c?
Sfera
Sfera este un caz particular al elipsoidului cand a = b = c.

Definitie 7.1. Sfera este locul geometric al punctelor din spatiu care se afla la o

distanta fixata numita raza, r, de la un punct fix numit centru.

Ecuatia sferei cu centrul in My(xg, yo, 20) si avand raza r este:
(S): (@ —20)* + (Y —wo)* + (2 — 20)* = 1°.
Planul tangent in punctul M (xas, yar, 2ar) € (S) la sfera este:

(x — xo)(@ar — o) + (¥ — yo) (yar — wo) + (2 — 20) (21 — 20) = 7.
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7.1.2 Hiperboloidul cu o panza

.’L’2 y2 2’2

Caracteristici:

e toti termenii de gradul al doilea sunt prezenti;

e doi dintre termenii de gradul intai sunt pozitivi si unul este negativ cand

ecuatia este egala cu 1;
e intersectia cu planul xOy este o elipsa;
e intersectiile cu planele yOz si xOz sunt hiperbole;

e axa de simetrie a hiperboloidul cu o panza este paralela cu axa variabilei
negative, adica hiperbiloidul cu o panza este directionat de-a lungul axei a

carei necunoscuta apare cu semnul —.

Figura 7.2: Hiperboloidul cu o panza
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Planul tangent in punctul My(zo,vo, 20) € (H1P) la hiperboloidul cu o panza

este:

TTo  YYo 220
@ e e =0

7.1.3 Hiperboloidul cu doua panze

Caracteristici:

toti termenii de gradul al doilea sunt prezenti;

e un termen de gradul al doilea este pozitiv si doi sunt negativi cand ecuatia

este egala cu 1;

e intersectia cu un plan paralel cu zOy (planul determinat de necunoscutele

negative) este o elipsa;

e intersectiile cu planele de coordonate Oz si yOz sunt hiperbole;

e axa de simetrie a hiperboloidului cu doua panze este axa variabilei care este

pozitiva in ecuatie.

e Intersectiile cu axa Oz sunt z = £¢ (egalam variabilele care apar cu minus in

ecuatie cu 0).

Planul tangent in punctul My(zo, yo, 2z0) € (H2P) la hiperboloidul cu doua panze

este:
TTy  YYo = 220
_?_W—F?_l 0.
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Figura 7.3: Hiperboloidul cu doua panze

7.1.4 Paraboloidul eliptic

2 2
T Y
(PE)Z;-F?:CZ.
Caracteristici:

e doi termeni de gradul al doilea sunt prezenti i sunt pozitivi;
e avem un termen de gradul intai;

e interectia cu un plan paralel determinat de neconoscutele termenilor de gradul

al doilea este o elipsa;

e intersectiile cu celelalte plane de coordonate sau cu plane paralele cu acestea

sunt parabole;
e axa de simetrie axa variabilei de gradul intai.

e directia:
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— daca ¢ > 0 paraboloidul eliptic se deschide spre directia pozitiva a axei

necunoscutei de gradul intai.

— daca ¢ < 0 paraboloidul eliptic se deschide spre directia negativa a axei

necunoscutei de gradul intai.

Figura 7.4: Paraboloidul eliptic

Planul tangent in punctul My(xg,yo, 20) € (PE) la paraboloidul eliptic este:

7.1.5 Paraboloidul hiperbolic
2 2
(PH):%—%=CZ.

Caracteristici:

e doi termeni de gradul al doilea sunt prezenti, unul pozitiv si unul negativ;

e un termen de gradul intai este prezent;
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e intersectia cu un plan paralel cu planul de coordonate a caror necunoscute

apar la patrat este o hiperbola;

e intersectia cu plane paralele cu celelalte doua plane de coordonate Oz si yOz

sunt parabole;

e axa de simetrie este axa necunoscutei de gradul intai.

Figura 7.5: Paraboloidul hiperbolic

Planul tangent in punctul My(zo,yo, 20) € (PH) la paraboloidul hiperbolic este:

Lo  YYo €
@ gt
7.1.6 Conul eliptic
2 2 2

A
(CE);—FE—E—O

Daca (x,y, z) este o solutie a ecuatiei generale a conului eliptic avem ca (Ax, Ay, Az)
este de asemena o solutie a ecuatiei. Aceasta inseamna ca suprafata este reuniunea

unor drepte ce trec prin origine.
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Caracteristici:

e toti termenii de gradul al doilea sunt prezenti;
e doi termeni sunt pozitivi gi unul este negativ cand ecuatia este egala cu 0;

e intersectia cu planul determinat de necunoscutele pozitive, Oy, sau un plan

paralel cu acesta este un punct respectiv o elipsa;

e intersectiile cu planele zOz si yOz sau plane paralele cu acestea sunt doua

drepte sau hiperbole;

e axa de simetrie a conului eliptic este axa necunoscutei negative din ecuatie.

Figura 7.6: Conul eliptic

7.1.7 Cilindrul

Definitie 7.2. Un cilindru este o suprafata formata din toate dreptele numite si
generatoare, care sunt paralele cu o directie data si care trec printr-un punct variabil

ce descrie o curba plana numita curba directoare.
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Observatie

e In spatiul R?, ecuatia unui cilindru are doar dou& variabile diferite. Aceasta
ecuatie ne ofera intersectia cilindrului cu planul de coordonate dat de vari-

abilele care apar in ecuatia cilindrului.
e Curba este directionata de-a lungul axei variabilei care lipseste.

e Curba nu se schimba de-a lungul axei variabilei care lipseste.

Exemplu 7.3. Trasati graficul suprafetei de ecuatie z = x> + 1.

o Observam ca lipseste y in ecuatie, deci ne witam la intersectia suprafetei cu

planul zOz.
o In planul xOz z = 2?41 este parabola cu ramurile in sus de-a lungul axei Oz.

e Obtinem intreaga suprafata punand laolata toate parabolele cu aceastd ecuatie

in fiecare din planele de ecuatie y = k.

Figura 7.7: Cilindrul z = 22 + 1

Exemplu 7.4. Trasati graficul suprafatei de ecuatie x> + y? = 4.
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o Lipseste z in ecuatie, deci avem intersectia cu planul zOy.

e In planul xOy 2 + y*> = 4 este un cerc cu centrul in origine si raza r = 2.

e Obtinem intreaga suprafata punand laolalta o infinitate de astfel de cercuri

aflate in fiecare plan de ecuatie z = k.

Figura 7.8: Cilindrul 2% + y? = 4

Exemplu 7.5. Trasati graficul suprafatei de ecuatie yz = 6.

e Nu avem x in ecuatie, deci avem intersectie cu planul yOz.

e In planul yOz yz = 6 este o hiperbila echilaterala cu asimptotele axele Oy si

Oz.

o Obtinem intreaga suprafata reunind toate hiperbolele aflate in fiecare plan de

ecuatie x = k.
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Figura 7.9: Cilindrul yz =6

7.2 Probleme rezolvate

Problema 7.1. Trasati graficul intersectiilor cu planele de coordonate sau cu plane

paralele cu acestea apoi desenati si identificati fiecare dintre urmatoarele cuadrice:
a) (S1):97% — 4y + 922 = 0;
b) (S2) : 922 + 4y* + 2 = 36;
c) (S3):4x? +4y? — 2% +4 = 0;
d) (Sy): 2* +4y* = 4;
e) (S5):z=1a%+4y* — 4
) (Se) : 922 — 4y* + 92% = 36;
g) (S7):a?—y*+42—4=0.

Rezolvare:
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a) (S1): 922 — 4y® + 922 = 0. Impértim ecuatia la 36 si obtinem

= 0, care este un con eliptic de-a lungul axei Oy.

2 2
Intersectia cu zOy: z = 0 = % — % =0= 9’ =4y <=y = i§$ ce

reprezinta doua drepte.

Intersectia cu z0z: y = 0=z =z = 0 = 0(0,0,0).

2 2
z 3

Intersectia cu yOz: ¢ = 0 = —% + 1 0= 922 = 4y? = y = iéz
care sunt doua drepte in planul yOz.

g 2 y: 22
Daca x = £2 = 9 + T -1 = 9 1= 1 avem o hiperbola cu axa
transversala Oy.

2 2
Dacay = +3 = T + ZZ = 1 < 2% + 2° = 4 obtinem cercul cu raza 2 in
planele y = 3 51 y = —3.

22 P
Daca z = £2 = -7 + 9= 1 obtinem hiperbola avand axa transversala

Oy.

Intersectiile cu planele de coordonate sunt reprezentate in figurile urmatoare.

Yy

Intersectia cu zOy Intersectia cu yOz
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Intersectia cu z = £2 Intersectia cu y = £3

Graficul conului eliptic este reprezentat in figura de mai jos.

Figura 7.14: (S1) - con eliptic
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b) (S2) : 92% + 4y? + 2% = 36, impartim la 36 ecuatia si obtinem
2 2 2

So): — + L + — =1, care este un elipsoid.
4 9 36
2 g2
Intersectia cu zOy: 2 =0 = T + 9" 1 este o elipsa care are axa mare pe
Oy.
2 L2
Intersectia cu z0z: y = 0 = T + 36 1 este o elipsa care axa mare pe Oz.
y? 2
Intersectia cu yOz: * =0 = 9 + 36~ 1 este o elipsa care are axa mare pe
Oz.

Aceste intersectii sunt reprezentate in urmatoarele figuri.

ly

-8
-8

Intersectia cu xOy Intersectia cu 2Oz Intersectia cu yOz

Graficul elipsoidului este reprezentat in figura de mai jos.
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Figura 7.18: (S3) - elipsoid

¢) (S3): 422 + 4y? — 22 + 4 = 0. Impértim ecuatia la —4 si obtinem
2

z
(S3) : —a% —y* + T= 1, care este ecuatia hiperboloidul cu doud panze de-a

lungul axei Oz.

Intersectia cu zOy: 2 = 0 = —a? — y? = 1 este .
Dacd z =+2 =2+ =0= 2=y = 0= 0(0,0).
Daca z = +4 = 22 + 3> = 3 = un cerc cu raza \/3.

Daca z = +6 = 22 + > = 8 = un cerc cu raza V8.

22

Intersectia cu 20z y = 0 = —a? + il 1 care este o hiperbola cu axa
transversala Oz, si varful V;5(0,0, +2).

2

z
Intersectia cu yOz: = = 0 = —y* + i 1 care este o hiperbola cu axa

transversala Oz, si varful V] 5(0,0, +2).
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Intersectiile sunt reprezentate in figurile de mai jos.

<

Intersectiile cu planele z =

. Intersectia cu Oz Intersectia cu yOz
t4 51 2 =46

Graficul hiperboloidului cu doua panze este reprezentat in figura de mai jos.

Figura 7.22: (S3) - hiperboloid cu doua péanze
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d) (S4) : 2? + 4y* = 4 este un cilindru de-a lungul axei Oz, intrucat lipseste
x
variabila z din ecuatia suprafetei. Intersectia cu planul xOy este y + 9% =1,

o elipsa cu axa mare pe Ox. Intersectia este reprezentata in figura de mai jos.

Intersectia cu xOy

Graficul cilindrului este ca in figura urmatoare.

Figura 7.24: (Sy) - cilindru
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e) (S5):2=1a2+4y> —4 < 2+ 4 = 2 + 4y? este un paraboloid eliptic de-a

lungul axei Oz.
2
x
Intersectia cu z0y: 2 =0 = 2*> + 49> —4 = 0 — vy + 9% = 1 este o elipsa

cu axa mare pe Ox.

Daciz = 4= 2>+ 4  =0= 1=y = 0= V(0,0,—4) care este varful

paraboloidului eliptic.
Dacd z < —4 = 2% + 43°> < 0 = .
Daci z > —4 = 2% + 4y? = 2 + 4, este ecuatia unei elipse.

Intersectia cu 20z: y = 0 = z + 4 = 22 este o parabold de-a lungul directiei

pozitive a axei Oz si cu varful in V(0,0, —4).

Intersectia cu yOz: x = 0 = z+4 = 4y? este o parabola de-a lungul directiei

pozitive a axei Oz si cu varful in V(0,0, —4).
Intersectiile sunt reprezentate in figurile de mai jos.

Sy

N

Intersectia cu xOy Intersectia cu xOz Intersectia cu yOz
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Graficul paraboloidului eliptic este reprezentat in figura urmatoare.

Figura 7.28: (S5) - paraboloid eliptic

f) (Sg) : 922 — 4y* + 922 = 36. Impirtim ecuatia prin 36 si obtinem:

22 2 2
Sg) 1 — — L + — = 1 care este ecuatia unui hiperboloid cu o panza de-a
4 9 4

lungul axei Oy.
2 .2

Intersectia cu z0y: 2 = 0 = 19" 1 este o hiperbola cu axa transversala

pe Oz si varful in V} 2(£2,0,0).
2 2
Intersectia cu zOz: y =0= — + — =1, un cerc cu raza r = 2.

4 4
x? 22
Daca y = +6 = T + T = 5 care este un cerc cu raza r = 2¢/5.

2 2
z
Intersectia cu yOz: © = 0 = —% + il 1 care este o hiperbola cu axa

transversala pe Oz si varful in W »(0,0, +2).
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Intersectiile sunt reprezentate in figurile urmatoare.

@ B
| -

Intersectia cu xOy Intersectia cu 0z Intersectia cu yOz

Graficul hiperboloidului cu o panza este reprezentat in figura urmatoare.

Figura 7.32: (S6) - hiperboloid cu o panza

g) (S7): 2% —y? + 4z —4 = 0. Impértim ecuatia prin 4 si obtinem:

2 2
x
(S7): z—1= yz — — care este ecuatia unui paraboloid hiperbolic.
2,2
Intersectia cu z0y: 2 = 0 = 1T I 1 este o hiperbola cu axa transversala

pe Ox si varful in Vi »(+2,0,0).
Intersectia cu 20z: y = 0 = 2% = 4z — 4, o paraboli de-a lungul directiei

pozitive a axei Oz si varful in (0,0, 1).
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Intersectia cu yOz: © = 0 = y> = —4z + 4 o parabola de-a lungul directiei

negative a axei Oz si varful in W(0,0,1).

Intersectiile sunt reprezentate in figurile de mai jos.

N/
AN

Intersectia cu xOy Intersectia cu 2Oz Intersectia cu yOz

Graficul paraboloidului hiperbolic este reprezentat in figura de mai jos.

Figura 7.36: (S7) - paraboloid hiperbolic

7.3 Probleme propuse

Problema 7.2. Determinati centrul gi raza cercului aflat la intersectia sferei (.5) :
22+ y?—4x—2y—6z2+1=0cuplanul (P):2+2y—2—-3=0.

z—06
3

Problema 7.3. Determinati intersectia dreptei d : © — 3 = y — 1 = cu

2 2

hiperboloidul (H) : ‘”Z +yt % —1=0.
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Problema 7.4. Determinati centrul si raza sferei
(S): 2 +y*+22—x2+3y—42—-1=0.

Problema 7.5. Fie sfera (S) : 22 +y*+ 22 = 1 i M(1,0,0) un punct care apartine
sferei (S). Determinati un punct N € (P), (P) : z = 5 astfel incat dreapta M N este

tangenta sferei (5).

2 .2 2
Problema 7.6. Determinati intersectia elipsoidului (F) : S A

4 3 9
dreapta d : © = y = z. Scrieti ecuatia planului tangent la elipsoid in aceste puncte.

2 .2 .2
Problema 7.7. Determinati intersectia hiperboloidului (H) : % + % — f—6 —1=0

cu planele de coordonate si identificati conicele obtinute.

Problema 7.8. Determinati ecuatiile planelor tangente la suprafata

22 P
a) paraboloidului eliptic (PE) : T + 3 =4

2
b) paraboloidului hiperbolic (PH) : #* — yz = 3z;

care sunt paralele cu planul (P): x — 3y + 2z — 1 = 0.

Problema 7.9. Determinati ecuatia sferei cu centrul in punctul C(3, —5, —2) si care

este tangenta planului (P): 2z —y — 3z + 11 = 0.

Problema 7.10. Trasati graficul intersectiilor cu planele de coordonate sau cu plane

paralele cu acestea apoi desenati si identificati fiecare dintre urmatoarele cuadrice:
a) 22? +y? — 322 = 0;
b) 2%+ y? + 422 + 4y = 0;
c) —x?+y*—222=1;
d) 222 + 3y* — 2% = 1;
e) 2+ 2y* =1—z;

f) 227 —y? + 322 = 1.



Generarea suprafetelor

8.1 Suprafete cilindrice

Suprafata generata prin deplasarea unei drepte numite generatoarea suprafeter avand
o directie fixa si care intersecteaza o curba fixa numita directoarea suprafetei se
numeste suprafata cilindrica.

(P):ax+biy+ciz+d; =0
Fie generatoarea dreapta d :

(Py) : agx + boy + oz +dy =0

F(r,y,2) =0
iar curba directoare (I") :

G(z,y,2) =0

Familia de dreapte paralele cu dreapta d are ecuatiile g : ,a,BeR.
(Py) =

Dreptele g intersecteaza curba directoare daca ¢(« =0.

Ecuatia suprafetei cilindrice este

() : o((P1), (P2)) = 0.
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8.2 Suprafete conice

O suprafata care este reuniunea tuturor dreptelor ce trec printr-un punct fix numit
varf si intersecteaza o curba fixa numita directoare care nu contine varful, este
numita suprafata conica. Fiecare dreapta se numeste generatoare pentru suprafata
conica.

Fie V varful dat ca intersectie de plane

-

(P):a1z+biy+ciz+d; =0

<(P2)Zagl‘+b2y+622’+d2=0

(Ps) :asz + bgy + c3z+d3 =0

(P1) = a(P)
Generatoarele sunt ¢ :
(%) = B(Ps)
Conditia de compatibilitate este p(a, ) = 0, prin urmare ecuatia suprafetei
conice este
(P1) (Pz))
572 (80,50 g
S\ )
Observatie 8.1. Daca varful este dat prin coordonatele sale, V(xq,yo, 20), $i curba
, f(z,y,2) =0 . 3 .
directoare este (T') : atunci ecuatiile generatoarei sunt
g9(z,y,2) =0
o B gl

Generatoarea intersecteazda curba (I') daca p(a, 8,7) = 0, deci ecuatia suprafetei

este

(S):go('r_xmy_yO’Z_ZO) =0.
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8.3 Suprafete conoide

O suprafata conoida este o suprafata generata a caror generatoare indeplinesc

conditiile:
e Toate generatoarele sunt paralele cu un plan numit plan director.
e Toate generatoarele intersecteaza o dreapta fixa, axa suprafetei.
e Generatoarele intersecteaza o curba.

Conoidul este un conoid drept daca axa sa este perpendiculara pe planul sau
director. Prin urmare toate generatoarele sunt perpendiculare pe axa.
Fie (P) : ax + by + cz + d = 0 planul director si axa

(P):a1z+biy+ciz+d; =0

(Py) : aox + boy + coz + dy = 0.
Generatoarele au ecuatiile:

(P) =«
(Pl) = 5(P2)~

Conditia de compatibilitate este p(«, ) = 0, iar ecuatia suprafetei conoide este

8.4 Suprafete de rotatie

O suprafata de rotatie este o suprafata creata prin rotirea unei curbe numita

generatoare in jurul unei drepte numite axa de rotatie.

e Sectiunile unei suprafete de rotatie perpendiculare pe axa sunt cercuri paralele

sau denumite pe scurt paralele.
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e Sectiunile care contin axa se numesc sectiuni meridiane, sau pe scurt, meridi-

ane.

F(z,y,2) =0
Fie (') : generatoarea,

G(z,y,2) =0

T— — zZ— 2
iar axa de rotatie dreapta d : L A 0.
[ m n

O suprafata de rotatie poate fi generata de asemenea si de cercul € care se migca

intotdeauna perpendicular pe o dreapta fixa d cu centrul pe o dreapta fixa si care se
mareste sau se micgoreaza astfel incat in permanenta sa intersecteze curba (I') care

intotdeauna se afla in acelagi plan cu dreapta fixa.

o. (x—20)% + (y — yo)* + (2 — 20)* = a?

lx +my+nz=p.

Cercul € intersecteaza curba (I') daca ¢(a?, 3) = 0.

Ecuatia suprafetei de rotatie este

(S) : o((x —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)%, lx + my +nz) = 0.

8.5 Probleme rezolvate

Problema 8.1. Determinati ecuatia suprafetei cilindrice care are ca generatoare
dreptele paralele cu directia T = 57 + 37 + 2k si ca gi curba directoare curba
2 +1y?—2=0
z=0.
Rezolvare:

Consideram dreapta ca avand vectorul director @'

p 20 — bz =\

20—3z=p
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( ( >\
2 — bz = A T=3

I
2 —3z=p y==

(T)nd <> < = < 2 = N+pu?—-8=0.
22 +y?—2=0 z=0
)\2 MQ

(z=0 kZ—FZ—Q:O

Ecuatia suprafetei cilindrice este:

(22 —52)* + (2y — 32)> =8 = 0.

Figura 8.1: Suprafata cilindrica

Problema 8.2. Scrieti ecuatia suprafetei conice cu varful in (1, 1,1) si avand curba
Y+ 22-1=0

directoare (T') :
r+y+z=0.

Rezolvare:

Daca varful are coordonatele V' (1,1, 1) putem scrie
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.
r=1
r—1=Az-1)
ty=1 <=9
y—1=p(z—1)
z=1
\
.
% r=1+XNz—-1)
r—1=Xz-1)
y=1+p(z—1)
y—1=p(z—1)
gn () = 5 = Jr+y-2=(:z-1)\+p <=
V¥ +22-1=0
r+y=-—=z
kx+y+z=0
\y2+22—1=()

-

r=1+XNz—-1)
<y=1+u(2—1)
(z—1)A+p+1)=-3

¥+ 22 —1=0
( 3

=14+u(l— — —
Y i A p+1
3
ool — 2
A+ p+1
P+ -1=0
3
1 —p——-)+ (1 -
( “A+u+1) (

A+ p+1

r=1+Az—-1)

y=1+np(z-1)
< A1 3

:1——
: A4 p+1

Y +22-1=0

( 3

1 =1—p—
) Y NA+M+1
3

— < - -
A+ p+1

z=1

P+ —-1=0

3 o1

=0.

Rescriem ultima conditie astfel:

A B 2 o2
+u+1—3u N A+ p+1-3 e
A4 p+1 A p+1

A=2u+1)+N+p—-2> =0+p+1)? <=

N4 — A\ — 4N —10pu+4=0 =

(A —2u)? — 4\ — 10 +4 = 0.
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\ = r—1
Stim ca ; ~ % , prin urmare ecuatia suprafetei conice este:
o= z—1

r—1 y—1\> z-1 y—1
: —2 —4 ~1 4=
(%) <z—1 z—l) z—1 Oz—1+ 0=

(S):(x—2y+1)2—4(z—-D(z—1) 10y — D(z—1) +4(z —1)* =0

Figura 8.2: Suprafata conica

Problema 8.3. Scrieti ecuatia suprafetei generate de dreapta ce trece prin A(1,0,0)

astfel incat distanta dintre dreapta si punctul B(1,2,3) sa fie 2.

Rezolvare:

Avem o suprafata conica cu varful in A(1,0,0). Daca distanta este constanta,
atunci dreptele sunt tangente la sfera centrata in B cu raza 2 iar generatoarele
suprafetei sunt tangentele la sfera.

Ecuatia sferei este (z — 1)+ (y —2)* + (2 — 3)* = 4.

Punctul A(1,0,0) poate fi scris ca intersectia planelor
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.
r=1
z—1=M\z
A:Sy=0 =y:
y = pz.
z=0
N {
r—1= XAz
gn (D) =y =rpz —
(x—1)2+(y—22+(2-3)*=4

A2+ (2 =22+ (2 =32 =d = 22N+ p?2 +1) + 2(—4p—6) +9 = 0.
g sunt tangente sferei daca ecuatia are solutie unica, adica

A = 160> + 481 + 36 — 36(\2 + p? + 1) = 0 &= 9\? + 5p% — 12u = 0.
Ecuatia suprafeti este:

r—1\?2 y? y
S):9 +5= — 122 =0 «—
22 z

z

(S): 9(x — 1)* + 5y* — 12yz = 0.

Figura 8.3: Suprafata conica
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Problema 8.4. Scrieti ecuatia conoidului generat de o dreapta care este paralela

T =2
cu planul zOy, intersecteaza dreapta d : si hiperbola
y=20
2 2
2= 2y
r):44 9
y=2

Rezolvare: Ecuatia planul xOy este z = 0.

z2=A
Generatoarele au ecuatiile g :
y = p(z—2)
z2=A (
z=A
y=ux—2) 2
gn () =1 . 2 = qr=2+— —
x__z_zl H
1 9 2 22_1
y =2 4 9

2
<2+2) )\2 1
H 2 2
- — — =1 91+ —)* — )N\ =09.
1 9 <=>(+u)

Ecuatia conoidului este:

(S):9<1+x_2)2—22=9<:>

)
(S): 9z +y—2)2%—1y*(z*+9)=0.

Problema 8.5. Determinati ecuatia suprafetei obtinute prin rotirea curbei
z=4/T
() :

y=20

suprafetelor obtinute in ficeare caz.

in jurul axei Ox iar apoi in jurul axei Oz.

Rezolvare:

Faceti si graficele

Pty + 2t =a?
Cand rotim parabola in jurul axei Ox cercul generator este (G) :
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(G) () <= 1

)
24+ P+ 22 =a?

z=F — %+ =a%
2=\
ky=0

Ecuatia suprafetei de rotatie este

S):?+r=0+y* + =

(S) : y? + 2% = x care este un paraboloid eliptic.

Figure 8.4: Parabola rotita in jurul axei Ox

Cand rotim parabola in jurul axei Oz cercul generator este

332+y2+zz=0z2

z=p

(©) (1) = 1

.
m2+y2+z2=o¢2

2= 8
2= VT

. ;54+62=O‘2-
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Ecuatia suprafetei de rotatie este
(S): 24+ 22 =22+ + 2=
(9) : 2 = 2% + ¢%

Figure 8.5: Parabola rotita in jurul axei Oz

8.6 Probleme propuse

Problema 8.6. Determinati ecuatia suprafetei cilindrice avand ca generatoare dreapta

r—y—3=0 xy =4
si ca gi curba directoare curba (T') :

y—z+2=0 =0
Problema 8.7. Determinati ecuatia suprafetei cilindrice avand generatoarele par-

N ?+42—-4=0
alele cu directia @ =27 —2 5 + k si curba directoare (I') :
y=0

x=y>+ 22
Problema 8.8. Curba (I') : este directoarea suprafetei cilindrice
T =2z

(S). Generatoarele sale sunt perpendiculare pe planul curbei (I'). Determinati

ecuatia suprafetei ().
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Problema 8.9. Determinati ecuatia suprafetei conice avand varful in origine O(0, 0, 0)

22+ —1=0
si directoarea (T') :

r+y+z—1=0

Problema 8.10. Scrieti ecuatia suprafetei conice avand varful in (1,1,1) iar ca

Y +22-1=0
directoare curba (I') :

r+y+z2=0

Problema 8.11. Determinati ecuatia conoidului generat de dreapta ce trece prin

x =0
dreapta d : , este paralela cu planul xOy si intersecteaza hiperbola
y=20
2 2
L 1-0
(my:4 49
y =2

Problema 8.12. Determinati ecuatia conoidului generat de o dreapta care inter-

2yt —16=0
secteaza dreapta d : © =y = z, curba (I') : si este paralela cu

z=0
planul (P):z+y+2—1=0.

Problema 8.13. Fie curbele din spatiu:

-

2
y* —62=0

a) (I'): < ;
x=0
v +22=9

b) (I') : S ;
z=0
.2 2
A

c) (F):<4 9 ;
z=0
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132

ORCTE AR

z=0

Determinati ecuatia generata prin rotirea curbei (I') in jurul axei Oz i reprezentati

grafic suprafata de rotatie obtinuta.



Curbe plane

O curba plana este o curba care se afla intr-un singur plan.

9.1 Reprezentarea analitica a unei curbe plane

O curba plana poate fi reprezentata prin:
e ccuatia explicitd y = y(z), r€ [ < R.
e ccuatia implicita F(z,y) = 0.

e ccuatiile parametrice ,tel c R
y=y(t)

e ccuatia vectoriald 7 = () = 2(t) 7 +y(t) ], te I c R.

Toate conicele prezentate in capitolul 6 sunt curbe plane.

2
x
Exemplu 9.1. Elipsa (E) : Y +y? =1 este datd in forma implicitd.
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A

2
Figura 9.1: Elipsa (F) : % +y2 =1

2
Ecuatiile explicite sunt y = +4/1 — %, x € [-2,2].

x = 2cost
FEcuatiile parametrice sunt , te|0,2m].

y =sint

Ecuatia vectoriald este 7 = T (t) = 2cost i +sint j, t € [0,27].

Exemple de curbe plane

1. Astroida sau hipocicloida este locul geometric descris de un punct ce se afla

. a N . . o
pe un cerc de raza 7 care se roteste 1n interiorul unui cerc fix de raza a.

Figura 9.2: Astroida
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Ecuatia implicita este T3 + yg = as.

T =acost
Ecuatiile parametrice ale astroidei sunt , t€]0,2n].
y = asin®t
2. Cicloida este locul geometric al unui punct pe cercul de raza a ce se roteste

de-a lungul unei drepte.

N N

Figura 9.3: Cicloida

xr = a(t — sint)
Ecuatiile parametrice ale cicloidei sunt , teR.
y = a(l — cost)

3. Cardioida este curba plana formata de urma lasata de un punct de pe un

cerc ce se roteste de-a lungul unui cerc fix cu aceeasi raza.

Figura 9.4: Cardioida

Ecuatia implicita a cardioidei este (2 4+ y* — 2ax)? = 4a*(2* + y?).
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xr = 2a(1l — cost) cost
Ecuatiile parametrice ale cardioidei sunt , te]0,2n].

y = 2a(1 — cost)sint

9.2 Tangenta la o curba plana

In cele ce urmeaza, este implicat calcul diferential, deci va trebui sa punem cateva
conditii asupra functiilor implicate in reprezentarea analitica a curbelor cu privire

la:
e continuitatea functiilor;
e existenta si continuitatea derivatelor partiale de un anumit ordin;
e conditii de regularitate.

Daca curba plana este in forma implicita, (T') : F(z,y) = 0, M(zo,v0) € ()
este un punct regulat daca F(wo,yo) # 0 sau F,(wo,y0) # 0. Orice alt punct se

numeste punct singular.

Pentru curba plana data in forma parametrica, (T') : t € [a,b] € R,
y = y(t)
x(t) si y(t) trebuie sd admita derivate continue pe [a, b] si 2/2(t) + y™%(t) # 0.

Definitie 9.2. Dreapta tangenta la o curba regulata (I') in punctul My(xg,yo) €
(T') se defineste ca limita secantei M My cand punctul M tinde spre My pe curba
(T).

Dreapta ce trece prin My si este perpendiculara pe tangenta se numeste normala

la curba (T') in punctul M.
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\normala

Jngenta

Figura 9.5: Tangenta si normala la curba in punctul M,

Observatie 9.3. Se cunoaste din geometria analitica in plan ca daca doua drepte
sunt perpendiculare produsul pantelor lor este —1. Deci, daca ecuatia tangentei in

punctul My(zo,yo) este
tg:y—yo=m(x—1x0), m#0

ecuatia normalei in punctul Mo(xg,yo) este

1
n:iy—yo=——(x— ).
m
In cele ce urmeaza vom scrie ecuatia tangentei si ecuatia normalei la o curba
regulata (I') in punctul M, daca curba este data in una din urméatoarele expresii

analitice.

1. Daca curba este data in forma explicita, (T') : y = f(x).

° tg:y—1yo =y (xo)(x — x0)

1
e N1y —Y= Ty () (. —x0), ¥'(20) #0

2. Daca curba este data in forma parametrica (') : tel.
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ot X~ z(to) _ Y- y(to) o
YT T )

e n:y—ylty) = _ZE?O)? (z — z(to))

unde t, este astfel incat x(tg) = xo si y(to) = vo-

3. Daca curba este data in forma implicita, (I') : F(z,y) = 0.

a—F(Io,yo)
-tg:y—yo=——§_;(x )(Jﬁ—xo)
oy \L0, Yo
%_I;(%,Z/O)
®* NIY—Y =

E(fﬁo, Yo) (& =)

9.3 Lungimea unei curbe plane
Fie () : () = z(t)7 + y(t)7, t € I, o curbd regulatd, si A(z(a),y(a)) si
B(z(b),y(b)) doua puncte pe curba (I').

—~

Lungimea arcului AB notati cu L(AB) este

= J 22(t) + y2(t)dt = f I7(¢)| dt.

Elementul de arc este definit de ds = +/x"%(t) + y'2(¢)dt

y(t+ Al
( ) As

Al
y(E) —a

x(t) x(t+ Al

Figura 9.6: Elementul de arc
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Observatie 9.4. e Dacd curba este in forma explicita (I') : y = f(z), atunci

elementul de arc este

ds = /14 y?(x)dx.

e (lateodata este util sa folosim s ca parametru natural si astfel vom obtine

: y N — —

ceea ce se numeste parametrizarea naturald a curbei 7 (s) = x(s) i +y(s) 7,
—

astfel incat lungimea vectorului tangentei este 1, ||r'(s)| = 1, deci se obtine

versorul tangentei.

Lungimea curbei (') este L(T") = j ds.
r

9.4 Curbura unei curbe plane

Curbura la un punct al curbei caracterizeaza viteza de rotatie a tangentei la curba
in acest punct (cat de "abrupt” se intoarce curba).
Curbura, K, la o curba plana se defineste ca raportul dintre unghiul de rotatie

al tangentei (unghi de contongenta) A« si lungimea arcului As = M M.

Definitie 9.5. Curbura medie a arcului M M, este definita de:

_Aa

K, = —.
As

Curbura K intr-un punct al curbei este definita de
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el

Figura 9.7: Curbura

1. Curbura curbei (I') : ) ,t € R, in punctul M(z(to),y(to)) este
y =y(t)

_ Y'(to)a"(to) — " (to)y' (to)
— .
(@”(to) + y*(t))?
2. Curbura curbei (I') : F(x,y) = 0, in punctul M(zq,yo) este
2 2
FI®F!, — 2F.F/F!, + F*F",

K = A e
2 | 2
(Fy* + F7)

(z0,y0)
3. Curbura curbei (I') : y = f(x) in punctul M (xq, f(xo)) este
_ y" (o)
(1+y”(z0))>
Observatie 9.6. Din definitie avem ca curbura intr-un un punct al curbei carac-
terizeaza viteza de rotatie a tangentei la curba in acest punct.

Definitie 9.7. Valoarea inversa a wvalorii absolute a curburii K intr-un punct la
1

KT

curba este numita raza de curbura, R =

Observatie 9.8.
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e Raza de curbura este raza unui arc de cerc care aproximeaza cel mai bine curba

in acel punct.

e Cercul osculator este cercul cu raza egald cu raza de curbura si centrul
aflat pe normala interioard. Acest cerc aprozimeazd cel mai bine curba pland

in punctul dat.

Figura 9.8: Cercul osculator

e Fcuatia cercului osculator este:

unde:
oy L _ (2”(8) + (1))
K[ Ty (0)a/(t) — 2" (0)/ (1)
o h=uat)—y 2”(t) + y*(t)
h = (t) Yy (t) y”(t x/(t) — :U”(lf)?/'(t)
o k= P S ORRA0
k=y(t) + (1) y' ()’ (t) — 2" (t)y'(t)

Observatie 9.9.

. 1
1. Curbura unui cerc cu raza r este |K| = —.
r

2. Curbura unei drepte este 0.
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9.5 Ordinul de contact al curbelor plane

Fie (I'1) : y = y1(z) §i (I'2) : y = ya2(x) doua curbe plane.
Curbele au puncte comune (se intersecteaza) daca ecuatia y;(z) = y2(x) are solutii.

Daca x este o solutie a ecuatiei de mai sus, atunci x, este:

e punct de contact de ordin 0 daca curbele se intersecteaza (dar nu sunt

tangente).
e punct de contact de ordin 1 daca curbele sunt tangente.

e punct de contact de ordin 2 daca curburile curbelor sunt egale in punctul

de intersectie. Astfel de curbe se numesc curbe osculatoare.

(a) (b) (c)

Figura 9.9: (a) punct de contact de ordin 0 (b) punct de contact de ordin 1 (c)

punct de contact de ordin 2

Definitie 9.10. Curbele (I'1) : y = yi(z) g1 (I'2) 1 y = ya(x) au un contact de
ordin k in M(xg,yo) dacd
(o) = y2(0),
Ya (o),
Y2 (2o0),

Y1 (o) =

Y1 (o)
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v (20) = M (x0),
y§k+1) (ZL‘O) ?é y£k+1) (.TO) '

Observatie 9.11. Cercul osculator al curbei (I') in My este un cerc care are un

punct de contact de ordin 2 cu curba (I') in Mj.

9.6 Probleme rezolvate

Problema 9.1. Determinati elementul de arc, lungimea arcului de curba i parametrul
xr = a(t — sint)

natural al cicloidei (I') : , te]0,2n].
y = a(l — cost)

Rezolvare:

' = a(l — cost)
Derivatele celor doua componente ale curbei sunt:
Yy = asint

Calculam elementul de arc, ds.

ds = \/@2(1 —2cost + cos?t) + a?sin® tdt

= +/a%(2 — 2cost)dt

/ t
= aq/4sin? —dt
a Sin 5

t
= 2a|sin - |dt
a|sm2|

1 —cos2t
Aplicam formulele trigonometrice sin? 2 + cos?x = 1 si sin®t = —————.

Deoarece t € [0, 21] = % €0, 7] = sin% >0 Vtel0,2n].
2 t t 2
L) = f ds = J 2asin — dt = —4acos =| = 8a.

() 0 2 2
Parametrul natural este

0

P t t
s= | 2asin—du = —2acos=+2a=2a|1—cos—=].
0 2 2 2
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Deci, s = 2a 1—cosE :>cos£zl—i:>t=2arccos(1—i).
2 2 2a 2a

Parametrizarea naturala a cicloidei este

r=a (2 arccos (1 — %) — sin (2 arccos (1 — ia)))
y=a (1 — COS (2 arccos (1 — %))) )

Problema 9.2. Scrieti ecuatia tangentei si ecuatia normalei la curba
M) :2® -2y’ +22+y—-3=0=0

in punctul de intersectie cu axa Ox.
Rezolvare:

(T)n Oz = A(a,0) = a’+2a—3=0=2=1= A(1,0).
F/(1,0)

F'(1,0)

Y

Curba este data in forma implicitd, deci, panta tangentei m;, = — , unde

F(z,y) =2* —zy* + 22 +y — 3.

Fi,y) = 3% = + 2 = F/(1,0) = 5.
F(z,y) 25—2xy + 1= F;(1,0) = 1.
yl(l) = —I =—-5H= Myg.

Ecuatia tangentei in punctul A este:
tg: (y—0)=—-5(zx—1) =
tg:5r+y—5=0.

1

Panta normalei este m,, = ——— = —. Ecuatia normalei este:
mtg

1
n:(y—O)Zg(x—1)<:)
n:—r+5y+1=0.

Problema 9.3. Scrieti ecuatia tangentei si normalei la curba plana

r=t"+t—2
(I') : teR

y=1t3+3t2 -4
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in punctul obtinut pentru ¢t = —1.

Rezolvare:

y'(=1)
71’
Punctul corespunzator valorii ¢t = —1 este A (z(—1),y(—1)) = A(-2, —-2).

Curba este data in forma parametrica, deci, panta tangentei este ny, =

() =2t+1=2'(-1) = —1.

y'(t) = 3t2 + 6t = ¢/(—1) = —3.

Panta tangentei este m;, = 3 in timp ce panta normalei este m,, = -3
Ecuatia tangentei in punctul A este:

tg: (y—(=2)) =3z - (-2)) =

tg:3x—y+4=0.

Ecuatia normalei este:

1

ni (= (-2)) = —5(0 - (-2) =

n:r+3y+8=0.

Problema 9.4. Scrieti ecuatia tangentei la curba

r=1t2—-1
(T') - ,teR

y=1t3+1
care este paralela cu dreapta d : 2x —y + 3 = 0.
Rezolvare:
Fie M (xo, yo) punctul de pe curba plana (I') pentru care tangenta la acest punct

este paraleld cu dreapta d, M (3 — 1,¢3 + 1).

!/
t
Panta tangentei este my, = A 0)-
a'(to)
3t 3
() = 2t, y' () = 312, deci myy = = = Sty
%y 2

3
tgl|lde= myy=mg=— -ty =2=1, = .

A 7T [4) 9l
"\3) " 9Y\3) "o

Ecuatia tangentei cerute este:
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Problema 9.5. Determinati curbura i raza de curbura pentru curba (I") in punctul

specificat.

x = 2(t — sint)
1. (I'): in punctul A(t = ).

y =2(1 — cost)

2. (T):y = 2" — 42® — 2% in punctul O(0,0).

Rezolvare:
(
2'(t) =2 —2cost 2(m) =4
1. < =
y'(t) = 2sint y'(m) =0
\
(
2"(t) = 2sint z"(m) =0
< -
ky”(zf) = 2cost y'(m) = -2
o' (m)y"(m) —a"(m)y'(m)  4-(=2)—0-0 -8 1
@Erey@pi @i F S
1
R=—=28
K]
. y"(0)
2. Intrucat curba este in forma explicita, aplicam formula curburii K = ——————
(1+y(0)?)

=
5
Y (z) = 4a® — 122 — 22 = y/(0) = 0.
y'(z) = 1227 — 242 — 2 = y"(0) = —2.

-9 1
Curbura este K = 4= —2 = raza de curbura este R = 3

Problema 9.6. Determinati ordinul de contact pentru curbele

(I'):typ(z)=e"+2—1
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si

1 1
(Fg) . yQ(ZL‘) = 2r + 51’2 + 6373 + [E4

in punctul z = 0.
Rezolvare:

Calculam derivatele functiilor y; si y» In punctul corespunzator valorii x = 0.

y1(0) =0 y2(0) =0

yi(r) ="+ 1=y} (0) =2 yh(z) = 24a+522+42° = y5(0) = 2
yi(z) =e* = y;(0) =1 y(r) =1+ x+ 1222 = y5(0) =1
W) = & — y/0) = 1 () = 1+ 240 — y(0) = 1
(@) = e =i (0) =1 v (r) = 24 = 4" (0) = 24

yM0) = 4§7(0),¥n € {0,1,2,3} si 41Y(0) # 457(0), prin urmare, ordinul de

contact al curbelor (I'y) si (I'y) este 3.
Problema 9.7. Determinati ecuatia cercului osculator al curbei
D) :PE) = (2 =207 + (2 +1) 7, teR,

in punctul corespunzator valorii ¢ty = 1.
Rezolvare:

Vom aplica formula cercului osculator la curba care este

(Co): (x—h)*+ (y—k)* =717

unde:
R B DR A VL
K1~ ) 0y
h=a(1) —y %”(”‘T'EB ¥ x”(<11)>y/(1)
— xl xl? + le
k=y(1)+ (1)y”(1 /(1) = a"(1)y'(1)

Q.

Calculam derivatele de ordin intai si al doilea ale functiilor x si y in punctul

t=1.
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x(t) =12 — 2t z(l) = -1
< -
(1) =10+t y(1) =2
p
o' (t) =2t —2 (1) =0
< -
y'(t) =3t +1 y'(1) =4
\
(
2"(t) = 2 2"(1) = 2
< -
Lv/(1) = 6t y'(1) = 6
2 2y3
TZ—(O +4): = 8.
6-0—2-4|
0% + 42
h=-1—-4———=-1 =7.
6-(2)—22-4 +8=7
0°+4
:2 -—:2.
K 0 6-0—2-4

Ecuatia cercului osculator este (Co) : (x — 7)% + (y — 2)* = 64.
Observatie. Putem aplica si faptul ca cercul osculator si curba data au un

ordinul de contact 2 in punctul dat.

Definim functia

F(x(t),y(t) = (x(t) = h)* + (y(t) — k)* =2,

unde z(t) = t* — 2t i y(t) = 13 + t.

Cercul osculator si curba au ordin de contact 2 in punctul dat daca si numai
daca
F(a(1),y(1)) =0
1 Fz(1),y(1)) =0
| F((1),4(1) = 0
F(z(t),yt)) = (t* =2t = h)* + (3 +t — k)* — r?.
F'(x(t),y(t)) =2(t> =2t — h)(2t — 2) + 2(3 +t — k)(3t2 + 1).
F'"(x(t),y(t)) = 2(2t—2) (2t —=2) +2(t> — 2t — h)2+2(3t2 + 1) (3t> + 1) + 2(¢3 + t — k)6t.
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( (

F(z(1),y(1)) =0 (1—=2-h+(14+1-k?—=1r*=0
SP(a(1),y(1) =0 == 21—2-h)2-2)+22— k4 =0 —
| P (@(1),5(1)) = 0 (2:0-0+4(-1—h)+2- 4 + 122 k) = 0
(1o hP s @2k = =0 [ _s
{82—k) =0 = {h=T
(4(-1- ) +32+ 122~ k) =0 k=2

Am obtinut aceeasi ecuatie a cercului osculator cerut, si anume

(€o): (x —T)2 + (y — 2) = 64.

9.7 Probleme propuse

Problema 9.8. Scrieti ecuatia tangentei si normalei la curba
D)2+ +y* +20—4y—4=0
in punctul de intersectie a curbei cu axa Oy.
Problema 9.9. Scrieti ecuatia tangentei si normalei la curba
M):y=zln|z]+1
in punctul z = 1.
Problema 9.10. Scrieti ecuatia tangentei si normalei la curba
) T
(I') ‘yt+sinz+zcosy— o =0
in punctul de intersectie cu axa Ozx.
Problema 9.11. Scrieti ecuatia tangentei la curba
r=t"+t—2
(I') : ,teR
y=1>+3t>—4

care este paralela cu dreapta d: 3x —y + 3 = 0.



9.7 Probleme propuse 208

Problema 9.12. Scrieti ecuatia tangentei si normalei la curba

=2+t +1
(I') : ,teR
y=t*+t—1
care trece prin punctul A(1,0).

Problema 9.13. Determinati curbura curbei in punctul dat pentru curbele:

T =sint
a) (T'y) : , In punctul A(t = ).

Yy =tcost

b) (Ty) :y = 2® — 2? + 22 — 2, In punctul z = 0.

2

c) (Ts): % +9? —1 =0, in punctul A(0,1).

x = 8t3

Problema 9.14. Determinati lungimea curbei (T') : ,t € R pe
y = 3(2t* — t)

intervalul [0, v/2].

Problema 9.15. Determinati lungimea arcului de curba
z = In(t++/1+12)
y=v1i+¢

intre punctele corespunzatoare valorilor ¢; = 0 si t5 = 1.

2 2
Problema 9.16. Determinati ecuatia cercului osculator la curba (I') : % + % =1
in punctul B(0, 3).
Problema 9.17. Determinati ecuatia cercului osculator la curba
r =sint
(T) : te[0,2r],
y = cos(2t)

in punctul A(t = %)
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Problema 9.18. Determinati ecuatia cercului osculator al curbei

r =acos’t
() :

y = asin®t

in punctul A(t = %)

Problema 9.19. Determinati ecuatia cercului osculator al elipsei

T = acost
,t€[0,27]

y = bsint

intru-un punct oarecare al ei.

Problema 9.20. Determinati ordinul de contact pentru curbele (I'y) si (I';) In

punctul O(0,0) daca:

2
: T
a) (Fl):y:e‘rgl(f‘g):yzl—i-:c—i-?.

b) () :y=a%si ([y):y = xsin’.

c) (T):y=a*si (Iy):y=a%sin’z.
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Curbe 1n spatiu

10.1 Reprezentarea analitica a unei curbe in spatiu

In R3 o singura ecuatie algebrica in x, 3, z reprezinta o suprafata. Pentru a reprezenta
o curba in spatiu e nevoie de doua ecuatii.

O curba in spatiu poate fi reprezentata de:

e intersectia a doua suprafete care reprezinta ecuatiile implicite ale curbei

F(r,y,2) =0
() :
G(z,y,2) =0
x = x(t)
e ecuatiile parametrice ale curbei sunt (I') : ¢y = y(t) , tel<=R.
z = z(t)

e ecuatia vectoriala a curbei este

— —

) : 7=t =zt)7 +ylt) ] +2)k, te  cR.
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Daca curba (I") este reprezentata de ecuatiile implicite, punctul My(xo, Yo, 20) €

(T') este numit regulat daca rangul matricii

F (20, Yo, 20) Fg;(x()ay()az()) F (20, Yo, 20)
G'.(%o, Yo, 20) G;(onyojzo) G (0, Yo, 20)
este 2.
Daca curba este reprezentata de ecuatiile parametrice sau in forma vectoriala,
atunci consideram ca functiile z,y, z sunt diferentiabile pe I. Punctul
Mo (z(to), y(to), 2(to)) € (I') este numit singular daca z'(tg) = y/'(to) = 2'(to) = 0.
Punctul M este regulat daca x'(ty), v'(to) si 2’'(to) nu se anuleaza simultan. Daca

2'(t), y'(t) s 2’(t) nu se anuleaza niciodata simultan pe I atunci curba este regulata.

Definitie 10.1. Derivata unei functii vectoriale 7 (t) in ty este

T (t h) — 7 (t
?(to):}llii%r(()"i_})l T(O)'

Teorema 10.2. O functie vectoriald 7' (t) = (1) 7 +y(t) 7 +2(t)F este diferentiabild

in tg daca si numai daca fiecare componenta este o functie diferentiabila in ty si

T (to) = 2'(to) T + 9/ (te) ] + 2 (to) K -

Exemple de curbe in spatiu

1. Helixul circular este o curba pentru care tangenta face un unghi constant
cu o dreapta fixata. Cea mai scurta cale intre doua puncte de pe un cilindru
(nu unul exact deasupra celuilalt) este o portiune dintr-un helix circular, dupa
cum poate fi observat daca desfasuram cilindrul de-a lungul unei generatoare,
si unind cele doua puncte printr-un segment de dreapta acesta devine un helix
dupa refacerea cilindrului. De aceea veveritele aleg cai helicale cand coboara

sau urca in trunchiurile de copac.
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T =rcost

Helixul circular are ecuatiile parametrice (I') : < y = rsint

z=ct
a4y =19
@
=ty 02=0
b = Curve(3 cos(t).3 sin(t),0.5t,t,0,40)
O % =73 cos(t)
= y=3snt) p0=t=<40
z=05t

Figura 10.1: Helix circular

2. Helixul conic (sau elicea conica) este o curba in spatiu pe un con circular

drept, a carui proiectie in planul bazei conului este o spirala plana.

Figura 10.2: Helix conic
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.
xr = atcost

Helixul conic are ecuatiile parametrice: (I') : { ¢ = atsint

z = bt

O a: 7 + i

= 0.25x*  0.25y* - 0.042* = 0

b = Curve(2t cos(t),2 t sin(t),5t,t,—3,3)
@) x =2t cos(t)

= y=2tsint) p ~3<t<3

z=5¢t

Figura 10.3: Elicea conica

3. Curba lui Viviani este intersectia unei sfere cu un cilindru care este tangent

sferei si care trece printr-un diametru al sferei. Ecuatiile curbei sunt

22+ y? 4 2 =r?

@ fRiy+2=16
@ exiv-4

a = Curve(2 (1 + cos(t)), 2 sin(t), 4 sin(%),t‘ 0,47)

@ x =2 (1+ cos(t))
_ y=2sin() 0<t<1257

I sin(;)

Figura 10.4: Curba lui Viviani
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4. Curba aflati la intersectia cilindrului 22 +? = 9 si a paraboloidului hiperbolic

9z = 22 — 2, denuminta si curba 'Pringle’.

© fz=x/9-y/9

@ egx+y =9

a = Curve(3 cos(t),3 sin(t), cos(2 t),t,0,2 7)

&) x =3 cos(t)
= y=3sint) p0<t<628

z=cos(2t)

Figura 10.5: Curba ’Pringle’

5. Spirala torica - este o curba care se afla pe o suprafata torica. Suprafata

torica este obtinuta prin rotirea unui cerc generator de raza ry; in jurul unei

axe aflata la distanta rs.

Figura 10.6: Spirala pe suprafata torica

.
x(t) = (a + sinbt) cost

Ecuatiile parametrice sunt (I') : < y(t) = (a + sinbt) sint

z(t) = cos bt

\
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(V) rA =

= (V@) -aP L2 =1 ¢

o

a = Curve((4 + sin(20 t)) cos(t), (4 + sin(20 t)) sin(t), cos(20 t),,0,2 )
® x = (4+5sin(20 t)) cos(t)
= y=(4+5sin(20t)) sin(t) p 0<t<6.28
z = cos(20 t)

Figura 10.7: Spirala pe torus

10.2 Lungimea unei curbe in spatiu

Fie (I') o curba regulatd () : 7 = 7(¢) = #(1) 7 +y(t) ] +2() K, te I < R, iar
A(z(a),y(a),z(a)) si B(z(b),y(b), 2(b)) doua puncte pe curba I.

Lungimea arcului AB este

\B) = J NT(t) + y2(t) + 22(t) dt.

Elementul de arc este

ds = A/22(t) + y2(t) + 22(t) dt.

Observatie 10.3. Elementul de arc”s” la o curba requlata poate fi ales intotdeauna

ca parametru deoarece x'* + y"* + 2'* # 0. Cdnd s este ales ca parametru atunci,

vectorul tangentei este un vector unitate (versor) si anume

s'(t) = —\/SU’2 ) +y(t) +22(t) = [7'(@)] = 1.
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10.3 Tangenta si planul normal

Fie (0): 7 = 7(t) = 2(t) 7 +y(t) ] + z(t)?, t € [a,b], o curba regulata si My si
M doua puncte invecinate de pe curba.

Consideram versorul

p T =T () T (k)
i~to |[7(t) — T (to)| |7 (t)]

Acesta este numit versorul tangentei la (') in punctul M, si este notat cu 7.

()
()]

—
7

Tangenta

F(t) — F(ty)

Figura 10.8: Versorul tangentei si tangenta la o curba in spatiu

Definitie 10.4. Dreapta care trece prin punctul Mo(z(to), y(to), z(to)) si are ca vec-

tor director T este numitd tangenta, iar ecuatiile ei sunt:

x — x(to) _ y—ylto) Z—Z(to).

' (to) y(te) — 2(to)

Planul ce trece prin My(z(to),y(to), 2(to)) perpendicular pe tangentd este numit

planul normal, iar ecuatia planului este:
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(Py) : ' (to)(z — 2(to)) + 3/ (to)(y — y(to)) + 2'(t0) (2 — 2(t0)) = 0.

Figura 10.9: Tangenta si planul normal intr-un punct de pe curba in spatiu

Fr,y,2) =0
Daca curba (I') este data ca intersectia a doua suprafete (I') :
G(z,y,2) =0

atunci tangenta la curba (I') in punctul My(zo, yo, z0) are ecuatiile

ta r—%o Y=Y = 2
g D(F,G) " D(FG) N D(F,G)‘ ’
D(y,z) Mo D(z,z) M, D(z,y) M.
wnde 2EG) _ Ey (0, Y0, 20)  FL(%0, Yo 20)
e y (0, Y0, 20)  G(o, Yo, 20)
D(F,G) N F( 0790,20) F( 07y07ZO)
D(z,z) o ’
M G (20, Y0, 20)  G3(T0, Yo, 20)
D(F,G) _ Fi(z0,90,20) F, (I())yOaZO)
D(z,y) -
! Mo G,x(x07y0720) G;(ajmyO?ZO)

Ecuatia planului normal poate fi scrisa astfel:
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T — Zo Y—%Yo 2= Z0
(PN) : Fé(ﬂ?o,yoazo) Fé(xlbyOazO) Fé(l’o,yo,ZO) = 0.

G'.(%o, Yo, 20) G;(Jfo;yoazo) G (70, Yo, 20)
10.4 Triedul mobil. Triedrul TNB (Frenet-Serret)

Triedrul mobil descrie miscarea unui punct ce se deplaseaza de-a lungul unei curbe

in spatiu si anume incotro se indreapta, cum se roteste si cum se rasuceste.

Figura 10.10: Triedrul mobil

Fie T) : 7 = 7(t) = a(t) 7 +y(t)7 +2()%K,t € I = R o curba regulata
de ordin doi in spatiu, aceasta inseamna ca exista 7' (tg) si 7" (ty) pentru orice
to € I. Mai mult, presupunem ca vectorii 7'(tg) si 7" (to) nu sunt paraleli, deci
T'(tg) x T"(to) # 0.

In orice punct Mo(zo, o, 20) € (D), (I) : 7 = P () = 2() T +y(t) T +2() K, t €

I € R, triedrul mobil ne da informatii despre:
e versorul tangentei, 7 care descrie directia in care curba se indreapta;

e versorul normalei, 70 care descrie cum curba se roteste;
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. . rid . A v
e versorul binormalei, b care descrie modul in care curba se rasuceste.

Versorii (7,77, _b)) sunt ortogonali doi cate doi la fel ca si (_z), 7, ?) si pot fi

calculati in orice punct al curbei regulate dupa formulele urmatoare.

LT
* T
R -
- — T X7
M TR
. TP
M O R (O]

Figura 10.11: Triedrul mobil

Fetele triedrului mobil sunt:

e planul osculator - planul generat de 7 gi 7 (are ca normala vectorul _b))

Planul osculator poate definit i astfel. Fie (I') o curba in spatiu si A si B doua
puncte intr-o vecinatate pe (I'). Planul ce ocupa pozitia limita care contine
tangenta in punctul A la curba I" gi care trece prin punctul B cand B — A

este planul osculator la curba in punctul A.
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Figura 10.12: Planul osculator intr-un punct la curba plana

e planul normal - planul generat de 7 si s (are ca normala vectorul 7);

e planul rectificant - planul generat de 7 si b (are ca normald vectorul 7).

Planul normal Py
Planul rectificant Py ’

Y

M,

Planul osculator P,

Figura 10.13: Triedrul TNB
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Ecuatia planului osculator poate fi pusa in forma urmatoare:

r—x(ty) y—ylte) z—z(to)
(Fo):| a'(t)  y(te)  #(to) |=0.
"(to)  Y'(to)  Z"(to)
Daca notam A = , B = , C = , se
pot scrie:
e ccuatiile binormalei:
T—Top Y—Y 2 %0

M()B : A = B = O

e ccuatia planului rectificant:

v —x(to) y—ylto) z—2(to)
(Pr) | a'(to) y'(to) 2(ty) | =0.

A B C
e ccuatiile normalei:
M - x — x(tp) I y(to) _ - 2(to) '
Y'(to) 2'(to) 2 (to) 2'(to) v’ (to) ¥ (to)
B C C A A B

10.5 Curbura si torsiunea

Curbura la o curba in spatiu ne arata cum anume punctele se curbeaza in planul

osculator.

Definitie 10.5. Dacd 7, este versorul tangentei la o curbd regulatd, curbura se

defineste ca
dT
== e .
k=17
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d—)
Is este derivata versorului tangentei in raport cu lungimea de arc s. Parametrizarea
S

in raport cu s este destul de dificil de calculat, deci dorim sa avem o expresie a cur-

burii in raport cu un parametru ”t”. Scriem:

— —> ? —>/
LA Ll 1oy - [T Ol
s 2| = =)

Expresia analitica a curburii la curba (') in punctul M (z(t), y(t), z2(t)) € (T') este

[7'() x 7" (0]

N EOTE

1
’a
Urmatorul grafic reprezinta curbura unei curbe. Cu cat mai abrupta este curba

Raza de curbura a curbei (I') in punctul M este R =

cu atat este mai mare curbura si mai mica raza cercului inscris.

Figura 10.14: Reprezentarea curburii si a razei de curbura

Torsiunea la o curba intr-un punct ne arata cum curba se rasuceste, de fapt

cum planul osculator se rasuceste.

Definitie 10.6. Torsiunea este definita ca

db
T=— .
ds "
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Expresia analitica a torsiunii la curba (I') in punctul M (z(t),y(t), 2(t)) € (T')
este:
(?,(t —)//(t)’ ?”’(t))

T
T — )
[7(t) < 7" (@)

Observatie 10.7. O curba in spatiu este o curba plana daca si numai daca torsiunea

este nula. Aceasta inseamna ca curba se afla in planul osculator.

Planul osculator

Figura 10.15: O curba in spatiu care se afla in planul osculator

10.6 Formulele lui Frenet

.o H . . . . - A v .o . .
Versorii 7, 7, b definiti anterior pot fi exprimati in urmatoarele ecuatii numite si

formulele lui Frenet:

(7
LK
ds "
d—)
AL (S
ds
db
@Y _ 7.y
kals

unde K este curbura si 1" este torsiunea.
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Formulele lui Frenet sunt cunoscute si ca teorema Frenet-Serret, si pot fi puse

mai concis folosind o ecuatie matriciala:

Edl 0 K 0 7
72 l=1 -k o 17| |7
s 0 —T 0 Iy

10.7 Probleme rezolvate

Problema 10.1. Determinati forma vectoriala a curbei aflate la intersectia suprafetelor

2+1y?=9siy+2z=2.

Rezolvare: Prima suprafata este un cilindru avand intersectia cu planul zOy

un cerc iar a doua suprafata este un plan.

fixl+y? =9
@]

=x2+y?+022=9

O giy+tz=2

a = Curve(3 cos(t),3 sin(t),2 — 3 sin(t),t,0,2 7)

@ x =3 cos(t)
- y=3sin(t) 0<t<628
z=2—3sin(t)

x(t) = 3cost
Parametrizarea cercului este ,t € [0,27]. Din ecuatia planului

y(t) = 3sint
calculam z = 2 —y = 2 — 3cost. Deci, parametrizarea curbei data ca intersectie de
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suprafete este:

x(t) = 3cost

(1) : { y(t) = 3sint .t e |0,2n],

z(t) =2 — 3sint
\
iar forma vectoriala este:

() : 3cost i +3sintj + (2—3sint)k, te[0,27].
Problema 10.2. Fie A(2,2,—3) si B(—2,5,—1) puncte in spatiu. Scrieti ecuatiile

parametrice ale segmetului [AB].

Rezolvare: Scriem ecuatiile dreptei AB ce trece prin A si are ca vector director

vectorul A—B)
r—2 y—2 z+3

AB : - 3 — o5 Deci, ecuatiile parametrice ale dreptei sunt
rx = -4t +2

AB:Qy=3t+2 , teR.
z2=2t—3

Pentru a avea ecuatiile segmentului de dreapta [AB] alegem ¢ in intervalul [0, 1]
(este evident ca daca alegem t = 0 obtinem coordonatele punctului A gi pentru
t = 1 se obtin coordonatele puntului B). Prin urmare, ecuatiile parametrice ale

segmentului de dreapta [AB] sunt:
(

r=—4t + 2
z=2t—3
\

Problema 10.3. Fie (I') : 7°(t) = (cost,sint,t),t € R, o elice. Determinati
1

)
distanta de la punctul A(t =0) la B (t = g) pe elice.

Rezolvare:

Derivatele componentelor din ecuatiile parametrice ale curbei sunt:
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-

2'(t) = —sint

1 ¥/ (t) = cost

Z(t)=1
\
ds = Vsin?t + cos?t + 1dt = /2 dt.
Pentru ¢ = 0 obtinem A(1,0,0) iar pentru t = g avem B (O 1 E).

st—f ds—f V2dt = \ftﬂ f”

Problema 10.4. Demonstrati ca curba

-

=2t —3t+1

() y=tt2 teR

2 =12+ 3t

\

este o curba plana. Scrieti ecuatia planului in care se afla curba (T').

Rezolvare:

O curba in spatiu se afla intr-un plan daca torsiunea este 0. Scriem ecuatia
vectoriala a curbei (T'), 7(t), si apoi calculam derivatele functiei vectoriale 7 (¢)
pana la ordinul trei.

PU) =2 —3t+1)7 +t+2)7 + (2 +30)F%.

)= (4t —3)7 + ] + (2t +3)k.

P =47 +2 %
() =

N
J

4 -3 1 2t+3

4 0 2
—>/t —>//t —>///t 0 0 0

T = (T_(,,)’ ! (_)),”7“ (2)) = —TAE 0, deci curba se afla in planul
() x T I (t) x 7" ()]

osculator.
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rT—%y Y—Y ~— %0

(Po) : |4t —3 1 2t+3/=0.

r—1 y—2 =z

4 0 2
Daca alegem t = 0 avem My(1,2,0) € (I') si

(Po):| —3 1 3=0<=

4 0 2

(Po):x+9y—22—19 =0.

Problema 10.5. Consideram

zy =1

(T) :

2 —2z—1=0

o curba in spatiu. Determinati punctele de pe curba (T') astfel incat binormalele sa

fie perpendiculare pe dreapta

r+y=0

—4r—z2+6=0

Scrieti ecuatiile acestor binormale si ecuatia planului osculator in fiecare din punctele

determinate anterior.

Rezolvare:

O parametrizare a curbei (I') este

(I') :

3

1
€r = —

t
y=1t
2 =2t2 -1

Ecuatia vectoriala a curbei (I') este:

1
() = 57 FE7 4+ -1DE.

, te R*.
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1—,> — —
?’(t)z—t—Qz + j +4tk.

N 2 > —
’I“”(t):t—?’l +4k5

Binormala are ca vector director vectorul

T 7k

1 12 2
— =, = _ | 1 At 7 A AT
vy, =T X7 = ;2 _4Z+t2 3

e 0 4

Binormala este perpendiculara pe dreapta d daca vy
- = >

. J  k
W=1 1 0|=-17+] +4%.

-4 0 -1
N 12 8 3
vb-vdz()(:)—él—i—t—z—t—s:O(:)t —3t+2=0.
Ultima ecuatie are solutiile ¢1 5 = 1 si t3 = —2.

Prin urmare avem doua puncte pentru care binormala este perpendiculara pe

dreapta data.

e Pentrut¢ = 1 se obtine punctul My = (1,1,1) si vy = (4, 12, —2). Deci, ecuatiile

binormalei sunt

b_:c—l_y—l_z—l
4 12 =2

Planul osculator are ca normala vectorul vy = (4,12, —2), deci ecuatia planului

osculator este
(Po):4x—1)+12(y—1)—-2(z2—1) =0 =

(Po): 2+ 6y —2z—T7=0.

1 1
e Pentru t = —2 obtinem punctul M, (—5,—2,7) si v, = (4,3, Zl) Deci,
ecuatiile binormalei sunt

93+%_y—|—2_z

7
4 3 '

b:

N
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1
Planul osculator are ca normald vectorul 7; = (4,3, —>, ecuatia planului

4

osculator este

1 1
(Po) :4<x+§> +3(y+2)+1(z—7) =0
(Po) : 16z + 12y + 2z + 25 = 0.

—
?

2
Problema 10.6. Fie (I') : 7 =t + (1 — t2)7 + gt?’?, t € R, o curba in spatiu.
a) Determinati versorii triedrului mobil in punctul corespunzator pentru ¢ = 1.

b) Scrieti ecuatiile normalei gi ecuatia planului rectificant in punctul corespunzator

pentru t = 1.

¢) Determinati curbura si torsiunea curbei in punctul ¢ = 1.

Rezolvare:

!
7)

a) T =
7|

! "
— ?X?

Nl
=10 x7
Derivatele de ordinul intai si doi ale functiei vectoriale 7 sunt:
Pt =7 —2t ] + 22k
Tt = —27 + 4tk
In punctul ¢ = 1 obtinem

() =7 -2 +2k

1) =27 +4%.
(1) T 2742k 1 o
o S = (7 —-27+2Fk
7]~ Viti+a 5 J )
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T 7K
Tk =1 —2 2|=-47-47 -2k
0 -2 4
S AT 44T 42 1,
S ¥ =——2i+25+ k).
V16 +16 +4 3
T 7%
BTk = L6737 —6F) = — 27T —2F)
= X = —= = —— — — = —— — — .
i) T 5 2 2 1 9 1 J 3 T — 7
1 -2 2

2
b) Punctul corespunzator de pe curba (I') pentru ¢ = 1 este A <1,0, 5)’ deci

ecuatiile normalei sunt:

r—1 y Z—% r—1 z—%
n:—5 =7=—5>n: =y = )
-3 3 3 —2 2

Planul rectificant are ca normala directia versorului 77, deci ecuatia planului

rectificant este:

2 1 2 2
Pp): ——(x—1 - —(z—=-) =0
(Pr):—g(@—D+gy+3(z—3)

(Pr): —6x+3y+62+2=0.

¢) Curbura in punctul ¢t = 1 este K = % = % = g
Torsiunea in punctul ¢ =1 este T = % .
() = 4k = T"(1) = 4%.
1 -2 2
(7T e = |0 —2 4l =8 —T = —g.
0 0 4

10.8 Probleme propuse

Problema 10.7. Scrieti ecuatia planului normal §i ecuatiile tangentei la curba (I'):



10.8 Probleme propuse 231

2
a) (T): 7 = 267 + ;7 + tQ?, t € R, in punctul obtinut pentru t = 2;

x =3t
b) (I):{y=2t ,teR, inpunctul M(6,16,—4).

2 = —t?

\

Problema 10.8. Determinati lungimea arcului de curba (I'):

Tz = at
a) (I :3y=+3Babt> ,0<t<1;
2 = 2083,

b) (I): 7 =acosti +asintj + btk,0<t<2.
Problema 10.9. Determinati ecuatiile tangentei in punctul A(m, m, 2m?) si ecuatia

2z = x% +1?
planului normal intr-un punct arbitrar al curbei (') :

r=1Y

Problema 10.10. Scrieti ecuatia planului osculator la curba in spatiu

in punctul M(1,1,1).

2
Problema 10.11. Fie (I) : 7 =t 7 + (1—3)7 + gt?’? o curba in spatiu.
a) Determinati versorii triedrului mobil in punctul ¢ = 1.

b) Scrieti ecuatiile normalei intr-un punct arbitrar de pe curba.

¢) Determinati curbura si torsiunea la curba in punctul ¢ = 1.
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Problema 10.12. Determinati curbura si torsiunea la curba

-

T = cost
(1) 4y = sint
z = cos 2t,
\
in punctul M (t = g)
. — - 1 2—> 1 377 v A .
Problema 10.13. Fie (I') : 7 =t i + §t J + 6t k o curba in spatiu.

a) Determinati elementul de arc.
b) Determinati versorii tangentei, normalei gi binormalei in punctul ¢ = 1.
¢) Scrieti ecuatia planului rectificant si a planului osculator in punctul ¢ = 1.
d) Determinati curbura si torsiunea la curba (T') in punctul ¢ = 1.
Problema 10.14. Determinati punctele de pe curba
O):7=@-17+37 +1-F

astfel incat planul osculator al curbei in aceste puncte sa fie perpendicular pe planul

(P):7x—12y + 52 —4 = 0.

Problema 10.15. Pentru fiecare din urmatoarele curbe determinati versorii triedru-
lui mobil, curbura, torsiunea, ecuatia planului osculator, ecuatia planului normal,

ecuatiile normalei, ecuatiile tangentei in punctul specificat:

a) [): T =0B2-2)7 +6837 +(1—t)%, teR, M(t=2).
(

r =13 — 2t

b) (F2)<y=3t+2 at€R7M(_1a57_4)‘

z=t>=5

\
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c) (Fg):7’=4cost7+251nt7+2t?, teR, M(t:%)_

Problema 10.16. Determinati lungimea arcului de curba (I'):

x = elcost

a) (F):<y:€tSth ,tE[O,%],

t

z = e,
$2
iy
b) (I): 4 " ,te[0,6].
z:x_
67

Problema 10.17. Determinati punctele de pe curba
rz =1

(T) :

y=1Inz

astfel incat normala la curba in aceste puncte sa fie paralela cu planul
(P):5x+2y—5z=1.

Problema 10.18. Determinati curbura si torsiunea curbei

(F)<y:1nt ,t>0

in punctul ¢ = 1.

Problema 10.19. Sa se verifice daca curbele date sunt curbe plane. In caz afirmativ

scrieti ecuatiile planelor respective:

-

r=1t+t+1

1. (F1)<y:1_t ,tER.

2 =134+2

\
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.
xr = sin’t

y=1t>+t

z = 3cos(2t)

,teR.
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Suprafete

11.1 Reprezentarea analitica a suprafetelor

In R? o ecuatie algebrica in x,y, z reprezinta o suprafata.

O suprafata poate fi reprezentata de:

Ecuatia implicita a suprafetei

(S): F(x,y,z) =0.

Ecuatia explicita a suprafetei

(S):z=z2(x,y), (v,y) e DS R

Ecuatiile parametrice ale suprafetei

(S): <y =y(u,v) - (w,v)e DR

Ecuatia vectoriala a suprafetei

— —

(S): 7 =7 (u,v) = x(u,v) i +ylu,v)j + z(u,v)?, (u,v) € D c R?
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Daca suprafata (S) este reprezentata de ecuatiile parametrice, atunci punctul

My (ug, vo) € (S) se numeste ordinar daca rangul matricii

! / /
!

! /
Ly Yy =

S

(u0,v0)
este 2 sau, echivalent, 7 (ug, vo) si 7 (ug, vo) sunt liniar independenti.

Daca toate punctele suprafetei (S) sunt puncte ordinare, atunci suprafata se

numeste suprafata regulata.

11.2 Curbe pe o suprafata

Fie (9) : 7 = 7 (u,v), (u,v) € R? o suprafata.

Daca u,v : I — R sunt functii reale u = u(t), v = v(t), atunci 7 = 7 (u(t), v(t))

este o curba care se afla pe suprafata (S).

Exemple de curbe pe o suprafata
T = TCOSU

1. Elicea circulara se afla pe un cilindru (S) : { y = rsino  ,v € [0,27],ue R,

Z=U

N
r - raza fiind un numar real pozitiv constant.

v=1
Pentru , ¢ 0 constanta obtinem elicea circulara care are ecuatiile
u = ct

parametrice (I') : {
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a4y =19
o
= @y 02 =0
b = Curve(3 cos(t).3 sin(t),0.5t,t,0,40)
O % =3 cos(t)
= y=3snt) p0=t=<40
z=05t¢

Figura 11.1: Elicea circulara

2. Cand consideram u = ug si v = vy, se obtin doua curbe pe suprafata, iar

(ug, vg) poartd denumirea de coordonate curbilinii ale punctului M.

Fie (S) : 224+ y?+ 22 = r? o sferd si My(xo, o, 20) € (5). Ecuatiile parametrice

ale sferei sunt:
{

x = psin g cos

(S): 4y =psingsing ,0€[0,2n], p [0, n].

Z = pCcosy
\
Daca consideram ¢ = constant, curbele de pe sfera, in termeni geografici, sunt

paralelele, iar daca consideram # = constant, curbele reprezinta meridianele.
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Figura 11.2: Meridiane si paralele pe o sfera

11.3 Planul tangent si normala la o suprafata

Fie (5) : 7 = 7 (u,v) = #(u,0) T +y(u, ) + 2(u,v) %, (u,v) € D = R? o curbé
regulata.

Planul care trece prin M (ug,v9) € (S) si are doua directii paralele vectorii
N

7 (U, vo) 1 T (ug,vg) se numeste plan tangent la suprafata S in punctul M.

Ecuatia planului tangent este:

x —x(ug,vo) Yy —y(uo,vo) 2z — 2z(ug,vo)

(Prg) : ;, (o, vo) Y, (o, vo) 2, (g, vo) = 0.
Ty (uo,vo)  yy(uo,vo) (w0, o)
! Z, Z/ .TI x/ !
Notam cu A = Yu Zu . B=|" "“l,c=|" Y , calculate in (ug, vo).
T N E N P

Normala la suprafata (S) in punctul M, este dreapta ce trece prin My perpen-
diculara pe planul tangent. Ecuatiile sale sunt:

T—To _Y—Y 22— %0

A B C

n:

unde zy = x(u();,UO): Yo = y(UO:UO)a 20 = Z(Uo,vo)-
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Observatie 11.1. Daca suprafata este data in forma implicita (S) : F(x,y,z) =0

atunci ecuatia planului tangent se scrie:
(Pyg) : Fy(20, Yo, 20)(x — 20) + F, (20, Yo, 20)(y — o) + Fo(T0, Yo, 20)(2 — 20) = 0.
FEcuatitle normalei in acest caz sunt:

T — Zo . Y—"%Y . 2= 2

n:
Fl{(x(%y();ZO) Fé((’cO?yO)ZO) Fz,{(x07y07Z0)

normala

planul tangent

Figura 11.3: Planul tangent si normala la o surafata

11.4 Prima forma patratica fundamentala a unei
suprafete

Lungimea unei curbe pe o suprafata

Fie (5) : 7 = 7(u,v) = 2(u,v) 7 + ylu,v) ] + 2(u,0)k, (u,v) € D < R? o

suprafata regulata si (I') : 7 = 7 (u(t),v(t)) o curba regulata pe suprafata (5).
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Se definegte elementul de arc pe aceasta curba ca:

s(t) — f VTR dr

Pt) = T () + T ().

u v

Folosind notatiile lui Gauss avem:

_ =12 2 12 2
E="7r Ty + vy, + 2,

uw =

== 10 1
F_Turv_xuxv—i_yuyv—i_zuzv

=12 2 2 12
G=7, =x+y’+ 2

si obtinem

ds = VEu + 2Fu'v' + Gu'2dt
Definitie 11.2. Forma patratica
Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv®
se numeste prima forma patratica fundamentald a suprafetes.

Lungimea arcului M; M, de pe curba (I'), corespunzatoare valorilor ¢; si to ale

parametrului ¢ este:

— t2
(M, M,) = f VEU? + 2Fuv + Go2dt.
t1

Observatie 11.3. Daca suprafata este data in forma explicita (S) : z = z(z,y), iar

p =z, si q =z, prima forma patratica fundamentald a suprafetei este

ds* = (1 + p*)daz”® + 2pqdxdy + (1 + ¢*)dy>.

Unghiul a doua curbe de pe o suprafata

Fie (S) : 7 = 7(u,v) = z(u,0) i + ylu,v)j + z(u,v)?, (u,v) € D < R? o
surprafata regulata si

(F1) = 77 = 77 (u(t), v(t))
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(C2) : 73 = 73 (u(t), v(t))
doua curbe regulate trasate pe suprafata (.S), iar 77, 73 versorii tangentelor la curbele
(I'y) si ('), in punctul lor comun M.

Fie d7, du si dv diferentialele de-a lungul curbei (I'y) si 67, du si dv diferentialele

de-a lungul curbei (I'y).

Definitie 11.4. Unghiul dintre versorii tangentelor T3 si T2 in punctul My € (S)

este numit unghiul dintre curbele (I'1) si (T'y).

Eduéu + F(dudv + dudv) + Gdvdv

ot = cos =02 = e o Fdudy + Gt Bow? 1 2Fsuso 1 Gov?

Doua curbe sunt ortogonale daca

Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvov = 0.

Aria unei suprafete

Fie (S) : 7 = P(u,v) = z(u,0) i + ylu,v)j + z(u,v)?, (u,v) € D < R? o
suprafata regulata.

Elementul de arie a suprafetei (S) este

do = vV EG — F2dudv.

Aria suprafetei este
JJ do = JJ VvVEG — F?dudv,
D D
unde D este domeniul in care u si v variaza.

Observatie 11.5. e Daca suprafata este data in forma explicita (S) : z =

z(z,y), sip = 2z, siq =z, elementul de arie este

do = +/1+ p? + ¢*dxdy.
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e Daca suprafata este data in forma implicita (S) : F(z,y,z) = 0, elementul de

arie este

1
|7

do = o[ F2 + F2 + F2dudy,

11.5 Probleme rezolvate

.
r=Uu-+7v

Problema 11.1. Fie suprafata (S) : { y = —v ,(u,v) € R%.

Z = Uuv
\

a) Determinati coordonatele punctelor A(u = 2,v = 1), B(u = 1,v = 2).

b) Verificati daca M(4,2,3) si N(1,4,—2) apartin suprafetei (S).
¢) Determinati ecuatia carteziana suprafetei.
Rezolvare:

a) Pentruu=2giv=1seobtiner =3, y=1, 2=2= A(3,1,2).

Pentru u =1 §i v =2 obtinem z =3,y = -1, 2 =2 = B(3,—1,2).

-

u+v=4

b) M e (S) < sistemul < ¢, —¢y =2  este compatibil. Adunand primele doua

u-v=3.

\
ecuatii obtinem 2u = 6 = u = 3. Se obtine v = 1 gi verificam in cea de-a

treia ecuatie daca u-v = 3 <= 3 -1 = 3 ceea ce este adevarat, prin urmare

M € (S).

u+v=1

N e (S) <= sistemul < ¢, — ¢y = 4 este compatibil. Adunand primele doua

u-v = —2.
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5 3
ecuatii obtinem 2u = 5 = u = 7 Se determina usgor v = —3 Verificam in

5 3 15
cea de-a treia ecuatie u - v = 3 <—§> =7 # —2, deci N ¢ (9).
Pentru a obtine ecuatia implicita sau cea explicita a suprafetei trebuie sa

eliminam w i v din ecuatiile parametrice ale suprafetei.

Adunand si scazand primele doua ecuatii se obtine ca x +y =2usgixz —y =

rT+y . r—y . : :
S1v = 5 in cea de-a treia ecuatie avem z =

2v. Inlocuind u =

(= +y)(z—y)
4
Ecuatia explicita a suprafetei este

= 4z = 12—y care este ecuatia unui paraboloid hiperbololic.

() (r,y) = 12—,

T = ue

Problema 11.2. Fie (S): { y = ue= ,(u,v) € R? o suprafata.

z = 4uv

\

a) Determinati ecuatia planului tangent la (S) in punctul M(u = 2,v = 0).

b) Scrieti ecuatiile normalei in punctul M.

¢) Determinati versorul normalei.

Rezolvare:

a) Coordonatele punctului M sunt z = 2, y = 2, z = 0, M(2,2,0). Calculam

derivatele partiale ale functiilor:
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( (
z(u,v) = ue’ x!(2,0) =2

v

9 y,'u(u,v) = —ue’ — 3 yflu(270) =2

kzl')(u,v) = 4u k2’1’)(2,0) =38
Ecuatia planului tangent este
r—2 y—2 =z
(Pyg):| 1 1 0]|=0=
2 -2 8

(Py) : 20 —2y—2z=0.

b) Normala este perpendiculara pe planul tangent, deci directia normalei este

— -

T =Tp, =271 27 — k.
Ecuatiile normalei sunt:
r—2 y—-2 =z

n: = = —

2 -2 -1

27 —27 — k

/l —_ —_

¢) Versorul normalei este 0 = i =
] —_

1
|27 — 27 |3
Problema 11.3. Scrieti ecuatia planului tangent in punctul M (g, yo, 20) la suprafata

(S):z=cer, (z,y) € R2\(0,0).

Rezolvare:

Ecuatia suprafetei este data in forma explicita. Calculam:
/ Yy wu
p =z, (z,y) = Iﬁez.
=2 (z,y) = —ex.
q¢=z(z,y) =~
Ecuatia planului tangent este:

Yo ¥ 1 w
Py) iz — 20 = — 22w (v — x0) + —e-
(Py) : 2 — 20 3}36 o(x — x0) :1:06 0

N Yo .
Inmultind ecuatia prin 3 si stiind ca 2y = e® obtinem:

(¥ — o)

(Py) : 23(z — 20) = —yoz0(x — o) + Tozo(y — Yo).
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Problema 11.4. Determinati lungimea arcului de curba u = 0 pe suprafata
(S): P(u,v) = (W +0)7 + w+0)7 + (u+ o)k, (u,0) € R?
intre punctele M;(u = 0,v = 0) si Ma(u =0,v = 1).

Rezolvare:

Calculam derivatele partiale ale functiilor
r=xz(u,v) =u?+v,
y=y(u,v) =u+0v°s

z = z(u,v) =u +v.
(

z! (u,v) = 2u 2! (u,v) =
 yulu,v) =1 Py (u,v) =20
Zy(u,v) =1 z(u,v) =

\ \

E=4u*+1+1=4u?+2;

F=2u+2v+1;

G=1+407+1=4"+2.

ds? = 2(2u® + 1)du® + 2(2(u + v) + 1)dudv + 2(2v* + 1)dv?

Deoarece u = 0 = du = 0 = ds? = 2(20% + 1)dv?.

1
(M) M) —]—jmdv—ZJ\/ﬁdv—Q \/Edv
_zv\/ﬁ -
\/T

\[ QHJF

1
:«f—2l+1n<v+ v2 +—>

2
3 1
3.7:\/6—1—111(14-\/;) —ln\/;:>

=

0
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I(MiMs) =T = ?+%m(\/§+\/§).

Problema 11.5. Determinati unghiul dintre curbele v = 6u i v = —6u care se afla

pe cilindrul (S) : 2% + y? = 9.

Rezolvare: )
r = 3cosv
Parametrizarea cilindului este (S) : { y = 3sinv , v€[0,27],ue R,
z=1u

\
Derivatele partiale ale functiilor z, y, z sunt:
{ s
2l (u,v) =0 z) (u,v) = —3sinwv

Yy (u,v) =0 5§y (u,v) =3cosv

2l (u,v) =1 2 (u,v) =0
\ \
E=1;F=0; G=09sin’v+9cos?v = 9.
Prima forma patratica fundamentala este:

ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? = du?® + 9dv?.

v = 6u
Punctul de intesectie al curbelor este —u=v=0= M(3,0,0).

v = —b6u
Pentru (I'y) : v = 6u = dv = 6du.

Pentru (I'y) : v = —6u = dv = —6u.

Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvdv
cos £((T), (I2)) = ( )

" VEdu? + 2Fdudv + Gdv/Esu? + 2F6udv + Gov?
_ 1ldubu+0+9-6-(—6)dudu

Vdu? +9-36du? - Vou2 + 9 - 366u2
323dudu 323

= — =—— =
325dudu 325

323
x((T'y), (T'g)) = m — arccos 35
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Problema 11.6. Aratati ci curbele (I'y) tu—e”=0si (Iy) :u? +u+1—e V=0
T = ucosv

care se afld pe suprafata (S) : { y = usinv  (u,v) € R?, sunt ortogonale.

Z=uU+v
\

Rezolvare:

Derivatele partiale ale functiilor z,y, z sunt:
( (

@l (u,v) = cosv x! (u,v) = —usinv
{ ¥l (u,v) =sinv 5§y (u,v) = ucosv
2l (u,v) =1 2 (u,v) = 1.
\ \

E =cos’v+sinv+1=2.

F = —ucosvsinv +usinvcosv +1 = 1.

G =u?sin?v +u?cos’v + 1 =u? + 1.

Prima forma patratica fundamentala este:

ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv? = 2du® + 2dudv + (u® + 1)dv?.

Pentru (I'y) : u = e’ = du = e"dv.
1

Pentru (I'y) : w?4u+1 =e? = (2u+1)du = —e “6v = du = —mév,
G=uw+l=e"—u=e"—¢"
Curbele sunt ortogonale daca
Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvév = 0 <
1 1
2e’dv | ————96 Ydvov — ————dvd v —e")dvév =0
e v( e+ 1) v>+e vov ev(2€v+1)vv+(e e’)dvdv =
2 1
dvév [ — v e} =0
UU( e +1 ¢ T ooy ¢ e) -
—2e" 1 2e’ +1

=0 <

—~ +
e’(2ev +1)  e'(2e" +1)  ev(2e’ + 1)
—2e’ —1+2e" + 1

e’(2ev + 1)

= (0 ceea ce este adevarat, deci curbele sunt ortogonale.
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Problema 11.7. Fie (S): { y =42 —¢? ,(u,v) € R?, o suprafata.

a) Scrieti prima forma patratica fundamentala a lui (5).

b) Determinati elementul de arc pentru curba (I') : v = 2u care se afla pe

suprafata.

c¢) Determinati lungimea arcului M; M, de pe curba (I') unde M;(u = 1), Ma(u =
2).

d) Determinati elementul de arie al suprafetei (5).
Rezolvare:

a) Derivatele partiale ale functiilor z,y, z sunt:

E = 4u® + 4u® + v? = 8u? + v%;

F = 4uv — 4duv + uwv = uwv;

G = 402 + 40? + u? = 8v?% + u?.

Prima forma fundamentala patratica este:

ds* = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv? = (8u® + v?)du? + 2uvdudv + (8v* + u?)dv?,

b) (') : v =2u = dv = 2du.

ds* = (8u® + 4u?)du® + 2u2udu2du + (8 - 4u? + u?)4ddu? = ds* = 152u*du =

ds = v/152udu.
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c) (M1 My) = jj ds = Jj V152u du = \/%uQ‘j = /38(4 — 1) = 3V/38.

d) Elementul de arie este

do = VEG — F2dudv = /(8u2 + v2) (802 + u2) — u2v2dudv

= 2V 2Vt + 8u2v? + vidudv.

11.6 Probleme propuse
Problema 11.8. Fie (S) : z = 22 — y?> + 2y — 42 + 5, (z,y) € R?, o suprafata.
Determinat;i:

a) Ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul M (1, -2, —6).

b) Prima forma fundamentala a suprafetei (.5).

c¢) Elementul de arie al suprafetei (5).

Problema 11.9. Determinati lungimea arcului de curba v = In (u + vu? +9) de

pe suprafata

(S): 7 (u,v) = ucosv i +usinvj + Wk, (u,v) € R?,
intre punctele M;(u = 1,v = 2) i Ma(u = 2,v = 3).
Problema 11.10. Determinati elementul de arie al suprafetei

(S): P(u,0) =ud +vj + wk, (u,v) € R?.

Problema 11.11. Determinati aria sferei.
Problema 11.12. Scrieti ecuatia carteziana a suprafetei

(S): P(w,0) =u*7 +wj + Bu+0>)k, (u,v) € R%

Determinati prima forma fundamentala a suprafetei. Scrieti ecuatia planului tangent

si ecuatiile normalei la suprafata (S) in punctul M (1,0, 3).
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Problema 11.13. Fie suprafata

w? + v’

5 k,(u,v) e R

(S): Plu,v) =(u—0)7 + (u+v)J +

Determinati prima forma fundamentala a suprafetei. Scrieti integrala care determina

lungimea curbei (T') : v = 1 de pe suprafata de la u =1 la u = 2.
Problema 11.14. Fie suprafata
(S) : P(u,v) = (2+u)cosvi + (2+u)sinv ] +uk,ueR vel0,27]

Determinati prima forma fundamentala a suprafetei. Scrieti integrala care determina

lungimea curbei (I') : v = 0 de pe suprafata de la v = —1 la u = 2. Calculati
u =0 u =2t

cosinusul unghiului dintre curbele (T'y) : si (Tg) : de pe
v=t v=t+T

suprafata (S) in punctul M(u = 0,v = 7).
Problema 11.15. Calculati prima forma fundamentala pentru urmatoarele suprafete:

a) paraboloidul eliptic (S) : 7 (u,v) = aucosv i + businvj + Wk, ueRve

[0, 27].

b) paraboloidul hiperbolic (S) : 7 (u,v) = aucoshv i + businhvj + Wk, ue

R,v € [0, 27].
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