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PREFATA

Prezenta lucrare reprezinta o introducere in studiul metodelor numerice aplicate si se
adreseazd, in principal, studentilor din domeniul ingineriei civile. Materialul acopera pro-
grama analitica a cursului de Metode Numerice, din planul de invatamant al specializarilor
Facultdtii de Constructii din cadrul Universitatii Tehnice din Cluj-Napoca si isi propune sa
constituie un sprijin practic si teoretic pentru studenti. Aceastd lucrare constituie atat un
suport practic pentru activitdtile de laborator, cat si o resursa utild pentru studiul individual
si intelegerea notiunilor teoretice fundamentale.

Materialul este structurat in trei capitole, fiecare abordand metode numerice fundamen-
tale si tehnici de calcul esentiale pentru rezolvarea problemelor intalnite in inginerie. Fiecare
metodd discutatd este prezentata intr-o maniera accesibila si organizata, cuprinzand patru
sectiuni. Notiunile teoretice ofera o prezentare concisa a principiilor fundamentale, a con-
textului matematic si a relatiilor esentiale necesare pentru intelegerea si aplicarea metodei.
Se continua cu un cod sursa scris in sintaxa Matlab, care permite studentilor sa implemen-
teze si sa testeze algoritmii intr-un limbaj de programare de curentad actualitate. Se prezinta
apoi rezolvarea secventiald a unei aplicatii, punandu-se accent pe intelegerea metodei de
rezolvare si pe interpretarea rezultatelor. Ultima parte contine o serie de aplicatii propuse
pentru rezolvare in cadrul orelor de laborator sau pentru aprofundare individuala.

Autorii multumesc tuturor celor care au sprijinit realizarea acestui material si 1si ex-
prima speranta ca lucrarea va fi utila si apreciata de studenti, cadre didactice si profesionisti

interesati de utilizarea metodele numerice in rezolvarea problemelor ingineresti.

Cluj-Napoca, 2024 Autorii
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare

REZOLVAREA ECUATIILOR NELINIARE

1.1 Introducere

In cadrul acestui capitol se prezintd metode numerice pentru determinarea solutiilor ecua-
tiilor neliniare de forma f(x)=0, respectiv x=g(x). Solutia unei ecuatii de forma f(x)=0 se nu-
meste radacind. Notand o astfel de radacina cu «, are loc identitatea f(a)=0. Solutia unei
ecuatii de forma x=g(x) poartd denumirea de punct fix. Dacd un numar real [ este punct fix
al functiei g(x) atunci are loc identitatea 3=g([3). Asupra acestei problematici se va reveni in
cadrul metodei punctului fix.

O ecuatie f(x)=0 este neliniara daca nu poate fi redusa la o ecuatie liniara de forma:
a-x+b=0 (L.1)

Mai mult, o ecuatie neliniard de forma f(x)=0 este algebrica daca functia f(x) este un
polinom. In caz contrar, ecuatia se numeste transcendent3, iar in expresia ei pot interveni
functii trigonometrice, exponentiale, logaritmice, etc. Ecuatiile neliniare intervin frecvent in
domeniul ingineriei civile si astfel solutionarea acestor tipuri de probleme devine esentiala.
In cazuri particulare (de ex. ecuatii de gradul 2, anumite forme ale ecuatiilor de gradul 3,
unele ecuatii trigonometrice, etc.), ecuatiile neliniare pot fi rezolvate exact, folosind proce-
dee analitice, Insd In marea majoritate a ecuatiilor neliniare, solutiile poate fi determinate
doar numeric, folosind metode iterative de rezolvare. In continuare se prezinta o serie de
aplicatii din domeniul ingineriei civile care se reduc la rezolvarea unor ecuatii neliniare.
Aceste aplicatii vor fi folosite ca exemple de test in cadrul metodelor numerice de rezolvare

a ecuatiilor neliniare ce urmeaza a fi prezentate. Suplimentar, unde e cazul, se vor prezenta
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ecuatii neliniare formulate generic, pentru a evidentia diverse particularitati care pot apdrea

pe parcursul procesului iterativ (divergentd, proces stationar, solutii false, etc.).

Aplicatia 1.

Fie rezervorul sferic din Figura 1. Cunoscand raza sferei (R)
si nivelul apei (h), volumul de apd acumulat in rezervor
poate fi calculat cu urmatoarea relatie:

V=n-h2-<R—§) (1.2)

Stiind ca R=3 m, =3.14159, sa se determine indltimea co-
loanei de apa pentru care volumul de apa din rezervor

este de 80 m3.

Figura 1

Aplicatia 2.

Stalpul din Figura 2 este solicitat la compresiune excentrica
de forta concentrata P. Tensiunea extrema poate fi evaluata

folosind urmatoarea relatie:

Omax =—| 1+ (1.3)

A L P

cos —\Fﬂ
2 =
A

- A —reprezintd aria sectiunii transversale;

unde:

- I - reprezintd momentul de inertie in raport cu axa )
Figura 2
dupa care are loc rotirea sectiunii;
- E - reprezintd modulul de elasticitate longitudinal al

materialului.
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Se cere determinarea fortei capabile P pentru care tensiunea
maxima este 3 N/mm?. Se cunosc: A=1125 cm?, I=189500 cm?,

E=30000 N/mm?, c=22.5 cm, e=45cm.

Aplicatia 3.

Ecuatia axei deformate pentru grinda metalica de sectiune IPE300, reprezentata in figura de

mai jos este:

q

m(—x5+2-Lz-x3—L4-x) (14)

w(x) =

unde:
- L —reprezinta lungimea grinzii;
- I-momentul de inertie in raport cu axa principala orizontala a sectiunii transversale;
- q-intensitatea maxima a sarcinii distribuite;
- E —reprezinta modulul de elasticitate longitudinal al materialului.
Sa se determine valoarea maximd a sdgetii. Se cunosc: E=210000 N/mm? L[=10 m,
q=100kN/m.
Obs.: Pentru determinarea sectiunii x din lungul elementului in care valoarea deplasdrii este
maxima, trebuie sa se calculeze in prealabil punctele de extrem ale functiei w(x), deci secti-

unile x pentru care w’(x)=0.

a-
A&~ _weo _ — — B}
X axa
deformata

Figura 3

Aplicatia 4.

Sa se determine ldtimea sectiunii transversale, b, a unui stalp in consold solicitat la thcovo-

iere oblica spatiald, stiind cd ecuatia de dimensionare este:

235-b%—09-b—02=0 (1.5)
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1.2 Localizarea solutiilor unei ecuatii neliniare de forma f(x)=0

In vederea aplicarii unui procedeu numeric pentru determinarea solutiei/solutiilor unei ecu-
atii neliniare este necesara specificarea unor aproximatii initiale ale solutiilor cdautate. Asa
cum se va vedea pe parcursul acestui capitol, unele metode au nevoie de o aproximatie
initiald, iar altele necesita doud. Mai mult, cele doud aproximatii initiale pot sa incadreze
solutia (de ex. in cazul metodei bisectiei) sau pot fi de aceeasi parte a ei (de ex. in cazul
metodei secantei). Una dintre metodele cele mai folosite de localizare a solutiilor unei ecu-
atii neliniare si implicit a unor aproximatii initiale consta in inspectarea graficului functiei
f(x) atasate ecuatiei. Reprezentarea grafica a variatiei functiei pe un anumit interval poate fi
realizatd intr-o multitudine de aplicatii dintre care amintim Microsoft Excel [1], Matlab [2]

GeoGebra [3], Desmos [4], WolframAlpha [5].

X f(x)
0 -80
0.3 -79.18
40
0.6 -76.8333
0.9 -73.1293 -
1.2 -68.2379
1.5 -62.3285
0

1.8 -55.571
2.1 | -48.1348
2.4 | -40.1897 | %0
2.7 | -31.9054
3 -23.4513 -40
3.3 | -14.9973
36 |-6.71293| -60
3.9 |1.232161
42 |8668311| -80
45 | 15.42588
48 |21.33521
51 | 26.22667
5.4 | 29.93061
57 | 3227738
6 33.09734

Figura 4. Grafic realizat in aplicatia Microsoft Excel [1]

De exemplu, pentru Aplicatia 1 descrisa anterior, graficul functiei atasate ecuatiei de

forma f(x)=0 este prezentat in Figura 4 si a fost realizat in aplicatia Microsoft Excel [1].

10
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Spectrul de valori considerate pentru variabila problemei s-a considerat a fi in intervalul

[0;6], definit de dimensiunile sferei.

plot pi*x*2*(3-x/3)-80 from 0 to 6

£F NATURAL LAN E | Jfa MATH INPUT

nput interpretation

plot nf(a——]—an 0to6

20

20
40

Gl

B

Figura 5. Grafic realizat online folosind WolframAlpha [5]

Analizand graficele prezentate anterior, se poate observa ca solutia cautata (valoarea lui x
pentru care functia f(x) se anuleaza, deci punctul de intersectie dintre graficul functiei si axa
absciselor) este localizata in intervalul [3; 4]. Din punct de vedere matematic, ecuatia mai

are doua solutii reale, Insa acestea nu sunt acceptabile (sunt inafara dimensiunilor sferei).

11
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1.3 Metoda bisectiei pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare de

forma f(x)=0

1.3.1 Notiuni teoretice

Metoda bisectiei sau metoda injumatatirii intervalului se bazeaza pe observatia conform ca-
reia o ecuatie de forma f(x)=0 are cel putin o solutie localizata intr-un interval inchis [a; b]
dacd functia f(x) este continud si ia valori de semne contrare la capetele intervalului. Alge-
bric, existenta a cel putin unei solutii a ecuatiei f(x)=0 intr-un interval [a; b] este asigurata

daca:

fla)-f(b) <0 (1.6)
Pentru ecuatia reprezentata grafic in Figura 4, respectiv Figura 5, intervalul [3; 4] contine o
solutie deoarece f(3)-f(4)<0.
Observatii:
. daca f(a) - f(b) > 0, intervalul [a; b] poate sa nu contina nici o solutie a ecuatiei f(x)=0

(Figura 6) sau poate contine mai multe solutii (Figura 7).

N

\ £(x) A f(x)

v
v

-\I/

Figura 6. Interval [a; b] care contine 2 solu- Figura 7. Interval [a; b] care nu contine nici

tii. o solutie.

. dacd f(a) - f(b) <0, intervalul [a; b] poate sa contina mai multe solutii (Figura 8).
o in continuare se va considera ca intervalul [a; b] contine o singura radacina (notata cu

a) a ecuatiei neliniare f(x)=0.

12



Rezolvarea ecuatiilor neliniare

A f(x)

Figura 8. Interval [a; b] care contine 3 solutii.

Procesul iterativ
Iteratia 1 — se calculeaza iterata x; situatd la jumadtatea intervalului [a; b], asa cum se poate

observa in Figura 9. Astfel:

a+b
x1= 2

(1.7)

Dintre cele doud subintervale rezultate, se continud procesul iterativ cu subintervalul care
contine raddcina, deci respectd conditia 1.6. Pentru situatia studiata, noul interval de cautare
a radacinii este [a; x;]. In aceasta etapa se si reinitializeaza capetele intervalului [a; b]. Astfel:
e Dacd f(a)- f(x;) <0atunci b == x;
e Daca f(x;) - f(b) <0 atunci a = x;
In consecintd, iteratele urmatoare se calculeaza folosind aceeasi relatie ca in cazul iteratei x;.
Iteratia 2 — se calculeaza iterata x, situatd la jumadtatea noului interval [a; b], deci practic la
jumadtatea intervalului [a; x;]. Se verifica din nou care subinterval contine rada-
cina si se reinitializeaza limitele intervalului [a; b].
Procesul iterativ continud intr-o maniera similard pana cand lungimea intervalului curent
este mai mica decat o toleranta de calcul impusa, notatd cu €. Toleranta de calcul semnifica
practic eroarea acceptata dintre solutia exacta si cea determinata prin procedeul numeric
descris anterior. Testul de convergenta (de oprire a procesului iterativ), care se verifica in

cadrul fiecarei iteratii, poate fi exprimat astfel:

13
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Ixn+1 - xnl <g

(1.8)

Daca relatia 1.8 este indeplinita atunci procesul iterativ se opreste, iar iterata x,;, este rada-

cina ecuatiei f(x)=0 in toleranta de calcul acceptatd, €. In acest caz f(x,+1) = 0.

f(x)

graficul functiei f(x)

Figura 9. Interpretarea grafica a metodei bisectiei

Observatii:

e  metoda bisectiei converge neconditionat spre radacina;

e  metoda este inceatd, avand ordin de convergenta 1 (convergentd liniara). Eroarea ite-

ratelor fata de radacina exacta descreste liniar intre doua iteratii succesive;

e  metoda permite calcularea numarului de iteratii (n) necesare pentru determinarea so-

lutiei cu o toleranta de calcul impusa:

b—a
n = log, -

1.3.2 Aplicatie Matlab

clearvars

clc

% Introducere date de intrare
% Functia f(x)

f=@(x) 3.14159*x"2*(3-x/3)-80;
%toleranta de calcul acceptata
TOL=1E-3;

% capetele intervalului (a si b)

(1.9)

14



Rezolvarea ecuatiilor neliniare

a=3;

b=4;

% nr max de iteratii acceptat
iter_maxim = 1000;

%% Rezolvare
if f(a)==
disp('Solutie in punctul x = a')
return % se opreste executia programului
else
if f(b)==
disp('Solutie in punctul x = b")
return % se opreste executarea programului
end
end

if f(a)*f(b)>0
disp('Intervalul [a,b] nu contine nicio radacina')
return % se opreste executarea programului
end

nr_it = 0; %initializare variabila care retine numarul de iteratii
Test_conv=abs(a-b);
Iteratii=zeros();

while (Test_conv > TOL && nr_it<iter_maxim)
nr_it=nr_it+1;
x=(a+b)/2;
if f(a)*f(x)<0
b=x;
Test_conv=abs(x-a); % test de conv=modul (x_curent-x_precedent)
else
a=x;
Test_conv=abs(x-b); % test de conv=modul (x_curent-x_precedent)
end

Iteratii(nr_it,1)=nr_it;
Iteratii(nr_it,2)=x;

Iteratii(nr_it,3)=Test_conv;
end

15
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Iteratii(nr_it,1)=nr_it;
Iteratii(nr_it,2)=x; % solutia ecuatiei

%% Afisare rezultate

if nr_it==iter_maxim
tprintf('\n Solutia nu s-a putut calcula dupa %?2i iteratii \n ', nr_it);
fprintf('\n Valoarea calculata in ultima iteratie este: %2.10f \n ', x);
tprintf('\n Verificare in ecuatia f(x)=0: %2.10f <--> %2.10f \n', x, {(x));
return

end

if abs(x)==inf
fprintf('\n Solutia nu s-a putut calcula \n');
fprintf('\n Verificati datele de intrare \n');
return

end

[n1,~]=size(Iteratii);
fprintf (' Nr. iteratie  x(i) Ix(i) - x(i-1)| \n");
%disp('');
fprintf(" \n');
for i1=1:n1
tprintf(' %d %4.16f  %4.16f \n', Iteratii(il,1),Iteratii(il,2),Iteratii(il,3) );
Y%lteratii
end

tprintf('\n Solutia este: %2.10f \n Testul de convergenta a fost atins dupa %?2i iteratii \n ",
X, nr_it);

%proba in ecuatia f(x)=0

fprintf('\n Proba solutiei in ecuatia f(solutie) = %g \n', {(x));

1.3.3 Aplicatie rezolvata

Se va prezenta rezolvarea aplicatiei 1 descrisa in subcapitolul 1.1, folosind toleranta de cal-
cul € = 1073. Intervalul care contine rdd3cina se considera [3; 4]. Rezolvarea se prezinta ta-

belar pentru o vizualizare clara si sistematica a procesului iterativ.

f(x) =3.14159- x% - (3 —g) — 80

b f(a) f(b)
3 4 -23.45138 | 3.77573333

16
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Nr. Iteratie [Valoare iterata . Reinitializare limite interval Test de convergenta
' fi(xi) | Xirxia |
i X; a b f(a) £(b) | xi-x,.4| <0.001
1 3.5 -9.445125 3.5 4 -9.4451246 | 3.7757333 0.5 Nu
2 3.75 -2.687434 3.75 4 -2.6874336 | 3.7757333 0.25 Nu
3 3.875 0.587101 3.75 3.875 -2.6874336 | 0.5871013 0.125 Nu
4 3.8125 -1.040195| 3.8125 3.875 -1.0401953 | 0.5871013 | 0.0625 Nu
5 3.84375 -0.223958 | 3.84375 3.875 -0.2239584 | 0.5871013 | 0.03125 Nu
6 3.859375 0.182231 | 3.84375 | 3.859375 | -0.2239584 | 0.1822306 | 0.015625 Nu
7 3.8515625 | -0.020701 |3.8515625 | 3.859375 | -0.0207006 | 0.1822306 | 0.0078125 Nu
8 3.8554688 0.080806 |[3.8515625 |3.8554688| -0.0207006 | 0.0808060 | 0.0039063 Nu
9 3.8535156 0.030063 [3.8515625 |3.8535156 | -0.0207006 | 0.0300629 | 0.0019531 Nu
10 3.8525391 0.004684 |[3.8515625 | 3.8525391 | -0.0207006 | 0.0046837 | 0.0009766 Da

Analizand tabelul de mai sus se poate observa ca rdddcina s-a determinat dupa 10 iteratii si
are valoarea 3.852539 (cu sase cifre semnificative dupa virguld). Proba solutiei indica valoa-
rea 0.004684~0, deci solutia este acceptabila.

Aplicand relatia 1.9, numarul de iteratii pentru determinarea solutiei cu toleranta
0.001, a=3 si b=4 este n > 9.21. Rotunjind la numarul intreg, se obtin 10 iteratii, exact ca in

tabelul de mai sus.

Folosind aplicatia Matlab, datele de iesire pentru aceasta problema de test sunt:

Nr. iteratie

1

O 0 NI O O = W BN

—_
(@)

x(1)
3.5000000000000000
3.7500000000000000
3.8750000000000000
3.8125000000000000
3.8437500000000000
3.8593750000000000
3.8515625000000000
3.8554687500000000
3.8535156250000000
3.8525390625000000

Solutia este: 3.8525390625

Ix(i) - x(i-1) |
0.5000000000000000
0.2500000000000000
0.1250000000000000
0.0625000000000000
0.0312500000000000
0.0156250000000000
0.0078125000000000
0.0039062500000000
0.0019531250000000
0.0009765625000000

Testul de convergenta a fost atins dupa 10 iteratii

Proba solutiei in ecuatia f(solutie) = 0.00468369.

17
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Studii parametrice
In tabelul de mai jos sunt sintetizate rezultatele unor teste numerice privind influenta date-
lor de intrare (toleranta, lungimea intervalului) asupra rezultatelor (precizia solutiei, numa-

rul de iteratii).

Nr.crt. 1 2 3
a 3 3 3
Date de
) b 4 5 5
intrare

toleranta 1.00E-03 1.00E-03 1.00E-06

solutie | 3.85253906 | 3.85253906 | 3.85235882
f(solutie) | 4.68E-03 4.68E-03 | -1.114E-06
nr. Iteratii 10 11 21

Date de

iesire

Comparand testele 1 si 2, se poate observa cd mdrirea lungimii intervalului [a; b], dar pas-
trarea tolerantei de calcul conduce la cresterea numarului de iteratii necesare determinarii
solutiei. Micsorarea tolerantei de calcul (testul 3 comparativ cu testul 2) conduce la determi-

narea unei solutii mai precise, insa numarul de iteratii este sporit.

1.3.4 Aplicatii propuse

P1. Sa se determine solutia aplicatiei 2 (in kN) enuntatd in sectiunea 1.1 a acestui capitol.

Toleranta de calcul acceptata este € = 107*.

P2. Sa se determine solutia aplicatiei 4 (In cm) enuntatd in sectiunea 1.1 a acestui capitol.

Toleranta de calcul acceptatd este e = 1073.

P3. Sa se determine raddcina din intervalul [0.5; 1.5] a urmatoarei ecuatii neliniare, cu tole-

ranta € = 107¢:

x8—2=0 (1.10)
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1.4 Metoda falsei pozitii pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare de

forma f(x)=0

1.4.1 Notiuni teoretice

S-a ardtat ca metoda bisectiei converge neconditionat spre raddcina daca functia f(x) este
continua si se cunoaste un interval [a; b] care contine o raddcina. Totusi convergenta este
inceatd, iar o imbunatatire a vitezei de convergenta poate fi facuta din analiza grafica a me-
todei. Se observa cd la impadrtirea intervalului [a; b] in jumatati egale nu se tine cont de va-
lorile f(a) si f(b). In Figura 9, se poate observa ca valoarea f(a) este mai aproape de 0 decat
valoarea f(b) si astfel este de asteptat ca solutia cdutata sa fie mai aproape de valoarea lui a.
Astfel, o variantd alternativa metodei bisectiei este ca prima iteratd sa se gdseasca la inter-
sectia dreptei care trece prin punctele A(a; f(a)) si B(b; f(b)) cu axa orizontala Ox, asa cum se

arata in Figura 10.

HLf(x)

graficul functiei f(x)

Figura 10. Metoda falsei pozitii — determinarea graficd a primei iterate
Valoarea iteratei x; poate fi determinata, de exemplu, prin asemanarea celor doua triunghi-
uri hasurate din Figura 10:

0-f(@ _0-f(b)

X, —a x,—Db

(1.11)

Prin operatii algebrice elementare se obtine:
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b-f(a) a- f(b)

= - 1.12
@B T@-f®) (42
Adaugand si scdzand b in membrul drept se obtine:
b - f(b
x=bt2S@ _,_afO®) (1.13)

f@=f®) " fl@)—f®)
Aducand apoi la acelasi numitor al treilea termen al membrului drept, expresia pentru x;

devine:

FIONCED
f®) — f@

Relatia de calcul a primei iterate se poate determina alternativ si prin exprimarea ecuatiei

x1=D>b (1.14)
dreptei care trece prin punctele A(a; f(a)) si B(b; f(b)):

y— f(b) _x—b
f(b)—f(a) b-a

Considerand x = x; siy = 0 (coordonatele punctului de intersectia al dreptei AB cu axa Ox):

(1.15)

0—f() % —b

F&—f@ b-a (110
Exprimandu-1 pe x; se obtine:
B 0-a
“EP e @ (117

relatie care este identicad cu expresia (1.13).

Procesul iterativ — interpretare grafica

Iteratia 1 — se calculeaza iterata x; folosind relatia (1.16). Dintre cele doua subintervale re-
zultate, printr-un rationament identic cu cel descris in cadrul metodei bisectiei, se alege su-
bintervalul care contine rddacina si se reinitializeaza capetele intervalului [a; b]. Astfel ur-
madtoarele aproximari ale radacinii se evalueaza cu aceeasi relatie.

Iteratia 2 — se calculeaza iterata x,:

WIONCED

2=

(1.18)
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In continuare, popularea sirului de iterate se face intr-o maniera similara. Din punct

de vedere grafic, interpretarea metodei este prezentata in Figura 11.

f(x)

graficul functiei f(x)

fbyd
f(xq) 4

f(x2)-

Figura 11. Interpretare grafica a metodei falsei pozitii
Testul de convergentd (de oprire a procesului iterativ), care se verifica in cadrul fiecarei ite-

ratii, poate fi exprimat astfel:
[Xni1 —xn| <e (1.19)

unde ¢ reprezinta toleranta de calcul acceptata.

Observatii:

e analizand Figura 11 se poate observa cd iteratele x; sunt de aceeasi parte a solutiei a.

e  metoda falsei pozitii este in general mai rapida decat metoda bisectiei, ordinul de con-
vergenta fiind 1, iar rata de convergenta depinde de expresia functiei f(x) si de inter-
valul [a; b];

e testul practic de convergenta (relatia 1.18) nu este riguros. Astfel, la atingerea testului
de oprire exista posibilitatea ca diferenta dintre ultimele doua iterate (|x,4+1 — x,|) s

fie mai mare decat diferenta dintre radacina exactd a si solutia determinata numeric

(la = xp41])-

1.4.2 Aplicatie Matlab

clearvars

clc

% Introducere date de intrare
% Functia f(x)
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f=@(x) 3.14159 * x"2 * (3-x/3)-80;
Y%t=@(x) x"8-2;

TOL=1e-3;

% aproximatile initiale x_1 si x_2
x(1)=3;

x(2)=4;

% nr max de iteratii

iter_maxim = 1000;

%% verificare solutii in aproximatiile initiale
if f(x(1))==
disp('Solutie in punctul x = x(1)")
return % se opreste executia programului
else
if f(x(2))=
disp('Solutie in punctul x = x(2)")
return % se opreste executarea programului
end
end

if £(x(1))*£(x(2))>0
disp('Intervalul [x(1),x(2)] nu contine nicio radacina')
return % se opreste executarea programului

end

%% start initializare iteratii
iteratie=0;

fprintf (' Nr. iteratie  x(i) Ix(i) - x(i-1) | \n');
tprintf(" \n');
i1=3;

while il<=iter _maxim

x(i1) = x(1) - (£(x(1)))*((x(i1-1) - x(1))/(f(x(i1-1)) - £(x(1)))); % falsa pozitie in x1

iteratie=iteratie+1;

if £(x(1)) * £(x(3)) > 0 % radacina e in intervalul [x(3) , x(2)]=> se schimba punctul fals

x(1) = x(2);
end

fprintf(' %3.0f %4.16f  %4.16f \n', iteratie,x(il),abs(x(i1)-x(i1-1)));

if abs(x(i1)-x(i1-1))<TOL
radacina=x(il);
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disp("');
fprintf(' Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = %4.16f \n ', radacina);
disp(");
break
end
il =11+1;
end

%proba in ecuatia f(radacina)=0
fprintf(' Verificarea solutiei obtinute: f(radacina) = %g \n', f(radacina));

1.4.3 Aplicatie rezolvata

Se va prezenta rezolvarea aplicatiei 1 descrisa in subcapitolul 1.1, folosind toleranta de cal-
cul € = 1073, Intervalul care contine rdd3cina se considera [3; 4]. Rezolvarea se prezinta ta-

belar pentru o vizualizare clara si sistematicd a procesului iterativ.

f(x) =3.14159 - x2 - (3 —’—Bf) 80

b f(a) f(b)
-23.45138 | 3.77573333
Nr. Iteratie |Valoare iterata fxi) Reinitializare limite interval | _— | Test de convergenta
i X a b f(a) £(b) T | xi-x,.| <0.001
1 3.861324508 0.232818 3 3.8613245(-23.4513800| 0.2328182 | 0.8613245 Nu
2 3.852857597 0.012962 3 3.85285761-23.4513800| 0.0129624 | 0.0084669 Nu
3 3.8523865 0.000717 3 3.8523865 |-23.4513800| 0.0007171 | 0.0004711 Da

Analizand tabelul de mai sus, se poate observa ca solutia a fost calculata dupa 3 iteratii. In
cadrul metodei bisectiei au fost necesare 10 iteratii, remarcandu-se astfel performanta spo-
rita a metodei falsei pozitii. Trebuie mentionat insd ca sunt situatii in care viteza de conver-
genta a metodei bisectiei este superioard celei aferente metodei falsei pozitii (de exemplu,

aplicatia P1 din sectiunea 1.4.4).

Aplicand secventa Matlab descrisa anterior, in vederea rezolvdrii problemei de test, se

afiseaza urmatoarele date de iesire:

Nr. iteratie x(1) Ix(i) - x(i-1) |
1 3.8613245081434755  0.1386754918565245
2 3.8528575973279016  0.0084669108155739
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3 3.8523864520415567  0.0004711452863448
Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = 3.8523864520415567
Verificarea solutiei obtinute f(radacina) = 0.000717144.

Studii parametrice
In tabelul de mai jos sunt sintetizate rezultatele unor teste numerice privind influenta date-
lor de intrare (tolerantd, lungimea intervalului) asupra rezultatelor (precizia solutiei, numa-

rul de iteratii).

Nr.crt. 1 2 3
a 3 3 3
Date de
. b 4 5 5
intrare

toleranta 1.00E-03 1.00E-03 1.00E-06

solutie | 3.85238645 | 3.85238113 | 3.85235880
f(solutie) 7.17E-04 5.79E-04 9.79E-08
nr. Iteratii 3 4 7

Date de

iesire

Observatiile precizate in cadrul studiilor numerice asociate metodei bisectiei sunt valabile
siin acest caz. Totusi metoda se remarcd printr-un numdr mai mic de iteratii necesare pentru

determinarea unei solutii cu o toleranta impusa comparativ cu metoda bisectiei.

1.4.4 Aplicatii propuse

P1. Sa se determine raddcina din intervalul [0.5; 1.5] a urmatoarei ecuatii neliniare, cu tole-

ranta € = 107, S4 se compare numdarul de iteratii cu cel aferent metodei bisectiei.
x8—-2=0 (1.20)

P2. 54 se determine solutia aplicatiei 3 enuntatd in sectiunea 1.1 a acestui capitol. Toleranta

de calcul acceptata este € = 107*.

P3. 5a se determine solutia aplicatiei 4 enuntatd in sectiunea 1.1 a acestui capitol. Toleranta

de calcul acceptatd este € = 1073.
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1.5 Metoda secantei pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare de

forma f(x)=0

1.5.1 Notiuni teoretice

Cele doua metode prezentate in sectiunile anterioare necesita cunoasterea unui interval care
sa contind rddacina cautata si astfel, cele doud aproximatii initiale trebuie sa incadreze so-
lutia. Acest neajuns este eliminat in cadrul metodei secantei. Aceastd metoda necesitd, de
asemenea, precizarea a doud aproximatii initiale ale solutiei, insa acestea pot incadra solutia

sau pot fi de aceeasi parte a ei.

Procesul iterativ — interpretare grafica

Xo, X1 —aproximatii initiale cunoscute;

Iteratia 1 - se evalueaza x,. Din punct de vedere grafic, iterata x, se afld la intersectia secan-
tei care trece prin puncte 0(xy; f(xo)) si 1(xy; f (x1)) cu axa absciselor Ox, asa cum se prezinta
in Figura 12.

f(x)

graficul functiei f(x)
hY

Figura 12. Interpretare graficd a metodei secantei

Expresia analitica a iteratei x, se poate deduce din ecuatiei dreptei care trece prin punctele
0(x0; f(x0)) 81 10x; f (x1)):

y—f(x1) _ X=X
flx1) = f(xo)  x1—x

(1.21)
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Coordonatele punctului de intersectia al dreptei 12 cu axa Ox sunt x = x, si y = 0. Astfel

relatia (1.21) devine:

0 — f(x1) _ X2 Xq

oD - 1Go) % — % (122
Exprimandu-1 pe x, se obtine:
_ f(xy)
Xy =X — o) = Flxe) (%1 — %) (1.23)

Iteratia 2 - se evalueaza x3. Din punct de vedere grafic, iterata x3 se afld la intersectia secan-
tei care trece prin puncte 1(xy; f(x1)) si 2(x2; f(x2)) cu axa absciselor Ox. Analitic, x5 se

evalueaza cu urmatoarea relatie:

f(x3)

Xg =Xp — 7~ (X2 — X 1.24
2T o) - fo 2 T (20

Iteratele urmatoare pot fi evaluate cu urmatoarea formuld generala de iterare:

f Cen)

Xnt1 = Xp — Xp — Xp—1)yn =1 1.25
n+1 n f(xn) _ f(xn—l) ( n n 1) ( )

Testul de convergenta (de oprire a procesului iterativ) poate fi exprimat astfel:
[Xni1 —xnl| <e (1.26)

unde ¢ reprezinta toleranta de calcul acceptata. Relatia (1.26) nu reprezinta un text practic

riguros de convergenta, motiv pentru care, adesea, se verifica si ca:

flxne) <€ (1.27)

Teorema - cu privire la convergenta metodei [6, 7]
Daca:
e functia f(x) este continua In vecinatatea radacinii «;
e exista derivatele f'(x), f"(x) si sunt continue in vecinatatea radacinii o;
e fl(a)#0;
* X, x; sunt suficient de aproape de «;
Atunci:
e sirul de iterate x, = «;

e ordinul de convergenta este p ~ 1.618.
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Observatii:

daca cele doud aproximatii initiale Incadreaza solutia atunci prima iterata a metodei
secantei este identicd cu cea asociata metodei falsei pozitii. A doua iteratd (x3) a meto-
dei secantei se obtine folosind valorile x; si x,, fard a se verifica daca cele doua valori
incadreaza solutia, asa cum se procedeaza in cadrul metodei falsei pozitii;

metoda poate suferi pierdere de semnificatie la evaluarea fractiei din formula metodei
atunci cand douad iterate succesive au valori apropiate;

in cadrul fiecdrei iteratii se face o singurd evaluare de functie (f(x,)) considerand ca
f (x,—1) s-a calculat in iteratia anterioara si s-a stocat;

daca procesul iterativ este convergent spre raddcina a, atunci viteza de convergenta
este superioard (ordin de convergentd p ~ 1.618) celor aferente metodelor prezentate
anterior, caracterizate prin ordin de convergentd p = 1. Mai mult, trei iteratii In me-
toda secantei au ordin de convergentd echivalent cu douad iteratii efectuate cu o metoda

care are convergenta patratica (p = 2):

1.6183 ~ 22 (1.28)

1.5.2 Aplicatie Matlab

clearvars

clc

% Introducere date de intrare
% Functia f(x)

f=@(x) 3.14159*x"2*(3-x/3)-80;
% aproximatiile initiale

x(1)=
x(2)=

3;
4;

% toleranta de calcul ecceptata
TOL=1e-3;

% numarul maxim de iteratii
Init=100;

%% verificare solutii in aproximatiile initiale
if f(x(1))==
disp('Solutie in punctul x =x(1)")

return % se opreste executia programului

else
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if £(x(2))==0
disp('Solutie in punctul x =x(2)")
return % se opreste executarea programului
end
end

%% start initializare iteratii
iteratie=0;

fprintf (' Nr. iteratie  x(i) Ix(i) - x(i-1)| \n");
tprintf(" \n');

i=2;

solutie = 0;

while i<=Init
1=1i+1;
(i) = x(i-1) - (FO-1))((x(i-1) - x(-2)/(Ex(i-1)) - £x(i-2))));
iteratie=iteratie+1;
% verificare divergenta locala (se calculeaza distanta intre 3 iteratii
% iterate consecutive
divl = abs (x(i-2) - x(i-1));
div2 = abs (x(i-1)) - x(i);
divergenta="";
if divl < div2
divergenta =" Diverg. locala ;
end

fprintf(' %3.0f %4.16f  %4.16f %s \n ', iteratie,x(i),abs(x(i)-x(i-1)), divergenta);

if abs(x(i)-x(i-1))<TOL
radacina=x(i);
disp( )
tprintf(' Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = %4.16f \n ', radacina);
disp(' );
tprintf(' Verificarea solutiei obtinute f(radacina) = %g \n', f(radacina));
solutie =1;
return
end

end
if solutie ==

fprintf ('Solutia nu s-a putut determina cu toleranta de calcul = %g \n', TOL);
end
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1.5.3 Aplicatie rezolvata

Se va prezenta rezolvarea aplicatiei 1 descrisa in subcapitolul 1.1, folosind toleranta de cal-
cul € = 1073, In primul test numeric, aproximatiile initiale se vor considera x, = 3 six; = 4,
deci identice cu cele folosite in cadrul metodei falsei pozitii. Procesul iterativ este prezentat

in tabelul de mai jos:

x
— A2.(22) —
f(x) =3.14159 - x2 (3 3) 80

x0 x1 f(x0) f(x1)
3 4 -23.45138 | 3.77573333

Nr. Iteratie |Valoare iterata Test de convergenta
] £(x;41) | XX |
i Xint | xi-x,. | <0.001
1 3.861324508 | 0.232818 | 0.86132451 Nu
2 3.852211624 | -0.003827 | 0.00911288 Nu
3 3.8523590 0.000004 | 0.00014737 Da

Se poate observa cd solutia a fost determinatd dupa 3 iteratii. Proba solutiei, f(x,) =
0.00004 =~ 0 certifica faptul ca solutia calculata este corectd in limitele tolerantei de calcul
acceptate. Comparand rezultatele cu cele prezentate in cadrul metodei falsei pozitii, se ob-
serva ca primele iterate asociate celor doud metode coincid. Totusi, urmatoarele sunt diferite
datorita faptului ca in metoda falsei pozitii, cele doua valori pe baza cdrora se calculeaza
iterata curenta trebuie sa incadreze solutia, iar in metoda secantei se folosesc ultimele doua

iterate, fara a se verifica daca respectd conditia mentionata anterior.

Pentru a ardta versatilitatea metodei secantei comparativ cu metoda falsei pozitii, se
va prezenta in continuare rezolvarea ecuatiei de mai sus, folosind ca aproximatii initiale
valorile xy = 2 si x; = 3 (intervalul [2; 3] nu contine rdddcina si astfel metoda falsei pozitii,

respectiv metoda bisectiei nu vor converge spre solutie).

f(x) = 314159 x2 - (3 —g) — 80

x0 x1 f(x0) f(x1)
2 3 -50.67849333| -23.45138
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Nr. Iteratie |Valoare iterata Test de convergenta
. £(x;41) | XiXj1 |
i Xin1 | x;-x;.1 | <0.001
1 3.861324508 | 0.232818 | 1.86132451 Nu
2 3.852857597 | 0.012962 | 0.00846691 Nu
3 3.8523584 -0.000012 | 0.0004992 Da

Se observa ca procesul este convergent, iar solutia a fost calculata dupa 3 iteratii.

Secventa Matlab, descrisa anterior, afiseaza urmatoarele date de iesire pentru acest test

numeric:
Nr. iteratie x(1) Ix(i) - x(i-1) |
1 3.8613245081434755  0.8613245081434755
2 3.8528575973279016  0.0084669108155739
3 3.8523583980887359  0.0004991992391656

Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = 3.8523583980887359

Verificarea solutiei obtinute f(radacina) = -1.20297e-05.

Studii parametrice

In tabelul de mai jos sunt sintetizate rezultatele unor teste numerice realizate pe de-o parte
pentru compararea vitezei de convergenta a metodei secantei cu cea a metoda falsei pozitii
(testul 1), iar pe de alta parte pentru evidentierea unor erori ce pot apdrea datoritd testului

de convergenta folosit (testul 2).

Nr.crt. 1 2
x0 3 4.611
Date de
) x1 5 7.2
intrare
toleranta 1.00E-06 1.00E-06
solutie | 3.85235886 7.2000
Date de —
L. f(solutie) -8.69E-10 1.77E+01
iesire
' nr. Iteratii 5 3

Considerand cele doua aproximatii initiale ca fiind 3, respectiv 5 si toleranta de calcul egala
cu 1E-6, solutia e determinatd dupa 5 iteratii. Cu aceleasi date de intrare, metoda falsei po-
zitii a avut nevoie de 7 iteratii, iar metoda bisectiei de 21 de iteratii, fiind deci mai lente decat

metoda secantei. Testul 2 scoate in evidentd o eroare ce poate apdrea la folosirea testului de

30



Rezolvarea ecuatiilor neliniare

convergentd dat de relatia (1.26). Pentru datele de intrare particulare folosite in acest test,
solutia e estimatd eronat, deoarece proba solutiei este 17.7#0. Acest neajuns poate fi eliminat

prin cuplarea testului (1.26) cu testul suplimentar exprimat prin relatia (1.27).

1.5.4 Aplicatii propuse

P1. Sa se determine raddcina din intervalul [0.5; 1.5] a urmatoarei ecuatii neliniare, cu tole-

ranta € = 107°. S se compare numarul de iteratii cu cel aferent metodei falsei pozitii.
x8—-2=0 (1.29)

P2. 5a se determine solutia aplicatiei 3 enuntatd in sectiunea 1.1 a acestui capitol. Toleranta

de calcul acceptatd este € = 107%.

P3. Sa se determine solutia aplicatiei 4 enuntata in sectiunea 1.1 a acestui capitol. Toleranta

de calcul acceptatd este € = 1073.

P4. Sa se rezolve urmatoarea ecuatie neliniard, cu toleranta e = 107® considerand x, = 0.1

si x; = 0.2. Converge metoda spre solutia evidentd x = 0?

Vx—01-x=0 (1.30)
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1.6 Metoda Newton pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare de

forma f(x)=0

1.6.1 Notiuni teoretice

Metoda Newton, denumitd si metoda tangentei, este probabil cea mai utilizatda metoda de
rezolvare a ecuatiilor neliniare de forma f(x)=0. Spre deosebire de metodele discutate ante-

rior, in cadrul metodei Newton este suficienta precizarea unei singure aproximatii initiale.

Procesul iterativ — interpretare grafica

Xo — aproximatie initiala cunoscuta;

Iteratia 1 — se evalueaza x;. Din punct de vedere grafic, iterata x; se afla la intersectia tan-
gentei la graficul functiei prin punctul 0(x,; f(x()) cu axa absciselor Ox, asa cum se prezinta
in Figura 13. Panta acestei drepte este data de valoarea derivatei f'(x).

f(x) graficul functiei f(x)
ll'. \

Figura 13. Interpretare graficd a metodei Newton

Expresia analiticd a iteratei x; se poate deduce din ecuatiei tangentei la grafic prin punctul
0(xo; f(x0)):

y = f(xo) = f'(x0) - (x = xo) (1.31)
Coordonatele punctului de intersectia al acestei drepte cu axa Ox sunt x = x; siy = 0. Astfel

relatia (1.30) devine:

0 — f(xo) = f'(x0) - (%1 — %0) (1.32)
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Exprimandu-1 pe x; se obtine:

Xy = Xg — % (1.33)

Iteratia 2 — se evalueazd x,. Din punct de vedere grafic, iterata x, se afld la intersectia tan-

gentei la graficul functiei prin punctul 1(x;; f(x;)) cu axa absciselor Ox. Analitic, x, se eva-

lueaza cu urmatoarea relatie:

f(x1)
X = X1 —FZ7—< 1.34
2 1 f (xl) ( )
Iteratele urmatoare pot fi evaluate cu urmatoarea formula generala de iterare:
f Cen)
X =Xp——=—=,n= 0 1.35
n+1 n f (xn) ( )

Formula de iterare asociatd metodei Newton poate fi dedusa si analitic, folosind dezvoltarea

in serie Taylor a functiei f(x) pe baza functiei si a derivatelor functiei evaluate In x:

f" (x0)
2!

£ (xo)
k! (1.36)

f0) = fxo) + (x —x0) - f'(x0) + (x — x0)? + 4 (= x0)"

+ Ry
unde R, reprezinta restul de ordin k si include efectul termenilor de ordin superior (k+1...00):

IRIO)

R, =
Tk + 1)!

(x — xp)F+D, & € (xp; %) (1.37)

Pastrand doar primii doi termeni ai sumei si considerand f(x) = 0, iar x = x4, se obtine:

0 = f(xo) + (xy — x0) - [ (x0) (1.38)
Exprimandu-l pe x; rezultd expresia (1.33). Dupa n iteratii se cunoaste valoarea x,, si poate

ti folosita pentru evaluarea functiei in x,,4:

f (g1 = £ Q) + (nr = %) f' () (1.39)
Pentru n — oo, f(x,41) — 0 si astfel se deduce relatia de calcul pentru x4, care e identica
cu expresia (1.35). Dezvoltarea in serie Taylor este utild si pentru studiul convergentei si
estimarea erorii dintre doua iteratii succesive. Testul de convergenta (de oprire a procesului
iterativ) poate fi exprimat prin relatia (1.26). In cadrul metodei Newton, testul de conver-

genta este riguros [7].
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Teorema - cu privire la convergenta metodei, estimarea erorii [8]
Daca:
e functia f(x) este continua In vecinatatea radacinii «;
e exista derivatele f'(x), f"(x) si sunt continue in vecinatatea radacinii o;
o fll@=#0;
e X, este ales suficient de aproape de a;
Atunci:
e sirul de iterate (x;,)ns0 = @;
e ordinul de convergenta este p = 2 (convergenta patratica);
e eroarea din 2 pasi succesivi este data de expresia:
)
2 f'(xn)

unde ¢ € (x,; a). Relatia anterioara arata cd eroarea iteratei x,, ;1 In raport cu raddcina

a—Xpp1 = (@ — %)% - (1.40)

a este proportionald cu patratul erorii iteratei x,,. Astfel, daca aproximatia initiald este
aleasa suficient de aproape de raddcina cdutata, atunci eroarea in iteratiile urmatoare va
scadea rapid.

Observatii:

e  metoda poate suferi pierdere de semnificatie la evaluarea fractiei din formula metodei
atunci cand valoarea derivatei evaluatd pentru iterata precedenta este =0;

e  1in cadrul fiecdrei iteratii se fac doua evaluari (f (xy,), f'(x,)). Astfel, chiar daca ordinul
de convergentd al metodei Newton este superior celui aferent metodei secantei, timpul
de calcul necesar determinadrii solutiei cu un nivel de precizie impus poate fi mai mic
in cadrul metodei secantei unde se face o singura evaluare de functie per iteratie.

. derivata functiei poate fi evaluata numeric folosind urmatoarea relatie:

fx+h) - f(x)
h

flx) = (1.41)

unde h este un increment mic (de ex. 1E-6). In acest caz, nu este necesara precizarea expresiei

derivatei functiei.
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1.6.2 Aplicatie Matlab

clc

clearvars

% Introducere date de intrare

% Functia f(x)

f=@(x) 3.14159*x"2*(3-x/3)-80;

% Derivata functiei f(x)

fp = @(x) 6*3.14159*x-3.14159*x"2;
% alegerea aproximatiei initiale

x0=4;
% definirea tolerantei
tol = 1e-3;

% numarul maxim de iteratii
iter_maxim = 100;

%Rezolvare
x = zeros();
x(1) = x0;
i=2;
nfinal = iter_maxim + 1;
iter=1;
fprintf (' Nr. iteratie
fprintf(" \n');
while (i <= iter_maxim + 1)
fe=1f(x(i-1));
fpe = fp(x(i - 1));
x(i) =x( - 1) - fe/fpe;
if abs(x(i)-x(i-1))<= tol
nfinal =1i;
fprintf(' %3.0f
radacina=x(i);

x(1)

%4.16f

Ix(1) - x(i-1)| \n");

%4.16f \n ', iter,x(i),abs(x(i)-x(i-1)));

break; % se iese din ciclul "while"

end
fprintf(' %3.0f
radacina=x(i);
iter =iter + 1;
i=i+1;

end

%4.16f

%Afisare rezultate
if i> iter_maxim

%4.20f \n ', iter,x(i),abs(x(i)-x(i-1)));
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disp ();
fprintf(' Nu s-a putut determina valoarea solutiei cu toleranta de calcul \n ');
fprintf(' Aproximatia solutiei ecuatiei dupa %?3.0f iteratii este %4.16f \n ', iter_maxim,
radacina);
fprintf(' Proba ultimei iteratii in ecuatia f(solutie) = %g \n', f(radacina));
else
disp (');
tprintf(' Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = %4.16f \n ', radacina);
%disp ('");
%fprintf(' Verificarea solutiei obtinute f(radacinaacina)= %4.20f \n', f(radacina));
fprintf('\n Proba solutiei in ecuatia f(solutie) = %g \n', f(radacina));
disp (*);

end

1.6.3 Aplicatie rezolvata

Se va prezenta rezolvarea aplicatiei 1 descrisa in subcapitolul 1.1, folosind toleranta de cal-
cul € = 1073, Aproximatia initiala se considera x, = 3.5. Aceasta valoare s-a ales la jumata-
tea intervalului considerat in cadrul metodei bisectiei, falsei pozitii si secantei. S-a procedat
astfel pentru a putea compara rezultatele cu cele obtinute aplicind metodele mentionate

anterior. Procesul iterativ este prezentat in tabelul de mai jos:

X
— cx2, ) -
f(x) =3.14159-x%-(3 3) 80
f'(x) =6-3.14159 - x — 3.14159 - x?
X0 f(x0) f'(x0)
3.5 -9.445124583| 27.4889125
Nr. Iteratie [Valoare iterata Test de convergenta
' f(x;) f(x;) | xiXi4 |
i X; | x;-;.1 | <0.001
1 3.843597608 | -0.227926 | 26.038576 0.343597608 Nu
2 3.852351021 | -0.000204 | 25.991938 0.008753413 Nu
3 3.852358861 | 0.00000000 | 25.991896 7.83972E-06 Da

Analizand datele afisate in tabelul de mai sus se poate observa ca solutia a fost calculata
dupa 3 iteratii. Pentru acest exemplu de test, numadrul de iteratii necesare determinarii so-

lutiei cu toleranta 1E-3 este identic cu cel aferent metodei secantei, respectiv metodei falsei
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pozitii. Totusi, pentru tolerante de calcul mai mici, metoda Newton va converge spre solutie
dupd un numar mai mic de iteratii comparativ cu celelalte metode.
Pentru testul numeric considerat n aceasta sectiune, secventa Matlab, descrisa ante-

rior, afiseaza urmatoarele date de iesire:

Nr. iteratie x(i) Ix(i) - x(i-1) |
1 3.8435976080659189  0.34359760806591888027
2 3.8523510211866405  0.00875341312072164257
3 3.8523588609069415  0.0000078397203009

Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = 3.8523588609069415
Proba solutiei in ecuatia f(solutie) = -1.64576e-10

Studii parametrice

In tabelul de mai jos sunt sintetizate rezultatele unor teste numerice realizate pe de-o parte
pentru compararea vitezei de convergentd a metodei Newton cu cea a secantei (testul 1), iar
pe de alta parte pentru evidentierea pierderii de semnificatie care poate apdrea la evaluarea

fractiei din formula metodei, in cazul numitorului nul.

Nr.crt. 1 2
Date de x0 4 0
intrare toleranta | 1.00E-06 1.00E-06

solutie | 3.85235886 Inf
Date de -
.. f(solutie) | -1.28E-12 -
iegire —
nr. Iteratii 3 -

Se poate observa ca in cadrul testului 1, acceptand o toleranta de calcul de 1E-6, solutia a
fost calculatd dupa doar 3 iteratii. Acelasi test numeric a fost derulat si in cadrul metodei
secantei, folosind ca aproximatii initiale valorile 3, respectiv 5, iar solutia a fost determinata
dupa 5 iteratii.

In cadrul testului 2, s-a folosit ca aproximatie initiald valoarea 0. Pentru acest caz parti-
cular metoda Newton nu converge spre solutie, deoarece in cadrul primei iteratii valoarea

numitorului este 0, intrucat aproximatia initiald introdusa anuleaza derivata functiei. Acest
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neajuns poate fi eliminat prin evaluarea numerica aproximativa a derivatei functiei, folosind
relatia (1.41). Pentru situatia studiatd, aplicand evaluare numerica a derivatei, aplicatia Ma-

tlab genereaza solutia dupa 42 de iteratii:

Nr. iteratie x(i) Ix(i) - x(i-1)|
1 8490949.5237000305205584  8490949.52370003052055835724
2 5660581.5348531641066074  2830367.98884686641395092010
3 3774336.0359295625239611  1886245.49892360158264636993
4 2516199.5353629458695650  1258136.50056661665439605713

40 7.7172947711391870 0.00763282168389167737
41 7.7172740087047860 0.00002076243440107817
42 7.7172740085439511 0.0000000001608349

Solutia ecuatiei in toleranta de calcul ceruta = 7.7172740085439511

Proba solutiei in ecuatia f(solutie) = 1.42109e-14.

1.6.4 Aplicatii propuse

P1. S se rezolve aplicatia anterioard folosind € = 107° si x, = 6. Derivata functiei se va eva-
lua atat exact (folosind expresia derivatei functiei) cat si aproximativ (numeric).

Obs. Valoarea 6 anuleaza derivata functiei.

P2. Si se determine rddacina urmatoarei ecuatii neliniare, cu toleranta € = 107°. Aproxima-
tia initiala se va considera 0.5. Sa se compare numarul de iteratii cu cel aferent metodei se-

cantei.
x8-2=0 (1.42)

P3. Fie ecuatia [6]:
7:x—=5x-cos(x)+3-sin(x) =0 (1.43)
Sa se gaseascd o solutie a ecuatiei, folosind ca date de intrare x, = 5si € = 10™*.

P4. Sa se determine solutia aplicatiei 2 enuntatd in sectiunea 1.1 a acestui capitol. Toleranta

de calcul acceptatd este € = 1073.
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1.7 Metoda punctului fix pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare

de forma x=g(x)

1.7.1 Notiuni teoretice

Pornind de la ipoteza cd o ecuatie neliniara de forma f(x) = 0 poate fi transformata intr-o
ecuatie echivalentd de forma x = g(x), determinarea solutiei (solutiilor) poate fi realizata
prin aplicarea metodei punctului fix pentru care formula de iterare (de generare a sirului de

iterate) este direct determinata:
Xn+1 = 9(x,); xo — specificat (1.44)
In general, exista mai multe moduri prin care transformarea mentionata anterior este po-
sibila. O abordare generald, care asigura convergenta metodei, va fi prezentata in sectiunile

urmatoare, Insd pentru inceput se va considera un exemplu pentru care transformarea poate

fi facuta direct. Astfel, fie urmatoarea ecuatie de forma f(x) = 0:
x*—3x+2=0 (1.45)

Radacinile acestei ecuatii sunt valorile 1, respectiv 2 deoarece f(1) = 0 si f(2) = 0. Din
punct de vedere grafic, radacinile se afla la intersectia graficului functiei y = f(x) cu axa
orizontald Ox. Exprimandu-1 pe x din (1.45), se obtine urmatoarea ecuatie echivalenta, de

forma x = g(x):

_x2+2
XT3

= g(x) (1.46)

Solutiile acestei ecuatii (denumite puncte fixe) sunt, de asemenea, valorile 1, respectiv 2
deoarece g(1) = 1 si g(2) = 2. Din punct de vedere grafic, aceste solutii sunt coordonatele
orizontale ale punctelor de intersectie ale graficului functiei y = g(x) cu dreapta de ecuatie
¥y = x (prima bisectoare).

Analizand Figura 14, se poate observa ca punctele de intersectie ale graficului functiei
¥y = f(x) cu axa Ox (raddcinile ecuatiei f(x) = 0) sunt identice cu abscisele punctelor de
intersectie ale primei bisectoare cu graficul functiei y = g(x). In consecintd, pentru determi-
narea solutiilor unei ecuatii de forma f(x) = 0 se poate folosi 0 metodd numerica de deter-

minare a solutiilor unei ecuatii echivalente de forma x = g(x).
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-1

Figura 14. Reprezentare graficd comparativa radacini vs. puncte fixe.

Procesul iterativ
Xo — aproximatie initiala cunoscuta;
Iteratia 1 — se evalueaza x:
x; = g(xo) (1.47)

Iteratia 2 — se evalueaza x,:

X, = g(x1) (1.48)
Procesul iterativ continua Intr-o manierd similard, iteratele urmdatoare generandu-se cu re-

latia generala de iterare (1.44). Testul de convergenta (de oprire a procesului iterativ) poate

ti exprimat prin relatia (1.26).

Teorema - cu privire la convergenta metodei, unicitatea solutiei, estimarea erorii. [7]
Daca:

e g:[a; b] - [a; b] este continua si derivabild pe [a; b];

e lgMI=1<1, (V)xE€(a;b];
Atunci:

e ecuatia x = g(x) are un singur punct fix a € [a; b];

e (V) xg € [a; b] sirul x,.1 = g(x,) converge spre a;
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e ordinul de convergentd este p = 1 (convergenta liniara);
e eroarea unei iterate curente poate fi estimata astfel:

n

la — x,| < lx; —xl,(WV)n =0 (1.49)

—1-2

Interpretarea grafica a metodei

Asa cum s-a mentionat in sectiunile anterioare, din punct de vedere grafic, determinarea
unei solutii (punct fix) a unei ecuatii de forma x = g(x) se reduce la determinarea unui
punct de intersectie al graficului functiei y = g(x) cu dreapta de ecuatie y = x (prima bisec-
toare). Pornind de la conditia de convergenta |g'(x)| < 1 se disting doud cazuri de conver-

genta, respectiv doud de divergenta.

Observatii:

e  reamintim faptul cd semnul derivatei de ordinul intai indicd monotonia functiei. As-
tfel, daca derivata de ordinul intai este pozitiva pe un interval, atunci functia este strict
crescatoare pe acel interval;

e  din punct de vedere grafic, conditia |g'(x)| < 1 limiteazad panta tangentei la graficul
functiei g(x) (pentru orice x din domeniul de definitie al functiei) la valoarea 1, care
reprezinta panta primei bisectoare.

e  cazuri de convergenta:

g:{{f)j R (0|
g0xH 5&2]):— .......... L TN
g{x(])' g{x.l)__.. B
S
/|
Y
s ' : :
| —
Xp Xz (X X3 X X

Figura 15. Convergentda 0 < g'(x) < 1 Figura 16. Convergenta —1 < g'(x) <0

e  cazuride divergenta:
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y y=8(x)

S Y A C5 T
g1
GOXH- i AN S A
goak VX : GO H- )
g{xz)---/ é— : . gOGH-
AR T T . .
Figura 17. Divergenta g'(x) > 1 Figura 18. Divergenta g'(x) < —1

Procedura explicita de punct fix

Trecerea de la o ecuatie de forma f(x) = 0 intr-una echivalenta de forma x = g(x) poate fi
facuta prin mai multe procedee. Adaugarea variabilei x In ambii membrii ai ecuatiei date
sau scrierea ecuatiei intr-o forma alternativa astfel incat intr-o membru sa fie exprimat x, nu
asigura indeplinirea conditiei de convergenta |g’'(x)| < 1 si implicit convergenta metodei
spre solutia cautata. O abordare generald, care elimind acest neajuns, poate fi realizatd prin
utilizarea unei proceduri de punct fix, asa cum se va prezenta in cele ce urmeaza. Cunos-

cand expresia functiei f(x), se defineste functia g(x) astfel:

gx)=x—m-f(x) (1.50)
In relatia de mai sus m este o constanti nenuli a cirei valoare se determina impunand con-
ditia de convergenta in x = x0:
lg'(xo)] <1 (1.51)
Evaluand derivata de ordinul intai a functiei g(x) si explicitind modulul se obtin succesiv

urmatoarele relatii:

|11 —m- f'(x)| < 1 (1.52)
—1<1-m-f'(x) < 1 (1.53)
0< m-f'(x) < 2 (1.54)

Din relatia (1.54) pot fi trasate urmatoarele consecinte:

J parametrul m trebuie sa aiba acelasi semn ca f'(x,);
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daca f'(xy) < 0 atunci:

m e (j%%) o) (1.55)

daca f'(x,) > 0 atunci:

m e (0; jﬁ) (1.56)

Observatii:

alegerea parametrului m are influenta directd asupra numarului de iteratii necesar
pentru determinarea solutiei;
valoarea optima teoretica a parametrului m (care genereaza numar minim de iteratii

pentru determinarea solutiei) este:

1
f'(xo)

observatia anterioara este conditionata de calitatea aproximatiei initiale. Daca aceasta

(1.57)

nu este aleasa suficient de aproape de solutia cdutata atunci, in general, afirmatia pre-
cedentd nu este adevarata.

in cazul utilizarii valorii optime a parametrului m, formula de iterare (1.44) devine:

f (xn)
f'(x0)

analizand relatia anterioara se poate observa ca prima iterata este identica cu cea eva-

Xn+1 = g(xn) =Xp — (158)

luata folosind formula de iterare a metodei Newton. Mai mult, din punct de vedere
grafic, o iteratd curentd x; se va afla la intersectia axei Ox cu dreapta de panta f’(x,)

dusa prin punctul de coordonate (x;; f(x;)).

1.7.2 Aplicatie Matlab

Pentru determinarea intervalului de definitie al parametrului m:

clearvars

clc

% Introducere date de intrare:

% Expresia derivatei functiei
df=@(x) 6*3.14159*x-3.14159*x"2;
% Aproximatia initiala
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x0=3.5;

%Evaluare limite parametru m
t_prim_x0=df(x0);

if f prim_x0<0

fprintf('\n Parametrul "m" apartine intervalului ( %2.16f; 0 ); \n', 2/f_prim_x0);
elseif f_prim_x0>0

fprintf('\n Parametrul "m" apartine intervalului ( 0; %2.16f); \n', 2/f_prim_x0);
end

if f prim_x0==
fprintf('\n Alege alta aproximatie initiala astfel incat f_prim(x0)#0')
end

fprintf('\n Valoarea "optima" a parametrului m este %2.16f; \n', 1/f_prim_x0);

o Pentru rezolvarea ecuatiei neliniare:

clearvars;

clc;

% Introducere date de intrare
% Functia f(x)

f=@(x) 3.14159*x"2*(3-x/3)-80;
% parametrul m
m=0.0363783;

% Toleranta de calcul
TOL=1e-3;

% aproximatia initiala x0
x0=3.5;

% numarul maxim de iteratii
iter_maxim = 1000;

%verificare solutie in x_0
if f(x0)==
disp('Solutie in punctul x =x_0")
return % se opreste executia programului
end
%% Rezolvare
% se defineste functia g(x) folosind parametrul m si functia f(x)
g=@(x) x-m*f(x);
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%# Lansare proces iterativ
x1 =x0;

nr_it = 1; %variabila care retine numarul de iteratii

iter= zeros();

tprintf (' Nr. iteratie x(1) g(x(@d)) Ix(i) - x(i-1)| \n');
fprintf(" \n');

while nr_it<iter_maxim % s-a limitat nr. maxim de iteratii la 1000

x2 = g(x1); % x_curent

Test_conv=abs(x2-x1); % test de conv=modul (x_curent-x_precedent)

if Test_conv < TOL % s-a atins toleranta de calcul
fprintf(' %3.0f %4.16f %4.16f  %4.16f \n', nr_it, x2 ,g(x2),Test_conv );
break

end

fprintf(' %3.0f %4.16f %4.16f  %4.16f \n', nr_it, x2 ,g(x2),Test_conv );

x1 =x2; % x_anterior

nr_it=nr_it+1;

end

%% Afisare rezultate

if nr_it==1000
fprintf('\n Solutia nu s-a putut calcula dupa %?2i iteratii \n ', nr_it);
fprintf('\n Valoarea calculata in ultima iteratie este: %2.10f \n ', x2);
fprintf('\n Verificare in ecuatia x=g(x): %2.10f <--> %2.10f \n', x2, g(x2));
return

end

if abs(x2)==inf
fprintf('\n Solutia nu s-a putut calcula \n');
fprintf('\n Verificati datele de intrare \n');
return
end
tprintf('\n Solutia este: %2.16f \n Testul de convergenta a fost atins dupa %?2i iteratii \n ",
x2, nr_it);
Y%proba in ecuatia x=g(x)
tprintf('\n Proba solutiei in ecuatia x=g(x): %2.16f <--> %2.16f \n', x2, g(x2));
%proba in ecuatia f(x)=0
tprintf('\n Proba solutiei in ecuatie f(rad)=0: %g \n', {(x2));
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1.7.3 Aplicatie rezolvata

Se va prezenta rezolvarea aplicatiei 1 descrisa in subcapitolul 1.1, folosind toleranta de cal-
cul € = 1073. Aproximatia initiala se considera x, = 3.5. Astfel, se vor putea compara rezul-

tatele cu cele obtinute aplicand metoda Newton. Procesul iterativ este prezentat mai jos:

f(x) =3.14159 - x2 - (3 —g) 80

f'(x) =6-3.14159 - x — 3.14159 - x2

g(0) =x —m - (3.14159- x% - (3 - %) - 80)

x0 f(x0) f'(x0) interval pentru m
3.5 -9.445124583 | 27.4889125 (0; 0.072757)
m_ales 0.036
Nr. Iteratie [Valoare iterata Test de converge ntal
: £x) 8x;) | xixia |
i X; | x;-;.1 | <0.001
1 3.843597608 | -0.227926 3.851889 0.343597608 Nu
2 3.85188918 -0.012208 3.852333 0.008291576 Nu
3 3.85233330 [-0.00066427| 3.852357 0.00044412 Da

Utilizand valoarea optima a parametrului m, solutia a fost determinata dupa 3 iteratii, la fel
ca in cadrul metodei Newton. Mai mult, se poate observa ca valoarea primei iterate este
identicd in ambele metode, concluzie care e in concordanta cu observatia facuta asupra re-
latiei (1.58).

Folosind secventele Matlab, descrise anterior, se obtin urmatoarele date de iesire pentru
exemplul de test considerat:

J Parametrul m:

Parametrul "m" apartine intervalului ( 0; 0.0727566068683146);

Valoarea "optima" a parametrului m este 0.0363783034341573.

° Proces iterativ:

Nr. iteratie x(1) g(x(@)) Ix(i) - x(i-1) |
1 3.8435976039652489 3.8518891838680456  0.3435976039652489
2 3.8518891838680456 3.8523333042840653  0.0082915799027967
3 3.8523333042840653 3.8523574691899563  0.0004441204160197

Solutia este: 3.8523333042840653
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Testul de convergenta a fost atins dupa 3 iteratii
Proba solutiei in ecuatia x=g(x): 3.8523333042840653 <--> 3.8523574691899563

Proba solutiei in ecuatie f(rad)=0: -0.000664267.

Studii parametrice

In aceastd sectiune se va studia influenta calititii aproximatiei initiale asupra numarului
necesar de iteratii pentru determinarea solutiei. Se vor considera 3 valori pentru aproxima-
tia initiala x, (3, 3.5 si 4). Analizand rezultatele de mai jos, se poate observa ca in cazul apro-
ximatiilor initiale x, = 3, respectiv x, = 3.5, numadrul minim de iteratii necesare determina-
rii solutiei a rezultat in cazul utilizarii valorii 1.05 - m,,, pentru parametrul m. Pentru cazul

Xo = 4, numarul minim de iteratii a fost generat pentru valoarea optima a parametrului m.

Date de x0 3
intrare toleranta 1.00E-06
Parametrul interval m (0; 0.070735)
m m ales m_opt |0.95"m_opt | 0.25"m_opt | 1.05*m_opt | 1.75*m_opt
- 0.0353675 [ 0.01768375 | 0.008841875 | 0.05305125 | 0.061893125
Date d solutie 3.85235791 | 3.85235861 | 3.85235522 | 3.85235968 | 3.85235931
ate de
L. f(solutie) -1.99E-06 -8.33E-07 7.29E-05 7.43E-07 -7.15E-06
iesire
’ nr. Iteratii 6 8 48 5 30
Date de x0 3.5
intrare toleranta 1.00E-06
interval m (0; 0.072756)
Parametrul
m m ales m_opt 0.95"m_opt | 0.25"m_opt | 1.05*m_opt | 1.75*m_opt
- 0.036378 0.018189 0.0090945 0.054567 0.0636615
Date d solutie 3.85235879 | 3.85235859 | 3.8523548 | 3.85235935 | 3.85235839
ate de
L. f(solutie) | -1.074E-07 | -7.29E-07 [ -8.067E-05 | 9.12E-08 | 7.9316E-06
iesire
’ nr. [teratii 6 7 43 5 33
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Date de x0 4
intrare toleranta 1.00E-06
Parametrul interval m (0; 0.079578)
m m ales m_opt |0.95"m_opt | 0.25"m_opt | 1.05*m_opt | 1.75*m_opt
- 0.039789 0.0198945 | 0.00994725 0.0596835 0.06963075
Date d solutie | 3.85235897 | 3.85235889 | 3.85236203 | 3.8523583 | 3.85235932
ate de
.. f(solutie) | -9.28E-08 1.24E-08 6.11E-05 1.24E-06 -9.65E-06
iesire
’ nr. Iteratii 5 5 37 6 61

1.7.4 Aplicatii propuse

P1. S4 se rezolve aplicatia anterioara folosind € = 107> si x, = 7. Utilizarea valorii optime a
parametrului m genereaza solutia cu numar minim de iteratii?

P2. Sa se determine radécina urmatoarei ecuatii neliniare, cu toleranta € = 107°. Aproxima-
tia initiald se va considera 0.5. Folosind valoarea optima a parametrului m, sa se compare

numarul de iteratii cu cel aferent metodei Newton.
x8—2=0 (1.59)

P3. Fie ecuatia:

er—x=0 (1.60)

Sa se gaseascd o solutie a ecuatiei, acceptand toleranta de calcul € = 107*.

P4. Sa se determine solutia aplicatiei 2 enuntata in sectiunea 1.1 a acestui capitol. Toleranta
de calcul acceptatd este € = 1073, Comparati rezultatele cu cele obtinute folosind metoda

Newton.
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REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII NELINIARE

2.1 Introducere

In capitolul anterior s-au prezentat o serie de metode numerice pentru rezolvarea ecuatiilor
neliniare. O problematicd conexd este reprezentata de determinarea solutiei (solutiilor) unui
sistem de n ecuatii neliniare cu n necunoscute, care poate fi exprimat in forma algebrica
astfel:

fZ(xlﬂ-XZﬂ "-;xn) = 0

(2.1)
fn(xb xZF ey xn) = O
Sistemul (2.1) poate fi scris in forma vectoriala astfel:
F(x)=0 2.2)
unde:
X = (xl xZ xn)T (23)
FX)= (LX) f2,(X) . f&)T (2.4)

Mai jos se prezintd un exemplu generic de un sistem format din 2 ecuatii neliniare [9], In
necunoscutele x si y:

{x2+y2—4=0

e*+y—-1=0 (2:5)

Din punct de vedere grafic, solutiile sistemului (2.2) sunt reprezentate de punctele de inter-

sectie dintre cercul de ecuatie x? + y* = 4 si curba de ecuatie y = —e* + 1. Analizand Figura
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19, se observa ca solutiile se afld in proximitatea punctelor de coordonate (-2; 1), respectiv
(1; 1.5). Aceste valori pot fi folosite ca aproximatii initiale in cadrul metodelor numerice de
rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare. Totusi, metoda graficd de identificare a aproxi-
matiilor initiale isi pierde semnificatia cand sistemul are mult de 3 ecuatii. In aceste situatii,
identificarea unor aproximatii initiale rezonabile este posibild prin interpretarea fizica a pro-
blemei simulate prin sistemul de ecuatii. Majoritatea metodelor dedicate rezolvarii iterative
a sistemelor de ecuatii neliniare converg spre solutie daca aproximatiile initiale sunt alese

suficient de aproape de solutia exacta.

Figura 19. Reprezentarea grafica a ecuatiilor sistemului (2.2).

In continuare, se enumerd o serie de aplicatii a caror solutionare implica rezolvarea unor

sisteme de ecuatii neliniare.

Aplicatia 1. [10]

Traiectoriile a doud corpuri (Figura 20) sunt descrise de urmatoarele ecuatii parametrice:

x; =200t
y, =80-t—16-t?

x, = 800 —100-t-cos (a)

y, =50 t-sin (a) — 0.8 - t2 (2.6)

Corp 1 { Corp 2 {

unde t reprezintd timpul de la lansare, iar a reprezinta unghiul de lansare al corpului 2. Asa

cum se observa in Figura 20 traiectoriile celor doud corpuri se intersecteaza, insa corpurile
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vor intra in coliziune doar dacd ajung simultan in punctul teoretic de intersectie. Sa se de-

termine valorile t si @ pentru care corpurile se ciocnesc.

— Corp 1
100 £ el ity
sE o
50 - ¢ +_Corp 2
-/ AN
25 £ S
7 l’.f\
0 s N N N O I A A B Jﬁ\l | |

o

200 400 600 800 *

Figura 20.

Aplicatia 2.

Fie urmatorul sistem de ecuatii neliniare [9]:

x—3y—z>=-3
2:x3+y—5-z2==2 (2.7)
4-x*+y+z=7

Doua dintre punctele de intersectie ale suprafetelor tridimensionale generate de ecuatiile de

mai sus sunt in proximitatea punctelor de coordonate (1; 1; 1), respectiv (1.3; 0.9; -1.2). 5S4 se

determine cele doua puncte de intersectie.

Aplicatia 3.

Pentru un stalp metalic solicitat ca in Figura 21, relatia de interactiune neliniara efort axial

N — moment incovoietor M este urmatoarea:

N+<M>2<1 (2.8)
Ny \My) = '

Considerand efectul P — A, momentul incovoietor la baza stalpului poate fi evaluat folosind

urmadtoarea relatie aproximativa [11]:

p.12 (2.9)

unde:
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- L -reprezintd lungimea stalpului;
- I-reprezinta momentul de inertie in raport cu axa dupd care are loc rotirea sectiunii;
- E —reprezinta modulul de elasticitate longitudinal al materialului.

Sa se calculeze valorile M si N = P, pentru care stalpul verifica la limita relatia (2.8). Se cu-

nosc: L=6m, I =18260cm* E =210000 MPa, Ny, = 2644 kN, M, =325kNm, H =

30 kN.
P P
H ¥y H
— — ' —
NNNNN ANANNAN
Figura 21.
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2.2 Metoda Newton

2.2.1 Notiuni teoretice
Dintre metodele dedicate rezolvarii sistemelor de ecuatii neliniare, in continuare se prezinta
metoda Newton, aceasta fiind una dintre metodele care s-au impus in problematica studiata
in acest capitol.
Fie:

X© = x@ x& T (2.10)
solutia exacta a sistemului (2.2), iar:

X0 = (x0 (O UyT (2.11)
o solutie aproximativa a aceluiasi sistem. In aceste conditii poate fi scrisa urmatoarea relatie:

X© = x® 4 B (2.12)

unde:

g® = (B W U (2.13)

reprezintd eroarea dintre solutia exactd X© si aproximatia X®. Cu aceste notatii sistemul

(2.2) poate fi scris in urmatoarea forma echivalenta:
F(X® +e®) =0 (2.14)

Membrul stang al egalitatii (2.14) poate fi aproximat prin considerarea primilor doi termeni
din dezvoltarea in serie Taylor a functiei vectoriale F(X) in vecinatatea punctului X®. Re-
zultd astfel un sistem de ecuatii liniare din care poate fi evaluat vectorul erorilor £®. Ut-

mand procedura descrisa in [7] se ajunge la urmadtoarea relatie matriceala de iterare:
k1) — x() _ [](Xac))]‘l - F(X®) (2.15)

sau, In forma matriceala extinsa:
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o Of: o
_ k 1 _ _ k _ 0 . . _ k k k —
xi D xi ) 39;1 39;2 g’}ccn fl(xi ),xg ), ,x,(1 ))
x§k+1) xék) 9J2 92 o 9J2 £, (xik)’ xgk)' ’xﬁk)
. — . _ axl axz axn . . (216)
B I P N T 4 | LAE . ]
_axl axz o axn_X(k)

Procesul iterativ se opreste cand urmatorul test de convergentd este indeplinit:

[ XD — XxB|| < ¢ (2.17)

Observatii:

in relatia (2.15), matricea J(X®) este jacobianul lui X® si cuprinde valorile derivatelor
partiale ale functiilor f; in raport cu variabilele x;, asa cum se poate observa in relatia
(2.16). Elementele matricei jacobian pot fi evaluate analitic pe baza expresiilor deriva-
telor de ordinul intai sau numeric, generalizand procedeul descris in sectiunea 1.6.1.
Pentru a putea fi inversatd, matricea J(X®) trebuie sa fie nesingulars.

in cadrul fiecdrei iteratii, evaluarea matricei jacobian presupune efectuarea a n* ope-
ratii, motiv pentru care metoda Newton este costisitoare si ineficienta in cazul siste-
melor de mari dimensiuni. O variantd modificata a metodei Newton presupune folo-
sirea aceleasi matrice jacobian In mai multe iteratii succesive. In acest fel convergenta
patratica este afectatd, Insa numarul de evaluadri per iteratie este diminuat, astfel mic-
sorand-se si timpul efectiv de calcul.

in vederea evaludrii relatiei (2.17) se poate utiliza norma euclidiana a unui vector:

(2.18)

2.2.2 Aplicatie Matlab

clc

Varianta 1: elementele jacobinului sunt evaluate analitic, exact:

clearvars
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%% date de intrare

% vectorul functiilor F(x)=0

f=@(x) [x(1)"2+x(2)"2-4
x(@)+exp(x(1))-1];

% Jacobianul sistemului de ecuatii

df = @(x) [2*x(1) 2*x(2)

exp(x())  1J;

% vectorul aproximatiilor initiale

x=[-2;1];

% toleranta de calcul

x_tol=1e-3;

%% Programul principal
i=0;

eps_calc=1e3; % initializare toleranta calculata = 1000

dim=size(x,1);
while eps_calc>=x_tol
x1=x;

x =x -df(x)\f(x); % formula de iterare

eps_calc=norm(x1-x, inf); % s-a utilizat norma liniilor

i=i+1;

disp(" ');

fprintf ( 'Tteratia nr %4.0f \n', i);
for j1=1:dim

fprintf ('Aproximatia x(%2.0f) = %2.20f \n', j1,x(j1));

end
end
disp(’ );
disp (" ');

fprintf ( 'Solutia calculata in precizia ceruta s-a obtinut dupa %2.0f iteratii: \n', i);

for i2=1:dim

tprintf ( 'Solutia x(%2.0f)= %2.20f \n'i2,x(i2))

end

%proba solutiei F(x) =07

disp ()

disp('Proba solutiei F(rad)=0:")
rezultat = f(x);

for k1=1:size(x,1)

tprintf (' Ecuatia %1.0f: %g \n', k1, rezultat(k1));
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end

disp (" ');
tprintf ( 'EPS calculat la ultima iteratie = %g \n', eps_calc);

e  Varianta 2: elementele jacobinului sunt evaluate numeric, aproximativ:

clc
clearvars

%% date de intrare

% vectorul functiilor F(x)=0

f=@(x)[ x(1)"2+x(2)"2-4
x(2)+exp(x(1))-1];

% vectorul aproximatiilor initiale

x=[-21];

% toleranta de calcul

x_tol=1e-3;

% interval calcul derivata numerica

h=1e-6;

%% Programul principal
i=0;
eps_calc=1e3; % initializare toleranta calculata = 1000
dim=size(x,1);
while eps_calc >= x_tol
x1=x;

X =X -Jacobian_numeric (f,x,h) \ f(x); % formula de iterare
eps_calc=norm(x1-x, inf); % s-a utilizat norma liniilor
i=i+1;
disp( )
fprintf ( 'Iteratia nr %4.0f \n', i);
for j1=1:dim
fprintf ('Aproximatia x(%2.0f) = %2.20f \n', j1,x(j1));
end
end
disp( )
disp ()

tprintf ( 'Solutia calculata in precizia ceruta s-a obtinut dupa %2.0f iteratii: \n', i);

for i2=1:dim
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tprintf ( 'Solutia x(%2.0f)= %2.20f \n'i2,x(i2))
end

%proba solutiei F(x) =0 ?

disp (* ');

disp('Proba solutiei F(rad)=0:")
rezultat = f(x);

for k1=1:size(x,1)
tprintf (' Ecuatia %1.0f: %g \n', k1, rezultat(k1));
end

disp (" );
fprintf ( 'EPS calculat la ultima iteratie = %g \n', eps_calc);

function J = Jacobian_numeric(functie, x, h)
% func: vectorul f
% x: vectorul x
% h: interval derivare

n = length(x);
F = functie(x);
m = length(F);
] = zeros(m, n);

forjl=1n
e = zeros(n, 1);
e(jl)=1;

x_forward=x+h*e;
x_backward =x-h*e;

F_forward = functie(x_forward);
F_backward = functie(x_backward);

J(:, j1) = (F_forward - F_backward) / (2 * h);
end
end
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2.2.3 Aplicatie rezolvata

In continuare se prezinta rezolvarea sistemului de ecuatii neliniare introdus in sectiunea 2.1.
In Figura 19 se poate observa ci o solutie a sistemului se afld in apropierea punctului de
coordonate (-2; 1) si astfel procesul iterativ se va initia folosind aceste aproximatii initiale.
Rezolvarea, pas cu pas, realizatd in Microsoft Excel este prezentata tabelar mai jos. Se ob-
serva ca testul de convergenta a fost atins dupa 3 iteratii, toleranta de calcul acceptata fiind
setatd la valoarea 1E-3. Solutia, cu 5 cifre semnificative dupa virgula este reprezentata de

perechea de valori: x =-1.816264, respectiv y = 0.837368.

f1ley) =x*+y* -4
f2(x,y) =exp(x) +y—1
= [ 2x Zy] L tel tricei j bi
J= exp(x) 1 elementele matricei jacobian
-2 ) o
X© = [ 1 ] aproximatia initiala
_ Testde
K (k) O] G (k) )1 (k+1) k+1) _ y(i) || x 0+ — xR
X F(x®) J(x®) det (](X )) J(x®) X x () — x(0 f|X x| convergenta
0 -1.8 0.24 -3.6 2 3.93060 -0.25441 | 0.50883 | -1.82305 -0.02305 0.16313 NU
0.16530 | 0.165299 1 ’ 0.04205 | 0.91589 | 0.83851 -0.16149 ’
1 -1.823049| 0.02661 | -3.64610 1.67702 3.91699 -0.25530 | 0.42814 | -1.81627 0.00677 0.00687 NU
0.838511 | 0.00004 | 0.161532 1 ’ 0.04124 | 0.93084 | 0.83737 -0.00114 ’
9 -1.816275| 0.00005 | -3.63255 1.67475 3.90491 -0.25609 | 0.42888 |-1.816264 0.00001 0.00001 Da
0.837373 | 3.7E-06 | 0.16263 1 ’ 0.04165 | 0.93025 | 0.837368 -0.00001 ’

Folosind secventele Matlab, cu cele doua variante de evaluarea a elementelor matricei jaco-
bian, se obtin urmatoarele rezultate:
. cu evaluare analitica a jacobianului:
Iteratianr 1
Aproximatia x( 1) =-1.82922367291629717201
Aproximatia x( 2) = 0.84155265416740587803
Iteratianr 2
Aproximatia x( 1) =-1.81630547632188310558
Aproximatia x( 2) = 0.83738798709927619868

Iteratianr 3

Aproximatia x( 1) =-1.81626406930879258361
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Aproximatia x( 2) = 0.83736780010931932683

Solutia calculata in precizia ceruta s-a obtinut dupa 3 iteratii:
Solutia x( 1)=-1.81626406930879258361
Solutia x( 2)=0.83736780010931932683

Proba solutiei F(rad)=0:
Ecuatia 1: 2.12206e-09
Ecuatia 2: 1.39416e-10

Se observa ca rezultatele sunt identice cu cele evaluate pas cu pas. Suplimentar, proba solu-
tiei, certifica corectitudinea acesteia.
. cu evaluare numerica a jacobianului:
Iteratianr 1
Aproximatia x( 1) =-1.82922367293462939664
Aproximatia x( 2) = 0.84155265416271018974
Iteratianr 2
Aproximatia x( 1) =-1.81630547632105932010
Aproximatia x( 2) = 0.83738798709890849281
Iteratianr 3
Aproximatia x( 1) =-1.81626406930878969703
Aproximatia x( 2) = 0.83736780010931799456

Solutia calculata in precizia ceruta s-a obtinut dupa 3 iteratii:
Solutia x( 1)=-1.81626406930878969703
Solutia x( 2)=0.83736780010931799456
Proba solutiei F(rad)=0:
Ecuatia 1: 2.12204e-09
Ecuatia 2: 1.39415e-10
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Comparand aceste rezultate cu cele obtinute in varianta calculului explicit al elementelor
jacobianului, se observa ca diferente foarte mici apar la ultimele zecimale ale celor doua
solutii. Astfel, evaluarea numerica a derivatelor de ordin intai este preferatd, mai ales in

situatia in care expresiile exacte ale derivatelor sunt de complexitate ridicata.

2.2.4 Aplicatii propuse

P1. Utilizand secventele Matlab, se cere rezolvarea aplicatiei anterioare considerand € =

1075 si aproximatia initiala X =[1 —1.5]".

P2. Sa se rezolve aplicatia 1 descrisa in sectiunea 2.1. Toleranta de calcul acceptata este € =

107*.
P3. S& se rezolve sistemul (2.7), stiind ca X@ =[1 1 1]"sie =107°.

P3. Folosind programul Matlab cu evaluare numerica a elementelor matricei jacobian, sa se

rezolve aplicatia 4 din sectiune 2.1. Toleranta de calcul acceptata este € = 1073,
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REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

3.1 Introducere

Fie urmatorul sistem de » ecuatii liniare:

ai1X1 + A12X2 + -+ alnxn = b1
alel + a22x2 + -+ aann == bz
' (3.1)

kanlxl + X, + o+ appx, = by,

Necunoscutele sistemului sunt notate cu x;; i = 1,n, coeficientii necunoscutelor sun notati

cu a;j; i,j = 1,n, iar termenii liberi cu b;; i = 1,n. Separand termenii de acelasi fel, sistemul

(3.1) poate fi scris in urmadtoarea forma matriceala extinsa:

Q11 Q12 Q| [*1 by
azq : azy a?n“ Ile _ lbz (3.2)
an1  Adn2 Apn |l | Xn b‘n
sau, mai departe, in forma matriceald condensata:

A-X=B (3.3)

unde:
A - poartd denumirea de matricea coeficientilor;
X - este vectorul necunoscutelor;
B - este vectorul termenilor liberi.
Pentru ca sistemul de ecuatii sa aiba solutie (sa fie rezolvabil), determinantul matricei coe-

ficientilor trebuie sa fie diferit de 0. Mai mult, pentru a accepta solutie nebanald, termenii
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liberi nu pot fi simultan nuli. Algebra elementara cuprinde metode pentru rezolvarea siste-
melor de mici dimensiuni (Regula Cramer, substitutii, eliminarea succesiva a necunoscute-
lor). Totusi, pentru n>4, aceste metode devin prohibitive, iar aplicarea lor intr-un calcul ma-
nual este laborioasd, chiar imposibila. In consecinta, trebuie utilizate metode alternative mai
eficiente, care pot utiliza puterea calculatoarelor pentru determinarea solutiilor. Metodele
de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare pot si impadrtite in doud categorii: metode directe
(introduc doar erori de rotunjire, trunchiere), respectiv metode iterative (solutia este accep-
tata In baza unui test de convergenta, care permite o tolerantd de calcul). In sectiunile ur-
madtoare se vor descrie succint metoda elimindrii Gauss, metoda Cholesky (metode directe)
si metoda Jacobi (iterativa). Capitolul se incheie cu o discutie privind stabilitatea solutiilor
sistemelor de ecuatii.

Sistemele de ecuatii liniare intervin frecvent in studiul diferitelor probleme din sfera
ingineriei si nu numai, avand aplicabilitate ridicatd si in analiza structurala. In continuare
se prezintd o serie de aplicatii, a caror rezolvare implica solutionarea unor sisteme de ecuatii

liniare.

Aplicatia 1

Exprimand conditiile de echilibru static pentru fiecare corp al structurii din figura de mai

jos, se obtine urmatorul set de ecuatii liniare:

(62.5—Hp =0
2-Vp—5-Hp,+16833=0
2:V,+6417 =0

Hp —Hg —Hp+1286 =0

! —Vp+Vy+V;—9632=0 (3.4)
42Vy—5"Hp+5-Hy +12 Vg + Mg + 1645 =0

Hy =0

2-Vp—15=0

\2-V;—15=0

Rezolvand sistemul de ecuatii (3.4) se determina reactiunile din legaturile interioare si exte-
rioare. Se poate observa ca multi dintre coeficientii sistemului de mai sus sunt nuli si astfel

sistemul poate fi rezolvat relativ usor si printr-un calcul manual.

62



Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

—  Ya
lg 30kN/m
20kN/m 15kNm
L (11 alE
D o E
AQ —
25kN/m ZOkNK £
(o]
B
L
B ol
<RI —r
| 2m 1 42m ll.?ml 1m | Im |
Figura 22.

Aplicatia 2

Fie sistemul de bare articulate din Figura 23. Legdtura dintre fortele aplicate si deplasarile

nodale este data de urmatoarea relatie matriceala:

K,-D=F (3.5)

unde:
K reprezinta matricea de rigiditate a structurii;
D este vectorul deplasarilor nodale si reprezinta necunoscutele problemei;

F este vectorul fortelor exterioare aplicate pe directia gradelor de libertate si are ur-

matoarele elemente exprimate iInkN: F=[0 —-110 0 -110 0 0] .

> ®

@

I 110kN
ﬂl 6m !‘ 6m 1L

Figura 23.
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Matricea de rigiditate a structurii este urmatoarea:

4.055x% 105 —4.912x 1(]4 —1.733x% 1(]5 0 0 0
4 5 5
—4.912x 10" 1.969x 10 0 0 0 —1.56x 10
-1.733x 105 0 2.519x 105 —6.549x 104 —7.859x% 104 6.549x 104
0 0 —6.549x 104 5.457x% ID4 6.549x 104 —5.457x 104
0 0 —7.859x 104 6.549x% 104 3.108x 105 —1.637x 104
0 -1.56x% 105 6.549x 104 —5.457x 104 -1.637x 104 2.515x 105

Se cere determinarea deplasarilor nodale.

Observatii:

— (36)

vectorul D are 6 componente. Primele doua reprezinta deplasarea orizontala, respec-

tiv verticald a nodului 1. Daca sunt pozitive atuncinodul 1 se deplaseaza spre dreapta

si in sus. Elementele 3 si 4 ale vectorului D sunt deplasarile nodului 2, iar ultimele

doud elemente caracterizeaza pozitia nodului 3;

rezultatele se obtin in m.
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3.2 Metoda eliminarii Gauss

3.2.1 Notiuni teoretice

In cadrul acestei metode, rezolvarea sistemului se face in doud etape.

Etapa 1 - de triangularizare (eliminare)

Prin operatii elementare, matricea coeficientilor se transforma intr-o matrice superior triun-
ghiulara, deci elementele de sub diagonala principala devin nule. Aceastd operatie se reali-
zeaza in n-1 pasi. Pentru evidentierea procesului de eliminare, se formeaza urmatoarea ma-

trice extinsa:

Q11 Gz Qin| by
1 Az Azn| b
[A|B] = : S (3.7)
an1 Anz2 -+ apn b,
Pas 1
Se elimina coeficientii de pe prima coloand, de sub diagonala principala. Astfel:
Ecuatia 1 — ramane neschimbata
: . az1 .
Ecuatia 2 —» Ecuatia 2 — — - Ecuatia 1;
a1
. . a3 .
Ecuatia 3 —» Ecuatia 3 — — " Ecuatia 1;
a1
. . ani .
Ecuatia n —» Ecuatia n ——"- Ecuatia 1;
a1
Prin aceste operatii elementare matricea extinsa (3.7) sufera urmatoarele modificari:
i a1 a2 A1n b,
az1 az1 az1 azq
Az — P A1 Q2 — P a1z Aon — P Ain| b, — a—bl
11 11 11
A|B = . . . At (3.8)
anl anl anl &lnl
Apn1 —— Q11 Qpz ——— Q12 -+ QApp——Qip| by ——by
a1 a1 a1 a;;
sau, mai departe:
a1 Qa2 Ain| by
@ - W], a
o)) 22 Az | BV
A|IB® = . . il (3.9)
ORI Cl et
0 Ao Gnn bﬁz )

65



Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Observatii:

e  1n acest pas, coeficientul a;; se numeste pivot si trebuie sd fie diferit de 0. Daca nu
indeplineste aceastd conditie, atunci se pot face permutdri de ecuatii pentru a deveni
nenul.

e Inrelatia (3.9), exponentul (1) aldturat coeficientilor se refera la pasul 1.

Pas 2

Se elimina coeficientii de pe a doua coloand, de sub diagonala principald. Pivotul va fi a( )

daci este nenul. In caz contrar, se fac permutdri intre ecuatia 2 si urmadtoarele, astfel Incat
pivotul sa devina nenul. Procesul de eliminare se conduce intr-o maniera similara celei pre-
zentate mai sus.

Dupa n-1 pasi, matricea extinsa va avea urmatoarea forma:

a1 Qg2 A1n b,
x - ® (€9)
0 a a
AB™D =1 2. b2 | (3.10)
l 0 0 (n 1 b(n 1)J

Se observa cd elementele de sub diagonala principala a matricei coeficientilor sunt nule.
Pentru simplitate in notatii, elementele matricei coeficientilor se noteaza cu u;;, iar elemen-

tele vectorului liber cu b;. Astfel, la finalul etapei 1, sistemul de ecuatii devine:

U1 Ugp Uipn-1 Uin
0 Uy uZn 1 uZTl
X,
n-1 n 1

(3.11)
0 0 Un-— 1n 1 un 1n
0 0
sau, In forma matriceala condensata:
U-X=RB (3.12)

unde U este o matrice superior triunghiulara.

Etapa 2 — de rezolvare
Avand in vedere forma particulara a matricei coeficientilor la finalul etapei 1, necunoscutele
sistemului pot fi determinate prin substitutie Tnapoi, deci incepand rezolvarea cu ultima

ecuatie a sistemului (3.11). Astfel:

Ecuatian: u,, - x, = by, (3.13)
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de unde:
bl
Xp = —— (3.14)
unn
Din penultima ecuatie se calculeaza x,,_4:
, by,
1T Wty (3.15)
Xn-1 =
Un—1,n-1

Continuand substitutia inapoi se determina toate necunoscutele sistemului.

Observatii:
. determinantul matricei A este egal cu determinantul matricei U, iar acesta din urma

poate fi evaluat cu urmatoarea relatie:
det (U) =Uqq " Upp " ..." Upp (316)

e  pentru sisteme avand numdr mare de ecuatii, numarul secventelor de calcul necesare

rezolvare sistemului cu metoda eliminarii Gauss este [10]:

2-nd
nr. operatiicgyss = 5 (3.17)

e inetapa de triangularizare se modifica si termenii liberi ai sistemului de ecuatii. Acest
aspect reprezinta un dezavantaj al metodei Gauss, deoarece exista situatii in care se
doreste rezolvarea succesiva a unui sistem de ecuatii pentru diferite seturi de termeni
liberi (de exemplu, in calculul inversei unei matrice, asa cum se va arata in cadrul

sectiunii 3.2.3).

3.2.2 Aplicatie Matlab

clearvars
clc

%Date de intrare
%Matricea coeficientilor A.
A=[112
321
1-23];
%Vectorul termenilor liberi B (se trec valorile pe linie)
B=[5 8 0];
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%% verificare dimensiuni matrice
[n, m] = size(A);
ifn~=m
error('Matricea A trebuie sa fie patratica.');
end
if length(B) ~=n
error('Dimensiunea vectorului b trebuie sd corespunda cu matricea A.');
end

%start proces eliminare
B =B'’; % se transpune vectorul B
AB = [A BJ; %matrice extinsa formata din A si B
[n, m] = size(AB);
il =1; % initializare
while il <=n
if AB(i1,i1) == 0 % se verifica daca termenul de pe diag principala are valoarea egala cu 0
disp('Pivot nul in a matricea coeficientilor [A]. Modificati sistemul de ecuatii!")
% se afiseazd mesajul daca avem termen egal cu zero pe diag principala
fprintf (‘'Eroarea este la termenul a(%1.0f,%1.0f) \n', i1,i1);
return
end
% eliminarea elementelor de pe coloana i, de sub diagonala principala
for k= (il+1):n
fractie=AB(k,i1)/AB(il,il);
AB(k,il:m) = AB(k,il:m) - fractie*AB(il,i1:m);
end
il =il +1;
end %final proces eliminare

U=AB(1:n,1:n); %matricea superior triunghiulara
B1=AB(;,m); %termenii liberi dupa procesul de eliminare

%determinare solutie prin substitutie inapoi
x(n)=AB(n,m)/AB(n,n);
for il=n-1:-1:1

suma=B1(il);

for jl=il+1:n

suma=suma-U(il,j1)*x(j1);

end

x(il)=suma/U(il,il);
end
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Y%afisare rezultate
disp('Matricea superior triunghiulara este:');
disp (U);

disp('Solutia sistemului de ecuatii este:')
for k=1:n
tprintf (' x(%1.0f) = %2.10f \n'k,x(k))
end
%proba solutiei; practic se face operatia A*X-B
disp (* ');
disp('Proba solutiei A*X-B=0:")
%fprintf (' %2.20f \n', A*x'-B');
for k1=1:n
fprintf (' Ecuatia %1.0f: %g \n', k1, A(k1,:)*x'-B(k1));
end

Observatie: aplicatia Matlab nu face pivotare (interschimbare de ecuatii) daca se identifica

pivot nul.

3.2.3 Aplicatie rezolvata

Pentru exemplificarea operatiilor ce trebuie parcurse pentru rezolvarea unui sistem de ecu-

atii liniare cu metoda Gauss, se considera urmatorul exemplu:

3x1 + 2x2 + x3 = 8 (318)

{x1+x2+2x3:5
x1_2x2+3x3:0

Matricea extinsa este:

1 1 215
AB=|3 2 1| 8 (3.19)
1 -2 3l o

Etapa1-DPas 1:

Ecuatia 1 — ramane neschimbata
Ecuatia 2 - Ecuatia 2 — 3 - Ecuatia 1;
Ecuatia 3 —» Ecuatia 3 — 1 - Ecuatia 1;

Matricea extinsa devine:
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1 1 2 5 1 1 2 5
ABB®Y=|3-3-1 2-3-1 1-3-2| 8-3-5[=|0 -1 —-5| -7 (3.20)
1-1-1 -2-1-1 3-1-21 0-1-5 0 -3 11 -5

Pas 2:
Ecuatia 1 — ramane neschimbata
Ecuatia 2 — ramane neschimbata
Ecuatia 3 — Ecuatia 3 — 3 - Ecuatia 2;
Matricea extinsd devine:
1 1 2 5 1 1 2 5
A|B® = [0 -1 -5 -7 ] = [O -1 -5 —7] (3.21)
0 -3-3(-1) 1-3(=5I =-5-3(-7) 0 0 161 16
La finalul etapei 1 sistemul de ecuatii are urmatoarea forma:
1 1 271" 5
0 -1 =5||X2|=]|-7 (3.22)
0 0 16llxs 16
Etapa 2:
Din ecuatia 3 de obtine:
x3 =1 (3.23)
Folosind aceastd valoare in ecuatia 2, obtinem:
X, = 2 (3.24)
In final, din ecuatia 1 rezulta:
x; =1 (3.25)

Aplicand secventa Matlab, se afiseaza urmatoarele:

Matricea superior triunghiulara este:

1 1 2
0 -1 -5
0 0 16

Solutia sistemului de ecuatii este:
x(1) = 1.0000000000
x(2) =2.0000000000
x(3) = 1.0000000000
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Proba solutiei A*X-B=0:
Ecuatia 1: 0
Ecuatia 2: 0
Ecuatia 3: 0

Se observa ca solutia este identicd cu cea calculatd pas cu pas. Mai mult, se afiseaza si
matricea superior triunghiulara, putandu-se astfel evalua determinantul matricei coeficien-
tilor. Nu in ultimul rand, programul face si proba solutiei, observandu-se astfel ca solutia
este corecta, deoarece exista identitate cu 0 in fiecare ecuatie dupa introducerea valorilor
calculate.

Metoda eliminarii Gauss poate fi folositd si pentru evaluarea inversei unei matrice.
Astfel, in continuare se prezinta modul de evaluare a inversei matricei coeficientilor utili-
zand aplicatia Matlab. Pornind de la identitatea:

1 1 2] [*11 *12 %13 1 0 0
A-A1=1 = [3 2 1] ' [x21 X22 x23] = [O 1 0] (3.26)
1 -2 31 X31 X32 X33 0 0 1
se evalueazd elementele fiecirei coloane a matricei A~! prin aplicarea repetatid a metodei
Gauss considerand ca termeni liberi, succesiv, cate o coloana din matricea I. Astfel, pentru

evaluarea primei coloane a matricei inverse, se rezolva urmatorul sistem de ecuatii:

1 1 2 X11 1
[3 ) 1] - H _ H 6.27)
1 -2 31 IX31 0

Aplicand secventa Matlab, se obtin urmatoarele valori:
x(1) = -0.5000000000
x(2) = 0.5000000000
x(3) = 0.5000000000
Continuand in aceeasi manierd, se evalueaza si celelalte elemente. Aldaturand rezultatele se

obtine urmatoarea matrice:

—0.5 0.4375  0.1875
A1=|05 -0.0625 —0.3125 (3.28)
0.5 —0.1875 0.0625
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3.2.4 Aplicatii propuse

P1. Utilizand algoritmul Matlab, sa se rezolve aplicatia 2 descrisa in sectiunea 3.1. Sa se eva-
lueze si numadrul aproximativ de secvente de calcul necesare rezolvarii sistemului, folosind

relatia (3.17).

P2. Sa se determine solutia urmatorului sistem de ecuatii liniare:

2X2 + SX3 = 8
le + xz + 6x3 = 5

P3. 54 se determine reactiunile structurii din Figura 22.

P4. Sa se calculeze determinantul si inversa urmatoarei matrice:

—2 3 2 8
|11 3 -2 6

A=\ 7 3% (3.30)
2 3 8 -1
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3.3 Factorizarea Cholesky

3.3.1 Notiuni teoretice

O variantd mai eficientd de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare poate fi evidentiata in
cazul sistemelor avand matricea coeficientilor A:

e simetrica:

a;=a;, (M) ij=1n (3.31)
e pozitiv definita:
XT-A-X>0,(V)X#0 (3.32)

Observatie: aceasta proprietate poate fi verificatd folosind teorema (criteriul) Sylvester:

O matrice este pozitiv definitd dacd toti minorii principali primari sunt pozitivi.
Acest criteriu va fi folosit in cadrul sectiunii 3.3.3 pentru a ardta ca matricea coeficientilor
din exemplul de test este pozitiv definita.

Daca conditiile (3.31) si (3.32) sunt indeplinite atunci matricea coeficientilor poate fi as-

tfel descompusa:

A=L-L" (3.33)
unde L este o matrice inferior triunghiulara (are elemente nule deasupra diagonalei princi-
pale). In aceste conditii, aplicarea metodei Cholesky presupune parcurgerea urméatoarelor 2
etape:

Etapa 1 - de factorizare (descompunere)

In aceastd etapa se determini elementele matricei L. Pornind de la relatia (3.33), scrisd in
forma extinsa (3.34), elementele [;; se determind prin identificarea termen cu termen a pro-
dusului matriceal (3.34). Relatiile de recurenta pentru evaluarea coeficientilor /;; pot fi con-
sultate, de exemplu, in [6, 7, 12]. In cadrul aplicatiei rezolvate, se va arata pas cu pas modul

de evaluarea e elementelor unei matrice L(3x3).

dy; Q2 Qip by 00 b b ln
1 dz2 o | _ |la1 22 01 [0 Iy lnz (3.34)
An1 Q2 Ann lTll an ves lnn 0 0 eos lnn

La finalul etapei 1, sistemul de ecuatii devine:
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L 0 l11 b 11 Im X1 by
by Lo lzz ln-12 ln2 X2 b,
: : - : : N E (3.35)
lh-11 ln-12 = lein 0 0 l-1n-1 lon-1||¥n-1 b,_4
ln1 L lnn-1 00 0 lan n b,
sau, In forma matricealda condensata:
L'L"T-X=B (3.36)
Etapa 2 — de rezolvare
Determinarea solutiei se face in doi pasi. Astfel:
Pas 1:
Cu notatia:
LT-X=Y (3.37)
Sistemul (3.36) devine:
L-'Y=B (3.38)
sau, In forma extinsa:
L, 0 0 07y by
l21 122 0 0 Y2 bz
P : el (=] (3.39)
ln—l,l ln—1,2 ln—l,n—l 0 Yn-1 bn_l
a1 lno ln,n—l lan In b,

Avand in vedere forma particulara a matricei L, elementele vectorului Y se determina prin

substitutie inainte, deci incepand cu prima ecuatie a sistemului.

Pas 2:
Cunoscand elementele vectorului Y, se revine la notatia (3.37), care in forma extinsa are ur-

matoarea forma:

b 1 lh-11 ln X1 Y1
0 I b1z b2 X2 V2
SR S =] (3.40)
0 0 ln—l,n—l ln,n—l Xn-1 Yn-1
0 0 0 lnn Xn Yn

Necunoscutele sistemului se determind prin substitutie inapoi.
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Observatii:

determinantul matricei A este egal cu patratul determinantului matricei L, iar acesta

din urma poate fi evaluat cu urmatoarea relatie:
det (L) = l11 ) l22 ot lnn (341)

in etapa de factorizare, termenii liberi nu sunt afectati. Astfel, odata realizata factori-
zarea (3.33), ea poate fi folosita pentru mai multe seturi de termeni liberi.

metoda poate fi utilizata pentru calcularea inversei unei matrice simetrice si pozitiv
definite, printr-un proces similar celui detaliat in sectiunea 3.2.3.

pentru sisteme avand numdr mare de ecuatii, numarul secventelor de calcul necesare

factorizarii Cholesky este [6]:

3
. n
nr. operatiicpoesky = " (3.42)

Comparativ cu metoda Gauss, numarul operatiilor este redus la aproximativ jumatate.

un alt avantaj, este reprezentat de posibilitatea stocarii partiale a matricei coeficienti-

lor, datorita simetriei acesteia.

3.3.2 Aplicatie Matlab

%Date de intrare
%Matricea coeficientilor A. Trebuie sa fie simetrica si pozitiv definita
A=[4 -1 1

1252
1 2 35];

%Vectorul termenilor liberi B
B=[4.56.75 11];

B=B

%% verificare matice pozitiv definita si simetrica
[n, m] = size(A);
if m ~= size(B,1)

end

error (' Matriea A si B au numar diferit de linii")

if n~=m

end
Al=A;

error (' Matricea A nu este patratica’)
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if isequal(A, A")
pozitiv=1;
else
error (' Matricea A nu e simetrica ')
end
foril=1:n
if det(Al)<=0
error (' Matricea nu e pozitiv definita');
end
Al (end, :) =[]; % se elimina ultima linie din A
Al (;, end) =[]; % se elimina ultima coloana din A
end

%Etapa 1 factorizare: transformare A=L*LT
L = zeros (n,n);
foril =1in
% Calcul elemente de pe diagonala L(i, i)
suma_diag = 0;
for k1 =1:1-1
suma_diag = suma_diag + L(i1, k1)"2;

end
L(@1, i1) = sqrt(A(il, il) - suma_diag);

forjl =il+lin
sum_off_diag = 0;

for k1 =1:i1-1
sum_off_diag = sum_off_diag + L(j1, k1) * L(il, k1);
end
L(j1, i1) = (A(j1, i1) - sum_off_diag) / L(il, i1);
end
end

%Etapa 2 - determinare solutii
%Pas 1: substitutie inainte; practic se rezolva sistemul L*y=B
%unde cu y s-a notat LT*X
y =zeros (n,1);
y()=B(/L(L,1);
for il=2:n

S=B(il);

for j1=1:i1-1

S=S-L(i1,j1)*y(j1);
end
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y(i1)=5/L(il1,i1);
end

%Pas 2:substitutie inapoi; practic se rezolva sistemul LT*X=Y
LT=L";
x = zeros(n,1);
x(n)=y(n)/LT(nn);
for il=n-1:-1:1
S=y(il);
for jl=il+l:n
S=S-LT(i1,j1)*x(j1);
end
x(i1)=5/LT(i1,i1);
end

%% afisare rezultate

disp(" Matricea L")

disp(L)

%afisare solutie

disp('Solutia sistemului de ecuatii este:')

for k1=1:n

fprintf (' x(%1.0f) = %2.10f \n'k1,x(k1))
end
%proba solutiei; practic se face operatia A*X-B
disp (* );

disp('Proba solutiei A*X-B=0:")
%fprintf (' %2.20f \n', A*x'-B');
for k1=1:n
tprintf (' Ecuatia %2.0f: %g \n', k1, A(k1,:)*x-B(k1));
end

3.3.3 Aplicatie rezolvata
Pentru exemplificarea operatiilor ce trebuie parcurse pentru rezolvarea unui sistem de ecu-
atii liniare cu metoda Cholesky, se considera urmatorul exemplu:

4‘x1 — X2 + X3 = 4‘5
—x1 + 2.5x, + 2x3 = 6.75 (3.43)
Xy + 2x, +3.5x3 = 11

Matricea coeficientilor este:
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4 -1 1
A=|-1 25 2] (3.44)
1 2 35

Se observa ca matricea A este simetricd, iar in continuare se verifica dacd e si pozitiv definita,
folosind criteriul Sylvester. Astfel, minorul principal de ordin 1 este reprezentat de elemen-
tul D; = a;; = 4, care e pozitiv. Minorul de ordin 2 este determinantul matricei care cu-

prinde elementele comune ale primelor 2 linii, respectiv primelor doua coloane:
D, =% ;é|=9>o (3.45)
Minorul principal de ordin 3 este chiar determinantul matricei A:
D3 =det(A)=9>0 (3.46)

Toti minorii principali fiind pozitivi rezultd cd matricea coeficientilor este pozitiv definita.

Etapa 1:
iy 0 0 ly by I3 4 -1 1
[121 lpa 0 ] : [ 0 Ip 132] = [—1 25 2 ] (3.47)
31 Il Bzl 1O 0 I3 1 2 35
Se efectueaza secvential produsul matriceal:
Linia din Coloana Element din | Ecuatie Coeficient
L ' din LT ) A calculat
1 1 a1 2, =4 li, =2
1 2 aqz li; 1, =-1 l,,=1,=-05
1 3 a3 Ll =1 I3, =1,3=0.5
2 2 az; 12, +12,=25 lz2 = 1.5
2 3 a3 lyg I3y + 1y lsy =2 |l3gz=13=15
3 3 ass 12, +13,+ 13, =35 3z =1
Etapa2-Pas1
Se rezolva sistemul (3.38):
2 0 0] P 4.5
[—0.5 1.5 O] : [}’2 = [6.75] (3.48)
05 15 11 Lys 11

Aplicand substitutia Inainte, rezulta:
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Ecuatial - y, = 2.25
Ecuatia 2 - y, = 5.25 (3.49)

Ecuatia3 — y; = 2

Pas 2
Se rezolva sistemul (3.37):
2 =05 0.5] [*1 2.25
0 1.5 1.5[-|X2| =525 (3.50)
0 O 1 X3 3
Aplicand substitutia inapoi, rezulta:
Ecuatia3 - x3 = 2
Ecuatia2 - x, = 1.5 (3.51)
Ecuatial »x; =1

Aplicand secventa Matlab, se afiseaza urmatoarele:
Matricea L
2.0000 0 0
-0.5000 1.5000 0
0.5000 1.5000 1.0000
Solutia sistemului de ecuatii este:
x(1) =1.0000000000
x(2) = 1.5000000000
x(3) = 2.0000000000
Proba solutiei A*X-B=0:
Ecuatia 1: 0
Ecuatia 2: 0
Ecuatia 3: 0
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3.3.4 Aplicatii propuse

P1. Utilizand algoritmul Matlab, sa se rezolve aplicatia 2 descrisd in sectiunea 3.1. S se eva-
lueze si numadrul aproximativ de secvente de calcul necesare rezolvarii sistemului, folosind

relatia (3.42) si sa se compare cu numadrul de secvente necesar in cadrul metodei Gauss.

P2. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare:

( 5x1 —x3 +2x3 + x4 — x5 =12
J —X1 + 5x; + X3 — x4 — 2x5 = 13

2x1 + Xy + 6x3 + 2%, — x5 = 15 (3.52)
Lxl — Xy + 2x3 + 6x4 + 2x5 = —12

—X1 — 2Xy — X3 + 2x4 + 7x5 = 14

P3. Sa se calculeze determinantul si inversa urmatoarei matrice:

4 1 2 3

|1 9 -2 15
A= 2 2 16 -1 (3.53)

3 15 -1 8
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3.4 Metoda Jacobi

3.4.1 Notiuni teoretice

O alternativa a metodelor directe de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare este reprezen-
tata de metodele iterative, in cadrul cirora solutia X = (x; x; ... x,) se determina prin apro-
ximatii succesive generate de o relatie de iterare, pornind de la o aproximatie initiald cunos-
< v (0) © (0 O . A .. g
cuta X' = (x;7 x,” ... x, ) . In cadrul metodei Jacobi, in vederea obtinerii relatiei de ite-

rare se expliciteaza din fiecare ecuatie i = 1,n a sistemului (3.1) necunoscuta x;:

( x by ap x Ain X
1= T Xy T Xy
ai; Q11 aii
Y = b, ax X a2nx
2= T T T Xy T T Xy
Az Q2 azz
X 3.54
X = bl Qi1 X Ain X ( )
i T T A T — T An
a;; Qi il
¥ = bn An1 x Ann-1
n= T Xg T n—1
\ Ann QAn2 Ann
Se fac urmatoarele notatii
b;
gi=—,i=1n
Qi
(3.55)
aij
my;=——,L,j=1Lni#j
ii
Trecand in forma matriceala sistemul (3.54) si folosind notatiile (3.55), se obtine:
m12 oMy M) xg
m21 cee mzl cee mzn x2
P | 3.56
mzl 12 - 0 e My, x_i ( )
. H b : x
gn mnl ng o My, - 0 n
sau, In forma condensata:
X=g+M-X (3.57)

Considerand cunoscutd aproximatia initiald X(®, suntem astfel condusi spre urmétoarea

relatie de iterare:
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XED =gt M-X0 |k >0 (3.58)

Fiecare necunoscutd a vectorului X se aproximeaza in iteratia (k+1) folosind elementele vec-

torului necunoscutelor evaluate in iteratia precedenta:

n
2D = g + Z my; - xj(k) (3:59)

j=1

Ca si criteriu de terminare a procesului iterativ se poate folosi relatia de mai jos. Norma

euclidiand a unui vector se poate evalua cu relatia (2.18).

[ XD — xB|| < ¢ (3.60)

Observatii:

. metoda converge spre solutia exactd, independent de aproximatia initiala folositd,
daca matricea coeficientilor este diagonal dominanta. Astfel, pe fiecare linie, modulul
elementului diagonal trebuie sa fie mai mare decat suma modulelor celorlalte ele-

mente de pe linie:

NgE

lail > ) a;;,i=1n (3.61)
=
j#i
. in mod obisnuit, aproximatia initiala se considera a fi vectorul g sau un vector nul.
. o varianta accelerata a metodei Jacobi se obtine prin utilizarea in cadrul unei iteratii

(

curente (k+1) a valorilor xik+1) deja calculate pentru determinarea necunoscutelor

(k+1) X(k+1)'

i+1 " n
i—-1 n
k+1 k+1 k
xi( )=gl+Zmux]( * )+ Z mij-xj( ) (362)

Aceasta varianta modifica este denumita metoda Gauss-Seidel. Folosirea acesteia conduce

la determinarea solutiei dupa un numar mai mic de iteratii decat cel necesar metodei Jacobi.

3.4.2 Aplicatie Matlab

clearvars
clc

82



Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

%% Date de intrare
% Matricea coeficientilor A

A=[10 1 1
1 20 2
1.5 -1.5 15];

% Vectorul termenilor liberi
B =[25.5 58 38.25];
B=Bj
n=size(B,1);
% Toleranta
tol=le-3;
% nr max de iteratii
max_iter = 1e3;
%Aproximatia initiala
%Varianta 1: zerouri
%x=zeros(n,1);
%Varianta 2: vectorul g (b(i)/a(i,i))
for i=1:n

g(1)=B)/A(i);
end

xX=g';

%% Programul principal
for i=1:n

suma_rand=0;

for j=l:n

suma_rand=suma_rand+abs(A(i,j));

end

if suma_rand-abs(A(i,i)) > abs(A(i,i)) % verificam daca matricea este diagonal domi-

nanta

disp(OBSERVATIE: Matricea nu este diagonal dominanta');

disp(' ")
end
end

for iteratie = 1 : max_iter
X_anterior=x;
for i2=1:n
suma=0;
for j2=1:n
if j2~=i2

suma=suma+A(i2,j2)*x_anterior(j2);
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end

end

x(2)=(1/A(12,i2))*(B(i2)-suma);
end
norma=norm(x_anterior-x);
if norma <= tol

break % s-a atins solutin in precizia de calcul impusa
end

end

%% Afisare rezultate
if iteratie == max_iter
disp (* );
disp('Solutia nu s-a putut calcula');
fprintf ('Numarul curent de iteratii este %1.0f \n' iteratie);
return
end
disp('Solutia sistemului de ecuatii este:')
for il=1:n
fprintf (' x(%1.0f) = %2.10f \n'il,x(il))
end
disp ()
fprintf ( 'Solutia s-a determinat dupa %1.0f iteratii \n'iteratie);
%proba solutiei; practic se face operatia A*X-B

disp (" );
disp('Proba solutiei A*X-B=0:")
for il=1:n
fprintf (' Ecuatia %1.0f: %g \n', i1, A(il,:)*x-B(i1));
end

3.4.3 Aplicatie rezolvata
Pentru exemplificarea operatiilor ce trebuie parcurse pentru rezolvarea unui sistem de ecu-
atii liniare cu metoda Jacobi, se considera urmatorul exemplu:

10x; + x, + x3 = 25.5
X1 + 20x2 + 2x3 = 58 (363)
—1.5x; — 1.5x, + 15x3 = 38.25

Matricea coeficientilor este:
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10 1 1
A= 1 20 2] (3.64)
~1.5 -15 15

Analizand elementele matricei coeficientilor, se observa cu usurinta ca matricea A este dia-

gonal dominantd. Vectorul g si matricea M cuprind urmatoarele elemente:

2.55 0 -01 -0.1
2.9 ]; M= [—0.05 0 —0.1] (3.65)

2.55 0.1 0.1 0

g:

Aproximatia initiald se considera vectorul g. Toleranta de calcul acceptata este € = 1073,

Iteratia 1:
X0 =g+ M-XO

0 -0.1 -0.1] [2.55
—0.05 0 —0.1] . [ 2.9 ] -

2. 55
(1) — [
(1) 2.55

01 01 ol l2ss (3-66)
2. 005
<1> = [2. 5175
(1) 3.095
Verificarea testului de convergenta:
[ XD —xO|| < e
2.005 2 55
2.5175 <0.001 »
3.095 2 55
(3.67)
—0.545
—0.3825(|| = 0.001 -
0.545

0.86044 > 0.001

Se observa ca testul de convergenta nu este indeplinit si astfel, se continua procesul iterativ
care este prezentat in totalitate in tabelul de mai jos. Solutia, cu toleranta de calcul acceptatad,
este obtinuta dup4 5 iteratii. Valorile calculate sunt foarte apropiate de solutia exactd care e

reprezentatd de valorile 2, 2.5 si 3.
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k x; %30 x| xern x| 1 gfdi‘;rl‘j‘r’z:?ge“ta
1 2.005 25175 3.095 0.860440 Nu
2 | 198875 | 249025 | 3.00225 0.098026 Nu
3 | 200075 | 25003375 | 2.9979 0.016269 Nu
4 | 2000176 | 2500173 | 3.000109 0.002288 Nu
5 | 1999972 | 2499980 | 3.000035 0.000290 Da

Micsorand toleranta de calcul la valoarea € = 107°, solutia calculata se apropie si mai mult

de solutia exactd, Insd numadrul de iteratii este mai mare.

e T e
1 2.005 2.5175 3.095 0.86043957 Nu
2 1.98875 2.49025 3.00225 0.09802646 Nu
3 2.00075 | 2.5003375 2.9979 0.01626899 Nu
4 2.000176 | 2.500173 | 3.000109 0.00228801 Nu
5 1.999972 | 2.499980 | 3.000035 0.00029011 Nu
6 1.999998 | 2.499998 | 2.999995 0.00005090 Nu
7 2.000001 | 2.500001 | 3.000000 0.00000560 Nu
8 1.999999981 (2.500000002|3.000000124|  0.00000102 Nu
9 1.999999987(2.499999989(2.999999998|  0.00000013 Da

Aplicand secventa Matlab (e = 107°), se afiseazd urmatoarele:
Solutia sistemului de ecuatii este:
x(1) =1.9999999874
x(2) = 2.4999999886
x(3) =2.9999999982
Solutia s-a determinat dupa 9 iteratii
Proba solutiei A*X-B=0:
Ecuatia 1: -1.38923e-07
Ecuatia 2: -2.44772e-07
Ecuatia 3: 9.42891e-09
Aplicatia Matlab afiseaza si proba solutiei, atestand suplimentar cd valorile calculate sunt

corecte.
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Observatie: este posibil ca procesul iterativ sa convearga spre solutie chiar daca matricea
coeficientilor nu este diagonal dominanta. De exemplu, pentru aplicatia anterioard, modifi-
cand coeficientul a;; In valoarea 1, algoritmul Matlab afiseaza urmatoarele rezultate:
OBSERVATIE: Matricea nu este diagonal dominanta
Solutia sistemului de ecuatii este:
x(1) =19.3971294905
x(2) = 1.4665072175
X(3) = 4.6363636485
Solutia s-a determinat dupa 14 iteratii
Pentru aceastd situatie, procesul iterativ determina solutia dupa 14 iteratii, deci cu un efort

de calcul marit.

3.4.4 Aplicatii propuse

P1. Utilizand algoritmul Matlab, sa se rezolve aplicatia 2 descrisa in sectiunea 3.1. Toleranta

de calcul acceptatd este € = 107*.

P2. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare de mai jos, acceptand toleranta e = 1073.

4'x1 + 6x2 + x3 = 8
le + Xy + 6X3 = 5

Este procesul iterativ convergent spre solutie?

Ce se intampla daca primele doua ecuatii sunt inversate?

P3. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare:

8x1 — x5 + 2x3 + x4 — x5 = 20

—x1 + 5%, + x3 — x4 — 2x5 = 30

2x1 + Xy + 6x3 + 2x4 — x5 = 40 (3.69)
X1 — Xy + 2x3 + 6x4 + 2x5 = —10
—X1 — 2Xy; — X3 + 2x4 + 7x5 = 10
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3.5 Conditionarea sistemelor de ecuatii liniare

3.5.1 Notiuni teoretice

Stabilitatea solutiei unui sistem de ecuatii liniare poate fi examinata prin introducerea unor
mici perturbari in termenii liberi ai sistemului si compararea solutiilor astfel obtinute cu cele
ale sistemului initial (neperturbat). Daca mici perturbari ale termenilor liberi genereaza mici
modificiri (de acelasi ordin) ale solutiilor atunci sistemul este bine conditionat. In caz con-
trar, se spune ca sistemul este rau conditionat. Sensibilitatea solutiei sistemului la mici per-
turbari ale termenilor liberi este semnalata de marimea numarului de conditie al matricei

coeficientilor, care se poate evalua cu urmadtoarea relatie:
cond (4) = ||A]l - ||A7Y| (3.70)

unde ||A|| reprezintda norma matricei coeficientilor. Daca cond (A) = 1 atunci sistemul de
ecuatii este bine conditionat, iar perturbari mici ale termenilor liberi vor genera modificari
de acelasi ordin in randul solutiilor. Aceasta concluzie este evidentiata prin urmatoarea re-

latie [6..9]:

Ll Vel _ g ay Il (3.71)
cond (A) |IBIl — IIXIl — '

B

unde, ||r|| este norma vectorului perturbator, iar ||e|| reprezinta norma vectorului care con-

tine modificarea solutiei sistemului. Analizand relatia (3.71), se poate deduce ca pentru

i L lle
cond (A) = 1 modificarea solutiei, indicatd de raportul

X1l

este de acelasi ordin cu pertur-

. ) e Il 3 3 . :
barea introdusa (cuantificatd prin raportul m). Daca numarul de conditie este mare, atunci
exista posibilitatea ca mici perturbari ale termenilor liberi sa conduca la modificari mari an

randul solutiilor sistemului.

Observatii:
. valoarea numarului de conditie este influentata de norma utilizata in evaluarea lui;
. cele mai des intalnite norme ale unei matrice sunt:

- norma liniilor (valoarea maxima dintre suma modulelor elementelor de pe fi-

ecare linie):
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n
41l = max ) [a] 672)
j=1

norma coloanelor (valoarea maxima dintre suma modulelor elementelor de pe

fiecare coloand):

n
Afl; = max Z a;j .
” ”1 1<j<n | l]l (3 73)
i=1
. dacd determinantul matricei coeficientilor este apropiat de 0 (matricea este aproape

singulara) atunci cond (A) este mare si, In general, sistemul de ecuatii este rau con-

ditionat. Multiplicarea ecuatiilor sistemului cu factori nenuli conduce la modificarea

determinantului matricei coeficientilor (nu si a solutiei sistemului) si, astfel, utiliza-

rea marimii determinantului in evaluarea stabilitatii solutiei sistemului nu este un

criteriu riguros.

3.5.2 Aplicatie Matlab

clearvars
clc
%Date de intrare
%Matricea coeficientilor A
A=11.002 1

1 0.998];
%Vectorul termenilor liberi B
B=[2.002 1.998];
%Vectorul perturbare R
R=[0.0001 0];
n=size(A,1);

B=B
R=R}
B_pert=B+R;

perturbare=norm(B_pert)/norm(B);

% Determinarea numarului de conditie

numar_conditie=cond(A,"inf"); % calculul numarului de conditie folosind norma liniilor

% ( maximul sumei modulellor elementelor de pe linie)

tprintf (Numarul de conditie a matricei A este: %6.2f \n', numar_conditie)

disp(" ")
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%Determinarea cu metoda Gauss a solutiilor sistemului neperturbat
x = functie_Gauss(A,B); % se apeleaza metoda eliminarii Gauss
%afisare rezultate sistem perturbat
disp('Solutia sistemului neperturbat este:')
for k=1:n
fprintf (' x(%1.0f) = %2.10f \n'k,x(k))
end
disp (")
%Determinarea cu metoda Gauss a solutiilor sistemului perturbat
B_perturbat=B+R; % termenul liber perturbat
x_perturbat = functie_Gauss(A,B_perturbat); % se apeleaza metoda eliminarii Gauss
%afisare rezultate sistem perturbat
disp('Solutia sistemului perturbat este:')
for k=1:n
fprintf (' x_perturb(%1.0f) = %2.10f \n'k,x_perturbat(k))
end
%afisare rezultate
fprintf('\n")
disp('Perturbarea privita in raport cu efectul pe care il provoaca asupra rezultatelor:')
D=x-x_perturbat;
fprintf (‘Perturbarea in B = %2.6f \n', perturbare )
efect=norm(D)/norm(x);
fprintf ('Perturbarea in X = %2.6f \n', efect)

3.5.3 Aplicatie rezolvata

Fie urmatorul sistem de ecuatii liniare:

1.002x; + x, = 2.002
{xl +0.998x, = 1.998 (3.74)
Se cere:
. evaluarea numarului de conditie al matricei coeficientilor;
. verificarea stabilitatii solutiei sistemului folosind urmatorul vector perturbator:
_ [0.0001
r=| 0 ] (3.75)

Pentru evaluarea numarului de conditie trebuie apriori evaluatd inversa matricei A. Fiind o

matrice patratica de ordin 2, inversa se va evalua clasic, pe baza adjunctei:

1
-1 _ LA*
R (3.76)
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1 1 [0.998 -1
—0.000004L -1 1.002
4-1 = [~249500 250000

~ 1 250000 —250500

Avand in vedere ca matricea A este simetrica, norma ei si a inversei nu depinde de norma

aplicata. Astfel:

Al = max(2.002,1.998) = 2.002

(8.77)
|47Y]|_ = max(499500,500500) = 500500
In baza relatiei (3.70), numarul de conditie este:
cond (A) = 2.002 - 500500 =1002001 (3.78)

Se observa cd numadrul de conditie este foarte mare si astfel solutia sistemului poate fi sen-

sibila la mici perturbari ale termenilor liberi. Solutia sistemului initial (3.74) este:
_1
x=| 1] (3.79)

Introducand perturbarea impusa, sistemul de ecuatii devine:

1.002x; + x, = 2.0021
{xl + 0.998x, = 1.998 (3.80)
iar solutia acestuia:
« _ [—23.95
X = [ 26 (3.81)

Comparand solutiile (3.79), respectiv (3.81) se observa o modificare considerabila a acestora
ca urmare a micilor perturbari introduse. In consecint3, se poate afirma ci sistemul este rau
conditionat.
Folosind secventa Matlab, descrisa mai sus, se afiseaza urmatoarele:
Numarul de conditie al matricei A este: 1002001.00
Solutia sistemului neperturbat este:
x(1) =1.0000000001
X(2) = 0.9999999999
Solutia sistemului perturbat este:

x_perturb(1) = -23.9500000003
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x_perturb(2) = 26.0000000003
Perturbarea privita in raport cu efectul pe care il provoaca asupra rezultatelor:
Perturbarea in B = 1.000025
Perturbarea in X =24.975013
In cadrul aplicatiei Matlab, rezolvarea celor doud sisteme de ecuatii se face folosind metoda
elimindrii Gauss, iar norma utilizata pentru evaluarea numarului de conditie este cea a lini-

ilor. Suplimentar rezultatelor calculate manual, secventa Matlab evalueaza si rapoartele

llell il . : el o

m, respectiv m Se observa cd ordinul de marime al efectului m este diferit de cel al
Irll o iy

cauzel m, consecintd caracteristica sistemelor de ecuatii rdu conditionate.

3.5.4 Aplicatii propuse

P1. Sa se multiplice cu factorul 10 prima ecuatie a sistemului (3.74), iar apoi sa se calculeze
numadrul de conditie si sa se studieze stabilitatea solutiei sistemului folosind acelasi vector
perturbator. Ce se observa?

P2. 5a se calculeze numarul de conditiei al matricei de rigiditate a structurii descrise in apli-
catia 2 a sectiunii 3.1. Sa se studieze apoi stabilitatea solutiei sistemului de ecuatii asociat,
considerand ca fortele aplicate devin 111 kN. Sistemul este bine sau rau conditionat?

P3. Fie matricea Hilbert de rang 4:

(3.82)

N RrU R FRW] -

NI, Oo Ul R DR

Bl R W RN =R =
Ul RPW RN -

Sa se calculeze numarul de conditie si sa se studieze stabilitatea sistemului cunoscand:

B =[25/12 77/60 57/60 319/420]
(3.83)
r=[01 0 01 O]
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