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PREFATA

Acest indrumar de laborator este elaborat cu rol de anexa pentru cursul Teoria Sistemelor I,
predat la sectia Automatica si Informatica Aplicata din cadrul Facultatii de Automatica si
Calculatoare, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca. Suplimentar, lucrarea poate fi par-
cursa si cu rol de indrumator aplicativ pentru inginerii din domeniul reglarii si folosit pentru
consolidarea cunostintelor teoretice elementare in vederea realizarii cercetarii in domeniu.

Indrumarul este structurat in 5 parti. Partea I, intitulata “Preliminarii”, prezinta un su-
mar al conceptelor matematice si tehnice din cursul Modelarea Proceselor premergatoare
intelegerii conceptelor predate. Partea a II-a, intitulata “Modelarea sistemelor LTT”, prezinta
conceptul de sistem liniar si invariant in timp, alaturi de metodele clasice de modelare ale
acestora, cu precadere fiind realizarea de stare, pretabila analizei in domeniul timp, si functia
de transfer, pretabild domeniului frecvential. Partea a Ill-a, intitulata “Analiza sistemelor
LTT”, prezinta proprietatile esentiale ale sistemelor LTI, printre care se enumera stabilita-
tea, raspunsurile lor la semnale de intrare standard, definirea si estimarea performantelor,
respectiv interconectarea sistemelor. Partea a IV-a, intitulata “Metoda locului radacinilor”,
prezinta metoda omonima, cu accent intr-o prima etapa pe trasarea locului geometric al
polilor sistemului in bucla inchisa in functie de un parametru pozitiv, iar ulterior, pe inter-
pretarea proprietatilor sistemului inchis pe baza graficului rezultat: stabilitatea, regimurile
de functionare, performante. Partea a V-a, intitulata “Recapitulare. Aplicatii. Autoevalu-
are” prezinta modele de cerinte de evaluare pe baza materiei predate in cadrul laboratorului,
cu posibilitatea de a aplica materia predata intr-un mod organizat pe un sistem dinamic la
alegere in scopul exersarii.

Se lucreaza in mediul MATLAB®, respectiv vor fi necesare extensiile Simulink® si
Control System Toolbox ™.

Autorii, Octombrie 2024.
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Operatori
Numere complexe
Elemente de algebra liniara . 18
Polinoame

Breviar matematic

15

Lucrarea de fata prezinta un rezumat al con-
ceptelor matematice necesare ca preconditii
pentru studiul materialului curent, cu accent
pe implementarea lor utilizand mediul MA-
TLAB. Printre acestea, se enumera elemente
de algebra liniara, trigonometrie, analiza ma-
tematica si analiza complexa.



Breviar matematic

1.1 Operatori

Operatorii matematici uzuali pot fi folositi in expresii iar ordinea operatorilor aritmetici poate
fi modificata folosind paranteze rotunde. Cei mai folositi operatori se gasesc in Tabelul 1.1.

Simbol Rol Simbol Rol
+ Adunare K Inmultirea element cu element
— Scadere ./ Impirtirea element cu element
* Inmultjire ~ Ridicarea la putere element cu element
/ Impirtirea ’ Transpusa
8 Ridicarea la putere \ Impartirea la stanga

Tabelul 1.1: Operatori matematici

1.2 Numere complexe

In MATLAB se poate opera cu numere complexe, cu parte reald si parte imaginard. Unitatea
imaginara, al carei patrat este —1, este stocatd in variabila 7 sau j. Aceste doua variabile
pot fi suprascrise! Numarul complex x = 2 4 3i si conjugatul sdu y = 2 — 3i pot fi declarate
astfel, folosind fie 7, fie j.

>> x=2+3i Y, alternative: x=2+3i, x=2+3%1i, x=2+3%1j
x =

2.0000 + 3.0000i
>> y=2-3j % alternative: y=2-3i, y=2-3%1i, y=2-3%1j
y =

2.0000 - 3.0000i

In MATLAB sunt incluse functii predefinite pentru multe operatii matematice. Codul
sursa al acestora nu este, de obicei, disponibil utilizatorului. Pentru a determina modul in care
se foloseste o anumita functie, folositi sintaxa help nume_functie sau doc nume_functie.
Help afigeaza informatiile in linia de comanda, iar doc deschide o fereastra noua in care se
regaseste descrierea functiei, exemple de utilizare si alte informatii.

>> help det
>> doc inv

Cateva functii trigonometrice uzuale sunt prezentate in Tabelul 1.2. Atat paramtrii de intrare,
cat si rezultatul functiei, se exprima in radiani. Aceste functii au si un echivalent care
lucreaza cu variabilele in grade, precum sind, atand, atand?2 etc., respectiv exista functiile
de conversie din radiani in grade si reciproc: rad2deg, deg2rad.
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Tabelul 1.2: Functii trigonometrice

sin(x) Sinusul elementelor din x (in radiani)

cos(x) Cosinusul elementelor din vectorul x (in radiani)

asin(x) Arcisnus pentru elementele din x (rezultatul in radiani)
acos (x) Arccosinus pentru elementele din x (rezultatul in radiani)
tan(x) Tangenta elementelor din vectorul x (in radiani)

atan(x) Arctangenta elementelor din x (rezultatul in radiani)

atan2(y,x) Argumentul in patru cadrane al numarului complex z = x + jy € C.

In exemplul de mai jos, se calculeaza sinusul unghiurilor 90°, 60° si 30°, unde pi este o
constanta predefinita in MATLAB.

>> angles_degrees=[90 60 30]
angles_degrees =

90 60 30
>> sin(angles_degrees*pi/180)
ans =

1.0000 0.8660 0.5000

Pentru calculul corect al argumentului unui numar complex z = z + jy, se recomanda
functia atan2(y,x) (atentie la ordinea argumentelor!), care se definegte pe baza cercului
trigonometric in felul urmator:

(atan(g), ifr>0andy > 0(QI),
7 — atan(|Z|), ifr <0andy >0 (QII),
7+ atan(|Z]), ifx <0andy < 0 (QIII),
Zz = atan2(y,x) = { 27 — atan(|%|), ifx>0andy <0 (QIV), (1.1)
+3, ifr=0andy > 0,
-5 ifr=0andy <0,
| undefined, ifr=y=0.

Numerele complexe pot fi descrise atat in forma algebrica, cat si forma trigonometrica
echivalenta (utilizand formula lui Euler):

z = Re(2) + jIm(2) = |2]e’“* = |2| (cos(£z) + jsin(£z)), (1.2)

unde /z = arg(z) se numeste faza sau argumentul numarului complex z. Argumentul com-
plex are urmatoarea proprietate in functie de produsul si raportul a doua numere complexe:

4(21 . ZQ) = 42’1 + 422, Z <ﬁ> = 42’1 - 422. (13)

z2

In Tabelul 1.3 este dati o listd cu cele mai utilizate functii matematice.
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Tabelul 1.3: Functii matematice de baza

abs(x) Valoarea absoluta a elementelor din x
sqrt(x)  Radical din x

imag(x)  Partea imaginara a lui x

real(x)  Partea reald a lui x

conj(x)  Conjugatul lui x

log(x) Logaritm natural
log10(x) Logaritm in baza 10
exp (x) Functia exponentiala

1.3 Elemente de algebra liniara

In Tabelul 1.4 sunt date cateva functii folosite pentru proprietitile unei matrice sau pentru
construirea matricelor.

Tabelul 1.4: Proprietatile unei matrice si operatii pe matrice

inv(A) Inversa matricei A

eig(A) Valorile proprii ale matricei A

det (4) Determinantul matricei A

rank (A) Rangul

eye Creeaza o matrice unitate

ones, zeros C(reeaza o matrice compusa din unu sau zero
diag Creeaza o matrice diagonala

Valorile proprii \; € A(A), i = 1,n ale unei matrice patratice A € C"*" sunt solutiile
ecuatiei caracteristice:

Av =X v, v#0 < det(Al, — A) =0, (1.4)

unde v € C" se numeste vector propriu aferent valorii proprii A € C. Multimea A(A) a
valorilor proprii se numeste spectrul matricei A.
Ele caracterizeaza direct comportamentul solutiilor sistemului de ecuatii diferentiale:

i(t) = Az(t), z(0) =20 € R", t >0, (1.5)
cu solutia in functie de conditia initiala xg:
z(t) = e - x. (1.6)

Pentru calculul determinantilor pe foaie, se amintesc: regula triunghiului, regula lui Sarrus,
respectiv descompunerea in minori principali prin intermediul teoremei lui Laplace. O matrice
patratica A € C"™*" este inversabila daca si numai dacd determinantul ei este nenul, i.e.
det(A) # 0, fapt echivalent cu a avea rang maxim, i.e. rank(A) = n.



Breviar matematic

1.4 Polinoame

In MATLAB, polinoamele sunt reprezentate printr-un vector linie care contine coeficientii
ordonati in ordinea descrescatoare a puterilor variabilei. Astfel, pentru un polinom de ordinul
n, vom declara un vector de lungime n + 1. Polinoamele:

p(s) =s* + 25 —3s* + 45 — 5 si q(s) =s* +6,

sunt declarate ca vectori astfel:

>>p
>>q

[1 2 -34 -5];
[1 0 0 6];

Cateva functii folosite pentru polinoame sunt date in Tabelul 1.5.

Tabelul 1.5: Functii pentru polinoame

roots(p) Réadacinile polinomului p
polyval(p,v) Polinomul p, evaluat in v
conv(p,q) Inmultirea polinoamelor

deconv(p,q)  Impartirea polinoamelor
residue(b,a) Reziduurile, polii si transferul direct pentru functia rationala b(s)/a(s)

Printre conceptele esentiale in lucrul cu polinoame se enumera teorema impartirii cu rest,
schema lui Horner, impunerea radacinilor multiple (prin anularea suplimentara a derivatelor).
O functie rationala se defineste ca raport de doud polinoame b(s) si a(s):

b(s)  bms™+ bp15™ L 4 -+ bys + by
a(s)  ans" 4 an 18" 4t ars+ag

(1.7)

Daca radacinile de la numitor au multiplicitatea 1, atunci H(s) admite o descompunere de

forma: , . .
H(s)= —2— 4 ... —2 4+ —1 1 k(s), 1.8
) $ = Dn s—pa 5= (s) (18

avand reziduurile ry,...,7,, polii pi,...,p, si transferul direct k(s).
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In aceastd lucrare de laborator sunt prezen-
tate principalele elemente de modelare a pro-
ceselor care vor fi utilizate in cadrul disci-
plinei Teoria Sistemelor. Lucrarea contine
informatii legate de alegerea variabilelor de
stare in sisteme electrice si mecanice, ala-
turi de principalele elemente necesare pentru
determinarea modelelor de tip spatiul stari-
lor (intrare-stare-iegire) si a modelelor de tip
intrare-iegire.



22 Elemente de Modelarea Proceselor

2.1 Sisteme electrice

2.1.1 Elemente de fizica

Principalele elemente de fizica necesare pentru modelarea sistemelor electrice fara amplifica-
toare operationale sunt legile lui Kirchhoff si legea lui Ohm.

Legea I a lui Kirchhoff: Suma intensitatilor curentilor care intra intr-un nod de retea este
egala cu suma intensitatilor curentilor care ies din acelasi nod de retea.

Legea a II-a a lui Kirchhoff: Suma algebrica a tuturor caderilor de tensiune dintr-un ochi
de retea este egala cu zero.

Legea lui Ohm: Intr-un circuit intensitatea (I) curentului electric este direct proportionala
cu tensiunea aplicata si invers proportionald cu rezistenta (R) din circuit:

U
I==.
R

2.1.2 Alegerea variabilelor de stare

Variabila de stare este caracteristica unui element capabil sa inmagazineze energie. Aceasta
se alege in acord cu elementul care apare in expresia energiei inmagazinate.

a) Bobina este caracterizatd prin inductanta sa L ce se masoara in [H]. Energia inma-
gazinata in bobina se poate exprima astfel:

1
Ep = §in,

de unde putem deduce ca variabila de stare caracteristica bobinei este intensitatea
curentului prin bobina ;. Caderea de tensiune pe bobina se poate exprima in
functie de variabila de stare:

de , 1
Uy = d_tL = 1 = E/uL(t)dt-

b) Condensatorul este caracterizat prin capacitatea sa C' ce se méasoara in [F]. Energia
inmagazinata in condensator se poate exprima astfel:

1
EC = §OU%~,

de unde putem deduce ca variabila de stare caracteristica condensatorului este ca-
derea de tensiune pe condensator u¢. Intensitatea curentului prin condensator se
poate exprima in functie de variabila de stare:

, du 1 [,
o = Cd_tc = Uc = a/lc(t)dt

c) Rezistorul este caracterizat prin rezistneta sa R ce se masoara in [(2]. Rezistorul nu
inmagazineaza energie, deci pentru rezistor nu se aleg variabile de stare. Energia
disipata de un rezistor este data de:

Loy

ER: = TRUR.

1
5}2@%
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2.1.3 Functionarea unui amplificator operational (AO)

Pentru a modela circuitele active (cele in care avem amplificatoare operationale), se considera
urmatoarele doua ipoteze simplificatoare pentru modelarea unui AO:

e intensitatea curentilor de intrare in AO este nula: i, =i_ = 0;

e potentialele la bornele de intrare ale AO sunt egale: V, = V_.

2.2 Sisteme mecanice

2.2.1 Elemente de fizica

Principalele elemente de fizica necesare pentru modelarea sistemelor mecanice sunt legile lui
Newton.

Principiul I al mecanicii: Orice corp isi mentine starea de repaus sau de miscare rectilinie
uniforma atat timp cat asupra sa nu actioneaza alte forte sau suma fortelor care actioneaza
asupra sa este nula.

Principiul al II-lea al mecanicii: O forta care actioneaza asupra unui corp ii imprima
acestuia o acceleratie, proportionala cu forta si invers proportionala cu masa corpului:

—

F =mad.

Principiul al I1I-lea al mecanicii: Cand un corp actioneaza asupra altui corp cu o forta
(numitd fortd de actiune), cel de-al doilea corp actioneaza si el asupra primului cu o forta
(numita forta de reactiune) de aceeasi marime si de aceeasi directie, dar de sens contrar.

Principiul suprapunerii fortelor: Daca mai multe forte actioneaza in acelasi timp asu-
pra unui corp, fiecare va produce propria sa acceleratie, acceleratia rezultanta fiind suma
vectoriala a acestora:

Z F’l = md.

2.2.2 Alegerea variabilelor de stare

Exact ca in cazul precedent, variabila de stare este caracteristica unui element capabil sa
inmagazineze energie. Aceasta se alege in acord cu elementul care apare in expresia energiei
inmagazinate.

a) Masa M se masoara in [kg]. Energia inmagazinata este data de energia cinetica si se
poate exprima astfel:
1
EC = §MU2,
de unde putem deduce ca variabila de stare caracteristica masei este viteza de
deplasare v.
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b) Resortul este caracterizat prin constanta elastica k ce se méasoara in [N/m]. Energia
inmagazinata in resort este energia de deformare si se poate exprima astfel:

1
Ek = 5]?&72,

de unde putem deduce ca variabila de stare caracteristica resortului este alungirea
acestuia x. Forta este data de legea lui Hooke:

F=kzx.

¢) Amortizorul este caracterizat prin coeficientul de frecare B ce se méasoara in [Ns/m)].
Amortizorul nu inmagazineaza energie, deci pentru amortizor nu se aleg variabile
de stare. Forta se poate exprima astfel:

F = Bo.

Remarca: Se poate realiza o echivalenta intre elementele clasice din domeniul electric si
cele din domeniul mecanic conform Tabelului 2.1:

’ Electric ‘ Mecanic ‘

C M
1/L K
1/R B

Tabelul 2.1: Echivalenta electric-mecanic

2.3 Modele matematice ale sistemelor

2.3.1 Modelul intrare-stare-iesire

Un model de tip spatiul starilor al unui sistem liniar gi invariant in timp este un model de
forma:

x = Ax + Bu;
y = Cx + Du,

unde x € R" este vectorul variabilelor de stare, u € R™ este vectorul intrarilor, y € R?
este vectorul iegirilor, A € R™*" este matricea de stare, B € R™™ este matricea de intrare,
C € RP*™ este matricea de iegire, iar D € RP*™ este matricea transferului instantaneu.

Pentru modelare se considera atatea variabile de stare cate elemente capabile sa inma-
gazineze energie avem in sistem. Numarul acestor variabile de stare constituie ordinul
sistemului.
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2.3.2 Modelul intrare-iesire

Pentru sistemele liniare si invarinate in timp, modelul intrare-iesire este reprezentat de o
ecuatie diferentiald liniara, omogena gi cu coeficienti constanti:
d™ d d"

mdt—mu(t) 4+ bi—u(t) + bou(t) = ap—y(t) + -+ + aliy(t) + agy(t).

b dt d¢n dt

2.4 Exemple rezolvate

Sa se deduca modelele intrare-stare-iegire si intrare-iegire ale urmatoarelor sisteme electrice
$1 mecanice.

Exemplul 1 Se considera circuitul electric din Figura 2.1. Avem doua elemente care in-
magazineaza energie: bobina L si condensatorul C'. Vectorul variabilelor de stare este:

Figura 2.1: Circuit electric RLC.

Din legile lui Kirchhoff si legea lui Ohm putem deduce:

iR:iL:ic:Cﬁ‘—f:>:c1:C§c2:>j:2:%x1;
. . 1 1
Uiy, = UR + Uc + UL, = u = Ry + Loy + 29 = 21 = —%xl—zxg—i-zu,
iar pentru ecuatia de iegire avem y = u¢c = x9. Asadar, setul de ecuatii diferentiale de stare,
impreuna cu ecuatia liniard de iesire, pot fi puse in forma matriceala astfel:

T :—%xl—%xQ—i—%u A B _% _% %
By = Lay = = % 0 0]. (2.1)
c C C

Pentru a determina modelul matematic intrare-iegire, ne vom folosi de ochiul de circuit si
avem:

ds
u:uR—l—uL—i-ucéu:RiRvLLd—tL%—y.
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Dar avem:
g =1 =1c = CYy,
de unde rezulta ca ecuatia intrare-iegire este:

u= RCy+ LCy +y.

Exemplul 2 Se considera circuitul electric din Figura 2.2. Avem doua elemente care in-
magazineaza energie: condensatoarele C; si Cy. Vectorul variabilelor de stare este:

(- (2)

Cc2
3.3nF

R2
18KQ
c1 +12V
R1 V+
1.5KQ 100nF
+ AN ,\_| I '
741 0 +
Voltage +
Input Voltage
V- Qutput
-12v
.© o

Figura 2.2: Circuit electric cu AO.

Deorece borna pozitiva este legata la masa, potentialul bornei negative va i V. = 0.
Aplicam Kirchhoff pe acest ochi de circuit si avem:
1 1
Uip = U, + Uc, = u = RCii1+ 21 = 21 = — T1 + U.
Ry C1 1Vl 1 1 Rl Cl 1 Rl Cl

Apoi, deoarece intenstiatea curentilor de intrare in AO este 0, avem:
iCl = 7:02 + iRza
iar din aplicarea legii lui Kirchhoff pe ochiul de sus avem:

1 1 1
TR T RGTTRG

Ucy, = UR, = To = RQ(Clji‘l — Cgl"g) = Iy =
Pentru ecuatia de iegire avem:
0—y=uc, =y=—1.
Asgadar, setul de ecuatii diferentiale de stare, impreuna cu ecuatia liniara de iegire, pot fi
puse in forma matriceala astfel:
| 1
T1= "ot T me v

By = — 2 ¥ — 3o Ty + ot = A
27 T RiCL RoCoy ™2 R1Co C D
Y= —T2
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V4

Exemplul 3 Se considera sistemul mecanic din Figura 2.3 asupra caruia actionam cu o
forta F' in sus. Avem doud elemente care inmagazineaza energie: masa m si resortul k.
Vectorul variabilelor de stare este:

Figura 2.3: Sistemul mecanic masa-resort-amortizor.
In acest caz este mai simplu sa scoatem direct modelul matematic intrare-iegire:
F=mi+ kx + ct.

Daca ne uitam la modul cum au fost alese variabilele de stare, obtinem:

T1 = T3 x1 )
F = mdy + kxy + cx :>i:——ﬁx—~%?+iF ’
= 2 1 2 2= T — e T o

de unde putem deduce scrierea matriceala a modelului de tip spatiul-starilor, considerand
iesirea ca fiind deplasarea x a corpului:

() (L s %\ (2

Exemplul 4 Se considera sistemul mecanic de rotatie din Figura 2.4. Avem trei elemente

care inmagazineaza energie: masele in rotatie caracterizate prin inertiile .J; si J5 si resortul
K. Vectorul variabilelor de stare este:

T 01
T2 | 6.)1
= s I

Ty 92

Scoatem din nou mai intai modelul intrare-iegire pentru fiecare subsistem:

T = J10, + D16y + K (0, — 0,)
K(Gl - 92) - JQGQ + D292
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a1(1) 02(1)

I(t
e — W 3
D1 71 5 7] D2

7777

Figura 2.4: Sistem mecanic de rotatie.

Daca ne uitdm la modul cum au fost alese variabilele de stare, obtinem:

Ty = Ty T1 = X
— . . _ K D1 K 1
T'=Jis+ Diwg+ K(oy—2s) | Jd2= o — Jloa+ gias+ 3
. _ ,
T3 = T4 T3 = T4
= J.d . _ K K D
K(x1 — x3) = JoZy + Doy Ty = LU — 03— J—22354

de unde putem deduce scrierea matriceala a modelului de tip spatiul-starilor, considerand
iesirea ca fiind pozitia unghiulara a corpului cu momentul de inertie J:

0 1 0 0 0
_K _Di K 1
A B J1 J1 J1 J1
( ): 0 0 0 1 0 (2.3)
¢ | D K g _kK _D | g
J2 J2 JZ
\ 0 0 1 0 0/

2.5 Simularea unui sistem dinamic in mediul MATLAB

Pentru simularea sistemelor dinamice reprezentate prin modelul intrare/stare/iesire se poate
considera in MATLAB mecanismul odexy de integrare a ecuatiilor diferentiale ordinare (engl.
ordinary differential equations). Existd mai multe implementari ale algoritmilor de integrare
numerica, iar acestea difera prin precizia furnizata in comparatie cu timpul de executie nece-
sar. Exemple de implementari in MATLAB sunt functiile ode23, ode23tb, ode45, odelb5s,
odelb5i, odel13, 0de89, printre altele.

Sintaxa apelarii unei functii de tip odexy este data de:

[t,x] = odexy(SYSFCN,TSPAN,x0), (2.4)

unde SYSFCN referentiaza functia care precizeaza dinamica sistemului, avand interfata dx =
SYSFCN(t,x) < @(t) = f(t,x(t)), TSPAN este un vector care specifica intervalul de timp in
care sa se efectueze simularea, iar x0 reprezinta vectorul conditiilor initiale pentru variabilele
de stare: x(0) = x0. Functia returneaza vectorul de timp t si starile z(¢) ale sistemului
simulat.

Spre exemplificare, pentru circuitul RLC din Exemplul 1 cu realizarea de stare (2.1), se
defineste dinamica de stare a sistemului prin functia sysRLC, implementata astfel:
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function dx = sysRLC(t,x)

R = 200; L = 3.3e—6; C = 4.7e—9;

A= |[-R/L,—-1/L;1/C,0]; B = [1/L;0];
u= 2; % intrare de tip treapta de 2[V|
dx = Axx+Bxu;

end

Integrarea sistemului de ecuatii diferentiale descris de functia sysRLC se poate face precum
in fisierul sursa urmator, in care se afiseaza starile intr-o subfigura, urmat de iesirea sistemului
in a doua subfigura, conform Figurii 2.5.

x0 = [2,5]; % 2|A], 5|V]
[t,x] = ode23(@sysRLC,[0,5e—6],x0);

subplot (2,1,1), plot(t,x, linewidth’
legend ( "x1—iL ", "x2-uC")
xlabel ("Timp [s]|’); ylabel('x(t)");

,3), grid
title (’Simulare ode23”)
y = [0,1]xx"+[0]*2;

subplot (2,1,2), plot(t,y, linewidth ,3), grid
xlabel ("Timp [s]|'); ylabel(’y(t)"); legend( y—x2")

Simulare ode23
T T T T T
10 — =il ||
_x2=uC
8 L —
z 6f 4
x
4 |- —
1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Timp [s] «10°°
12 T
10 -
—_— 8 7
=
>
E —
Al i
2 | | | | | I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Timp [s] «10°°

Figura 2.5: Exemplificarea integrarii numerice a modelului circuitului RLC din Exemplul
1.
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In lucrarea de fatd se prezinti posibilitatea
de a scrie modelul matematic de tip intrare-
iegire al unui sistem continuu, liniar si in-
variant in timp (engl. Linear and Time-
Invariant — LTT) folosind transformata La-
place. De asemenea, se va prezenta o moda-
litate de a simula un sistem descris printr-o
functie de transfer in MATLAB si de a de-
termina tipul filtrului.
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3.1 Functia de transfer. Definitie si proprietati

In domeniul sistemelor de control (engl. Control Systems), sistemele liniare gi invariante in
timp (LTT) reprezinta o clasa de sisteme intens studiate. Astfel, un sistem este liniar, daca
acesta respecta principiul superpozitiei, ceea ce inseamna ca are urmatoarele proprietati:

e aditivitatea: daci pentru intrarea ui(t) avem iesirea y;(t), iar pentru intrarea us(t)
avem iesirea yo(t), atunci pentru intrarea u;(t) 4+ us(t) avem iegirea yi(t) + y2(t);

e omogenitatea: daca pentru intrarea u(t) avem iegirea y(t), atunci pentru intrarea
a - u(t) avem iegirea « - y(t), oricare ar fi constanta a.

Un sistem este invariant in timp daca are loc implicatia: dacd pentru intrarea u(t) avem
lesirea y(t), atunci pentru intrarea u(t — 7) avem iegirea y(¢t — 7), oricare ar fi durata 7.

Pentru un sistem cu o singura intrare gi o singura iegire (engl. Single-Input Single-Output
— SISO), pornind de la ecuatia diferentiald intrare-iegire:

dy(t)

n n—1
d"y(t) d—g/(z€)+_ Aty ——>+apy(t) = bm,

. . d™u(t)
S 7 PO dt

dgm

d™ tu(t)
dtmfl

du(t)

+- - tby

bm—l

(3.1)

prin aplicarea transformatei Laplace, obtinem:
(ans™ + Qp18" a5 +ag)Y(s) = (bps™ + b8 4 - Fbis +bo)U(s), (3.2)

unde:
Y(s)=L{y(t)}(s) si U(s) = L{u(t)}(s), (3.3)

iar relatia (3.2) se poate scrie:

H(s) = L{y(t)}(s) B by 8™ 4 -+ -+ bis + by

-~ L{u(t)}(s) Cl=0 @S+ an S+t ags+ag

Astfel, functia de transfer a unui sistem LTI se defineste ca raportul dintre transformata
Laplace a semnalului de intrare si transformata Laplace a semnalului de iesgire, in conditii
initiale nule. De asemenea, functia de transfer se poate exprima ca un raport de doua
polinoame:

bm8m+"'+bls+b0

H(s) = . 3.4
(5) aps™ + ap_18" L+ -+ ags + ag (34)

Avem trei categorii de sisteme: proprii (m = n), strict proprii (m < n) gi improprii
(m >n).

Pentru reprezentarea functiei de transfer (3.4), rddacinile polinomului de la numitor se
numesc polii sistemului, iar radacinile polinomului de la numarator se numesc zerourile
sistemului. Multimea polilor si a zerourilor formeaza singularitatile sistemului. Gradul
polinomului de la numitor, adica numarul polilor, determina ordinul sistemului.

+b0u(t),
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Vin Vout
O
R
P
L C
o O

Figura 3.1: Reprezentarea unui circuit RLC paralel.

3.2 Determinarea functiei de transfer a unui circuit RLC

Se considera circuitul RLC din Figura 3.1.
Prin aplicarea legilor lui Kirchhoff si a legii lui Ohm, obtinem ecuatia diferentiala ordinara
care modeleaza dinamica circuitului din Figura 3.1:

ddigt) + d‘?éit) + %y(t) = dz—g)' (3.5)

RC

nule, obtinem functia de transfer ca raport de doua polinoame:

1

=S
H(s) = i . 3.6
() s+ %5 + % (3:6)

O alta posibilitate de a obtine functia de transfer este sa aplicam regula divizorului de
tensiune. Astfel, putem obtine un circuit de tipul celui din Figura 3.2, iar functia de transfer
a acestuia este:

_ (s)
Z1(8) + Zy(s)

Folosind aceasta structura, pentru sistemul din Figura 3.1 obtinem functia de transfer:

H(s) (3.7)

sL~$
Hs) = o 2uel®) _ Wee gt (33)
Zr(s)+Zrjc(s) g + SLL% 52 + %s + %
S +ﬁ

Trebuie mentionat faptul ca functia de transfer este unica, spre deosebire de modelele
u/x/y, care se pot exprima intr-o infinitate de moduri. Acest lucru se poate observa compa-
rand rezultatele obtinute cu cele dous metode in relatiile (3.5) si (3.8). In tabelul din Figura
3.3 sunt prezentate opt filtre RLC serie si paralel.



Functia de transfer. Analiza in domeniul frecventa

o— 4 1 O
e; 7> €
0, l O

Figura 3.2: Divizorul de tensiune.

3.3 Analiza tipului filtrului

Pentru a analiza daca o intrare armonica de pulsatie data w, este taiata sau este lasata sa
treacd, putem apela la modelul de tip functie de transfer. Astfel, putem compara raportul
dintre amplitudinea semnalului de intrare gi amplitudinea semnalului de iegire cu valoarea
V/2/2, valoare care corespunde celor —3 [dB] din electronici, i.e. energia semnalului de iesire
este la jumétate din cea a intrarii. Asadar:

Y(y 2
e daca ‘ (].wo) ‘:\H (jwo)| > ——, atunci semnalul u(t)=sin(wpt) este considerat trecut;
U(ju}()) 2
Y(y 2
e daca UEJ'WO; ‘ = |H(jwo)| < \/7—, atunci semnalul u(t) = sin(wpt) este considerat taiat.
J@o

Pentru a determina tipul filtrului, putem studia comportamnetul in zona frecventelor joase,
in zona frecventelor inalte si, la nevoie, in zona frecventelor medii. Astfel:

e in zona frecventelor joase avem: lin% |H (jw)|, cantitate ce trebuie comparati cu v/2/2;
w—

e in zona frecventelor inalte avem: lim |H (jw)|, cantitate ce trebuie comparata cu v/2/2.
w—r00

Daca una dintre limite este peste valoarea de prag, iar cealalta sub valoarea de prag, atunci
natura filtrului poate fi determinata doar pe baza acestora, fiind filtru trece jos (FTJ) sau
filtru trece sus (FTS).

In cazul circuitului prezentat in sectiunea anterioard avem:

lim [H(jw)| = lim |H(jw)| = 0, (3.9)

ceea ce inseamna ca filtrul ar putea trece doar frecvente medii. Pentru a verifica daca acest

lucru este posibil, incercam frecventele deduse pe baza termenului liber. Astfel, dacd ne
uitam la un semnal de pulsatie:

1 2

o= ——— = lim |H(jw)|=1> g

3.10
v LC w—rwo ( )
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Conexiune Serie Conexiune Paralel
Vin Woul Win Wourl
AN
R L
prm—y
C
o b o <
Vin 1/ "I.fl:.lt U‘i:n ¢ Ui::.ut
1 R
R C C
L
o o o )
Vin Wt Win Wout
S A a
L C 2]
R . -:;:
£ o o o
1
H(s)= £
55— s +——
RC Lc
Filtru Trece Banda (FTB)
Win W ot
L
C
R
o <

Figura 3.3: Stanga: patru conexiuni RLC serie. Dreapta: patru conexiuni RLC paralel.

ceea ce Inseamna cd semnalele cu pulsatii cuprinse in jurul acestei valori vor fi trecute,
si putem concluziona cd avem un filtru trece banda (FTB). Dar, analiza propusi este una
succinta si incompleta. Traterea adecvata a acestei probleme se poate realiza prin reprezentari
grafice in frecventa.

3.4 Analiza tipului filtrului in MATLAB

Pentru a analiza tipul filtrului in MATLAB pornind de la relatia intrare-iesire putem utiliza
rutina tf, pentru a ne declara functia de transfer in MATLAB, si putem utiliza rutina 1sim
pentru a simula raspunsul sistemului la o intrare data. Aceste functii se apeleaza astfel:
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e H=tf (num,den), unde num si den sunt numaratorul si, respectiv, numitorul functiei de
transfer;

e y=1sim(H,u,t), unde H este un obiect de tip functie de transfer, u este semnalul de
intrare si t este timpul de simulare.

In cazul sistemului din Figura 3.1 consideram un rezistor avand rezistenta R = 2.2[Q)], o
bobind avand impedanta L = 0.1[mH] si un condensator avand capacitatea C' = 4.7[uF].
Folosind fisierul sursa descris mai jos, putem obtine raspunsul la intrare sinusoidala pentru
trei pulsatii relevante: pulsatia medie wy, impreuna cu o decada in stanga si una in dreapta
acestei pulsatii. Raspunsurile sistemului la intrarile descrise sunt reprezentate pe 10 perioade
in Figura 3.4.

R = 2.2;
L =1le—4;
C = 4.7e—6;

% declararea functiei de transfer

H= tf([1/R/C 0],[]1 1/R/C 1/L/C]);:

% valoarea pulsatiei medii
w0 = 1/sqrt (LxC);

% raspunsul sistemului la intrare sinusolidala de pulsatie w0/10,
w0 si

% w0%10 (o decada in stanga si o decada in dreapta pulsatiei
centrale)

% simulare pe 10 perioade
T1 = 2xpi/(w0/10);

t1 0:T1/100:10%T1;

ul sin (w0/10%t1);

yl = lsim (H,ul,tl);

T2 = 2xpi/w0;

t2 = 0:T2/100:10%T2;
u2 = sin (w0xt2);

y2 = lsim (H,u2,t2);

T3 = 2xpi/(10xw0) ;

t3 0:T3/100:10%T3;
u3 sin (wOx10%t3) ;
y3 = lsim (H,u3,t3);

figure
subplot (311); plot(tl,yl);
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32 subplot (312); plot(t2,y2);
a3 subplot (313); plot(t3,y3);

Raspunsul la intrarea u(t)=sin(wo/1 0*t)
0.2 T T T T T

o a
=
-02+- i | | | I _

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014
Timp[s]
Raspunsul la intrarea u(t)=sin(wo*t)

E 0.5 ]
0 &=
5 -0.5 ]
-1 B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
Timp[s] x1072

Raspunsul la intrarea u(t)=sin(wo*1 0*t)
E 0 2 [ T T T T T T ]
o 0 B
=

-0.2 & I 1 I 1 —

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Timp[s] x107
Figura 3.4: Simularea raspunsului la intrare sinusoidala pentru evidentierea tipului filtrului.

Alte functii MATLAB utile:
e pole(H) — returneaza polii sistemului descris prin functia de transfer H;
e zero(H) — returneaza zerourile sistemului descris prin functia de transfer H;

e zpk(z,p,k) —creeazi un sistem avand zerourile z= [21, 29, . . . , 2], Polii p= [p1, P2, - - -, Dn]
si gain-ul k, rezultatul fiind:

k(s —z1)(s—22)...(s— 2zm)

B = 06— )

e zpk(H) pune in evidenta zerourile, polii si gain-ul functiei de transfer H.

3.5 Probleme propuse

Exercitiul 1. Sa se determine functia de transfer a urmatoarelor sisteme descrise prin poli,
zerouri si factor de amplificare:

a) §1:§2:—1,§1:0, §2:—2, §3:—5,K:10;

b) $1=1,812=0, 8§3=-7, K= -2

)
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C) §10=—2+7j, 83 =—10, K = 100;
d) §10=-5+10j, § = —8+3j, K =2
e) §172 = 0, §1 = —8, §2 = —1, §3 = —2, <§4 = —10, K =2.

Exercitiul 2. Sa se determine functia de transfer a urméatoarelor sisteme descrise prin
ecuatia diferentiala intrare-iegire. Sa se determine polii, zerourile si factorul de amplificare
pentru fiecare dintre aceste sisteme.

a) LUt 7l | gl — oLt | ondulh) | 1gy(t);

d3 d? du
by ¥ 47 ;;gw = —2%40 1 9y(t);

¢) LUD 4 14 LuD 4 790 4 390, (1) — 100u(t);

d) 2280 | 39980 | 146,(1) = 4940 | 4020 L 500,(p);

dt?

e) THO | 91T | 13600 | 97690 | 160y (1) = 2840,
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Exercitiul 3. Sa se determine modelul matematic intrare-iegire si apoi sa se deduca
functia de transfer pentru fiecare dintre urmatoarele sisteme. Determinati tipul filtrului in
fiecare caz.

I3 R
o Ay ' Wiy O R ﬁ'v

7I

P
11
La]
™
n
II

o
(a) Problema 3(a) (b) Problema 3(b
s
C Ay
o ” .l;:\lj A —
i |
| 0 7
¢ £y %
. ?: Rz €a
o o o
(c) Problema 3(c) (d) Problema 3(d)

Exercitiul 4. Sa se deduca functia de transfer a sistemelor de mai jos pe baza raportului
de impedante si sa se deduca tipul filtrului.

\* =

(a) Problema 4(a) (b) Problema 4(b)
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Lucrarea curenta se ocupa cu studiul urma-
toarelor aspecte:

e determinarea modelelor in spatiul sta-

rilor ale sistemelor liniare si invariante
in timp (LTT);

legatura dintre modelele in spatiul sta-
rilor si functia de transfer;

simularea sistemelor la intrari standard
(impuls Dirac, treaptd unitate) respec-
tiv la intrari arbitrare din conditii ini-
tiale nenule;

utilizarea  mediului  MATLAB/Si-
mulink cu componentele din biblioteca
de baza (Simulink library).
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4.1 Spatiul starilor. Definitie si proprietati

Un sistem LTI are urmatoarea descriere in spatiul starilor:

{X(t):Ax(t)+Bu(t); Cu (A B
C D

) e R(+p)x(n+m) (4.1)

avand numarul de stari n € N, x(¢) € R” (ordinul sistemului), numéarul de intrari m €
N, u(t) € R™, respectiv numérul de iesiri p € N, y(t) € RP.
In functie de numarul de intrari si iesiri, sistemele se clasifica in:

e SISO (Single Input, Single Output): m =p = 1;

e MISO (Multi-Input, Single Output): m > 1, p=1;
e SIMO (Single Input, Multi-Output): m =1, p > 1;
e MIMO (Multi-Input, Multi-Output): m > 1, p > 1.

Trecerea din spatiul starilor la functia de transfer echivalenta in cazul sistemelor SISO se
face prin aplicarea transformatei Laplace in conditii initiale nule:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) |£,CI=0 sX(s) = AX(s) + BU(s); (42)
y(t) = Cx(t) + Du(t) |L£ Y(s) =CX(s) + DU(s). .
Prin eliminarea termenului X (s) se obtine relatia de legatura intre U(s) si Y (s) astfel:
X(s)=(sI —A)'BU(s) = Y(s) = [C(s] —A) ' B+D]U(s) = (4.3)
H(s) = 58 —C (s —A) "' B+D. (4.4)

4.2 Circuite cu amplificatoare operationale cu reactie ne-
gativa
In cazul circuitelor cu AO, se recomanda lucrul cu potentiale electrice in favoarea tensiunilor

electrice. Conexiunea cu reactie negativa prezinta urmatoarele consecinte pentru determina-
rea modelului matematic:

e potentialele electrice ale celor doua borne se considera identice;
e curentii care intra in amplificator se considera nuli.
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Cl
|
I

R,
Yo e—AV——W > Vot

T

Figura 4.1: Filtru Sallen-Key de tip trece—jos

C

4.2.1 Exemplul 1

Se considera circuitul cu AO din Figura 4.1. Se vor nota prin conventie tensiunile de intrare,
respectiv iegire ca fiind: u(t) = v;,(t), y(t) = voue(t). Se vor considera variabilele de stare
x1(t) = uc, (t) (de la nodul dintre rezistente spre iegirea y(t)), respectiv xo(t) = uc, (t) (de la
nodul intrarii pozitive spre GND).

Prin aplicarea legilor lui Kirchhoff, alaturi de observatiile facute mai sus, se pot deduce
relatiile:

du02

UZRliRl +R2iRQ+U02; iRl :iRQ+0177 RQiRQ = Uy, iRQ 2027, (45)
de unde rezulta realizarea de stare:
_ <L n L) 11 1
X(t) = Ry : Ry ) C1 R1Cy X(t) 4 | B u(t);
7lh 0 0 . (4.6)
yt) = ( 0 )x(®)+ (0)u(),
Functia de transfer se obtine pe baza formulei (4.4):
s+ iR 1 1 1 1
H(s)= (0 1) ( e Rlcl) (Rlocl) = Rt SN
— S
R2C2 52 + (121;2%1) s+ R1R210102

4.2.2 Exemplul 2

Se considerd circuitul cu AO din Figura 4.2-a. In acest caz, se poate determina functia de
transfer pe baza structurii standard din Figura 4.2-b, in care semnalele se prezinta dupa
aplicarea transformatei Laplace, astfel:

E'(s) = Ei(s)  Eo(s) — E'(s)

6 40 (4.8)

Deoarece potentialele celor doud borne de intrare coincid rezultd ca E'(s) = 0 si deci:

H(s) = 5—8 - —Z—E‘:;. (4.9)
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Yyvyy
Ry
i Ry I(s)
O MW —~ e} Zi(s)
e o
T
€; e Ef(S)
C O O

Figura 4.2: Circuit de ordin I cu amplificator operational

Concret, pentru circuitul initial rezulta:

| Ry- L R,
sC
Ry
e Rs/R,
H(s) = — BeCst1 12/ 74 411
<S> Rl RgCS"‘l ( )

4.3 Simulare in MATLAB

Declararea unui model in spatiul starilor se poate face in MATLAB utilizand functia ss.
Simularea raspunsului sistemului y(t) = £ {H(s)U(s)} la intrarea de tip impuls Dirac
(U(s) = 1) se poate face prin functia impulse, respectiv la intrarea de tip treapta unitate
(U(s) = %) se poate face prin functia step, precum in urmatoarea secventa:

R1 = 47e3; Cl1 = 220e-9;
R2 = 47e3; C2 = 220e—9;

%0

A= [-(1/R1+1/R2)/C1, —1/R1/C1;
1/R2/C2, 0];

B = [1/R1/C1; O];

C= 10, 1[;

D= 0;

%

sys = ss(A,B,C,D)

%

subplot (121), impulse (A,B,C,D)
subplot (122), step(sys)

Un avantaj important al simularii modelelor de tip spatiul starilor fata de functiile de

lizeaza simularea pentru o intrare sinusoidald se bazeaza pe funtia 1sim careia i se precizeaza
ca argument de intrare si vectorul conditiilor initiale:
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x0 = [—1.5,2]; % conditii initiale: x1(0) —1.5 [V], x2(0) 2 |
V];
T = 0.1; % perioada semnalului sinus de la intrare in secunde

t = 0:T/100:10%T;
u = sin (2xpi/Txt);

[v,t,x] = Isim(sys,u,t,x0);

(%‘:

figure

plot (t,x), grid, shg

legend ('x 1(t)",’'x 2(t)")

xlabel ("Timp [s]’); ylabel(’Tensiunile pe condensatoare [V]|’);
title (’Simularea circuitului din conditii initiale nenule’);

Pentru a implementa ecuatiile diferentiale de stare intr-un model Simulink vom obtine un
model avand schema bloc din Figura 4.3.

» 1/R1/C1

-1/R1/C1

Figura 4.3: Implementarea in Simulink a FTJ.

Pentru a determina tipul filtrului vom folosi o intrare de tip Chirp care este un semnal
sinusoidal a carui frecventad variaza (liniar) in timp. Pentru a calibra blocul de intrare, vom
considera frecventa minima a semnalului de intrare (Initial frequency) 0.01[H z], valoa-
rea maxima a frecventei (Frequency at target time) 10[Hz]| si timpul de simulare (Target
time) 10[s]. De asemenea, vom seta urmatorii parametrii pentru a configura simularea: inte-
grarea numerica se va realiza cu pas fix (Variable Step — Fixed Step), pasul de integrare
fiind le-5[s] (Fixed Step Size). Raspunsul sistemului la intrarea confirguratd anterior este
prezentat in Figura 4.4, de unde reiese comportamentul de tip trece-jos al filtrului.
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pe

L ‘
H \'\'\ | \”\\I\l‘\v‘ww il

“ T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.4: Raspunsul sistemului la intrare sinusoidala de frecventa variabila — reiese ca-
racteristica de F'TJ.

4.4 Probleme propuse
Exercitiul 1 Sa se determine functia de transfer a sistemului descris in spatiul starilor.
Precizati singularitatile sistemului.

( - (

1 = —4x1 + u; T1 = —2x1 — 429 + u;
a) j}g = —61‘2 + u; C) Ztg = 4(131 — 21’27
Yy = 221 + 6z2. Ly = 221 + 622 + u;
(i1 = u; (i) = —371 + u;
b) 9‘32 T2 T3 + 2u d) I.z 1
r3 = —T1 + 75[)2 — 31’3, T3 = T2,
\y = 21 + 0.bxy — 23 — u. Ly = 10021 + 30022 4+ 200x3.

Exercitiul 2 Sa se determine functia de transfer a sistemului care realizeaza urmatoarea
corespondenta intre semnalul de intrare gi semnalul de iegire (utilizati tabelul de transformate
Laplace). Precizati singularitétile sistemului.

a) u(t) =t+t2giy(t) =3t + 22 + Le7 2 y(t) =200t + 10e~"cos (t + %);
b) w(t) = e " + sin(t) si e) u(t)=1siy(t)=1+e +e " +e %
y(t) = se7tsin(t) + e~ + 5sin(t);
? f) u(t) = etsin(t) si
c) ut) =3t+1giy(t) =72 +8+9+ y(t) = 0.5e'sin(t) 4+ 0.75e " sin(t);
10e~%¢;
g) u(t) =o(t) +5 si
d) u(t) = 100t + e~ sin(t) si y(t) =10 + e '%sin (100t + Z);
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h) u(t) = sin(t) + cos(t) si j) u(t) =3+l
y(t) = 5t + 10sin(t) + Te~*" — 5e~ 1%, y(t) = 5t + e 3tsin(5t) + e~ "sin(10t).

i) u(t) = 3tsiy(t) = 12t+Te 3 45e % —e 10
Exercitiul 3 Sa se determine raspunsul la intrarea precizata pentru urmatoarele sisteme.

Validati rezultatele obtinute in MATLAB. Corelati raspunsurile obtinute cu structura sem-
nalului de intrare, respectiv cea a sistemului.

a) u(t) =26(t) si H(s) = ey £) u(t) =0(t) s H(s) =

b) u(t) =3 §i H(s) = mmmrays g) u(t) =2si H(s) = =i
c) u(t) =2+ 6(t) si H(s) = m55575; h) wu(t) =t*si H(s):m;
d) u(t) =1+28(t) si H(s) = =555~ i) w(t) = 26(t) si H(s) = s

e) u(t) =2t i H(s) = 22 i) u(t) =t =5 H(s) = 52

Exercitiul 4 Deduceti un model in spatiul starilor, respectiv functia de transfer pentru
circuitul din Figura 4.5. Determinati tipul filtrului. Realizati un model Simulink al circuitului
(spatiul starilor cu integratoare) si simulati-1 la o intrare de tip chirp pentru a evidentia tipul
filtrului.

‘But

Figura 4.5: Filtru Sallen-Key de tip trece-sus

Exercitiul 5 Deduceti un model in spatiul starilor, respectiv functia de transfer pentru
circuitul din Figura 4.6. Determinati tipul filtrului. Realizati un model Simulink al circuitului
(spatiul starilor cu integratoare) si simulati-1 la o intrare de tip chirp pentru a evidentia tipul
filtrului.

Ry
AAAA
YYvyy
3
AAAA
YYYY -
<D__o
+
€
0

Figura 4.6: Circuit electric cu doua amplificatoare operationale
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Exercitiul 6 Deduceti un model in spatiul starilor, respectiv functia de transfer pentru
circuitul din Figura 4.7. Considerati Ry = Ry = R, R3 = R/2, C1, = Cy = C, C3 = 2C,
R = 33 [k, C = 100 [nF]. Precizati singularitatile sistemului. Simulati raspunsul in
frecventa al sistemului pentru a evidentia tipul filtrului.

Figura 4.7: Filtru Sallen-Key de tip notch
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Realizari de stare. Forme canonice

Forma Canonica de Control
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Forma Canonica de Observare
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Exemplu rezolvat. Realizarea
de stare cu semnificatie fizica
Probleme propuse . . . . . ..

o1

Lucrarea de fata prezinta modalitati de a
obtine realizari de stare ale sistemelor LTI
pornind de la functia de transfer a acestora.
In aceste cazuri, stirile nu au obligatoriu
semnificatie fizica. Se descriu urmatoarele
forme canonice:

e Forma canonica de control — FCC;

e Forma canonica de observare — FCO.
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5.1 Forma Canonica de Control (FCC)

5.1.1 Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI descris prin functia de transfer:

bn,lsn_l + -+ b18 + bg

H(s)=d .
(s) * 8" + Ap_1 8" 4 - Fais +ag

Forma canonica de control este:

—Ap—1 —Ap—2 ... —aA1 —Qg 1

1 0 ... 0 0 [0

(AFCCBFCC>_ 0 1 ... 0 0 [0
Croo ‘ D - : : - : : :

0 0 | 0 [0

bn_1 bp_o ... b by |d

5.1.2 Implementare in MATLAB/Simulink

Pentru a ajunge de la functia de transfer la modelul in spatiul starilor, in MATLAB se poate

utiliza functia t£2ss. Aceasta ne va returna realizarea de stare FCC. Pentru sisteme de ordin

n = 3, fara transfer instantaneu, modelul Simulink al FCC este cel din Figura 5.2.
Exemplu de determinare a formei canonice de control utilizand mediul MATLAB:

num=[1, 11, 30|; den=[1, 9, 26, 24];

b2=1; bl=11; b0=30;

a2=9; al=26; a0=24;

[A,b,c,d] = tf2ss(num,den); % obtinereca FCC
%
sistem=ss (A,b,c,d);

x0=[0,0,0]; % conditii initiale

t=0:0.01:5; u=omnes(1l,length(t)); % semnal treapta
[v,t,x]=1sim (sistem ,u,t,x0); % raspunsul sistemului afisat grafic
%

subplot (121);plot(t,y); legend(’'y’);grid;

subplot (122);plot (t,x); legend(’'x 1','x 27 'x 37);grid

5.2 Forma Canonica de Observare (FCO)

5.2.1 Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTT descris prin functia de transfer:

bn_lsnil + -4 b18 —+ b()
"4 18" 4+ as+ag

H(s)=d+
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Forma canonica de observare este:

—Ap—1 1 00 bnfl
—Qp_9 0 00 bn_g

< Arco | Breo ) _ : Dol b
Crco| D ) | —a, 0 ...0 1| b
—Aayg 0 0 0 bo

1 0 .0 0| d

5.2.2 Implementare in MATLAB/Simulink

Pentru a obtine FCO, se realizeaza conversia din functia de transfer in FCC prin tf2ss si
apoi se foloseste proprietatea de dualitate a celor doua forme canonice:

T T T
Arco = Apccr Breco = Cpees Creco = Brece.

Pentru sisteme de ordin n = 3, fara transfer instantaneu, modelul Simulink al FCO este
cel din Figura 5.3.

5.3 Exemplu rezolvat. Realizarea de stare cu semnificatie
fizica

Se considera filtrul de tip trece-jos din Figura 5.1, cu Ly = 10 [mH|, Ly = 3.3 [mH], C; =
500 [uF), R = 4 [Q).

Figura 5.1: Fitru RLC de tip trece-jos de ordin 3

Considerand x = (iy,,iz,, uc, )", pe baza legilor lui Kirchhoff se pot deduce urmitoarele
relatii:

di di
i, =ic, +iny; in, = ig; u=IL ;;1 e ue, = Lo ;? Y Ri: y=Ri,,. (5.1
Realizarea de stare corespunzatoare este:
0 0 -z 0
() =0 £ & |x®+ [0 |ul);
5.2
& & 0 0 o
) = (0 R0 )xt)+ (0)ult),
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Functia de transfer a circuitului este:

_R
H(s) = C (s = A) B+ D= —— 20 — (5.3)
S LS T (E t L—> $ T LiL.or

Numeric, se poate determina in MATLAB utilizind functia [num,den] ss2tf(A,B,C,D).

b2s*2+b1s + b0
H(s) =
s*3+a2s*2+als+al
Forma canonica de control b2
j A
4 x1 x2 x3
1 » 1 . 1
s s s
-a2
-al
-a0

Figura 5.2: Implementarea FCC in Simulink

Forma canonica de observare

| H(s) =

b2s"2+b1s + b0

s"3+a2s"2+a1s+al
v A v
b0 b1 b2
x3 x2 x1 y
O O 1D
s s )

2N

Figura 5.3: Implementarea FCO in Simulink
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Realizarea de stare (5.2) bazatd pe integratoare implementata in Simulink este ilustrata
in Figura 5.4. Se folosesc blocuri din biblioteca standard Simulink, precum: Sum, Gain,
Integrator, Mux, Scope, State-Space.

dx3/dt 1 X3

il

Chirp Signal

e

X=Ax+ Bu
u() y=Cx+Du y(t)

Figura 5.4: Realizarea de stare a filtrului RLC trece-jos

Pentru testarea comportamentului unui filtru se poate utiliza un semnal de tip Chirp, bazat
pe principiul unui oscilator comandat in tensiune (engl. Voltage Controlled Oscillator). Acest
semnal se poate genera utilizand blocul Chirp Signal, configurat concret pentru exemplul
considerat:

e Initial frequency (Hz): 0.1;
e Target time (s): 5;
e Frequency at target time (Hz): 500.

Pentru integrarea numerica a modelului se pot face urmatoarele setari in Model Configuration
Parameters:

Start time: 0.0, Stop time: 5.0;
Solver type: Variable-step;
Solver: odelbs (stiff/NDF);
Relative tolerance: le-4.

Rezultatele rularii modelului se prezinta in Figura 5.5.

5.4 Probleme propuse

Problema 1. Sa se determine realizarile de stare corespunzatoare formelor canonice de
control si de observare ale urmatoarelor sisteme descrise prin functia de transfer:

S 82 S
a) H(s) = z3t; ) H(s) = 2t
b) H(s) = zro—: d) H(s) = 27
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File Tools View Simulation Help
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Figura 5.5: Rezultatele simularii circuitului la intrare de tip Chirp

1. _ 25+6
e) H(s) = =5 f) H(s) = mmiinrs:
Problema 2. a) Pentru circuitul din Figura 5.6 determinati modelul matematic intrare-
stare-iesire al sistemului de mai jos astfel incat variabilele de stare sa aiba semnificatie fizica
si apoi deduceti modelul matematic intrare-iegire. Realizati schema Simulink a realizarii de
stare deduse.

b) Pentru calibrarea Ry = Ry = R, Ry = R/2, C, = Cy = C, C3 = 2C, cu R = 3.3 [kQ)] si
C' = 100 [nF], determinati modelele de tip spatiul-starilor corespunzatoare formelor canonice
de control (FCC) si de observare (FCO) ale functie de transfer si realizati schema Simulink
a celor doua forme canonice. Comparati rezultatele cu modelul obtinut la punctul a).

CS
IL
I\
Vin R, R, v
—-O

< (&

| A |

I\ |

R;

Figura 5.6: Filtru Sallen—Key de tip notch
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Forma minimala a unel funct;ii de transfer

In lucrarea de fata se prezinta metoda de de-
terminare a functiei de transfer in forma mi-
nimala folosind parametrii Markov.

6.1 Determinarea formei minimale 58
6.2 Exemplu rezolvat . . . .. .. 59
6.3 Probleme propuse . . . . . .. 60

27



58 Forma minimala a unei functii de transfer

6.1 Determinarea formei minimale

Functia de transfer se poate exprima ca un raport de doua polinoame:

b, s™ 44 b b
H(S> _ S + + 1S + 0 — ’}/ksik’ m S n’ (61)
8" 4 Q18" - Fas +ag Zk>0

unde 7 sunt parametrii Markov. Nu toti parametrii sunt liniar independenti. Relatia (6.1)
se poate scrie:

b 4+ -+ bis+ by = (8" + ap_18" - Fars+ag)(Yo+ms i pes L), (6.2)

de unde, prin identificarea coeficientilor lui s*, & = 0,n, avem:

bn Y 0 ... 0 1

S I O Il (6.3)
60 % %'—1 e 7.0 do

prin identificarea coeficientilor lui s7, k = 1, n, avem:
Tn+1 o2 - Tn Qo
B ’Yn‘+2 _ ’Y‘z ’Y‘3 e ’Yn'+1 a‘l ’ (6.4)
Von Tn Yntl .- Von-1 (p—1
Horm .

unde H,, ,, este matricea Hankel.

Un sistem SISO este in forma minimala daca nu mai exista simplificari poli-zerouri in
expresia functiei sale de transfer. Altfel spus, dinamica intrare-iesire se poate implementa cu
un numar minim de integratoare.

Teorema 6.1.1: Forma minimala a unei functii de transfer

Functia de transfer H(s) din (6.1) este in formd minimald dacd si numai daca
rang(Hnn) = n.

Pagii algoritmului pentru determinarea formei minimale sunt prezentati in continuare.
1. Se determina parametrii Markov vo, 71, ..., Yon—1-
2. Se formeaza matricea Hankel H,, ,.

3. Se calculeaza n' = rang(H,,). Daca n’ = n, atunci functia de transfer este in forma
minimala, alftel se continua algoritmul.
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4. Se rezolva un sistem de forma (6.4) redus la primele n’ ecuatii:
Tn'+1 71 Y2 o T agp
Yn'+2 Y2 Y3 - Uil ay
-1 " = - . (6.5)
Yon! Tn' In'+1 - Von/—1 Qpr—1

de unde obtinem polinomul o/ (s) = 8" + @p_18" "' 4 -+ + a15 + ap.
5. Se rescrie sistemul (6.3) pentru n’ si se obtine 5'(s) = by s™ + -+ - + bys + by.
_BGs)

o/(s)

6. Functia de transfer in formad minimala este H,,(s)

6.2 Exemplu rezolvat

Se considera sistemul descris prin modelul de tip spatiul starilor:

—-25 =25 —-15|1

AlBY [ 1 o 0o |o
clp)= o 1 0o |o

1 3.5 3 10

Functia de transfer este:

s2+355+3
s3 +2.552+2.55+ 1.5

Parametrii Markov sunt: v = 0,71 = 1,79 = 1,73 = —2,v = 1,75 = 1. Matricea Hankel
este:

H(s)=C(sI —A)'B+D =

Hizs=|1 -2 1 | =rang(Hs3)=2=n'.

Polinomul de la numitor este:

(ZD - G —12> ) (_12> = a'(s) ="+ s+1.

Acum se poate calcula polinomul de la numarator:

by 000 1
byl =110 0| a1 ]| =p(s)=s5+2,
b() 1 10 Qo
de unde obtinem forma minimala:
s+ 2
H,(s) = ——.
(s) s2+s+1

Pentru a realiza impaértirea polinoamelor se poate utiliza functia MATLAB deconv.
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6.3 Probleme propuse

Problema 1 Pe baza modelului matematic de tip functie de transfer al circuitului de
mai jos dedus anterior, determinati expresiile simbolice ale parametrilor Markov necesari
determinarii functiei de transfer in forma minimala si apoi determinati forma minimala a
functiei de transfer a sistemului (simbolic). Considerati urméatoarea calibrare pentru aceasta

analiza: Rl = R2 = R, Rg = R/Z, Cl = Cg = C, 03 = 2C.

G
IL
AN
Vin R, R,
O— - MWAV— Vout
O
& (&)
| /A |
I\ |
R;

Figura 6.1: Filtru Sallen—Key de tip notch

Problema 2 Si se deduca forma minimala a sistemelor de mai jos prin anularea pol-zero.

2
a) H(s) = =i c) H(s) = 5555
2 2
b) H(s) = w52 d) H(s) = w5 e

Problema 3 Sa se deduca forma minimald a sistemelor de mai jos folosind parametrii
Markov.

2
a> H(S) = sz—i—gf—l-?; C) H(S) = 852:‘255‘:_11;
2 2
b) H(s) = ity d) H(s) = w5 iere

Problema 4 Se considera un sistem de ordin 2 care are parametrii Markov vy =0, v = 1,
Yo = —3, v3 = 11,74 = —43. Determinati v, k = 5, 10.
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Lucrarea de fata prezinta metode de analiza
si determinare a stabilitatii sistemelor LTT,
considerand urmatoarele cazuri:

e stabilitatea interna prin analiza valori-
lor proprii ale matricei de stare;

e stabilitatea interna prin aplicarea me-
todei II a lui Lyapunov;

e stabilitatea externd (in sens intrare
marginitd, iesire marginitd) prin ana-
liza polilor functiei de transfer.
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7.1 Stabilitatea interna si externa

7.1.1 Utilizand valorile proprii ale matricei de stare

Se considera sistemul in spatiul starilor:

{)‘((t) = Ax(t) + Bu(t):

y(t) = Cx(t) + Du(t), (7.1)

Consideram intrarea sistemului v = 0, i.e. sistemul autonom. Solutia ecuatiei diferentiale
de stare este
x(t) = e*'x(0).

Aplicand transformata Laplace, obtinem:
L{eM} = (sl —A)~".

Impunem det(s/ — A) = 0 si obtinem valorile proprii ale matricei A ca fiind solutiile acestei
ecuatii. Pentru ca sistemul sa fie intern asimptotic stabil, trebuie ca toate valorile proprii
sa fie in semiplanul stang:

Sistemul se numeste intern simplu stabil daca, suplimentar, are valori proprii cu partea
reald zero, cu multiplicitate cel mult 1. Pentru multiplicitate mai mare strict decat 1 a
valorilor proprii de pe axa imaginara sau pentru cel putin o valoare proprie in semiplanul
drept, sistemul este intern instabil.

In limbajul MATLAB, valorile proprii se pot determina utilizand functia eig:

eig (A)

7.1.2 Utilizand polii sistemului

Pentru a defini relatia intrare-iegire a unui sistem LTI ne vom folosi de functia de transfer:

H(s)=C(sI—A)"'B+D = Bls).

a(s)
Polii sistemului sunt dati de radacinile polinomului a(s). Pentru ca sistemul si fie extern
stabil, trebuie ca toti polii functiei de transfer in forma minimala sa fie in semiplanul
stang:

Re{s;} <0, Vs; € {s|a(s) =0}. (7.3)

Se regaseste aceeasi discutie ca mai sus in cazul polilor de pe axa imaginara, existand astfel
conceptele de sistem extern simplu stabil, respectiv sistem extern instabil.

Observatie: Stabilitatea interna este mai generala si implica stabilitatea externa, deoa-
rece multimea polilor functiei de transfer H(s) este inclusd in multimea valorilor proprii ale
matricei de stare A. Cu alte cuvinte, daca un sistem este intern stabil, va fi si extern stabil,
in timp ce un sistem extern stabil nu este obligatoriu si intern stabil. Reciproc, daca un
sistem este extern instabil atunci este implicit si intern instabil.
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[num,den| = ss2tf(A,B,C,D);
r = roots(den)

7.2 Stabilitatea in sens Lyapunov

7.2.1 Metoda II a lui Lyapunov

Se considera sistemul autonom descris prin ecuatia de stare:
x(t) = Ax(t).

Conform teoriei lui Lyapunov, se cauta o functie scalara de tip “energie” pozitiv definita,
avand derivata nagativa, ceea ce semnifica un caracter disipativ al sistemului stabil:

V(x)=x'Px, P=P'>0 =

V(x) = x"Px +x"Px = (xTAT)Px + x" P(Ax) = x"(ATP + PA)x < 0.

Astfel, sistemul LTT este stabil daca si numai daca:
ATP+ PA <O,
ceea ce este echivalent cu:
ATP+PA=—-Q, Q=Q" >0.

O metoda algoritmica de a verifica stabilitatea sistemului este de a considera, prin incer-
cari, o matrice pozitiv definitd @ = Q7 > 0 si de a determina matricea P = PT > 0 prin
rezolvarea ecuatiei Lyapunov atasata:

ATP 4+ PA=—Q.

Daca matricea P are toate valorile proprii pozitive atunci sistemul este intern asimptotic
stabil. Un exemplu de aplicare a metodei Lyapunov utilizand limbajul MATLAB, pornind
cu matricea () definitd de matricea unitate, este:

Q = eye(length(A));
P = lyap(A’,Q);
eig (P)

Observatie: In functia 1yap din MATLAB, ecuatia matriciald este de forma AX + X AT +
@ = 0. De aceea, este necesar apelul functiei 1yap cu matricea A transpusa.

Metoda prezintd conditia necesara si suficientd de determinare a stabilitdtii interne (in
sens Lyapunov) valabila in cazul sistemelor LTI. In cazul mai general al sistemelor neliniare,
metoda prezinta doar conditii suficiente.
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s" Ap  Ap-2 Qp—g
—1

s" p—1 Q-3 Qp_3

Sn_2 bl bg b3
-3

s" c1 Co C3
s? my 0 0

Tabelul 7.1: Tabelul Routh-Hurwitz pentru polinomul P.(s) din (7.4)

7.3 Criteriul Routh-Hurwitz

Pentru a determina numarul radacinilor din semiplanul drept ale unui polinom
P.(8) = aps™ + ap_ 18" + -+ ays +ag, a, # 0, (7.4)

construim tabelul Routh-Hurwitz conform Tabelului 7.1.
Reguli de completare:

e daca nu exista suficienti coeficienti pentru a completa o linie, aceasta se completeaza
cu 0;

e linia a treia se completeaza astfel:

Qp Qp—2 Qp, Qp—4a
Qp—1 QGp-3 Ap—1 QAp—5
blz——, b2:_—7
An—1 Ap—1

e linia a patra se completeaza astfel:

Qp—-1 Qp—5

by b3
Cg=—"—FT, ...

by

Gp—-1 Gp-3

by by
b1 ’

ClL = —

e algoritmul continua pana se calculeaza m; corespunzator liniei s°;
e daca o linie este formata doar din elemente egale cu 0, aceasta se inlocuiegte cu derivata
liniei anterioare (a se vedea exemplul numeric de mai jos);

e daca primul element al unei linii este 0, acesta se inlocuieste cu o valoare foarte mica e
si se continua calculele.

Teorema 7.3.1: Criteriul Routh-Hurwitz

Polinomul caracteristic P.(s) din (7.4) are toate radécinile in semiplanul stang daca si
numai daca pe prima coloana a tabelului Routh-Hurwitz nu exista nicio schimbare de
semn. Numarul schimbarilor de semn coincide cu numarul radacinilor din semiplanul
drept.
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Observatie: Criteriul Routh-Hurwitz este o unealta pur matematica si indica apartenenta
radacinilor unui polinom in cele doua semiplane complexe. Este suplimentar invocat ca un
corolar pentru stabilitatea sistemelor LTI fiindca se preteaza intocmai pe acea problema, dar
nu este un scop propriu-zis al criteriului.

7.4 Exemplu rezolvat

Se considera sistemul al carui model de tip spatiul starilor este:

( 05 0 —1 1
100 O 0
x(t) = x(t) + u(t),
(t) 010 0 (t) 0 (t)
001 0 0
y(t) :(0 1 -1 §1>x(t).

a) Studiati stabilitatea interna a sistemului;
b) Determinati functia de transfer in forma minimal;
c¢) Studiati stabilitatea externa a sistemului.

Rezolvari: a) Pentru a studia stabilitatea internad trebuie si verificam dacd matricea de
stare are valori proprii cu partea reala pozitiva.
Metoda I. Calculam valorile proprii ale matricei de stare:

A= 0 5

1 1 1
det(Ma—A) =1 —A1 g 8 =N =¥+ =0

0 0 -1 A

In cazul acesta putem calcula valorile proprii:

1\? 1 1
( 4> 1,2 5 51 A3.4 5%
iar cum A; o > 0, sistemul este intern instabil.

Metoda II. Folosim tabelul Routh-Hurwitz pentru polinomul caracteristic P,(\) = \* —
%)\2 + 11—6. Deoarece pe prima coloana apar doua schimbari de semn, matricea de stare are
doua valori proprii in semiplanul drept, deci sistemul este intern instabil.

Ml -4 &
X0
Ml4 -1 0
2| —
H—0—0—
Ml—=3 0 0
XNl& 000
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Observatie: A doua linie a tabelului ar fi trebuit sa fie zero. In acest caz, linia anterioara

avea polinomul P () = A* — IA* + 15, deci P{(\) = 4X* — X, adicd a doua linie este (4 —1),

care se completeazd apoi cu elemente egale cu 0. b) Observam ca sistemul este in FCC, deci
avem functia de transfer:
s*—s+ 1

4 1,24 1°
S 55 +16

H(s) =
Parametrii Markov necesari sunt:
Y=0,71=0,7%2=1,7=—1,v%=0.75v = —0.5,7 = 0.3125, 7 = —0.1875,

de unde obtinem matricea Hankel:

0 1 -1 0.75

T 0.75 —0.5
M= -1 075 —05  0.3125
0.75 —0.5 0.3125 —0.1875

= rang(Haq) = 2 < 4,

deci functia de transfer nu este in forma minimala. Sistemul redus pentru polinomul de la

numitor este: )
Qo o 0 1 - —1 ’ 2 1
() _ (1 _1) (0.75) S al(s) =5 st

iar polinomul de la numarator se determina astfel:

by 000 1
by ] =(0 0 0O 1] =p(s) =1,
bo 1 00/ \4
iar forma minimala este: )
H,(s) = ———.
(s) s2+ s+
Observatie: In acest caz se putea observa ci:
1\2
§S— 3 1
H(S) = <1 3 2) N2 = Hm(3> = ﬁ
(s—3)" (s+3) SEsty

c¢) Pentru a studia stabilitatea externd trebuie sa determindm daca existd poli ai functiei de
transfer in forma minimala in semiplanul stang. Pentru a determina polii:

52+s+1—0:§ ——1<0
4— 1,2 — 92 )

deci sistemul este strict stabil extern.

Observatie: Pentru sisteme mai complexe se poate utiliza tabelul Routh-Hurwitz pentru a
determina numarul polilor din semiplanul drept.
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Cu ajutorul unei simulari in MATLAB utilizand functia 1sim se poate constata conform
Figurii 7.1 ca, intr-adevar, starile sistemului sunt instabile, iar iegirea sistemului, care este
o combinatie liniard a acestor stiri, este stabild. In practicd, acest fenomen de anulare a
exponentialelor instabile este greu de realizat, datorita incertitudinilor, a erorilor de calcul,
respectiv a zgomotelor gi neliniaritatilor inerente. De aceea, se prefera alte metode de reglare
decat compensarea unui pol instabil cu un zero instabil.

= T = ~
b <106 x(t) =[x, (t) x,(t) x5 (t) x,(t)] . y(t) = x,(t)-x;(t)+0.25 x, (t)
x,(t) 35Ff 1
10 Xz(t) q
X3(t) 3t
v gl X, (t) o
2 - 825
o =
8 5
g 6 g o
[]
© Sist
n 4r o
1 .
2 L
0.5
0 - : . . 0 . . . .
18 19 20 21 22 23 24 25 0 5 10 15 20 25
Time [s] Time [s]

Figura 7.1: Raspunsul sistemului din exemplu la intrare de tip treapta unitara

In MATLAB existd functii utile predefinite pentru deducerea stabilititii unui sistem sys,
descris printr-un obiect de tip spatiul starilor sau functie de transfer:

eig(sys): returneaza valorile proprii ale matricei de stare si, eventual, vectorii proprii;
lyap(A,Q): rezolva ecuatia algebrica Lyapunov AX + XAT +Q = 0;

roots(P): calculeaza radacinile unui polinom;

pole(sys): returneaza polii sistemului;

zero(sys): returneaza zerourile sistemului;

zpk (sys): factorizeaza functia de transfer a sistemului dupa poli, zerouri si factor de
proportionalitate;

e minreal (sys): returneaza sistemul in forma minimala.

7.5 Moduri de oscilatie

Modurile de oscilatie sunt componentele dinamice care apar in structura raspunsului unui
sistem la o intrare arbitrara. Ele sunt date de catre polii sistemului si de intrarile aplicate
asupra acestuia.

Modurile (de oscilatie ale) sistemului sunt componentele dinamice proprii care apar
in structura raspunsului acestuia la o intrare de tip impuls Dirac. Ele sunt date doar de
catre polii sistemului, deoarece zerourile nu introduc moduri suplimentare de oscilatie, ci
pondereaza modurile polilor.

e Exemplul 1:

H(s) = = (7.5)

5 1
Gt VW5
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y(t) =5 (1(t) 43¢5 — 4e_£> =
(7.6)
Modurile sistemului sunt: ¢~3, e~ 1. Modul e = 1(¢) tine de intrare.
e Exemplul 2:

s+ 1 10

He) =557 VO =71

(intrare armonica, w = 10[rad/s]) =

10 10
Réaspunsul sistemului este: y(t) = — (cost — sint) + 9 (cos (10t) — 0.1sin (10t)) ;

99
(7.7)
12 = £j = Modul sistemului este: €* sint. Modul sin (10¢) tine de intrare.
e Exemplul 3:
2 3
H(s) = 2F "= 1+ " U(s) = 4(t) (impulsul Dirac) =
s — s —
Functia pondere este: h(t) = 6(t) + €; (7.8)
§;1 = 1 = Modul sistemului este: e'*. Modul §(¢) tine de intrare.
e Exemplul 4:
1 1 : .
H(s) = 185120 Griie U(s) = 0(t) (impulsul Dirac) =
Functia pondere este: h(t) = e * sin (2t); (7.9)
§19 = —4 £ 2j = Modul sistemului este: e 2 sin (2t).

7.6 Probleme propuse

Problema 1 Se considera urmétoarele sisteme. Sa se studieze stabilitatea interna si sta-
bilitatea externa, efectuand corelatia dintre raspunsul pondere si pozitia polilor in planul
complex, i.e. pe baza modurilor sistemului. Mentionati daca sistemele sunt asimptotic sta-
bile, simplu stabile (la limita de stabilitate), instabile.

a) Hs) =L K #0,n>1; £) H(s) = 5250

o s2—25+16"

b) H(s) = 4 9) H(s) = Grsoysrmony’
¢) H(s) = -+ h) H(s) = ot
d) H(s) = 272 ; i) H(s) = 5

¢) H(s) = i J) H(s) = s
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k) H(s)=—=%; 1) H(s) = 55000
Problema 2 Se considera sistemele in timp continuu descrise prin realizararile de stare ce
urmeaza. Studiati pe foaie stabilitatea interna utilizand valorile proprii si criteriul Routh-
Hurwitz, respectiv stabilitatea externa utilizand polii functiei de transfer. Validati rezultatul
utilizand functiile MATLAB eig si roots/pole. Se afli in formd minimala? Efectuati
corelatia dintre raspunsul pondere si pozitia valorilor proprii si a polilor in planul complex,
i.e. pe baza modurilor sistemului.

(a)

;

05 1 0 1
xt)= 0 o1 |x®)+]| 1.5 [u®);
125 0 0 ~10
= (10 0)x).
(b) ,
0 0 —486
xt)=| 10 —189 |x(t)+ | 0 |u(®);
01 —24 0

00 =2 1
x(t)=| 1 0 =3 [x(t)+ | 0 |u(®);
01 =3 0
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Problema 3 Sa se studieze in MATLAB stabilitatea interna si externa a sistemului SIMO

al unui pendul inversat pe un carucior, precum in Figura 7.2, pe baza metodelor descrise in
paragrafele 7.1.1, 7.1.2 si 7.2.1.

. qT
Deduceti pe foaie realizarea de stare cu variabilele x(t) = |x(t), @(t), ¢(t), p(t)| , respectiv

iegirile y(t) = [z(t), ¢(t)]. In cazul stabilitatii externe, considerati separat ambele iegiri:
functia de transfer de la intrarea de tip forta (v = F’) la unghiul pendulului Hy ,(s), respectiv
de la intrare la pozitia caruciorului H, ,(s).

Pentru sistemul liniarizat, se considera ecuatiile diferentiale:

(I +ml*)p(t) — mgle(t) = mli(t); (7.10)

(M + m)i(t) + bi(t) — mlp(t) = u(t), (7.11)
unde ¢ =6 — 7.

Studiati, utilizand MATLAB, stabilitatea interna a sistemului atat pe baza valorilor proprii
ale matricei de stare, cat si prin metoda a II-a a lui Lyapunov, respectiv stabilitatea externa.
Rezultatele se vor marca in comentarii in codul sursa.

m, 1

Figura 7.2: Sistemul mecanic cu pendul inversat pe carucior

Un exemplu numeric este ilustrat in tabelul 7.2.

Tabelul 7.2: Parametrii sistemului cu pendul inversat pe carucior

] Parametru \ Valoare \ Unitate de masura

M 0.5 kg
m 0.2 kg
b 0.1 Ns/m
[ 0.3 m
I 0.006 kg -m?
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Problema 4 Se consideri sistemul mecanic de suspensie activa al unui automobil prezentat
in Figura 7.3, corespunzator unei singure roti. Ecuatiile diferentiale care guverneaza sistemul

X
iy, _T b

Figura 7.3: Structura sistemului mecanic de suspensie a unui automobil

sunt: » ] ]
LN _p, 2w .
Mg T 0+ Rsty = b A R
d2$w da:w dajb dT’
o dtQ + (bs + bt)% + (k’s + kt)ZEw = bs% + ksxb + bt% + k‘ﬂ“ o fs-

Daca forta actuatorului hidraulic se considera nuld (fs = 0) se obtine un sistem de sus-
pensie pasiva. Variabilele de stare se vor alege ca fiind pozitiile si vitezele maselor sasiului,
respectiv a rotii: x(t) = (z1, o, 23, 24)7 = (2p, Ty, Tw, T)? . Pentru a nu considera o stare
suplimentara corespunzatoare derivatei intrarii r(¢), se considera parametrul by = 0. Un
exemplu de alegere a parametrilor sistemului de suspensie este ilustrat in tabelul 7.3.

Studiati, utilizand MATLAB, stabilitatea interna a sistemului atat pe baza valorilor proprii
ale matricei de stare, cat si prin metoda a II-a a lui Lyapunov, respectiv stabilitatea externa.
Rezultatele se vor marca in comentarii in codul sursa.

Tabelul 7.3: Parametrii sistemului de suspensie

’ Parametru \ Valoare \ Unitate de mésura ‘

my 300 kg

My 60 kg
bs 1000 Ns/m
by 0 Ns/m
ks 16000 N/m
ky 190000 N/m
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5

In lucrarea de fata sunt prezentate raspunsu-
rile sistemelor de ordin I si II la intrarile de
tip impuls, de tip treapta si de tip rampa, cu
aplicatii pe structuri tipice de procese care
apar in domeniul de control, reductibile la
combinatii de raspunsuri de ordin I si II. Pen-
tru o intrare arbitrara U(s), raspunsul unui
sistem descris prin functia de transfer H(s)
este dat de y(t) = L~ {H(s)U(s)}. In parti-

cular, obtinem ca:

e raspunsul la impuls al unui sistem este
dat de h(t) = L7Y{H(s)} (numit si
functia pondere);

e raspunsul la treapta al unui sistem este
dat de y(t) = L7 {H(s)L} (numit si
raspuns indicial);

e raspunsul la rampa al unui sistem este

dat de y(t) = L7{H(s)%}
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8.1 Sistemele de ordin 1

O structura tipica de sistem de ordin I este:

B K
C Ts+1’

unde K este factorul de proportionalitate, iar T este constanta de timp. Functia

pondere este:
K £ K _.
hy(t) = L7 =L L b="eTT, t>0 8.2
1() {TS+1} {S—F% Te T, - Y ( )
iar raspunsul indicial este:

yl<t):£_1{ K l}zﬁ—l{g— o }:K(l(t)—e—%), t>0, (8.3)

Ts+1's S s—l—%

Hy(s) (8.1)

unde cu 1(t) s-a notat intrarea de tip treaptd. Réaspunsul la intrare de tip rampa unitate
descrisa prin v(t) =t - 1(t) este:

ylv(t)zﬁl{T;i1~S—12}:£1{K KT KT}:K<t—T+Te%>,t20.
(8.4)

In Figura 8.1a se observi influenta variatiei factorului de proportionalitate in raspunsul
indicial, unde se poate constanta ca valoarea la care se stabilizeaza iegirea sistemului este
egald cu valoarea lui K. In acelasi timp, Figura 8.1b ilustreaza influenta variatiei constantei
de timp asupra raspunsului indicial — putem observa ca o valoare mai mica a parametrului
T duce la o stabilizare mai rapida a raspunsului.

2 1
S S s+T

1(25punsul la treapta al sistemelor de ordin | pentru K variabil Riagpunsul la treaptaj!/siisggmelor de ordin | pentru T variabil
’ - T=0.2
0.9t T=05
L T=0.8
1.2 . T=1
T=1.2
T=1.5
1+ 0.7 - T=2
0.6
08 |
‘:‘>,‘ i 05+ /]
061 04
0.4l K=0.6 0.3/
‘ K=0.8 |
K=1 0.2
02l K=1.2
' k=1.4 0.1
0 I il 1 1 J O 1 1 L 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Timp [s] Timp [s]
(a) Variatia factorului de proportionalitate (b) Variatia constantei de timp

Alte doua structuri de ordin I mai des intalnite sunt integratorul si derivatorul cu filtru:

K Ks

Hy(s) = " Hs(s) = Tor 1’ (8.5)
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avand functiile pondere:

K
h2(t)—£1{;}—f(, t >0, (8.6)
respectiv:
Ks K x K K _.
hs(t) = L7 = L1 - T L ="6t)— —e T, t>0 8.7
0= {7 ) iI-drb =gt 20 w)

unde 0(t) este impulsul Dirac. Raspunsurile indiciale sunt date de:

K 1
yQ(t):/:l{—-—}:K-t, t >0, (8.8)
s s
respectiv:
Ks 1 £ K _.
t)y=rL" o =LT L b =TT t>0. 8.9
st {TS+1 } {H% et 1> (5.9)
Raspunsurile la rampa unitate sunt:
K 1 K
=L = =" t>0 8.10
Y2 ( ) { S 82} 2 ) - Y% ( )

respectiv:

Yso(t) = L7 {Tﬁ - 312} =L {ﬁ} —K (1) -et), 120 (811)

8.2 Sistemele de ordin II

Vom analiza trei structuri tipice de sisteme de ordin II:

K Kuw? K

Hi(s) = n He(s) = ——
(Tys+1)(Tas + 1)’ 5(5) $2 4+ 2Cwps + w?’ o(s) s(Ts+1)’

Hy(s) = (8.12)

unde K este factorul de proportionalitate, T',T},T5 sunt constantele de timp, ¢ se nu-
meste factor de amortizare, iar w, este pulsatia naturala de oscilatie.

8.2.1 Functia pondere

Functiile pondere sunt date de:

KTy KT
h (t) — L—l K — £—1 T17T2 + T27’%1 _
4 (Tls + ]_)(T28 + 1) T18 + 1 TQS + ]_

K 1 1 K _t _t
= £71 — = < T — T), t>0, T T, 813
{HT% +?} Ton\ ) 20 ez, (813)
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%@):L:l{Q Ko, 2}::K£1 “n =
§? + 2Cwns + w; (s 4+ Cwn)? + (wn/1 — (?)?

= Kuwn -1 w"\/l_CQ o Kw, . o Cwnt o: _ 2
e {<s+<wn>2+<wm—c2>2}‘m e sinfeny/T= ) 120

cu —1 < ¢ < 1, respectiv:

(8.14)

hdozﬁ*{ngrﬁ}:K(uw—eﬁ),tzQ (8.15)

8.2.2 Raspunsul indicial

Raspunsul indicial al fiecarui sistem descris mai sus este dat de:

KTy KTy
K 1 K
Ya(t) :ﬁl{ ._} — 1 {_ + Tg—Ti L O } -

(Tys+1)(Tas+1) s s s+ s—f—TiQ

T, -1 T =T

Kw? 1 K K 2Cwy,
lt) = £ LR REre) 1
s?2 + 2Cw, s + w2 s s 824 2Cw,s + w?

L {5  E(stGw) K¢ wn/T=C } _

T} _t T _t
:>y4(t):K(1(t)—|— LEEP gt 2 e T2), t >0, cuTly # 1T, (8.16)

5 (54 CQwn)? + (wny1 =) V1 =C (54 Cwn)® + (wn/1 = (?)?

sin (wn\/l—@t—l—¢>), t>0,cu —1<(¢<1, (817)

e—Cwnt

/i@

unde ¢ = arccos((), respectiv:

K 1 K KT KT ¢
=ty 2l 27 :K(t—T T“”),t>0
yo(t) {S(TS+1) 3} {32 s +s—|—%} et -

= ys(t) = K (1(t) -

Structura Hy(s) este inclusd in structura Hs(s) pentru |¢| > 1, dar pentru a ilustra mai
bine diferenta dintre cele doud moduri de functionare s-a realizat aceasta distinctie. De
asemenea, influenta factorului de amplificare este aceeasi ca in cazul anterior. In Figura
8.2a este prezentata influenta variatiei factorului de amortizare in raspunsul indicial: pentru
¢ negativ avem un sistem instabil, pentru ¢ € [0,1) avem un raspuns oscilant, cu oscilatii
mai amoritzate pentru valori mai mari, respectiv aparitia regimului aperiodic pentru ¢ > 1.
De asemenea, in Figura 8.2b este ilustrata influenta pulsatiei naturale asupra raspunsului
indicial: cu cat w, scade, cu atat valoarea maxima se atinge la un moment de timp mai
indepartat.
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55 Raspunsul la treapta al sistemelor de ordin Il pentru ¢ variabil Raspunsul la treapta al sistemelor de ordin Il pentru w,_ variabil

y(t)

. . I .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Timp [s]

L L 1
0.3 0 5 10 15

Timp [s]

(a) Variatia factorului de amortizare (b) Variatia pulsatiei naturale

8.2.3 Raspunsul la rampa

Pentru raspunsul la rampa avem:

KT} KT3
Ys(t) = L1 K 1 _ 1 K K(Th + T3) n T, Tt N
4v (TlS + ].)(TQS —+ ]_) 52 52 S T18 ) TQS 1

T? T2 _
:>y4v(t> =K (t— (T1+T2)+ Tl —1T26 i+ T2—2T16 T2>, t> O, cu T1 #TQ, (818)

y5v(t):£_1{ 2 = 2 '_2}25_1 - = = (5 + Qun) + %€ =
s“ + 2CWnS + w;, S S S (8 + Cwn)Q + (any

2 2 —Cwnt 2 2 1 —Cwnt
:>y5v(t):K<t——C+§e—cos(wn 1—C2t>+( ¢ )e sin(wn 1—(225)), t >0,
w

n Wn wmxl —CQ

(8.19)
cu —1 < ¢ < 1, respectiv:
K 1 K KT KT? KT3
RO S S - N
Yoo 1) {8(TS—|—1) 52} {53 52 * s T3+1}
1 ¢
= yeo(t) = K (5752 ~T-t+T%— T%‘T) , t>0. (8.20)

Observatie: In MATLAB exista functii utile predefinite pentru determinarea raspun-

sului unui sistem LTI descris printr-un obiect de tip spatiul starilor, functie de transfer sau
zero-pole-gain:

e impulse(sys): calculeaza raspunsul la impuls Dirac al sistemului;
e step(sys): calculeaza raspunsul la treapta unitate (Heaviside) al sistemului;

e lsim(sys,u,t): calculeaza raspunsul la intrari arbitrare u(t) date sistemului.
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8.3 Sisteme de ordin n, n € N

Orice functie de transfer poate fi scrisa ca raport de polinoame date sub forma
de produse de termeni de gradul I sau II cu poli complex conjugati. Se evidentiaza
astfel singularitatile reale, respectiv complex conjugate, utilizand parametrii cu semnificatie

fizica:
. 2
H(TiS—Fl)H((%) 2 8+1>

His) = & . (8.21)

D N 2 2
iy H(Tjs+1>1‘[<(ﬁ) +§s+1)

8.4 Probleme propuse

Sa se calculeze pe foaie raspunsul la intrarea de tip impuls, treapta, respectiv rampa si sa
se verifice rezultatul obtinut in MATLAB pentru fiecare dintre urmatoarele sisteme. De
asemenea, si se determine polii, zerourile, factorul de proportionalitate si sa se evidentieze
dupa caz constanta de timp, factorul de amortizare si pulsatia naturala de oscilatie.

a) H(s) = 33z g) H(s) = 3t
b) H(s) = ;iky: h) H(s) = 2350
c) H(s)= 42&12]1); i) H(s) = 322549
d) H(s) = croers i) H(s) = Grioyeseoyaostn);
&) H(s) = b ) H(s) = A2,
£) H(s) = w57 D) H(s) = 3% (57 + 516.05)-
8.5 Raspunsuri
al) h(t) = a2) y(t) = (1 — ™) a3) yu(t) =3t — & + 2™
bl) h(t) =31(1—e*) b2) y(t) = st — 3+ e b3) yu(t) = 3t — {1+ 5 — g%
cl) h(t) = 40(5(t) — 9e10%) c2) y(t) = 4(1+9e1%) ¢3) yu(t) = 4t + 38 — 310t
d1) gét)t §€(_21t — e ) d2) y(t) = 2(1 — 2" + %) d3) yo(t) = 3t — 2 +
1
el) h(t) =te™" e2) yt)=1—e "t —tet ed) y,(t) =t —2+2e " +tet

f) b(t) = Ze bsin (F) 1) y() =1 e 3 (cos Lo+ \[hsin )
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£3) y(t) =t — 14 e 2t <cos ‘/7325 — L sin ‘/7325)

V3
gl) h(t) = cost+sint g2) y(t) =1 —cost+sint g3) y,(t) =t+1—cost—sint
h1) h(t) = e '(cost+2sint) h2) y(t) = 3 —e (3 cost + 3 sint) h3) y,(t) =3t — 1+
¢! (cost — $sint)
i1) h(t) = e 2 4 % i2) y(t) = 3(e* — e ™) i3) yo(t) = —3 + T2 + 1%
i1) R(t) = —0.101e~1% 4+ 0.05¢20 4 0.05¢ 011 i2) y(t) = L0.01710 — 0.0025¢~2 —
0.5e701

i3) yu(t) = Lt —5.07 — 0.001e1% 4 0.0001e 2" 4 5.07¢ 01

k1) h(t) = =2 (te™" — 3¢%7) k2) y(t) = 1 — et (1+t+ 31?) k3) y,(t) =
t—54be t +4dte t + 1.5t% ¢

11) h(t) = —1.61e71% + 1.1e7* + 0.5~ 0-0%¢ 12) y(t) = 11 + 0.16e7 % 4+ 1.11e~* —
10.05e=0-5¢

13) ,(t) = 11t — 202.122 + 1.11e~" + 201.005¢ 205 — 0.0161¢ 10

Tabelul 8.1: Tabel de transformate Laplace

f(t) L{f()}
a(t) 1
1(2) .
" 1(¢) e
tne—at . ]_(t) (s—i—g;”*l
(1 e_at)l(t) s(sia)
sin(wt)1(t) o
cos(wt)1(t) e
sin(wt) - e **1(t) e
cos(wt) - e 1(1) | oz
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In lucrarea de fata sunt prezentati parametrii
des utilizati in practica pentru analiza per-
formantelor regimurilor tranzitoriu si statio-
nar ale raspunsurilor sistemelor LTI, cu ac-
cent deosebit pe studiul sistemelor de ordin I
si II. Suplimentar, se prezinta tipurile de re-
gimuri de functionare si modurile de oscilatie
care le determina.
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9.1 Performantele sistemelor LTI

Réaspunsul unui sistem LTT descris prin functia de transfer H(s) la o intrare u(t) se calculeaza
astfel:

y(t) = h(t) xu(t) = L7H{H(s) - U(s)} = vo(t) + y,(2), (9.1)
unde y,(t) este componenta libera sau tranzitorie, proprie sistemului (contine modurile

acestuia), iar y,(t) este componenta permanenta sau raspunsul fortat, direct depen-
denta de intrare.

9.1.1 Performante in regim tranzitoriu

Definitii generale, considerand valorile stationara si initiala a iesirii notate yg si yo:

e timpul de raspuns (engl. settling time), definit ca solutia ¢, a ecuatiei:

min [y(¢) = yse| < 2% [yse = ol , VL= 1. (9.2)

e timpul de urcare (sau crestere, engl. rise time), definit ca diferenta dintre timpii de
90% si 10% corespunzitori valorilor semnalelor de iesire fata de valoarea stationara yg;:

tu = too% — t10%, (9.3)
e suprareglajul (engl. overshoot), definit ca valoarea relativi maxima a raspunsului
indicial:
o = Jmaz Z st 4 00(%). (9.4)
Yst — Yo

Particularizari utile pentru sisteme de ordin I
Pentru procesul tipic de ordin I descris prin functia de transfer:

K

=777

(9.5)

se disting urmatorii parametri de performanta in regim tranzitoriu, ilustrati in figura 9.1:

: x A _ 4 _ 4 .

e timpul de raspuns: ¢, ~ 47 = T = Relal

e timpul de 63% din raspunsul indicial, egal cu o constanta de timp: y(7) = K -
(1-1)~063-K.

Observatie: Distinctia clara intre raspunsul unui sistem de ordin I si cel al unui sistem
de ordin mai mare decit 1 se poate face prin panta de pornire nenuld in cazul sistemului
de ordin I, respectiv prin pornirea tangenta la axa absciselor in cazul sistemelor de ordin
superior.
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(0'0)
ot

Raspunsul la treapta al sistemelor de ordin |

08 / TtT ~ AT

tes, = T

y(t)

10 15

Timp [s]

Figura 9.1: Performantele unui sistem de ordinul I

Particularizari utile pentru sisteme de ordin II

Pentru procesul tipic de ordin II descris prin functia de transfer:

H(s) = Ku, (9.6)

$? + 2wy s + w2’

se disting urmatorii parametri de performanta in regim tranzitoriu, ilustrati in figura 9.2:

e timpul de raspuns:

4 4
t, ~ = ——: (9.7)
Cwn  [Re {812}
e suprareglajul, corespunzator timpului primului maxim calculabil 1a ,,,, = #\/@:
¢
o=e Vi-¢ €[0,1]; (9.8)

e pulsatia de oscilatie:

Wose = Wn\/ 1-— <2 =Im {§172}. (99)

Raspunsul la treapta al sistemelor de ordin Il cu poli complex conjugati
I I I I I I
,ﬂ-c

Ymaz = k(l =+ em) — k(l + 0')

15

0 5 10 15 . 20 25 30 35
Timp [s]

Figura 9.2: Performantele unui sistem oscilant de ordinul 11
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9.1.2 Performante in regim stationar

Componenta permanentda a unui sistem LTI este de natura semnalului de intrare. Spre
exemplu, dacd intrarea u(t) este de tip polinomial, componenta permanenta este tot de tip
polinomial si de acelasi ordin.

In functie de semnalul considerat la intrare, se poate masura capacitatea sistemului de
reglare de a urmari acel semnal prin eroarea stationara e, (engl. steady-state error, cu
notatia alternativa eg), definita prin:

£ss = lim (u(t) —y(t)) =lims (U(s) — Y(s)). (9.10)
t—00 s—0
In ultima egalitate s-a utilizat teorema valorii finale din analiza complexi. In ordinea utilizarii
in practica, se disting urmatoarele tipuri de erori stationare:

e eroarea stationara la pozitie: e4,[= €y, = 1 — H(0), ceea ce semnifica abilitatea
sistemului de a urmari o intrare de tip treaptd unitard, deci u(t) = 1(t) < U(s) = 1,
precum in figura 9.3;

e eroarea stationara la viteza: ey, [= £4,], descrie abilitatea sistemului de a urméri
o intrare de tip rampé unitard u(t) =t < U(s) = <; este finitd numai in cazul in care
sistemul are 45, = 0; diferenta dintre un sistem cu eroarea stationara la viteza finita,
respectiv infinita este ilustrata in figura 9.4;

e eroarea stationari la acceleratie: e,,,[= £44], care descrie abilitatea sistemului de
a urmari o intrare de tip parabola unitard, deci u(t) = ¢* < U(s) = 3; este finitd doar
daca sistemul are e, = 0.

Determinarea erorii stationare la pozitie

S e e e 2 e ey .
0.8 - k 1 i 1

= N

=

- 06

—

JL

S04t
02
0 I I I I I I I I I |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Timp [s]

Figura 9.3: Calculul erorii stationare la pozitie in cazul unui sistem LTI

9.2 Regimuri de functionare si moduri de oscilatie

Regimul de functionare prezinta caracterul general al regimului tranzitoriu al unui sistem
LTI. Acesta este determinat de modurile de oscilatie dominante ale componentei tranzitorii.
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~ Determinarea erorii stationare la viteza - cazul finit Determinarea erorii stationare la viteza - cazul infinit

14

12+

Essr = limg=yes (u{t) — y(t)) = +o0

10

-
o
-

Timp [s] Timp [s]

Figura 9.4: Calculul erorii stationare la viteza in cazul unui sistem LTI

Polii dominanti se afld in dreapta planului complex. In cazul polilor stabili, polii dominanti
sunt cei apropiati de axa imaginara.

Modurile de oscilatie sunt determinate de polii sistemului LTI, respectiv pot fi de
urmatoarele tipuri, ilustrate grafic in cazul sistemelor de ordin II in figura 9.5:

e in cazul polilor reali de multiplicitate n: (nil)!t”_legt;

e in cazul perechilor de poli complex conjugati de multiplicitate n: ﬁt”flem{g}t sin (Im {5} ¢).

9.3 Probleme propuse

Exercitiul 4.1

Pentru fiecare din urmatoarele sisteme sa se determine polii, zerourile, factorul de proportio-
nalitate si sa se evidentieze, dupa caz, constanta de timp, factorul de amortizare si pulsatia
naturala de oscilatie. De asemenea, sa se calculeze, dupa caz, timpul de raspuns, suprare-
glajul, pulsatia oscilatiilor, eroarea stationara la pozitie si eroarea stationara la viteza. Sa se
precizeze modurile sistemului si regimul de functionare.

a) H(s) = {5 f) H(s) = =t5

S(5+10) 5242512
b) H(s) = o §) His) = 25
c) H(s)= (Sﬂ%)ﬁ h) H(s) = (s+10)(s—}—g(()))(105+1);
d) H(s) = zross i) H(s) = T
e) H(s)= 8521113 j) H(s)= 5—51—(10 (s—%l + sfdéos)'

Exercitiul 4.2

Aceeasi cerinta ca la Exercitiul 4.1 pentru urmatoarele clase de procese industriale. Analizati
influenta parametrilor indicati asupra raspunsurilor sistemelor la intrare de tip treapta uni-
tara.
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a) sistem cu integratoare:

c) sistem de ordinul 4 cu poli in progresie:

1
(s+ (as+ 1) (a?2s+1)(ads+ 1)

H(s) = a €{0.1,0.2,0.5,1};

d) sistem cu zero de fazd neminima:

—as+1
H(S) = m, o€ {01,02,05, 1,2,5},

e) sistem oscilant:

w2

H(s) = n €{0,0.1,0.5,0.8}, w, € {1,2,5,10};

f) sistem conditionabil stabil:

(s +6)>

H) = 12 1 30

g) sistem cu moduri rapide si lente:

100 1 0.5
H(s) = :
()= 510 (s+1+8+0.05)’

h) sistem instabil:

H(s) = T € {0.01,0.1,0.5,1,5,10, 100} .

(s— 1)(Ts+ 1)
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i Pole Position . ‘ Step Response
$51=0,8 € R_
05 6 §
it 0t Léot
o e =¢e" e
E o X X ot |
iy 2f Regim aperiodic -
amortizat (BIBO instabil)
s 4 3 2 A 0 1 2 3 4 % ; 1‘0 15
1r- 1 T
05 08 4
X—X f17 5 CR- *
= 04l eslt, 682t i
05 . . . .
02k Regim aperiodic amortizat .
5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 00 05 1 15 2 25 3 35 4
1r 1 T
05 |- 0.8 4
g . 06 S}t: .%?:SERf 1
E 36( osl et te i
osr o2f Regim aperiodic critic amortizat 1
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 0 4 5 3 4 5 I
1r X 1.5
0.5
WL
% ~ ~
E° 81,8, € C_
05 31 - . A —
osp efteldialt sin (Im{s; 2 }t)
‘ ‘ ‘ Y ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Regim oscilant amortizat
_175 4 3 2 R 0 1 2 3 4 5 00 ; 1‘0 15
1r 2 T
§1’2 eC, R€{§1’2} =0 ><
05, ~ 15 .
o | sin(Im{312}1)
g o0 L |
£ 1
sk Regim oscilant
) - . 0.5 4
X intretinut
s 4 3 2 E ) 1 2 3 4 5 °s ; 1‘0 1; 2‘0 2‘5 30
1 x 4 x10°
05hF 05
g’ 0
E° bal S12 € Cy
s ettt gin (Im {3, 9 }t)
71 ‘ | | | Y ‘ ‘ | Regim oscilant neamortizat
5 4 3 2 4 0 N 2 3 4 s 5 10 15
1 12 x10'®
10+
0.5 ~ ~
8 $51# 8 € Ry
X XX R
£ eslt’ 68225
WL
o .. Regim aperiodic neamortizat
. | ‘ , | | ‘ | ‘ s, | |
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 0 5 10 15

Time [s]

Figura 9.5: Regimurile si modurile de oscilatie ale unui sistem de ordin II in functie de
pozitia polilor in planul complex
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Conexiunile sistemelor LTI
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In aceastd lucrare se prezinta interconexiu-
nile tipice ale sistemelor de reglare, cu accent
deosebit pe conexiunea cu reactie negativa.
Suplimentar, se utilizeaza metoda locului ra-
dacinilor pentru analiza influentei unui para-
metru variabil asupra polilor unui sistem, cu
trasare in mediul MATLAB si interpretarea
rezultatelor: analiza stabilitatii sistemului, a
regimurilor de functionare, respectiv a mo-
durilor de oscilatie.



Conexiunile sistemelor LTI

10.1 Conexiunile sistemelor LTI

Cele trei tipuri de conexiuni de baza ale sistemelor LTI sunt:

e conexiunea in serie, avand functia de transfer echivalenta:

_Y(s)  Y(s) ' Ry(s) . ‘
Hseme - R(S) - RQ(S) Rl(S) - H2(8> H1(8)7 (101)
R(s)=R(s) Hy(s) Y1(s)=Rx(s) s Ya(s)=Y(s)

Figura 10.1: Conexiunea serie a sistemelor LTI

e conexiunea in paralel, avand functia de transfer echivalenta:

Y
Hpa'ralel(s) - REj; - :tHl(S) =+ H2(8)7 (102>
Yi(s)
> H1(S)
R(s) Ty Yis)
t
’ Fs) Y2(s)

Figura 10.2: Conexiunea in paralel a sistemelor LTI

e conexiunea cu reactie (pozitiva sau negativa), avand functia de transfer echiva-
lenta:

Y(s) H,(s) _ Hy(s)

Hicactie(s) = Ho(s) = R(s)  1F Hy(s) - H.(s) 1F Hges(s)’

(10.3)

unde:

— Hd(s) este functia de transfer pe calea directi;

H,(s): este functia de transfer pe calea de reactie;
— Hges(s): este functia de transfer in bucla deschiss;
— Hy(s): este functia de transfer in bucla inchisa.

La numitor este semnul — pentru reactie pozitiva si 4+ pentru reactie negativa.

In MATLAB existd functiile series, parallel si feedback pentru implementarea celor
trel conexiuni.
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R(s) E(s Y(s)
O © Ha(s)

t
l_ H(s)

Figura 10.3: Conexiunea cu reactie a sistemelor LTI

Ry ) 1 1
" 5+5 Z

1 Yis)

-~

Figura 10.4: Sistem LTI cu interconexiuni

Exemplu: Calculati functia de transfer a sistemului echivalent din Figura 10.4.
Raspunsul final este:
Y(s) s

Hec ivalen = = . 10.4
pivatent (5) R(s) s+ 1552+ 525+ 5 (104)

10.2 Conceptualizarea metodei locului radacinilor

Se considera sistemul cu reactie negativa din Figura 10.3. Orice astfel de sistem poate fi
rearanjat incat blocul H,(s) si devind unitar. In acest caz, sistemul se numeste cu reactie
negativa (RN) rigida sau unitara.

Astfel, rezulta sistemul ilustrat in Figura 10.5, unde:

Hd(s) =k- H(5)7 Hr(‘S) = 17 HdeS(S) =k- H(S>7 (105)
Ho(s) = Hk_k—Hst) (10.6)

Polii sistemului in bucla inchisa sunt determinati de ecuatia caracteristica:
P.(s)y=1+k-H(s)=0. (10.7)

Pentru H(s) = % rezulti:

1+k-H(s)=0 < «(s)+k-B(s) =0. (10.8)

Astfel, pentru k£ — 0, polii sistemului inchis sunt dati de rddacinile polinomului de la numitor,
a(s) = 0, iar pentru k& — oo, polii sistemului inchis tind la rédéacinile polinomului de la
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u(t) y(t)>

Figura 10.5: Schema de reglare tipica metodei locului radacinilor

numarator: +o(s)+pB(s) = 0. In concluzie, polii sistemului inchis pornesc din polii sistemului
deschis, respectiv tind la zerourile sistemului deschis, pentru k& € [0, 00).

Se poate constata ca, daca sistemul initial in bucla deschisa descris prin H(s) are ordinul
n, echivalent cu a avea n poli, atunci gi sistemul rezultat in urma inchiderii buclei are tot
ordin n, in cazul in care nu exista simplificari intre poli si zerouri. Locul geometric al
radacinilor sistemului in bucla inchisa, ca functie de parametrul k, va avea atunci n
ramuri.

Locul radacinilor se poate trasa utilizand functia rlocus din mediul MATLAB, care pri-
megte ca argument principal functia de transfer H(s) din ecuatia caracteristica. Similar, se
poate folosi functia rltool din MATLAB, utild in cazul proiectéarii regulatoarelor.

Sa se trateze si sa se interpreteze locul radacinilor pentru urmatoarele cazuri:

Exemplul 1 Analiza sistemului in bucla inchisa conform structurii cu reactie negativa
unitara din Figura 10.5, in care:

s+5
Hy(s)=k-————, k>0. (10.9)
(s+2)(s+3)
Root Locus
3 T T T
al
- System: hdes System: hdes
".'m 2r Gain: 9.9 Gain: 0.101
e Pole: -7.45 Pole: -2.55
5 1k Damping: 1 Damping: 1
0 Overshoot (%): 0 Overshoot (%): 0
< Frequency (rad/s): 7.45 Frequency (rad/s): 2.55
g ook — o W - e
= \ | :
< | :
2 \ / :
m-1F \ =
= :
= :
il ;
E 2 \‘“‘m___ ey |
3 L . i
-15 -10 -5 0

Real Axic (eernnds™y

Figura 10.6: Locul radacinilor pentru Exemplul 1
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Rezolvare In acest caz:

s5+5
k- H(s) k- ererm
Ho(s) = = —, (10.10)
1+k-H(s) 1+k- i
deci functia rlocus trebuie apelata cu functia de transfer H(s) = #&3), de unde rezulta

locul geometric din Figura 10.6.
Deoarece ambele traiectorii se afla in semiplanul stang, rezulta ca sistemul inchis este
extern stabil indiferent de £ > 0. In functie de valorile lui £ se disting urmatoarele regimuri:

k € (0, 0.101): regim aperiodic amortizat, cu modurile e*1f, €52t 5,8, € R_, 8, # o;
k = 0.101: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e, te®, 5, = 5, = 5 € R_;

e k € (0.101, 9.9): regim oscilant amortizat, cu modul e?CL2)sin (Im (§15) 1), 812 =
atfBj,aeR_;

k = 9.9: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e, te®, §; = 5, = 5 € R_;

e k€ (9.9, co0): regim aperiodic amortizat, cu modurile e*1f, €32t 5,8, € R_, 3, # 5.

Exemplul 2 Analiza sistemului in bucla inchisd conform structurii cu reactie negativa
unitara din Figura 10.5, in care:

5+2
H =k ——— k>0. 10.11
Rezolvare In acest caz:
k- H(S) k - 2i§2+2
Ho(s) = - 22542 10.12
deci functia rlocus trebuie apelata cu functia de transfer H(s) = %, de unde rezulta

locul geometric din Figura 10.7.

System: hdes

Gain: 2.02

Pole: -0.0111 + 2.46i
Damping: 0.00451
Overshoot (%): 98.6
Frequency (rad/s): 2.46

Root Locus

4 T T T T T

=
' 2 o
k=]
c
81 1
©
o
; 0= ¢ ) ~
<t System: hdes \
2L Gain:12.3 4
a Pole: -5.16 - 9.73e-08i
'g ) Damping: 1
£ 2r Overshoot (%): 0 - 7
= Frequency (rad/s): 5.16 S~ el
EX —_— 4
4 | 1 1 1 1 1
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2

Real Axis (secon ds'l)

Figura 10.7: Locul radacinilor pentru Exemplul 2
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Se observi ci sistemul inchis este extern stabil pentru k& > 2. In functie de valorile lui k
se disting urmatoarele regimuri:

e k € (0, 2): regim oscilant neamortizat, cu modul eRe(s1.2)t

5.77 o€ R-‘ra
e k = 2: regim oscilant intretinut, cu modul sin (Im (51 2) ), $12 = £54,8 > 0;
e k € (2, 12.3): regim oscilant amortizat, cu modul eReG12)sin (Im (815) 1), 812 = @ £
/8j7 « 6 R_7
e k= 12.3: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile eSt te’t, 5
e k€ (12.3, 00): regim aperiodic amortizat, cu modurile e¥1, 52!,

sin (Im (812) %), $120 = a £

51 = 89

—5eR_;
€ R_ 81 7é82.

CIJ> ||

Exemplul 3 Analiza sistemului in bucla inchisa conform structurii cu reactie negativa
din Figura 10.3, in care functia de transfer pe calea directa este formata dintr-un regulator
proportional-integrator (PI) inseriat cu procesul de controlat:

Hy(s) = Hp(s) - Hy(s) = K,,( ! ) 3 H.(s) =1 (®RNU). (10.13)

Tis) s+5’

Factorul proportional al regulatorului se considera K, = 1, iar constanta de integrare este
variabila pe domeniul 7; € (0, c0).

Rezolvare Pentru a putea fi aplicatda metoda locului radacinilor in functie de T;, trebuie
adaptata ecuatia caracteristica conform structurii din Figura 10.5, respectiv a ecuatiei (10.7).

KpTis+Kp =3 3(KpES+Kp)

H Tis st5 & 10.14
0(5) 1+K,,T§+1_8+i5 ﬂ82+5ﬂ8+3KpﬂS+3Kp ( )

3(KpTis + K,)

T; (s2 4+ 5s + 3K,s) + 3K, 1+%%

Ho(s) =

(10.15)

Astfel, functia rlocus trebuie apelatd cu H(s) = M;%’
p

MATLAB pentru Gain corespund, de fapt, la Gain =

Deoarece ambele traiectorii se afla in semiplanul stang, rezultd ca sistemul inchis este
extern stabil indiferent de 7; > 0. In functie de valorile lui 7} se disting urméitoarele
regimuri:

cu observatia ca valorile din

o % € (0, 5.33): regim aperiodic amortizat, cu modurile €51t €32t 5,8, € R_, 5 # 3o;
T; = =5 regim aperiodic critic amortizat, cu modurile ¥, te®, §; = §, = § € R_;
T%_ € (5.33, 00): regim oscilant amortizat, cu modul eRe(S12 sm( (812)1), $12 =
atfj,aceR_;.

Exemplul 4 Analiza variatiei polilor sistemului de ordin doi cu poli complex conjugati in
functie de factorul de amortizare ¢ € [0, 1]:

H = - . 10.16
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Root Locus

-

%

o

c

5]

o

)

i)

u

£ o} " N
< System: hdes

il Gain: 5.33

g Pole: -4

E" Damping: 1

E Overshoot (%): 0

= Frequency (rad/s): 4

-5 1 1 1 1 |
-10 -8 -6 -4 -2 4} 2

Real Axis tseconds'l,\

Figura 10.8: Locul radacinilor pentru Exemplul 3

Rezolvare Precum in exemplul precedent, pentru a putea fi aplicata metoda locului rada-
cinilor in functie de parametrul (, trebuie adaptata ecuatia caracteristica conform structurii
din Figura 10.5, respectiv a ecuatiei (10.7). Astfel:

9 9 Kw?
Kw? Kw: PrwZ
Hy(s) = T s . = 1+<_+23ns . (10.17)
: nS (52 w?) (14 (Fy) e
Astfel, functia rlocus trebuie apelata cu functia de transfer H(s) = S%“jr’zfg, cu mentiunea

de a specifica domeniul de variatie al Gain-ului in intervalul [0, 1], prin urmare rlocus(H,
0:0.01:1).

Root Locus
15 C . T N T T T T
L 0:76 0.62. . . 0.48 0.36. 0.24 0.12

10 0:88 1
—
i
n
o
& °[oo7 1
I}
[}
i)
n 18 16 14 12/
a0 i
<< System: hdes
) . ) Gain: 1 !
g loer o Pole: -10 ~ . - |
‘E . Damping: 1 ’ \\“‘\. . .
E Overshoot (%): 0 e T o :
= : F djs): 10 - ToTe—

o |0.es . requency (rad/s) S - - h

T 0:78 | ) : IO.GZ- ) . O.‘48 p.36 I0.24 CII.12 i
-15 . —=
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2

Real Axis (semnds'l)

Figura 10.9: Locul radacinilor pentru exemplul 4

Deoarece traiectoriile se afla in semiplanul stang, rezulta ca sistemul inchis este extern
stabil indiferent de ¢ € [0, 1]. In functie de valorile lui ¢ se disting urmatoarele regimuri:

e ( = 0: regim oscilant intretinut, cu modul sin (w,t), $12 = fw,j, w, > 0;

e ( € (0, 1): regim oscilant amortizat, cu modul e=*“~sin <wn 1-— ta), §10=—Cw, £

w1 — C%5.

e ( = 1: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e, te¥, §; = 35 = —w, € R_.
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10.3 Probleme propuse

Problema 1 Sa se traseze locul radacinilor si sa se interpreteze stabilitatea dupa parame-
trul specificat (pe foaie utilizand criteriul Routh-Hurwitz si cu validare in MATLAB folosind
functia rlocus) pentru urmatoarele configuratii.

a)

b)

sistem cu reactie negativa unitara care are functia de transfer in bucla deschisa:

k(s+1)
oOere P20 (10.18)

Hdes(s) = s

sistem cu reactie negativa unitard (RNU) care are pe calea directd un regulator Hg(s)
inseriat cu un proces H(s):

s+ z 5
HR(S> = s s H(S) = 3—{——10’ z Z 0. (1019)

sistem cu reactie negativa care are pe calea directa procesul H(s) si pe calea de reactie
componenta H,.(s) =k, k > 0:

(s +2)(s+3)
H(s) =4 10.20
B =462 (1020)
sistem in bucla inchisa cu polinomul caracteristic:
52 —8s+2
1 =0, T>0. 10.21
i (T's +1)(s% + 4s + 20) T ( )
sistem in bucla inchisa cu polinomul caracteristic:
s2 4+ ps+4
—— =0, p>0. 10.22
52 +4s+ 16 P= ( )
sistem in bucla inchisa cu polinomul caracteristic:
2
14k 2 20 k>0, (10.23)
s
sistem in bucla inchisa cu polinomul caracteristic:
25 —1
— =0 > 0. 10.24
* s+ Ts + w? = ( )
sistem in bucla inchisa cu polinomul caracteristic:
Pl B (10.25)
243512 o 1=7 '



Conexiunile sistemelor LTI

Problema 2 Se considera sistemul de reglare din Figura 10.3 in care Hy(s) = Hps(s)-Hy(s)
si H.(s) = 1 (RNU), unde Hp/(s) este regulatorul PI din Figura 10.10, iar procesul este
H(s) = 51—02. Sa se determine functia de transfer a sistemului inchis dependenta de parametrii
R1, Ry, R3, Ry si C, respectiv sa se traseze in MATLAB si sa se interpreteze locul radacinilor
obtinut in urmatoarele situatii:

b) R, variabil, Ry = 10[kQY], R3 = Ry = 4.7[kQ] si C = 100[nF];
c) C variabil, Ry = 10[kQY], Ry = 2.2[kQ)] si R3 = Ry = 4.7[k].

Interpretarea trebuie sa contina: analiza stabilitatii, regimurile de functionare si modurile
sistemului.

A
Yyvy

Figura 10.10: Structura unui regulator PI (proportional-integrator).

Problema 3 Se considera sistemele descrise de schemele bloc din figurile 10.11, 10.12,
10.13. Determinati functia de transfer echivalenta pentru fiecare sistem. Validati rezultatele
obtinute in Simulink.

Ko
w(t) _l K, K, y(t)

:— }  Ts+1 | | Tos+1 | T

1
T3s +1

v | =

Figura 10.11: Structura de reglare pentru Problema 3

Problema 4 Se considera sistemul cu reactie negativa unitara din Figura 10.14. Determinati
conditiile pentru parametrii k, p € R* astfel incat sistemul inchis s fie stabil.

Problema 5 Pentru sistemul din Figura 10.15, determinati valorile parametrului a € R™
pentru care sistemul inchis este stabil.
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R(s)

1

Y(s)

s+1

1

10s+1

A

Figura 10.12: Structura de reglare pentru Problema 3

R(s) 7

e

e

1 Y( Sz

10s+1

Figura 10.13: Structura de reglare pentru Problema 3

contljoller process
r(t) s+1 1 y(t)
’ k | s+ s(s-1) -

7

Figura 10.14: Structura de reglare pentru Problema 4

R(s)

S+a

Y(s)

s3+as’+(a-1)s+a-1

1

S+a

A

Figura 10.15: Structura de reglare pentru Problema 5
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In aceastd lucrare sunt prezentate principa-
lele reguli de trasare al locului radacinilor
aplicate pe cateva exemple sugestive. In
acest fel, este posibild studierea comporta-
mentului sistemului in bucla inchisa pentru
toate valorile posibile ale parametrului k£ €
(0,00). Astfel, se poate deduce stabilitatea
sistemului in buclad inchisa, impreuna
cu regimurile de functionare posibile,
modurile sale de oscilatie si sensibili-
tatea locului radacinilor in functie de
parametrul £.



104 Metoda locului radacinilor [If

11.1 Reguli de trasare

Regulile de trasare al locului radécinilor in functie de parametrul k& € (0, 00), care se aplica
pentru ecuatia caracteristica:

_ [[Zi(s — $i)
1 + kHées(S) = 0, cu Héles(‘s) = k/m7 (111)

sunt urmatoarele:
1. Locul radacinilor este simetric fata de axa reala.

2. Se marcheaza cu x in planul complex pozitia polilor in bucla deschisa. Cele n ramuri
ale locului radacinilor pleaca din polii sistemului deschis.

3. Se marcheaza cu o in planul complex pozitia zeroului in bucla deschisa. m ramuri ale
locului radacinilor ajung in zerourile sistemului deschis, iar celelalte n — m ramuri vor
tinde asimptotic spre infinit.

4. Asimptotele se vor intersecta in centrul de greutate al locului radacinilor situat pe axa
reald si calculat cu ajutorul formulei:

P Z?:l Re(é’L) - ZZL 1:{6(§1)7 (112)

iar unghiurile de plecare sunt:
b, =—— 1=1,n—m. (11.3)

5. Un punct s, de pe axa reald apartine locului radacinilor daca este respectata conditia

de faza:
m

Zz(sx—éi)—iz(sx—éi) =/ (k_é) (11.4)

=1

Astfel:

— pentru &' > 0, atunci un punct de pe axa reala se afla pe locul radécinilor daca in
partea dreapta exista un numar impar de singularitati;

— pentru k&' < 0, atunci un punct de pe axa reala se afld pe locul radécinilor daca in
partea dreapta exista un numar par de singularitati.

6. Unghiurile de plecare din poli se calculeaza astfel:
— pentru £’ > 0 avem:

G, = L(3;—8)— > L(5;—8)— Q2+ 7, 1€ (11.5)
i=1

i=1,i#j
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— pentru k' < 0 avem:
s, = Y (5 Z /(3 —r, l€Z (11.6)
=1 i=1,i#£j
7. Unghiurile de sosire in zerouri se calculeaza astfel:

— pentru k' > 0 avem:
b, =— > £ ) + Z /(3 + 2L+ D, 1€ Z; (11.7)

— pentru k' < 0 avem:
i L(3;— &) + Zz — &) +2nr, l€Z (11.8)

i=1,i#]

8. Intersectia ramurilor locului radacinilor cu axa imaginara se calculeaza cu ajutorul
tabelului Routh-Hurwitz aplicat pentru ecuatia caracteristica 1+ kH/, . (s) = 0.

9. Punctele de desprindere de pe axa reala sau de revenire pe axa reala se calculeaza
rezolvand sistemul:

14+ kH (s)=0
{d%s( )d_ . . (11.9)
ds

Acele solutii ale sistemului (11.9) care apartin axei reale unde se poate afla locul rada-
cinilor vor fi puncte de desprindere sau de apropiere, iar valoarea lui k corespunzatoare

unei solutii s, este:
-1
ky=——"—. 11.10
Hdes(3$> ( )

Test point r

Jjw

Figura 11.1: Unghiurile singularitatilor fata de axa reala pozitiva pentru un punct de test.
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11.2 Exemple

Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor obtinut pentru sistemul in bucla deschisa
descris prin functia de transfer:

a) Hdes(s) = si_Q’
b) Hdes(s) = ?:—37
C) Hdes(s) = Szi—g;,g;
d) Haes(s) = #2503

1
¢) Haes(s) = gy

11.3 Solutii

a) Nu existd puncte de desprindere/apropiere si nici Kppic-

Root Locus
O 3 T T T T |
0.2 - o
FIUJ
-
5 01r .
o
@
B,
£ 0 B
<
Fa
201 g
o
@©
E :
02 : .
'O 3 | | 1 1 | | 1 |
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Real Axis (seconds ')

Figura 11.2: Exemplul a).

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru orice k£ > 0.
De asemenea, pentru k > 0 avem regimul aperiodic amortizat cu modul et
b)  — nu exista puncte de desprindere/apropiere;

- Kcritic = 0.4.

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru k£ > 0.4.
In functie de valorile lui k se disting urmatoarele regimuri:
So1t.

— k € (0, 0.4): regim aperiodic neamortizat, cu modul e

— k = 0.4: regim aperiodic amortizat (BIBO instabil), cu modul %;
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Root Locus
O 4 T T T T I T T
0.3 - ~ 1
System: h ]

- 02r Gain: 0.401 i i

‘w Pole: -0.00213 ;

5 01 - Damping: 1 h

o Overshoot (%): 0 i

o, | Frequency (rad/s): 0.00213

n;<') [ ST ¢ . e J

<

&

@ -0.1 .

=

O

1]

E -02r 8
03 r 1
‘0‘4 L 1 1 1 L I 1 1

-6 5 -4 -3 2 1 0 1 2 3

Real Axis (seconds'1)

Figura 11.3: Exemplul b).

— k € (0.4, 00): regim aperiodic amortizat, cu modul e'*.
c) — avem un punct de apropiere K, = 2;
— nu exista K e
Root Locus
15 T T T T T T T
1 = -
System: h
‘Tﬁ Gain: 2
o Pole: -2 - 0.00844i
B 05¢F ina: 1
£ * Damping: 1
% Qvershoot (%): 0
2 Frequency (rad/s): 2
K] 0 ; — J
= |
<
= \
g
O 05 7
]
= .
E ~
A+ T—x -
_15 1 1 Il 1 1 1 1 1 i
4.5 -4 -3.5 -3 2.5 -2 1.5 -1 -0.5 0 0.5

Real Axis (seconds'1)

Figura 11.4: Exemplul c).

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru orice k£ > 0.
In functie de valorile lui k se disting urmatoarele regimuri:

— k € (0, 2): regim oscilant amortizat, cu modul efeGo102)t sin (Tm (3,1 42) t);

—2t —2t.
,t@ )

— k = 2: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e
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— k € (2, 00): regim aperiodic amortizat, cu modurile e efe2!,

d) — avem un punct de desprindere Kgsp ~ 0.2 si un punct de apropiere K, ~ 19.8;
- Kcritic =4.
Root Locus
6 T T T ‘
4t g U
System: h System: h
Gain: 19.8 Gain: 0.202

Pole: -7.9 + 1.68e-07i
Damping: 1

Overshoot (%): 0
Frequency (rad/s): 7.9 In‘

|

Pole: 1.9 + 2.05e-08i
\ Damping: -1

\ Overshoot (%): 0

| Frequency (rad/s): 1.9

System: h

Gain: 4

| | . Pole: 0.000464 - 3.87i
_Eizo -15 -10 E‘ Damping: -0.00012

Imaginary Axis (seconds'1)
E= nN
T T

i _'15 Overshoot (%): 100
Real Axis (seconds™') Frequency (rad/s). 3.87

Figura 11.5: Exemplul d).

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru k > 4.
In functie de valorile lui k se disting urméatoarele regimuri:

— k € (0, 0.2): regim aperiodic neamortizat, cu modurile et eso?;
— k = 0.2: regim aperiodic critic neamortizat, cu modurile e'%, te!-%;
— k € (0.2, 4): regim oscilant neamortizat, cu modul e®e(e1.2)t sin (Tm (8,1,02) t);
— k = 4: regim oscilant intretinut, cu modul sin(Im(8,1 02)t);
— k € (4, 19.8): regim oscilant amortizat, cu modul eR(e1.2) gin (Im (3,1 02) t);
— k = 19.8: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile: e~ "%, te=";
— k € (19.8, 00): regim aperiodic amortizat, cu modurile e®1, eso2t,
e) — avem un punct de desprindere Ko ~ 3.1;
— Keritie = 48.

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru k € (0, 48).
In functie de valorile lui k se disting urmatoarele regimuri:

— k € (0, 3.1): regim aperiodic amortizat, cu modurile e g2 st
— k = 3.1: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e =084 te=0:84t odost

— k € (3.1, 48): regim oscilant amortizat, cu modurile e®¢(e1.02) gin (Im (8,1 42) ) , €5%%;

— k = 48: regim oscilant intretinut, cu modurile sin(Im (8,1 42)t), 33;

)

— k € (48, c0): regim oscilant neamortizat, cu modurile e®¢(®o1.02)t sin (Im (541 5) 1) , €3,
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15

Root Locus

-
o
T

[$3]
T

System: h

Gain: 3.1

Pole: -0.844 - 0.0708i
Damping: 0.996
Overshoot (%): 0
Frequency (rad/s): 0.847

(=]

Imaginary Axis (seconds'1)
n
T

L
o
T

System: h

Gain: 47.7

Pole: -0.00391 - 2.82i
Damping: 0.00139
Overshoot (%): 99.6
Frequency (rad/s): 2.82

-15
-15

-10

5

Real Axis (seconds'1}

Figura 11.6: Exemplul e).

11.4 Probleme propuse

Sa se traseze gi sa se interpreteze locul radacinilor obtinut pentru sistemul in bucla deschisa
descris prin functia de transfer de mai jos. Interperetarea trebuie sa contina: analiza stabi-
litatii, regimurile de functionare, modurile de oscilatie i analiza senzitivitatii in functie de
parametrul £ > 0.

8) Haeo(s) = s tizsriod
b) Hges(s) = %;

c) Hies(s) = 242,

d) Hees(s) = 525

e) Haes(s) = m;
£) Haesls) = St
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In aceastd lucrare sunt prezentate princi-
palele reguli de trasare al locului radacini-
lor aplicate in cazul in care factorul de
proportionalitate al sistemului este ne-
gativ. Se va interpreta locul geometric obti-
nut privind: stabilitatea sistemului in bucla
inchisa, regimurile de functionare posibile,
modurile sale de oscilatie si sensibilitatea lo-
cului radacinilor in functie de parametrul k.
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12.1 Reguli de trasare

Regulile de trasare a locului radécinilor in functie de parametrul k& € (0, 00), care se aplica
pentru ecuatia caracteristica:

m o
(s —s;
1+ kH) (s) =0, cu Hj,(s) = k’M, K <0, (12.1)
[Ti=i(s —$i)
sunt in mare parte similare cu cele prezentate in lucrarea anterioara. Regulile care se schimba
sunt urmatoarele:

4’. Asimptotele se vor intersecta in centrul de greutate al locului radacinilor situat pe axa
reald si calculat cu ajutorul formulei:
> i1 Re(si) — 2012 Re(8:)

= : 12.2
o - (12.2)

iar unghiurile de plecare sunt:

2 -
b, =" i=T,n_m. (12.3)
n—m

5. Un punct s, de pe axa reala apartine locului radacinilor daca este respectata conditia

de faza:
o -1
/sy — & L(sg—8) =2 . 12.4
> Loa =) z 09-2(75) (12.0

Astfel, pentru k&’ < 0, un punct de pe axa reald se afla pe locul radacinilor daca in
partea dreapta exista un numar par de singularitati.

6’. Unghiurile de plecare din poli pentru & < 0 se calculeaza astfel:

= (3 Z L(3; — §) —2n, 1€ (12.5)
=1

i=1,i#j

7’. Unghiurile de sosire in zerouri pentru k' < 0 se calculeaza astfel:

¢, =— > £ ) + 24 )+ 2r, L€ Z. (12.6)

12.2 Exemple

Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor obtinut pentru sistemul in bucld deschisa
descris prin functiile de transfer de mai jos. Interpretarea trebuie sa contina stabilitatea,
regimurile de functionare, modurile si senzitivitatea.

—s+2
a) Hy.,(s) = ey
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b) Hp.(s) = (52_2§112)(s+5);

1

C) H(Iies(s) = (s+1)(s+2)(s+3)(s+4);

—1

/
Hdes

)

12.3 Solutii

a)
- Kcritic ~ 17.5.

(s) = (1) (542)(s43)(s44)

— Kaespr = 0.8 51 Kgpr = 156;

Root Locus
3 T T T T T T T T T
//"\
[ \\
5| «\ N
‘Tw \II
.g 1r : = ]
8 | ‘
@ |
b,
o .. e |
%
<
> '| |
: | |
‘S Ar | |I T
@© \ |
E "-\ '
2 \\ / .
_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15

Real Axis (seconds'1)

Figura 12.1: Exemplul a).

20

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru orice k£ € (0, 17.5).
In functie de valorile lui k se disting urmatoarele regimuri de functionare:

k € (17.5, 156): regim oscilant neamortizat, cu modurile e

Re(301)

k € (0, 0.8): regim aperiodic amortizat, cu modurile 1!, g2t efest;

k = 0.8: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e1?, teso1t esost:

Sost.

k = 17.5: regim oscilant intretinut, cu modurile sin(Im(8p;)t), e%3;

tsin(Im(8gy)t), e

k = 156: regim aperiodic critic neamortizat, cu modurile e®ott, tedo1t, eSost:

k € (156, oo): regim aperiodic neamortizat, cu modurile e®1t, eSo2t st

k € (0.8, 17.5): regim oscilant amortizat, cu modurile eR¢(o1) sin(Im (8¢, )t), e%%*;

Sost.
)

Sensibilitatea sistemului este relativ mare, deoarece sistemul isi pierde stabilitatea pen-
tru k > 17.5, iar regimurile de functionare variaza.
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b)

c)

— punctul de desprindere teoretic K e, = 0;

- Kcritic = 32.
Root Locus
20
15
|
|
<710 \
. \
k=]
5 . \.
@
& ~
< ~
g /
=] /
= /
£ -10
|
-15
_20 Il 1 1 1 1 1
. -4 -3 -2 -1 0 1 2

Real Axis (seccnds'1)

Figura 12.2: Exemplul b).

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru k£ > 32.
In functie de valorile lui £ se disting urmatoarele regimuri de functionare:

So3t.

— k € (0, 32): regim oscilant neamortizat, cu modurile eR°(e1)t sin(Tm(5,,)t), e*3t;

— k = 32: regim oscilant intretinut, cu modurile sin(Im($,)t), e

— k € (32, 00): regim oscilant amortizat, cu modurile e®¢(*oV) sin(Im(3,1)t), e

Sost.
)

Sost

Sensibilitatea sistemului este relativ mare, deoarece sistemul este stabil pentru k > k..
De asemenea, ramurile dominante tind asimptotic spre infinit.

— avem un punct de desprindere Kgesp, = 1;

= Keritie = 126.

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru orice k € (0, 126).
In functie de valorile lui £ se disting urmatoarele regimuri:

k € (0, 1): regim aperiodic amortizat, cu modurile e

.§01t’ €§02t’ 6§03t, e.§o4t;

— k = 1: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile e®o1t tedo1t, efest tedost,

eRe(303)t Sjn(lm(§03t) ) )

k € (1, 126): regim oscilant amortizat, cu modurile e®¢(e1)? gin(Tm (50, )t),

— k = 126: regim oscilant intretinut, cu modurile sin(Im(8¢; )t), eX¢(3) sin(Im(8¢5t));

eRe(§03)t Sln(1m<§03t))

k € (126, co): regim oscilant neamortizat, cu modurile eR¢Go1)t sin(Im (8¢, )t),
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Root Locus

8 T T T

Imaginary Axis (secands'1)

8 | | | | i
-10 -8 -6 -4 -2 0

Real Axis (seconds'1)

Figura 12.3: Exemplul c).

Sensibilitatea sistemului este relativ mare, deoarece sistemul isi pierde stabilitatea pen-

tru k£ > 126, iar ramurile dominante tind asimptotic la infini

— avem un punct de desprindere Kgegp, =~ 0.56;

t.

- Kcm’tic = 24.
Root Locus
8 T T T
6 |- -
<4 ]
IUJ
-
c
g 2r .
@
&,
.E 0 H—t
<
el
® -2 i
=
D
@©
E-4r 1
B -
8 . . i ‘
-15 -10 -5 0 5

Real Axis (seconds'1)

Figura 12.4: Exemplul d).

Se observa ca sistemul inchis este extern stabil pentru £ € (0, 23).

In functie de valorile lui & se disting urméatoarele regimuri:

— k € (0, 0.56): regim aperiodic amortizat, cu modurile e

— k € (0.56, 24): regim aperiodic amortizat, cu modurile e®1?, eRe(2)t sin (Im (8,9) 1) , e

So1t
?

e

Soat
7

€

10

So3t
7

€

0.56: regim aperiodic amortizat, cu modurile e®o1t, g2t tefo2 efoit:

Soat.
;

Soat.
)
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— k = 24: regim aperiodic amortizat BIBO instabil, cu modurile €%, efo2t, gSost efoat,
— k € (24, 00): regim aperiodic neamortizat, cu modurile e®1?, g2t edest eSoat,

Sensibilitatea sistemului este relativ mare, deoarece sistemul isi pierde stabilitatea pen-
tru k > 24, iar ramura dominanta tinde asimptotic la infinit.

12.4 Probleme propuse

Problema 1. Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor obtinut pentru sistemul in
bucla deschisa descris prin functiile de transfer de mai jos. Interpretarea trebuie sa contina
stabilitatea, regimurile de functionare, modurile si senzitivitatea in raport cu parametrul
k> 0.

a) H(s) = wpasder:

b) Hj,,(s) = =540es,

c) Hp,(s) = =952

d) Hj,(s) = 5=

€) Hip(s) = srrssridymrrss’
£ Hj(s) = S

8) Hip(s) = prrmste s

h) Hc,les(s) = 52:_2;18;

( ) _ —s%-25-2

o\ % /
1) H s24+s+1 -

des
Problema 2. Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor obtinut pentru sistemul in
bucla deschisa descris prin functiile de transfer de mai jos. Interpretarea trebuie sa contina
stabilitatea, regimurile de functionare, modurile si senzitivitatea in raport cu parametrul
k € (—o0,00).

(S) — s244s+13.,

/
a> H 5242542

des

b) Hi(s) = i
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Performantele sistemelor cu reactie negativa

13.1 Breviar teoretic .
13.2 Probleme propuse
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In aceastd lucrare se prezintd diverse mo-
duri de a utiliza metoda locului radacinilor
pentru analiza si proiectarea sistemelor de
reglare. Problemele propuse ilustreaza ana-
liza sistemului in bucla inchisa pentru diverse
valori ale parametrului proportional £ > 0,
respectiv modul de a impune parametrul &
pentru indeplinirea performantelor comun-
regasite in specificarea sistemelor de reglare
precum: stabilitatea, timpul de raspuns, su-
prareglajul, pulsatia oscilatiilor, erorile sta-
tionare.
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13.1 Breviar teoretic

Contextul lucrarii de fata este cel al structurii cu reactie negativa din Figura 13.1, avand
procesul Hy(s), traductorul H,(s), respectiv regulatorul (engl. controller) H.(s). Stabilitatea
sistemului in bucld inchisa, notat Hy(s), se determind prin analiza ecuatiei caracteristice:

P.(s) =1+ Hges(s) =1+ H.(s) - Hs(s) - H,(s) =0, (13.1)

_ H.(s)Hy(s) _ Ha(s)
1+ He(s)Hp(s)Hy(s) 14 Hges(s)

0, 6 Vé) e 12O,

Hr(s) l+——

Ho(s) (13.2)

Figura 13.1: Sistem de reglare cu reactie negativa

Deducerea regimurilor de functionare in mod calitativ se poate face utilizand functiile
rlocus si rltool din MATLAB. Validarea se face utilizand sistemul in bucla inchisa rezultat
pentru configuratia propusa a functiilor de transfer H.(s), Hy(s), H,(s) analizand polii,
raspunsul indicial sau alti indicatori:

>> rlocus(Hdes), sgrid

>> HO = feedback(series(Hc,Hf) ,Hr)
>> pole(HO)

>> zpk (HO)

>> step(HO)

Performantele de interes vor fi evidentiate, dupa caz, in situatia in care polul dominant al
sistemului in bucla inchisa este real, i.e. 59 = —%, respectiv polii dominanti sunt o pereche
complex conjugatd, i.e. 519 = —Cw, £ w,/1 —(?-j. Performantele se pot deduce pe baza
amplasamentului polilor in planul complex, in cazul in care sistemul in bucla inchisa

este stabil, astfel:

1. timpul de raspuns este constant pentru polii aflati pe aceeasi dreapta verticala in
planul complex (cu partea reald fixa):

4 4
o~ =4 T = . 13.3
[Re {5} Cwn (133)

2. suprareglajul este constant pentru polii aflati pe dreapta de o inclinatie data:

__x¢

§ = arccos (() = o=e VI-¢; (13.4)
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3. pulsatia de oscilatie este constanta pentru orice semidreapta orizontala (cu partea
imaginara fixa):

Wose = Im {512} = wp/1 — (% (13.5)

4. pulsatia naturala este constanta pentru orice semicerc cu centrul in origine:

wn = \/Re {312 + Im {312}, (13.6)
5. eroarea stationara a sistemului in bucla inchisa se calculeaza pentru o intrare arbi-
trara u(t), t > 0:
Ess = lir% sU(s) (1 — Hy(s)). (13.7)
s—

Aceste performante sunt sintetizate in Figura 13.2.

>
(o) real axis

SRR TOND Ca—

Figura 13.2: Performantele regimului tranzitoriu deduse pe baza locatiei polilor in planul
complex.

Observatia 1. Adesea, estimarile nu corespund cu exactitate realitatii, deoarece estimarile
se fac in baza polilor dominanti, ignordand polii nedominanti, respectiv existenta zerourilor.
De aceea, se recomanda validarea performantelor citite pe procesul concret in bucla inchisa.

Performantele regimului tranzitoriu in scopul proiectarii se pot estima si utilizand grid-ul
din functia rlocus (sgrid). Acestea se pot impune suplimentar prin functionalitdtile Edit
Compensator si Design Requirements din functia rltool.
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13.2 Probleme propuse

Problema 1 Se considera sistemul de reglare din Figura 13.1, unde:

Ho(s) = k2 Js“ S H(s) = s+i5 H,(s) = 1 (RNU). (13.8)

Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor pentru sistemul din figura in functie
de parametrul k£ € (0,00). Interpretarea trebuie sa cuprinda stabilitatea, regimurile de
functionare, modurile de oscilatie ale sistemului inchis si senzitivitatea polilor in raport
cu parametrul k.

S& se determine valoarea lui k, respectiv a polilor lui Hy(s) astfel incat sistemul sa fie
in regim aperiodic critic amortizat cu timp de raspuns minim.

Sa se determine valoarea lui k pentru care sistemul are factorul de amortizare minim.
Sa se determine valoarea lui k astfel incat pulsatia oscilatiilor sa fie maxima.

Sa se calculeze eroarea stationara la pozitie a sistemului de reglare in functie de k. Ce
efect are integratorul asupra sistemului in bucla inchisa?

Sa se calculeze eroarea stationara la viteza a sistemului de reglare in functie de k.
Interpretati rezultatul.

Problema 2 Se considera sistemul de reglare din Figura 13.1, unde:

a)

Ho(s) = k (1 + §> L Hy(s) = 8(8—14) Ho(s) = 1 (RNU). (13.9)

Sa se traseze gi sa se interpreteze locul radacinilor pentru sistemul din figura in functie
de parametrul k£ € (0,00). Interpretarea trebuie sa cuprinda stabilitatea, regimurile de
functionare, modurile de oscilatie ale sistemului inchis si senzitivitatea polilor in raport
cu parametrul £.

Sa se calculeze eroarea stationara la pozitie a sistemului de reglare in functie de k.
Interpretati rezultatul.

Sa se calculeze eroarea stationara la viteza a sistemului de reglare in functie de k. Ce
efect au integratoarele asupra sistemului in bucla inchisa?

Sa se determine valoarea lui £ si a polilor sistemului inchis astfel incat timpul de raspuns
sa fie t, ~ 8 secunde.

Sa se determine valoarea lui k, pulsatia naturalad de oscilatie si factorul de amortizare co-
respunzator astfel incat sistemul de reglare sd aiba pulsatia oscilatiilor wys. = 2 [rad/s].

Sa se determine valoarea lui k astfel incat sistemul de reglare sa aiba suprareglaj minim.
Determinati suprareglajul corespunzator.
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Problema 3 Se considera sistemul de reglare din Figura 13.1, unde:

0

s2—25s+5

H.(s) =k, Hy(s)= GO+

H,(s) = 1 (RNU). (13.10)

Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor pentru sistemul din figura in functie
de parametrul k£ € (0,00). Interpretarea trebuie sa cuprinda stabilitatea, regimurile de
functionare, modurile de oscilatie ale sistemului inchis si senzitivitatea polilor in raport
cu parametrul k.

Sa se determine valorile lui £ astfel incat eroarea stationara la pozitie sa fie sub 0.5.
Sa se calculeze eroarea stationara la viteza a sistemului de reglare in functie de k.

Sa se determine valoarea lui k astfel incat timpul de raspuns sa fie minim. Calculati
timpul de raspuns corespunzator.

Sa se calculeze si sa se schiteze raspunsul indicial al sistemului pentru k& = 2. Precizati
polii, zerourile si factorul de proportionalitate.

Calculati valoarea lui &k astfel incat factorul de amortizare al sistemului sa fie 0.5.

Problema 4 Se considera sistemul de reglare din Figura 13.1, unde:

s+ 1 s + 8s + 20
He(s) = 222727
s+4’ #(5) s2—2s+2"

Ho(s) =k H,(s) = 1 (RNU). (13.11)

Sa se traseze gi sa se interpreteze locul radacinilor pentru sistemul din figura in functie
de parametrul k£ € (0,00). Interpretarea trebuie sa cuprinda stabilitatea, regimurile de
functionare, modurile de oscilatie ale sistemului inchis si senzitivitatea polilor in raport
cu parametrul £.

Determinati polii, zerourile si factorul de proportionalitate pentru sistemul in bucla
inchisa atunci cand regimul este oscilant intretinut.

Sa se determine valorile lui £ astfel incat eroarea stationara la pozitie sa fie sub 0.2.
Sa se calculeze eroarea stationara la viteza a sistemului de reglare in functie de k.

Determinati valoarea lui k£ astfel incat timpul de raspuns al sistemului si fie de ~ 16
secunde. Schitati raspunsul indicial al sistemului.

Determinati valorile lui & pentru care suprareglajul sistemului se afla in intervalul
25, 35]%.

Determinati valoarea lui k astfel incat pulsatia oscilatiilor sa fie minima. Calculati
pulsatia naturala de oscilatie si factorul de amortizare corespunzitor.
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Lucrarea 14

14.1

14.2

14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

Teste de autoevaluare

Lucrarea curenta prezinta exemple de teste

Capitolul II, Model 1, m = de autoevaluare din capitolele principale ale

0,L,m>1........... 126 ndrumaruli
Capitolul II, Model 2, m =
0,L,m>1........... 126
Capitolul III, Model 1, m €
{1,2,3}, n>1 . ... .... 126
Capitolul III, Model 2, m €
{,2},n>1.......... 127
Capitolul IV, Model 1, m €
{1,2},n>1.......... 127
Capitolul IV, Model 2, m €
{,2},n>1.......... 128

Test sumativ, Model 1, n >1 129

125
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14.1 Capitolul II, Model 1, m=0,1, n > 1
Se considera sistemul avand realizarea de stare de mai jos:

Ty = —(m+n+ 1)z + x;
Ty = —(mn+m+n)x, + x3 + u;
T3 = —mnxy + nu;

Y = T + nu.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a) Determinati functia de transfer H(s) a sistemului dat; [1p]
b) Determinati singularitatile sistemului; [0.75p|

¢) Determinati forma minimald a sistemului. [0.75p]

14.2 Capitolul II, Model 2, m=0,1, n > 1

Se considera sistemul descris prin ecuatia diferentiala:
d?y(t dy(t d*uft

oo |y ult)
dt? dt dt?

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

wlt) | e

+n2y(t) =m o + mn-u(t).

+(1—m)n

a) Determinati functia de transfer H(s) a sistemului dat; [0.75p]

b) Determinati singularitatile sistemului si precizati daca sistemul este in forma minimala,
[0.75p|

¢) Determinati natura filtrului avand functia de transfer H(s) de la a). [1p]

14.3 Capitolul III, Model 1, m € {1,2,3}, n > 1

Problema 1. Se considera sistemul avand functia de transfer de mai jos:

10s

H = .
1(s) s34+ (2n — 3m)s? + n(2n — 3m)s + n%(n — 3m)

Sa se studieze pe foaie stabilitatea externd a sistemului. [0.75p]

Problema 2. Se considera sistemul descris prin functia de transfer:

2n2s + 2n?

H. = .
2(s) $2 4+ [—1+ (=1)™] ms + m?2 + 9n?
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a) Calculati pe foaie raspunsul la impuls al sistemului Hy(s) si precizati regimul de func-
tionare al sistemului pe baza modurilor de oscilatie; [0.75p]

b) Precizati parametrii cu semnificatie fizica (factorul de proportionalitate, constante de
timp, factor de amortizare, pulsatie naturald) si determinati pulsatia de oscilatie a
sistemului Hs(s). Schitati pe foaie raspunsul corespunzitor obtinut in MATLAB si
marcati in grafic pulsatia dedusa. |0.75p]|

Hint: Impuneti raspunsul simulat in MATLAB pe un interval redus de timp.

14.4 Capitolul III, Model 2, m € {1,2}, n > 1

Problema 1. Se considera sistemul avand realizarea de stare de mai jos:

—6n
x=|10 —2m*+n) | x+
—3m
y=(0 0 1)x

S = O
IS

Sa se studieze stabilitatea interna a sistemului folosind metoda Lyapunov. Precizati pe
foaie ecuatia algebrica pe care o rezolvati, solutia acesteia si comentati stabilitatea interna.
[0.75p|

Problema 2. Se considera sistemul descris prin functia de transfer:

2m(s +0.1-m)
s242n-s+4n?’

H(s) =

a) Calculati pe foaie functia pondere a sistemului H (s), precizati regimul de functionare
si modul de oscilatie al sistemului. [0.75p]

b) Precizati parametrii cu semnificatie fizica (factorul de proportionalitate, constante de
timp, factor de amortizare, pulsatie naturala). Determinati suprareglajul si comparati
valoarea acestuia cu cea care se obtine daca am considera formula suprapreglajului unui
sistem de ordin doi cu poli complex-conjugati

__
o=¢e V1-¢,

Schitati pe foaie raspunsul obtinut in MATLAB si marcati in grafic suprareglajul. De
ce apar eventualele diferente intre cele doud valori ale suprareglajului? [1p]

14.5 Capitolul IV, Model 1, m € {1,2}, n > 1

Problema 1. Se considera ecuatia caracteristica de mai jos:

—s+n(—1)"

1+k =
- (54 2n)(s% + 4n + 5n?)




128 Teste de autoevaluare

a) Sa se traseze locul radacinilor cu ajutorul mediului MATLAB. [0.25p|

b) Sa se calculeze unghiurile de pornire din polii complex conjugati si si se figureze pe
locul radacinilor de la subpunctul anterior. [0.5p]

c) Sa se interpreteze comportamentul sistemului inchis in raport cu parametrul & > 0.
Interpretarea trebuie sa contina: stabilitatea, senzitivitatea, regimurile de functionare
si modurile de oscilatie. [1p]

Problema 2. Se considera sistemul avand calea directd H,(s) si calea de reactie H,(s):

s+ 5n 1

H.(s) = -.

Has) = (Ts+1)(s+m)’ s

a) Sa se determine sistemul H) (s) pentru care trebuie trasat locul radécinilor in raport
cu parametrul 7' > 0; [0.5p]

b) Determinati valoarea lui 7" pentru care pulsatia oscilatiilor sistemului in bucld inchisa
este maxima. Pentru aceasta valoare a lui 7" precizati singularitatile sistemului in bucla
inchisa. [0.75p|

14.6 Capitolul IV, Model 2, m € {1,2}, n > 1

Problema 1. Se considera ecuatia caracteristica de mai jos:

(s+2n)* +m?(—1)™

=0.
(s +n)% +m2(—1)m+t

1+E

a) Sa se traseze locul radécinilor cu ajutorul mediului MATLAB. [0.25p|

b) Sa se calculeze punctele de apropiere/desprindere (polii si kapr/Kdespr). Pentru aceste
valori ale lui k, precizati singularititile sistemului in bucld inchisa. [0.5p|

c) Sa se interpreteze comportamentul sistemului inchis in raport cu parametrul £ > 0. In-
terpretarea trebuie sa contind regimurile de functionare gi modurile de oscilatie. [0.5p]

Problema 2. Se considera sistemul avand calea directd H,(s) si calea de reactie H,(s):

s— 3 1
Hals) = (s+n)(s+n?) H(s) = ps’

a) Sa se determine sistemul H) . (s) pentru care trebuie trasat locul radécinilor in raport
cu parametrul p < 0; [0.5p|

b) Schitati (intr-un desen separat) ramurile locului radacinilor pentru p ~ n*—Jrll [0.25p];

c¢) Determinati valoarea lui p < 0 pentru care factorul de amortizare al sistemului in bucla
inchisa este ( = 0. Pentru aceasta valoare a lui p precizati singularitatile sistemului in
bucla inchisa si schitati raspunsul la treapta unitara. [1p]
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14.7 Test sumativ, Model 1, n > 1

Se considerd sistemul H(s) ale carui singularititi sunt $; = —n, S5 = —2n, §3 = —3n,
$; = —10n, avand un factor de amplificare K = (—1)". S& se rezolve urmatoarele cerinte:
u(t) t
k — H(s) Y )>

Figura 14.1: Structura unui sistem cu reactie negativa

Sa se determine functia de transfer H(s); [1p]

Sa se traseze locul radacinilor sistemului in bucla inchisa in functie de parametrul k£ > 0.
Sa se calculeze si sa se figureze asimptotele ramurilor locului radéacinilor; [1p]

Studiati pe foaie stabilitatea sistemului din figura in functie de parametrul k£ > 0; [1p]

Determinanti regimurile de functionare si modurile sistemului in functie de parametrul
k > 0 si analizati sensibilitatea sistemului; [1p]

Pentru k = n sa se determine realizarea de stare corespunzatoare formei canonice de
control a sistemului din figurd; [1p]

Sa se studieze stabilitatea interna a realizdrii de stare dedusd la punctul 5); [1p]
Pentru k = Kqesprindere S8 se studieze performantele sistemului din figura; [1p]

Pentru k = Egesprindere Sa se calculeze si sa se schiteze functia pondere a sistemului din
figurd; [1p]

Deduceti valoarea parametrului £ > 0 pentru care sistemul din figura are suprareglajul
maxim. [1p|

Oficiu: [1p]
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Studiu de caz — Proiect de semestru

15.1 Cerinte . . . .

15.2 Documentatie

131

Aceasta lucrare prezinta o serie de cerinte pe
baza materiei cuprinse in indrumar, cu sco-
pul efectuarii unui studiu de caz complet pe
un model de sistem dinamic la alegere din li-
teratura. Cerintele au fost elaborate in sco-
pul studiului individual pe parcursul unui se-
mestru, cu finalizare printr-o documentatie

redactata in mediile Word sau KTEX.
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15.1 Cerinte

Alegeti un model de sistem dinamic din literatura de ordin intre 2 si 4. Sa se rezolve pe foaie
si in mediul MATLAB urmatoarele cerinte pe baza lucrarilor de laborator.

1. (L1/2) S& se obtind modelul matematic u/x/y al sistemului ales;

2. (L3/4) Sa se determine modelul intrare-iesire si sa se deduca functia de transfer. S se verifice
rezultatul obtinut prin intermediul relatiei dintre spatiul starilor si functia de transfer;

3. (L3) Sa se evidentieze simbolic singularitatile sistemului, apoi si se particularizeze pentru
valorile fiecarui student si sa se figureze singularitatile in planul complex;

4. (L5) Sa se determine realizarile de stare corespunzétoare formelor canonice de control (FCC)
si de observare (FCO). Sa se realizeze o schema Simulink in care sa se implementeze
aceste realizari de stare;

5. (L6) Sa se determine functia de transfer in forma minimal;
6. (L7) Sa se studieze stabilitatea interna si stabilitatea externi;

7. (L'7) S& se determine o functie-candidat Lyapunov pentru a studia stabilitatea internd a
sistemului si sa se prezinte o simulare in timp a functiei de energie alese pentru un set
de conditii initiale adecvate.

8. (L8) Si se determine expresia analitici (doar numeric) si apoi si se reprezinte functia
pondere, raspunsul indicial gi raspunsul la rampa ale sistemului ales. Sa se comenteze
rezultatele obtinute.

9. (L9) Sai se evidentieze, dupa caz, constanta de timp, factorul de amortizare, pulsatia naturala
a oscilatiilor gi factorul de proportionalitate. Sa se prezinte performantele sistemului:
timpul de raspuns, suprareglajul, pulsatia oscilatiilor, erorile stationare la pozitie/vi-
teza.

10. (L10-13) Se considera structura de reglare in bucla inchisd din Figura 15.1.

R,
ref R, _;_ - H f(s) L
’ — VY

Figura 15.1: Structura unui sistem de reglare cu regulator proportional
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a) Sa se determine functia de transfer a sistemului in bucld inchisa, unde Hy(s)
reprezinta modelul matematic al procesului cu o intrare si o iegire ales la cerintele
anterioare.

b) Si se traseze gi sa se interpreteze locul radacinilor pentru sistemul din Figura 15.1
in functie de raportul g—f € (0,00).

c) |Doua cerinte la alegere|: Sa se determine % astfel incat sistemul de reglare:
1) sd aibd suprareglaj minim;
o) sd aibd cel mai mic timp de raspuns sau timp de urcare posibil;

c3) s aibd suprareglaj nul si timp de raspuns cu 25% mai mic;

11 (L10-13) Se considera structurile de reglare in bucla inchisd din Figurile 15.2 i 15.3.
[Una dintre cerintele 11.A sau 11.B la alegere]

11.A Pentru structura de reglare din Figura 15.2, avand un regulator de tip Lead/ Lag,
iar Hy(s) reprezintd modelul matematic al procesului cu o intrare si o iesire ales
la cerintele anterioare:

R
AAN

Figura 15.2: Structura unui sistem de reglare cu regulator de tip Lead/Lag (cu avans/in-
tarziere de faza)

11.A.a) S& se determine functia de transfer a regulatorului cu avans/intarziere de faza
in functie de componentele electrice. Va trebui sa aiba urmatoarea structura:

Hp(s) = K724

11.A.b) Sa se determine functia de transfer a sistemului din Figura 15.2.

11.A.c) Sa se traseze gi si se interpreteze locul radécinilor pentru sistemul din Figura
15.2 in functie de una dintre constantele de timp ale regulatorului: 7T; €
(0,00), Ty € (0,00). Pentru ceilalti parametri sa se aleagd valori adecvate
care vor ramane constante pentru restul cerintelor.

11.A.d) |[Douai cerinte la alegere|: Si se determine constanta de timp a regulatorului
considerata anterior astfel incat sistemul in bucla inchisa:

dy) sa aiba pulsatia de oscilatie maxima;
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ds) sd aiba pulsatia naturald maxima;

ds) sa fie la limita de stabilitate.

11.B Pentru structura de reglare din Figura 15.3, avand un regulator de tip proportional-
integrator (PI), iar H(s) reprezintd modelul matematic al procesului cu o intrare
si o iegire ales la cerintele anterioare:

R R,
=AAAA - u I—IH ¥y
ref | |D -'\M-—._ED O |

Figura 15.3:
(PT)

11.B.a)

11.B.b)

11.B.c)

11.B.d)

R R, ¢

AAA _W\,__l(_

Traductor

Structura unui sistem de reglare cu regulator de tip proportional-integrator

Sa se determine functia de transfer a regulatorului PI in functie de componen-

tele electrice. Va trebui sd aibd urmatoarea structurd: Hg(s) = K, <1 + ﬁ)

Sa se determine functia de transfer a sistemului din Figura 15.3, unde tra-

ductorul va fi modelat prin Hr(s) = ﬁ, avand constanta de timp calibrata

incat traductorul sa aiba dinamica mai rapida decat cea a procesului.

Sa se traseze si sa se interpreteze locul radacinilor pentru sistemul din Figura
15.3 in functie constanta de timp a regulatorului: 7; € (0, 00). Pentru ceilalti
parametri sa se aleaga valori adecvate care vor raméane constante pentru restul
cerintelor.

[Doui cerinte la alegere|: Si se determine constanta de timp a regulatorului
astfel incat sistemul in bucla inchisa:

d;) sa aiba pulsatia de oscilatie maxima/minima;

ds) sa aibd pulsatia naturald maxima/minima;

ds) sa fie la limita de stabilitate.

15.2 Documentatie

Se poate rezuma activitatea anterioara intr-un raport in format electronic care sa contina:

la). O schema a procesului ales, impreund cu o scurtd prezentare a acestuia: componentele,
marimile implicate, semnalele de intrare si de iesire, valorile numerice.
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1b).

2a)

2b)

10.

11.

Variabilele de stare alese, ecuatiile diferentiale de stare (inclusiv deducerea pas cu
pas) si ecuatia de iegire; la final se va prezenta realizarea de stare in forma compacta
(reprezentare matricealda simbolicd si numerica).

Ecuatia diferentiala intrare-iesire, pe baza ecuatiilor diferentiale deduse anterior, si apoi
sd se prezinte simbolic modelul matematic de tip functie de transfer.

Functia de transfer prin intermediul relatiei dintre aceasta si realizarea de stare; se vor
prezenta atat rezultatul simbolic, cat si rezultatul numeric.

Singularitatile (simbolic i numeric), impreuna cu reprezentarea acestora in planul com-
plex.

Realizarile de stare (simbolic gi numeric) corespunzatoare FCC gi FCO; schemele bloc
ale acestora si simulari relevante pentru a descrie functionalitatea sistemului ales.

. Determinarea pas cu pas a functiei de transfer in forma minimala;

. Determinarea pas cu pas a stabilitatii interne si a stabilitatii externe, folosind tabelul

Routh-Hurwitz;

Determinarea stabilitatii interne a sistemului prin rezolvarea numerica a ecuatiei al-
gebrice Lyapunov, extragerea functiei-candidat si prezentarea unui grafic al evolutiei
acesteia in timp.

. Determinarea expresiilor analitice ale raspunsurilor cerute (doar numeric), evidenti-

erea modurilor, a componentei tranzitorii si a celei stationare; prezentarea unor grafice
sugestive pentru validarea rezultatelor.

. Determinarea performantelor cerute si evidentierea acestora prin grafice sugestive.

Aplicarea completa a algoritmului de trasare a locului radécinilor, cu posibilitatea uti-
lizarii MATLAB-ului pentru calcule auxiliare. Deducerea performantelor impuse si
ilustrarea acestora prin grafice adecvate pentru sistemul in buclad inchisa.

Evidentierea functiei de transfer in bucla deschisa pentru care se va aplica metoda lo-
cului radacinilor. Aplicarea completa a algoritmului de trasare a locului radacinilor,
cu posibilitatea utilizarii MATLAB-ului pentru calcule auxiliare. Deducerea perfor-
mantelor impuse si ilustrarea acestora prin grafice adecvate pentru sistemul in bucla
inchisa.
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Intrebari de autocontrol

16.1 Lista de intrebari
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Lucrarea de fata prezinta o serie de intre-
bari de autocontrol cu rolul de a sintetiza
esenta teoretica disciplinei si de a deschide
calea spre aplicarea practica a conceptelor
studiate.
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Intrebiri de autocontrol

16.1 Lista de intrebari

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

Ce legatura este intre functiile odezy si 1sim din mediul MATLAB? Care dintre ele
este mai generala si de ce?

Ce reprezintd semnalele u(t), x(t), y(t) din modelul de tip spatiul starilor? Gésiti
exemple concrete pentru diverse sisteme.

Prezentati asemanéri/deosebiri, respectiv avantaje/dezavantaje intre modelele de tip
spatiul starilor si functie de transfer.

Cum se poate verifica experimental ca un sistem are un pol in valoarea § = 0 4 jw € C
aplicand un semnal intrare u(t) adecvat? Dar in cazul unui zerou in valoarea s =
o+ jweC?

Ce unitati de masura au parametrii cu semnificatie fizica dintr-o functie de transfer:
factorul de proportionalitate, constantele de timp, factorii de amortizare, pulsatiile
naturale de oscilatie?

. De ce stabilitatea interna este o proprietate mai puternica decat stabilitatea externa?

In ce caz cele doua proprietati coincid?

De ce functia pondere a unui sistem LTT permite inferenta comportamentului acestuia
la orice intrare arbitrard wu(t),t > 07

Cum se poate simula cu exactitate raspunsul unui sistem LTI la intrarea u(t) = 1(¢) +
d(t — 10) utilizand mediul MATLAB?

Cum se poate aproxima timpul de raspuns al unui sistem LTI in cazul in care acesta
are 3 constante de timp? Discutie.

Care indice de performanta variaza continuu odata cu schimbarea parametrilor siste-
mului (K, T, {, w,): timpul de raspuns sau timpul de urcare? Justificati raspunsul.

Ce elemente structurale pot cauza un suprareglaj mai mare decat 100% intr-un sistem
LTT?

De ce un sistem de reglare in bucla inchisd se comportd (respectiv se doreste prin
proiectare sa se comporte) precum un filtru trece-jos?

Gasiti exemple de sisteme fizice/biologice/economice/etc. ce prezinta inerent reactii
pozitive si negative.

Un sistem LTT are trei poli (unul real si o pereche complex conjugata) situati pe aceeasi
verticala in planul complex. Ce regim are sistemul?

Ce dificultati tehnice aduce impunerea unei erori stationare la acceleratie nula?

De ce in practica este nefezabil un regulator care anuleaza un pol instabil al procesului
cu un zerou in semiplanul drept?
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