
U.T.PRESS
Cluj-Napoca, 2025

ISBN 978-606-737-762-0

Aurora Felicia CRISTEA
Ovidiu-Aurelian DETEȘAN

Viorel ISPAS



Aurora-Felicia CRISTEA 
Ovidiu-Aurelian DETEŞAN 

Viorel ISPAS 

MECANICĂ TEORETICĂ 

Statică. Cinematică. Dinamică 

U.T. PRESS  
Cluj-Napoca, 2025 

ISBN 978-606-737-762-0 



   Recenzia: Conf.dr. ing. Claudiu Schonstein 
Șf.l.dr.ing. Gabriel Fodor 

  Pregătire format electronic on-line: Gabriela Groza 

Copyright © 2025 Editura U.T.PRESS 
Reproducerea integrală sau parţială a textului sau ilustraţiilor din această carte este 
posibilă numai cu acordul prealabil scris al editurii U.T.PRESS. 

ISBN  978-606-737-762-0 

Editura U.T.PRESS 
Str. Observatorului nr. 34 
400775 Cluj-Napoca 
Tel.: 0264-401.999 
e-mail: utpress@biblio.utcluj.ro
www.utcluj.ro/editura



 

 4

PREFAŢĂ 
 
 Cartea numitӑ „Mecanică Teoretică – Statică. Cinematică. Dinamică” a 
apărut ca o necesitate în ceea ce priveşte tipărirea cursurilor şi a aplicaţiilor de 
mecanicӑ pentru studenţii din anii 1 şi 2 de studiu cu specializările în inginerie 
mecanică, inginerie industrialӑ, inginerie economicӑ dar nu numai, fiind utilă tuturor 
acelora care doresc să înţeleagă noţiuni de mecanică ṣi apoi să le aplice practic. 
 Se observă o curbă ascendentă a educaţiei în învăţământul tehnic românesc, iar 
economia are cerinṭe mari privind tinerii absolvenṭi în inginerie pentru multitudinea 
domeniilor de specializare. Aceste cerinṭe impun ingineri calificaṭi în toate 
specializӑrile ingineriei mecanice ṣi nu numai. Formarea de ingineri revine 
universităţilor tehnice, fapt care atrage tot mai mulţi tineri în acest domeniu. 
 Cursul de mecanică cuprins în această lucrare este elaborat de către Conf. Dr. 
Ing. Aurora-Felicia Cristea, Conf. Dr. Ing. Ovidiu-Aurelian Deteşan şi cu contribuṭia 
mentorului nostru, a domnului Prof. Univ. Dr. Ing. Viorel Ispas ṣi este o continuare a 
colaborӑrilor dintre aceṣtia. 
 Lucrarea cuprinde toate cele trei pӑrṭi ale mecanicii teoretice (Staticӑ, 
Cinematicӑ ṣi Dinamicӑ, ultima parte completeazӑ contribuṭiile anterioare ale 
autorilor). Ea cuprinde nouăsprezece capitole conṭinând noṭiuni teoretice ṣi aferent 
acestora, probleme de statică (capitolele 1÷8), probleme de cinematică (capitolele 
9÷14), respectiv noṭiuni de teorie ṣi probleme de dinamicӑ (capitolele 15÷19). Partea 

aplicativӑ pentru staticӑ conṭine probleme de calcul vectorial, de reducere a sistemelor 
de forţe, de determinare a centrelor de masă şi a momentelor de inerţie, de echilibru a 
punctului material, a solidului rigid, precum şi de echilibru a sistemelor de solide 
rigide, probleme de cinematicӑ etc. Partea de aplicaṭii în cinematicӑ conṭine probleme 
de cinematica punctului, de cinematica solidului rigid, de cinematica mişcării relative a 
punctului şi a solidului rigid. Partea de aplicaṭii în dinamicӑ include probleme de 
dinamica punctului material, de miṣcarea relativӑ a acestuia, problemele ṣi teoremele 
fundamentale ale dinamicii, probleme de ciocniri şi mecanicӑ analitică.  
 Fiecare capitol din lucrare conţine două părṭi: consideraṭii teoretice ṣi aplicaṭii 
aferente fiecӑrui capitol, fiind prezentate ca probleme rezolvate ṣi probleme propuse.  
 Lucrarea se încheie cu anexele privind geometria maselor: centre de masă, 
momente de inerţie geometrice şi mecanice ale liniilor (barelor), suprafeṭelor (plӑcilor) 
ṣi a corpurilor cu geometrie cunoscutӑ, bibliografia şi cuprinsul.  

În primul capitol al părţii întâi a acestei lucrări, intitulatӑ Statica, după 
prezentarea generală a noţiunilor despre vectori şi a unor operaţii cu mărimi vectoriale, 
sunt trecute în revistă câteva aplicaţii care acoperă toată gama de noţiuni şi operaţii cu 
vectori necesare în capitolele următoare. 

Capitolul al doilea este destinat noṭiunilor de reducere a sistemelor de forṭe. 
Sunt prezentate astfel noṭiunile de moment polar, moment axial, torsor de reducere într-
un punct, torsor minimal, axă centrală ṣi aplicaṭiile aferente acestora. În urma 
parcurgerii acestui capitol, studenţii se familiarizează cu noţiunile de reducere a 
sistemelor de forţe. Percepţia lor asupra sistemelor de forţe va fi alta după rezolvarea 
câtorva probleme de reducere. Astfel, se pleacӑ de la un sistem oarecare de forţe care 
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acṭionează arbitrar, se trece prin aplicaţiile propuse la sistemele echivalente de una sau 
două elemente (forţă, moment), aplicate într-un punct sau pe axa centrală, aplicaṭii care  
permit să se tragă concluzii asupra efectului sistemului de forţe aplicate solidului rigid 
aflat sub acţiunea acestor forţe. 

În capitolul al treilea sunt prezentate noṭiuni teoretice ṣi aplicaţii pentru 
determinarea poziţiei centrului de masă pentru linii (bare), suprafeţe (plăci) şi corpuri 
omogene simple şi/sau compuse. Sunt prezentate de asemenea, aplicaţii pentru 
determinarea momentelor de inerţie geometrice şi mecanice pentru linii, suprafeţe şi 
corpuri omogene. În câteva cazuri sunt determinate şi elipsele de inerţie 
corespunzătoare unor puncte bine definite cum ar fi: centrul de masă sau originea 
sistemului de referinţă ales. 

Capitolul al patrulea este destinat echilibrului punctului material. Astfel, se 
studiază echilibrul punctului pe o suprafaţă şi pe o curbă cu şi fără frecare, definindu-se 
şi conul frecării cu această ocazie. Echilibrul cu frecare al punctului se studiază sub 
aspect fizic şi sub aspect geometric.  

În capitolul al cincilea sunt prezentate consideraṭii teoretice ṣi aplicaţii 
corespunzӑtoare pentru echilibrul solidului rigid supus la legături lucii şi aspre. 
Studenţii se vor familiariza astfel cu legăturile solidului rigid şi vor învӑṭa introducerea 
corectӑ a forţele de legătură prin suprimarea legăturilor rigidului, se vor familiariza cu 
scrierea ecuaţiilor de proiecţii pentru forṭe şi momente prin rezolvarea acestora, precum 
şi cu interpretarea rezultatele obţinute. 

Capitolul al şaselea conţine consideraṭiile teoretice ṣi aplicaţiile referitoare la 
echilibrul sistemelor de solide rigide supuse la legături interioare şi exterioare cu sau 
fără frecare. Prin metodele folosite în acest capitol, studenţii vor învӑţa să studieze 
echilibrul sistemelor, ajungând la concluzia că astfel de probleme, aparent dificile, se 
pot rezolva uşor. 

Capitolele al şaptelea şi al optulea conţin noṭiuni teoretice ṣi probleme privind 
calculul firelor aeriene, precum ṣi aplicaṭiile mecanismelor simple date de pârghii ṣi 
scripeṭi. În capitolul ṣapte se prezintӑ ecuaţia generală a firelor şi ecuaţiile diferenţiale 
ale firelor în sisteme de coordonate carteziene şi intrinseci, necesare pentru rezolvarea 
problemelor de calcul al firelor acţionate de greutatea proprie şi a probleme legate de 
frecarea firelor.  
  Capitolul al nouălea este capitolul de introducere al părţii a doua a acestei 
lucrӑri şi anume Cinematica şi se referă la cinematica punctului material. Astfel, se 
tratează noţiuni teoretice legate de mişcarea punctului (traiectorie, ecuaţii de mişcare, 
viteză instantanee, acceleraţie instantanee, componente de viteză şi acceleraţie în 
diferite sisteme de referinţă) şi sunt prezentate aplicaţii ale acestora alese astfel încât, să 
se acopere toate noţiunile de cinematică a punctului. Unele dintre aceste aplicaţii se 
referӑ la mişcarea punctului pe curbe tehnice. 
 Capitolul al zecelea este destinat mişcărilor de translaţie, de rotaţie în jurul unui 
ax fix şi de roto-translaţie ale solidului rigid. Noţiunile teoretice prezentate în acest 
capitol se referă la studiul geometric, la distribuţia de viteze şi la distribuţia de 
acceleraţii ale rigidului. Ca aplicaţii au fost alese probleme cât mai sugestive care să 
pună în evidenţă mişcările respective. 
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 În capitolul al unsprezecelea este prezentatӑ miṣcarea plan-paralelӑ a solidului 
rigid. Se prezintӑ succesiv studiul geometric, distribuţia de viteze şi distribuţia de 
acceleraţii a mişcării plan-paralele a rigidului. În aplicaţiile din acest capitol se 
determină centroidele mişcării plane (baza şi rostogolitoarea) şi distribuţiile de viteze şi 
acceleraţii prin diferite metode. 
 În capitolul al doisprezecelea sunt prezentate consideraţiile teoretice şi 
aplicaţiile în mişcarea de rotaţie a rigidului în jurul unui punct fix (miṣcarea sfericӑ). La 
început se prezintă studiul geometric al mişcării, apoi distribuţiile de viteze şi de 
acceleraţii. În aplicaţii se determină, în general, axa instantanee de rotaţie, vitezele şi 
acceleraţiile instantanee pentru diferite puncte aparţinând rigidului aflat în miṣcare 
sfericӑ. 
 Capitolul al treisprezecelea cuprinde consideraţii teoretice şi aplicaţii la 
mişcarea generală a solidului rigid. 

În capitolul al paisprezecelea, după prezentarea consideraţiilor teoretice 
corespunzătoare mişcării relative a punctului şi a solidului rigid, sunt prezentate 
aplicaţii diverse care conţin noţiunile specifice mişcării relative, precum vitezele şi 
acceleraţiile relative, de transport şi absolutӑ, cu referire şi la acceleraţia Coriolis etc. 

Partea a treia a Mecanicii Teoretice respectiv, Dinamica prezentată începând cu 
capitolul cincisprezece în care se face referire la noţiunile din dinamica punctului 
material şi a sistemelor de puncte materiale, parte care se încheie cu soluṭionarea 
analiticӑ a aplicaţiilor. 
 Capitolul al şaisprezecelea al lucrării prezintă principalele noţiuni 
fundamentale şi teoremele fundamentale ale dinamicii, plecând de la impuls, moment 
cinetic, energie cinetică, putere ṣi randament, încheindu-se cu partea de aplicaţii. 
 Capitolul al şaptesprezecelea prezintă noţiuni complexe privind dinamica 
rigidului începând cu mişcările particulare ale acestuia, ca de exemplu mişcarea de 
translaţie, rotaţie, mişcarea plan-paralelă, încheindu-se cu mişcarea generală şi aplicaţii. 
 Capitolul al optsprezecelea prezintă noţiuni de mecanică analitică, începând 
cu deplasările virtuale, lucrul mecanic virtual, principiul lui D’Alembert, încheindu-se 
cu ecuaţiile lui Lagrange şi ecuaţiile în formă canonică ale lui Hamilton. 
 Capitolul al nouăsprezecelea se referă la toate noţiunile şi teoremele din 
dinamicӑ aplicate în cazul ciocnirilor şi a percuţiilor. 

În concluzie, lucrarea de faţă a fost gândită cu o mare atenṭie privind partea 
teoretică, ea este ilustrată din punct de vedere grafic cât mai sugestiv. Autorii au 
prezentat aplicaţiile sub formă de probleme rezolvate ṣi problemele propuse pentru 
fiecare capitol astfel încât, acestea să acopere toate noţiunile introduse în capitolul 
respectiv. De asemenea, se menṭioneazӑ că diversitatea problemelor prezentate 
uşurează înţelegerea noţiunilor şi metodelor generale ale Mecanicii Teoretice cuprinse 
în aceastӑ lucrare. 

Autorii doresc succes tuturor acelora care parcurg această lucrare şi speră într-o 
înṭelegere cât mai facilă a noṭiunilor şi aplicaṭiilor prezentate. 

 
Cluj-Napoca,      Autorii, 
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I. STATICI. STATICI. STATICI. STATICĂ    
 

1. NOŢIUNI DE CALCUL VECTORIAL [10] 
 

1.1 Consideraţii teoretice 
 

1.1.1 Operaţii cu vectori 
 

Mărimile fizice pot fi clasificate în: 

• scalari (mărimi fizice scalare), caracterizaţi prin valoare numerică şi unitate 
de măsură; 

• vectori (mărimi fizice vectoriale), caracterizaţi prin punct de aplicaţie, 
modul (valoare absolută, magnitudine), direcţie şi sens; în funcţie de 

poziţia punctului de aplicaţie aceştia pot fi: liberi, legaţi (aplicaţi) sau 
alunecători (glisanţi).  
În cele ce urmează se vor analiza succint operaţiile ce pot fi aplicate asupra 

mărimilor fizice vectoriale. 

a) Suma (compunerea) vectorilor liberi 

Suma a doi vectori a  şi b  se poate nota astfel:  

bac += .    (1.1) 

Metoda grafică utilizată pentru compunerea a doi vectori liberi se numeşte regula 

paralelogramului (fig. 1.1). 

              
Fig. 1.1            Fig. 1.2 
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În cazul a n vectori liberi nii ,1,v = , se poate scrie:   

=+++=
=

n

i
inR

1
21 vv...vv .         (1.2) 

Ca şi metodă grafică, pentru compunerea a n vectori se utilizează metoda 

poligonului vectorilor (fig. 1.2). 
 

b) Produsul scalar a doi vectori 

 Produsul scalar a doi vectori a  şi b  este o mărime scalară, se notează: 

bac ⋅=          (1.3) 

şi are expresia: 

αcos|||| bac ⋅=              (1.4) 

 Proprietăţile produsului scalar: 

• comutativitatea:    

( ) baababab ⋅=α⋅=α−⋅⋅=⋅ coscos  

• condiţia de ortogonalitate: ( )0,0 =/=⋅ baba  

• proiecţia unui vector a  pe o axă ( ∆ ) este egală cu produsul scalar dintre 

vector şi versorul u  al axei:  uaapr ⋅=∆  

• distributivitatea faţă de adunare: ( ) cbcacba ⋅+⋅=⋅+  

 

c) Produsul vectorial a doi vectori 

 Produsul vectorial a doi vectori a  şi b  este o mărime vectorială şi se 

notează astfel: 

bac ×=        (1.5) 

 
Fig. 1.3 

 

 Proprietăţile produsului vectorial: 

• modulul are expresia α⋅= sinbac  şi este egal cu aria paralelogramului 
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delimitat de cei doi vectori (fig. 1.3), direcţia este perpendiculară pe planul 
determinat de cei doi vectori, iar sensul se determină prin regula 
burghiului; 

• anticomutativitatea:  baab ×−=×  

• condiţia de coliniaritate: ( )0,0 =/=× baba  

• distributivitatea faţă de adunare: ( ) cbcacba ×+×=×+ . 

 

d) Produsul mixt a trei vectori 

 Produsul mixt a trei vectori a , b  şi c  este o mărime scalară notată astfel:  

( ) ( )cbacbad ×⋅== ,,    (1.6) 

 

 
Fig. 1.4 

 
 Proprietăţile produsului mixt: 

• produsul mixt este egal cu volumul paralelipipedului construit cu vectorii 

cba ,,  (fig. 1.4) 

• este nul când vectorii cba ,,  sunt coplanari 

• este constant la permutare circulară: 
 

( ) ( ) ( )bacacbcba ×⋅=×⋅=×⋅  

 

e) Dublul produs vectorial a trei vectori 

 Dublul produs vectorial  a trei vectori a , b  şi c sau produsul vectorial a 

lui Gibbs este o mărime fizică vectorială, având notaţia: 

( )cbad ××=                          (1.7) 
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 Proprietăţile dublului produs vectorial: 

• vectorul d  este inclus în planul vectorilor b  şi c şi mai poate fi scris: 

d = ( ) ( ) ( ) cbabcacba ⋅⋅−⋅⋅=×× ;  

  
• suma permutărilor circulare se anulează: 

( ) ( ) ( ) 0=××+××+×× bacacbcba . 

 

1.1.2 Expresii analitice 
 

 Proiecţiile vectorului v , conform figurii 1.5, sunt:  

,cosvv

cosvv

cosvv

z

y

x

γ=

β=

α=

              (1.8) 

unde γβα ,,  reprezintă unghiurile dintre vectorul v  şi cele trei axe ale sistemului 

de coordonate cartezian Oxyz. 

  

 
Fig. 1.5 

Expresia analitică a vectorului v  se scrie astfel: 

kji zyx vvvv ++= ,                (1.9) 

unde kji ,,  reprezintă versorii axelor sistemului Oxyz. 
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 Dacă se notează cu R  vectorul rezultant al unui sistem de vectori liberi 

iv , expresia analitică a acestuia este: 

kRjRiRR zyx ++=              (1.10) 

iar componentele sale carteziene sunt egale cu: 


===

===
n

i

izz

n

i

iyy

n

i

ixx RRR

111

v,v,v               (1.11) 

 Modulul vectorului rezultant este: 

222
zyx RRRR ++=      (1.12) 

Cosinusurile directoare ale vectorului R  au expresiile: 

.cos

cos

cos

222

222

222

zyx

z

zyx

y

zyx

x

RRR

R

RRR

R

RRR

R

++
=γ

++
=β

++
=α

               (1.13) 

 

 Dacă se notează prin 321 v,v,v  trei vectori, operaţiile de mai sus pot fi 

exprimate analitic astfel: 

• Produsul scalar:    

zzyyxx 21212121 vvvvvvvv ++=⋅             (1.14) 

• Produsul vectorial:   

zyx

zyx

kji

222

11121

vvv

vvvvv =×             (1.15) 

 

• Produsul mixt: 

( )

3z3y3x

2z2y2x

1z1y1x

321

vvv

vvv

vvv

v,v,v =              (1.16) 
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1.1.3 Scrierea matriceală a relaţiilor vectoriale 
 

 Fiind daţi doi vectori a  şi b , produsul lor scalar se scrie sub forma: 

 

332211

3

2

1

321 ][}{}{ bababa

b

b

b

aaaba
T ++=

















⋅=⋅       (1.17) 

 

unde prin {a}, respectiv {b}, s-au notat matricele coloană corespunzătoare 
vectorilor daţi. 

 Fiind daţi doi vectori a  şi b , produsul lor vectorial se exprimă prin 

produsul dintre matricea antisimetrică asociată primului vector, notată cu ]ˆ[a  şi 

matricea coloană {b}: 
 

[ ] { }
















−

−

−

=

















⋅

















−

−

−

=⋅

1221

3113

2332

3

2

1

12

13

23

0

0

0

ˆ

baba

baba

baba

b

b

b

aa

aa

aa

ba     (1.18) 

 
Se poate verifica uşor anticomutativitatea acestui produs: 
 

 [ ] { } [ ] { } [ ] { }ababba
T

⋅=⋅−=⋅ ˆˆˆ          (1.19) 

 

cunoscând următoarea proprietate a matricelor antisimetrice: 
 

[ ] [ ]Tbb ˆˆ =−     (1.20) 
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1.2 Probleme rezolvate [10] 
 

1.2.1. Se dau vectorii: .232,42 kjibkjia −+=++=  Să se calculeze 

produsul scalar ba ⋅ . 

 
 Soluţie: 
 Calculând produsul scalar pe baza expresiilor analitice, se poate scrie: 

 

                0862 =−+=⋅ ba       

 Se observă că vectorii sunt perpendiculari. 

 
  

1.2.2. Să se simplifice expresia: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bcacabcbcabaE +×+++×+++×+= . 

 
 Soluţie: 
 
 Potrivit proprietăţii de distributivitate a produsului vectorial faţă de 

adunare, se desfac parantezele, se reduc termenii asemenea şi se obţine: 

.bcabcaE ×+×+×=  

  

1.2.3. Să se calculeze produsul mixt ( )cba  pentru vectorii:  

.543,432,32 kjickjibkjia ++=++=++=  

 
 Soluţie: 
 

Dezvoltând produsul mixt sub formă de determinant, se obţine: 

( ) 0

543

432

321

==cba                          (1) 

 Rezultatul se explică prin faptul că vectorii cba ,,  sunt coplanari. 

Într-adevăr, se observă că:  

bac 2+−=               (2) 
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 1.2.4. Se dau vectorii cba ,,  orientaţi după muchiile VA, VB, VC ale unui 

tetraedru regulat VABC, având lungimea muchiei egală cu l. Să se arate că dublul 

produs vectorial ( )cba ××  este un vector paralel cu BC. 

 
 Soluţie: 
 Se notează: 

.,, 321 VCcVBbVAa λ=λ=λ=      (1) 

Dublul produs vectorial ( )cba ××  are expresia: 

( ) ( ) ( ) CVlBVlcbabcacbad
23212321

22

λλλ
−

λλλ
=−=××=              (2) 

adică, 

( ) .
22

321321 BCCVBVd
λλλ

=−
λλλ

=                           (3) 

 Rezultă că vectorii d  şi BC  sunt paraleli, iar 

.
22

321 abc
d =

λλλ
=              (4) 

 
1.2.5. Să se simplifice expresia: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bcacabcbcabaE −⋅−+−⋅−+−⋅−=  

 

 Soluţie: 
 

 Potrivit proprietăţii de distributivitate a produsului scalar faţă de adunare, 
se desfac parantezele, se reduc termenii asemenea şi se obţine: 

( )accbbacbaE ++−++= 222 . 

 
1.2.6. Se dau vectorii: 

.6208,302515,95 kjickjibkjia +−=++−=++=  

 Să se calculeze produsele vectoriale accbba ××× ,,  şi să se arate 

că vectorii cba ,,  sunt coplanari. 

 

 Soluţie: 
 Analitic, produsele vectoriale se dezvoltă sub formă de determinant 
simbolic. Astfel, 
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.50165375

302515

9511 kji

kji

bav −−−=

−

−=×=                (1) 

 Analog, se obţin: 

  
.2066150

,100330750

3

2

kjiacv

kjicbv

−−−=×=

++−=×=
   (2) 

 Se observă că: 

2

v

10

v

5

v 321 =−=     (3) 

şi, în concluzie, vectorii ,v,v 21  şi 3v sunt paraleli, iar cba ,,  sunt coplanari. 

 

1.2.7. Să se determine modulul şi poziţia vectorilor ( )3,2,11 −v  şi 

( )6,4,22 −−v  în sistemul de referinţă cartezian Oxyz. Să se calculeze expresiile: 

.vv,vv,vv,vv 21212121 ×⋅−+  

 

 Soluţie: 

 Vectorii 1v  şi 2v  se exprimă în sistemul Oxyz sub forma:  

kjiv1 32 +−=                                 (1) 

( )kjikjiv2 322642 +−−=−+−=                 (2) 

Din relaţiile (1) şi (2) se observă că vectorii 1v  şi 2v  sunt coliniari şi de 

semne opuse, iar între modulele lor există relaţia: 
 

.1429412 =++== 12 v2v                  (3) 

 Unghiurile dintre vectori şi axele sistemului de referinţă sunt calculate prin 
cosinusurile directoare: 

,
14

3
cos,

14

2
cos,

14

1
cos 111 =γ

−
=β=α                (4) 

respectiv, 

.
14

3

142

32
cos,

14

2

142

22
cos,

14

1

142

2
cos 222

−
=

⋅−
=γ=

⋅
=β−=

−
=α   (5) 

Expresiile cerute se calculează astfel: 

( ) ( ) ( )kjijjikjivv 21 3232232 +−−=+−−+−=+                (6) 
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Vectorul sumă 2vv1 +  este un vector coliniar cu vectorul 1v , egal în 

mărime cu acesta, dar de semn opus. 

( ) ( ) ( )kjikjikjivv 21 32332232 +−=+−++−=−                (7) 

Vectorul diferenţă 21 vv −  este un vector coliniar cu vectorul 1v  având 

modulul de trei ori mai mare decât acesta: 

 .1433 ==− 121 vvv               (8) 

 Produsul scalar 21 vv ⋅  se determină astfel: 

 ( ) ( )[ ] 28188232232 −=−−−=+−−⋅+−=⋅ kjikjivv 21        (9) 

Produsul vectorial 21 vv ×  se anulează, deoarece cei doi vectori 1v  şi 2v  

sunt coliniari. 
 

1.2.8. Fiind daţi vectorii: kjiv 321 −+−= , jv2 4−= , kv 53 −= , 

kjiv4 876 −+−= , să se calculeze expresiile: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )
( ) ( )4321

43214321

43214321

vvvvE

vvvvEvvvvE

vvvvEvvvvE

×××=

×⋅×=⋅×=

×⋅=⋅⋅=

5

43

21 ,

 

 

 Soluţie: 
 În urma efectuării calculelor rezultă expresiile: 

  
( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )jiijkjikE

kjikjkjiE

6740764087658

3204088765432

2

1

+−=−−=−+−×−−=

−=⋅−=−+−−⋅−⋅−+−=  

  ( ) ( ) ( ) ( )kiikjkjiE +−=−=−×−+−= 31603160404323  

  ( ) ( ) ( ) 4202120675344 −=−=+⋅+−= jikiE  

  ( ) ( ) ( ) ( )kjiikjjikiE 187620618720675345 −+−=−−=+×+−= . 

Se observă că vectorul 2E  se află în planul orizontal xOy, iar vectorul 3E  

în planul vertical xOz. 

 

1.2.9. Să se determine vectorul v  care satisface sistemul de ecuaţii 

vectoriale: 




=×

=⋅

,bav

mav
 unde a  şi b  sunt doi vectori perpendiculari. 
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Soluţie: 
 

 Din relaţiile date se constată că vectorul v  se află în acelaşi plan cu a  

(plan perpendicular pe b , fig.1.6). 

 

 
Fig. 1.6 

 

 În acelaşi plan cu a  şi v  se găseşte şi ba × , deci există relaţia: 

   ( )baav ×+= μλ ,    (1) 

în care trebuie determinaţi parametri scalari λ  şi µ . 

 Introducând (1) în sistem, se obţine succesiv: 

( )[ ] mamabaa =λ=⋅×µ+λ 2    (2) 

( )[ ] ( ) babababaa =××µ=××µ+λ .  (3) 

Din relaţia (2) rezultă: 

 
2

a

m
=λ           (4) 

şi din (3), dezvoltând după regula lui Gibbs, rezultă: 

( )
2

1

a
baab =µ=⋅µ .                           (5) 

Astfel, vectorul v  devine: 

( )ba
a

a
a

m
v ×+=

22

1
.        (6) 

Acelaşi rezultat se putea obţine înmulţind vectorial cu a  relaţia a doua din 

enunţul problemei. 
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1.2.10. Se dă sistemul de ecuaţii vectoriale: 

( )
.









=⋅×

=+

=+

vzyx

bzx

ayx

 Dacă se 

cunosc vectorii { }vba ,, , să se determine vectorii { }zyx ,, . 

 

Soluţie: 
Din primele două ecuaţii ale sistemului dat rezultă:  

                                                          




−=

−=

xbz

xay
                           (1) 

Înlocuind (1) în ecuaţia a treia a sistemului iniţial, se obţine succesiv: 

                           ( )[ ] ( ) ,vxbxax =−⋅−×    

         
( ) ( )

( ) ,)(

,

vxaxbax

vxbxxax

=⋅×−⋅×

=−⋅×−×
                                    (2) 

                  ( ) ,vbax =⋅×               

întrucât, ( ) .0,0 =⋅×=× xaxxx  

 Efectuând permutări circulare în relaţia (2), se obţine: 

                            .
ba

v
x

×
=                                        (3) 

Înlocuind (3) în relaţiile (1), se obţin vectorii y  şi z . Astfel: 

                          .,
ba

v
bz

ba

v
ay

×
−=

×
−=                               (4) 

 

 

1.2.11. Să se demonstreze relaţia următoare:   

( ) ( ) ( ) 222
babababa =⋅+×⋅×  . 

 

Soluţie:  
 

 Se cunosc relaţiile următoare:        

                                                












=×

∧

baabba ,sin                (1)  

şi     
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=⋅

∧

baabba ,cos                                       (2) 

Primul termen din relaţia dată se transformă succesiv, astfel: 

                     ( ) ( ) .,sin 2222














=×=×⋅×

∧

bababababa                            (3) 

Al doilea termen din relaţia dată, conform cu (2), devine:                                 

                              ( ) .,cos2222














=⋅

∧

bababa               (4) 

Introducând (3) şi (4) în relaţia din enunţul problemei şi având în vedere 

că: 

     1,cos,sin 22 =












+











 ∧∧

baba               (5) 

se obţine:       .2222
baba =                (6) 

 

 

1.2.12. Să se descompună o forţă P  în două componente 1F  şi 2F  astfel 

ca 21 2FF = . Să se afle locul geometric al extremităţii forţei mai mari. 

 

 Soluţie: 
 

 Considerând o descompunere arbitrară, care respectă condiţia pusă în 

problemă, se formează un triunghi oarecare (fig. 1.7). 

 

 
Fig. 1.7 

 Locul geometric al punctului M (extremitatea forţei 1F ) va fi o funcţie 

implicită de x şi y. 

Se pot scrie următoarele relaţii: 
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( ) 2
2

22
FxPy =−+           (1) 

şi   α−+= cos2 1
22

1
2

2 PFPFF                (2) 

            
1

cos
F

x
=α  şi 21 2FF =                                (3) 

astfel că: 

PxPFF 24 22
2

2
2 −+=                       (4) 

 
22

2 23 PPxF −=                                  (5) 
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2 2
2

2

P
PxF −=                  (6) 

Înlocuind (6) în (1), rezultă: 

( )
33

2 2
22 P

PxxPy −=−+                               (7) 

Dezvoltând şi ordonând termenii ecuaţiei se obţine: 

 0
33

2
2

2
222 =+−+−+

P
PxxPxPy                             (8) 

sau: 

.022

0
3

4

3

8

22

2
22

=+−−+

=+−+

cbyaxyx

P
x

P
yx

                            (9) 

Astfel, locul geometric al punctului M este un cerc având centrul pe axa Ox 
(pentru că lipseşte coeficientul lui y) la distanţa: 

3

4P
a =                                 (10) 

                         
 

Fig. 1.8 
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şi raza  

P
PP

caR
3

2

3

4

9

16 22
2 =−=−=                         (11) 

 
ceea ce se verifică grafic, conform figurii 1.8. 

 

1.2.13. Să se calculeze unghiul dintre vectorii ( )4,4,2 −1v  şi ( ),4,6,42v  

precum şi produsele 21 vv ⋅  şi .vv 21 ×  

 

 Soluţie: 
Vectorii consideraţi pot fi scrişi utilizând componentele lor carteziene sub 

forma:  

kjivkjiv 2 464,4421 ++=+−=          (1) 

iar modulele lor sunt: 

 

.68163616,3616164 =++==++= 21 vv        (2) 

 
Cosinusul unghiului dintre cei doi vectori are expresia:  

( )

,0
16361616164

16248

cos

=
++⋅++

+−
=

=

++++

++
==

2
2z

2
2y

2
2x

2
1z

2
1y

2
1x

2z1z2y1y2x1x

21

21
21

vvvvvv

vvvvvv

vv

vv
v,v

                    (3) 

 

ceea ce înseamnă că între aceştia există un unghi de 2/π , adică, conform condiţiei 

de ortogonalitate, 

.0=⋅ 21 vv              (4) 

Produsul vectorial 21 vv ×  se calculează prin determinantul simbolic: 

( ) ( ) ( )

( )kji

kji

kji

vv 21

72104

16128162416

464

442

++−=

=++−+−−=−=×
           (5) 

şi are modulul: 

15344941004 =++=× 21 vv              (6) 
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1.2.14. Să se calculeze produsul mixt al vectorilor ( ) ( )5,3,1,6,4,2 21 vv  şi 

( )2,0,2−3v  şi să se interpreteze rezultatul. 

 

 Soluţie: 
 Folosind relaţia (1.16), se poate scrie: 

( ) .0

202

531

642

=

−

=×⋅ 321 vvv          (1) 

Produsul mixt ( )321 vvv ×⋅  fiind nul, rezultă că vectorii 321 v,v,v  sunt 

coplanari; 3v  este o combinaţie liniară a vectorilor 1v  şi 2v : 

213 v4v3v +−=                       (2) 

 

 1.2.15. Coardele APB şi CPD ale unui cerc cu centrul în O se intersectează 

ortogonal în punctul P (fig. 1.9). Să se demonstreze egalitatea: 

                                  POPDPCPBPA 2=+++  

 

 
Fig. 1.9 

 Soluţie: 

 Din figura 1.9 se desprind următoarele relaţii vectoriale: 

.ODPOPD

OCPOPC

OBPOPB

OAPOPA

+=

+=

+=

+=

    (1) 

Prin însumarea vectorială a relaţiilor de mai sus, rezultă: 

ODOCOBOAPOPDPCPBPA ++++=+++ 4       (2) 

Dar se observă că:  

OFOBOA 2=+     (3) 
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OEODOC 2=+           (4) 

 

Însumând vectorial relaţiile (3) şi (4), rezultă: 

 

 ( ) OPOEOFODOCOBOA 22 =+=+++                (5) 

 

Prin urmare, din relaţiile (2) şi (5) se obţine: 

POOPPOPDPCPBPA 224 =+=+++                          (6) 

 

 1.2.16. Să se demonstreze că cele trei înălţimi ale unui triunghi sunt 

concurente (fig. 1.10). 
 

 
Fig. 1.10 

 Soluţie: 

 Presupunând că O este punctul de intersecţie al înălţimilor coborâte din A 

şi B, se fac următoarele notaţii: 

zOCyOBxOA === ,,         (1) 

 Conform figurii 1.10, au loc următoarele relaţii vectoriale: 

xyczxbyza −=−=−= ,,                         (2) 

 Condiţia de ortogonalitate dintre OA  şi BC , respectiv OB  şi AC , este: 

.0)(

,0)(

=⋅−⋅=−⋅=⋅

=⋅−⋅=−⋅=⋅

zyxyzxyby

yxzxyzxax
           (3) 

 Adunând cele două relaţii (3), rezultă: 

,0)( =⋅−=⋅−=⋅−⋅ zczyxzyzx                               (4) 

cu alte cuvinte, OC  este perpendicular pe AB  şi, prin urmare, punctul O este 

situat pe înălţimea care porneşte din punctul C. 
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1.3 Probleme propuse  
 

1.3.1. Să se determine modulul şi direcţia vectorilor:  

( ) ( ) ( )3,2,1321 v,3,0,3v,33,4,v −− . 

  Să se calculeze apoi expresiile 

( ) ( ) 321321321321 vvvEvvvE,vvvE,vvvE ××=⋅×=−+=++= 4321 , . 

 

Răspuns: 

( )kjiEEkjiEkjiE +−−=−=−+−=++= 224,24,32,36 4321 . 

 
1.3.2. Să se demonstreze relaţia: 

 

. 
 
1.3.3. Să se demonstreze formulele: 

  
( )[ ] ( )( ) ( )( )
( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ).dcbabdcadcba

dacbcadbdcba

×⋅−×⋅=×××

×⋅−×⋅=×××
 

 

 

 1.3.4. Să se rezolve sistemul 




=×

=+

,byx

ayx
la care a  şi b  sunt doi vectori 

daţi. Să se interpreteze rezultatul. 
 

 Răspuns: problema este posibilă dacă vectorii a  şi b  sunt 

perpendiculari. 
 
 
 

1.3.5. O forţă F având un modul de 100 N este aplicată unei console fixe, 
ca în figura 1.11. Să se determine:  

a) mărimea componentelor rectangulare ale forţei F pe axele sistemului de 
referinţă Ox şi Oy;  
b) mărimea componentelor rectangulare pe axele Ox’ şi Oy’; 
c) mărimea componentelor vectoriale pe axele Ox’ şi Oy’. 
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Răspuns: 

     a)




=

=

NF

NF

y

x

2.34

94
;     b)







=

=

NF

NF

y

x

6.76

3.64
'

'

; 

 

                    c) 






=

=

NF

NF

y

x

5.88

5.108'

. 

 
 x’ 

x 

y’ 
y 

O 

F  

o20  

o30  

Fig. 1.11 
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2. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORŢE [10] 

  2.1 Consideraţii teoretice  

 
A reduce un sistem de forţe într-un punct, înseamnă a înlocui în acel punct 

sistemul de forţe cu un sistem mecanic echivalent de doi vectori: unul numit vector 

(forţă) rezultant(ă), notat cu R , celălalt numit moment rezultant notat cu OM . 

Reducerea unui sistem de forţe presupune cunoscute noţiunile: moment 

polar, moment axial, cuplu de forţe, operaţii elementare de echivalenţă. 
 

 2.1.1 Momentul unei forţe în raport cu un punct 

                                            (momentul polar) 
Prin definiţie, momentul unei forţe în raport cu un punct O numit şi 

moment polar este egal cu produsul vectorial dintre vectorul de poziţie r  al 
punctului de aplicaţie A (care apartine rigidului (C)) al unei forţei în raport cu 

punctul O şi forţa F  (fig. 2.1). Momentul polar se notează cu OM  şi are expresia: 

FrMO ×=            (2.1) 
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Caracteristicile vectorului moment polar sunt: 

• punctul de aplicaţie: polul O 

• direcţia: este perpendiculară pe planul definit de vectorii r  şi F   

• sensul: este dat de regula burghiului 

• modulul: este egal cu produsul dintre modulul F al forţei şi braţul său d 

(distanţa de la polul O la suportul (∆) al forţei), adică  

FdM O =             (2.2) 

Componentele zyx MMM ,,  ale vectorului moment polar pe axele unui 

sistem cartezian de referinţă Oxyz  (fig. 2.1) sunt: 

.,, xyzzxyyzx yFxFMxFzFMzFyFM −=−=−=    (2.3) 

Având în vedere (2.3), modulul momentului polar este: 
222
zyxO MMMM ++=       (2.4)  

iar direcţia vectorului moment polar se obţine din expresiile cosinusurilor 

directoare:   

cos( xO OM ,
∧

) = 
O

x

M

M
,  cos( yO OM ,

∧
) = 

O

y

M

M
,  cos( zO OM ,

∧
) = 

O

z

M

M
   (2.5) 

 

 2.1.2 Momentul unei forţe în raport cu o axă (momentul axial) 

Momentul unei forţe F  (având ca punct de aplicaṭie A şi care aparṭine unui 

solid rigid (C)), în raport cu o axă (∆) este  numit şi moment axial şi se defineşte ca 

proiecţia pe axa (∆) a momentului polar al forţei determinat în raport cu un punct 

oarecare O de pe axă (fig. 2.2). Notând cu u  versorul axei (∆) se poate scrie: 

   ∆M = .)( uFruMO ⋅×=⋅                             (2.6) 

Descompunând forţa F  în două componente: 1F  paralelă cu axa (∆), 2F  

după urma lăsată în planul ( π ), dus perpendicular în O pe axa (∆), de către planul 

(P) definit de forţele concurente în A, F  şi 1F , se poate da o nouă exprimare 

momentului axial şi anume:  

                 ∆M = ( 21 Fr × ) u⋅ .            (2.7) 

În conformitate cu (2.7), momentul axial al unei forţe este egal cu valoarea 

algebrică a momentului polar al proiecţiei 2F a forţei F  în planul ( π ) normal pe 

axa (∆), determinat în raport cu punctul în care axa (∆) intersectează acest plan.  
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Momentul axial se anulează dacă forţa F  şi axa (∆) sunt coplanare (în 

acelaşi plan), de unde rezultă următoarea proprietate: dacă o forţă este paralelă cu 

o axă sau o intersectează, atunci momentul forţei respective în raport cu acea axa 
este nul.  

 2.1.3 Cuplu de forţe 

 
Un cuplu de forţe este un ansamblu de două forţe egale în modulul F şi -F, 

de sensuri contrare şi plasate pe suporturi paralele (fig. 2.3), având ca puncte de 
aplicaṭie A şi B care aparṭin rigidului (C). 

Un cuplu de forţe este echivalent cu un moment al cuplului, dirijat după o 

direcţie normală pe planul ( π ) al cuplului şi având sensul determinat de sensul de 

rotire imprimat de cuplul de forţe. Momentul cuplului este invariant la alegerea 
polului O, astfel: 

  .FrMMMM BAO ×====          (2.8) 

 
Modulul momentului cuplului de forţe se determină ca produsul dintre 

modulul F al unei forţe a cuplului şi braţul d al acestuia, adică:  
 

FdM =          (2.9) 

 
Braţul se măsoară pe perpendiculara comună dusă pe suporturile celor 

două forţe. 
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 2.1.4 Operaţii elementare de echivalenţă 

 
Două sisteme de forţe sunt echivalente dacă aplicate succesiv aceluiaşi 

solid rigid produc acelaşi efect mecanic. 
 Operaţiile prin care un sistem de forţe se transformă într-un sistem 
echivalent lui poartă numele de operaţii elementare de echivalenţă.  
 Se pot enumera patru operaţii elementare de echivalenţă: 
 1° O forţă poate aluneca pe suportul său datorită caracterului de vector 
alunecător. 
 2° Adăugarea sau suprimarea perechii de forţe egale şi de sens contrar 
plasate pe acelaşi suport, în conformitate cu primul principiu al Staticii. 

 3° Înlocuirea unei forţe cu două forţe concurente şi coplanare cu ea, prin 
aplicarea principiului paralelogramului. 

 4° Înlocuirea unui sistem de forţe concurente într-un punct printr-o 
rezultantă a sistemului, aplicând succesiv regula triunghiului. 

 

 2.1.5 Reducerea sistemelor de forţe oarecare 

 

Sistemul mecanic echivalent de doi vectori (un vector rezultant R  şi un 

moment rezultant OM ) cu care se înlocuieşte într-un punct un sistem de forţe 

oarecare, poartă numele de torsor de reducere şi se notează cu ).,( OO MRτ   

 Dacă asupra unui solid rigid (C) (fig. 2.4) acţionează un sistem de forţe 

ni FFFF ,...,,...,, 21  în punctele nAAAA ,...,,...,, 121  determinate de vectorii de 
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poziţie ni rrrr ...,,,...,, 21 , elementele torsorului de reducere a sistemului de forţe în 

raport cu un pol arbitrar O se determină cu relaţiile vectoriale: 

 ×==
==

n

i
iiO

n

i
i FrMFR

11
,                        (2.10) 

şi poartă numele de: R  - vector rezultant, OM  - moment rezultant. 

 
 Cunoscând forţele sistemului prin proiecţiile carteziene iziyix FFF ,, , 

)1( ni ÷= , pe axele unui sistem cartezian Oxyz cu originea în punctul de reducere 

O, precum şi coordonatele nizyx iii ÷=1(,,, ) ale punctelor iA  de aplicaţie ale 

forţelor, se pot determina elementele torsorului de reducere prin componentele lor 

carteziene astfel:  

       
=

=
n

i

ixx FR
1

,    
=

=
n

i

iyy FR
1

,    
=

=
n

i

izz FR
1

                  (2.11) 

                                         )(
1


=

−=
n

i

iyiizix FzFyM     

)(
1

iziix

n

i

iy FxFzM −=
=

            (2.12) 

                                         
=

−=
n

i

ixiiyiz FyFxM
1

)(  

Modulul vectorului rezultant se determină cu relaţia: 

   222
zyx RRRR ++=                     (2.13) 

 Direcţia vectorului rezultant se determină prin unghiurile formate cu axele 
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sistemului cartezian Oxyz, care se pot deduce din expresiile cosinusurilor 
directoare: 

( )

( )

( ) .,coscos

,,coscos

,,coscos

R

R
OzR

R

R
OyR

R

R
OxR

z

y

x

=
∧

=

=
∧

=

=
∧

=

γ

β

α

   (2.14) 

Modulul momentului rezultant se determină cu relaţia: 

 222
zyxO MMMM ++=    (2.15) 

 Direcţia momentului rezultant este definită de unghiurile formate cu axele 

sistemului cartezian Oxyz, deduse din expresiile cosinusurilor directoare: 

( )

( )

( ) .,coscos

,,coscos

,,coscos

1

1

1

O

z
O

O

y

O

O

x
O

M

M
OzM

M

M
OyM

M

M
OxM

=
∧

=γ

=
∧

=β

=
∧

=α

    (2.16) 

Momentul minim minM reprezintă proiecţia vectorului moment rezultant OM  pe 

direcţia vectorului rezultant R  şi se exprimă prin una din relaţiile: 

 

).(

,

2222min

222
min

kRjRiR
RRR

MRMRMR
R

R

MR
M

RRR

MRMRMR

R

MR
M

zyx

zyx

zzyyxxO

zyx

zzyyxxO

++
++

++
=

⋅
=

++

++
=

⋅
=

      (2.17) 

Locul geometric al punctelor de reducere în care se obṭine un torsor minim 

este o dreapta paralelă cu vectorul şi numită axă centrală. 

Reducerea sistemului de forţe în raport cu punctele axei centrale poartă 

numele de reducere canonică. În acest caz, torsorul de reducere devine torsor 

minim ),( minmin MRτ , ale cărui elemente sunt vectorul rezultant R  şi momentul 

minim minM .  

Sau, locul geometric al punctelor de reducere în raport cu care se obţine un 

torsor de reducere minim, ( )minmin , MRτ , este o dreaptă paralelă cu vectorul 

rezultat ,R  numită axă centrală a sistemului de forţe. 
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 Ecuaţiile vectoriale şi scalare ale axei centrale sunt: 

 

  RRrM O λ=×−                                    (2.18) 

               (2.19) 
             

R
R

MR
r O λ=

×
−

2
                  (2.20) 

 

.
222

z

xyyx

y

zxxz

x

yzzy

R

R

MRMR
z

R

R

MRMR
y

R

R

MRMR
x

−
−

=

−
−

=

−
−

     (2.21) 

La reducerea unui sistem de forţe oarecare pot apărea următoarele cazuri de 
reducere: 

 1° ,0,0 =≠ OMR  caz în care sistemul de forţe se reduce în raport cu polul 

O la o rezultantă R (de exemplu: sistem de forţe concurente). 

 2° 0=R ,0, ≠OM  caz în care sistemul de forţe se reduce la un cuplu de 

forţe F  şi ,F−  aflat într-un plan normal pe vectorul moment rezultant OM . 

 3° 0,0 ≠≠ OMR    

a) 0, =⋅⊥ OO MRMR 0=++⇔ zzyyxx MRMRMR , caz în 

care sistemul de forţe se reduce în raport cu un pol arbitrar O  la un torsor 

de reducere ale cărui elemente sunt perpendiculare (fig. 2.5). Efectuând 

reducerea în raport cu punctele axei centrale se obţine o rezultantă unică a 

sistemului, deoarece momentul minim este nul, 0min =
⋅

=
R

MR
M O . În 

acest caz, se poate aplica teorema lui Varignon: momentul rezultant al unui 

sistem de forţe este egal cu momentul rezultantei sistemului de forţe, cele 

două momente (fig. 2.5) fiind determinate în raport cu acelaşi pol O adică: 

         .
1

RrFrM i

n

i
iO ×=×=

=

             (2.22) 

 Sub formă scalară teorema lui Varignon se poate scrie astfel: 

               dRMO = ,     unde d fiind distanṭa de la O la axa centrală               (2.23) 



           43 

 
relaţie în care d reprezintă braţul rezultantei unice a sistemului de forţe în 
raport cu polul O, măsurat ca distanţa de la O la suportul rezultantei. 

         b) ),
2

(0
π

≠α≠⋅ OMR  caz în care sistemul de forţe se reduce în 

raport cu polul O la un torsor de reducere ale cărui elemente nu sunt 

perpendiculare între ele. Efectuând reducerea în raport cu punctele axei 

centrale, se obţine un torsor minim format din vectori minMşiR  coliniari 

(fig. 2.4). 

 4° ,0,0 == OMR  caz în care sistemul de forţe se află în echilibru. 

      

 2.1.6 Reducerea sistemelor particulare de forţe 

 
a) Sistem de forţe paralele. Centrul forţelor paralele 

 În cazul unui sistem de forţe paralele, notând cu u  versorul direcţiei 

comune a forţelor, se poate scrie: 

              uFF ii = , ).1( ni ÷=                 (2.24) 

 Având în vedere (2.10) şi figura 2.6, elementele torsorului de reducere în 
raport cu un pol arbitrar O au expresiile: 

  
.)(

)(

11

11

urFFrM

uFFR

i

n

i
ii

n

i
iO

n

i
i

n

i
i

×=×=

==

==

==                (2.25) 
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 Ecuaţia vectorială a axei centrale, având în vedere figura 2.6, este:  

,1urr c λ+=     ,

1

1





=

==
n

i

i

n

i

ii

c

F

rF

r     .

1

1


=

λ
−=λ

n

i

iF

     (2.26) 

 Vectorul de poziţie al centrului forţelor paralele are expresia:   





=

==
n

i

i

n

i

ii

c

F

rF

r

1

1
                  (2.27) 

Coordonatele centrului forţelor paralele se obţin proiectând (2.27) pe 

axele sistemului cartezian de referinţă Oxyz. Astfel: 

              





=

==
n

i

i

n

i

ii

c

F

xF

x

1

1
,    





=

==
n

i

i

n

i

ii

c

F

yF

y

1

1 ,    





=

==
n

i

i

n

i

ii

c

F

zF

z

1

1              (2.28) 

 În conformitate cu (2.25), OMR ⊥ , astfel că, minM 0=
⋅

=
R

MR O . În 

consecinţă, sistemul de forţe paralele se reduce în raport cu punctele axei centrale 

la o rezultantă unică. Se poate aplica astfel, teorema lui Varignon RrM O ×= , din 

care se obţine distanţa d de la polul O, la axa centrală: 

 

               
R

M
d

O=          (2.29) 
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 b) Sistem de forţe concurente 

 Rezultanta R  a unui sistem de forţe concurente )1(, niFi ÷= , (fig. 2.7) se 

poate determina grafic prin aplicarea succesivă a regulii triunghiului, construind 

astfel poligonul forţelor sau prin calcul analitic cu relaţiile: 

                                              
                              Fig. 2.7 

 

Modulul şi direcţia rezultantei sistemului de forţe concurente se determină astfel: 

   
.),(cos,),(cos,),(cos

222

R

R
OzR

R

R
OyR

R

R
OxR

RRRR

zyx

zyx

=
∧

=
∧

=
∧

++=

   (2.31) 

 

 c) Sistem de forţe coplanare 

 Fie sistemul de forţe coplanare ),1(, niFi ÷=  situate în planul Oxy         

(fig. 2.8). În acest caz, elementele torsorului de reducere în raport cu un pol O 

arbitrar ales în planul forţelor, au componentele pe axele sistemului cartezian de 

referinţă Oxyz: 

 

).(

,

1

11





=

==

−==

==

n

i

ixiiyizO

n

i

iyy

n

i

ixx

FyFxMM

FRFR

                (2.32) 

Modulele şi direcţiile vectorilor OMR şi  sunt determinate astfel: 

                
.

,),(cos,22

zO

x
yx

MM

R

R
OxRRRR

=

=
∧

+=
                                 (2.33) 

Momentul rezultant OM  este orientat după axa Oz. 

 





===

=

===

=

n

izz

n

iyy

n

ixx

n

i

i

FRFRFR

FR
1

.,,

(2.30)   



                    [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 
 

46 

 

 Având în vedere (2.32), OMR ⊥ , astfel că 0min =
⋅

=
R

MR
M O . Sistemul 

de forţe coplanare se reduce la o rezultantă unică în raport cu punctele axei 

centrale. Se poate determina astfel, din teorema lui Varignon, distanţa d de la polul 
O la axa centrală cu relaţia: 

      .
R

M
d z=          (2.34) 

 În cazul sistemului de forţe coplanare, ecuaţiile axei centrale sunt:  

      0,0 ==+− zyRxRM xyz .                               (2.35) 
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 2.2 Probleme rezolvate [10] 
 
2.2.1. O forţă de mărime F = 100 N este orientată ascendent de-a lungul 

unei drepte dată prin ecuaţia 3x + 4y – 10 = 0 (fig. 2.9). Să se determine momentul 
forţei în raport cu originea O. 

 

 
Fig. 2.9 

          

 Soluţie: 
Având în vedere ecuaţia  

01043 =−+ yx  

se obţin coordonatele punctelor A şi B:  







==

==

.
3

10
0

5,20

xy

yx

 

 Modulul momentului polar este: 

        .0 dFM ⋅=                                (1) 

 Având în vedere relaţia  

,sin
AB

OB

OA

d
==α  

se obţine distanţa d de la punctul O la dreapta ( ∆ )  

m2=
⋅

=
AB

OBOA
d .              (2) 

 Astfel, momentul polar are valoarea:  
MO = 200 N m                     (3) 

sau:  

=α= sin0 FOAM
22

cos
OBOA

OBOA
FFOB

+

⋅
=α .            (4) 
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 2.2.2. La strunjirea longitudinală a unei piese forţa F  care solicită cuţitul 
se presupune concentrată în punctul A  de pe tăişul cuţitului. Cunoscând 

componentele NFNF yx 150,300 == , NFz 800=  şi cotele de pe schiţă, să se 

determine momentul forţei aşchietoare în raport cu centrul O al secţiunii de 
încastrare a cuţitului în suportul acestuia (fig. 2.10). 

 
 Soluţie: 
 În conformitate cu (2.3), expresiile analitice ale momentului polar sunt: 

mNMzFyFM xyzx ⋅=⋅+⋅−=−= 47415004,08006,0;  

     mNMyxFzFM zxy ⋅−=⋅−⋅=−= 480002,030004,0;              (1) 

mNMyFxFM zxyz ⋅−=⋅−⋅=−= 1773006,015002,0; . 

 Modulul momentului polar se exprimă astfel:   

     =++= 222
zyxO MMMM

222 1774474 ++ = mN ⋅5,507 .      (2) 

  Direcţia momentului polar se determină prin: 

93399,0
5,507

474
),(cos −=−==

∧

O

x
O

M

M
OxM ,  (3) 
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din care rezultă:  

;583159, "'°=
∧

OxM O  

;00788,0
5,507

4
),(cos −=−==

∧

O

y

O
M

M
OyM   (4) 

 

;"6'2790, °=
∧

OyM O  

  ( ) ,34876,0
5,507

177
,cos −=−==

∧

O

z
O

M

M
OzM   (5) 

 

".43'27110, °=
∧

OyM O           (6) 

 

 2.2.3. Se dă un paralelipiped dreptunghic cu laturile 40, 120, 60 cm. 

De-a lungul dreptei AH se află forţa F , de modulul m, H fiind mijlocul lui CD. Să 

se determine momentul forţei F  în raport cu punctul P, situat în centrul 
dreptunghiului DFEG (fig. 2.11). 

 
 Soluţie: 

 Momentul forţei F  în raport cu P are expresia: 

  FrM P ×= ,            (1)  

în care: ,, umFPAr ==  

AH

AH
u =  fiind versorul direcţiei .AH  
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     Se determină vectorii: 

kjikzzjyyixxPA PAPAPA 606020)()()( −−=−+−+−=            (2) 

 

13

3124

3012040

)030()0120()400(
222

kjikji

AH

AH
u

++−
=

++

−+−+−
== .         (3) 

 

    Având în vedere (1), (2) şi (3), se poate scrie succesiv: 

       =

−

−−=

3124

606020
13

kji
m

M P )3(
13

180
ji

m
+ .          (4) 

 

    Modulul momentul polar PM  are expresia: 

 

mmMMMM zyXP 78,43
13

10180222 ==++= .          (5) 

 

Direcţia vectorului moment polar PM  se determină prin cosinusurile directoare: 

 

948,0103,0cos ===α
P

x

M

M
 

0cos ==β
P

y

M

M
             (6) 

 

.316,0101,0cos ===
P

z

M

M
γ  

 

2.2.4. Pentru a deschide o uşă de lăţime a se acţionează asupra mânerului C cu o 

forţă F  care face cu planul orizontal unghiul β . Planul vertical al forţei F  face cu 

planul uşii unghiul α  (fig. 2.12). 

 Să se determine momentul forţei care produce deschiderea uşii. 
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Fig. 2.12 

  

 Soluţie: 
 
 Având în vedere (2.2), se poate scrie:  

 

dFMM HDAB ⋅== ,     (1) 

în care: 

                β= cosFFH                      (2) 

 

                α= sinad .                               (3)   

Astfel,     

 

                .sincos αβ= FaM AB                (4) 

    

 2.2.5. Înşurubarea unui bulon se face cu ajutorul unei chei de lungime 24 

cm, la capătul căreia acţionează forţa NF 60= , înclinată faţă de planul orizontal 

cu unghiul °=β 45 . Proiecţia orizontală a forţei F  formează cu axa de simetrie a 

cheii unghiul °=α 30 (fig. 2.13). 
 Să se determine momentul care produce răsucirea bulonului. 
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 Soluţie: 
 Având în vedere figura 2.13, se poate scrie: 

         ⋅= HO FM OB = ,dFH ⋅      (1) 

în care 

         .sin;cos α=β= ldFFH                   (2) 

 Astfel, 

 βα⋅⋅= cossinlFM O .                  (3) 

 Având în vedere valorile numerice din enunţ, se obţine:  

 

mNM ⋅= 4,140 .                          (4) 

 
2.2.6. Asupra originii O a sistemului de referinţă Oxyz acţionează un sistem 

de două forţe iF 31 = şi iF 72 −= . Să se determine momentele polare ale celor 

două forţe în raport cu punctul A (0, 0, 1) (fig. 2.14). 
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Fig. 2.14        

 Soluţie: 
  Momentul polar al unei forţe în raport cu un punct este conform cu (2.1), 

dat de produsul vectorial: 

      FrM ×=0                            (1) 

 

iar modulul acestuia, conform cu (2.2), este: 

                      dFM ⋅=0 ,              (2) 

unde:  
- F este modulul forţei,  

- d este braţul forţei, adică lungimea perpendicularei coborâtă din polul O pe 

suportul forţei F . 

Astfel, momentele polare ale forţelor 1F  şi 2F  se pot determina, conform 

cu (1) şi (2), cu relaţiile: 

    .3

003

10011 j

kji

FAOM −=−=×=                                  (3) 

           .7

070

10022 i

kji

FAOM −=

−

−=×=                     (4) 
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                                               .31311 =⋅=⋅= AOFM                                             (5) 

       .71722 =⋅=⋅= AOFM                                             (6) 

 
 Se observă că modulele momentelor polare ale forţelor date sunt aceleaşi 

indiferent de metoda de calcul aleasă. 
 

 2.2.7. Sistemul de forţe, de module: ,3,6,4 321 === PPP ,24 =P  

,65 =P 86 =P , este dirijat ca în figură, după muchiile unui paralelipiped 

dreptunghic la care se cunosc 5,4,10 === OCOBOA  (fig. 2.15). Să se facă 

reducerea canonică a sistemului. Dimensiunile forţelor sunt date în N, iar ale 

muchiilor în cm. 

 
 

 Soluţie: 

 Reducerea canonică este reducerea făcută în raport cu un punct de pe axa 

centrală, torsorul de reducere fiind torsorul minim format din R  şi  

u
R

MR
M O⋅

=min  ( u - versorul axei centrale). 

 Pentru determinarea componentelor zyx MMM ,,  ale momentului 

rezultant se aplică următoarea proprietate: dacă o forţă este paralelă cu o axă sau o 

intersectează, nu dă moment în raport cu axa respectivă. Se observă că pentru 

determinarea axei centrale trebuie determinate elementele R şi OM  ale torsorului 

de reducere. Astfel,  

 Vectorul rezultant: 
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            06625

6

1

=+−=+−==
=

PPPR
i

ixx  

  24214

6

1

=+−=+−==
=

PPPR
i

iyy N                                (1) 

           58363

6

1

=+−=+−==
=

PPPR
i

izz N 

254222 +=++= zyx RRRR = 29 = 38,5 Ncm .           (2) 

 Momentul rezultant: 

 Proiecţiile lui OM  pe axele de coordonate sunt egale cu suma momentelor 

forţelor determinate în raport cu axele de coordonate, astfel:  

40510)( 43

6

1

−=⋅−⋅−==
=

PPPMM
i

ixx Ncm 

4245)( 35

6

1

=⋅+⋅==
=

PPPMM i

i

yy  Ncm           (3) 

68410)( 42

6

1

−=⋅−⋅−==
=

PPPMM i

i

zz  Ncm 

.684240 kjiM O −+−=        (5) 

222
zyxO MMMM ++= =89,37 Ncm .        (4) 

 Ecuaţiile axei centrale: 
 Având în vedere (2.20), se determină vectorii: 

 

  =

−−

=×

684240

520

kji

MR O kji 80200346 +−−        (6) 

  ,76,29,693,11
2

kji
R

MR O +−−=
×

           (7) 

care introduşi în ecuaţiile axei centrale, conduc la: 

,
5

76,2

2

9,6

0

93,11 −
=

+
=

+ zyx
 

sau  
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.4025

93,11

−=−

−=

zy

x
                    (8) 

 

 Torsorul minim ),( minmin MRτ   

kjR 52 +=               (9) 

 minM 54,47
29

568242040
−=

⋅−⋅+⋅−
=

⋅
=

R

RM O  Ncm .         (10) 

 

,minmin
R

R
MM =  pentru că momentul minim este coliniar cu vectorul rezultant, 

R

R
u =  fiind versorul lui R . 

 Se obţine astfel: 

 ).52(82,8
29

52
54,47min kj

kj
M +⋅−=

+
−=                      (11) 

  

 Altă metodă pentru determinarea momentului rezultant 
 În conformitate cu (2.10), se poate scrie  

 ,)(
6

1

6

1

6

1


===

=×==
i

iziyix

iiii

i

i

i

iOO

PPP

zyx

kji

PrPMM             (12) 

 

în care iii zyx ,,  reprezintă coordonatele unui punct arbitrar, de pe suportul forţei 

iP . Se determină succesiv: 

                 0)( 1 =PM O  

 

                  

006

0100)( 2

kji

PM O = k60−=  

ji

kji

PM O 1230

300

0104)( 3 +−=

−

=                        (13) 
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   ki

kji

PM O 810

020

504)( 4 −−=

−

−=  

   j

kji

PM O 30

006

500)( 5 =

−

−=   

   0)( 6 =PM O . 

 Prin însumare, se obţine: 

kjiM O 684240 −+−= .   (14) 

 
 2.2.8. Trei forţe de module egale cu P sunt paralele cu axele unui sistem 

cartezian triortogonal şi se află în planele de coordonate la distanţele a, b, c, pe axe 
(fig. 2.16). Ce relaţie trebuie să existe între a, b şi c pentru ca sistemul de forţe să 

fie echivalent cu o rezultantă unică? Să se determine, în acest caz, mărimea, 
direcţia şi suportul acestei forţe. 

 

 
Fig. 2.16 

 

 Soluţie: 
 Se efectuează reducerea sistemului de forţe în raport cu polul O. 

Elementele torsorului de reducere sunt: 

 Vectorul rezultant, având în vedere (2.11) şi (2.13), este: 

( )kjiPRPPRPPRPPR zyx ++======= ;;; 213  

  3PR = .         (1) 

 Momentul rezultant, conform cu (2.12), este: 
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aPaPMcPcPMbPbPM zyx ====== 132 ;;  

  ( )kajcibPM O ++= .     (2) 

Pentru ca sistemul de forţe să fie echivalent cu o rezultantă unică trebuie ca 

0min =M : 

( )
,0

3

2

min =
++

=
⋅

=
P

acbP

R

RM
M O    (3) 

adică:  

0=++ cba .            (4) 

 Ecuaţia axei centrale, în conformitate cu (2.20), are forma: 

  R
R

MR
r O λ=

×
−

2
,    (5) 

în care: 

( ) ( ) ( )[ ]kbcjabicaP

PaPcPb

PPP

kji

MR O −+−+−==× 2        (6) 

  ( ) ( ) ( )[ ]
32

kbcjabica

R

MR O −+−+−
=

× .                   (7) 

 Scrisă scalar, ecuaţia vectorială (5), având în vedere (1) şi (7), devine: 

333

bc
z

ab
y

ca
x

−
−=

−
−=

−
− .           (8) 

 În concluzie, vectorul R  are ca suport dreapta de ecuaţii (8) care trece prin 
punctul de coordonate: 








 −
=

−
=

−
=

3
;

3
;

3

bc
z

ab
y

ca
x . 

 Dacă axa centrală ar trece prin originea O a sistemului de axe, atunci 

0=== zyx . În acest caz, între distanţele a, b şi c există relaţia: 

 
       a = b = c.          (9) 

 2.2.9. Să se scrie momentul vectorului forţă F (3,4,-2) aplicat în punctul 
A(2,0,1) faţă de punctul P(-1,2,0), spaţiul fiind raportat la un sistem de referinţă 

triortogonal Oxyz. Să se scrie momentul forţei F  în raport cu axa orientată de la 

punctul P spre punctul 1P (5,3,4) (fig. 2.17). Dimensiunile forţei F  sunt date în N, 

iar coordonatele punctelor sunt date în cm. 
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Fig. 2.17 

 

Soluţie: 
Având în vedere (2.1) şi figura 2.17, se poate scrie: 

=×= FPAM P .189 kj

FFF

zzyyxx

kji

zyx

PAPAPA +=−−−      (1) 

 Luând în considerare datele numerice, modulul vectorul PM  este  

PM = 20,2 Ncm .                                            (2)  

 Momentul axial al forţei F  în raport cu axa 1PP  este: 

  uMM P ⋅=∆ ,                                          (3) 

unde u  este versorul axei 1PP  şi are expresia:  

      
2

1
2

1
2

1

111

1

1

)()()(

)()()(

pppppp

pppppp

zzyyxx

kzzjyyixx

PP

PP
u

−+−+−

−+−+−
==    

  
53

46 kji
u

++
= .                          (4) 

 Astfel: 

( ) 1,114181960
53

1
=⋅+⋅+⋅=⋅=∆ uMM p  N∙cm    (5) 
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2.2.10. Fiind dat un tetraedru SABC în care muchiile SA = SB = SC = a 

sunt perpendiculare două câte două, să se reducă sistemul de forţe: ,,,, ABSCSBSA  

CABC,  în raport cu S (fig. 2.18). Să se arate că S aparţine axei centrale a 

sistemului dat. 

 

Soluţie: 

 Elementele torsorului de reducere în raport cu punctul S sunt: 
 Vectorul rezultant: 

 kRjRiRR zyx ++= .    (1) 

 

 
Fig. 2.18 

  
 
 

 Dar: 

 aABCASARx =−+=
2

2

2

2
 

 aBCABSBRy =−+=
2

2

2

2
           (2) 

   ,
2

2

2

2
aCABCSCRz =−+=  

astfel că:       

 )( kjiaR ++=  .                      (3) 
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 Momentul rezultant: 

aa

a

kji

aa

a

kji

aa

a

kji

CASCBCSBABSAM S

−

+

−

+

−

=×+×+×=

0

00

0

00

0

00

 
 

).(2
kjiaM S ++=                       (4) 

 
Axa centrală a sistemului de forţe, în conformitate cu (2.20), are ecuaţia: 

 

 R
R

MR
r S λ=

×
−

2
                          (5) 

 

Ţinând cont de (3) şi (4), se obţine: 

 

                0
222

==×

aaa

aaa

kji

MR S  

iar (5) devine: 

 Rr λ=   sau   
zyx R

z

R

y

R

x
== .            (6) 

adică   

zyx == .               (7) 

 

Expresia (7) reprezintă o dreaptă ce trece prin originea S a sistemului Sxyz, 

astfel că punctul S se află pe axa centrală. 
 

 
2.2.11. Pe muchiile şi diagonala unei prisme drepte cu baza un pătrat de latură    

l = 6 m şi înălţimea h = 8 m, este dirijat ca în figură un sistem de forţe de module 

,21 NP =  NPNPNPNP 5,6,10,3 5432 ====  (fig. 2.19). 

 Să se efectueze reducerea canonică a sistemului de forţe. 
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 Soluţie: 
 

Din ∆O’B’C’ şi ∆ΟO’B’ se obţin: 

mlBO 262'' ==  

.69,1164362'''' 22
mOOBOOB =+⋅=+=  

Elementele torsorului de reducere în raport cu O sunt : 
 Vectorul rezultant: 

 ,kRjRiRR zyx ++=       (1) 

unde: 

2

2
31 Hx PPR −= . 

Dar 

HP3 3P= N25,7
69,11

26
10cos ==α  

astfel că: 

  xR N145,3
2

2
25,72 −=−= ; 

  yR 4P= HP3− N855,0
2

2
25,76

2

2
=−= ; 
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NPPPRz 861,4
69,11

8
1053sin352 =+−=α+−= . 

Relaṭia (1) devine astfel: 

.861,4855,0145,3 kjiR ++=           (2) 

Modulul forţei rezultante este: 

 NR 85,5461,4855,0145,3 222 =++= .                        (3) 

 Momentul rezultant: 

.3666

060

806

300

06042 ki

kjikji

POAPOCM O +=−+=×+×=         (4) 

 În conformitate cu (2.20), axa centrală a sistemului de forţe are ecuaţia:     

 ,
2

R
R

MR
r O λ=

×
−              (5) 

în care: 

kji

kji

R

MR O 65,17,12902,0
85,5

36066

861,4855,0145,3

22
+−=

−

=
×

 .      (6) 

 
 Ecuaţia vectorială (5) se poate scrie, ţinând cont de (2), (3) şi (6), sub 
formă scalară: 

145,3

902,0

−

−x
.

861,4

65,1

855,0

7,12 −
=

+
=

zy
             (7) 

 
 Punctul în care axa centrală intersectează planul xOy are coordonatele: 

x = 1,977 m;  y = -12,99 m .                      (8) 
 Elementele torsorului minim sunt: 

 rezultanta sistemului:  
 

;861,4855,0145,3 kjiR ++−=            (9) 

 momentul minim: 

),861,4855,0145,3(
85,5

36861,466145,3
22min kjiR

R

RM
M O ++−

⋅+⋅−
=⋅

⋅
=  
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.73,483,005,3min kjiM −−=         (10) 

 
 2.2.12. Se consideră un con circular drept având raza cercului de bază r şi 

unghiul la vârf 2 α . Asupra conului acţionează forţele 54321 ,,,, FFFFF  ca în       

figura 2.20. Să se efectueze reducerea canonică a acestui sistem de forţe. Modulele 
forţelor au valoarea F. 

 

 
 Soluţie: 

 Întrucât prin reducere canonică se înţelege reducere în raport cu punctele 
axei centrale, se determină torsorul de reducere al sistemului de cinci forţe în raport 
cu polul O, apoi torsorul minim şi ecuaţiile axei centrale. 
 Elementele torsorului de reducere în raport cu punctul O sunt: 

 vectorul rezultant: 

  ,kRjRiRR zyx ++=                                   (1) 

relaţie în care: 

                   012

5

1

=−==
=

FFFR
i

ixx   

  0sinsin 43

5

1

=α−α==
=

FFFR
i

iyy           (2) 
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  )cos21(coscos 435

5

1

α−=α−α−==
=

FFFFFR
i

izz .              

 Modulul vectorului rezultant este: 

)cos21(222 α−=++= FRRRR zyx .        (3) 

 momentul rezultant:                                         
 Pentru determinarea componentelor carteziene ale momentului rezultant 

OM  se aplică următoarea proprietate: dacă o forţă este paralelă cu o axă sau o 

intersectează, nu dă moment în raport cu acea axă. Astfel: 
 

  kMjMiMM zyxO ++=    (4)  

unde:                                            034 =−= dFdFM x  

 0=yM                (5) 

    rFrFM z 22 1 −=−=  

 Modulul momentului rezultant este: 

  rFMMMM zyxO 2222 =++=  .                            (6) 

 Axa centrală a sistemului de forţe, în conformitate cu (2.19), are ecuaţia: 

z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
  .              (7) 

 Înlocuind (2) şi (4) în (7), se obţine: 

  zzyx === ;0 ,               (8) 

adică axa centrală este axa Oz, care constituie suportul elementelor torsorului 

minim, R  şi minM . 

 Momentul minim, conform cu (2.17), are valoarea: 
 

.2
222min rF

RRR

MRMRMR
M

zyx

zzyyxx
−=

++

++
=               (9) 

 Analizând rezultatele, se constată că sistemul iniţial de cinci forţe se reduce 

la un vector rezultant R  şi la un moment rezultant minim, vectori plasaţi pe axa Oz 
având sensuri contrare datorită semnului „–“ al momentului minim.  
 

 Dacă 0cos21 >α− , vectorul rezultant este în sensul pozitiv al axei Oz. 

 Dacă 0cos21 <α− , vectorul rezultant este în sens invers sensului axei Oz. 
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 2.2.13. Să se determine elementele torsorului de reducere în raport cu polul 
O, momentul minim şi ecuaţiile axei centrale pentru sistemul de şapte forţe 

71, ÷=iFi , care acţionează asupra unui corp sferic de rază r, ştiind că modulele 

forţelor au aceeaşi valoare F (fig. 2.21). 

 
Fig. 2.21 

 Soluţie: 
 Elementele torsorului de reducere în raport cu punctul O sunt: 

 vectorul rezultant: 

  kRjRiRR zyx ++= ,    (1) 

în care: 

.7

7

1

7

1
6

7

1
5

FFFR

FFFR

FFFR

i

ziz

i

yiy

i

xix

===

===

===







=

=

=

                           (2) 

  Modulul vectorului rezultant are valoarea: 

  3222
FRRRR zyx =++= .       (3) 

 momentul rezultant: la determinarea acestui moment se are în vedere că 

forţele 4321 ,;, FFFF  formează cupluri, iar forţele 765 ,, FFF , trecând prin 

O, nu dau moment în raport cu acest punct. Astfel: 

 rFrFMMrFrFM zyx 22;0;22 13 −=−==−=−= .           (4) 

 Modulul momentului rezultant este: 

rFMMMM zyxO 22222 =++= .                (5) 
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 Momentul minim, în conformitate cu (2.17) are expresia: 

( ) ( )
F

r

F

rFFFrFF

RRR

MRMRMR
M

zyx

zzyyxx

3

4

3

202
222

min −=
−+⋅+−⋅

=
++

++
= .     (6) 

 Ecuaţiile axei centrale, conform cu (2.19), sunt: 

z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
,   (7) 

care, având în vedere (2) şi (4), devin succesiv: 

F

yFxFrF

F

xFzF

F

zFyFrF ⋅+⋅−−
=

⋅+⋅−
=

⋅+⋅−− 202
 

  rxyzxryz 22 −−=−=−− .   (8) 

 

 2.2.14. În vârfurile unei plăci orizontale pătrate OABC de latura a şi de 

greutate neglijabilă, acţionează forţele verticale FFFF 4,3,2, . 

 Să se determine valoarea tensiunii S  din firul de suspensie DM şi poziţia 

punctului D astfel ca placa suspendată în D să rămână în echilibru (fig. 2.22). 

 
 Soluţie: 

 Sistemul de patru forţe care acţionează asupra plăcii OABC este un sistem 
de forţe paralele, care se reduce la o rezultantă unică în raport cu punctele axei 
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centrale.  
 Cum placa trebuie să stea în echilibru suspendată prin firul DM, acesta se 

suprapune peste axa centrală a sistemului de forţe. Tensiunea S  din fir trebuie să 

echilibreze pe axa centrală rezultanta R  a sistemului de forţe, adică RS −= . În 

consecinţă, se reduce sistemul de patru forţe în raport cu O şi în raport cu punctele 
axei centrale, apoi se impune condiţia ca axa centrală să treacă prin punctul D(x, y). 

 Elementele torsorului de reducere în raport cu polul O sunt: 
 Vectorul (forţa) rezultant(ă): 

 

  kRjRiRR zyx ++=           (1) 

şi are componentele: 

  
= ==

−======
4

1

4

1

4

1

10;0;0
i i

zizyiy

i

xix FFRFRFR . (2) 

 Modulul vectorului rezultant are valoarea: 

  FRRRR zyx 10222 =++= .    (3) 

 Momentul rezultant: Pentru determinarea momentului rezultant se aplică 
proprietatea conform căreia, dacă o forţă este paralelă cu o axă sau o 

intersectează, nu dă moment în raport cu axa respectivă. Rezultă astfel, 
 

0,3,5 ==−= zyx MaFMaFM .   (4) 

 Modulul momentului rezultant are valoarea: 

 

  FaMMMM zyxO 34222 =++= .   (5) 

 

 Momentul minim are valoarea nulă, forţele sistemului fiind paralele. Axa 

centrală, în conformitate cu (2.21), are ecuaţiile: 
 

z

xyyx

y

zxxz

x

yzzy

R

R

MRMR
z

R

R

MRMR
y

R

R

MRMR
x

222

−
−

=

−
−

=

−
−

 ,          (6) 

 
care, având în vedere (2) şi (4) şi impunând condiţia ca axa să treacă prin punctul 

( )yxM , , adică z = 0, ajung la forma: 
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( )

0
100

0510

0
100

3100
22 F

aFF
y

F

aFF
x

−−−
−

=

⋅+
−

, 

din care se obţin coordonatele x şi y ale punctului M: 

 

 .
2

,
10

3 a
y

a
x ==     (7) 

 Tensiunea S  din firul de suspensie DM are valoarea S = 10F. 

 
2.2.15. Asupra unei prisme drepte acţionează sistemul celor trei forţe arătat în 

fig.2.23. Să se reducă sistemul de forţe în raport cu vârful O şi să se determine 
coordonatele punctului în care axa centrală intersectează planul forţei orizontale 

OABC. 

 
Fig. 2.23 

 Soluţie: 
 
 Elementele torsorului de reducere în raport cu O sunt: 

 vectorul rezultant: 

,kRjRiRR zyx ++=       (1) 

unde: 

   
BD

BC
P

EG

EF
PRx 105 +=  

   P
a

a
P

a

a
PRx 2

10
10

5
5 =+=  
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EG

ED
PPRy 52 +=  

   P
a

a
PPRy 4

5

2
52 =+=  

   ,3
10

3
1010 P

a

a
P

BD

DC
PRz −=−=−=  

astfel că (1) ajunge la forma: 

 kjiPR 342( −+= ) .                                     (2) 

 momentul rezultant: 

PP

aa

kji

PP

a

kji

P

a

kji

POBPOEPOAM O

30

02

02

300

020

00321

−

++=×+×+×=  

   

.612 jaPiaPM O +−=       (3)             

 Ecuaţia vectorială a axei centrale este: 

  ,
2

R
R

MR
r O λ=

×
−     (4)  

în care: 

).1063(
29

6

29

0612

342

22
kji

a

P

aPaP

PPP

kji

R

MR O ++=
−

−

=
×

  (5)  

 
 Ecuaţia (4), ţinând cont de (2) şi (5), se poate scrie: 

P

a
z

P

a
y

P

a
x

3
29

60

4
29

36

2
29

18
−

=
−

=
−

 

sau:       

02 =− yx  ,   .0
29

174
23 =−+

a
zx             (6) 

 Coordonatele punctului în care axa centrală intersectează planul xOy sunt: 
 

  
,29

58a
x = ,    

29

116a
y = ,    z = 0.          (7) 
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 2.2.16. Să se arate că orice vector alunecător v  este echivalent în mod unic 

cu un sistem de şase vectori dirijaţi după muchile unui tetraedru orientat SABC 

(muchiile sunt orientate în sensul SA, SB, SC, AB, BC, CA, iar conturul ABC se 
vede din S, parcurs în sens orar). Dacă mărimile algebrice ale acestor vectori sunt 

,,, γβα  ',',' γβα  (fig. 2.24), să se arate că: 

.0
'

'

'

'

'

'
=

γγ
+

ββ
+

αα

ccbbaa
 

 
Fig. 2.24 

 Soluţie: 
 
 Pentru ca două sisteme de vectori să fie echivalente este necesar şi 

suficient ca torsorul de reducere al acestor sisteme într-un punct să fie acelaşi. 

Sistemul dat poate fi redus în raport cu S şi pentru a fi echivalent în mod unic cu 

vectorul v , trebuie ca invariantul scalar 0=⋅= SMRJ . 

 Se notează: 

,,, cSCbSBaSA ===  

',',' cABbCAaBC === . 

 Elementele torsorului de reducere în raport cu S sunt: 
 Vectorul rezultant: 

  kRjRiRR zyx ++= ,    (1)  

unde: 

  

.
'

'
'

'

'
'

'
'

'
'

'
'

a

c

b

c
R

c

b

a

b
R

b

a

c

a
R

z

y

x

αβγ

γαβ

βγα

+−=

+−=

+−=

                   (2) 
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 Momentul rezultant: 

''' β×+α×+γ×= CSBSASM S  

'
'0

'
'

00

'
'

'
'0

00

0
'

'
'

'

00

b

c

b

a
c

kji

a

c

a

b
b

kji

c

b

c

a
a

kji

M S

ββααγγ −

+

−

+

−

=  

k
c

ab
j

b

ca
i

a

bc
M S '

'
'

'
'

'
γ+β+α=  .         (3) 

 Astfel, 

'
''

'
'

'

'
''

'
'

'
''

'
'

'

γ







α+β−γ+

+β







γ+−β+α








β+γ−α=⋅=

c

ab

a

c

b

c

b

ca

c

b

a

b

a

bc

b

a

c

a
MRJ S

 

0
'

'

'

'

'

'
=







 γγ
+

ββ
+

αα
=

ccbbaa
abcJ .          (4) 

 

 Condiţia ca sistemul de vectori dat să fie echivalent în mod unic cu 

vectorul v  este: 

  .0
'

'

'

'

'

'
=

γγ
+

ββ
+

αα

ccbbaa
    (5) 

 

 2.2.17. Asupra unui paralelipiped cu laturile de 2, 3, 4 dm acţionează trei 

forţe ale căror module sunt: NFNFNF 60,100,110 321 ===  (fig. 2.25). Să se 

reducă sistemul de forţe în raport cu punctul O şi să se determine momentul minim 

şi axa centrală. 

 
 Soluţie: 
 Elementele torsorului de reducere în raport cu punctul O sunt: 

 Vectorul rezultant: 

  ,kRjRiRR zyx ++=     (1) 
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Fig. 2.25 

 

în care: 

  
=

−=−=+α−==
3

1
2 60

5

3
1000cos0

i

xix NFFR  

  
=

=++==
3

1
3 6000

i

yiy NFFR                (2) 

  
=

−=+−=+α+−==
3

1
21 30

5

4
1001100sin

i

ziz NFFFR . 

 

Modulul vectorului rezultant are valoarea: 
 

  NRRRR zyx 90222 =++= .         (3) 

 

 Momentul rezultant: pentru determinarea componentelor zyx MMM ,,  ale 

momentului rezultant pe axele sistemului cartezian Oxyz se folosesc 

relaţiile (2.12) şi tabelul 2.1, cu observaţia că forţa 3F , trecând prin O, nu 

dă moment în raport cu acest punct. Astfel, 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .0600020303

90803110360000

22000008001102

2

1

2

1

2

1

=−⋅−⋅−⋅+⋅=−=

=⋅−−⋅−−⋅+⋅=−=

−=⋅−⋅−⋅+−⋅=−=







=

=

=

i
xiiyiiz

i
ziixiiy

i
yiiziix

FyFxM

NdmFxFzM

NdmFzFyM

     (4) 

                    Tabelul 2.1 

 
1F  2F  

Ox 0 -60 

Oy 0 0 

Oz -110 80 

x 3 3 

y 2 0 

z 0 0 

 
 Modulul momentului rezultant este: 

  NdmMMMM zyxO 70,237222 =++= .                        

(5) 
 Momentul minim are valoarea: 

Ndm
RRR

MRMRMR
M

zyx

zzyyxx
66,206

90

030906022060
222

min =
⋅−⋅+⋅

=
++

++
= .  (6) 

 În conformitate cu (2.19), ecuaţiile axei centrale sunt: 

.
z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
    (7) 

 Introducând (2) şi (4) în (7), se obţine: 

yxzxzy 665,435,11135,1 +=++−=+−− .       (8) 

 
2.2.18. Asupra unei prisme triunghiulare, regulate, de latură a şi înălţime 2a 

acţionează un sistem de cinci forţe ,4321 PFFFF ====  25 PF = (fig. 2.26).    

Se cere să se reducă sistemul de forţe în punctul O, să se determine momentul 
minim şi axa centrală. 
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Soluţie:  

 Se alege un sistem de referinţă Oxyz care să coincidă cu muchiile prismei 
(fig. 2.26).  

Se proiectează apoi forţele şi momentele forţelor pe axele sistemului de 

referinţă, determinându-se componentele scalare ale vectorului rezultant R şi ale 

vectorului moment rezultant 0M . Astfel, 

 
Vectorul rezultant:          

                              .kRjRiRR zyx ++=                                                              (1) 

                              

.45cos

245sin

542
1

51
1

3
1

PFFFFR

PFFFR

PFFR

n

i

iz

n

i

iy

n

i

ix

z

y

x

=−+==

=+==

===







=

=

=

o

o

                       (2) 

Modulul vectorului rezultant este: 

 

        ,6222
PRRRR zyx =++=                                  (3) 
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iar direcţia este dată de cosinusurile directoare pe care le face vectorul rezultant al 
sistemului de forţe cu axele sistemului de referinţă Oxyz, adică: 

         .
6

1
cos;

6

2
cos;

6

1
cos ======

R

R

R

R

R

R zyx γβα                   (4) 

Momentul rezultant: 

                                        .0 kMjMiMM zyx ++=                            (5) 

       .2;;
111

aPMMaPMMaPMM
n

i

iz

n

i

iy

n

i

ix zyx
==−==−== 

===

          (6)  

 

Modulul lui 0M  este dat de: 

 

                                          .6222
0 aPMMMM zyx =++=                                  (7) 

 

Direcţiile pe care le face momentul rezultant 0M cu axele sistemului de 

referinţă sunt date de următoarele cosinusuri directoare: 
                    

.
6

2
cos;

6

1
cos;

6

1
cos

0

'

0

'

0

' ==
−

==
−

==
M

M

M

M

M

M zyx γβα             (8) 

 
 Pentru determinarea momentului minim se aplică prima relaţie (2.17). 

Astfel, 

.
6222

0
min

aP

RRR

RMRMRM

R

RM
M

zyx

zzyyxx −
=

++

++
=

⋅
=            (9) 

 
 Ecuaţiile scalare ale axei centrale sunt date de relaţiile (2.19). 

 

                           .
z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
         (10) 

 
Înlocuind în relaţia (10) valorile scalare ale vectorului rezultant şi ale 

momentului rezultant, ecuaţiile axei centrale devin: 
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           ,
22

2

2

P

yPPxaP

P

xPzPaP

P

PzyPaP z +−
=

+−−
=

+−−
            (11) 

respectiv,  

.525

03

azyx

zyx

=−−

=−+
                                           (12) 

 

Pentru z = 0, ecuaţiile axei centrale devin: 

                         




=−

=+

ayx

yx

525

0
                                                (13) 

 
Axa centrală intersectează planul xOy în punctul de coordonate 









−=−== axyax

7

5
;

7

5
 , valori ce rezultă prin rezolvarea sistemului (13). 

 

2.2.19. Se dau forţele iFFi = , unde aFi = , 31÷=i  şi punctul A (a, a, 

a) (fig. 2.27). Să se determine torsorul de reducere în raport cu polul O, trinomul 

invariant 00 =⋅ MR , momentul minim, axa centrală, precum şi punctul de 

intersecţie al acesteia cu planul de coordonate xOy. 
 

Soluţie: 

                                         
 

Din enunţ se cunoaşte că: .3,2, 321 FFFFFF === Astfel, vectorul 

rezultant are componentele pe axele sistemului de referinţă Oxyz: 

z 

O 

y 

x 

1F  

2F  

3F  

),,( aaaA  

Fig. 2.27 
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.

3

2

1
1

3
1

2
1

FFFR

FFFR

FFFR

n

i

iz

n

i

iy

n

i

ix

z

y

x

−=−==

−=−==

−=−==







=

=

=

              (1) 

Modulul lui R este:     

   .14222 FRRRR zyx =++=                            (2) 

Cosinusurile unghiurilor pe care le închide vectorul rezultant al sistemului 

de forţe cu axele sistemului de referinţă Oxyz, sunt: 

            .
14

1
cos;

14

3
cos;

14

2
cos

−
==

−
==

−
==

R

R

R

R

R

R zyx γβα                   (3) 

 
Momentul rezultant se determină astfel: 

 

                                           .0 kMjMiMM zyx ++=                (4) 

unde:  

                            

.

;

;2

23
1

21
1

13
1

FaaFaFMM

FaaFaFMM

FaaFaFMM

n

i

iz

n

i

iy

n

i

ix

z

y

x

−=+−==

−=−==

=−==







=

=

=

                               (5)  

Modulul lui 0M  este dat de relaţia: 

 

                          .6222
0 FaMMMM zyx =++=                                   (6) 

 
Direcţia momentului rezultant este dată de următoarele cosinusuri 

directoare: 
 

 .
6

1
cos;

6

1
cos;

6

2
cos

0

'

0

'

0

' ==
−

====
M

M

M

M

M

M zyx γβα          (7) 
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 Pentru determinarea momentului minim se aplică relaţia (2.17), în care se 

înlocuiesc valorile proiecţiilor vectorului rezultant şi ale momentului rezultant 

calculate anterior. Astfel, 

 

       .0
14

0
222

0
min ==

++

++
=

⋅
=

FRRR

RMRMRM

R

RM
M

zyx

zzyyxx
                  (8) 

 

 Ecuaţiile scalare ale axei centrale sunt date de relaţiile (2.19): 

 

                    .
z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
               (9) 

 
Prin înlocuire în relaţia (9) a valorilor scalare ale vectorului rezultant şi ale 

momentului rezultant, ecuaţiile axei centrale devin: 
  

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
23

3

2

2

32

F

FyFxFa

F

FxFzFa

F

FzFyFa

−

−+−−−
=

−

−+−−−
=

−

−+−−
     (10) 

 

respectiv, 

                     .4356

8432

azyx

azyx

=+−

=+−−
                                            (11) 

 

Se poate găsi punctul în care Axa Centrală intersectează planul xOy (z = 0). În 
acest caz, ecuaţiile axei centrale devin: 

 

                                  




=−

=−−

ayx

ayx

456

832
 .                     (12) 

 
Axa centrală intersectează planul xOy în punctul de coordonate 

( )ayax 2; −=−= , valori ce rezultă prin rezolvarea sistemului (12). 

 

 2.2.20. Să se reducă următorul sistem de forţe paralele date prin valorile 

algebrice iF  şi coordonatele punctelor de aplicaţie iA , i = 1 ÷ 5: 
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  10,30,15,10 53421 −===== FFFFF  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1,1,1,1,0,2,1,3,1,3,2,3,4,1 54321 AAAAA . 

 

 Să se găsească relaţiile care trebuie să existe între cosinusurile directoare 

ale direcţiei forţelor paralele astfel încât suportul rezultantei să treacă prin originea 

O a sistemului de referinţă. 

 

 Soluţie: 

 Elementele torsorului de reducere în raport cu O sunt: 

 Vectorul rezulant: 

( ) ( ) 
= =

γ+β+α=ρ=−+++ρ=ρ==
5

1

5

1

60601015301510
i i

ii kjiFFR ,    (1) 

unde: 

 kji γ+β+α=ρ  este versorul direcţiei comune a forţelor. 

 Centrul forţelor paralele este definit de relaţia (2.17), adică: 

  





=

==
5

1

5

1

i

i

i

ii

c

F

Fr

r               (2) 

sau de relaţiile (2.28) aplicate astfel: 

     2
1015301510

101150303152101
5

1

5

1 =
−+++

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
==





=

=

i

i

i

ii

c

F

Fx

x  

2
60

101151301153104
5

1

5

1 =
⋅−⋅+⋅+⋅+⋅

==





=

=

i

i

i

ii

c

F

Fy

y                      (3) 
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  2
60

0151302151103
5

1

5

1 =
+⋅+⋅+⋅+⋅

==





=

=

i

i

i

ii

c

F

Fz

z . 

 

 Momentul rezultant se determină aplicând teorema lui Varignon (2.22) 

 

 

( ) ( ) ( )[ ] .2

222
5

1

kjiR

RRR

kji

RrFrM C
i

iiO

α−β+γ−α+β−γ=

=

γβα

=×= ×=
=                              (4) 

 

 Dacă axa centrală trece prin origine, 0=OM . În acest caz, din (4) se obţin 

cosinusurile directoare ale rezultantei sistemului de forţe şi anume: 
 

  
3

3
=γ=β=α .                                        (5) 

 

 Ecuaţiile axei centrale sunt: 

 

  
zyx R

z

R

y

R

x
==  sau, în conformitate cu (1), devin .zyx ==       (6) 

  

 

 2.2.21. În două vârfuri ale unui triunghi ABC se aplică vectorii paraleli de 

mărime algebrică α şi β , iar în al treilea vârf vectorii de sumă nulă γ  şi ( γ− ), 

paraleli cu primii doi (fig. 2.28).  

 Reducând acest sistem de vectori, să se deducă teorema lui Menelaus: dacă 

punctele M, N, P, situate respectiv pe BC, CA, AB, sunt coliniare, atunci: 

 
 

1=⋅⋅
PB

PA

NA

NC

MC

MB
. 
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Fig. 2.28 

 
 Soluţie: 
 

 Se compun vectorii )(β  şi )( γ−  şi se obţine în M vectorul )( γ−β , apoi 

vectorii ( α ) şi )( γ+  şi se obţine vectorul )( γ+α  în punctul N. 

 Vectorul )( γ+α  compus cu vectorul )( γ−β  conduce la vectorul )( β+α  

aplicat în P. 

 Aplicând relaţiile cunoscute pentru determinarea punctului pe unde trece 
rezultanta a doi vectori paraleli, se obţine succesiv: 

 

  
β

γ
=

MC

MB
                (1) 

  
γ

α
=−

NA

NC
         (2)  

  .
α

β
=−

PB

PA
         (3) 

 
 Relaţiile (1), (2) şi (3) înmulţite membru cu membru, conduc la expresia: 

 

  1=⋅⋅
PB

PA

NA

NC

MC

MB
.        (4) 
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 2.2.22. Se consideră un cub '''' CBAOCBAO  de latură a şi mijloacele 

,,, PNM  ale muchiilor '',', ABBBCB . Să se determine rezultanta vectorilor 

,,, ONOMOA  OP . (fig. 2.29). 

 
Fig. 2.29 

 Soluţie: 
 Coordonatele punctelor A, M, N, P sunt: 

( ) 























a

a
aP

a
aaNa

a
MaA ,

2
,,

2
,,,0,,

2
,0,0, . 

 Aceste coordonate coincid cu proiecţiile vectorilor OPONOMOA ,,,  pe 

axele sistemului Oxyz. Astfel, se poate determina rezultanta R  prin proiecţiile ei 

pe axele sistemului cartezian. 

                                             

.5,1
2

5,2
2

5,3
2

aa
a

R

a
a

aaR

aaa
a

aR

z

y

x

=+=

=++=

=+++=

                      (1) 

 Modulul rezultantei este: 

aR 55,4=                           (2) 

iar direcţia se determină prin cosinusurile directoare: 
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( )

( )

( ) .32,0
83

3
,cos

54,0
83

5
,cos

76,0
83

7
,cos

===
∧

===
∧

===
∧

R

R
OzR

R

R
OyR

R

R
OxR

z

y

x

                   (3) 

 

 2.2.23. Să se reducă următorul sistem de vectori coplanari dat prin 
coordonatele punctelor de aplicaţie iA  şi proiecţiile vectorilor corespunzători ia ,   
i = 1 ÷ 4, într-un sistem rectangular Oxy: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ).2,11,5

2,22,4

1,70,1

4,33,2

44

33

22

11

aA

aA

aA

aA

−

−

−−

−

 

 Soluţie: 
 Vectorul rezultant: 

  





=

=

−=+−+−==

−=++−==

4

1

4

1

32214

11273

i

yiy

i

ixx

aR

aR

         (1) 

                        ( ) 3,;10 ==
∧

=
x

y

R

R
OxRtgR  .                       (2) 

 Momentul rezultant: 

( )[ ] ,

0

0
4

1

4

1

4

1
 

== =

⋅−⋅==×=
i

xiiyii

i i

yixi

iiiiO kayax

aa

yx

kji

arM               (3) 

astfel că: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .41112522470113342 −=⋅−⋅−+−−+−⋅−⋅−+⋅−−=zM   (4) 

 Ecuaţia axei centrale: 
 În conformitate cu (2.35), se poate scrie succesiv: 

  zxy MyRxR =−             (5) 

  413 −=+− yx .            (6) 

 Axa centrală este în planul vectorilor şi cum Mz este perpendicular pe acest 
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plan, rezultă 0min =M , adică sistemul de vectori este echivalent cu rezultanta R  

aplicată pe axa centrală. 
 
 2.2.24. Să se reducă următorul sistem de vectori coplanari, dat prin 
modulele vectorilor, unghiurile acestora cu axa Ox a unui sistem cartezian 
rectangular şi un punct al suportului lor (fig. 2.30). 

( )
( )
( )
( )

.
2

1
,1308

0,3905

0,1452

2,01803

1,21204

555

444

333

222

111









−−°−==

−°==

−°==

°==

°==

Aa

Aa

Aa

Aa

Aa

α

α

α

α

α

 

 Soluţie: 

 Vectorul rezultant: proiecţiile vectorului rezultant pe axele sistemului de 

coordonate sunt: 

( )

878,5

2

1
815

2

2
203

2

3
4sin

342,3

2

3
805

2

2
213

2

1
4cos

5

1

5

1

=









−+⋅++⋅+=α=

=

⋅+⋅++−+







−=α=





=

=

y

i

iiy

x

i

iix

R

aR

R

aR

      (1) 

 
Fig. 2.30 
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76,622 =+= yx RRR .     (2) 

 Momentul rezultant  


=

=
5

1i

iiz adM .            (3) 

 Se calculează distanţele de la origine la suporturile vectorilor, ecuaţiile 

suporturilor fiind de forma: 

0=++ cbyax , iar 
22

ba

c
d

+
= . 

 Suportul lui 1a : 

                ( )21201 −°=− xtgy  

                                        03213 =−−+ yx     

232,2
2

321
1 =

+
=d .             (4) 

 Suportul lui 5a este dat de relaṭia: 

                                             01
2

3
3 =+++ yx  

933,0
2

1
2

3

5 =
+

=d .                         (5) 

 Distanţele 432 ,, ddd  sunt: 

 

  3,707,0,2 432 === ddd .             (6) 

 
 Momentul rezultant, în conformitate cu (3) - (6), este: 
 

978,55544332211 =+−−+= adadadadadM z .  (7) 

 Ecuaţia axei centrale, în conformitate cu (2.35), este: 
 

                                              zxy MyRxR =− , 

adică 

978,5342,3878,5 =− yx .             (8) 
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2.2.25. Reducând trei vectori paraleli de mărimi algebrice ,,, γβα  aplicaţi în 

vârfurile unui triunghi ABC (fig. 2.31), să se deducă teorema lui Ceva: fiind date 

punctele M, N, P, respectiv pe BC, CA, AB, dacă dreptele AM, BN, CP sunt 
concurente, atunci: 

1−=⋅⋅
PB

PA

NA

NC

MC

MB
. 

 

 
Fig. 2.31 

 

 Soluţie: 

 Se reduc vectorii combinând câte unul cu rezultanta celorlalţi doi, astfel: 

γ+β+α=β+α+γ=α+γ+β=γ+β+α= )()()(R . 

 Rezultanta vectorilor α  şi β acţionează în punctul P. Cum momentul în 

raport cu P al acestor vectori este nul (punctul P este pe axa centrală), se obţine: 

α

β
=−

α
=

β
−

PB

PAPBPA
, .        (1) 

 Procedând analog pentru )( γ+β  care acţionează în punctul M şi ( )γ+α  

care acţionează în N, se obţine: 

γ

α
=−

β

γ
=−

NA

NC

MC

MB
,  .                   (2) 

 Înmulţind relaţiile (1), (2) şi (3) membru cu membru, rezultă: 
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1−=⋅⋅
PB

PA

MC

MB

NA

NC
. 

 Observaţie: semnul (-) apare la rapoartele respective datorită orientării 
diferite a segmentelor. 
 

 2.2.26. Să se reducă sistemul de forţe de module a = 1, b = 2, c = 3 aplicate 

în vârfurile unui triunghi echilateral ABC şi dirijate perpendicular pe laturile 

triunghiului, ştiind că latura triunghiului este l (fig. 2.32). 

 

 

Fig. 2.32 

 Soluţie: 

 Se alege un sistem de referinţă xOy, cu axa Ox orientată după AB şi Oy 

perpendiculară în A pe AB. 

 Elementele torsorului de reducere în raport cu O sunt: 

 Vectorul rezultant: 

jRiRR yx +=      (1) 

3
2

3
3

2

3
30cos30cos −=−=°−°= caRx  

0
2

1
32

2

1
30sin30sin =−+−=°−+°−= cbaRy .     



           89 

astfel că (1) devine: 

iR 3−= ,             (2) 

deci axa centrală este paralelă cu AB. 

 Momentul rezultant: 

.5,3
2

)60cos( klkl
c

bklclbkMM zO =







+=°+=⋅=     (3) 

 Ecuaţia axei centrale este: 

zxy MyRxR =−               (4) 

lyx 5,330 =+⋅  

lly 02,2
3

3
5,3 == .      (5) 

 

 Observaţie: având în vedere expresia vectorului rezultant R  şi teorema lui 

Varignon, este uşor a remarca că axa centrală este o dreaptă paralelă cu Ox la 

distanţa l
R

M
d O 02,2== . 
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 2.3 Probleme propuse 
 
 2.3.1. Să se determine elementele torsorului de reducere în O, momentul 
minim şi ecuaţiile axei centrale pentru sistemele de forţe din figurile de mai jos. 

Pentru sistemul din figura 2.37 să se găsească condiţiile pe care trebuie să le 
îndeplinească valorile forţelor F1 şi F2 şi abscisa a, astfel încât axa centrală a 
sistemului să treacă prin punctul dat: P0 (x0 , y0 , z0). 

 

       
 
 
 

 
Fig. 2.33             Fig. 2.34 

        
Fig. 2.35                 Fig. 2.36 
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Fig. 2.37               Fig. 2.38 

 
 
 
Răspunsuri: 
 
 

2.33. .;02,0;2,22 min ayxzyxMaFMFR O =+=+−===  

2.34. ,;,
2

2
2

1

21
min1

2
2

2
1

FF

FpF
MpFMFFR O

+
==+= .;

2
2

2
1

2
1

1

2

FF

pF
yx

F

F
z

+
==  

2.35. 2
3

2
2132min

2
3

2
21 )(42,)(4 FFFFaFMFFFR ++⋅=++= . 

2.36. .;;2;2 zyaxaFMFR O ====  

2.37. 
2
0

2
0

2
0

0
0

0

2

1 ;
y

zy
xa

y

z

F

F +
== . 

2.38. ;
3

2
;0;

3

2
;;

3
221

2 aFMMFRFR
F

R yxzyx −====−=  

         .32/1aFM z −=  

 

 

2.3.2. Patru forţe având aceeaşi valoare FFFFF ==== 4321 sunt dirijate 

după patru muchii ale unei piramide pentagonale drepte (fig. 2.39). Să se determine 

rezultanta lor şi punctul în care suportul rezultantei înţeapă planul bazei piramidei. 

 



                    [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 
 

92 

p q 

D G 

A 

E 

B O C 

1F  

2F  

R  

 
Răspuns:                 

 

 
 

.
4

;0

.16 22

r
yx

hrR

==

+=
 

 

2.3.3. Să se descompună forţa R  în două componente normale între ele    

(fig. 2.40), astfel ca raportul valorilor lor să satisfacă relaţia: .
2

1

n

m

F

F
=  

Răspuns: 
 

Sugestie:  

 

         .
2

1

n

m

q

p

F

F
==    

 
 

 
 

 Fig. 2.40 
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.;;;
22

2
22

1
2

12
2

2
1 R

nm

n
FR

nm

m
F

n

m

F

F
FFR

+
=

+
==+=  

 

 2.3.4. Un panou omogen având dimensiunile din figura 2.41 este manevrat 

de patru muncitori care aplică în punctele A, B, C, D, forţele NFF BA 500==  şi 

NFF DC 1200==  înclinate faţă de verticală cu unghiul °=α 30 . Să se analizeze 

efectul pe care-l produce asupra panoului acţiunea simultană a muncitorilor, dacă 

greutatea panoului este de N31200 . 

 

 
  
 

 
Răspuns: sistemul de forţe dat se reduce la un cuplu, de moment M = 2000 

Nm, care produce rotirea panoului, în planul său vertical, în sens antiorar. 
 

 2.3.5. O placă omogenă ABCD de greutate FG 8= , este solicitată în 

planul vertical de forţele reprezentate în figură (F1 = F). Să se determine forţa 
capabilă să echilibreze sistemul şi distanţa la care suportul acesteia intersectează 

placa (fig. 2.42). 

Fig. 2.41 
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Fig. 2.42 

 
Răspuns: forţa verticală ascendentă are valoarea R = 18F, situată în planul 

plăcii, al cărui suport intersectează placa la distanţa d = 2,05 a de punctul D. 

 

 2.3.6. După muchiile unei prisme drepte, cu baza un triunghi echilateral de 

latură a şi înălţime a, acţionează forţele )81(, ÷=iFi , toate având acelaşi modul F 

şi poziţia ca în figura 2.43. Să se reducă sistemul de forţe în raport cu polul O. 

 
Răspuns: sistemul de opt forţe se reduce la un moment, M = 3aF. 

 

 2.3.7. Asupra unui cub de latură a acţionează sistemul de forţe din       

figura 2.44. Forţa 1F  are mărimea 2F , iar celelalte forţe au mărimea F. Să se 

reducă sistemul de forţe în raport cu polul O. 
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Răspuns: sistemul de forţe este în echilibru. 

 

 

2.3.8. Se consideră un sistem de trei forţe date prin proiecţiile lor 

carteziene şi prin coordonatele punctelor de aplicaţie: ( )4,5,31F  cu punctul de 

aplicaţie în ;)1,2,0(1A  ( )6,2,22 −−F  cu punctul de aplicaţie în ;)3,1,1(2 −A  

( )2,7,13 −−F  cu punctul de aplicaţie în .)1,3,2(3A  Se cere să se deplaseze aceste 

forţe astfel încât punctele lor de aplicaţie să treacă în originea O a sistemului 

cartezian de referinţă, fără a modifica efectul mecanic al sistemului. 

 

Răspuns: 
 

3210 FFFR ++= . 

.
613

17
cos;

613

2
cos;

613

16
cos

−
=

−
== γβα
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3. GEOMETRIA MASELOR [10]

3.1  Consideraţii teoretice

3.1.1 Centrul de greutate (centrul maselor) al unui sistem de puncte materiale

Câmpul gravitaţional, după cum se cunoaşte din experimentele practice, 

acţionează asupra oricărei particule materiale cu o forţă: 

,gmP ii =  

unde: g  reprezintă un factor de proporţionalitate, o caracteristică a intensităţii 

câmpului gravitaţional, denumită acceleraţie gravitaţională. 

Pentru o suprafaţă terestră bine delimitată, situată la aceeaşi altitudine, se 

poate face aproximarea de câmp gravitaţional constant. 

Fie un sistem iM ( ni ÷=1 ) de puncte materiale aflate în câmp 

gravitaţional. Asupra acestora acţionează un sistem 
iP  de forţe de greutate paralele 

şi de acelaşi sens (fig. 3.1). Torsorul de reducere al sistemului de forţe în raport cu 
punctul O are componentele: 

Fig. 3.1 

x

y

z

O

AC

1P  

)( 11 mM  

1r  

xM

nP

)( nn mM

nr 2P  

iP

1−nP  

2r  
Cr

ir

1−nr  

)( 22 mM  

)( 11 −− nn mM  

),,(

)(

iii

ii

zyx

mM

),,( CCC zyxC  

yM

0M  
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PPkPR
n

i

n

i

ii =







== 

= =1 1

          (3.1) 

 

krPPrM
n

i

ii

n

i

iiO ×=×= 
== 11

          (3.2) 

 S-a utilizat notaţia: gmkP ii = , unde k  reprezintă versorul forţelor 

paralele. Deoarece 0=⋅ OMR , sistemul de forţe paralele se reduce la o rezultantă 

unică P în raport cu punctele axei centrale, notată AC conform cu figura 3.1.  

 Condiţia pentru obţinerea axei centrale, este ca momentul rezultant al 

sistemului de forţe în raport cu orice punct C de pe axa centrală să fie zero, 

.,0 ACCM C ∈=   

 Utilizând legea de variaţie a momentului rezultant la schimbarea polului de 

reducere, se poate scrie:  

RrMM OC ×−= .              (3.3) 

 

 Egalând cu zero relaţia (3.3) şi introducând expresiile (3.1) şi (3.2), rezultă:  

  
= == =

=







−⋅⇔=×
















−⋅

n

i

n

i

iii

n

i

n

i

iii krPrPkrPrP
1 11 1

0 λ      (3.4) 

sau 

                   





==

= −

⋅

=
n

i

i

n

i

i

i

n

i

i

P

k

P

rP

r

11

1 λ ,                    (3.5) 

unde ( )∞∞−∈ ,λ  este un parametru scalar. Relaţia (3.5) reprezintă ecuaţia 

vectorială a axei centrale. 

Pentru 0=λ , se obţine vectorul de poziţie al centrului de greutate C, 

aparţinând axei centrale:                    

                   





=

=

⋅

=
n

i

i

i

n

i

i

C

P

rP

r

1

1   .                     (3.6) 

Proiecţiile vectorului 
Cr  pe axe  sunt coordonatele centrului de greutate:   
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=

=

=

=

=

=

⋅

=

⋅

=

⋅

=
n

i

i

n

i

ii

Cn

i

i

n

i

ii

Cn

i

i

n

i

ii

C

P

zP

z

P

yP

y

P

xP

x

1

1

1

1

1

1 ,, .                  (3.7) 

 Forţa de greutate rezultantă ce acţionează asupra sistemului de puncte 

materiale este exprimată prin relaţia: 

 
= ==

⋅=







===

n

i

n

i

ii

n

i

i gMmggmPP
1 11

,           (3.8) 

în care s-a folosit ipoteza: ctg = , iar 
=

=
n

i

imM
1

 reprezintă masa sistemului de 

puncte materiale. 
Similar, utilizând relaţiile (3.6) şi (3.7) şi simplificând cu g, se obţin 

relaţiile: 

M

rm

r
i

n

i

i

C


== 1                                                          (3.9) 

,,, 111

M

zm

z
M

ym

y
M

xm

x

n

i

ii

C

n

i

ii

C

n

i

ii

C


=== ===        (3.10) 

relaţii ce exprimă vectorul de poziţie, respectiv coordonatele centrului de masă. 

 

3.1.1.1 Centrul de masă (centrul de  greutate) al unui 
continuum material 

 

Se consideră un solid rigid (continuum material indeformabil), reprezentat 

în figura 3.2.  

 



 99

Se presupune că solidul rigid se descompune în n volume
iV∆  foarte mici, 

având masa 
im∆  şi centrul de greutate 

iC . Centru de masă aproximativ al 

solidului rigid este dat de relaţiile: 
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∆

=
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n
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m
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1

1     (3.11) 
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ii
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ii

C

m
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z

m
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y

m

mx

x

1

1

1

1

1

1 ,, .         (3.12) 

 Cu cât valoarea lui n este mai mare, cu atât precizia determinării va fi mai 

mare. Poziţia exactă a centrului de masă se obţine transformând sumele în 

integrale, adică numărul volumelor mici trebuie să tindă la infinit. Astfel: 



 ⋅
=

dm

dmr
rC

    (3.13) 












===

dm

dmz
z

dm

dmy
y

dm

dmx
x CCC ,, .      (3.14) 

Pentru suprafeţe, iV∆  se va înlocui cu iA∆ , iar pentru linii cu il∆  şi în 

acest sens sunt reprezentative figurile 3.3 şi 3.4. 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
Fig. 3.3                                     Fig. 3.4 

 

y  

z  

O  
 



ir
 

 

 
 

iy  

 

ix  

iz  

 

dmdA

mA ii

,

)(∆∆  

 

x  
y  

z  

O  
 

 
 

iy  

 

ix  

iz  

 

dmdl

ml ii

,

)(∆∆  

 

x  



                  [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 
 

100

3.1.1.2 Masă specifică 

 

Pentru un continum material, masa specifică volumetrică medie este: 

i

i
V

V

m
i ∆

∆
=ρ .                             (3.15) 

 Trecând la limită, masa specifică volumetrică în punctul considerat este: 

dV

dm

V

m

i

i

V
V

i

=
∆

∆
=ρ

→0
lim .                          (3.16) 

Pentru plăci, masa specifică superficială medie poate fi scrisă astfel: 

    
i

i
S

A

m
i ∆

∆
=ρ .                           (3.17) 

Trecând la limită, masă specifică superficială este definită de:  

dA

dm

A

m

i

i

S
S =

∆

∆
=ρ

→∆ 0
lim  .                (3.18) 

În cazul barelor (sau al firelor),  masă specifică liniară medie are expresia: 

                   
i

i
l

l

m
i ∆

∆
=ρ .                         (3.19) 

La limită, masă specifică liniară este caracterizată prin relaţia:  

dl

dm

l

m

i

i

l
l

i

=
∆

∆
=ρ

→∆ 0
lim  .                        (3.20) 

Pentru corpuri eterogene, masa specifică este variabilă, în funcţie de 
poziţia domeniului considerat din continuumul material: 

 

  ( )zyx ,,ρ=ρ .                        (3.21) 

 

Masa volumului/plăcii/barei poate fi scrisă astfel: 

 

  == dVdmM ρ   (în cazul volumelor)               (3.22) 

 == AddmM sρ   (în cazul plăcilor)             (3.23) 

 == lddmM lρ    (în cazul barelor) .            (3.24) 
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3.1.1.3 Centre de masă geometrice 

 

Corpurile omogene sunt caracterizate prin densitate (masă specifică (ρ )) 

constantă. 

Masa elementară, în funcţie de numărul de dimensiuni ale corpului, poate 

fi exprimată astfel: 

  dldmdAdmdVdm lSV ρ=ρ=ρ= ,, .          (3.25) 

 
 În cazul volumelor, centrul de masă geometric este: 
















====

dV

zdV
z

dV

ydV
y

dV

xdV
x

dV

dVr
r CCCC ,,, .     (3.26) 

              Pentru suprafeţe relaţiile sunt: 

,,,,
















====

dA

zdA
z

dA

ydA
y

dA

xdA
x

dA

dAr
r CCCC     (3.27) 

iar pentru linii omogene: 
















====

dl

zdl
z

dl

ydl
y

dl

xdl
x

dl

dlr
r CCCC ,,,  .      (3.28) 

 Pentru corpurile omogene, poziţia centrului de greutate depinde numai de 
forma geometrică a corpurilor. De aici, rezultă expresia „centre de greutate 

geometrice”. 

3.1.1.4 Proprietăţile centrelor de greutate  

 
 În cele ce urmează, pot fi enumerate câteva dintre proprietăţile centrelor 

de greutate: 

a. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale se găseşte în 

interiorul unei suprafeţe convexe ( )Σ , care conţine toate punctele 

sistemului. 

b. Dacă punctele unui sistem se află toate într-un plan sau toate pe o dreaptă, 
centrul de greutate este în planul, respectiv pe dreapta ce conţine punctele. 
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c. Un sistem de puncte materiale care admite un centru, o axă sau un plan de 
simetrie are centrul de greutate în centrul, pe axa sau în planul respectiv de 

simetrie. 

d. Dacă un sistem de corpuri (S) se compune dintr-un număr p de corpuri  

pSSS ,...,, 21  ale căror mase pMMM ,...,, 21  şi centre de greutate 

pCCC ,...,, 21  sunt cunoscute, poziţia centrului de greutate al sistemului se 

determină cu relaţia:  

                





=

==
p

i

i

p

i

iC

C

M

Mr

r
i

1

1 .            (3.29) 

3.1.2 Moment de masă 

Fie ( )niM i ÷=1, , un sistem de puncte materiale cu mase 
im  şi 

coordonate 
iii zyx ,, .  

Expresia de forma:        
=

⋅⋅⋅
n

i

i

q

i

p

i

n

i mzyx
1

, unde +∈ Zqpn ,,                        (3.30)

              

poartă numele de moment de masă de ordin  ( qpn ++ ). 

a) momentul de masă de ordin zero (n+p+q = 0) este chiar masa 

sistemului: 


=

=
n

i

i Mm
1

,            (3.31) 

b) momentele de masă de ordin întâi )1( =++ qpn  poartă numele de 

momente statice: 

 
===

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii mzmymx
111

,,  ,                  (3.32) 

 

c) momentele de masă de ordinul doi )2( =++ qpn  sunt momente de 

inerţie: 

 ( )  
= = =

+
n

i

n

i

n

i

iiiiiiii xmyxmzym
1 1 1

222 ,,               (3.33) 
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     ( )  
= = =

+
n

i

n

i

n

i

iiiiiiii ymzymxzm
1 1 1

222 ,,              (3.34) 

 ( )  
= = =

+
n

i

n

i

n

i

iiiiiiii zmxzmyxm
1 1 1

222 ,,                (3.35) 

                      ( )
=

++
n

i

iiii zyxm
1

222   .                         (3.36) 

3.1.3 Momente statice 

 Momentul static este produsul dintre o masă şi o distanţă (în raport cu un 

plan sau o axă) şi poate fi descris pentru sisteme de puncte materiale ṣi solid rigid, 
prin relaţiile: 




=

= ⋅==
n

i

Cii

n

i

ii

C Mxxm
M

xm

x
1

1               (3.37) 




=

= ⋅==
n

i

Cii

n

i

ii

C Myym
M

ym

y
1

1               (3.38) 




=

= ⋅==
n

i

Cii

n

i

ii

C Mzzm
M

zm

z
1

1              (3.39) 

 


⋅== Mxxdm
M

xdm
x CC                (3.40) 




⋅== Myydm
M

ydm
y CC

              (3.41) 

 


⋅== Mzzdm
M

zdm
z CC

.            (3.42) 

 

Teorema momentelor statice  

 Momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan sau 

o axă este egal cu produsul dintre masa întregului sistem, presupusă concentrată în 

centrul de greutate al sistemului, şi distanţa de la centrul de greutate al sistemului la 
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acel plan sau la acea axă. 

Ca o consecinṭă a momentelor statice este faptul că: dacă momentul static în raport 
cu un plan (axă) este nul, atunci centrul maselor se află în acel plan (axă). 

3.1.4 Momente de inerţie mecanice 

 Momentul de inerţie mecanic al unui sistem de puncte materiale 

)1(, niM i ÷= , cu masele 
im , în raport cu un plan, o axă sau un pol, este suma 

produselor dintre masele punctelor şi pătratul distanţei până la planul, axa sau polul 

considerat : 

   
=

=
n

i

iidmJ
1

2 .              (3.43) 

 

Momentul de inerţie centrifugal în raport cu două plane 21,PP  este: 

 


=

=
n

i

iiiPP ddmJ
1

2121
,                            (3.44) 

 

unde ( ) ( )21 ,,,
21

PMddPMdd iiii == . 

Dacă masele 
im  sunt distribuite continuu, atunci expresiile anterioare pot 

fi scrise în formă integrală astfel: 

= dmdJ
2                             (3.45) 

 = dmddJ PP 2121
.               (3.46) 

În raport cu un sistem cartezian,  se pot defini: 
 

a) Momente de inerţie planare: 

 


===

===
n

i

iizOx

n

i

iiyOz

n

i

iixOy ymJxmJzmJ
1

2

1

2

1

2 ,,  (3.47) 

 

b) Momente de inerţie axiale: 

( ) ( ) ( )
===

+=+=+=
n

i

iiiz

n

i

iiiy

n

i

iiix yxmJzxmJzymJ
1

22

1

22

1

22 ,,    (3.48) 
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b) Momente de inerţie polare: 
 

( )
=

++=
n

i

iiiiO zyxmJ
1

222            (3.49) 

d) Momente de inerţie centrifugale: 

 

 
===

===
n

i

iiixz

n

i

iiiyz

n

i

iiixy zxmJzymJyxmJ
111

;; .    (3.50) 

 Pentru sistemele continue, pot fi scrise expresii similare celor anterioare, 

prin înlocuirea sumelor cu integrale. 
 

3.1.5 Momente de inerţie geometrice 

În cazul momentelor de inerţie geometrice, elementul de masă dm  va fi 

înlocuit prin elementele de volum, de suprafaţă sau de linie dV , dA  sau dl . 

Rezultă astfel, expresiile momentelor de inerţie geometrice (exemplificate pentru 

volume): 
a) Moment de inerţie geometric: 


=

=
n

i

iidVI
1

2 , respectiv = dVdI
2                (3.51) 

b) Moment de inerţie geometric centrifugal: 


=

=
n

i

iiiPP ddVI
1

2121
,  respectiv = dVddI PP 2121

.           (3.52) 

Similar, în raport cu un sistem cartezian, se pot defini: 

 

a) Momente de inerţie geometrice planare: 

  
===

===
n

i

iizOx

n

i

iiyOz

n

i

iixOy yVIxVIzVI
1

2

1

2

1

2 ,,       (3.53) 

b) Momente de inerţie geometrice axiale: 

( ) ( ) ( )
===

+=+=+=
n

i

iiiz

n

i

iiiy

n

i

iiix yxVIzxVIzyVI
1

22

1

22

1

22 ,,       (3.54) 

c) Momentele de inerţie geometrice polare: 

( )
=

++=
n

i

iiiiO zyxVI
1

222          (3.55) 
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d) Momentele de inerţie geometrice centrifugale: 


===

===
n

i

iiixz

n

i

iiiyz

n

i

iiixy zxVIzyVIyxVI
111

,, .             (3.56) 

 Pentru sisteme continue, pot fi scrise expresii similare, prin înlocuirea 

sumelor prin integrale. 

 Legătura dintre momentele de inerţie mecanice şi cele geometrice poate 

fi exprimată prin relaţia: 

ρ
=

J
I  sau IJ ⋅ρ= ,                  (3.57) 

unde ρ  este masa specifică (densitatea) de volum, de suprafaţă sau liniară. 

 

3.1.6 Raza de giraţie 
 Raza de giraţie (i) reprezintă distanţa la care trebuie plasată masa M, 
concentrată într-un singur punct, pentru a obţine acelaşi moment de inerţie J: 

V

I

M

J
iiMJ ==⋅= 2 .                (3.58) 

 În cazul suprafeţelor sau al liniilor, volumul V va fi înlocuit prin aria A sau 

lungimea l: 

A

I
i =  , 

l

I
i = .           (3.59) 

3.1.7 Proprietăţi ale momentelor de inerţie 

 Se pot enumera următoarele proprietăţi ale momentelor de inerţie: 
a) momentele de inerţie planare, axiale sau polare sunt mărimi pozitive care 

devin nule numai în cazul în care sistemul material este conţinut în planul, 
pe axa sau în polul respectiv; 

b) momentele de inerţie centrifugale pot fi pozitive, negative sau nule; 

c) între momentele de inerţie planare, axiale şi polare raportate la un sistem 

cartezian Oxyz, există relaţiile: 

yOzxOzzyOzxOyyxOzxOyx JJJJJJJJJ +=+=+= ;;  (3.60) 

xzyyzxzyx JJJJJJJJJ ≥+≥+≥+ ;;    (3.61) 
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( )zyxyOzxOzxOyO JJJJJJJ ++=++=
2

1
   (3.62) 

xOyzOxOzyOyOzxO JJJJJJJJJ +=+=+= ;;   (3.63) 

Dacă 0=iz  (sistemul material este în planul xOy), atunci:    

               yxO JJJ +=                     (3.64) 

d) momentul de inerţie centrifugal este egal cu semidiferenţa momentelor de 

inerţie planare faţă de două plane bisectoare 1P  şi 2P . 

3.1.8 Variaţia momentelor de inerţie 

a) Variaţia momentelor de inerţie în raport cu axe paralele  
(teorema lui Steiner) 

 

 

 
 Se consideră că centrul de greutate C(0,0,z) al unui solid rigid (C) se află 

pe axa )( COz ∆ . Momentul de inerţie mecanic axial al solidului în raport cu axa 

)(∆  este: 

( )=∆
C

dmMNJ
2 .                  (3.65) 

 Vectorul MN  poate fi exprimat analitic astfel:    

 ( ) ( ) ( )kzzjbyiaxMN −+−+−= .                (3.66) 

Prin ridicare la pătrat, rezultă: 
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 ( ) ( ) 2222222 22 babyaxyxbyaxMN ++−−+=−+−= .      (3.67) 

 Înlocuind (3.67) în (3.65), rezultă:  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ++−−+=∆
CCCC
dmbaydmbxdmadmyxJ

2222 22 ,     (3.68) 

unde pot fi identificate următoarele mărimi: 

( )
( ) +=
C

z dmyxJ
22                (3.69) 

( ) ==
C

C dmxMx 0             (3.70) 

( )
0== C

C dmyMy             (3.71) 

( )222
bad +=            (3.72) 

( )=
C
dmM .          (3.73) 

 Deoarece 
C

JJ z ∆= , folosind relaţiile de mai sus, rezultă: 

2
MdJJ

C
+= ∆∆ ,           (3.74) 

relaţie cunoscută sub numele de Teorema lui Steiner. 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

Fig. 3.6 

 

 Conform figurii 3.6, dacă )( 1∆  şi )( 2∆  sunt două axe paralele cu o axă 

)( C∆  care trece prin centrul de masă şi d1, d2 sunt distanţele de la )( C∆  la cele 

două axe, atunci pot fi scrise, prin aplicarea teoremei lui Steiner, următoarele 

relaţii: 

C

 
)( 2∆  

)( 1∆  

1d  

2d  

)( C∆  
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 2
2

2
1 21

; MdJJMdJJ
CC

+=+= ∆∆∆∆    (3.75) 

 Prin eliminarea termenului 
C

J∆  între cele două relaţii, rezultă: 

( )2
1

2
212

ddMJJ −+= ∆∆ ,         (3.76) 

relaţie care poartă numele de teorema lui Steiner generalizată. 

 

 b)  Variaţia momentelor de inerţie în raport cu axe concurente  
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
     Fig. 3.7 

 

Se consideră ( )iiii zyxA ,,  un punct oarecare al sistemului material         

(fig. 3.7). Se cunosc: 

zyx JJJ ,,     - momentele de inerţie axiale ale sistemului de puncte; 

zxyzxy JJJ ,,  - momentele de inerţie centrifugale ale sistemului de puncte. 

 Se cere să se determine momentul de inerţie ∆J  în raport cu o axă ( )∆  

caracterizată prin versorul ( )γβα ,,u , unde α, β şi γ sunt cosinusurile directoare ale 

axei ( )∆ . Prin urmare, se poate scrie: 

=∆
2
iidmJ                             (3.77) 

unde: 

  iiiii  rrd ϕ⋅⋅=ϕ= sin1sin .        (3.78) 

Din relaţia de mai sus se deduce: 

urd ii ×= .                 (3.79) 

 

z  
 

y  
 

O  
 

)(∆  

ir
 

 

 
 

)( ii mA  

 

x  

k  
 

j  
 i  

 

id  

u  
 

iϕ  
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 Dezvoltând produsul vectorial prin determinantul simbolic asociat, se 
poate scrie: 

 

( ) ( ) ( )α−β+γ−α+β−γ=

γβα

=× iiiiiiiiii yxkxzjzyizyx

kji

ur .       (3.80) 

 

Prin ridicarea la pătrat a ecuaţiei de mai sus, rezultă pătratul distanţei 
id : 

 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
.22

2

222
222222222

2222222

22222222

αγ−βγ−

−αβ−γ++β++α+=

=αβ−α+β+γα−γ+α+βγ−

−β+γ=α−β+γ−α+β−γ=

iiii

iiiiiiii

iiiiiiiiii

iiiiiiiii

xzzy

yzyxzxzy

yxyxxzxzzy

zyyxxzzyd

        (3.81) 

 

 

        Înlocuind pătratul distanţei în relaţia (3.77), rezultă:  

 

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )

( ) ( ) .22

2222

2222222

αγ−βγ−

−αβ−γ++

+β++α+==




 ∆

iiiiii

iiiiii

iiiiiiii

xzmzym

yxmyxm

zxmzymdmJ

         (3.82) 

 

Prin identificarea termenilor de mai sus cu momentele de inerţie: 
  

( )  ==+ xyiiixiii JyxmJzym 22                   (3.83) 

 

( )  ==+ yziiiyiii JzymJzxm 22                   (3.84) 

 

 ( )  ==+ zxiiiziii JxzmJyxm
22 ,                (3.85) 

rezultă legea de variaţie a momentelor de inerţie în raport cu axe concurente:  

       

αγ−βγ−αβ−γ+β+α=∆ zxyzxyzyx JJJJJJJ 222222 .          (3.86) 
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3.2 Probleme rezolvate [10] 
 

3.2.1. Să  se determine poziţia centrului de greutate pentru un arc de cerc 

omogen de rază R, cu unghiul la centru α2  (fig. 3.8). 

 

 
Fig. 3.8 

 

 
Soluţie: 
 

 Pentru determinarea centrului de greutate al arcului de cerc se delimitează 

un arc elementar de lungime θ= Rddl , subîntins de unghiul θd  şi care se află la 

unghiul θ  faţă de axa Ox. Având în vedere că lungimea dl este infinitesimală, 

centrul de greutate al porţiunii elementare considerate are coordonatele: 

 

θ=θ= sin;cos RyRx .         (1) 

 

 Prin urmare,  

 
α

α
=

θ

θ
=

θ

θ
==

α

α−

α

α−

α

α−

α

α−







 sinsincos2

RR
Rd

R

dl

dlx
xC

  (2) 

0
2

cossin2

=
α

θ−
=

θ

θθ
==

α

α−

α

α−

α

α−








R

Rd

dR

dl

dly
yC .   (3) 

 

 La concluzia 0=Cy  s-ar fi ajuns şi în urma observaţiei că Ox este axă de 

simetrie a arcului de cerc. 

d
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3.2.2. Se dă o bară omogenă de forma prezentată în figura 3.9. Se cere să se 

determine poziţia centrului de greutate al barei.  

 
Soluţie: 

                 
 Se ia un sistem de coordonate xOyz şi se împarte figura în bare simple ale 

căror centre de greutate se cunosc sau se pot determina. 

Astfel, se obţin:   - sectorul de cerc 1 de rază a al cărui centru de greutate este C1; 

  - sectorul de cerc 2 de rază a al cărui centru de greutate este C2; 
  - bara 3 cu centrul de greutate C3; 

          - bara 4 cu centrul de greutate C4 . 
Conform cu (3.29), relaţia vectorială de determinare a centrului maselor 

pentru o linie compusă este dată de: 

              .

1

1





=

==
n

i

i

n

i

ic

C

l

lr

r
i

               (1) 

 Având în vedere figura 3.9, coordonatele centrului de masă al liniei compuse sunt: 

 

z 

O(0, 0, 0) 

y 

x 

a 

a 

a 

a 

4/π

C1 

C2 

C3 

C4 

Fig. 3.9 

1 

2 

3 

4 
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.

,

,

4321

44332211

4321

44332211

4321

44332211

llll

lzlzlzlz
z

llll

lylylyly
y

llll

lxlxlxlx
x

C

C

C

+++

+++
=

+++

+++
=

+++

+++
=

                     (2) 

 

Pentru a fi perfect explicitate relaţiile (2), trebuie determinate lungimile şi 

centrele de greutate la fiecare bară simplă în parte, prezentate în tabelul 3.1. 

                                     

                                                                  Tabelul 3.1 

Sfert de 
cerc 

x1 

π
=

π a
OC

2

4
cos1  

y1 0 

 

z1 π

π a
OC

2

4
sin1 =  

 

l1 24

2 aR ππ
=  

 
Sfert de 

cerc 

x2 0 

y2 









π

−π
=

π
−

2

4
sin2 aOCa  

z2 

 









π

−π
=

π
−

2

4
cos2 aOCa  

 

l2 24

2 aR ππ
=  

 

 
Bară 

x3 2/a  

y3 a  

z3 0 

l3 a  

 
Bară 

x4 a  

y4 2/a  

z4 0 

l4 a  
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 Prin înlocuirea datelor din tabelul 3.1 în relaţiile (2), se obţin coordonatele 
centrului de greutate al cadrului din figura 3.9 şi anume C(xC, yC, zC): 

 

          
( )

( )

.
)2(2

8

22

,
)2(2

2

3
2

,
)2(2

5

232
2

2

+

−
+

=
+

+−

=
+

=
π

π

π
π

π

π a

aa

z
a

a
a

y
a

a
x CCC  (3) 

 

 

3.2.3. Să se determine poziţia centrului de masă pentru placa omogenă de 

forma unui sector circular, cu unghi la centru α2  şi rază R (fig. 3.10). 

 

 
Fig. 3.10 

 

Soluţie: 

 Pentru determinarea centrului de greutate al sectorului circular se 

delimitează un sector elementar având aria elementară dA, coarda corespunzătoare 

de lungime ϕ= Rddl , unghi la centru ϕd  şi care se află la unghiul ϕ  faţă de axa 

Ox. Având în vedere că sectorul elementar poate fi aproximat cu un triunghi 

isoscel, centrul de greutate al acestuia are coordonatele: 

ϕ= cos
3

2
Rx ;        ϕ= sin

3

2
Ry .    (1) 

iar aria elementară are expresia: 

    
2

2 ϕ
=

dR
dA .                 

(2) 

 Centrul de greutate al placii se determină astfel: 
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α

α
=


ϕ


ϕ

⋅ϕ
=




=

α

α−

α

α− sin

3

2

2

2
cos

3

2

2

2

R
dR

dR
R

dA

xdA
xC .              (3) 

 Deoarece Ox este axă de simetrie a plăcii, yc devine: 

0=Cy .           (4) 

 

3.2.4. O bucată de hârtie de forma din figura 3.11 se îndoaie după muchia 

AB, astfel încât ABC∆  să se suprapună peste pătratul de latură a. Să se determine 

poziţia centrului de greutate al figurii care rezultă. 

 
Soluţie: 

Se observă că Oy este axă de simetrie, prin urmare centrul de greutate este 

pe axa Oy, adică 0=Cx . Pentru determinarea lui 
Cy  se împarte hârtia în cele 

două elemente, 1 şi 2, astfel că 




=

=

=

2

1

2

1

i
i

i
ii

C

A

yA

y .    (1) 

Centrele de greutate ale elementelor 1 şi 2 sunt situate la distanţele:  

 aaOCy
a

y CC 6

3

2

3

3

1

3

1
;

2 221
=⋅=== .         (2) 

În urma calculelor rezultă: 

 a

aa

a
aa

a

yC 436,0

4

3
4

3

6

3

2

22

2
2

=

+

⋅+⋅

= .            (3) 
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3.2.5. Să se determine poziţia centrului de greutate pentru suprafaţa 

haşurată din figura 3.12. 

 
Soluţie: 

 Suprafaţa dată se împarte în trei elemente, sectoare circulare cu unghi de 
180° (semicercuri). Pentru fiecare dintre ele trebuie să se determine aria şi poziţia 

centrului de greutate. 
 Pentru determinarea coordonatelor centrelor de greutate se folosesc 

notaţiile generale din figura 3.13. 

 
Fig. 3.13 

 

 Se observă că axa Oy este axă de simetrie, prin urmare centrul de greutate 

se află pe Oy  şi 0
1

=Cx . Pentru determinarea 
1Cy , 

2Cy  şi 
3Cy  se aplică teorema 

momentului static pentru semicercul de rază r din figura 3.13. Relaţia determinată 
în cazul general se particularizează apoi pentru fiecare din elementele 1, 2 şi 3. 

Astfel: 

=⋅ dAyyA C
,      (1) 

relaţie în care: 
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ρθρ=θρ= dddAy ;sin .            (2) 

 Introducând relaţiile (2) în (1) şi cunoscând aria semicercului 2/2
rA π= , 

se determină: 

π
=

ρ
θ−

=
ρρθθ

=
ρθθρ

=

π
π

 
3

43
cos

sinsin
0

3

0
0 0

22
r

AA

dd

A

dd
y

r

r

C .    (3) 

 Pentru elementul 1:    

( ) 2
2

1 2
2

2
,

3

8
2

1
R

R
A

R
yRr C π=

π
=

π
=→    (4) 

Pentru elementul 2:  

,
2

RxC −= (dreapta x = -R este axă de simetrie)  (5) 

  
π

−=
3

4
2

R
yC ,       

2

2

2

R
A

π
=         (6) 

Pentru elementul 3: 

RxC =
3

,        (dreapta x = R este axă de simetrie)  (7) 

  
π

=
3

4
3

R
yC ,        

2

2

3

R
A

π
= .      (8) 

 Coordonatele centrului de greutate global sunt: 

 

R
RR

R

R
R

R
R

A

Ax

x

i
i

i
iC

C

i

2

1

22
2

22
22

2

22

3

1

3

1 −=










 π
−

π
+π










 π
−

π
−

=




=

=

=        (9) 

 

π
=

π










 π
⋅

π
−

π
⋅

π
−π⋅

π
=




=

=

= R

R

RRRR
R

R

A

Ay

y

i
i

i
iC

C

i 2

2

23

4

23

4
2

3

8

2

22
2

3

1

3

1 .             (10) 

 

 Se observă că termenii corespunzători elementului 3 au fost introduşi cu 
semnul minus, întrucât acest element este un gol. 
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3.2.6. Să se determine poziţia centrului de greutate al plăcii din figura 3.14. 

Dimensiunile sunt date în centimetri.  

 

Soluţie: 
 Se observă că Oy este axă de simetrie, prin urmare centrul de greutate este 

pe axa Oy. Cu alte cuvinte, 0=Cx . Pentru determinarea lui yC se împarte placa în 

trei elemente dreptunghiulare, având dimensiunile din figură. Astfel, 

 ( ) ( ) ( )
]cm[05,10

152218202

21152112181202
3

1

3

1 =
⋅+⋅+⋅

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅
==





=

=

i

i

i

ii

C

A

yA

y
 

 
 
3.2.7. Să se determine poziţia centrului de greutate al secţiunii haşurate din 

figura 3.15. Triunghiul AEB are vârful E în centrul de simetrie al pătratului ABCD . 

 

Soluţie: 

 
Fig. 3.15 
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Se observă că Oy este axă de simetrie, prin urmare centrul de greutate este 

pe axa Oy. Rezultă 0=Cx . Pentru determinarea lui yC se consideră cele două 

elemente din figură, unde termenii corespunzători elementului 2 se vor lua cu 

semnul minus, elementul 2 fiind un gol. Astfel, 

           a
a

a

aa
a

a

A

yA

y

i
i

i
ii

C 611,0

4

423

1

2
2

2

2
2

2

1

2

1 =

−

⋅⋅−⋅
=




=

=

= . 

 
 3.2.8. Să se afle centrul de greutate al unei suprafeţe semicirculare de      

rază r (fig. 3.16). 

 
Fig. 3.16 

Soluţie: 

 Se delimitează din suprafaţa semicirculară o porţiune elementară de forma 

unui sector circular, de unghi dϕ şi arie dA. Se observă că Oy este axă de simetrie, 

prin urmare 0=Cx . Mai rămâne de calculat doar 
Cy : 




=

dA

ydA
yC .              (1) 

 Aproximând sectorul circular elementar cu un triunghi isoscel, se pot scrie 

următoarele relaţii: 

  ϕ=ϕ== sin
3

2
sin',

3

2
' ryyry    (2) 

  ϕ= drdA
2

2

1
 .                           (3) 

 Introducând relaţiile (2) şi (3) în (1) şi impunând limitele de integrare, se 

obţine: 
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π
=

ϕ

ϕ−
=

 ϕ

 ϕϕ
=

 ϕ

 ϕ⋅ϕ
=

π

π

π

π

π

π

3

4cos

3

2

2

1

sin
3

1

2

1
2

1
sin

3

2

0

0

0
2

0
3

0
2

0
2

r
r

dr

dr

dr

drr

yC .     (4) 

 
 3.2.9. Să se afle centrul de greutate al suprafeţei delimitate de graficul 

funcţiei xY sin= şi axa Ox (fig. 3.17). 

 

 
 

Fig. 3.17 

Soluţie: 

Se observă că dreapta de ecuaţie 
2

π
=x  este axă de simetrie a suprafeţei 

din enunţul problemei. Prin urmare,  

22

π
=







 π
=∈ CxxC                (1) 

 Pentru determinarea lui 
Cy  se aplică relaţia: 




=

dA

dAy
yC  ,                 (2) 

în care 

 dxxYdxdA sin==                 (3) 

iar y este ordonata centrului de greutate al suprafeţei elementare: 

 
2

sin

2

xY
y ==                        (4) 

 Înlocuind (3) şi (4) în (2), se obţine: 

( ) 811

2

2sin

4

1

cos

2

2cos1

2

1

sin

sin
2

sin

0
0

0

0

0

0 π
=

−−−

−

=
−


−

=


 ⋅
=

π
π

π

π

π

π
x

x

x

dx
x

dxx

dxx
x

yC         (5) 
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      3.2.10. Să se stabilească formulele generale pentru calculul coordonatelor 

centrului de greutate la o suprafaţă omogenă având forma unui sfert de elipsă            

(fig. 3.18). 

 
Fig. 3.18 

 
Soluţie: 

 Din suprafaţa omogenă se delimitează o porţiune elementară de arie: 

 ydxdA =            (1) 

 Din ecuaţia elipsei: 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
,           (2) 

se poate deduce 
222222

bayaxb =+            (3) 

sau 

    22
xa

a

b
y −= .                           (4) 

 Prin urmare, 

dxxa
a

b
dA

22 −=  .                  (5) 

 Se aplică apoi formulele pentru calculul coordonatelor centrului de 
greutate pentru o suprafaţă plană şi omogenă, scrise sub formă integrală: 
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dxxa

dxxax

dxxa
a

b

dxxa
a

b
x

dA

xdA
x

a

a

a

a

C












−

−
=

−

−
==

0

22

0

22

0

22

0

22

         (6) 

( ) ( )












−

−
=

−

−⋅
==

a

a

a

a

C

dxxa

dxxa

a

b

dxxa
a

b

dxxa
a

b

a

b

dA

dA
y

y

0

22

0

22

0

22

0

22

2
22 .          (7) 

 Pentru rezolvarea integralelor se fac următoarele substituţii: 

duudxxuxadudxuxa =−=−==− ;; 22222 .  (8) 

 Înlocuind, rezultă: 

( )
333

3

0

2

3
22

0

3

0

2

0

22 axau
duudxxax

a
a

aa

=
−

−=−=−=−  . (9) 

 Se aplică apoi metoda integrării prin părţi, unde xvxau =−= ;22 . 

.arcsin
0

22

0

2

0

22

0 0 22

22

22

2

0

22

0 22

2

0

22

0 220

22

0

22



 



−−+−=

=
−

−
−

−
+−=

−
+−=

=










−
−−−=−=−

a
a

a

a aaaa

aaa

dxxa
a

x
axax

xa

xa

xa

dxa
xax

xa

dxx
xax

dx
xa

x
xxaxduvuvdxxa

  (10) 

 

Din (9) rezultă: 

 
4

0
22

1
arcsin

2

1 22

0

222

0

22 π
=








−

π
=+−=− aa

a

x
axaxdxxa

a
a

  .    (11) 

 

 Înlocuind (9) şi (11) în (6), se obţine: 

π
=

3

4a
xC  .              (12) 

 Numărătorul ultimei fracţii (6) se dezvoltă astfel: 
 

( ) 33

0

3

0

2

0

22

3

1

3

1
aaxxadxxa

a
aa

−=−=− .        (13) 
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 Prin urmare, înlocuind (10) şi (12) în (6), rezultă: 
 

π
=

3

4b
yC .                    (14) 

Dacă rba == , sfertul de elipsă se transformă în sfert de cerc şi se obţin 

următoarele coordonate ale centrului de greutate: 

    
π

=
π

=
3

4
;

3

4 r
y

r
x CC .              (15) 

 

3.2.11. Să se determine poziţia centrului de greutate pentru placa omogenă 

din figura 3.19. 

 

Soluţie: 
 Se alege un sistem de referinţă xOy. Deoarece placa din figura 3.19 nu are 
simetrii, se împarte în plăci simple, ale căror centre de greutate sunt cunoscute sau 

se pot determina. Astfel, se notează: 
 

- C1 - centrul de greutate al plăcii pătrate 1; 

- C2 - centrul de greutate al plăcii triunghiulare 2; 

- C3 - centrul de greutate al plăcii semicirculare 3.    

                                                  
În conformitate cu (3.29), relaţia vectorială de determinare a centrului 

maselor este dată de: 

x 

y 

O 

C1 

C2 

C3 

2a 

2a 

a 

Fig. 3.19 

1 2 

3 
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                                                  .

1

1





=

==
n

i

i

n

i

ic

C

A

Ar

r
i

                        (1) 

Se proiectează relaţia (1) pe axele sistemului de referinţă xOy ales şi se 

obţin coordonatele centrului de masă: 

 

                                          

.

,

321

332211

321

332211

AAA

AyAyAy
y

AAA

AxAxAx
x

C

C

−−

−−
=

−−

−−
=

                          (2) 

 În relaţiile (2) termenii care se referă la plinuri au semnul “+”, iar termenii 

care se referă la goluri au semnul “-“. 

Prin înlocuirea datelor din tabelul 3.2 în relaţiile (2), rezultă centrul de 

greutate al plăcii din figură şi anume: 
 

      
( )

.
)6(3

10
,

)6(3

316

π−
=

π−

π−
=

a
y

a
x CC              (3) 

 
Tabelul 3.2 

 
Pătrat 

x1 a  

y1 a  

A1 24a  

 
Triunghi 

x2 

3

4
2

3

2 a
a =  

y2 
aaa

3

5

3

2
=+  

A2 2
a  

 
Semicerc 

x3 a  

y3 

ππ 3

4

3

4 aR
=  

A3 

2

2aπ
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3.2.12. Să se determine poziţia centrului de greutate al unui con circular 
drept de înălţime h şi raza bazei r (fig. 3.20). 

 
Soluţie: 

Se observă că Oz este axă de simetrie a conului, rezultă de aici că OzC ∈  şi 

prin urmare, 0== CC yx . Pentru determinarea lui Cz  se consideră o secţiune prin 

con, prin două plane perpendiculare pe înălţime, rezultând un trunchi elementar de 

con de înălţime dz, care poate fi aproximat cu un cilindru, după care se aplică 
relaţia: 

 
 

 

 

( )

( )


=

C

C

C

dV

zdV
z .    (1) 

 Volumul secţiunii elementare se exprimă astfel: 

 

 ( ) ( )dzzhzh
h

r
dzzh

h

r
dzydV

22
2

2
2

2

2
2 2 +−

π
=−π=π= ,       (2) 

unde y a fost determinat din asemănarea de triunghiuri AOBACD ∆∆ ~ ,  

rezultând: 

( )
h

zhr
y

h

zh

r

y −
=

−
=  .                  (3) 

 

 Înlocuind (2) în (1), rezultă: 
 

Fig. 3.20 
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( )

( )
h

dzzdzzhdzh

dzzdzzhdzzh

dzzhzh
h

r

dzzhzzh
h

r

z
hhh

hhh

h

h

C 4

1

2

2

2

2

0

2

00

2

0

3

0

2

0

2

0

22
2

2

0

322
2

2

=
+−

+−
=

−−
π

−−
π

=







 .        (4) 

 
 În concluzie, centrul de greutate al unui con circular drept se află pe 

înălţimea acestuia, la un sfert de bază. 

    

3.2.13. Pentru o linie dreaptă de lungime l şi masă M, să se determine 

momentele de inerţie mecanice şi geometrice, în raport cu două axe perpendiculare 

pe linie, una cu originea într-unul din capete, iar cealaltă având originea în centrul 

de masă (fig. 3.21). 

 

 
Fig. 3.21 

Soluţie: 
 Se consideră o porţiune elementară din linie, de lungime dx şi masă 

dxdm ρ= , unde ρ reprezintă densitatea liniară.  

 Momentul de inerţie mecanic în raport cu axa Oy este: 

3

3

0

2

0

2 l
dxxdmxJ

ll

y ρ=ρ==  .           (1) 

Introducând masa întregii linii: 

 

lM ρ= ,                               (2) 

se obţine: 

3

2l
MJ y = .                                  (3) 

 Aplicând teorema lui Steiner în raport cu axele Oy şi CyC: 
2

2








+=

l
MJJ

Cyy ,                          (4) 

 se obţine: 
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1243

222
MlMlMl

J
Cy =−= .                (5) 

 Momentele de inerţie geometrice se determină astfel: 

.
12

3
3

3

lJ
I

lJ
I

C

C

y

y

y

y

=
ρ

=

=
ρ

=

                     (6) 

 

3.2.14. Să se determine momentele de inerţie mecanice 
xJ , yJ  şi 

OJ  

pentru un arc de  cerc cu unghiul la centru α2 , rază r  şi  densitate liniară ρ       

(fig. 3.22). 

 

 
Fig. 3.22 

 
 

Soluţie: 

 Din arcul de cerc se delimitează porţiunea elementară AB, de unghi la 

centru ϕd , situată la unghiul ϕ  faţă de Ox. Coordonatele centrului de masă al 

porţiunii elementare AB se aproximează cu coordonatele punctului A, porţiunea 

elementară fiind infinit de mică. Coordonatele punctului A sunt: 

 

    
ϕ=

ϕ=

sin

cos

ry

rx
.              (1) 

 Momentul de inerţie mecanic în raport cu axa Ox este: 


α

α−
ρϕ== dlrrdmyJ x

222 sin .       (2) 
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 Se ştie de la trigonometrie că: 

2

2cos1
sin2 ϕ−

=ϕ .                             (3) 

 Prin urmare: 

( )
α

α−

α

α−







 ϕ
−ϕρ=ϕ−⋅ρ=  2

2sin

2
2cos1

2

1 3
3 r

dlrJ x             (4) 

( ) 2
3

2

2sin
12

2

1
2sin2

2
rr

r
J x 









α

α
−αρ==α−αρ= .               (5) 

 Înlocuind masa M în (5), 

αρ= 2rM ,                   (6) 

se obţine: 

2

2

2sin
1

2

1
MrJ x 








α

α
−= .                        (7) 

Dar 

2

2cos1
cos2 ϕ+

=ϕ  .                   (8) 

 
Momentul de inerţie mecanic în raport cu axa Oy, având în vedere (8), este: 

( ) 
α

α−

α

α−
ϕϕ+

ρ
=ϕρϕ== d

r
drrdmxJ y 2cos1

2
cos

3
222   (9) 

2
3

2

2sin
12

2

1

2

2sin

2
rr

r
J y 









α

α
+αρ=







 ϕ
+ϕ

ρ
=

α

α−

.              (10) 

 Introducând masa M, se obţine: 

2

2

2sin
1

2

1
MrJ y 








α

α
+= .             (11) 

În plan, momentul de inerţie mecanic polar în raport cu punctul O este: 
2

MrJJJ yxO =+= .                    (12) 

 

3.2.15. Să se determine momentele de inerţie geometrice xyOyx IIII ,,,  ale 

unei plăci dreptunghiulare omogene cu dimensiunile indicate în figura 3.23. Să se 

determine, de asemenea, semiaxele elipselor de inerţie în raport cu punctele O şi C 

(centrul masei). 
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Soluţie: 

 Din suprafaţa plăcii se delimitează suprafaţa elementară de arie dA, de 

dimensiuni şi poziţie conform figurii 3.23. Aria elementară este: 

dydxdA = .              (1) 

 Momentul de inerţie geometric centrifugal xyI  poate fi scris astfel:  

dydxxydAxyI xy  ==              (2) 

sau, separând şi delimitând variabilele de integrare,  

422

22

0

2

0

2

00

bayx
ydyxdxI

ba
ba

xy ===   .                          (3) 

 Momentul de inerţie geometric axial în raport cu axa Ox este: 

33

1 3

0

3

00

2

0

22 ab
yxdyydxdydxydAyI

baba

x =⋅====  .               (4) 

 Similar, se obţine 

3

3
ba

I y =  .                                (5) 

Momentul de inerţie geometric polar în raport cu polul O se poate scrie: 

( )22

3
ba

ab
III yxO +=+= .                                (6) 

Elipsa de inerţie în punctul O are semiaxele: 

 

3

3

3
3

3

3

3
3

2

3

2

3

a
a

ab

ba

M

I

M

J
i

b
b

ab

ab

M

I

M

J
i

yy

y

xx
x

==
ρ

ρ
=

ρ
==

==
ρ

ρ

=
ρ

==

                          (7) 
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iar elipsa de inerţie în raport cu centrul masei este caracterizată prin semiaxele: 

 

6

3

12
12

6

3

12
12

2

3

2

3

a
b

ab

ba

M

I

M

J
i

b
b

ab

ab

M

I

M

J
i

CC

C

CC

C

yy

y

xx

x

==
ρ

ρ
=

ρ
==

==
ρ

ρ
=

ρ
==

                             (8) 

 

3.2.16. Să se determine momentele de inerţie polare JO şi IO pentru un disc 

circular de centru O şi de rază R (fig. 3.24). 

 
Soluţie: 

 Din suprafaţa discului se consideră o coroană circulară elementară de 

grosime delimitată de raza interioară r şi raza exterioară r+dr. Fiind o suprafaţă 
elementară, aria acesteia poate fi considerată egală cu aceea a unui dreptunghi 

elementar de lungime rπ2  şi de lăţime dr astfel: 

drrdA π= 2 .                         (1) 

 Masa elementară a porţiunii delimitate este: 

dAdm ρ= .                     (2) 

 Prin urmare, momentul mecanic polar al discului este: 

2
22

4

0
33

0
2 R

drrdrrdmrJ
RR

O

πρ
=πρ=ρ π== .       (3) 

 Notând masa discului prin: 
2

RM ρπ= ,          (4) 
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momentul mecanic polar devine: 

2

2
MR

JO = .                  (5) 

Momentul geometric polar se obţine împărţind momentul mecanic polar la 
densitatea de suprafaţă. Astfel,  

2

4R
IO

π
= .             (6) 

 

3.2.17. Se cere să se calculeze pentru o placă dreptunghiulară omogenă 

ABCD (fig. 3.25a), de laturi a, b şi masă M următoarele elemente: 
1) momentul de inerţie mecanic în raport cu laturile AB şi  AD; 

2) razele de inerţie în raport cu axele Cx, Cy şi cu laturile AB, AD; 
3) elipsa de inerţie corespunzătoare centrului de masă C al plăcii; 

4) momentul de inerţie mecanic polar în raport cu centrul dreptunghiului; 
5) momentul centrifug Ix'y' . 

 

      
Soluţie: 

1) Se delimitează din suprafaţa dreptunghiului o suprafaţă elementară dA, 
de masă elementară: 

dybdAdm ρ=ρ= .    (1) 

 Momentul de inerţie mecanic axial în raport cu axa Cx este: 

12123

232

2

3

2

2

2
2

2

2 a
M

bay
bdyybdmyJ

a

a

a

a

a

ax =ρ=ρ= ρ==

−
−−

,        (2) 

unde prin M s-a notat masa dreptunghiului iniţial. 

baM ρ= .             (3) 
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Similar, se obţine, 

12

2Mb
J y = .                  (4) 

Momentul de inerţie în raport cu una din laturile dreptunghiului se 
determină folosind formula lui Steiner : 

34122

2222
MaMaMaa

MJJ xAD =+=







+= .      (5) 

Similar, se poate determina: 

3

2Mb
J AB = .             (6) 

2) Razele de inerţie se determină astfel: 
 

.
3

3

3
,

3

3

3

6

3

12
,

6

3

12
22

22

aa

M

J
i

bb

M

J
i

bb

M

J
i

aa

M

J
i

AD
AD

AB
AB

y

y
x

x

======

======

         (7) 

3) În figura 3.25b s-a reprezentat elipsa de inerţie corespunzătoare 

centrului de masă C al plăcii. Elipsa de inerţie aferentă punctului C are ecuaţia: 

 

1
2

2

2

2

=+
xy i

y

i

x
 .              (8) 

4) Momentul de inerţie polar în raport cu punctul C se obţine astfel: 
 

 ( )22
22

121212
ba

MMbMa
JJJ yxC +=+=+=  .                (9) 

 

5) Momentul centrifugal. În acest scop se delimitează o porţiune 

elementară dreptunghiulară, având laturile dx' şi dy', situată la coordonatele x' şi y' 

(fig. 3.25a). Masa elementară este acum: 

''' dydxdm ρ= .                   (10) 

 
 Având în vedere cele de mai sus, se poate scrie: 

 =⋅ρ=ρ==
ba

yx

ab
M

ba
dyydxxdmyxJ 0

22

0'' 422
''''''' .                 (11) 
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3.2.18. Să se determine xJ  şi yJ  pentru suprafaţa compusă şi omogenă din 

figura 3.26. 

 
Soluţie: 

 Pentru un dreptunghi de laturi a şi b şi densitate ρ, momentele de inerţie 

mecanice axiale în raport cu axele CC yx ,  care trec prin centrul de greutate, sunt: 

12
;

12

33
ba

J
ab

J
CC yx ρ=ρ= .              (1) 

 Momentele de inerţie mecanice determinate în raport cu laturile 

dreptunghiului, considerând latura a coliniară cu Ox şi paralelă cu CCx  şi b 

coliniară cu Oy şi paralelă cu CCy , au următoarele expresii: 

 
3

;
3

33
ba

J
ab

J yx ρ=ρ= .           (2) 

 Având în vedere (2), pentru placa compusă omogenă din figura 3.26, 

momentul de inerţie mecanic în raport cu axa Ox se obţine astfel: 

 







+++

ρ
==

=

3
3

3
2

3
1

3
4

1

5,23
23

ahahh
a

ahJJ
i

xx i
.                           (3) 

 Pentru momentul de inerţie mecanic axial în raport cu axa Oy se aplică 

teorema lui Steiner, exprimând momentele de inerţie ale plăcilor componente în 
raport cu Oy: 


−

=
n

i

yy i
JJ

1

               (4) 
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3

31
haJ y

ρ
=                       (5) 

2

1

3

1 422122 







+ρ+







ρ
=

a
ah

aa
hJ y                       (6) 

 

( )
2

2
3

3 2

3

2
33

123 







++⋅⋅ρ+

ρ
=

aa
ahaahJ y               (7) 

( )
2

3
3

3 2

5,2
3

2
5,25,2

124 







+++⋅⋅⋅ρ+

ρ
=

a
a

a
aahahJ y .          (8) 

 În final, se obţine: 

( ) ( ) .75,55,25,2
12

9327
124

5

28123

2
3

3
3

2
22

2

1

3

1
3

aahah

ahaah
a

h
aa

hhaJ y

⋅ρ+
ρ

+

+⋅⋅⋅ρ+⋅
ρ

+







⋅ρ+

ρ
+

ρ
=

      (9) 

 

 3.2.19. Să se calculeze momentele de inerţie ale unei plăci trapezoidale 

omogene (fig. 3.27): 
a) în raport cu una din baze; 

b) în raport cu axa paralelă cu baza care trece prin centrul de greutate C1. 

 
 
Soluţie: 

a) Se aleg axele de coordonate Ox, Oy astfel încât Oy să treacă prin centrul 

de greutate C1 al plăcii, conform figurii 3.27. Se descompune trapezul dat în ΔCDE 
şi ΔCEF, de înăltime h. Momentul de inerţie mecanic axial în raport cu baza mare 

este egal cu suma momentelor de inerţie ale celor două triunghiuri exprimate în 
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raport cu această latură, adică 

 
CEFCDE xxx JJJ

∆∆
+= .   (1) 

 Pentru ΔCDE , momentul de inerţie în raport cu baza CD este (vezi anexa 2): 

12

3
Bh

J
CDEx ρ=

∆
 .                (2) 

 Momentul de inerţie al ΔCEF în raport cu baza EF este: 

 
12

3

''

bh
J x ρ= .                (3) 

 Aplicând teorema lui Steiner, se obţine: 
2

''' dMJJ CEFxx ∆+= ,   (4) 

unde distanta d are expresia: 

hd
3

1
= ,                (5) 

iar 

2

bh
M CEF ρ=∆                  (6) 

reprezintă masa ΔCEF. Din (4), (5) şi (6) rezultă momentul de inerţie mecanic 'xJ  

al plăcii triunghiulare CEF în raport cu axa C2x' care trece prin centrul său de 

greutate şi anume 

 
369

1

2123

1 3
2

32

'''

bh
h

bhbh
hMJJ CEFxx ρ=⋅ρ−ρ=







−= ∆ .                      (7) 

 Conform aceleiaşi teoreme, 
2

1' dMJJ CEFxx CEF ∆+=
∆

,                                (8) 

unde 

hd
3

2
1 = .                                   (9) 

 Rezultă astfel: 

49

4

236

3
2

3
bh

h
bhbh

J
CFEx ρ=⋅ρ+ρ=

∆
.                     (10) 

 La acelaşi rezultat se ajunge şi prin aplicarea teoremei lui Steiner 

generalizată: 

           ( )2
1

2
2'' ddMJJ xx CFE

−+=
∆

, 

relaţie în care 
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3

2
,

3
,

12
,

12 21

3

''

h
d

h
d

bh
M

bh
J x ==ρ=ρ= . 

 Înlocuind (2) şi (10) în (1), se obţine 

 







+

ρ
=ρ+ρ= b

BhbhBh
J x 34412

333

.      (11) 

 Masa trapezului este: 

 h
bB

AM trapeztrapez 2

+
ρ=ρ= .             (12) 

 Având în vedere (12), relaţia (11) devine succesiv: 

 

( ) ( ) 23

62

3

12

3
hh

bB

bB

bB
h

bB
J x ⋅

⋅

+
⋅

+

+
ρ=

+
ρ= ,            (13) 

respectiv 

bB

bBh
MJ trapezx

+

+
⋅⋅=

3

6

2

 .                       (14) 

c) Aplicând teorema lui Steiner în raport cu axele Ox şi C1xC, rezultă: 

 
2

1OCMJJ trapezxx C
⋅+= .           (15) 

 De aici poate fi exprimat: 
2

1OCMJJ trapezxxC
⋅−=  .          (16) 

 
 Distanţa OC1 este de fapt ordonata centrului de greutate C1 al trapezului. 

Prin urmare, 

( )
( )bB

bBh

h
bB

bh
h

Bh
h

AA

AyAy
yOC

CEFCDE

CEFCCDEC

G
+

+
⋅=

⋅
+

+⋅
=

+

+
==

∆∆

∆∆ 2

3
2

23

2

23

1

23

1  .    (17) 

 Înlocuind (14) şi (17) în (16) rezultă: 

       
222 2

9

3

6









+

+
−

+

+
⋅=

bB

bBh
M

bB

bBh
MJ trapeztrapezxC

.              (18) 

 Aducând la numitor comun şi efectuând calculele, se obţine: 

( )( ) ( )
( ) ( )2

222

2

22 4

18

2233

18 bB

bBbBh
M

bB

bBbBbBh
MJ trapeztrapezxC +

++
⋅=

+

+−++
⋅= .  (19) 
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3.2.20. Să se calculeze momentele de inerţie mecanice axiale ale unei plăci 
triunghiulare în raport cu axele ce trec prin punctele O şi C (centrul de greutate,   
figura 3.28) . 

 

Soluţie: 

 Din suprafaţa triunghiului se delimitează două porţiuni elementare, una 
paralelă cu Ox, situată la distanţa y de aceasta şi una paralelă cu Oy, situată la 
distanţa x de axa Oy. Momentul de inerţie axial în raport cu axa Ox este: 

 = dmyJ x

2 ,               (1) 

 
 

Fig. 3.28 

unde elementul de masă are expresia: 

 dyxdAdm ⋅⋅ρ=⋅ρ= 2 .            (2) 

 Din asemănarea triunghiurilor DEC1 şi ABC1, rezultă: 

h

yh

b

x −
=

2
 , de unde ( )yh

h

b
x −=2 .            (3) 

 Înlocuind (3) şi (2) în (1), se determină: 

 

( )

( ) .
43

2

0

43

0
2

0
2

0
2

h

h

hh

x

yy
h

h

b
dyyyh

h

b

dyyh
h

b
ydyxyJ











−ρ= −

ρ
=

= −ρ= ρ=

              (4) 

 Cunoscând masa triunghiului: 

2

bh
AM ρ=⋅ρ=                       (5) 
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şi înlocuind această masă în (4), se obţine: 

 
61212

234
h

M
bhh

h

b
J x =ρ=ρ= .                      (6) 

 Momentul de inerţie axial în raport cu axa Oy este: 

  = dmxJy
2                         (7) 

unde, de data aceasta, elementul de masă este: 

dxydAdm ρ=ρ= .              (8) 

Din asemănarea triunghiurilor GBF şi OBC1, se poate scrie următoarea relaţie: 

2

2
b

x
b

h

y
−

= ,                   (9) 

din care 

 ( )xb
b

h

b

x
b

h

y 2
2

2

−=









−

= .                (10) 

 Înlocuind (10) şi (9) în (8) şi tinând cont de (5), rezultă: 

( )

.
61232322424

4

2

3
2

234444

2

2

43

2

2

2
2

2

2

b
M

bhbbbb

b

h

xbx

b

h
dxxxb

b

h
dxyxJ

b

b

b

b

b

by

=
ρ

=









+−+

ρ
=

=









−

ρ
= −

ρ
= ρ=

−
−−           (11) 

 Aplicând teorema lui Steiner, se poate scrie: 

 2dMJJ
Cxx ⋅+= ,         (12) 

unde 
3

h
d =  este distanţa dintre cele două axe. 

 Rezultă, în continuare: 

 
1854

3

969

22222
MhMhMhMhh

MJJ xxC
==−=−=  . (13) 

 

 Având în vedere că axele Oy şi CyC sunt suprapuse: 

6

2
b

MJJ yyC
== .        (14) 
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3.2.21. Să se calculeze pentru un sector circular omogen, de masă M, rază 

R şi unghi la  centru 2 α  (fig. 3.29a): 

 a) momentele de inerţie mecanice şi razele de inerţie în raport cu axele Ox şi Oy; 

 b) momentul de inerţie mecanic polar în raport cu centrul cercului, O; 
 c) momentul de inerţie mecanic în raport cu axa ce trece prin centrul de 

greutate şi este paralelă cu Ox ; 
 d) aplicaţie în cazul sfertului de cerc, semicercului şi cercului; 

 e) să se determine elipsele de inerţie în punctul C (centrul de greutate) şi 

punctul O.  

 

 

  
             a.      b. 

Fig. 3.29 

 
Soluţie: 

 

 a) Se delimitează o porţiune elementară din suprafaţa plăcii situată la raza r 

şi unghiul θ faţă de Oy. Momentul de inerţie în raport cu axa Ox este: 

= dmyJ x

2 ,       (1) 

unde:                                 drdrdAdm θρ=ρ= .                                 (2) 

 
 Coordonatele centrului de masă al suprafeţei elementare sunt: 

.cos

sin

θ=

θ=

ry

rx
                        (3) 

 Introducând (2) şi (3) în (1), rezultă: 
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.
2

2sin

4

4

2sin

242

2cos1

4

cos
4

cos

4

44

2
4

0
23

0
2








 α
+αρ=

=






 θ
+

θ
ρ= θ

θ+
ρ=

= θθρ=θ  θρ=θ  ρ=

α

α−

α

α−

α

α−

α

α−

α

α−

R

R
d

R

d
R

ddrrddrryJ
RR

x

      (4) 

 Masa sectorului circular este: 

 2

2

2
R

RR
AM ρα=

⋅α⋅
ρ=ρ= .                          (5) 

 Introducând (5) în (4) se obţine: 

 








α

α
+=

2

2sin
1

4

2MR
J x  .                     (6) 

 Momentul de inerţie mecanic al plăcii în raport cu axa Oy este:  

.
2

2sin
1

42

2sin

4

4

2sin

242

2cos1

4
sin

4

sinsin

2
2

4

44
2

4

2
0

3
0

222










α

α
−ρα=







 α
−αρ=

=






 θ
−

θ
ρ= θ

θ+
ρ= θθρ=

=θθ ρ=θ ρ θ==

α

α−

α

α−

α

α−

α

α−

α

α−

R
R

R

R
d

R
d

R

ddrrddrrrdmxJ
RR

y

    (7) 

 Introducând (5) în (7), rezultă: 

 








α

α
−=

2

2sin
1

4

2
MR

J y
 .                     (8) 

Razele de inerţie (giraţie) se determină astfel: 

α

α
−==

α

α
+==

2

2sin
1

2
;

2

2sin
1

2

R

M

J
i

R

M

J
i

y

y
x

x
.          (9) 

b)  Momentul polar în raport cu polul O este: 

22

2sin
1

42

2sin
1

4

222
MRMRMR

JJJ yxO =








α

α
−+









α

α
+=+=  .          (10) 

c) Notând cu CxC axa ce trece prin centrul de greutate şi este paralelă cu 

Ox, se poate aplica teorema lui Steiner: 
2
Cxx yMJJ

C
+= .             (11) 

Din ecuaţia de mai sus rezultă: 

  2
Cxx yMJJ

C
−= ,              (12) 
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unde yC este ordonata centrului de greutate şi se determină cu relaţia: 




=

)(

)(

S

S

C
dA

dAy
y .                               (13) 

 În expresia de mai sus, intervin următoarele mărimi: 

2
;cos

3

2 RRd
dARy

⋅θ
=θ= .                   (14) 

 Introducând (14) în (13), se obţine: 

α

α
⋅=

α

θ
⋅=

θ

 θθ

=

 θ


θ

θ

=

α

α−

α

α−

α

α−

α

α−

α

α− sin

3

2

2

sin

3

2

2

cos
3

2

2
cos

3

2

2

3

2

2

RR

R

d
R

d
R

dR
R

yC  .   (15) 

 Înlocuind (6) şi (15) în (12), rezultă: 

.
sin

9

16

2

2sin
1

4

sin

9

4

2

2sin
1

4

2

22

2

2
2

2












α

α
−

α

α
+=

=
α

α
−









α

α
+=

MR

MR
MR

J
Cx

                      (16) 

 Deoarece axa Oy este colineară cu CyC , se poate scrie:   

Cyy JJ =  .                            (17) 

d) Pentru diferite valori particulare ale unghiului α , specifice pentru sfert de 

cerc, semicerc şi cerc, momentele de inerţie corespunzătoare sunt 

prezentate în tabelul 3.3. 

 
Tabelul 3.3 

α  xJ  yJ  
OJ  

CxJ  

4

π
 









π
+

2
1

4

2
MR  









π
−

2
1

4

2
MR  

2

2
MR  









π
⋅−

π
+

16/

2/1

9

162
1

4 2

2MR
 

2

π
 

4

2MR  
4

2MR  
2

2MR  








π
⋅−

4/

1

9

16
1

4 2

2
MR  

π  
4

2
MR  

4

2
MR  

2

2
MR  

4

2
MR  

e) Deoarece Oy este axă de simetrie, momentele 
Cxyx JJJ ,,  sunt 

momente principale de inerţie. 
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 Semiaxele elipselor sunt: 

• În raport cu punctul O: 

 

.
2

2sin
1

2

2

2sin
1

2










α

α
−==










α

α
+==

R

M

J
i

R

M

J
i

y

y

x
x

                   (18) 

• În raport cu punctul C (centrul de greutate): 

 

.

sin

9

16

2

2sin
1

2 2

2

yy

x

x

ii

R

M

J
i

C

C

C

=

α

α
⋅−

α
+==

               (19) 

 Axa CCyOy ≡  este axă de simetrie a sectorului circular şi, deci, este axă 

principală de inerţie. Cum axele principale de inerţie sunt axe de simetrie ale 

elipsei de inerţie, axele Ox şi Oy sunt axe de simetrie pentru elipsa de inerţie 
corespunzătoare punctului O, iar axele CxC şi CyC sunt axe de simetrie pentru 

elipsa de inerţie aferentă punctului C. Ecuaţiile elipselor de inerţie corespunzătoare 
punctelor O şi C sunt: 

1,1
2

2

2

2

2

2

2

2

=+=+

CC x

C

y

C

xy i

y

i

x

i

y

i

x .           (20) 

 
În figura 3.29b sunt reprezentate elipsele de inerţie corespunzătoare 

punctelor O şi C.  
 

3.2.22. Să se calculeze momentele de inerţie mecanice şi geometrice ale 
unui paralelipiped omogen, de laturi a,b,c  în raport cu axele sistemului Cxyz, în 

raport cu centrul de masă C şi în raport cu axa ∆ (fig. 3.30). 
 

Soluţie: 
 Momentul de inerţie mecanic în raport cu axa Cz al paralelipipedului 

elementar este echivalent cu momentul de inerţie mecanic polar al plăcii 
dreptunghiulare în raport cu centrul său de masă. Astfel, se poate scrie:  

 

12

22
ba

dmdJ z

+
=  ,                                    (1) 
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pentru că la placa dreptunghiulară, conform cu relaţia (9) de la problema 3.16, 

momentul de inerţie polar în raport cu centrul de greutate are valoarea 

 

12

22
ba

MJC

+
= .           (2) 

 

 Masa elementului de paralelipiped este: 

 

dzbadm ρ= .       (3) 

 Integrând (1), se obţine: 


+

=
12

22
ba

dmJ z ,                                  (4) 

relaţie în care dm are valoarea exprimată prin relaţia (3), astfel că: 

 

  
1212

22

2

2

22 ba
abcdzba

ba
J

c

cz

+
ρ=ρ

+
=

−
.           (5) 

 Masa paralelipipedului este: 

abcVM ρ=ρ= .                    (6) 

 Prin urmare, 

          
12

22
ba

MJ z

+
= .                                (7) 
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Analog, se obţin:  

12

22
bc

MJ x

+
= ;  

12

22 ca
MJ y

+
= .     (8) 

Momentele de inerţie geometrice axiale ale paralelipipedului sunt:  

 

( )

( )

( ).
12

12

12

22

22

22

ba
abc

I

ca
abc

I

cb
abc

I

z

y

x

+=

+=

+=

            (9) 

Momentul de inerţie mecanic polar este: 

 ( )
122

1 222 cba
MJJJJ zyxO

++
=++=       (10) 

iar cel geometric: 

12

222
cba

abcIO

++
= .                         (11) 

Pentru determinarea momentului de inerţie mecanic în raport cu axa )(∆  

paralelă cu axa Cz se aplică teorema lui Steiner şi anume: 
2

MdJJ z +=∆  ,                  (12) 

unde distanţa d este: 

2

22
ba

d
+

= .         (13) 

 Prin urmare, 

( )22
2222

3

1

1412
baM

ba
M

ba
MJ +=

+
+

+
=∆

.                   (14) 

 

 Momentul de inerţie geometric în raport cu axa )(∆  este: 

 ( )22

3

1
baabcI +=∆ .            (15) 

 

 
3.2.23. Să se calculeze momentele de inerţie mecanice şi geometrice pentru 

o sferă (fig. 3.31). 
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Soluţie: 

 Volumul sferei este: 

 
3

44
3

2

0.

R
drrV

R

sf π=π=   .         (1) 

 

 
 

Fig. 3.31 

  

Masa porţiunii elementare este: 

drrdrAdVdm sf

2
. 4πρ=ρ=ρ= .                  (2) 

Momentul de inerţie polar în raport cu punctul O este: 

 

23
5

0
42

35

34

5
44 RR

R
drrdmrJ

R

O ρπ
⋅

⋅
=πρ= πρ== .                 (3) 

 Masa sferei poate fi scrisă astfel: 

ρπ=ρ= 3

3

4
RVM sf .                 (4) 

 Înlocuind (4) şi (1) în (3), rezultă: 

2

5

3
MRJO = .            (5) 

 Momentul de inerţie geometric polar este: 

5

5

4
RIO π= .             (6) 

 Datorită simetriei, momentul de inerţie în raport cu orice axă care trece 
prin centrul sferei este acelaşi: 
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zyx JJJJ ===∆ .                 (7) 

 Momentul polar mai poate fi scris, ţinând cont de (7), astfel: 

( ) xzyxO JJJJJ
2

3

2

1
=++= ,                    (8) 

de unde rezultă: 

Ox JJ
3

2
=                    (9) 

şi, înlocuind (5), se obţine: 

2

5

2
MRJJJJ zyx ==== ∆ .       (10) 

 

Momentul de inerţie geometric axial în raport cu orice axă care trece prin 

centrul sferei este: 

3

15

8
RIII zyx π=== .              (11) 

 
Aplicând teorema lui Steiner, se deduce momentul de inerţie mecanic în 

raport cu orice axă tangentă la sferă: 
 

 2222

5

7

3

2
1

MRMRMRMRJJ =+=+= ∆∆ .                     (12) 

 

3.2.24. Să se determine momentele inerţiale axiale şi centrifugale, polare 
corespunzătoare unei sfere pline de rază R (fig. 3.32). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
   

x 

y 

z 

O 

A 

B 

(Δ) 

Fig. 3.32 

r 
dr 
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Soluţie: 
 
 Datorită simetriei: 

 

 

( ) ( ) ( )

( )

















=

















−−

−−

−−

=

===

===

====

=++=

+++++=++=

===

==



 



100

010

001

5

2

5

2

5

2

5

2
842

4;
4

223

3

0

22

0

2

2

0

22

0

22

2

3

2222

222222

MR

JJJ

JJJ

JJJ
MR

J

MR
JJJ

MR
drrrdrrrJ

rdrrdVdm
R

M

V

M

dmrdmzyxJ

dmxydmzxdmzyJJJJ

JJJ

JJJ

zzyzx

yzyyx

xzxyx

zyx

R

v

R

vx

vv

x

zyxx

yzzxzxy

zyx

πρπρ

πρ
π

ρ
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3.3 Probleme propuse 
 

3.3.1. Să se determine poziţia centrului de greutate al barei compuse 

omogene din figura 3.33.  
 

 Răspuns: 0== CC yx . 

 
 

3.3.2. Să se determine poziţia centrului de greutate al plăcii rezultate prin 

decuparea unui cerc dintr-un pătrat (fig. 3.34).  

 

 Răspuns: 
)16(4 π−

π
−==

a
yx CC . 

 

   
 

Fig. 3.33    Fig. 3.34 

 
3.3.3. Să se calculeze poziţia centrului de masă al suprafeţei omogene 

rezultate prin extragerea unui semicerc de rază R dintr-un sfert de cerc de rază 2R. 

(fig. 3.35).  

 Răspuns: 
π

=







−

π
=

R
yRx CC

4
,1

3

16 . 

3.3.4. Să se calculeze poziţia centrului de masă al suprafeţei omogene 

compuse din figura 3.36.  

 Răspuns: 
π

=−=
9

28
,

3

R
y

R
x CC . 
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       Fig. 3.35    Fig. 3.36 
 

3.3.5. Să se determine centrul de greutate al plăcii din figura 3.37, figură 

formată din semicercul ACB şi triunghiul ADB. Se dă raza semicercului R şi        
OD = 2R.  
 

Răspuns: 
 

 
3.3.6. Se dau patru mase: m1 = 1 kg, m2 = 2 kg, m3 = 3 kg, m4 = 4 kg, 

concentrate în vârfurile unui pătrat OABC de latură a cm. Să se determine poziţia 

centrului acestor mase şi momentul de inerţie mecanic faţă de axele sistmului de 
referinţă Oxyz (fig. 3.38).  

C 
x 

y 

2R 

R 

O D 

A 

B 

2 

1 

( )0;CxC  

Fig. 3.37 

( ) ( ).0,187.0, RCyxC CC =  
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 Răspuns: 0,][
10

7
,][

2
=== CCC zcm

a
ycm

a
x . 

           ][12,][5,][7 222222
cmkgaJcmkgaJcmkgaJ zyx ⋅=⋅=⋅= . 

 

 

 3.3.7. Să se calculeze momentul de inerţie geometric centrifugal Ixy pentru 

triunghiul dreptunghic OAB din figura 3.39. 

 

 Răspuns: 
24

22cb
I xy = . 

  
 

       Fig. 3.38    Fig. 3.39 

 

  
 

Fig. 3.40    Fig. 3.41 

 
 3.3.8. Să se calculeze momentul de inerţie mecanic polar JO pentru elipsa 

de semiaxe a şi b din figura 3.40, precum şi ecuaţia elipsei sale centrale de inerţie. 
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 Răspuns:           ( )22

4
ba

M
J O += , 

        1

22

2

2

2

2

=









+








 b

y

a

x . 

 

 3.3.9. Să se determine momentul de inerţie mecanic axial Jx al 

patrulaterului  

 

ABCD din figura 3.41, ştiind că masa acestuia este M. 

 

 

 Răspuns:                  








+

+
=

ba

baM
J x

33

6
. 

 
 
 3.3.10. Să se calculeze momentele de inerţie mecanice Jx , Jx' , Jy , JO , JO' 

ale suprafeţei cuprinse între cercurile de raze R şi r din figura 3.42, ştiind că 
distanţa dintre centrele O şi O' ale cercurilor este a  şi masa suprafeţei respective 

este M. 
 

Răspuns: 
 

 
  
                           Fig. 3.42 
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22

2
2

'

4
1

4 rR

a
R

M
J x

, 

                            ( )22

4
rR

M
J y += ,         

                            







+








−
−=+= 2

22

2
2 2

4
2

4
R

rR

a
r

M
JJJ yxO
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+=+= 2

22

2
2

''' 2
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a
R

M
JJJ yxO

.



         [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 

           
153

4. STATICA PUNCTULUI MATERIAL [10] 

4.1 Consideraţii teoretice 

     4.1.1  Echilibrul punctului material supus la legături fără frecare 

 
 O legătură este o restricţie care limitează posibilităţile de deplasare ale 
unui punct material. 

Din punct de vedere mecanic, legătura unui punct material poate fi 

suprimată şi înlocuită cu o forţă notată lR  şi numită forţă de legătură sau 

reacţiune. Sub acţiunea forţelor date de rezultantă R  şi a forţei de legătură lR , 

punctul material devine „liber”. 

Aspectul geometric al legăturii se caracterizează prin reducerea gradelor de 
libertate ale punctului. 

Condiţia necesară şi suficientă de echilibru a punctului material este: 

- vectorială:    0=+ lRR ,  unde 
=

=
n

i

iFR
1

 - rezultanta forţelor exterioare       (4.1) 

- scalară:        .0,0,0 =+=+=+ lzzlyylxx RRRRRR                                        (4.2) 

 
 Necunoscutele unei probleme de echilibru a punctului material supus la 
legături, sunt parametrii poziţiei de echilibru şi forţa/forṭele de legătură. 
 În cele ce urmează, se va studia echilibrul punctului material pe o suprafaṭă 
sau o curbă.  
 

 a) Punct material obligat să rămână în echilibru pe o suprafaţă cu 
frecare neglijabilă 
 Forţa de legătură are direcţia normală la suprafaţă (fig. 4.1). În cazul 
punctului obligat să stea în echilibru pe suprafaţă sunt necesari doar doi parametri 
independenṭi care să definească poziţia de echilibru a punctului, punctul pe 
suprafaṭӑ având douӑ grade de libertate. 

 - Dacă ecuaţia suprafeţei este: 0),,( =zyxf , atunci fNRl gradλ==  şi 

condiţiile de echilibru (4.1) şi (4.2) devin:      
                                                                                                   

- vectorial:    0grad =λ+ fR             (4.3)  
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- scalar:            

( ) .x,y,z f,
z

f
λR

,
y

f
λR,

x

f
λR

z

yx

00

00

==
∂

∂
+

=
∂

∂
+=

∂

∂
+

                                      (4.4)  

Dacă interesează doar poziţia de echilibru a punctului, se elimină din (4.4) 

parametrul λ  şi se obţine următorul sistem în necunoscutele x, y, z:  

( ) .x,y,zf,

z

f

R

y

f

R

x

f

R zyx 0=

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
                                      (4.5) 

 

 - Dacă ecuaţia suprafeţei este ( )yxfz ,= , ecuaţiile (4.4) şi (4.5) devin:  

 

( ) ,00

00

=−=−

=
∂

∂
+=

∂

∂
+

zx,yf,λR

,
y

f
λR,

x

f
λR

z

yx                  (4.6) 

( ) .0,,
1

=−
−

=

∂

∂
=

∂

∂
zyxf

R

y

f

R

x

f

R zyx                (4.7) 

 - Dacă suprafaţa este dată sub formă parametrică: 

 

( ) ( ) ( ),,;,;, vuzzvuyyvuxx ===  
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atunci: 

                                        ,








∂

∂
×

∂

∂
λ==

v

r

u

r
NRl

  

În final, ecuaţiile de echilibru (4.2) devin: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) .0,,,0
,

,

,0
,

,
,0

,

,

==λ+

=λ+=λ+

zyxf
vuD

yxD
R

vuD

xzD
R

vuD

zyD
R

z

yx

                  (4.8)       

                        
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) .0,,,

,

,

,

,

,

,
=== zyxf

vuD

yxD

R

vuD

xzD

R

vuD

zyD

R zyx                    (4.9)                          

    Relaţiile (4.5), (4.7) şi (4.9) se folosesc dacă nu este necesar să se 

determine forţa de legătură (de fapt, forţa de legătură rezultă din (4.1) ca fiind 

RNRl −== , dacă se determină rezultanta forţelor exterioare R ), şi în consecinţă, 

ne interesează doar poziţia de echilibru a punctului material. 
 
 

 b) Punct obligat să stea pe o curbă cu frecare neglijabilă 
 
 Forţa de legătură este situată în planul normal la curbă în punctul 
respectiv, punctul având un grad de libertate (fig. 4.2). 
 

 



 156

- Dacă ecuaţia curbei este dată parametric:  ( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,,  

atunci: 0=τ⋅lR  ( τ  fiind versorul tangentei la curbă) sau, în baza relaţiei (4.1), 

0=τ⋅R . Dar cum versorul τ  are valoarea: 

                                          
222 '''

'''

zyx

kzjyix

++

++
=τ , 

se obţine:   

( ) ( ) ( ) 0''' =++ tzRtyRtxR zyx ,            (4.10) 

din care se determină parametrul t al poziţiei de echilibru. 

 - Dacă ecuaţia curbei este dată sub forma: ( ) ( ) ,0,,,0,, 21 == zyxfzyxf  

atunci 2211 ffNRl ∇λ+∇λ==  şi relaţiile (4.2) devin: 

( )

( ) 0,,

0,,

0λλ

0λλ

0λλ

2

1

2
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

=

=

=
∂

∂
+

∂

∂
+

=
∂

∂
+

∂

∂
+

=
∂

∂
+

∂

∂
+

zyxf

zyxf

z

f

z

f
R

y

f

y

f
R

x

f

x

f
R

z

y

x

                            (4.11)      

sau 

( )
( ) 0,,

0,,
0

2

1

21

21

21

=

=
=

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

zyxf

zyxf

z

f

z

f
R

y

f

y

f
R

x

f

x

f
R

z

y

x

 ,           (4.12) 

din care, utilizând (4.11), se determină coordonatele punctului zyx ,,  şi parametrii 

scalari 1λ  şi 2λ , sau numai coordonatele punctului zyx ,,  din (4.12), dacă nu ne 

interesează decât poziţia de echilibru a punctului pe curbă. 

 - Dacă ecuaţia curbei este dată sub forma: ( ) ( ),,,, yxgzyxfz ==  

notând: 

   
( ) ( )
( ) ( ) ,0,,,ψ

0,,,

=−=

=−=

zyxgzyx

zyxfzyx
                (4.13)  
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ecuaţiile de echilibru sunt date de (4.11) şi (4.12) scrise astfel: 

( )
( ) 0,

0,

0λλ

0
λλ

0λλ

21

21

21

=−

=−

=−−

=
∂

∂
+

∂

∂
+

=
∂

∂
+

∂

∂
+

zyxg

zyxf

R

y

g

y

f
R

x

g

x

f
R

z

y

x

              (4.14)      

( )
( ) .0,

0,
0

11

=−

=−
=

−−

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

zyxg

zyxf

R

y

g

y

f
R

x

g

x

f
R

z

y

x

          (4.15) 

 4.1.2 Echilibrul punctului material supus la legături cu frecare                                                           

 
 La legăturile cu frecare forţa de legătură se poate descompune în două 

componente: una normală N  şi cealaltă tangenţială T , numită forţă de frecare. 

 Condiţia de echilibru în cazul frecării este (4.1), în care ,TNRl +=  iar  

 

                                                          NT ⋅µ≤ ,                                                 (4.16) 

unde  ϕ=µ tg , unghiul ϕ  fiind unghiul de frecare, iar µ  coeficientul de frecare la 

alunecare (adimensional şi subunitar pentru a învinge frecarea). 

  
 

 a) Echilibrul unui punct material pe o suprafaţă aspră  
 Dacă unghiul ascuţit dintre normala la suprafaţă şi rezultanta forţelor 

exterioare este β  (fig. 4.3), condiţia necesară şi suficientă de echilibru este: 

 

ϕ≤β   sau  ϕ≥β coscos  ,           (4.17) 

dar cum 

                                  
fR

fR

∇⋅

∇⋅
=βcos  şi 

21

1
cos

µ+
=ϕ  ,  
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rezultă: 

21

1

µ+
≥

∇⋅

∇⋅

fR

fR
 .                                           (4.18)      

 

 Geometric, această condiţie se enunţă astfel: în caz de echilibru sub limită, 

rezultanta forţelor exterioare aplicate punctului material trebuie sa fie în interiorul 

unui con de revoluţie având ca axă normala la suprafaţă şi unghiul la vârf ϕ2 , 

numit con de frecare, respectiv, în cazul echilibrului la limită rezultanta forţelor 

exterioare trebuie să fie pe generatoarea conului de frecare. 

 În general, condiţiile (4.17) determină un domeniu de echilibru pe 

suprafaţă, frontiera lui fiind locul geometric al poziţiilor de echilibru la limită 

( ϕ=β  sau ϕ=β coscos ). 
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b) Echilibrul unui punct material pe o curbă cu frecare  

Notând prin α  unghiul complementar făcut de rezultanta R  a forţelor 

exterioare cu tangenta la curbă în M (fig. 4.4), condiţia de echilibru (4.17) devine: 

  ϕ−
π

≥α
2

sau 
21

sincos
µ+

µ
=ϕ≤α  ,                             (4.19) 

unde:  ττ=α ,cos
R

R
 fiind versorul tangentei la curbă. 

 
 Geometric, condiţia (4.19) se enunţă astfel: în caz de echilibru sub limită, 

rezultanta forţelor exterioare aplicate punctului material trebuie să fie în 

exteriorul unui con de revoluţie având ca axă tangenta la curbă şi unghiul la vârf 

(180- 2φ), numit con complementar de frecare; în caz de echilibru la limită 

rezultanta forţelor exterioare trebuie să fie pe generatoarea conului complementar 

de frecare.  

În general, un punct material poate sta în echilibru sub limita frecării de alunecare 

pe o curbă aspră în toate punctele unui arc ce aparţine curbei, extremităţile lui fiind 

poziţiile de echilibru la limită, obţinute pentru ϕ−
π

=α
2

. 
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4.2   Probleme rezolvate [10] 
 

 4.2.1. Să se determine poziţia de echilibru a unui punct material M, de 

masă m, atras proporţional cu masele şi distanţele de trei puncte materiale de mase 

m1, m2, m3  (fig. 4.5). 

 

 
Fig. 4.5 

 

 

 Soluţie: 
Punctul M este sub acţiunea forţelor de atracţie a punctelor A, B, C, care 

sunt forţe de legătură. Punctul neavând greutate, rezultanta forţelor de atracţie este 

nulă. 
 Condiţia de echilibru, în baza relaţiei (4.1), este:  

 

0=++ MCMBMA FFF  ,                                                (1) 

dar:                 

MCmmkFBMmmkFAMmmkF MCMBMA 321 ;; ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=  ,       (2) 

 

unde: k este o constantă de proporţionalitate; 
             m reprezintă masa punctului M; 

321 ,, mmm   reprezintă masele punctelor  A,B,C. 
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Având în vedere figura 4.5 se pot scrie relaţiile: 
 

,,, MCMBMA rrMCrrMBrrMA −=−=−=   (3) 

 

care introduse în (1), având în vedere (2), conduc la: 

 

321

321

mmm

rmrmrm
r CBA

M
++

++
= .                                               (4) 

 
 În concluzie, pentru ca punctul M să fie în echilibru trebuie să fie plasat în 

centrul de greutate al triunghiului ABC, întrucât (4) este expresia vectorului de 
poziţie al centrului de greutate al triunghiului. 

 
 4.2.2. Un punct M este legat cu trei bare rigide de lungimi egale 

lMCMBMA ===  de trei puncte fixe A, B, C, care alcătuiesc un triunghi 

echilateral de latură a (fig. 4.6). 

 Punctul M fiind supus la acţiunea unei forţe F  de direcţie paralelă cu 

înălţimea AA’ a triunghiului ABC, se cer tensiunile în barele MA, MB, MC. 

 
 

Soluţie: 
Ecuaţiile scalare de echilibru ale punctului material, conform cu (4.2), sunt: 

 

0
'

cos
'

coscos =α+α+α−
OC

OA
N

OB

OA
NNF CBA  

 

                            0coscoscoscos =βα+βα− CB NN                (1) 

 

                                            ( ) .0sinsinsin =α+α+α− CBA NNN  

 
Având în vedere că: 

,
3

3
'

3

2
aAAOCOBOA ====  

,
3

3
cos

l

a

AM

OA
==α  
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Fig. 4.6 

 

sistemul (1) devine:  

,
3

2

1

2

1
F

a

l
NNN CBA −=++−             (2) 

                                       

                              0,0 =++=− CBABC NNNNN . 

 

Rezolvând sistemul (2), rezultă: 

 

.
3

3
;

3

3
2 F

a

l
NNF

l

a
N CBA ==−=                                      (3) 

 

 Semnul (-) din expresia lui AN  arată că sensul corect al acestei forţe este 

cel punctat în figura 4.7. 
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4.2.3. Se cere poziţia de echilibru a unui punct M (fig. 4.7), de greutate P , 

mobil fără frecare în interiorul unei sfere de rază r şi atras cu o forţă de modul 

constant PQ ≠ , spre un punct fix A, exterior sferei şi situat pe diametrul vertical 

la înălţimea aOA = deasupra centrului  O (a>r) . 

 

 
 

Fig. 4.7 

 Soluţie: 
Asupra punctului acţionează trei forţe: 

- greutatea P ; 

- forţa de atracţie Q ; 

- reacţiunea N  . 

 Ecuaţia vectorială de echilibru, conform relaţiei (4.1), este: 

.);0 QPNQP ⋅×=++                                  (1) 

Înmulţind (1) vectorial cu P  şi scalar cu Q , se obţine: 

 

( ) 0=⋅× QPN ,                                                      (2) 

deci, pentru a fi posibil echilibrul punctului, cele trei forţe trebuie să fie coplanare. 

Din (1) rezultă:  
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,PNQ −=+                                                         (3) 

adică P  este direct opus diagonalei paralelogramului forţelor Q  şi N , deci P  

este exterior unghiului forţelor Q  şi N . 

 Sintetizând rezultatele (2), (3) şi (1), se poate spune că trei forţe concurente 

şi în echilibru sunt coplanare şi fiecare este exterioară unghiului celorlalte două. 

 Cum forţa P  este în plan vertical, rezultă că cele trei forţe sunt mereu în 

planul vertical ce conţine diametrul BC şi pentru a fi în echilibru trebuie ca fiecare 

să fie exterioară unghiului celorlalte două. 
 Se observă că această condiţie nu este satisfăcută decât în A şi C. Dacă 

PQ >  echilibrul este în punctul B, cel de mai sus al sferei, iar dacă PQ <  

echilibrul este în punctul C, cel mai de jos al sferei. 

 

4.2.4. Un sistem de puncte materiale iA , de mase im  (i = 1, 2, ..., n) atrag 

proporţional cu masele şi distanţele un punct M de greutate P . Constanta de 
atracţie este aceeaşi, k. Să se determine poziţia de echilibru a punctului M. 

 

 Soluţie:  

Asupra punctului acţionează greutatea P ca forţă exterioară şi forţele de 

atracţie (forţe de legătură) 
iMAF . 

 Ecuaţia vectorială de echilibru, în baza relaţiei (4.1), este: 

,0
1

=+
=

n

i

MAi
FP                                                (1) 

dar:  

( ),MiiiiMA rrmmkMAmmkF
i

−⋅⋅=⋅⋅=                              (2) 

unde: m - masa punctului M ; 

             ir  - vectorul de poziţie al punctului iA ; 

             Mr - vectorul de poziţie al punctului M . 

 Introducând (2) în (1), se obţine:  

.0
1 1

=+









−⋅  

= =

Pmrrmmk
n

i

n

i

iMii                                       (3) 

Ştiind că:  

      ,, kzjyixrkzjyixr Miiii ++=++=  
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se proiectează relaţia vectorială (3) pe axele unui sistem de referinţă triortogonal 

Oxyz  şi se obţine: 

    
= = = == =

=−









−⋅=−=−

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiii

n

i

n

i

iii Pmzmmkmyymmxxm
1 1 1 11 1

.0,0,0  (4) 

 Poziţia centrului de masă al unui sistem de puncte materiale este definită de:         




=
i

ii

C
m

rm
r  

sau: 

.;;

1

1

1

1

1

1













=

=

=

=

=

= ===
n

i

i

n

i

ii

Cn

i

i

n

i

ii

Cn

i

i

n

i

ii

C

m

zm

z

m

ym

y

m

xm

x                           (5) 

 Din primele două ecuaţii ale sistemului (4) se obţine, ţinând cont de (5):                        









=

=

=

= ====
n

i

i

n

i

ii

cn

i

i

n

i

ii

c

m

ym

yy

m

xm

xx

1

1

1

1 ; .                                 (6) 

 Ultima relaţie din (5) conduce la: 

 
= =

==
n

i

n

i

CiCii Mzmzzm
1 1

,                                         (7) 

unde 
=

=
n

i

imM
1

 este masa întregului sistem de puncte materiale. 

 Introducând (7) în ultima ecuaţie a sistemului (4), rezultă: 

 

( ) .PzzMmk C =−⋅⋅                                              (8) 

 Relaţiile (6) arată că punctul M este pe verticala dusă prin centrul de masă 

al sistemului material, la distanţa: 

 

Mmk

P
zzCM C

⋅⋅
=−=                                               (9) 

obţinută din (8). 
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 4.2.5. Un punct material M de greutate P  (fig. 4.8) este mobil, fără 
frecare, pe linia de cea mai mare pantă AB a unui plan înclinat, care face 

030=
∧

BAC  cu orizontala AC. Punctul este atras de un punct D situat pe verticala 

CBD la înălţimea CD=CA, cu o forţă de modul constant Q.  

Se cere: 

1. Unghiul ascuţit α=BMD  în poziţie de echilibru  

2. Apăsarea punctului M pe planul înclinat  

3. Între ce limite poate varia forţa Q  pentru ca punctul M să aibă o poziţie de 

echilibru între A şi B ? 

 
Fig. 4.8 

 

 Soluţie:  
Forţele care  acţionează asupra punctului M sunt: 

- greutatea P ; 

- forţa de atracţie Q ; 

- forţa normală (recţiunea planului ) N . 

Se alege un sistem de referinţă xOy , cu axa Ox după linia de cea mai mare pantă 

AB, iar axa Oy perpendiculară pe ea în punctul A (fig. 4.8) . Ecuaţia vectorială de 

echilibru, conform relaţiei (4.1), este: 

0=++ NQP  .                                                  (1) 

Proiectând (1) pe axele sistemului de referinţă xOy , se obţine: 

.0sin
2

3
,0cos

2

1
=+α+−=α+− NQPQP                                (2) 
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Din (2) rezultă:  

                           .43
2

1
;

2
cos 22 





 −−==α PQPN

Q

P
 

 Problema are soluţie pentru ,
2

PQ
P

≤≤  deoarece N  trebuie să fie pozitivă 

(sau nulă) şi ( ) .04 22 ≥− PQ  

 Pentru determinarea limitelor de variaţie a forţei Q  între A şi B se 

calculează Q în punctele extreme ţinând cont de (2) : 

 
- în punctul A:  

( )PPP
Q 13

2

2

15cos2cos2
,15 0

0 −==
α

==α  

- în punctul B: 

,

2

1
2cos2

,600
P

Pp
Q ==

α
==α  

deci: 

( ) .13
2

2
PQP <<−                                               (3) 

 
 4.2.6. Un punct M este mobil, fără frecare, pe dreapta ∆ : 

 

                                                  
,pazy

pazx

−=

+=
 

sub acţiunea unei forţe de componente: 

 

                                 .;; xyFzxFyzF zyx ===  

1. Să se găsească poziţiile de echilibru ale punctului M considerând dreapta 

∆  ca dată prin intersecţia a două suprafeţe .  
2. Să se rezolve problema considerând ecuaţiile date ca ecuaţii parametrice 

ale dreptei ∆  de parametru z . 
 

 Soluţie:  

1. Suprafeţele ce determină dreapta ∆ se pot scrie sub forma: 

( ) ( ) .0,,,0,, 21 =+−==−−= pazyzyxfpazxzyxf  
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 Folosind condiţiile de echilibru (4.12), se poate scrie: 

,010

01

21

21

21

=

−−

=

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

aazy

zx

yz

z

f

z

f
R

y

f

y

f
R

x

f

x

f
R

z

y

x

     
0

0

=+−

=−−

pazy

pazx
                (1) 

sau: 

( ) .0,0,0 =+−=−−=++ pazypazxxyyxaz                           (2) 

 Adunând şi, respectiv, înmulţind ultimele două relaţii ale sistemului (2), 

rezultă expresiile: 

,,2 222
pzaxyazyx −==+                                        (3) 

care introduse în prima ecuaţie, conduc la: 

.
3

3

a

p
z ±=                                                          (4) 

Cu expresia (4) se pot obţine coordonatele: 

.
3

3
1,

3

3
1 










±−=−=










±=+= ppazyppazx                      (5) 

Astfel, punctul va sta în echilibru în două poziţii date  de (4) şi (5). 

  

2. Ecuaţiile dreptei (Δ) scrise sub formă parametrică sunt: 

.;; zzpazypazx =−=+=                                          (6) 

 Condiţia de echilibru a punctului, conform cu (4.10), este: 

 

      .0''' =++ zRyRxR zyx  

Înlocuind ,',',',,, zyxRRR zyx  rezultă: 

                                 0=++ xyazxayz  

sau ţinând cont de (6), se obţine: 

( ) .
3

3
;;2;0 222

a

p
zpzaxyazyxxyyxaz ±=−==+=++          (7) 

 Introducând (7) în (6), rezultă: 

 

.
3

3
1,

3

3
1 











±−=











±= pypx                                       (8) 
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4.2.7. Un punct material de greutate G  poate aluneca fără frecare: 

a) pe un cerc şi asupra lui acţionează o forţă orizontală constantă F  ca în        
figura 4.9a; 

b) pe o elipsă şi punctul este respins de axa Oy cu o forţă proporţională cu distanţa 
de la punct la axă, conform figurii 4.9b. 

 

 
 
Soluţie:                

a) Ecuaţia vectorială de echilibru a forţelor care acţionează asupra punctului M 
este: 

.0=++ NGF         (1) 

 Se proiectează această ecuaţie pe axele sistemului de referinţă ales xOy . 
Astfel, 

                                           
0sin

0cos

=α+−

=α−

NG

NF
.     (2) 

Din sistemul (2) rezultă: 

            
F

G
tg =α                                      (3)  

                    .22
GFN +=                                       (4) 

Discuţie: 

 1° Dacă forţa ∞→F , rezultă ;00 παα sautg ==  

x 

y 

O 

F  

G  

N  

xN  

yN  

a. 

x 

y 

O 

M 
M F  

xN  

G  

N  
yN  

2a 

2b 

x 

y α 

b. Fig. 4.9 

α  
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 2° Dacă forţa 0=F  , rezultă ;
2

3

2
π

π
αα sautg =∞=  (5) 

 3° Dacă forţa GF = ,  rezultă .
4

5

4
1 π

π
αα sautg ==  

b) Ecuaţia vectorială de echilibru a forţelor ce acţionează asupra punctului M 
este: 

.0=++ NGF       

 Proiectând această ecuaţie pe axele sistemului de referinţă ales xOy , se 
obţine: 

            

.

0

0

xkF

NG

NF

y

x

=

=+−

=−

                   (6) 

Din sistemul (6) rezultă:         

  ,, GNFN yx ==    

 (7) 

iar din figura 4.9b se obţine:           

 .
)(

)(
'

'

G

kx

G

F

N

N

yf

xf
tg

y

x ===−=α       (8) 

 Luând în considerare ecuaţia elipsei, se poate scrie: 

         .1 22
2

2

2

2

yb
b

a
x

b

y

a

x
−±==+                  (9) 

Notând: 

                                01),(
2

2

2

2

=−−=
b

y

a

x
yxf                  (10) 

 

şi cunoscând interpretarea geometrică a noţiunii de derivată  a unei funcţii, panta se 

determină astfel:  

               .
)('

)('
2

2

y

x

a

b

yf

xf
tg −=−=α                                         (11) 

 

Din relaţiile (8) şi (11) se obţine y, respectiv din (9) se obţine x.  Astfel: 

 

     ,
2

2

k

G

a

b
y −=     .

1 2224
Gbka

ak
x −±=                             (12) 
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Pentru x = 0, din (9) rezultă .by ±=       

 Valorile scalare ale reacţiunii normale N  se obţin din (6), având în vedere 

(12), astfel:         

                              22241
Gbka

a
N x −±=  ,   .GN y =                              (13) 

 
Modulul reacţiunii normale este:          

              .
)( 22242

22

a

baGak
NNN yx

−+
=+=          (14) 

 

 

4.2.8. Un punct material M de greutate G  poate aluneca fără frecare pe un 

cerc, fiind respins de extremitatea inferioară a diametrului vertical al cercului cu o 

forţă invers proporţională cu pătratul distanţei dintre cele două puncte (fig. 4.10). 
Să se determine poziţia de echilibru a punctului pe cerc şi reacţiunea cercului. 

 

Soluţie: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

Ecuaţia vectorială de echilibru a sistemului de forţe care acţionează asupra 

lui M este: 

                      .0=++ NGF               (1) 

Proiectând (1) pe axele sistemului de referinţă xOy ales, se obţin ecuaţiile 
scalare de echilibru: 

O 

F  

G  

M 

y 

α

x 

Fig. 4.10 

r 

N

α  
A 

. 
2/α  2/α
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,0cos
2

sin

0sin
2

cos

=α−
α

−

=α−
α

GFN

GF

                                                 (2) 

în care:     ,
2

AM

k
F =    ,

2
sin2

α
rAM =        .

2
sin4 22 α

r

k
F =  (3) 

Rezolvând sistemul (2), rezultă: 

                                   α+
α

= cos
2

sin GFN                                                         (4) 

                                       ;;0
2

cos) πα
α

==a       

                                      .
2

1

2
sin) 3

2
Gr

k
b =

α
                            (5) 

Ţinând cont de rezultatele a) şi b), rezultă:  distanţa  AM şi valoarea 

reacţiunii N : 

a)  .
4

;2
2

G
r

k
NrAM −==                                           (6) 

b) .;3 GN
G

kr
AM ==                                           (7) 

 

4.2.9. Un punct greu poate aluneca pe o semidreaptă Ox care face unghiul 

α  cu orizontala (fig. 4.11), fiind atras de punctul O , cel mai de sus pe Ox , cu o 

forţă proporţională cu distanţa. Unghiul de frecare fiind ,α<ϕ  se cere intervalul 

de echilibru. 

 

 
Fig. 4.11 
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Soluţie:      

a) Prima metodă 
Rezultanta forţelor exterioare care acţionează asupra punctului este: 

,FPjRiRR yx +=+=  

unde: .cos;sin α=−α= PRFPR yx  

Condiţia de echilibru, conform cu  (4.17), este:                       

.coscos ϕ≥β                                                     (1) 

Cum: 

( )
,

sin2

cos

cossin

cos
cos

22222
PFPF

P

PFP

P

R

R
j

R

R y

+α⋅⋅−

α
=

α+−α

α
===β  

se obţine: 

ϕ≥
+α⋅⋅−

α
cos

sin2

cos
22 PFPF

P
 

sau:   

.0
cos

cos
1sin2

2

2
22 ≤











ϕ

α
−+α⋅⋅− PFPF                                (2) 

Rădăcinile ecuaţiei dată de (2) sunt: 

( )
.

cos

sin
2,1

ϕ

ϕα
=

m
PF                                                  (3) 

 Întrucât: 

,0cos
cos

coscos
sin 222

2

22
22 >ϕ⋅α=











ϕ

α−ϕ
−α=∆ tgPP  

pentru a avea satisfăcută inegalitatea (2) este necesar ca: 

.21 FFF ≤≤                                                   (4) 

 Dar cum 

,kxF =                                                         (5) 

introducând (3) şi (5) în (4), se obţine: 

 

( ) ( )
.

cos

sin

cos

sin

ϕ

ϕ+α
≤≤

ϕ

ϕ−α

k

P
x

k

P
                                     (6) 
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 b) A doua metodă – a se vedea problema anterioară. 
 

4.2.10. Un punct material greu M (fig. 4.12) este mobil pe un cerc vertical, 

fiind atras de punctul cel mai de sus A al cercului, cu o forţă proporţională cu 

distanţa AM şi care devine egală cu greutatea punctului la o distanţă egală cu 

diametrul cercului. Unghiul de frecare fiind ϕ  se  cere regiunea de echilibru. 

 

Soluţie: 

Suprimând legăturile, se introduc forţele de legătură N  şi T , după care se 

studiază echilibrul punctului material ca un punct material liber. Alegând un sistem 

de referinţă intrinsec τνM  (fig. 4.12), condiţiile de echilibru, conform cu (4.1), 

(4.2), (4.16), sunt: 

    0=+++ NTFP                (1) 

NT µ≤  

 
Fig. 4.12 

.,0sin
2

cos,0cos
2

sin NTPTFNPF µ≤=θ−−
θ

=−θ+
θ

               (2) 

 Cum valoarea lui F este: 

     ,
2

sin2
θ

⋅⋅=⋅= rKMAkF  

pentru ,,2 PFrAM == rezultă  

.
2

sin,
2

θ
== PF

r

P
k                                                  (3) 
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 Din primele două relaţii ale sistemului (2), luând în considerare (3) se 
obţine: 

 .
2

cos;
2

cos
2

sin 2 θ
=

θθ
−= PNPT                                   (4) 

 Introducând (4) în ultima relaţie din (2), rezultă: 

                                         ϕ≤
θ

tgtg
2

   sau   .2ϕ≤θ  

 

 Pentru PF =  şi rAM 2=  punctul M coincide cu B, deci π=θ  şi din (4) 

rezultă ,0,0 == NT  deci punctul este în echilibru. Poziţiile de echilibru ale 

punctului sunt pentru ϕ<θ 2  şi în punctul cel mai jos al cercului. 

 

 4.2.11. Un punct material greu este mobil pe un plan înclinat cu unghiul α  

faţă de orizontală şi al cărui unghi de frecare este α<ϕ  (fig. 4.13). El este acţionat 

de o forţă F  care face unghiul 090<β  cu planul înclinat, având sensul din figură. 

Între ce limite poate varia F  pentru ca punctul să stea în echilibru? 

 
 

Fig. 4.13 

Soluţie: 
 

Asupra punctului acţionează forţele exterioare FP ,  şi forţele de legătură 

TN , . Condiţiile de echilibru, conform cu (4.1), (4.2), (4.16) sunt: 

NtgTTNFP ϕ≤=+++ ,0                                        (1) 

sau: 
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.

0sincos

0cossin

NtgT

NFP

TFP

ϕ≤

=+β−α−

=−β+α−

                                                   (2) 

 

 Din primele ecuaţii ale sistemului (2) se obţin: 

 

,cossin;sincos α+β=α−β= PFNPFT                                   (3) 

care introduse în ultima relaţie, ştiind că 090<β ,  090<α  , conduc la: 

( ).sincos|sincos| β+αϕ≤α−β FPtgPF                                       (4) 

 

 Dacă: 
         ,0sincos >α−β PF  

relaţia (4) devine: 

( ),sincossincos β+αϕ≤α−β FPtgPF  

de unde: 

( )
( )ϕ+β

ϕ+α
≤

cos

sin
PF   .                                                (5) 

 Dacă:  

                                                ,0sincos <α−β PF  

relaţia (4) devine: 

                                    ( )β+α≤β−α sincostgcossin FPFP  , 

 

de unde:                               
( )
( )

.
cos

sin

ϕ−β

ϕ−α
≥ PF                                                        (6)     

 
 Reunind relaţiile (5) şi (6) rezultă: 

 

( )
( )

( )
( )

.
cos

sin

cos

sin

ϕ+β

ϕ+α
≤≤

ϕ−β

ϕ−α
PFP                                         (7) 

 

pentru         
( ) ( )

( ) ( ) ,0cos;;0sin

;0cos;0sin;900

>ϕ−βϕ>α>ϕ−α

>ϕ+α>ϕ+α<ϕ+β
 

astfel că: 
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( )
( )

( )
( )

.
cos

sin

cos

sin

ϕ+β

ϕ+α
≤≤

ϕ−β

ϕ−α
PFP                                        (8)       

                            

Pentru        
( ) ( )

( ) ( ) ,0cos;;0sin

;0cos;0sin;900

>ϕ−βϕ>α>ϕ−α

<ϕ+α>ϕ+α>ϕ+β
 

 

astfel că:                               
( )
( )

.
cos

sin

ϕ−β

ϕ−α
≥ PF  
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4.3  Probleme propuse 

 

4.3.1. Un trepied echilateral este fixat pe cadrul unui ceas  

(fig. 4.14). Înălţimea trepiedului este egală cu raza cadranului de ceas. Picioarele 

trepiedului sunt sprijinite la indicaţia orelor 12, 4 şi 8. Forţa orizontală F este 

aplicată în punctul A la vârful trepiedului în direcţia corespunzătoare orei 1 la 030  

faţă de planul format de punctele 12,, COA  . Să se determine forţele aplicate 

punctului A de către barele trepiedului. 

 

 Răspuns:    
6

2
;0 1284

F
FFF ===    

 
 4.3.2.  O particulă de greutate G este suspendată la mijlocul unui resort 

orizontal de lungime 2a în stare nedeformată (fig. 4.15). Fiecare jumătate de resort 

are constanta elastică k. Să se determine deplasarea δ  a particulei. 

 Răspuns:     
3

1
2











=δ

k

Ga
. 
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Fig. 4.15 

 

 4.3.3. Un punct material M este mobil fără frecare pe elipsoidul de inerţie: 

2

2

22

2
2 c

a
k

G

zyx =
−

+++     (c = constantă)  

 
fiind acţionat de următoarele forţe: greutatea sa G, o forţă de atracţie proporţională 

cu distanţa spre punctul fix ( )aA ,0,0  şi o forţă de atracţie proporţională cu distanţa 

spre planul orizontal xOy  şi perpendiculară pe aceasta. Coeficientul atracţiilor este 

acelaşi, k. Se cer poziţiile de echilibru. 

 

 Răspuns: Echilibru în orice poziţie. 

 

 4.3.4. Se cere poziţia de echilibru a unui punct greu M, mobil fără frecare 

pe curba ( )Γ  de ecuaţii: 

4222 =++ zyx    şi    0
394

22

=−−
zyx

 

într-un sistem Oxyz cu axa Oz  verticală în sus . 

 
 Răspuns:  Patru poziţii de echilibru: 

1;3;0 −=±== zyx  

şi 

.
3

2
;0;

3

22
==±= zyx  
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4.3.5. Să se determine poziţiile de echilibru ale unui punct greu M , mobil 

pe un cerc luciu al cărui plan face unghiul α   cu planul orizontal. 

 

 Răspuns:       .sin;cos;0 α⋅±=α⋅±== rzryx  

 

 4.3.6. Un punct material greu este mobil pe un plan aspru înclinat cu 

unghiul α   faţă de orizontală şi al cărui unghi de frecare este α<ϕ . El este 

acţionat de o forţă  orizontală F  cuprinsă în acelaşi plan vertical cu linia de cea 

mai mare pantă, având sensul din figura 4.16. Între ce limite poate varia forţa F  

pentru a exista echilibru? 

 

 
  

 
 
 

Răspuns: 
 

dacă     ,90φα 0<+ atunci ( ) ( ),φαtgφαtg +≤≤− PFP  

dacă     ,90φα 0>+ atunci ( ) ( )φαtgφαtg +≤≤− PFP . 

              

4.3.7. O greutate G  este suspendată în punctul O de un fir inextensibil AOB 

ale cărei capete A şi B sunt fixate la o grindă. Se cunosc unghiurile βα ,  pe  care 

firul le face cu grinda. Să se determine tensiunile din fir (fig. 4.17). 

 

 

Fig. 4.16 
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A B 

O 

G  

β α 

Fig. 4.17 

O 
A 

B 

M 

G  

AF  
BF  

r  α  

Fig. 4.18 

 
 

Răspuns: 
 

                    
( ) ( )

.
sin

cos
;

sin

cos

βα

α

βα

β

+
=

+
= GSGS BA  

 
 
 
 
 

4.3.8. Un punct M de greutate G  se poate deplasa fără frecare pe un cerc 
de rază r, fiind respins de extremitatea A a diametrului orizontal şi atras de 
extremitatea B a diametrului vertical, cu forţe proporţionale cu distanţele 
respective. Să se determine poziţia de echilibru a punctului pe cerc şi reacţiunea 
cercului (fig. 4.18). 

Răspuns: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                           

                

( ) .

.1

.0

222
rkkrGN

kr

G
tg

NGFF BA

+−=

−=

=+++

α  
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4.3.9. Pe un ghidaj circular, situat într-un plan vertical, se sprijină două 
puncte de greutăţi 1G  şi 2G legate între ele printr-un fir perfect flexibil şi 
inextensibil de lungime l. Raza ghidajului circular este r. Se cere să se determine 
valorile unghiurilor 1ϕ  şi 2ϕ  pentru poziţia de echilibru (fig. 4.19).  

Răspuns:  
 
        
 
 

 
 

 
 

4
.3.10. 
Un punct M, care poate aluneca fără 

frecare în lungul unei drepte, este atras de 

două puncte fixe 1O  şi 2O  cu forţe invers proporţionale cu distanţele pătratelor 

respective. Punctul M se găseşte în echilibru când segmentul 1MO  este normal pe 

segmentul 2MO . Să se demonstreze că pentru poziţia de echilibru a punctului, între 

lungimile a, b, c există relaţia: .33
abcba =+  Să se determine în acest caz 

valoarea reacţiunii normale N .  

 
Răspuns: 

 

.

.0

44

21

ba

k
N

NFF

+
=

=++

 

 

r 

O 

1M  

2M  

1ϕ  2ϕ  

1G  
2G  

l 

Fig. 4.19 
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5. ECHILIBRUL SOLIDULUI RIGID [10] 

 
5.1 Consideraţii teoretice  

5.1.1 Echilibrul solidului rigid liber 

 Un solid rigid este liber (are şase grade de libertate) atunci când poziţia 

sa în spaţiu este determinată exclusiv de către sistemul de forţe care acţionează 
asupra lui. Solidul rigid liber are şase grade de libertate care, în general, sunt trei 

translaţii şi trei rotaţii. Înseamnă că poziţia rigidului în spaţiu este determinată de 
şase parametri care pot fi aleşi în următoarele moduri (fig. 5.1): 

 
 

a) se aleg coordonatele 101010 ,, zyx  ale unui punct O aparţinând solidului 

rigid şi unghiurile lui Euler θϕψ ,, ; 

b) se aleg coordonatele 101010 ,, zyx  ale unui punct O al rigidului şi trei 

din cele nouă cosinusuri directoare ,31,,, ÷=γβα iiii  ale axelor 
sistemului Oxyz solidar cu rigidul (C) în raport cu sistemul fix oarecare 

1111 zyxO , respectiv în raport cu sistemul ''' zyxO  ale cărui axe sunt 
paralele cu ale sistemului de referinţă fix; 

c) se aleg şase din cele nouă coordonate a trei puncte O, M, N necoliniare 
distincte, aparţinând solidului rigid. 

 Condiţia necesară şi suficientă  ca un solid rigid aflat sub acţiunea unui 

sistem de forţe ni FFF ...,,...,,1  să fie în echilibru este ca sistemul de forţe să fie 

echivalent cu zero, respectiv torsorul de reducere în raport cu un punct oarecare O 
să fie nul. În consecinţă, ecuaţiile vectoriale de echilibru ale solidului rigid sunt: 
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   0,0 == OMR .                                           (5.1) 

 
 Ecuaţiile scalare de echilibru se obţin proiectând relaṭiile (5.1) pe axele 
unui sistem de referinţă, sistemul fix 1111 zyxO . Se obţine astfel sistemul de ecuaṭii: 

           0
1

11
==

=

n

i

ixx FR  

           0
1

11
==

=

n

i

iyy FR  

           

( ) 0

0

1
11

1

111

11

=−=

==





=

=

n

i

iyiizix

n

i

izz

FzFyM

FR

                        (5.2)     

          ( ) 0
1

11 111
=−=

=

n

i

iziixiy FxFzM  

          ( ) 0
1

11 111
=−=

=

n

i

ixiiyiz FyFxM  ,   

în care iii zyx 111 ,,  sunt coordonatele punctelor iA  în care acţionează forţele 

,1, niFi ÷= în raport cu sistemul de referinţă fix 1111 zyxO , iar 

111
,, iziyix FFF reprezintă proiecţiile forţelor iF  pe axele acestui sistem. 

 În general, necunoscutele la o problemă de echilibru a unui solid rigid liber 
sunt cei şase parametri independenţi care poziţionează rigidul în spaţiu. Având şase 
ecuaţii şi şase necunoscute, problema echilibrului unui solid rigid liber este o 
problemă static determinată. 
 

5.1.2  Echilibrul solidului rigid supus la legături 

 O legătură a unui solid rigid este o restricţie impusă posibilităţilor de 
mişcare ale acestuia. Rigidul poate face mişcari simple (translaṭie sau rotaṭie), fie 
mişcări compuse combinaṭii ale acestora. Orice legătură a unui rigid îi suprimă 
acestuia un număr n de grade de libertate, 6≤n .  
 În conformitate cu axioma legăturilor, orice legătură a unui rigid se poate 
suprima şi se înlocuieşte cu o forţă de legătură corespunzătoare (pe direcṭia 
mişcării suprimate şi în sens invers acesteia) aplicată rigidului într-un punct 
teoretic de contact. Astfel, solidul rigid devine “liber”, asupra lui acţionând forţele 
date şi forţele de legătură. 
 În mecanica tehnică legăturile reale fără frecare ale solidului rigid se 
aproximează cu următoarele tipuri de legături: 
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5.1.2.1 Reazemul simplu (simpla rezemare)  

 Această legătură apare atunci când contactul dintre corpuri este 
punctiform, este după o dreaptă de contact sau o suprafaţă plană de contact. 
Indiferent de situaţie, se consideră contactul corpurilor într-un punct teoretic de 
contact şi anume în punctul în care axa centrală a sistemului de forţe date 
intersectează suprafaţa (sau dreapta) de contact dintre cele două corpuri. 
 Reazemul simplu suprimă rigidului un grad de libertate şi anume, 
deplasarea în direcţia normalei dusă în punctul teoretic de contact pe suprafaţa  
(sau dreapta) de contact. 
 Simbolul reazemului simplu este prezentat în figura 5.2a. 
 
 
        
 
 
 
 
 
 
                        
                        

 
                                            Fig. 5.2                                               

 
Fig. 5.3 

 
 Prin suprimarea acestei legături, se introduce în punctul teoretic de contact A 
reacţiunea normală N  după direcţia normalei pe suprafaţa de contact, având sensul 
contrar tendinţei de deplasare a rigidului, iar modulul necunoscut (fig. 5.2b). 
 

 

 

 
 
 
 
c. Articulaṭie cilindrica [1a]. 

c. 
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5.1.2.2 Articulaţia cilindrică  

 Legătura aceasta se întâlneşte atunci când solidul 

rigid este acţionat de către un sistem de forţe coplanare care 

fixează un punct al rigidului situat în planul forţelor.  

Astfel, rigidul este obligat să se rotească în jurul unei axe  

[4a] 

perpendiculare pe planul forţelor, în punctul fix. Articulaţia cilindrică are simbolul 

prezentat în figura 5.3a. 

 Prin suprimarea acestei legături se introduce o forţă de legătură lR , care 

trece prin punctul fix, dar are direcţia şi modulul necunoscute. În aplicaţiile 

practice se introduc componentele VH  şi , pe orizontală şi pe verticală, ale forţei 

de legătură (fig. 5.3b), cu ajutorul cărora se pot determina modulul şi direcţia forţei 

de legătură lR astfel:  

            
H

V
tgVHRl =α+= ,22 .                                         (5.3) 

 
5.1.2.3 Articulaţia sferică 

 Această legătură suprimă corpului trei grade de 

libertate şi anume, cele trei translaţii în lungul axelor unui 

sistem de referinţă. Solidul rigid are, în acest caz, trei 

grade de libertate care sunt cele trei rotaţii în jurul axelor 

sistemului de referinţă ales cu originea în punctul fix al  

rigidului.         [4a] 

Suprimând legătura, se introduce în punctul fix al solidului rigid forţa de legătură 

lR , necunoscută în spaţiu ca modul şi direcţie. În aplicaţii forţa lR  se înlocuieşte 

pe axele sistemului de referinţă cu componentele WVH ,,  (fig. 5.4c) a căror 

mărime se determină din ecuaţiile de echilibru  scrise pentru solidul rigid. 

 Simbolul articulaţiei sferice se poate urmări în figurile 5.4a şi 5.4b. 

Având în vedere figura 5.4c, se pot determina modulul şi direcţia forţei de legătură   
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lR  astfel:      .cos,cos,cos;222

lll

l
R

W

R

V

R

H
WVHR =γ=β=α++=          (5.4) 

                   

                                                              Fig. 5.4 
 

 

5.1.2.4 Încastrarea 

 Încastrarea suprimă corpului toate cele şase grade de libertate. Dacă 

sistemul de forţe care acţionează asupra solidului rigid este spaţial sau în plan, 

încastrarea se numeşte spaţială sau plană. 

 

 

 
      d. Articulatie sferică [1a]. 
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 Fie un solid rigid (C) (fig. 5.5) încastrat într-un perete şi aflat sub acţiunea 

unui sistem spaţial de forţe niFi ÷=1, . În centrul O  de greutate al secţiunii de 

încastrare se introduce sistemul de referinţă Oxyz  cu axele Ox şi Oz în planul 

secţiunii de încastrare, iar Oy în lungul rigidului (C). Legătura se înlocuieşte în O cu 

un torsor al forţelor de legătură ( )
OO lll MR ,τ  ale cărui elemente echilibrează 

elementele torsorului de reducere ( )OO MR ,τ al forţelor date niFi ÷=1, . 

 
 
a.  

                                             Fig. 5.6 

Elementele torsorului forţelor de legătură sunt:  
 

.,,,,,
zyxO lllll MMMMWVHR →→  

 Pentru exemplificarea încastrării plane, în figura 5.6 este reprezentată o 

grindă încastrată într-un perete vertical, supusă unui sistem de forţe coplanare 

niFi ÷=1, . Elementele celor doi torsori de reducere în raport cu O ai forţelor date 

şi de legătură sunt: 1,0,0;0,,;,0,0;0,, MMVHRMMRRR lOlzOyx →→→→  

 Simbolul încastrării plane este prezentat în figura 5.7a. 

 
 Fig. 5.7 

 

 
     
    b.                                  c.  

       b. Încastrare plană [2a].  
       c. Încastrare spaṭială.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

Mx 

My 
Mz 

Mz 
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 Prin suprimarea încastrării plane (fig. 5.7b), în centrul O de greutate al 
secţiunii de încastrare se introduc în planul forţelor reacţiunile H şi V, iar 
perpendicular pe acest plan se introduce momentul 1M  al forţelor de legătură, 
numit şi moment din încastrare. 
 Considerând solidul rigid eliberat de legături, se poate studia echilibrul 
acestuia sub acţiunea forţelor date şi de legătură. Ecuaţiile vectoriale de echilibru a 
solidului rigid supus la legături sunt: 
 

                                    (5.5) 
 

care proiectate, apoi, pe axele unui sistem de referinţă conduc la un sistem de şase 
ecuaţii scalare de echilibru, la care se ataşează şi ecuaţiile legăturilor. 
 Necunoscutele la o problemă de echilibru a solidului rigid supus la legături 
sunt: 

• necunoscute pentru poziţia de echilibru a rigidului (parametri de poziţie) şi 
• necunoscute pentru sistemul forţelor de legătură. 

 Dacă numărul necunoscutelor este egal (sau nu) cu numărul ecuaţiilor, 
problema este static determinată (sau static nedeterminată). 
 Legătura prin fire şi bare introduce, prin suprimare, pe direcţia firului (sau 
barei) o tensiune S  a cărei mărime este necunoscută. 
 

5.1.2.5 Echilibrul solidului rigid supus la legături cu frecare 

Frecarea de alunecare (fig. 5.8) apare atunci când un corp are o mişcare 
de translaţie, fiind rezemat pe un alt corp sau are o tendinţă de deplasare faţă de 
acel corp. Acestei mişcări sau tendinţe de deplasare i se opune forţa de frecare la 
alunecare notatӑ  (sau în unele referinṭe cu ), care este situată în planul tangent 
dus în punctul teoretic de contact dintre cele două corpuri, are sens contrar mişcării 
sau tendinţei de mişcare şi are modulul cuprins între limitele:  

 
NT µ≤≤0 .                    (5.6) 

 
 În relaţia (5.6) µ  - reprezintă coeficientul de frecare la alunecare şi este o 
mărime adimensională, iar N - este modulul reacţiunii normale.  
 

       
Fig. 5.8 Frecarea la alunecare [6a].         Fig. 5.9 Frecarea la rostogolire [7a]. 
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Frecarea de rostogolire (fig. 5.9) apare între două corpuri atunci când un 
corp aflat în contact cu celălalt  într-un punct teoretic de contact, are o mişcare de 
rotaţie sau o tendinţă a unei astfel de mişcări în jurul unei axe situată în planul 
tangent dus în punctul de contact dintre cele două corpuri. Acestei mişcări sau 
tendinţe de mişcare i se opune momentul rM al frecării de rostogolire, care are 
valoarea cuprinsă între limitele: 

 
sNM r ≤≤0 .              (5.7) 

 
 În relaţia (5.7) s - reprezintă coeficientul frecării de rostogolire şi are 
dimensiunea unei lungimi, iar N - reprezintă modulul reacţiunii normale. 

Frecarea de pivotare  apare  în cazul în care un corp este sprijinit pe un alt 
corp într-un punct teoretic de contact şi are o mişcare de rotaţie sau o tendinţă de 
mişcare de rotaţie în jurul unei axe, care are direcţia normalei comune dusă în 
punctul teoretic de contact la suprafaţa de contact dintre cele două corpuri. Acestei 
mişcări sau tendinţe de mişcare i se opune momentul frecării de pivotare pM , care 

are valoarea cuprinsă între limitele: 
 

kNM p ≤≤0 .               (5.8) 

 
 În relaţia (5.8) k - reprezintă coeficientul frecării de pivotare şi are 
dimensiunea unei lungimi, iar N - reprezintă modulul reacţiunii normale. 
 

Frecarea din articulaţii şi lagăre (fig. 5.10) apare la mişcarea de rotaţie a 
unui corp în jurul unei axe sau atunci când există o tendinţă a unei astfel de 
mişcări. Oricărei mişcări sau tendinţe de mişcare a unui corp în jurul unui ax fix i 
se opune un moment faM  al frecării din articulaţie, care are valoarea cuprinsă între 

limitele: 
rNM fa '0 µ≤≤ .                (5.9) 

În relaţia (5.9) 'µ  - reprezintă coeficientul de frecare din articulaţie şi lagăr,           
r -  este raza axului (fusului), iar N - reprezintă modulul reacţiunii normale totale. 
 

                             
    Fig. 5.10  Frecarea din articulaṭii şi lagăre [8a]. 
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5.2 Probleme rezolvate [10] 
 

5.2.1. O bară de lungime AB= l = 100 cm, având centrul de masă C la 
distanţa AC = a = 40 cm de capătul A şi greutatea G = 1 daN, trebuie menţinută în 
echilibru cu ajutorul a trei forţe P, Q, R, cuprinse în planul vertical al barei, în 

poziţia în care face unghiul 060=α  (fig. 5.11). 
 Se cer mărimile forţelor P,Q, şi R ştiind că forţa P este aplicată în A pe 
verticală, forţele Q şi R sunt  perpendiculare pe direcţia barei şi aplicate în punctele 
D şi B astfel încât cmcDB 25==  . Sensul forţelor este cel indicat în figură. Să se 
precizeze o variantă de legături introduse în A şi B pentru a rezulta forţele de 

legătură P şi R . 
 

 
 

Fig. 5.11 
 Soluţie: 

Bara fiind în echilibru sub acţiunea a patru forţe coplanare, se scriu două 
ecuaţii de proiecţii pe axele sistemului xAy şi o ecuaţie de momente în raport cu A. 
Astfel , 

        
=

=α−α=
n

i

ix RQF
1

0sinsin;0  

 
=

=α+α−−=
n

i
iy RQGPF

1

0coscos;0           (1) 

( ) ( ) ( ) 0cos;0
1

=++++−⋅α−=
=

RcbaQbaGaFM
n

i

iA . 

 Rezolvând sistemul (1), se obţin: 

.;cos GPG
c

a
RQ =α==  

Aplicaţie numerică:  

daNRQ 8,0160cos
25

40 0 =⋅== ; daNP 1= . 

În punctele A şi B, pentru a se obţine P  şi R , se introduc simple rezemări 

sau legături prin fir.  

x 

y 
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 O variantă de legături introduse în A si B este arătată în figura 5.12. 

 
 

Fig. 5.12 
 

5.2.2. O macara este formată dintr-o bară omogenă AC de greutate P . 
Bara se poate roti în jurul articulaţiei A şi este prinsă de punctul fix B printr-un lanţ 
BC. De capătul C este atârnată o greutate Q  (fig. 5.13). Să se determine tensiunea 

S a lanţului şi reacţiunea în articulaţia A, dacă unghiurile α  şi β  sunt cunoscute. 
Cum variază tensiunea în cazul când lanţul va deveni orizontal? 
 Caz particular: se neglijează greutatea barei. 
 
 Soluţie:  

Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

( )
=

=β+α−=
n

i

ix SHF
1

0sin;0     (1) 

 
 

Fig. 5.13 

( )
=

=β+α−−−=
n

i

iy SQPVF
1

0cos;0    (2) 

( ) 0sinsinsin
2

;0
1

=⋅β−⋅α+⋅α=
=

SlQlP
l

FM
n

i

iA . (3) 

Din relaţia (3) se obţine: 
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                                              ,sin
sin2

2
α

β

+
=

QP
S                                               (4) 

care, introdusă în (1) şi (2), conduce la: 
 

( )

( ).cossin
sin2

2

sinsin
sin2

2

β+α⋅α
β

+
=++=

β+α⋅α
β

+
=

QP
SQPV

QP
H

             (5) 

Dacă lanţul este pe orizontală, .
2

α−
π

=β  În acest caz, tensiunea S are valoarea: 

                                                 .
2

2
α

+
= tg

QP
S                                                   (6) 

Caz particular: dacă greutatea barei se neglijează, (4) şi (5) devin: 

  ( )β+α⋅
β

α
=

β

α
= sin

sin

sin
;

sin

sin
QHQS                             (7) 

            ( ) .cos
sin

sin
1 








β+α

β

α
+= QV  

 
5.2.3. O bară grea omogenă este în echilibru sub acţiunea a două forţe care 

sunt aplicate în extremităţile A,B şi fac cu verticala unghiurile βα,  (fig. 5.14). Ce 
unghi face bara cu verticala în poziţia de echilibru? 
 

 
 

Fig. 5.14 
 Soluţie: 

 Bara este în echilibru sub acţiunea forţelor 1F  şi 2F  şi a forţei de greutate 

G . Alegând sistemul de referinţă xAy, se scriu ecuaţii de proiecţii pe axele 
sistemului şi o ecuaţie de momente în raport cu punctul C. Astfel,  

,0sinsin;0 21
1

=β−α=
=

FFF
n

i

ix  
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din care rezultă: 
α

β
=

sin

sin

2

1

F

F
                        (1) 

0coscos;0 21
1

=−β+α=
=

GFFF
n

i

iy
           (2) 

                               ,0;0)( 2211
1

=+−=
=

dFdFFM
n

i

iC
  

din care se obţine: 
( )

)sin(

sin

2

1

2

1

α−ϕ

ϕ+β
==

d

d

F

F ,                                             (3) 

având în vedere că  

 ( ) ( )[ ] .180sin
2

;sin
2 21 ϕ+β−=α−ϕ=

l
d

l
d     (4) 

Din (1) şi (3) se obţine: 

 ( ) ( )
,

sin

sin

sin

sin

β

β+ϕ
=

α

α−ϕ             (5) 

din care rezultă: 

    .
2

ctgctg
ctg

β−α
=ϕ           (6) 

1F  şi 2F  se obţin din ecuaţiile (1) şi (2) şi anume: 

( ) ( )
.

sin

sin
,

sin

sin
21

β+α

α
=

β+α

β
= GFGF         (7) 

 
5.2.4. O placă triunghiulară omogenă ABC (fig. 5.15) are greutatea P=1 

daN şi poartă în vârfurile A, B, C greutăţile: .4,3,2 321 daNFdaNFdaNF ===  
În ce punct trebuie susţinută placa pentru a rămâne în echilibru? Să se arate că 
acest punct nu depinde de orientarea planului plăcii. Se dau: OA=m şi BC=2a. 

 

 
Fig. 5.15 

 Soluţie: 

 Ecuaţiile de echilibru sunt: 
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=

=−−−−=
n

i

iz SF
1

,04321;0 de unde daNS 10=  .          (1) 

În conformitate cu (5.2), se pot scrie ecuaţiile: 

                                     ( ) 0
1

=−=
=

n

i

iyiizix FzFyM  

( ) 0
1

=−=
=

n

i

iziixiy FxFzM                    (2) 

                                    ( ) 0
1

=−=
=

n

i

ixiiyiz FyFxM , 

în care ,0== iyix FF  astfel că (2) devine: 

.043

021
3

1

1





=

=

=−+=

=⋅−⋅−=

n

i

izi

n

i

izi

aaxSFx

m
m

ySFy

               (3) 

Din sistemul (3) se obţin 

.
10

1
;

30

7
aymx −==               (4) 

Dacă se schimbă orientarea planului plăcii (se schimbă direcţia vectorilor 

iF şi G ), alegând Oz mereu paralel cu direcţia vectorilor, se obţin aceleaşi ecuaţii 
de echilibru. 
 

5.2.5. Două bare grele, omogene, de aceeaşi lungime AB = AC = l 

formează un unghi drept rigid BAC care se poate deplasa într-un plan vertical, 
rezemându-se fără frecare pe colţurile D, E a doi pereţi din acest plan, punctele D 

şi E fiind pe aceeaşi orizontală la distanţa .laDE <=   

 Se cere poziţia de echilibru şi reacţiunile în D şi E (fig. 5.16). 

 
 

Fig. 5.16 
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 Soluţie: 

 Reazemele simple din D şi E suprimă rigidului două grade de libertate în 

planul său, rămânând doar un singur grad de libertate. Parametrul care determină 

poziţia de echilibru a barelor este unghiul ϕ . 

 Se suprimă legăturile, introducând forţele de legătură ED NN  şi . Ecuaţiile 

de echilibru sunt: 

ϕ==ϕ−ϕ−=
=

cos20coscos;0
1

PNPPNF D

n

i

Dix  (1) 


=

ϕ==ϕ−ϕ−=
n

i

EEiy PNPPNF
1

sin20sinsin;0   (2) 

( ) 0;0 21
1

=−⋅++⋅−=
=

PdAENPdADNFM ED

n

i

iA ,   (3) 

în care  

.sin
2

;cos
2

;sin;cos 21 ϕ=ϕ=ϕ=ϕ=
l

d
l

daAEaAD  

Ecuaţia (3) de momente devine: 

( ) ( ) 0cossin
2

cossin2 22 =ϕ−ϕ−ϕ−ϕ
l

a ,       (4) 

care este satisfăcută dacă 








=ϕ+ϕ

=ϕ−ϕ

)6(.
4

cossin

)5(0cossin

a

l  

Din (5) se obţine: 

 ϕ=ϕ cossin  pentru 090<ϕ , rezultă 045=ϕ  .    (7) 
Ecuaţia (6) se mai poate scrie: 

                                      ,
4

cos
2

1
sin

2

1
2

a

l
=








ϕ+ϕ  

( )
24

45cos 0

a

l
=ϕ− .            (8) 

Cum ,900<ϕ  rezultă ,4545 00 <ϕ−  astfel că ecuaţia (8) are soluţie 

pentru: 

                                                          1
242

1
<<

a

l
 

sau 

                .244 <<
a

l
                                    (9) 
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În această ipoteză, din (8) se obţine: 

                                      ,
24

arccos450

a

l
=ϕ−  

respectiv,  

.
24

arccos450

a

l
±=ϕ              (10) 

Aşadar, dacă este satisfăcută inegalitatea (9), există trei poziţii de echilibru 
date de (7) şi (10). Dacă nu este îndeplinită inegalitatea (9), se obţine o singură 
poziţie de echilibru dată de (7). 

Pentru prima poziţie de echilibru se obţine: 
 

,414,12 PPNN ED ===                     (11) 

iar pentru poziţia dată de (10) se obţin valorile forţelor DN  şi EN , astfel:  
 

                      







±=ϕ=

24
arccos45cos2cos2 0

a

l
PPND  

          




 −±=














−= 22

2

2

32
432

1
2

2

242

2
2 lal

a

P

a

l

a

l
PND m           (12) 

                          







±=ϕ=

24
arccos45sin2sin2 0

a

l
PPNE  

             




 −±=














−±= 22

2

2

32
432

1
24

2 lal
a

P

a

l

a

l
PNE  .             (13) 

 
5.2.6. O bară AB=a de greutate G se reazemă în A pe o podea perfect 

lustruită, iar în B pe un perete perfect lustruit, înclinat sub unghiul β  faţă de 

orizontală. Să se determine reacţiunile în A şi B şi mărimea forţei F  ce trebuie 

aplicată în A, pentru ca bara să stea în echilibru (fig. 5.17). 

 

 
Fig. 5.17 
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Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0sin;0
1

=β−=
=

B

n

i

ix NFF      (1) 

0sin;0
1

=−β+=
=

n

i

BAiy GNNF     (2) 

( ) 0)cos(cos
2

;0
1

=α−β−α=
=

aN
a

GFM B

n

i

iA  .              (3) 

 Din sistemul format de ecuaţiile (1)-(3) se obţin succesiv: 

( )α−β

α
=

cos2

cos
GNB      (4) 

  
( )α−β

βα
=β=

cos2

sincos
sin GNF B         (5) 

  
( )

.
cos2

coscos
1 









α−β

βα
−= GN A        (6) 

 
5.2.7. La capătul E al unei bare de greutate neglijabilă, atârnă o greutate 

G . Bara este articulată la capătul din A şi este legată prin firul BCD trecut în B 

după un inel fără frecare (fig. 5.18). Se dă DEAC =  şi BDBC = . Să se găsească 

tensiunea S  în fir. Să se determine reacţiunea în articulaţia A ca mărime şi direcţie. 

  
Soluţie: 

 Se suprimă legăturile barei şi se introduc forţele de legătură H, V, S1, S2. 
Neglijând frecarea firului cu inelul, se poate scrie: SSS == 21 . 

 
Fig. 5.18 
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 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

( ) ( )[ ] 0coscos;0
1

=α−π−β−π−β−α−π−=
=

SSHF A

n

i

ix  

( ) ( ) 0sinsin;0
1

=−β−α+β−α−π+=
=

GSSVF A

n

i

iy  

( ) ( ) 0cossinsin;0
1

=β⋅−α−+α⋅=
=

GAESDEAESACFM
n

i

iA  

sau 
                             ( ) ( ) 0cossin =β−α−β+α+ SSH A  

( ) ( ) 0sinsin =−β−α+β+α+ GSSVA              (1) 
 

                             ( ) 0cossin =β⋅−−+α GAEDEAEACS . 
 

Cum AC = DE, rezultă  

α

β
=

sin

cos
GS .                 (2) 

 
Din primele două ecuaţii (1), se obţin: 
  

.2cos

2sin

β=

β=

GV

GH

A

A                   (3) 

 
Modulul reacţiunii AR  din articulaţia A este: 
  

GHR AA =+= 2
A

2 V .                                  (4) 

 
Direcţia reacţiunii AR  se obţine astfel: 
 

.β2
2

π
,,β2sin,cos −===














OxR

R

H
OxR A

A

A
A           (5) 

 
 

5.2.8. O placă triunghiulară omogenă ABC de greutate G , este suspendată 

prin intermediul a două fire AD şi BE. Placa se aşează în poziţie de echilibru când 

latura AB este orizontală, iar firul BE face unghiul α  cu această latură (fig. 5.19). 

Se cer tensiunile din fire şi unghiul β  al firului AD cu orizontala în poziţia de 

echilibru . 



               [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 
 

200

 
 

Fig. 5.19 
 Soluţie: 
 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

                                   0coscos;0 2
1

1 =β−α=
=

SSF
n

i

ix  

0sinsin;0
1

12 =−α+β=
=

n

i

iy GSSF        (1) 

                                   ( ) 0sin
3

2
;0 1

1

=⋅α+−=
=

aSaGFM
n

i

iA . 

 Din ecuaţia de momente se obţine: 

.
sin3

2
1

α
=

G
S                  (2) 

Din primele două ecuaţii ale sistemului (1), având în vedere (2), rezultă 
relaţiile: 

,
3

2
cos;

3

1
sin 22

α
=β=β

tg

G
SGS  

care, ridicate la pătrat şi adunate membru cu membru, conduc la:  

.cos1
sin3

2
2 α+

α
=

G
S                    (3) 

Din prima ecuaţie a sistemului (1), având în vedere (2) şi (3), se obţine 

.
cos31

cos2
cos

2 α+

α
=β                     (4) 

 
5.2.9. O bară AB = l de greutate neglijabilă se sprijină în A pe un zid 

vertical perfect lustruit (fără frecare), iar în C pe o muchie perfect lustruită. Celălalt 

capăt al barei este încărcat cu greutatea G. Să se găsească unghiul ϕ  pentru poziţia 

de echilibru şi să se determine reacţiunile reazemelor A şi C (fig. 5.20). 
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Fig. 5.20 
  

Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0cos;0
1

=ϕ−=
=

C

n

i

Aix NNF     (1) 

0sin;0
1

=−ϕ=
=

n

i

Ciy GNF     (2) 

( ) 0
sin

sin;0
1

=
ϕ

−ϕ=
=

a
NlGFM C

n

i

iA .               (3) 

 Din (2) se obţine:  

ϕ
=

sin

G
NC ,                  (4) 

care introdusă în (3) conduce la 

                                                      .sin 3

l

a
=ϕ                               (5) 

 Având în vedere (1),(4),(5), se obţin valorile reacţiunilor din A şi C: 

 

.1;

2

333










−==

a

l

a

l
GN

a

l
GN AC          (6) 

 
5.2.10. O placă pătrată de greutate G  este articulată în O şi se reazemă cu 

colţul A pe un zid vertical. Să se afle reacţiunea din A în funcţie de unghiul α  care 

este dat (fig. 5.21). 
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              Fig. 5.21 

 
 Soluţie:  

 Se scriu ecuaţiile scalare de echilibru: 

0;0
1

=−=
=

n

i

Aix NHF ;   0;0
1

=−=
=

n

i

iy GVF   (1) 

( ) .0sin2cos
2

2
;0

1

=α−α=
=

aNaGFM A

n

i

iO   (2) 

 
Din sistemul (1)-(2) se obţin: 

α= tg
2

G
N A  

α== tg
2

G
NH A                 (3) 

     GV = . 
Modulul şi direcţia recţiunii din A se determină astfel: 
 

α+=+= 222 tg
4

1
1GVHRA       (4) 

α==











 ∧
ctg2,

H

V
HRtg A . 

 
5.2.11. O bară omogenă OA=l de greutate G , având secţiune 

dreptunghiulară, se reazemă într-un canal perfect luciu dreptunghiular. Să se 

determine reacţiunile în O şi B (fig. 5.22 ). 
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Fig. 5.22 
 Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0sin;0
1

=α−=
=

B

n

i

ix NHF             (1) 

0cos;0
1

=−α+=
=

n

i

Biy GNVF          (2) 

( ) 0
cos

cos
2

;0
1

=
α

−α=
=

a
N

l
GFM B

n

i
iO .        (3) 

Din (1)-(3) se obţin: 

α= 2cos
2a

l
GNB                    (4) 

αα= sincos
2

2

a

l
GH                (5) 

.cos
2

1 3








α−=

a

l
GV              (6) 

Modulul reacţiunii R din O este: 

                                                         ,22
VHR +=  

respectiv: 

.cos
4

cos1 4
2

2
3 α+α−=

a

l

a

l
R                        (7) 

 
 

5.2.12. O scândură pătrată ABCD de greutate P  este atârnată de firul BE; cu 

vârful A ea se sprijină pe un perete neted fix şi vertical EA. Să se determine 

reacţiunea peretelui în punctul A, tensiunea S a firului şi unghiul ϕ , dacă AB=BE=a 

(fig. 5.23). 
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Fig. 5.23 
 
 Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0sin;0
1

=ϕ−=
=

SNF A

n

i
ix          (1) 

0cos;0
1

=−ϕ=
=

PSF
n

i
iy          (2) 

   ( ) 0
2

sin
2

coscos2sin;0
1

=ϕ−ϕ−ϕϕ=
=

a
P

a
PaSFM

n

i
iA .          (3) 

Din (2) se obţine: 

             
ϕ

=
cos

P
S  , 

care introdusă în (3) conduce la:  

.
3

1
=ϕtg         (4) 

Având în vedere relaţia 

         ,
10

3

1

1
cos

2
=

ϕ+
=ϕ

tg
 

se obţine valoarea tensiunii  

PS
3

10
=                (5) 

şi valoarea reacţiunii normale: 

PN A 3

1
= .               (6) 
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5.2.13. Într-un vas emisferic neted de rază OC = r este aşezată o bară 

omogenă AB=2a şi greutate P. Să se determine unghiul ϕ  şi reacţiunile în punctele 

A şi C în poziţia de echilibru. Să se afle de asemenea, condiţia posibilităţii 
echilibrului (fig. 5.24). 

 
Fig. 5.24 

 Soluţie: 

 Ecuaţiile de echilibru sunt: 

0sin2cos;0
1

=ϕ−ϕ=
=

CA

n

i

ix NNF       (1) 

0cos2sin;0
1

=ϕ+−ϕ=
=

CA

n

i

iy NPNF                     (2) 

( ) 0coscos2;0
1

=ϕ−ϕ=
=

ParNFM C

n

i

iA
.                 (3) 

Din ecuaţia (3) rezultă 

,
2r

a
PNC =                  (4) 

care introdus în (1) conduce la 

     .
2cos2

sin

ϕ

ϕ⋅
=

r

aP
N A

                      (5) 

Introducând (4) şi (5) în (2) se obţine ecuaţia: 

,02coscos4 2 =−ϕ−ϕ rar                 (6) 
a cărei soluţie este: 

                                 .
8

32
cos

22

r

raa +±
=ϕ  

Echilibrul este posibil pentru ,1cos0 ≤ϕ≤  adică  

                                ,1
8

32
0

22

≤
++

≤
r

raa  

de unde: 

   .
2

a
r ≥                          (7) 
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 5.2.14. O placă de greutate P , având forma unui triunghi echilateral ABC 
cu latura a, se reazemă cu vârfurile A, B şi C pe trei plane perpendiculare între ele 

xOy, yOz şi zOx. În vârful A placa este legată de punctul O printr-un fir de lungime 

l, care împarte unghiul xOy în două părţi egale (fig. 5.25). 

Să se afle reacţiunile în punctele A, B, C şi tensiunea S  a firului, dacă '' OCOB = . 

 Soluţie: 

Ecuaţiile scalare de echilibru sunt : 

                                       
=

=
n

i

ixF
1

0 ; 0
2

2
=− SNC  

  
=

=
n

i

iyF
1

0 ; 0
2

2
=− SNB                  (1) 

                                      0
1

=
=

n

i

izF ;     0=− PN A  

                                                    
=

=
n

i

iA FM
1

0)( .                                       (2)                                

 Pentru determinarea momentelor este necesar să se determine coordonatele 
punctelor A,B,C, şi E. În acest sens: 

2

2
'' aOCOB == ;     

22

2
''

a
OBOD == .        (3) 

Din 'ADD∆ '~ AEE∆  se obţine : 

,
'

'

'

'

AD

AE

AD

AE

DD

EE
==                        (4) 

iar din ABD∆  şi 'ADD∆  rezultă succesiv: 
 

 
      Fig. 5.25 
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2

322 a
BDABAD =−= ; 2222 22

2

2
'' lalaADADDD −+=−= .    (5) 

 

 Introducând (5) în (4), se obţine : 
 

);
2

(
3

2
'

a
lAE −=   ,22

3

2
' 22

lalaEE −+=  

astfel că:                          .
3

''
la

AEOAOE
+

=−=    (6) 

 
 Având în vedere figura 5.25 şi relaţiile (3) ÷ (6), coordonatele punctelor A, 

B, C, E sunt: 

;22
2

2
;0;

2

2
;0;

2

2
;

2

2 22











−+










lalaaBllA  











−+ 22 22

2

2
;

2

2
;0 lalaaC ; 

.22
3

2
);(

6

2
);(

6

2 22












−+++ lalalalaE  

 
 Ecuaţia vectorială de echilibru (2) poate fi scrisă astfel: 

0=×+×+× PAENACNAB CB  

 

.0

00

22
3

2
)2(

6

2
)2(

6

2

00

22
2

2

2

2

2

2

00

22
2

2

2

2
)(

2

2

22

2222

=

−

−+−−+

+−+−−+−+−−

P

lalalala

kji

N

lalall

kji

N

lalalla

kji

CB  

( ) 0)(
2

2
22

2

2
)2(

6

2

22
2

2
)2(

6

2

22

22

=







−−+








−++−+

+







−++−−

klaNNjNlalaPla

iNlalaPla

CBC

B
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sau scalar: 

022
2

2
)2(

6

2 22 =−++− BNlalaPla  

022
2

2
)2(

6

2 22 =−++− CNlalaPla        (7) 

                     ( ) .0)(
2

2
=−− laNN CB

 

 Din ecuaţiile (1) se obţin: 

    BCBA NSNNPN 2;; === ,   (8) 

iar din (7) rezultă: 

      
22 223

)2(

lala

Pal
NB

−+

−
= .              (9) 

 Tensiunea S din fir se obţine din (8) şi ţinând cont de (9) şi anume: 

       .
22

2

2

2
22

P
lala

al
S

−+

−
=               (10) 

 
 5.2.15. O bară AB este articulată în A şi are capătul B prins cu două fire: 

unul vertical BC, având suspendată o greutate G şi celălalt BD, trecut peste un 

scripete D şi având greutatea G2  la capăt. Să se determine mărimea unghiului α  

şi reacţiunea din A pentru echilibru, ştiind că AB = AD, greutatea barei fiind G2  
şi daNG 1=  (fig. 5.26). 

 
Fig. 5.26 

 
 Soluţie: 

 Având în vedere figura 5.26, se poate scrie:  



 209

.
22

α
−

π
=β  

Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0
2

sin2;0
1

=−
α

=
=

HGF
n

i
xi     (1) 

0
2

cos22;0
1

=
α

−−−=
=

GGGVF
n

i
yi    (2) 

( ) ( ) ( ) .0
2

cos2coscos
2

2;0
1

=
α

−α−+α−=
=

GlGl
l

GFM
n

i
iA  (3) 

Din (3) rezultă: 

01
2

cos
2

cos2 2 =−
α

+
α

 









π=
α

−

=
α

=
+±−

=
α

.
2

;1

60
2

;
2

1

4

811

2
cos

o

 

            Problema are sens pentru unghiul:             o120=α .                                 (4) 
        

Din (1) şi (2) şi luând în considerare (4), se obţin: 

GVGH 4;3 ==     (5) 

pentru ,1daNG =  

daNVdaNH 4;3 == .      (6) 
 

5.2.16. O bară omogenă AB=2a se reazemă fără frecare pe o podea 
orizontală şi pe un perete vertical. Bara este fixată în C printr-un fir legat de 
punctul O la celălalt capăt. Se cunosc greutatea G  a barei şi unghiurile α  şi β . Să 

se determine tensiunea S  din fir şi reacţiunile în A şi B (fig. 5.27). 

 
 

Fig. 5.27 
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 Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0cos;0
1

=β−=
=

SNF B

n

i

ix      (1) 

0sin;0
1

=β−−=
=

SGNF
n

i

Aiy     (2) 

( ) 0cos2cossin2;0
1

=α−α+α=
=

aNaGaNFM AB

n

i
iO . (3) 

Din (1) şi (2) rezultă 
β=β+= cos,sin SNSGN BA ,   (4) 

care introduse în (3) conduc la:  

( )β−α

α
=

sin2

cos
GS  .           (5) 

 
 Introducând (5) în (4), rezultă valorile reacţiunilor AN  şi BN : 

( ) ( )
.

sin2

coscos
cos;

sin2

cossin
1

β−α

βα
=β=









β−α

αβ
+= GSNGN BA         (6) 

 
 

5.2.17. O bară omogenă de lungime 2l şi greutate P  este fixată prin 

articulaţia B de un perete, iar în punctul A ea se sprijină pe un cilindru circular fix 

de rază r, al cărui centru se află la distanţa d de perete. Să se afle reacţiunile in 

punctele A şi B, fiind cunoscut unghiul α  dintre bară şi orizontală (fig. 5.28). 

 

 
 

Fig. 5.28 
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Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0sin;0
1

=α−=
=

A

n

i

ix NHF               (1) 

0cos;0
1

=−α+=
=

n

i

Aiy PNVF            (2) 

( ) 0cos;0
1

=α−⋅=
=

lPABNFM A

n

i

iA
.           (3) 

Din figura 5.28 se obţine 

α

α−
=

cos

sinrd
AB ,                  (4) 

astfel că din (3) rezultă:  

α−

α⋅
=

sin

cos2

rd

l
PN A ,                    (5) 

iar din (1) şi (2) se obţin: 










α−

α
−=

α−

αα
=

sin

cos
1;

sin

sincos 32

rd

l
PV

rd

l
PH .              (6) 

 
 5.2.18. Se cere poziţia de echilibru a unei bare grele omogene lAB = , ale 

cărei extremităţii se reazemă fără frecare pe un arc de cerc şi pe raza sa verticală 

lrOC >=  (se va exprima prin unghiul α=
∧

BOC ) (fig. 5.29). 

 
Fig. 5.29 

 Soluţie: 

Bara fiind în echilibru sub acţiunea a trei forţe coplanare, acestea trebuie să 
fie concurente într-un punct. Astfel, punctul E de intersecţie al reacţiunilor AN  şi 

BN  trebuie să fie pe verticala centrului de greutate al barei (fig. 5.29). 
Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 
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      0sin;0
1

=α−=
=

BA

n

i

xi NNF   (1) 

 0cos;0
1

=−α=
=

PNF B

n

i

yi   (2) 

 ( )
=

=⋅−β⋅=
n

i

Aio OAN
l

PFM
1

,0sin
2

;0   (3) 

 
în care:                 β−α=−= coscos lrADODOA .                     (4) 

Având în vedere figura dată, se poate scrie: 
 β=α= sinsin lrBD             (5) 

 ,sin
1

sin1cos 2222 α−=β−=β rl
l

            (6) 

astfel că din (4) şi ţinând cont de (6), relaṭia devine: 

 .sincos 222 α−−α= rlrOA                             (7) 
Din (2) rezultă: 

                                                 ,
cos α

=
P

N B
 

care introdusă în (1) va conduce la: 
                                                 .tg α= PN A

                                         (8) 
Luând în considerare (5), (7) şi (8), relaţia (3) devine: 
 

0sincostg
sin

2
222 =





 α−−αα−

α
⋅ rlrPP

l

rl
 

sau: ;
3

41
sin

22
rl

r

−
=α         pentru .

2
rl

r
<<                           (9) 

 
 5.2.19. O bară omogenă se sprijină într-un ghidaj circular de rază r, 
distanţa de la centrul ghidajului până la bară fiind egală cu b. Să se determine 

unghiul ϕ din figura 5.30 pentru poziţia limită de echilibru a barei în ghidaj. 

 
Fig. 5.30 
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Soluţie: 

 Pentru echilibru la limită se scriu relaţiile: 
 

.; BBAA NTNT µ=µ=          (1) 
 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0sin)sin(cos)sin(cos;0
1

=ϕ+αµ+α−αµ−α=
=

GNNF BA

n

i

ix
     (2) 

0cos)cos(sin)cos(sin;0
1

=ϕ−αµ+α+αµ−α=
=

GNNF BA

n

i

iy
      (3) 

0sin;0)(
1

=ϕ−⋅µ+⋅µ=
=

GbrNrNFM BA

n

i

iO
.                            (4) 

 Din (2) se obţine: 
 

αµ+α

ϕ+αµ−α
=

sincos

sin)sin(cos GN
N A

B
,   (5) 

care introdusă în (3) şi (4) va conduce la un sistem de ecuaţii în necunoscutele NA şi 
ϕ. Având în vedere că: 

221
cos,sin br

rr

b
−=α=α ,                            (6) 

se rezolvă sistemul în NA şi ϕ şi se obţine: 
 

µ−
µ

µ+
=ϕ

2

2

2 1
ctg

r

b
.                       (7) 

 
 5.2.20. O scândură omogenă se sprijină prin două reazeme pe un plan 
orizontal aspru. Greutatea scândurii este P, iar coeficienţii de frecare dintre 
reazeme şi planul de sprijin sunt 1µ  şi 2µ . Să se determine valoarea maximă a 

forţei orizontale Q  pentru care echilibrul mai este posibil (fig. 5.31). 
 

 
 

Fig. 5.31 



               [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 
 

214

Soluţie: 

 Pentru echilibrul la limită: 
.; 222111 NTNT µ=µ=          (1) 

 
 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0;0 21
1

=−+=
=

PNNF
n

i

ix
                                          (2) 

0;0 2211
1

=µ−µ−=
=

NNQF
n

i

iy
                         (3) 

0
2

;0)( 1
1

=+−=
=

bN
b

PQaFM
n

i

iE
.                     (4) 

 
 Rezolvând sistemul de ecuaţii (1) - (4), se obţin succesiv: 
 

b

a
Q

P
N

b

a
Q

P
N +=−=

2
;

2 21
             (5) 

P
ab

b
Q

])([2

)(

21

21

µ−µ+

µ+µ
=  .                   (6) 

 
 
 

 5.2.21. O bară AB de greutate G  se sprijină în A pe un plan orizontal 

aspru, coeficientul de frecare de alunecare fiind µ, iar în B este suspendată printr-

un fir. În poziţia de echilibru bara face unghiul α cu planul orizontal. Să se 
determine unghiul de înclinare al firului faţă de planul orizontal pentru care bara 

începe să alunece. Să se determine, în acest caz şi reacţiunea în A (fig. 5.32). 
 

Soluţie: 

 Din figură se poate scrie: 
 

                   
[ ]
.

)90(90

α−ϕ=β

α+ϕ−°−°=β
 

 
 Pentru echilibru la limita frecării de alunecare: 
 

AA NT µ= .                      (1) 
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Fig. 5.32 

  
Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0cos;0
1

=µ−ϕ=
=

A

n

i

ix NSF                           (2) 

0sin;0
1

=−ϕ+=
=

GSNF A

n

i

iy                           (3) 

0)sin(cos
2

;0)(
1

=α−ϕ−α=
=

Sl
l

GFM
n

i

iA .                      (4) 

 
 Rezolvând sistemul de ecuaţii (1)-(4) se obţine: 

α+
µ

=ϕ tg2
1

ctg .                                 (5) 

 
 5.2.22. O bară AB, cu centrul de masă C, se reazemă pe o suprafaţă 
orizontală aspră (coeficient de frecare 1µ ) şi pe un perete vertical (coeficient de 

frecare 2µ ), (fig. 5.33). Care sunt valorile unghiului ϕ pentru care bara este în 
echilibru? 
 
Soluţie: 
 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0;0 =−= BAix NTF     (1) 

0;0 =+−= BAiy TGNF    (2) 

,0cos)(sin)(cos;0)( =ϕ++ϕ++ϕ−= baTbaNGaFM BBiA    (3) 

la care se adaugă inecuaţiile: 
  AA NT 1µ≤               (4) 

   .2 BB NT µ≤                (5) 
 Din (1), (2), (4) şi (5), se obţine: 
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,
)1( 21

1

µµ+

µ
=

G
N B                    (6) 

 

 
 

Fig. 5.33 
care, introdusă în (3), conduce la 

,
ctg)1( 21

1

ϕµµ+

µ
−

+

⋅
=

G

ba

aG
TB                       (7) 

 Introducând (6) şi (7) în (5), rezultă: 
 

.
)(

tg
1

21

µ+

µµ−
≥ϕ

ba

ba
                   (8) 

 
 5.2.23. Un bloc paralelipipedic de greutate P  este tras orizontal de o forţă  

H  aplicată la înălţimea h de pământ. Forţa H  este situată într-un plan vertical de 
simetrie al blocului (fig. 5.34). Să se studieze posibilităţile de echilibru şi de 

mişcare ale blocului în funcţie de valoarea forţei H . 
 

Soluţie: 
 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 
 

0;0
1

=−=
=

THF
n

i
ix

    (1) 

0;0
1

=−=
=

PNF
n

i
iy

    (2) 

,0
2

;0)(
1

=+⋅=
=

b
PhHFM

n

i
iA

     (3) 
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Fig. 5.34 
la care, ţinând cont de frecările de alunecare şi de rostogolire, se adaugă inecuaţiile: 

NT µ≤               (4) 

.
2

b
PhH ≤⋅                  (5) 

 Din (1), (2) şi (4) se obţine valoarea lui H pentru echilibru la alunecare: 
,PH µ≤               (6) 

iar din (5) se obţine valoarea lui H pentru echilibru la rostogolire: 

.
2

P
h

b
H ≤               (7) 

 Posibilităţile de mişcare sunt: 
• alunecare fără rostogolire, pentru care relaţiile (6) şi (7) devin: 

 

,
2

P
h

b
H

PH

≤

µ>

            (8) 

condiţii care sunt îndeplinite pentru: 

;
2

µ≥
h

b
            (9) 

• rostogolire fără alunecare, pentru care relaţiile (6) şi (7) devin: 

,
2
PH

P
h

b
H

µ≤

>
           (10) 

relaţii satisfăcute pentru: 

;
2

µ≤
h

b
                     (11) 

• alunecare şi rostogolire, pentru care relaţiile (6) şi (7) devin: 
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.

2
P

h

b
H

PH

>

µ>

                     (12) 

 
 

5.2.24. Stâlpul unei antene este ancorat cu trei cabluri ca în figura 5.35. 

Ştiind că tensiunea din cablul AC este 7000 N, să se determine tensiunile din 

celelalte două cabluri astfel ca stâlpul să fie solicitat numai de-a lungul axei sale 

verticale AO. Să se determine apoi reacţiunea din articulaţia O, dacă stâlpul are 

greutatea G  = 24000 N. 
 

 
 Fig. 5.35 

 
 Soluţie: 

Din figura 5.35 se pot determina următoarele distanţe: 
 

 7036001300;1300400900 22 =+=+==+= OAOCACOC  

 653600625;25225400 22 =+=+==+= AOOBABOB  

 .753600202522 =+=+= OAODAD  
 

Pentru ca rezultanta reacţiunilor să acţioneze numai după OA trebuie ca 

OR  să fie orientată după Oz. 
 
Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 
 

 0;0
1

=+−=
= OB

BE

AB

OB
F

OC

EC

AC

OC
FF ABAC

n

i

xi
    

0;0
1

=−+=
= AD

OD
F

OB

OE

AB

OB
F

OC

OE

AC

OC
FF ADABAC

n

i

yi
   (1) 
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     0;0
1

=−−−−=
=

G
AD

OA
F

AB

OA
F

AC

OA
FRF ADABACo

n

i

zi
. 

 
Rezolvând sistemul (1) se obţin: 
 

 N
BE

AB

AC

EC
FF ACAB 13000

15

65

70

30
7000 ===    (2) 

 

 
45

75

65

20
13000

70

20
7000 








+=








+=

OD

AD

AB

OE
F

AC

OE
FF ABACAD

 (3) 

 
             NFAD 10000=  
 

 NRo 5000024000
75

10000

65

13000

70

7000
60 =+








++= .  (4) 

 
 

5.2.25. Asupra braţului unui robot industrial serial de tip RTR acţionează 
sistemul de forţe şi momente din figura 5.36. Să se determine o forţă Q şi punctul 
N în care suportul acesteia intersectează planul xOy, care să echilibreze sistemul 
iniţial de forţe şi momente. Să se reducă apoi, forţa Q în raport cu un punct 'N  
aparţinând braţului robotului. 

 
 Soluţie: 

Se reduce sistemul de forţe şi momente din figura 5.36 în raport cu punctul 
O. Proiecţiile pe axele sistemului de referinţă Oxyz ale elementelor torsorului de 
reducere sunt: 

          x

n

i
xix QFFR +α==

=

cos3
1

  

   y

n

i
yiy QFFFR +α+==

=

sin32
1

        (1) 

z

n

i
ziy QPPPPFFR +−−−−==

=

43211
1

. 

 
Momentul polar al forţei Q  se determină cu relaţia: 
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 ( ) ( ) .0 kyQxQjxQiyQ

QQQ

yx

kji

QOMQM xyzz

zyx

o −+−==×=  

Astfel, 
( ) ( ) α−++−+−−+= sin343243232211 MlllPllPlPlPyQM zx  

 α++−= cos32 MMxQM yy               (2) 

     1MyQxQM xyz +−= . 

Impunând datele numerice: 

,30;3,0;3,0

;2,0;1,0;8,0

2;77,169;10

;15;20;40

;120;50;100

43

21

214

321

321

o
mlml

mlmlml

mdaNMmdaNMdaNP

daNPdaNPdaNP

daNFdaNFdaNF

=α==

===

⋅=⋅−==

===

===

    (3) 

se obţin: 

                         xx
o

x QQR +=+⋅= 9,10330cos120  

                          yyy QQR +=+⋅+= 1105,012050               (4) 

                          ,1510152040100 zZz QQR +=+−−−−=  

  5,63−= zx yQM  

 13,83+−= zy xQM                 (5) 

                                        77,169−−= xyz yQxQM . 

Fig. 5.36 
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Pentru ca sistemul forţelor şi momentelor date să fie echilibrat de forţa Q , 
trebuie ca torsorul de reducere în raport cu punctul O al forţelor şi momentelor din 
figura 5.36 să fie nul, adică: 

 

 
.0;0;0;0

0;0;0;0

====

====

zyxo

zyx

MMMM

RRRR
                  (6) 

 
Având în vedere (4), (5) şi (6), se obţin: 
 

 
.233,4;542,5

15,110,9,103

mymx

daNQdaNQdaNQ zyx

−=−=

−=−=−=
  (7)                  

Întrucât coordonatele x şi y ale punctului în care suportul forţei Q  
intersectează planul xOy au valorile –5,542 m, –4,233 m, punctul respectiv este 
înafara braţului robotului. Pentru ca forţa Q  să acţioneze asupra braţului, trebuie 

ca suportul ei să treacă printr-un punct ( )','' yxN  care să aparţină braţului 

robotului. Aceasta presupune însă, ca pe lângă forţa Q , în punctul 'N  să acţioneze 
şi un moment, în conformitate cu echivalenţa şi reducerea sistemelor de forţe. 
Astfel, reducând forţa Q care trece prin punctul N de coordonatele x şi y în raport 

cu punctul ( )','' yxN , se obţin vectorii Q şi 'NM , care au expresiile: 

daNQdaNQdaNQdaNQQ zyx 05,152,15,110,9,103 =−=−=−=→            (8) 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .''''

'''''''

yyQxxQkxxQzzQj

zzQyyQi

QQQ

zzyyxx

kji

QNNM

xyzx

yz

zyx

N

−−−+−−−+

+−−−=−−−=×=           (9) 

Impunând că forţa Q  să treacă prin punctul ( )25,0;05,0' −N  şi având în 
vedere valorile coordonatelor x şi y date de (7), din (9) se obţine:  

 
 kjiM N 28,20188,8374,59' +−= .       (10) 

Modulul momentului 'NM  este: 
 

mdaNM N ⋅= 09,226' .                (11) 
În concluzie, pentru ca sistemul de forţe şi momente date, care acţionează 

asupra braţului robotului RTR, să fie echilibrat, se impune ca în punctul 
( )25,0;05,0' −N  aparţinând braţului să se introducă o forţă )15;110;9,103( −−−Q  

şi un moment )28,201;88,83;74,59(' −NM . 
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Direcţiile acestor vectori sunt date de cosinusurile directoare: 

.8902,0;3710,0;2642,0

;0986,0;7234,0;6833,0

'

'
1

'

'

1
'

'
1 ==γ==β==α

==γ−==β−==α

N

N

N

N

N

N

zyx

M

M

M

M

M

M

Q

Q

Q

Q

Q

Q

zyx

         (12) 

 
 

 5.2.26. O bară omogenă grea AB de lungime l se sprijină pe un plan 

orizontal şi pe un semicilindru fix de rază r aşezat pe planul orizontal. Bara este 

perpendiculară pe axul cilindrului, iar unghiul de frecare al barei cu semicilindrul şi 

planul orizontal este acelaşi şi egal cu ϕ. Să se afle unghiul maxim dintre bară şi 

planul orizontal, pentru care există echilibru (fig. 5.37). 

 
 Soluţie: 

 Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

0sincos;0
1

=α+α−−=
=

DDB

n

i

ix NTTF    (1) 

0sincos;0
1

=α+α+−=
=

DDB

n

i

iy TNPNF   (2) 

,0
tg

cos
2

;0)(
1

=
α

−α=
=

r
N

l
PFM D

n

i

iB      (3) 

 
la care se adaugă relaţiile scrise în baza studiului echilibrului la limita frecării de 
alunecare, deoarece se cere valoarea maximă a unghiului α pentru care mai este 
posibil echilibrul şi anume: 

BB NT ⋅ϕ= tg                 (4) 

.tg DD NT ⋅ϕ=                  (5) 

 

Fig. 5.37 
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 Din relaţia (3) se obţine: 

.sin
2

α=
r

Pl
N D                  (6) 

 Introducând (4), (5) şi (6) în (1), rezultă: 

.
sin

)(sin
sin

2 ϕ

ϕ−α
α=

r

Pl
N B                (7) 

 Relaţiile (5), (6) şi (7) introduse în (2), conduc la: 

.2sinsin ϕ=α
l

r
                 (8) 

 

5.2.27. O placă dreptunghiulară ABCD de greutate G  şi dimensiuni          

AD = BC = l, AB = CD = 2l, este aşezată în poziţie verticală şi se poate roti în 

jurul unei axe care coincide cu latura AB. Cunoscând coeficientul de frecare µ  şi 

raza r a lagărelor, să se determine momentul maxim M  al cuplului care poate fi 

aplicat plăcii fără ca aceasta să se rotească (fig. 5.38). 

 

Soluţie: 

Lagărul A este o articulaţie sferică şi prin suprimarea ei se introduce forţa 

de legătură ( )AAAA WVHR ,, , precum şi momentele datorate frecării de pivotare şi 

a frecării din articulaţie fAPA MM , . 

Fig. 5.38 
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Pentru ca problema să fie static şi dinamic determinată în punctul B se 
introduce o articulaţie cilindrică. Prin suprimarea acesteia se introduce forţa de 

legătură ( )0,, BBB VHR  şi momentul fBM  datorat frecării din articulaţie. 

Se alege un sistem de referinţă fix xAyz ca în figură. Se proiectează 

sistemul de forţe pe axele acestui sistem şi se scriu ecuaţii de momente în raport cu 
punctul A. 

        

0;0

0;0

0;0

1

1

1

=−=

=+=

=+=







=

=

=

GWF

VVF

HHF

A

n

i
iz

BA

n

i
iy

BA

n

i
ix

                                       (1) 

                       

0;0

02;0

02
2

;0

=−−−=

==

=−−=

PAfBfAz

By

Bx

MMMMM

lHM

lV
l

GM

                        (2) 

Dar, conform cu (5.9) şi (5.8), momentele de frecare şi de pivotare au următoarele 
expresii:  

           

.
3

2

22

22

APA

BBfB

AAfA

rWM

VHrM

VHrM

µ<=

+µ<=

+µ<=

                          (3)  

Rezolvând sistemul format din ecuaţiile (1) şi (2) şi având în vedere (3), se obţin: 

 

                                  

.
6

7

3

2

44

4

4

0

rGrG
G

r
G

rM

GW

G
VV

G
V

HH

A

AB

B

AB

µ=µ+µ+µ=

=

=−=

−=

==

                 (4) 
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5.3 Probleme propuse 
 

5.3.1. Un stâlp OO' de greutate N81,91601 ⋅=P  poartă în C, la distanţa   

OC = 6,5 m, o consolă orizontală AB = 2 m de greutate N81,91302 ⋅=P            
(fig. 5.39). Consola este încărcată ca în figură, cu tensiunile conductorilor 
suspendaţi de ea, tensiunea unui conductor fiind N81,9250 ⋅=T , paralelă cu 

planul zOy, făcând unghiul α cu orizontala Oy (cos α = 0,8). Să se determine 
elementele mecanice corespunzătoare legăturii de încastrare a stâlpului. 

 
 Răspuns: 

.mN81,9100;mN81,975

;mN81,93900;N81,9670

;N81,9600;0

⋅⋅=⋅⋅=

⋅⋅=⋅=

⋅−==

zy

x

MM

MW

VH

 

 

 
Fig. 5.39 

 
5.3.2. O bară AD este suspendată de cablul BE şi suportă o sarcină de 8 kg 

în punctul C (fig. 5.40). Extremităţile barei se reazemă pe doi pereţi verticali 
lucioşi. Să se determine: 

a) Tensiunea din cablul BE şi reacţiunile din A şi D, dacă distanţa d = 8 cm. 
b) Distanţa maximă d la care trebuie suspendată sarcina în C pentru ca forţele cu 

care apasă bara asupra pereţilor în A şi D să nu depăşească valoarea de 5 N. 
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Fig. 5.40 
 Răspuns: 
 

.
512

;N2;N8

G

FN
d

NNGF

BED

ADBE

+
=

====

 

 
 
 

5.3.3. Să se determine reacţiunile din încastrarea A a stâlpului cu consolă 
din figura 5.41, acţionată de o forţă orizontală P  în capătul B şi de un moment 

OM  în capătul consolei. 

 
                               Fig. 5.41 

 
 Răspuns: 

.

0

01 hPMM

V

PH

A

A

⋅+=

=

=
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5.3.4. Să se determine reacţiunile din încastrarea A a consolei AB din  

figura 5.42, acţionată de o sarcină distribuită liniar de p N/m şi de o forţă P  

înclinată cu 60° faţă de orizontală. 

 
Fig. 5.42 

 Răspuns: 

.
2

3

3

2

3

2

2

2

1 Pl
pl

M

P
pl

V

P
H

A

A

−=

+=

=

 

 
5.3.5. O bară omogenă de greutate P  se sprijină cu un capăt A pe un plan 

orizontal aspru şi este menţinută în echilibru cu ajutorul unui fir trecut peste un 

scripete mic, ideal, la capătul căruia atârnă greutatea Q  oarecare (fig. 5.43). Se 

cere valoarea maximă a greutăţii Q , cunoscând coeficientul µ al frecării barei cu 

planul, unghiul α dintre bară şi orizontală şi greutatea P  a barei. 

 
 

Fig. 5.43 
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Răspuns: 
 
 

                              
)tg1(2

)tg21( 22

αµ+

αµ++µ
=

P
Q . 

   Observaţie: pentru µ = 0,  .
2

P
Q =  

 
 

5.3.6. Un paralelipiped dreptunghic omogen ABCD de greutate P  se 

sprijină cu faţa AB pe un plan înclinat aspru MN, al cărui unghi cu orizontala 

creşte mereu (fig. 5.44). Cunoscând valoarea µ a coeficientului de frecare la 

alunecare, să se determine valoarea unghiului α în poziţia limită de echilibru. 

 
Fig. 5.44 

 
 Răspuns: 
 

.tg,tg
b

a
≤αµ≤α  

a) Dacă µ<
b

a
, pierderea echilibrului se face prin rostogolire pentru 

.arctg
b

a
=α  

b) Dacă µ>
b

a
, se produce o alunecare pentru .arctg µ=α
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6. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE SOLIDE RIGIDE [10] 

6.1  Consideraţii teoretice 

  6.1.1 Introducere 
Prin sistem de solide rigide se înţelege o mulţime finită de solide rigide 

care interacţionează reciproc. Un interes deosebit îl reprezintă cazul solidelor 
legate între ele, având şi legături exterioare. Legăturile pot conferi întregului sistem 
un caracter deformabil sau nedeformabil, adică sistemul, fără a lua în considerare 
micile deformaţii ale fiecărui solid în parte, să poată fi considerat sau nu rigid. 
Sistemele de solide rigide, cel mai des întâlnite în practică, sunt constituite din bare 
legate între ele.  

Mecanismele sunt sisteme de bare legate între ele prin articulaţii sau 

reazeme şi care au unul sau mai multe grade de libertate. La polul opus se află 
sistemele de bare articulate, cum ar fi stâlpii, grinzile etc., la care sistemul per 

ansamblu nu mai are nici un grad de libertate. Astfel de sisteme de bare se numesc, 
în general, grinzi cu zăbrele şi sunt folosite pe scară largă în construcţii. 

Există două probleme ale staticii sistemelor de solide rigide: problema 
directă şi problema inversă sau mixtă. În problema directă se dă un sistem 
nedeformabil de solide, cu legături exterioare şi interioare, în repaus într-o anumită 
poziţie, acţionat de forţe exterioare. Se cere să se determine forţele de legătură 
exterioare şi interioare sistemului. În cazul problemei inverse, se dă un mecanism 
cu legături exterioare şi interioare, acţionat de forţe exterioare. Se cere să se 
determine poziţiile în care trebuie aşezat mecanismul pentru ca el să rămână în 
repaus, precum şi forţele de legătură exterioare şi interioare pentru susţinerea 

acestei poziţii. 

 6.1.2 Condiţii de echilibru 

 Un model aproximativ pentru un sistem de solide rigide în echilibru este un 
sistem de n puncte materiale Mi  (i = 1 ÷ n) în echilibru (fig. 6.1). Se notează prin 

iF  rezultanta forţelor exterioare date şi de legătură aplicate punctului Mi ; ijF  forţa 

interioară, reprezentând acţiunea punctului material Mi asupra lui Mj, iar jiF  

reacţiunea lui Mj asupra lui Mi ; ir  şi jr  sunt vectorii de poziţie în raport cu un 

punct O. Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, forţele interioare respectă 
următoarele relaţii: 
 

0;0 =×+×=+ jijijijiij FrFrFF .          (6.1) 
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Un sistem nedeformabil de puncte materiale în echilibru în raport cu un 

reper fix rămâne în echilibru dacă fiecare din punctele sistemului rămâne în 
echilibru faţă de acelaşi reper şi reciproc.  
 Condiţiile necesare şi suficiente de echilibru pentru forţele exterioare sunt: 

0;0
11

=×= 
==

n

i

ii

n

i

i FrF .              (6.2) 

 Condiţiile pot fi scrise atât pentru întregul sistem, cât şi pentru o parte bine 
delimitată. În acest fel se elimină total sau parţial scrierea forţelor de legătură 
interioare. 
 Aspectele stabilite pentru un sistem de puncte materiale pot fi extinse şi 
asupra unui sistem de solide rigide. 
 

 6.1.3 Teoreme utilizate în probleme de echilibru al sistemelor 

 Teoremele cu ajutorul cărora se studiază echilibrul sistemelor de puncte 
materiale sau de solide rigide sunt următoarele: 
 Teorema solidificării: dacă un sistem de puncte materiale sau de solide 
rigide libere sau cu legături este în echilibru, acesta poate fi considerat ca un solid 
rigid în această stare. 
 Teorema echilibrului părţilor: dacă un sistem de puncte materiale sau de 
solide rigide libere sau cu legături se află în echilibru sub acţiunea unor forţe, 
atunci o parte oarecare din acest sistem va fi de asemenea în echilibru sub acţiunea 
forţelor corespunzătoare acestei părţi: exterioare şi de legătură exterioare şi a 
forţelor de legătură ce intervin între această parte şi rest (forţe de legătură 
interioare). 
 Ca şi metodă generală de rezolvare a problemelor de echilibru a sistemelor 
de puncte materiale sau de solide rigide poate fi următoarea: se descompune 
sistemul în punctele sau rigidele componente prin îndepărtarea legăturilor dintre ele 
şi înlocuirea acestora cu elementele mecanice corespunzătoare, forţe sau momente. 
Apoi se studiază echilibrul fiecărui punct material sau rigid în parte, aplicându-se şi 
forţele şi momentele exterioare iniţiale, acolo unde este cazul. 
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6.2 Probleme rezolvate [10] 

 6.2.1. Se dă sistemul de bare din figura 6.2, la care în articulaţia B există 
frecare, coeficientul de frecare fiind μ, iar raza articulaţiei este r. Să se determine 
unghiul φ pentru poziţia de echilibru şi reacţiunile din sistem. 

 
 

Fig. 6.2 

 Soluţie: 

 Se eliberează de legături fiecare element, conform figurilor 6.3, 6.4, 6.5, 
legăturile înlocuindu-se prin forţele şi momentele de legătură. 

 
Fig. 6.3 

 
 Pentru fiecare element se vor scrie trei ecuaţii de echilibru, câte două ecuaţii 
de proiecţii de forţe şi o ecuaţie de momente. Astfel, pentru elementul 1, se pot 
scrie ecuaţiile: 

( ) 02cos22:

0

0

=+⋅−−ϕ−−

=−−−

=−

fBBDAA

BDA

BA

MlVlPllNMM

VPNV

HH

.                         (1) 
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Fig. 6.4    Fig. 6.5 

 
Pentru elementul 2 ecuaţiile de echilibru sunt: 
 

.0cossincos
2

:

0

0

1

1

=ϕ+ϕ+ϕ+−

=−−

=−

lVlH
l

PMM

VPV

HH

CCfBB

CB

CB

                  (2) 

În plus mai apare o inecuaţie datorată existenţei frecării în articulaţia de la capătul 
din dreapta al elementului 1: 

 22
BBfB VHrμM +≤ .          (3) 

Ecuaţiile de echilibru pentru elementul 3 se scriu astfel: 

.0coscos
2

0

0

1

1

=ϕ−ϕ

=+−

=

lN
l

P

VPN

H

D

CD

C

                  (4) 

 În urma rezolvării sistemului alcătuit din ecuaţiile (1), (2) şi (4), se 
determină următoarele reacţiuni pentru sistemul de solide rigide: 

0;0;0 === ABC HHH                 (5) 

2
1P

ND = ;  
2
1

1

P
NPV DC =−=        (6) 

2

3 1
1

P
VPV CB =+=               (7) 

12PPVPNV BDA +=++= .            (8) 
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Din a treia ecuaţie (2), înlocuind (5) şi (6), rezultă: 

ϕ=ϕ+ϕ= coscos
2

cos
2 1

1
1 lPl

Pl
PM fB .         (9) 

Din inecuaţia (3) se deduce: 

2

3 1P
rμM fB ⋅≤  .                     (10) 

 Înlocuind (10) în (9), se găseşte că: 

2

3 1
1

P
rμcoslP ⋅≤ϕ ,                  (11) 

de unde rezultă unghiul φ corespunzător poziţiei de echilibru, exprimat prin funcţia cos: 

l
rμ

2

3
cos ⋅≤ϕ .                                      (12) 

Din a treia ecuaţie (1) rezultă: 

( ) fBBDA MlVPlllNM −++ϕ−= 2cos22 .                         (13) 

 Înlocuind (6), (7) şi (9) în (13), se obţine: 

( )
2

3
3cos22

2
1

1
1 P

rμlPPll
P

M A −++ϕ−≤                             (14) 









−ϕ−+≤ rμl

l
PPlM A 2

3
cos

2

7
1 .                                   (15) 

 
 6.2.2. Pe o podea orizontală se sprijină o capră ABC formând un triunghi 
echilateral de latură a (fig. 6.6). Pe capră se sprijină o grindă OD = 2l de secţiune 

constantă şi greutate G . Grinda se poate roti în jurul punctului O. Să se găsească 

poziţia caprei, astfel încât în punctul A să nu existe apăsare. Care va fi în acest caz 

valoarea lungimii OA=x şi care trebuie să fie valoarea forţei F  aplicată în B? 
 

 Soluţie: 

 Separând corpurile şi introducând forţele de legătură (fig. 6.7 şi fig. 6.8), se 
observă că asupra caprei acţionează trei forţe coplanare care, pentru a fi în 

echilibru, trebuie ca ele să fie şi concurente. Rezultă că forţa 
CN  este orientată 

după direcţia BC, dar perpendiculară pe OD. Prin urmare, unghiul o90=
∧

BCO , dar 

în acelaşi timp o30=β , deci x=a. 
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Fig. 6.6 

 

  
Fig. 6.7 

 

 
 

Fig. 6.8 
 

 Ecuaţiile de echilibru pentru capră sunt: 





=−

=−

030cos

060cos
o

o

CB

C

NN

FN
                              (1) 
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sau 

 










=−

=−

0
2

3

0
2

1

CB

C

NN

FN

.                            (2) 

 Punând condiţia: 

0=OM ,                    (3) 

 

se poate scrie ecuaţia de momente, pentru grindă: 

 

0
2

3
: =⋅− OCNlGM CO .                                    (4) 

 Din triunghiul OAC se observă că:  

 

3
2

3
2cos2 aaaOC ==α= .                         (5) 

Înlocuind (5) în (4), rezultă: 

03
2

3
=⋅− aNlG C ,                                (6) 

de unde se determină: 

a

lG
NC 2

=                    (7) 

iar din (2) de găseşte valoarea forţei F  şi reacţiunea normală din punctul B: 

 

a

lG
NF C 42

1
=⋅=                         (8) 

a

lG
NN CB 4

3

2

3
== .                                              (9) 

 

 
6.2.3. Se consideră sistemul din figura 6.9, format din trei elemente: bara AB,  
încastrată în A şi articulată în B, placa omogenă şi bara CD, articulate în punctele 
B, C şi D. Cunoscându-se dimensiunile şi greutăţile celor trei elemente, se cere să 
se determine forţele şi momentele forţelor de legătură. 
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Fig. 6.9 
 Soluţie: 

Se separă corpurile ce alcătuiesc sistemul, legăturile fiind înlocuite cu  

forţele şi momentele forţelor de legătură. Pentru fiecare solid rigid astfel izolat  
(fig. 6.10, fig. 6.11 şi fig. 6.12) se scrie câte un sistem de trei ecuaţii de echilibru, 
două de proiecţii de forţe şi una de momente. 
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Ecuaţiile de echilibru pentru corpul (1) (fig. 6.10) sunt: 

04aV2aGM:M

0GVV

0HH

BAA

BA

BA

=+−

=−+

=+

  ,                               (1) 

pentru corpul (2) (fig. 6.11) sunt următoarele: 

02G
3π

4R
Ha6:M

02GVV

0HH

BC

BC

BC

=⋅−

=−−

=−

                                          (2) 

iar pentru semidisc (fig. 6.12) sunt exprimate astfel: 

04aV2aG:

0VGV

0HH

C

CD

CD

=−−

=−−

=−

DM

.                          (3) 

 Rezultă un sistem de nouă ecuaţii cu nouă necunoscute, prin a cărui 
rezolvare se determină forţele şi momentele forţelor de legătură: 

                   
π

G

a
G

π

a
H B 3

4

6

1
2

3

34
=⋅⋅

⋅
=     

                    

π

G
HH

π

G
HH

CD

BC

3

4
3

4

==

==

 

      

GGVV

π

G
H

G
V

CB

A

C

2

5
2

3

4
2

−=−=

−=

−=

                    (4) 

                                 

.1210242
2

7
2

aGaGaGaVaGM

GVGV

G
GVV

BA

BA

CD

=+=−=

=−=

=+=
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 6.2.4. Două bare identice AB = AC = l de greutăţi neglijabile, se găsesc 

într-un plan vertical şi sunt articulate în acelaşi punct fix A, fiind aşezate simetric 

faţă de verticală. Între ele este aşezat, tangent, un disc omogen de rază r şi 

greutate P , iar în capetele B şi C sunt aplicate două forţe de acelaşi modul F, după 
direcţia BC şi în sensuri opuse (fig. 6.13). Unghiul de frecare dintre bare şi disc 

este φ. Să se determine reacţiunea din articulaţia A în funcţie de F. Între se limite 

poate varia F, pentru a exista echilibru, atunci când unghiul BAC = 2α? 
 

 Soluţie: 

 Se aplică metoda izolării corpurilor. Încărcarea barelor fiind simetrică, se 

studiază doar echilibrul uneia din ele. 
 Ecuaţiile de echilibru pentru bara din stânga (fig. 6.14) şi disc (fig. 6.15) 

sunt: 

                                   0sincos =−−+ αTαNHF A                                           (1) 

   0cossin =+− αTαNVA              (2) 

     0cos: =−
αtg

r
NαlFM A                   (3) 
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                                                                     Fig. 6.15 
 
 

0sin2cos2 =+−− αNPαT                                 (4) 

 

NμT ≤ ,                  (5) 

unde μ = tgφ. 

 Din ecuaţiile (3) şi (4) se obţin: 

αr

rPαlF
T;

r

αlF
N

cos2

sin2sin 2 ⋅−
= ,                               (6) 

care introduse în (5), conduc la: 

αcosαsintglFrPαsinF ⋅⋅ϕ⋅≤⋅− 22 2                (7) 

 Pentru rPsinlF ⋅−α22  >  0 relaţia (7) devine: 

rPαsinlF ⋅−22  < αcosαsintglF ⋅⋅ϕ⋅2 ,                   (8) 

de unde 

( )ϕ−⋅⋅

ϕ⋅⋅
≤

αsinαsinl

cosrP
F

2
.                  (9) 

 Pentru rPlF ⋅−α2sin2  <  0 relaţia (7) devine: 

ααtglFαlFrP cossin2sin2 2 ⋅⋅ϕ⋅≤−⋅ ,             (10) 

de unde 

( )ϕ+⋅⋅

ϕ⋅⋅
≥

αsinαsinl

cosrP
F

2
.                               (11) 
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 Reunind (7) şi (9), rezultă condiţia: 
 

( ) ( )ϕ−⋅⋅

ϕ⋅⋅
≤≤

ϕ+⋅⋅

ϕ⋅⋅

αsinαsinl

cosrP
F

αsinαsinl

cosrP

22
.            (12) 

 Relaţiile de inegalitate (12) sunt valabile numai în cazul când: 

α > φ,                                                         (13) 

valorile minimă şi maximă ale lui F fiind pozitive. 
 Dacă 

α ≤ φ                                                         (14) 
atunci dubla inegalitate (12) îşi pierde sensul şi se va reduce la următoarea 
inegalitate simplă: 

( )ϕ+⋅⋅

ϕ⋅⋅
≥

ααl

rP
F

sinsin2

cos
 .                                        (15) 

 Din (1) şi (2), ţinând cont de (6), se obţin: 
 

                                          αtg
P

r

rαtgl
FH A 2

−
−⋅

=                 (16) 

.
P

VA 2
=                 (17) 

 

 6.2.5. Se consideră două emisfere perfect lustruite de greutăţi 1G şi 2G        

(fig. 6.16). O bară omogenă de lungime l şi greutate Q este articulată la cele două 
capete la marginile celor două emisfere. Să se determine unghiurile φ1, φ2 şi ψ 

pentru poziţia de echilibru. Se neglijează frecările. 
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Soluţie: 

 Se separă corpurile (fig. 6.17, fig. 6.18 şi fig. 6.19) şi se scriu ecuaţiile de 

echilibru: 

 
Fig. 6.18    Fig. 6.19 

 

Pentru corpul din figura 6.17 ecuaţiile de echilibru sunt: 

0=CH                      (1) 

01 =−− CA VGN               (2) 

0sin
8

3
cos,0 111111 =ϕ−ϕ= GrrVM CO .                         (3) 

Pentru cealaltă emisferă (fig. 6.18) se pot scrie ecuaţiile: 

0=DH                   (4) 

02 =+− BD NGV                    (5) 

0sin
8

3
cos,0 222222 =ϕ−ϕ= GrrVM DO .                    (6) 

Bara de legătură (fig. 6.19) este caracterizată prin ecuaţiile: 

CD HH =              (7) 

0=−− QVV DC            (8) 
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0cos
2

sincos,0 =ψ−ψ−ψ=
l

QHlVM CCD .   (9) 

Din ecuaţiile (4) şi (7) rezultă: 

0== DC HH .               (10) 

Din relaţia (9) se determină: 

2

Q
VC =                         (11) 

iar din (8) rezultă: 
2

Q
VD −= (orientat în sens contrar).            (12) 

Din relaţia (2) se determină: 

21

Q
GN A += .                    (13) 

Din ecuaţia (3) rezultă: 

 
1

1 3

4

G

Q
tg =ϕ                  (14) 

iar din (6):                              
2

2 3

4

G

Q
tg =ϕ  .                                                       (15) 

 În final, din triunghiul CED se determină al treilea unghi: 
 

( ) ( )
l

rr

l

EPCP

l

CE 2211 sin1sin1
sin

ϕ−−ϕ−
=

−
==ψ .                      (16) 

 

 6.2.6. O bară omogenă OA = l de greutate P  este articulată în O. O altă 
bară omogenă BC, din acelaşi material cu primă, este articulată în punctul O1, situat 
deasupra punctului O, pe aceeaşi verticală, astfel încât O1B = OA. Capetele barelor 

A şi B sunt legate printr-un fir inextensibil AB = OO1, iar bara BC poartă în capătul 

C o contragreutate Q  (fig. 6.20). 

 Să se determine distanţa O1C = c astfel încât, sistemul să fie în echilibru în 

orice poziţie precum şi tensiunea S  din fir. 

 

 Soluţie: 

 Se aplică metoda izolării corpurilor, izolând cele două bare şi scriind 
ecuaţiile de momente în raport cu O şi O1. 
 Astfel, ecuaţiile de momente pentru cele două bare sunt:  
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:OM 0
2

=α⋅⋅−α coslScos
l

P                            (1) 

:
1OM 0

21 =⋅⋅−⋅⋅+
−

αcoscQαcoslSαcos
cl

P .                          (2) 

 Ştiind că:  

,P
l

cl
P

+
=1

                                  (3) 

 

 
rezolvând sistemul, se obţin: 
 

.
P

Q

P

Q
lc;

P
S














−+








== 2

2

2

                            (4) 
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6.2.7. Două bare omogene AB = a şi BC = b, de greutăţi P şi Q  (fig. 6.23) se 

găsesc într-un plan vertical şi sunt articulate între ele în B şi în punctele fixe A, C şi 
fac cu orizontala unghiurile α, respectiv β. Se cer reacţiunile în articulaţiile A şi C. 
 

 Soluţie: 

 Se aplică metoda echilibrului sistemului prin suprimarea legăturilor 
exterioare din A şi C şi metoda izolării corpurilor, introducând forţele de legătură 
corespunzătoare. 

 
Ecuaţiile de echilibru pentru sistem (fig. 6.23) şi pentru bara BC (fig. 6.25) sunt: 

0=− AC HH                                                          (1) 

0=−−+ QPVV AC
                                                  (2) 

( )

( ) 0coscos

sinsincos
2

coscos
2

:

=β⋅+α⋅−

−β⋅+α⋅+







β⋅+α⋅+α

baV

baH
b

aQ
a

PM

C

CA       (3) 

0cossincos
2

: =β⋅⋅−β⋅⋅+β⋅⋅ bVbH
b

QM CCB .                      (4) 

 Din ecuaţia (4) se poate exprima necunoscuta 
CV : 

β⋅+= tgH
Q

V CC 2
,                                           (5) 

care introdusă în (3), conduce la: 

( ) ( )QPcossintgcosHC +α=α−β⋅α
2

1
,                          (6) 
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de unde, ţinând cont de (1), se obţine: 

( )α−β

+
==

tgtg

QP
HH CA 2

 .                                                (7) 

Introducând (7) în (5), rezultă: 

( )
( )α−β

α⋅−β+
=

tgtg

tgQtgQP
VC 2

2                                                  (8) 

iar din (2), luând în considerare (8), se obţine: 
 

( )
( )α−β

α+−β⋅
=

tgtg

tgPQtgP
VA 2

2 .                                           (9) 

 

6.2.8. Doi semicilindri circulari de aceeaşi lungime l şi de raze r şi r1, având 
greutăţile G şi G1 se reazemă cu suprafeţele plane, aspre, unul pe celălalt           

(fig. 6.26). Să se găsească valoarea coeficientului de frecare μ astfel ca sistemul 
format din cei doi semicilindri să fie în echilibru în poziţia din figură. Să se 
găsească unghiul φ de înclinaţie al planului suprafeţelor în contact faţă de planul 

orizontal, reacţiunea normală N  dintre cele două suprafeţe în contact şi distanţa x 

faţă de O la care acţionează această reacţiune. 
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 Soluţie: 

 Se separă corpurile introducând forţele de legătură şi cele date şi se studiază 
echilibrul lor. Corpul din figura 6.26 este în echilibru sub acţiunea a trei forţe 
coplanare. Condiţia necesară ca să fie în echilibru este ca cele trei forţe să fie şi 
concurente. Rezultă astfel punctul A în care trebuie aplicată reacţiunea N , situat la 
distanţa: 

 ϕ
π

= tg
r

x
3

4 1
1                                 (1) 

de punctul O1. 
Ecuaţiile de echilibru sunt: 
                                          0cos1 =ϕ− GN                (2) 

  0sin1 =−ϕ TG                (3) 

  NT µ= (echilibru la limită)               (4) 

  0coscos =−ϕ−ϕ NGN A               (5) 

  0sinsin =µ−ϕ−ϕ NNG A                 (6) 

 MO : 0sin
3

4
=⋅−ϕ

π
xN

r
G .             (7) 

 Din figurile 6.26 ÷ 6.28 rezultă: 

ϕ
π

+−=+−= tg
r

rrxrrx
3

4 1
111 .               (8) 

 Din ecuaţia (2) rezultă: 

ϕ= cos1GN .                   (9) 

 Dacă se introduce (9) în (4) şi (4) în (3), rezultă: 

 ϕ=µ tg .                        (10) 

 Din relaţiile (9) şi (7) se determină: 

ϕ
π

⋅= tg
r

G

G
x

3

4

1

.                 (11) 

 Dacă se egalează (8) cu (11), rezultă: 

 1
1

1 3

4

3

4
rrtg

r
tg

G

Gr
−+ϕ

π
=ϕ⋅

π
,                                (12) 

de unde se găseşte unghiul poziţiei de echilibru: 
( )

( )11

11

4

3

rGGr

rrG
tg

−

−π
=ϕ .                             (13) 

Astfel, relaţia (10) devine: 

 ( )
( )11

11

4

3

rGGr

rrG

−

−π
=µ .                  (14) 
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 Din relaţia (13) se poate determina: 
( )

( ) ( )2
1

2
1

22
11

11

2 916

4

1

1
cos

rrGrGGr

rGGr

tg −π+−

−
=

ϕ+
=ϕ .                       (15) 

Dacă se introduce (15) în (9), rezultă: 

( )

( ) ( )2
1

2
1

22
11

111

916

4

rrGrGGr

rGGrG
N

−π+−

−
= .                   (16) 

 Înlocuind (13) în (8) sau (11), se obţine:  

( )

11

1

1
1

1

3

4

3

4

rGGr

rrGr
tg

G

Gr
rrtg

r
x

−

−
=ϕ⋅

π
=−+ϕ

π
=  .                          (17) 

 
 6.2.9. Cadrul cu trei articulaţii din figura 6.29 este alcătuit din barele rigide 
ADC şi BEC articulate între ele în punctul C şi de teren în punctele A şi B situate pe 

aceeaşi orizontală. Să se determine reacţiunile din articulaţiile A şi B la încărcarea 

cu o forţă verticală P , neglijând greutatea proprie. Să se precizeze direcţia 

reacţiunii din articulaţia A. 

 



                          [10] Ispas, V. ṣi alṭii, 2010 
 

248

 Soluţie: 

 Se aplică metoda echilibrului sistemului prin suprimarea legăturilor 

exterioare din A şi B şi metoda izolării corpurilor, separând bara BEC. 
 Ecuaţiile de echilibru pentru sistem (fig. 6.30) şi pentru bara BEC           
(fig. 6.31) sunt: 

.0
2

:

0:

0

0

=⋅−⋅

=⋅−⋅

=−+

=−

l
VhHM

lVaPM

PVV

HH

BBC

BA

BA

BA

               (1) 

 Rezolvând sistemul (1) de ecuaţii se obţin: 

l

aP
V

l

al
PV

h

aP
HH BABA

⋅
=

−
=

⋅
== ;;

2
.     (2) 

 Pentru determinarea direcţiei reacţiunii din articulaţia A se observă că 

sistemul de corpuri (fig. 6.29) este sub acţiunea a trei forţe coplanare AR,P  şi BR  

şi pentru a fi în echilibru, aceste trei forţe trebuie să fie şi concurente. Direcţia lui 

BR  este după BC, deoarece reacţiunea din B este egală şi de sens contrar cu 

reacţiunea din C (fig. 6.31) pentru ca bara BEC să fie în echilibru. Rezultă deci că 

reacţiunea articulaţiei din A concură cu BC pe suportul lui P (în punctul F). 

 

 6.2.10. O sferă de rază r şi greutate G este suspendată printr-un fir 

inextensibil de punctul fix O, în care este articulat capătul O al unei bare omogene 

OA = 2a, având greutatea Q şi care este în contact cu sfera în punctul B. Să se 
determine unghiul φ pe care îl face în poziţia de echilibru firul OC1 = b cu verticala 

care trece prin punctul O. Să se determine, de asemenea, tensiunea în fir, reacţiunea 
în punctul de sprijin dintre bilă şi bară şi unghiul α pe care-l face bara cu verticala, 

trecând prin punctul fix O, pentru poziţia de echilibru (fig. 6.32). 

 
Fig. 6.32 
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 Soluţie: 

 Observând în figura 6.33 că:  
222

rOBb +=   ,                             (1) 

de unde:  

22
rbOB −=  ,                                (2) 

ecuaţiile de echilibru pentru bilă (fig. 6.33) sunt: 
S sin φ – NB cos α = 0              (3) 

 S cos φ – NB sin α – G = 0              (4) 

 :OM G b sin φ – NB
22

rb − = 0                (5)  

 

 
 

iar pentru bară (fig. 6.34) 

  NB cos α –  HO  = 0               (6) 

 VO + NB sin α – Q = 0                    (7) 

:AM Q a sin α – NB
22

rb −   =  0,                     (8) 

la care se adaugă relaţia geometrică: 
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   r = b sin ( α + φ).                            (9) 

 

 Rezolvând sistemul de mai sus, se determină: 

 

 
b

rbr ϕ−±ϕ
=α

sincos
sin

22

                                       (10) 

  



 ϕ−±ϕ

−
= sincos 22

22
rbr

rbb

a
QNB                        (11) 

   .sin
22

ϕ
−

=
rb

b
GNB                                  (12) 

 Egalând relaţiile (11) şi (12), se obţine: 
 

.1
2

22

−±=ϕ
r

b

Qar

Gb
ctg                  (13) 

 Cunoscând unghiul φ, se obţine unghiul α din relaţia (10). Utilizând 
expresiile determinate ale unghiurilor α  şi φ, se obţin în continuare: 

 

;
sin

2sin
sin

2
;sin

2222 ϕ

α
⋅α

−
=α

−
=

rb

a
QS

rb

a
QNB        (14) 

;2sin  
b

a
 

2 22
α

−
⋅=

r

Q
HO            (15) 

.α 
rb

a
 Q VO 














−
−= 2

22
sin1               (16) 

 Aplicând teorema solidificării, forţele care se echilibrează sunt G , Q şi 

reacţiunea totală din O. Rezultă că direcţia reacţiunii totale din O este o dreaptă 
verticală, sensul este ascendent, iar modulul este egal cu G + Q. 

 Aplicând ecuaţia de momente în O, se obţine: 
 

G b sin φ =  Q a sin α ,    (17) 
relaţie care se verifică înlocuind sin α în funcţie de unghiul φ. 

 Prin urmare, poziţia punctului O este pe verticala care trece prin centrul de 

greutate al sistemului format din greutăţile G şi Q . 
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6.2.11. Se dă un troliu de raze r şi R de care atârnă o greutate Q . Troliul 

este frânat de o frână în punctul C, de care este lipită o bară AB, articulată în B şi la 

capătul celălalt acţionat la un unghi α  de o forţă P (fig. 6.35). Se cere să se 

determine reacţiunile din lagăre.  

 

Soluţie: 
          

                                 
   

 Se aplică metoda izolării corpurilor. Astfel, sistemul de corpuri se separă în 
troliu (fig. 6.36) şi bara AB (fig. 6.37), introducând forţele date şi de legătură care 

acţionează asupra acestora, după ce, în prealabil au fost suprimate legăturile. 

 Se scriu ecuaţiile de proiecţii pentru forţe pe axele sistemului de referinţă 

ales şi ecuaţii de momente în raport cu punctul O pentru troliu şi punctul B pentru 

bară astfel: 

                   

cc

c

c

c

NT

RTrQ

TGQV

NH

µ=

=−

=−−−

=−

0

0

0

0

0

               (1) 

şi 

                                           
( ) .0αcos

0αsin

0αcos

=++−

=++−

=++−

cTbaPbN

VTP

HNP

cc

Bc

Bc

                                  (2) 
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Rezolvând sistemele de ecuaţii (1) şi (2), se obţin succesiv: 
 

           

R

rQT
N

R

rQ
T

C
c

c

µµ
==

=

                               (3) 

 

          

R

rQ
GQTGQV

R

rQ
NH

c

c

++=++=

==

0

0
µ

                                (4) 

 

                                   

R

rQ
PTPV

R

rQ
PNPH

cB

cB

−=−=

−=−=

αα

µ
αα

sinsin

coscos

 .                      (5) 

 

 

6.2.12. Să se determine reacţiunile şi forţa P  care apasă tamburul frânei 

din figura 6.38. Se cunosc: AB = a, BE = b, troliul are raza R şi greutatea G , între 

tambur şi frână există frecare, coeficientul frecării de alunecare fiind μ. 
 

Soluţie: 

 
 Se aplică metoda izolării corpurilor. Astfel, sistemul de corpuri se separă 

în troliu (fig. 6.39), bara AB (fig. 6.40) şi bara încastrată OC  (fig. 6.41), 

introducând forţele date şi de legătură care acţionează asupra acestora, după ce, în 
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prealabil, au fost suprimate legăturile sistemului. 

 Se scriu ecuaţiile de proiecţii pentru forţe pe axele sistemului de referinţă 

ales şi ecuaţii de momente astfel: 

 

 

        

EE

E

E

E

NT

RTrQ

TGQV

QNH

µ=

=−

=−−α+

=α++−

0

0sin

0cos

0

0

                                               (1)    

  

  

( ) 0

0

0

=++−

=+−

=−

baNbN

TNN

NP

AB

EBA

E

                                                     (2) 

 

                              

0

0

0

0

0

0

=+−

=−

=−

lVM

VV

HH

C

C

C

  .                                                          (3) 

 

Rezolvând sistemele de ecuaţii (1), (2) şi (3), se obţin succesiv: 

 

R

rQ
TE =                 (4)                   

µµ R

rQT
N E

E ==                              (5) 
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α−+=α−+=









α+

µ
=α+=

sinsin

coscos

0

0

QG
R

rQ
QGTV

R

r
QQNH

E

E

             (6) 

 

                                      

lG
R

r
QlVM

G
R

r
QVV

R

r
QHH

C

C

C









+







α−==

+







α−==









α+

µ
==

sin

sin

cos

0

0

0

 .                     (7) 

 

Din sistemul (2) se obţin AN  şi BN . Astfel: 

 

      EBA TNN −=                                (8) 

 

                                 

( )( )

( )
R

rQ

a

ba

a

baT
N

bNbaTN

E
B

BEB

+
=

+
=

=−+− 0

                (9) 

 

               







−

+
=−

+
= 1

a

ba

R

rQ

R

rQ

R

rQ

a

ba
N A .             (10) 

 

 Din sistemul (2) se obţine valoarea forţei P : 

                                               
µR

rQ
NP E == .                (11) 

 

 6.2.13. Un ansamblu format din două bare identice AB şi AC de lungime l 

şi greutate G, situate într-un plan vertical şi articulate între ele în B, se sprijină în A 

şi C pe un plan orizontal. Un resort vertical leagă vârful B de punctul D, aflat pe 

planul orizontal. În A şi C se aplică două forţe orizontale opuse, având aceeaşi 
mărime H, care tind să apropie barele. Să se determine valoarea unghiului α 

corespunzătoare poziţiei de echilibru şi valoarea maximă pe care o poate atinge 
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forţa H, ştiind că resortul se rupe daca forţa elastică depăşeşte valoarea F. Forţa 
dezvoltată în resort este proporţională cu alungirea sa, coeficientul de 

proporţionalitate fiind k. În stare neîntinsă, resortul are lungimea a. Să se determine 

reacţiunile în punctele A, C şi în articulaţia B (fig. 6.42). 

 

Soluţie: 

 Forţa elastică din resort se exprimă astfel: 

 

Fe = k(l sin α – a).    (1) 
 Datorită simetriei, reacţiunile normale din punctele de sprijin A şi C sunt 

egale şi au valoarea: 

( ).sin
2

1

2
a l k G  

F
  G   NN e

CA −α+=+==              (2) 

  
       Fig. 6.42      Fig. 6.43 

 

 Componenta orizontală a reacţiunii din articulaţia B este: 
 

HA = HB = HC = H.          (3) 
 

 Din ecuaţia de momente în raport cu articulaţia B se obţine: 
 

( )
α

−α+
===  ctg 

 a l  kG 
H H H CBA 2

sin
 ,               (4) 
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reprezentând valoarea forţei H pentru poziţia de echilibru a sistemului format din 
două bare. Pentru valoarea maximă F a forţei pe care o poate suporta resortul, se 

obţine: 

Fe = F = k (l sin α – a),         (5) 

de unde se determină: 

kl

kaF +
=αsin                   (6) 

şi reacţiunile în punctele B, C şi A sunt: 
 

αctg
FG

HH   H;
F

 G  N N CBAC A 22

+
===+== .           (7) 

 

 6.2.14. Un stâlp AB, de greutate G  şi lungime a + b, este articulat în 

capătul A, iar în B este supus acţiunii tensiunii S  a unui fir telegrafic. Stâlpul este 

susţinut de o bară CD, de greutate Q , articulată la ambele capete (fig. 6.44). 

Cunoscând unghiul α corespunzător poziţiei de echilibru, să se determine 
reacţiunile din punctele A, C şi D. 

 

 
Soluţie: 

 Se separă barele, potrivit figurilor 6.45 şi 6.46 şi se impune condiţia de 

echilibru al forţelor şi momentelor:  
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0,0 == MR                 (1) 

pentru fiecare din ele. 

   

 
Pentru bara CD rezultă sistemul de ecuaţii: 

 

0=− CD HH                     (2) 

 

0=+− CD VQV                    (3) 

 

0sincos
2

cos
,0 =++−= αlHαlV

αl
QM CCD ,                  (4) 

iar pentru bara AB: 

0=−− SHH AC                          (5) 

 

0=−− GVV CA                             (6) 

 

( ) 0: =−+ CA aHSbaM  .                        (7) 

 

Din sistemul format de ecuaţiile (2) ÷ (7) se determină reacţiunile din punctele    A, 
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C şi D: 
 

S
a

b
H A = , 

( )
DC HS

a

ba
H =

+
=                    (8) 

 

( )
α⋅

+
−+= tgS

a

baQ
GVA 2

, 
( )

α⋅
+

−= tgS
a

baQ
VC 2

               (9) 

 

( )
α⋅

+
+= tgS

a

baQ
VD 2

.                                     (10) 

 

 

6.2.15. O bară cotită ABCD rezemată în punctul A şi articulată în D este 

încărcată cu o sarcină p uniform distribuită pe unitatea de lungime şi cu două forţe 

una verticală P  şi alta orizontală H . Să se determine reacţiunile din punctele A şi 

D cunoscând greutatea barei ca fiind G4  şi repartizată proporţional cu lungimea 

pe fiecare tronson al acestui cadru (fig. 6.47). 

 

Soluţie: 
 

             
 

În figura 6.47 se alege sistemul de referinţă fix xDy  şi se proiectează 

sistemul forţelor active şi de legătură pe axele acestui sistem, după ce, în prealabil, 

au fost suprimate legăturile în A (reazem simplu) şi în B (articulaţie cilindrică). 
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Ecuaţiile scalare de echilibru sunt: 

 

      

.02242244

044

0

=⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅−=

=⋅−−−+

=−

aHaPaapaGaGaNM

apGPVN

HH

AD

DA

D

        (1) 

 

 Rezolvând sistemul (1) de ecuaţii scalare, se obţin: 
 

             

24

3
22

24
22

H
PapGV

HP
apGN

HH

D

A

D

−++=

+++=

=

 .                       (2) 
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6.3 Probleme propuse 
 
 6.3.1. O scară este formată din treptele A şi B, una rezemată pe o fundaţie 

orizontală, cealaltă pe peretele vertical al casei. Treptele sunt încărcate cu greutăţile P ,  

respectiv Q . Să se determine condiţia de echilibru, ţinând seama de frecările pe cele 

trei plane de contact, coeficientul de frecare la alunecare fiind μ = tg φ. Greutăţile 
treptelor se vor considera înglobate în valorile forţelor P şi Q (fig. 6.48). 

 
Fig. 6.48 

 

 Răspuns: 

 Condiţia de echilibru este: 

 

( )
.

2ϕ−α

ϕ
≤

tg

tg
QP  

 

 

 

 6.3.2. O bară omogenă AB = 2l, de greutate G, se sprijină pe o emisferă de 

greutate G1 şi pe un plan orizontal perfect lucios. Coeficientul de frecare la alunecare 

dintre bară şi emisferă este μ. Să se determine lungimea barei, astfel încât reacţiunea 

dintre bară şi emisferă să treacă prin centrul de greutate al barei (fig. 6.49). 
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Fig. 6.49 

 Răspuns: 
 

                                           













µ−

µ

µ+
=

G

G
rl 1

2

8

31
. 

 

 
 6.3.3. Să se determine reacţiunile din articulaţiile A, B şi C ale sistemului 

de bare egale AB şi BC din figura 6.50, acţionat de forţa P . Sistemul este în 

echilibru pentru înclinarea barelor sub unghiul α faţă de orizontală. 

 Caz particular: 0302 =α= ,kNP . 

 

 

Fig. 6.50 
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 Răspuns: 

19
4

2 +α
α

= tg
tg

P
N A , 

α
==

sin

P
NN CB 4

. 

 

 Caz particular:  

 

2

3P
N A = , 

2

P
NN BC == , 090=ϕ . 

 

6.3.4. O sferă de greutate P2  se reazemă ca în figura 6.51, pe două 

emisfere de greutăţi P  egale. Cât de mare trebuie să fie coeficientul de frecare μ 

dintre emisfere şi masă, pentru ca sistemul să fie în echilibru în poziţia din figură? 

 

 

 

 

 
 
 

Fig. 6.51 

  Răspuns:  

           
α

=µ
tg2

1
. 
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6.3.5. Să se studieze poziţia de echilibru a penei de greutate P  şi a 

blocului de greutate G  din figura 6.52 (coeficientul de frecare între bloc şi masă 

este μ, iar între bloc şi pană şi între pană şi planul înclinat μ1). Cât de mare trebuie 

să fie greutatea G  a blocului, pentru ca sistemul să fie în echilibru? 

 

 
 

Fig. 6.52 

  

 Răspuns: 
   

( )
.1

cossin

sincos

2 1

1








−

αµ+αµ

αµ−α
=

P
G  

 
 

6.3.6. Două bare omogene identice de lungime l şi greutate P  sunt 

articulate între ele în punctul O din mijlocul lor şi se sprijină pe un plan orizontal 

luciu, cu capetele lor inferioare, iar capetele lor superioare sunt legate printr-un fir 

inextensibil. Dacă unghiul dintre cele două bare este 2α şi ele susţin un cilindru de 

rază R şi greutate Q , se cere să se determine reacţiunea din articulaţia O şi 

tensiunea din fir (fig. 6.53). 
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         Fig. 6.53 

 
Răspuns: 
 

α⋅
−α








+−

α⋅
=

2sin22 l

QR
tgP

QctgQ
RO . 

α







++

α⋅
= tgP

Q

l

QR
S

2sin 2
.





                      Ispas, V. ṣi alṭii, 2010. [10]  
 

 

264

7. CALCULUL FIRELOR AERIENE [10] 

7.1 Consideraţii teoretice 

Când discutăm de fire în subconştient se dezvoltă noṭiunea de întindere, de la 
expresia a trage. Astfel că, apare o noṭiune nouă numită forță de tensiune (a cărei 
notaṭie este fie S fie T) şi care poate fi modelată folosind firele ideale fără masă, 
fără frecări, care nu se rup și nu se întind. Firele pot fi combinate cu scripeți ficşi 
sau mobili, ei fiind consideraṭi ideali şi permit firelor să schimbe direcția forțelor 
fără a exista frecare.  

Astfel, prin fir se înṭelege un corp care are o singură dimensiune şi anume 
lungimea şi care este sensibil mai mare decât celelalte douӑ dimensiuni ale 
secṭiunii transversale. La calculul firelor se iau în considerare următoarele ipoteze 
simplificatoare: 
- Firul este perfect flexibil, poate lua orice formă fără să opună rezistenṭă; 
- Firul poate fi solicitat numai la întindere, neputând prelua solicitări de 

compresiune sau de încovoiere; 
- Firul este inextensibil; 
- Firul este torsionabil, nu se opune când i se aplică un moment de răsucire. 

Ipotezele simplificatoare conform cărora firele sunt considerate perfect flexibile şi 
torsionabile au efectul că în orice secṭiune se introduce o singură forṭă, respective 
torsorul de reducere este format dintr-o singură forṭă normală pe planul secṭiunii 
transversal a firului. 

Firele transmit forțele de tensiune în perechi de câte două, respectiv 
acțiune-reacțiune (egale şi de sens opus) astfel încât, dacă două corpuri sunt 
legate de un fir ideal orice forță pe direcția firului exercitată de primul obiect este 
însoțită de o forță de-a lungul firului în direcția opusă exercitată de al doilea obiect. 
Dacă se foloseşte un acelaşi fir înfăşurat de mai multe ori pe același obiect cu 
ajutorul unei structuri de scripeți, forța de tensiune poate fi multiplicată. Pentru 
fiecare fir care acționează asupra unui corp, o altă forță de tensiune din fir 
acționează asupra corpului.  

Cu alte cuvinte se poate spune că, firul este un corp perfect flexibil şi 
inextensibil (adică poate lua orice formă şi are o lungime constantă) a cărui 
secţiune transversală este foarte mică în raport cu lungimea sa şi poate fi supus la 
întindere, dar datorită lungimii acestuia nu se poate comprima. 

 Importanṭa studiului firelor este în general asimilată cu firele aeriene de 
aceea în cele ce urmează se va studia echilibrul firelor aeriene (forma firului şi 
tensiunea într-un punct a lui) conform [19], [21]. 

 
7.1.1 Ecuaţia generală a firelor  

 Se consideră un fir presupus fără masă şi având o încărcare oarecare, iar într-
un punct A acesta coincide cu originea arcelor de lungime s (fig. 7.1a). Se 
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secţionează firul într-un punct M şi se notează cu T tensiunea în punctul M         
(fig. 7.1b) . Se izolează elementul de fir MM’ (fig. 7.1c,d). 

 

 
Se consideră p∆ rezultanta fortelor distribuite pe firul MM’, iar T(s+Δs) şi 

)(sT− sunt tensiunile din fir la capete, pe porṭiunea Δs, precum şi   - versorul axei 
pe care acṭionează tensiunile în fir. 
 Ecuaţiile vectoriale de echilibru a elementului MM’ pentru fir sunt: 

               
.)(0)(

0)()(

'''''
MpMMsTMM

pssTsT

=∆×+×−

=∆+∆++−
            (7.1) 

Se împart ambele ecuaţii cu s∆  şi prin trecere la limită se obţine: 

           ,0lim
)()(

lim
00

=
∆

∆
+








∆

∆+
+

∆

−

→∆→∆ s

p

s

ssT

s

sT

ss
                       (7.2)    

relaţie din care rezultă:               .0=+ p
ds

Td
                                            (7.3) 

 Din ecuaţia a doua a sistemului (7.1) se obţine:   

            0=×Tτ  sau τ⋅= TT .                    (7.4) 

A 

B 

M s 

A 
M 

M 

T  

T  

a. b. 

B 

M s 

A 
B 

c. 

M’ 

∆s 

M 

)(sT−  

d. 

M” 

M’ 

 

p∆  

Fig. 7.1 
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 Se face observaţia că tensiunea T  în fir are întotdeauna valoare pozitivă, 

firele neputând fi supuse la compresiune. 

 Astfel, ecuaţiile vectoriale ale firelor sunt: 

               

.0

0

=×τ

=+

T

p
ds

Td

                                     (7.5) - (7.6) 

 

7.1.2 Ecuaţiile diferenţiale ale firelor în sistemul cartezian de coordonate 
 

 Ecuaţiile scalare ale firelor se obţin din ecuaţiile vectoriale proiectate pe 
axele de coordonate Oxyz astfel: 

              

( )

( )

( ) 0

.0

0

=+

=+

=+

zz

yy

xx

pT
ds

d

pT
ds

d

pT
ds

d

               (7.7) 

 Tangenta la curbă are cosinusurile directoare ,,,
ds

dz

ds

dy

ds

dx
astfel că: 

              .,,
ds

dz
TT

ds

dy
TT

ds

dx
TT zyx ===                      (7.8) 

 Cu precizările (7.8), ecuaţiile (7.7) devin: 

                     

0

0

0

=+








=+








=+








z

y

x

p
ds

dz
T

ds

d

p
ds

dy
T

ds

d

p
ds

dx
T

ds

d

                 (7.9) 

şi reprezintă ecuaţiile carteziene ale firelor.  

 Dacă la sistemul (7.9) se adaugă relaţia între cosinusurile directoare:  

1
222

=







+








+









ds

dz

ds

dy

ds

dx
, se obţine un sistem de patru ecuaţii în necunoscutele 

x, y, z şi T(s), el fiind static determinat. 
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 7.1.3 Ecuaţiile diferenţiale ale firelor în coordonate intrinseci 

 

 Din geometria analitică se cunoaşte relaţia: 
 

                ν
ρ

=
τ 1

ds

d
 ,               (7.10) 

 

denumită prima formulă a lui Frénet , unde raportul 
ρ

1
 se numeşte curbură. 

 Conform cu a doua ecuaţie a sistemului (7.5) se poate scrie că τ⋅= TT . De 

asemenea, sarcina p  a unităţii de lungime a firului se poate scrie prin proiecţii pe 

axele sistemului de referinţă Frénet astfel:  
 

                    β+ν+τ= βντ pppp  .                (7.11) 

 
 Luând în considerare (7.10), prin proiectarea ecuaţiilor vectoriale ale firelor 
pe axele sistemului Frénet se obţin ecuaţiile intrinseci ale firelor, scrise sub forma: 
 

                         

0

.0

0

=

=+
ρ

=+

β

υ

τ

p

p
T

p
ds

dT

                                            (7.12) 

 
 

 7.1.4 Fir acţionat exclusiv de greutatea proprie 

 Se consideră un fir omogen, suspendat în două puncte A şi B şi acţionat de 
greutatea proprie pds. Se alege un sistem de referinţă astfel încât, axa Oy să fie 
verticală cu sensul ascendent, iar axele Ox şi Oz alese în aşa fel încât A şi B să 
aparţină planului xOy (fig. 7.2).  

 În ecuaţiile scalare carteziene (7.9) se înlocuiesc: pppp yzx −=== ,0 şi 

se obţine:    
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0

.0

0

=








=−








=








ds

dz
T

ds

d

p
ds

dy
T

ds

d

ds

dx
T

ds

d

                          (7.13) 

                                                
 Din prima şi a treia ecuaţie a sistemului (7.13) rezultă: 

                 H
ds

dx
T = şi cu ,C

ds

dz
T =                    (7.14) 

relaţii în care H şi C sunt constante. 

 Transformând succesiv a doua ecuaţie a sistemului (7.13) prin utilizarea unor 
artificii matematice [18] se obţine ecuaţia lănţişorului scrisă sub forma: 
 

              .
a

x
chay =                                    (7.15) 

 Pentru determinarea tensiunii din fir T  se utilizează prima relaţie (7.14) în 

care se înlocuieşte dxyds
2'1+=  şi ushy =' şi se obţine astfel: 

                     .yp
a

x
cha

a

H

a

x
chHT ===                 (7.16) 

 Lungimea unui arc de lănţişor s este: 
 

  ===







+=+==

x

o

x

o

x
o

x

o a

x
sha

a

x
shadx

a

x
chdx

a

x
shdxydss .11 22'       (7.17) 

 
 

A B 

x 

y 

O 

dsp  

M 

T  

Fig. 7.2 
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N  

NT µ=  

M  

O  A  

B  

R  

α  θ  

1T  

2T  

Fig. 7.3 

ν  

τ  

 7.1.5 Frecarea firelor  

 Se consideră un fir petrecut peste un scripete fix. Între fir şi scripete se 

consideră că există frecare, coeficientul frecării fiind µ. Se presupune că la un capăt 

al firului acţionează tensiunea 1T , iar la celălalt capăt 2T . Se cere să se determine 

tensiunea 2T . 

 Având în vedere figura 7.3, se poate scrie: 
 

      .0,, =−=µ−= βντ pNpNp               (7.18) 

Ecuaţiile (7.12) intrinseci ale firelor, ţinând cont de (7.18), devin: 
 

     .0

0

=−
ρ

=µ−

N
T

N
ds

dT

                       (7.19) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 Rezolvând sistemul (7.19), se obţine relaţia: 

                 αµ
eTT ⋅= 12  ,          (7.20) 

care reprezintă formula lui Euler privind frecarea firelor doar în ipoteza în care 

2T > 1T .  
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 7.2 Probleme rezolvate [10] 
 

7.2.1. De un balon este legat în punctul B un cablu AOB cu lungime totală     

l = 300 m şi greutate p = 2 kgf/m (1kgf = 9,806 N). O lungime 0x  din cablu se 

târăşte pe pământ cu coeficientul de frecare  µ = 0.2. Se constată că unghiul 

cablului în B este o60=Bθ . Să se determine tensiunea orizontală H ,  tensiunea 

BT , lungimea 0x  şi înălţimea h la care se află balonul (fig. 7.4). 

 
Soluţie: 
 

În punctul O cablul începe să se ridice de pe sol. Pe sol tensiunea H  din fir 

este orizontală şi este egală cu forţa de frecare pe lungimea 0x . Se poate scrie 

astfel: 

                          .0xpH µ=                (1) 

 

               
 

Lănţişorul OB are o lungime s necunoscută şi care, conform cu (7.17) 

pentru săgeata Aϕ  = 0, este:  

 

x 

y 

O A 

x0 

h 

B 

H  

BT  

Bθ  

Fig. 7.4 
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          Bsh
p

H
s ϕ= .                                       (2) 

 
Înlocuind (1) în (2), rezultă:          
 

                                    .0 Bshxs ϕµ=                (3) 

Pe de altă parte,  
            

                                                      .0xls −=                                                (4) 

Egalând (3) şi (4), rezultă  
        

                  .223
7.12.01

300

10 m
sh

l
x

B

=
++

=
+

=
ϕµ

                        (5) 

 

 

Revenind la relaţia (1) cu valoarea lui 0x , se obţine H:  

 
           H = 0,2 x 2 x 223 = 89 kgf  .                                      (6) 

 

Scriind o ecuaţie de echilibru pe orizontală se obţine valoarea tensiunii BT  

 

                                             .178
5.0

89

cos
kgf

H
T

B

B ===
θ

                                  (7) 

 
Înălţimea h la care se ridică firul este:   

 

     .                              (8) 

                                  

Dacă ϕ = tg β , rezultă: 

 

      
( ) ( )

( )
( )

.
cos

cos1sin
;

cos

cossin
;

cos

coscos

βθ

θβ

βθ

θβ

βθ

θβ

−

−
=

−
=

−
=

B

B

B

B

B

B l
h

lp
Hlx          (9) 
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7.2.2. Care este distanţa d între punctele de legare ale unui lănţişor de 

lungime 2l situate la acelaşi nivel, astfel ca tensiunile în punctele de legare să fie 
egale cu greutatea firului? Se cere, să se determine înclinarea firului în punctele de 
legare (fig. 7.5). 

 

     
Soluţie: 

 
 Se ia ca referinţă capătul drept B al firului. Conform enunţului, se poate 
scrie:  

       .2 lpTB =                            (1) 

 
Proiecţia verticală a tensiunii este V şi ţinând cont că s = l (lungimea din 

punctul minim până la punctul de legare), are valoarea:  

 

               .lpspV ==                                                    (2) 

 
Pe de altă parte, 

      .sin BBTV θ=                    (3) 

 
Egalând cele două relaţii ale lui V se obţine: 

                       .
6

π
θ =B                                                           (4) 

 Componenta orizontală a tensiunii în punctul B este: 
 

   .3cos lpTH BB == θ                                   (5) 

A B 

x 

y 

O 

dsp

 

Fig. 7.5 

 
 

2l 

d 
θA 

θB 



 

273

În conformitate cu relaţiile din literatura de specialitate [1], [19] se poate 
preciza că în punctele A şi B: 

                          ( ) ( ) .; 00 xd
H

p
x

H

p
BA −=−= ϕϕ                                 (6) 

 

Deoarece BA ϕϕ −= , rezultă: 

       

3

1

2

==

=

BB

B

shtg

d
H

p

ϕθ

ϕ

                    (7) 

    .3ln
2

1
3ln

3

1
1

3

1
ln ==













++=Bϕ                             (8) 

 

Distanţa d este următoarea: 
 

   ( ) .3ln3
2

l
p

H
d B == ϕ                                             (9) 

 
 7.2.3. La o curbă funiculară parabolică de forma din figură, se cunosc:           

d = 25 m, θ1=10º,  ρ = 2 f/m. Se cere să se afle tensiunea H, tensiunile de capete TA 
şi TB, lungimea parabolei şi săgeata maximă h (fig. 7.6). 
 

 Soluţie: 

   

A B 

O 

y 

x 

h 

d 

0θ  

1θ

Fig. 7.6 
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Se alege sistemul de coordonate Oxy conform figurii 7.6. Ecuaţia parabolei este:  

      

                                                          (1) 
unde   a’ – parametru al parabolei. 
 Relaţia (1) reprezintă ecuaţia unei parabole la care vârful se află la distanţa a 
de origine. În cazul problemei de faţă, originea sistemului de coordonate coincide 
cu vârful parabolei, deci ecuaţia parabolei devine: 

 

 
H

px

a

x
y

22

22

==  .                                (2) 

 
 Derivând în raport cu x relaţia (2), se găseşte panta firului: 
 

     
H

px
tg

dx

dy
=θ= .                        (3) 

 
 Aplicând relaţia (3) în punctul B pentru: 

 

m
d

x
2

25

2
==  ,                        (4) 

se obţine succesiv 

 tfH
H

tg 142,2

25
2

1763,01 =
×

==θ .                       (5) 

 
 Săgeata h se află aplicând relaţia (2) la capătul firului (B): 
 

   .1.1
1422

5.122 2

mhyB =
×

×
==                                    (6) 

 
 Tensiunile în punctele A şi B sunt: 
 

         tf
H

TT BA 3.144
9848.0

142

cos 1

==
θ

== .                             (7) 
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 Lungimea firului pentru parabolă se poate afla plecând de la relaţia: 
 

                                
2

22 1 







+=+=

dx

dy
dxdydxds  .             (8) 

Deoarece derivata dy/dx are valori foarte mici, se iau din dezvoltarea în serie a 
radicalului primii doi termeni, respectiv: 

 .,
2

1
1 '2'

H

px
yydxds =








+=                                  (9) 

Prin integrarea lui ds se obţine lungimea firului: 

                     
−−

+=









+==

2

2

2

32

2

222

2

242
1

d

d

d

d H

dp
ddx

H

xp
dsl                       (10) 

                                            ml 13.25
14224

252
25

2

32

=
⋅

⋅
+=  .                                   (11) 

 
 7.2.4. La un lănţişor, având capetele fixate la acelaşi nivel se cunosc: 

lungimea totală a curbei l = 100 m, sarcina p = 5 kgf/m, unghiul în capăt 
o1010 == θθ . Se cer tensiunile H, TA, TB, deschiderea d şi săgeata h (fig. 7.7).  

 

 Soluţie: 

   
 

A B 

x 

y 

h 

d 

0θ  
1θ

AT  BT  

Fig. 7.7 
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 Ecuaţia de echilibru a firului pe direcţie verticală este: 
 

                                   0sin2 1 =− plTB θ  .                 (1) 

 Având în vedere că, 

                                  1735,010sinsin 1 ==θ o  ,                  (2) 

 

din relaţia (1) se obţine valoarea tensiunii BT  astfel: 

 

                                       kgfTT AB 1443
1736,02

1005
=

×

×
== .                                    (3) 

 

 În punctul B unghiul BA ϕϕ −=  şi s = l. Se ştie conform literaturii de 

specialitate [19] privind statica firelor că: ( ) 00 , xxx
H

p
−=ϕ  - este poziţia iniţială, 

iar  x - poziţia cea mai de sus a firului. 
  
 Lungimea firului este:  

                                         Bsh
p

H
l ϕ2= ,                     (4) 

astfel că: 

                            kgf
sh

pl
H

B

1420
1763,02

1005

2
=

×

×
=

ϕ
= .              (5) 

 
 Săgeata maximă h este: 

 

                              .6,4
5

14201443
m

p

HT
h B =

−
=

−
=                               (6) 

 Se cunoaşte că, în cazul firului uniform greu prin dezvoltări aproximative în 
serii de puteri a cosinusului hiperbolic [18] şi reţinerea primilor doi termeni se 
poate scrie: 

                 .
6

,
2

,
3

0
2

0
ϕ

ϕθϕϕ +=++=+= tgy
p

H

p

H
yx

p

H
x              (7) 

 

 Aplicând relaţiile (7) pentru origine (x = 0) şi la mijlocul firului                   
(x = d/2, φ = 0), se obţin relaţiile: 
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                             00 0
2

,0 x
d

x
p

H
A +=+= ϕ ,                               (8) 

din care rezultă: 
 

                            m
p

h
d

d
x A

A 7.99
2

;1754.0;
20 =−=−==

ϕ
ϕ .                          (9) 

 
 
 7.2.5. O curbă funiculară lănţişor este legată de două puncte A şi B situate la 
nivele diferite. Dacă lungimea firului este l, iar unghiurile tangentelor la capete cu 

verticala sunt α  şi β , se cere diferenţa de nivel a punctelor A şi B (fig. 7.8). 

 
 

 Soluţie: 

            
  
În conformitate cu (7.16) şi (7.15), se pot scrie relaţiile: 
 

                 ( ) ( )AA shsh
p

H
schch

p

H
y ϕ−ϕ=ϕ−ϕ= , ,             (1) 

 
care aplicate pentru punctul B conduc la: 
 

A 

B 

x 

y 

f 

α
π

−
2

 

β

AT  

BT  

Fig. 7.8 

α

 

β
π

−
2
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                        ( ) ( ) .; ABABB shsh
p

H
lchch

p

H
fy ϕ−ϕ=ϕ−ϕ==             (2) 

 
 Prin împărţirea relaţiilor (2) rezultă : 
 

                                  .
AB

AB

shsh

chch
lf

ϕ−ϕ

ϕ−ϕ
=                             (3) 

 
 Ţinând seama de relaţiile: 

                                    θ=ϕ tgsh                                   (4) 

 

                        θ+=ϕ+=ϕ 22 11 tgshch                            (5) 

 
şi având în vedere că, 

                                ,
2

,
2

β−
π

=θ







α−

π
−=θ BA             (6)  

se obţin succesiv: 
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( )

.

2
sin

2
sin
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sinsinsin

1

sin

1

β+α

β−α

=
β+α

β−α
=

α+β

α
−

β
= ll

ctgctg
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 7.3 Probleme propuse 
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 7.3.1. Un cablu de greutate p (kgf/m) este legat ca şi în figura 7.9 în punctul 
A, înfăşurat pe suprafaţa exterioară a unui cilindru şi atârnă cu o lungime a. Se cer 
tensiunile în punctele A, B şi C. 
 

 Răspuns: 

( ) .; arpTpaTT BCA +===  

 
 

7.3.2. Lanţul omogen din figura 7.10 are lungime totală l şi este legat cu 

capetele de două inele care pot aluneca cu frecare pe o bară orizontală AB. Dacă 

coeficientul de frecare este µ , să se arate care este valoarea maximă a distanţei d 

dintre inele pentru care este posibil echilibrul (fig. 7.10). 

 

Răspuns:  

                                       

           
µ

µ=ϕµ≤
1

arg shlld D . 

7.3.3. Între două puncte A şi B aflate la acelaşi nivel şi depărtate unul de 

altul cu d = 100 m, se poate lega o parabolă sau un lănţisor. Lungimea lănţişorului 

A 

B 

C 

D 

a 

O 

r 

Fig. 7.9 

A B 

C D 

d 

Fig. 7.10 
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este l = 120 m. Sarcina totală pe care o suportă fiecare dintre curbele funiculare 

este aceeaşi P = 1200 kgf (1kgf = 9,806 N) repartizată după legea lănţişorului, 

respectiv a parabolei. Ambele curbe funiculare au acelaşi unghi 0θ  în origine. Se 

cere, să se determine lungimea l a parabolei, iar la fiecare dintre curbe tensiunile 

H , AT , săgeata maximă şi raza de curbură la mijlocul firului (fig. 7.11). 
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8. MECANISME SIMPLE 
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Mecanismele simple ca şi pârghia şi scripetele sunt cunoscute încă din 

antichitate, ele au fost şi sunt folosite şi în prezent [3] cu scopul de a uşura 

activitatea omului. În cele ce urmează, cele două mecanisme simple vor fi 

prezentate şi explicate. 

 
 

I.I.I.I. SCRIPESCRIPESCRIPESCRIPEṬIIII    

 
8.1 Consideraţii teoretice la scripeṭi [3] 

Rolul scripeṭilor în viaṭa cotidiană este acela de dispozitive care se 

încadrează în categoria de mecanisme simple alături de pârghii, cu scopul de a 

uşura munca omului, acest ajutor este fie prin schimbarea sensului forṭei motoare 

(Fm) care acṭionează la unul din capetele firului înfăşurat pe scripete, fie prin 

reducerea acesteia vizavi de forṭa rezistentă (Fr), aflată la celălalt capăt al firului       

(fig. 8.1 şi fig. 8.2).  

Un scripete este un dispozitiv elementar format dintr-un disc/roată având un 

canal periferic de ghidare a firului/cablului şi care va permite schimbarea sensului 

unei forțe sau obṭinerea unei economii de forță. Scripetele este un dispozitiv ce se 

poate roti în jurul axei proprii.  

Scripeţii pot să fie ficși (axa proprie nu îşi modifică poziţia faţă de un sistem 

de coordonate fix) sau pot fi mobili (axa proprie este mobilă). Scripeţii mobili sunt 

susţinuţi de firele care trec pe sub aceştia. Prin combinarea scripeţilor ficşi cu cei 

mobili se pot ridica greutăţi mari cu efort redus (forṭă motoare mică), ceea ce 

conduce la obţinerea unui avantaj mecanic (AM). Astfel de combinaţii sunt 

întâlnite la utilajele şi sistemele de ridicat în special cu macarale (fig. 8.1).  

 
                             [3] Fodor G., Cristea A.F., 2019. 
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                             Fig. 8.1 Combinaţii de scripeţi [3]. 

Pentru obṭinerea unui avantaj mecanic mare, respectiv economie de forṭă, 

în practică se folosesc sisteme de scripeţi. Această combinaţie de scripeţi ficşi şi 

mobili valorifică proprietăţile scripeţilor ficşi prin schimbarea direcţiei forţei 

rezistente notată (Fr) care combinată cu cea a scripeţilor mobili reduce forţa 

motoare (Fm).   

 În cazul scripetelui fix (fig. 8.2a) dacă se ţine seama de rigiditatea firelor 

şi de frecarea din axul scripetelui, forţa motoare necesară învingerii forţei rezistente 

este: 

Fm= k Fr ,                                                  (8.1) 

unde: - k este un coeficient supraunitar numit și factor de multiplicare al forței 

rezistente; 

        k = 1 + λ + 2μr/R ,                                          (8.2) 

unde: λ = (ε1 + ε2 )/ R = k1dfir (dfir – diametrul firului) şi se datorează rigidității 

firului/cablului;  

         (k1 = 0.002...0.006 m-2 pentru funii de cânepă şi k1 = 0.03...0.09 m-2 pentru 

cabluri de oţel); 

          ε1 , ε2 sunt excentricitățile firelor; 

          2μr/R – este frecarea din axul scripetelui şi este exprimată prin μ; 

          μ - coeficientul de frecare la alunecare; 

          r - raza fusului; 

          R - raza scripetelui. 
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Fig. 8.2 Scripete fix şi scripete mobil [3]. 

În general, pe lângă avantajul mecanic (AM) la scripeṭi mai interesează şi 

randamentul acestora care este exprimat prin relaṭia: 

                                                     η = F0 / Fm  ,                                                 (8.3) 

unde: - F0 este forța motoare în cazul ideal, iar avantajul mecanic (AM) se va 

calcula cu relaṭia: 

    AM = Fm/Fr  .                                                 (8.4) 

 

8.1.1 Randamentul scripeṭilor în diferite situaṭii 

În cazul scripetelui fix randamentul și avantajul mecanic AM devin: 

η = 1/k;      AM = k  .                                       (8.5) 

Observăm că avantajul mecanic este supraunitar și vorbim în acest caz de 

o multiplicare a forței rezistente. 

 
 
                         [3] Fodor G., Cristea A.F., 2019. 

 

a.                                                                 b. 
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- Dacă scripetele fix este ideal (k=1), atunci se neglijează atât rigiditatea 

firului/cablului cât și frecarea din axul propriu. În acest caz forța motoare 

devine egală cu forța rezistentă. 

 

- Pentru scripetele mobil (fig. 8.2b) forṭa motoare devine: 

 

Fm = Fr / ((k + 1)/k).                                           (8.6) 

 

În acest caz coeficientul (k<0) este subunitar şi se poate vorbi de o 

demultiplicare a forței rezistente, adică este nevoie de o forță motoare mai mică 

pentru a învinge forța rezistentă. Scripetele se va mişca odată cu mişcarea 

punctului de aplicație al forței motoare. Se poate observa că în acest caz, 

deplasarea forței rezistente este mai mică față de deplasarea forței motoare. 

- Dacă scripetele mobil este ideal (k = 1) forṭa motoare şi avantajul mecanic 

devin: 

                                  Fm = 0,5 Fr ;                       AM = 2 .                            (8.7) 

 

8.2 Sisteme de scripeṭi 

Cele mai des întâlnite sisteme de scripeţi sunt palanele sau blocurile de 

scripeţi ca şi cele prezentate în figura 8.3. 

                                         

       Fig. 8.3 Palane [3] 

Palanele sunt folosite pentru ridicarea greutăţilor mari, ele fiind acționate 

fie manual fie cu motoare (la macarale). Pentru a avea un avantaj mecanic (AM) 

mare se folosesc combinaţii de scripeţi grupați în mufle. 
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 Mufla este o combinație de mai mulți scripeți fixați pe aceeași furcă. 

Fixarea pe furcă se poate face pe același ax (scripeții au același diametru) sau pe 

axe paralele (diametrele diferă).  

Palanul este alcătuit din două mufle, una fixă şi una mobilă. Fiecare muflă 

conţine un număr egal de scripeţi montaţi pe aceeaşi furcă. Palanul poate fi realizat 

în două variante (fig. 8.4). Pentru ambele variante calculul forṭei motoare şi a 

coeficientului de multiplicare este acelaşi. 

 

Fig. 8.4 Palanul [3] 

 

În cele ce urmează se vor prezenta câteva relaṭii de calcul a forṭei motoare 

[3], în cazul sistemelor de scripeti care utilizează palanul. De exemplu, pentru 

palanul cu şase scripeţi montaţi în două mufle, forţa motoare (Fm) va fi: 

              (8.8) 
 
 

                              [3] Fodor G., Cristea A.F., 2019. 
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În cazul general, utilizând 2n scripeţi şi două mufle [3], forṭa motoare se determinӑ 

cu relaṭia: 

  .                                         (8.9)   
 

În situaţia ideală când k = 1 apare o nedeterminare care se ridică prin 

aplicarea teoremei lui l’Hospital [3] şi anume: 

 

                        (8.10)     
                 

În acest caz, coeficientul forței rezistente este subunitar adică, există o 

demultiplicare a ei, ceea ce înseamnă că este nevoie de o forță motoare mai mică 

pentru a învinge forța rezistentă. 

 

 

II.II.II.II. PÂRGHIIPÂRGHIIPÂRGHIIPÂRGHII    

 
8.3 Consideraţii teoretice în cazul pârghiilor [3] 

Pârghia este un mecanism simplu şi mai modest din punctul de vedere al 

construcṭiei decât scripetele dar, al cărei rol conduce în final, la uşurarea muncii 

omului.  

Pârghia – este o bară rigidă (fig. 8.5) care se sprijină pe un punct fix şi 

asupra căreia se exercită o forţă activă şi o forţă rezistentă (în ipoteza neglijării 

frecărilor). În practică, pârghiile sunt frecvent utilizate la ridicarea greutăţilor sau 

intră în componenţa mecanismelor care ridică greutăţi.  

 

 

                             [3] Fodor G., Cristea A.F., 2019. 
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Se consideră o forţă F aplicată în punctul A şi un pol O arbitrar ales. 

Vectorul moment al forţei F în raport cu polul O se notează cu M0 şi se exprimă 

vectorial prin relaţia:                        FrM ×=0 ,                                              (8.11)  

unde: r - este vectorul de poziţie al punctului de aplicaṭie al forţei F faţă de polul O. 

Fiind o mărime vectorială, momentul ( ) are direcţia perpendiculară pe planul 

format din vectorul de poziție (r) şi forța (F), sensul dat de regula burghiului şi 

modulul este dat de produsul dintre forță şi braţul forţei. 

  În cele ce urmează se consideră că asupra pârghiei acţionează o forţă activă          

Fa = Fm care roteşte pârghia în jurul unui punct de sprijin O şi căreia i se opune o 

forţă rezistentă sau de încărcare Fr.  

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 8.5  

Analog cu scripeṭii, şi în acest caz este o forṭă motoare notată Fm şi una 

rezistentă notată cu Fr, iar dispunerea acestora pe pârghie în funcṭie de punctul de 

sprijin al acesteia, conduce la o clasificare a pârghiilor. Astfel că, poziţiile 

punctelor de aplicaţie ale forţelor (A pentru forța activă (motoare) și B pentru forța 

rezistentă) şi a punctului de sprijin O vor determina cele trei tipuri de pârghii din 

figura 8.5, astfel: 

- Pârghia de tip I - punctul de sprijin O este situat între Fr şi Fa (AOB).  

Exemple: balanţa cu  braţe egale, ranga, cleştele de cuie, foarfeca etc.; 

- Pârghia de tip II - încărcarea Fr este situată între punctul de sprijin O şi forţa 

activă Fa (OBA).  

Exemple: roaba, spărgătorul de nuci, cheia pentru piuliţe etc.; 
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- Pârghia de tip III - forţa Fa este situată între punctul de sprijin O şi încărcarea Fr (OAB).  

Exemple: penseta, cleştele de jăratic, supapa de siguranţă a cazanului cu abur, 

pedala mașinii de cusut etc. 

Interesant de calculat în cazul pârghiilor este acelaşi avantaj mecanic, 

respectiv (AM), având aceeaşi formulă ca şi în cazul scripeṭilor. Pentru a afla acest 

avantaj mecanic se cere scrierea ecuaṭiilor de momente. Se observӑ din ecuaţiile de 

momente faţă de punctul de sprijin O, cӑ momentele celor două forţe (active şi de 

rezistenṭă) trebuie să fie egale.  

Dacă se notează cu a distanţa de la punctul de sprijin O la încărcarea Fr şi cu 

b distanţa de la forţa activă Fa la punctul de sprijin O (braţele pârghiei), atunci 

modulele momentelor față de punctul O vor fi: 

                             bFaF ar ⋅=⋅                                  (8.12) 

        Raportul rF / aF  se numeşte factor de multiplicare al forței active sau 

avantaj mecanic al pârghiei (AM ). 

   = =r

a

F b
AM

F a
  .                                      (8.13)  

Se poate observa că pot exista două cazuri: când AM > 1 se obṭine 

amplificarea raportului forțelor / braţelor pârghiei şi dacă AM < 1 se obṭine 

demultiplicarea raportului forțelor / braţelor pârghiei. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                   [3] Fodor G., Cristea A.F., 2019. 

 



 

289

 8.4 Probleme rezolvate 
 

8.4.1. O macara ridică o grindă din oțel cu masa M. Sistemul de scripeți de 

pe brațul macaralei este compus din patru scripeți. Ce forță motoare este necesară 

pentru ridicarea grinzii? 

 Soluṭie: 

 Forṭa care se opune rotirii scripetelui este greutatea aşadar: 

Fr = G = Mg .                                                    (1) 

 Există sistemul de scripeṭi la care fiecare din cei patru scripeṭi înjumătăṭesc 

forṭa motoare astfel cӑ 

Fm = G/8 = Mg/8 .                                                 (2) 

 

 8.4.2. În figura 8.6 se cere, să se determine 

valoarea forṭei motoare (Fm = Fm1) cu care 

operatorul trebuie să ridice o greutate (R = Fr) de 

masă M utilizând sistemul de scripeṭi dat, scripeṭii 

şi firul se consideră ideali. 

 

            Soluṭie: 

   Se analizează fiecare scripete din sistemul 

de scripeṭi dat de figura 8.6 astfel: 

pentru scripetele S2:     tensiunea în fir devine:  

 Fm1 = Fr / 2                                               (1) 

pentru scripetele S3:     tensiunea în fir devine:  

 Fm 2 = Fm 1 / 2                                            (2) 

pentru scripetele S3:     tensiunea în fir devine:  

 Fm 3 = Fm 2 / 2                                           (3) 

pentru scripetele S4:     tensiunea în fir devine:                    

Fm 4 = Fm 3 / 2                                           (4) 

 
Fig. 8.6 [Google] 
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 Ṭinând cont de (2) – (4) şi înlocuind în relaṭia (1), se obṭine valoarea finală a 

forṭei cu care operatorul va putea ridica greutatea R: 

          Fm1 = R / 2n , unde: n – este numărul de scripeṭi mobili                              (5) 

respectiv,                                       Fm1 = Mg / 23  .                                                (6) 

 

 8.4.3.  Un bloc de piatra (fig. 8.7) cu masa (M) este ridicat cu ajutorul unei 

bare de lungime (l), sprijinită la distanṭa a de capătul la care acṭionează un operator 

cu o forṭă motoare 2Fm. Să se identifice tipul pârghiei şi să se calculeze în acest caz 

forṭa rezistentă, ştiindu-se forṭa motoare şi avantajul mecanic al pârghiei. 

            Soluṭie: 

Se observă că pârghia este de tipul I conform teoriei, iar rezolvarea cerinṭei 

se va face prin scrierea ecuaṭiei de momente faṭă de polul O: 

 

O: 2Fm a = G (l – a) .                                           (1) 

 

      Se observă că forṭa rezistentă este G, astfel: 

 

Fr = G = 2Fm a / (l – a) .                                      (2) 

 

 
                                                         Fig. 8.7 

 Avantajul mecanic (AM) se poate calcula: 

 

AM = Fr / Fm = ( 2Fm a / (l – a) )  / 2Fm                        (3) 

 

respectiv,      AM = =  a / (l – a)                                           (4)  
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 8.5 Probleme propuse 

 8.5.1.  Se dă sistemul de scripeṭi consideraṭi ideali din figura 8.8. Se 
cunoaşte forṭa rezistentă care trebuie învinsă de un operator se cere să se afle forṭa 
motoare în acest caz.  

                                                                             Răspuns:              Fm = Fr/2
n 

 

 8.5.2.  Se dă sistemul diferenṭial din figura 8.9 format din troliu (1) şi 
scripetele mobil (2) peste care este petrecut un lanṭ de care se trage cu forṭa Fm pe 
cele două ramuri ale sistemului notate a şi b.  Să se determine forṭa motoare în 
acest caz, cunoscându-se toate celelalte date ale problemei conform figurii.  
 
        Răspuns:             
Indicaṭii: se izolează corpurile şi se determină tensiunile din fire (S1 şi S2) şi va 
rezulta forṭa motoare cerută: 

Fm = Fr (R – r)/ 2 

 

8.5.3. Doi copii unul de 
masă m1 şi altul de masă m2 
(m1 < m2) vor să se legene pe 
un balansoar de lungime l, 
sprijinit la mijloc (fig. 8.10). 
Copilul de masă (m1) se 
aşează chiar la un capăt. La ce 
distanṭă x trebuie să se aşeze 
celălalt copil pentru ca 
balansoarul să stea la 
orizontală? Se cunoaşte 

unghiul α.                                           
                       Răspuns:    x = m1 lcosα / 2m2 

 Fig. 8.10 

 Fig. 8.8  Fig. 8.9 
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                                    II. CINEMATICII. CINEMATICII. CINEMATICII. CINEMATICĂ    

 
A. MIŞCAREA ÎN RAPORT CU UN SISTEM DE 

REFERINŢĂ FIX 
 
 

9. CINEMATICA PUNCTULUI [9] 
 

9.1 Consideraţii teoretice 
 

9.1.1 Introducere 

În cadrul cinematicii punctului material se studiază mişcarea în timp a 
acestuia, fără a lua în considerare cauzele mişcării adică, fără a stabili legătura 
dintre sistemul de forţe concurente ce acţionează asupra punctului şi mişcarea 

acestuia. 
 Mişcarea unui punct este cunoscută dacă la orice moment (t) se poate 

determina poziţia punctului faţă de sistemul (reperul) ales. Poziţia unui punct este 
cunoscută în general, dacă se defineşte vectorul de poziţie r  al punctului faţă de 
originea O a sistemului de referinţă ca funcţie de timp astfel: 

)t(rr = .                                         (9.1) 

Funcţia vectorială (9.1) trebuie să îndeplinească anumite condiţii impuse de 
fenomenul mişcării şi anume: să fie continuă (drumul parcurs de punctul material 
nu poate prezenta întreruperi), uniformă (drumul parcurs nu se poate ramifica, 
punctul material neputând ocupa în acelaşi moment mai multe poziţii distincte în 
spaţiu), finită în modul şi derivabilă. 

 

9.1.2 Traiectoria mişcării 

Se numeşte traiectorie, curba ce reprezintă locul geometric al poziţiilor 

succesive ale punctului în mişcare. Aceasta poate fi o curbă plană sau o curbă 
oarecare din spaţiu. 
 Relaţiile matematice care permit determinarea poziţiei punctului în orice 
moment (t) ales arbitrar, în intervalul de timp în care are loc mişcarea, poartă 
numele de ecuaţii parametrice ale mişcării. Fie r vectorul de poziţie al punctului 
M  faţă de originea O a unui sistem de referinţă. În general, acest vector poate fi 



               [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 
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definit cu ajutorul a trei funcţii scalare depinzând de sistemul de referinṭă. 
Eliminând timpul între ecuaṭiile parametrice, se obṭine expresia traiectoriei.  

În general în aplicaţii, vrem să determinăm traiectoria, viteza şi acceleraţia 
în diferite sisteme de coordonate care vor fi prezentate în cele ce urmează. 

 

9.1.2.1 Sistemul de coordonate 
carteziene 

 
 În sistemul Oxyz de coordonate 
carteziene, presupus fix (fig. 9.1), cele 

trei funcţii scalare care definesc poziţia 
punctului M pe traiectoria (Γ) sunt 

coordonatele  carteziene x, y, z, ale 
căror valori variază în funcţie de timp. 
Pentru a determina mişcarea punctului 
M, este necesară cunoaşterea ecuaţii-

lor parametrice ale mişcării acestuia: 

x = x(t), y = y(t), z = z(t).      (9.2) 

                 

 În cazul în care mişcarea 
punctului M are loc în plan, alegând 

sistemul de referinţă Oxy plasat în planul mişcării, se obţin ecuaţiile parametrice 

ale mişcării:  

                                                       x = x(t),       y = y(t).                                      (9.3) 

 

9.1.2.2 Sistemul de coordonate cilindrice 

 În sistemul de coordonate cilindrice (fig. 9.2) cele trei funcţii scalare care definesc 
poziţia punctului M pe traiectoria (Γ) sunt: raza polară r, unghiul polar θ şi cota z, 
date sub forma:   

                                             r = r(t),     θ =  θ(t),     z = z(t).                               (9.4) 

       Dacă mişcarea punctului material are loc în plan, se poate adopta un sistem 
de coordonate polare constituit din polul O şi axa polară OΔ (fig. 9.3). Poziţia 
punctului M pe traiectoria sa plană (Γ) este determinată prin coordonatele polare 
(r,θ).  Ecuaţiile parametrice ale mişcării punctului M sunt: 
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(Г) 

 

θ 

(Δ) 

Fig. 9.3 

O 

1r  

                                                 r = r(t),     θ = θ(t).                                              (9.5) 

Referitor la traiectorie, relaţia (9.1) reprezintă ecuaţia vectorială a 

traiectoriei, iar relaţiile (9.2), (9.3), (9.4) şi (9.5) pot fi considerate ca ecuaţii 

parametrice ale traiectoriei, parametrul fiind timpul t. 
 

 
       Ecuaţiile curbei (Г) sub formă explicită sau implicită se determină 
eliminând parametrul (t) din ecuaţiile parametrice. 
 

9.1.2.3 Ecuaţia orară a mişcării 
 
Dacă traiectoria punctului este o curbă 

continuă, spaţiul parcurs de acesta poate fi 

exprimat printr-o singură funcţie scalară de 
timp. Într-adevăr, alegând pe curba (Г) un 
punct arbitrar O (fig. 9.4), punctul M este 
definit prin cunoaşterea arcului s = OM. Cum 
între arcul s şi poziţia punctului M  trebuie să 

existe o corespondenţă biunivocă, este necesar să se stabilească pe traiectorie un 
sens pozitiv de măsurare a arcelor.  

După alegerea acestui sens, spaţiul parcurs de punct va fi cunoscut dacă se 
cunoaşte legea de variaţie a arcului (s) în funcţie de timpul (t), adică:   

     

s = s(t) .                                                        (9.6) 

Această funcţie se numeşte ecuaţia orară a mişcării. 

Fig. 9.2 
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9.1.3 Viteza 

Se consideră un punct material M, aflat în mişcare pe traiectoria (Г)           
(fig. 9.5). Mişcarea este înregistrată faţă de sistemul cartezian de referinţă fix Oxyz. 

Fie două poziţii M şi M1 ale punctului mobil pe traiectoria (Г) corespunzătoare 
momentelor (t) şi (t+Δt), notând cu (Δt) un interval de timp finit, dar foarte mic. 

Vectorii de poziţie în raport cu originea O a sistemului cartezian care definesc poziţiile M 

şi M1 sunt r  şi ,rr ∆+ r∆ reprezentând variaţia vectorului de poziţie r  în intervalul de 

timp Δt. 
Se numeşte viteză medie a punctului caracteristic M, corespunzătoare 

momentului (t) şi intervalului de timp Δt, expresia: 
 

                                                        
.

Δ

Δ

t

r
vm =                                                      (9.7) 

Suportul vitezei medii reprezintă o coardă MM1 pentru curba (Г). Limita 
către care tinde viteza medie atunci când intervalul de timp Δt tinde către zero se 
numeşte viteză instantanee a punctului mobil M, corespunzătoare momentului (t), 
ea având expresia: 

                                    
.

Δ

Δ

0Δ

r
dt

rd

t

r
limv
t

&===
→

                                           (9.8) 

Caracteristicile vectorului viteză instantanee v sunt următoarele: 

- punctul de aplicaţie: al vectorului viteză instantanee este  punctul M ; 
- suportul/direcṭia: este tangenta construită în punctul M la traiectoria curbilinie  

( Γ); 
- sensul: vectorului viteză instantanee coincide cu sensul de mişcare al 

punctului M pe traiectoria sa ; 
- modulul: vectorului viteză instantanee se determină derivând în raport 

cu timpul ecuaţia orară a mişcării (9.6).                                       
Pentru a demonstra aceasta se alege o origine O1 a spaţiului pe traiectoria 

(Г), notând cu (s) distanţa măsurată pe traiectorie de la originea O1 până la poziţia 
pe care o ocupă punctul M la momentul (t). 

Se notează cu 1τ  versorul vectorului viteză medie mv şi cu τ  versorul 

vectorului viteză instantanee v  astfel încât, se pot scrie relaţiile: 

                                            .τ,τ1 vvvv m ==                                                       (9.9) 

Relaţia (9.8) devine:     
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,ττ svv &==                        (9.10)     

 
 
 
 
 
   

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

 
 
astfel încât, modulul vitezei instantanee v devine: 
 

                                 .sv &=                             (9.11)       

                                                

Din relaţia (9.8) rezultă că, viteza instantanee v  a unui punct material este 

dată de derivata vectorială de ordinul întâi a funcţiei vectoriale de timp )t(rr =  

în raport cu timpul, iar din relaţia (9.10) rezultă că vectorul viteză instantanee este 
orientat după tangenta la traiectorie în sensul mişcării punctului, mărimea sa fiind 
dată de prima derivată în raport cu timpul a ecuaţiei orare a mişcării s=s(t), 

conform cu relaţia (9.11).   
       Unitatea de măsură a vitezei în sistemul internaţional (SI) este 

metrul/secundă (m / s). 
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9.1.4 Acceleraţia 

Fie un punct M aflat în mişcare pe traiectoria (Γ), (fig. 9.6). Punctul este 

surprins în poziţiile M şi M1 la momentele (t) şi (t+Δt), având viteza instantanee v  
şi respectiv .vv ∆+  Se transpun vectorii v  şi vv Δ+  cu punctul de aplicaţie în originea 

O a sistemului cartezian de referinţă Oxyz şi se trasează vectorul v∆ ce reprezintă 

variaţia vectorială a vectorului viteză instantanee v  în intervalul de timp (Δt). 

Raportul dintre variaţia vectorului v∆  a vitezei instantanee şi intervalul de 

timp Δt se numeşte  acceleraţia medie: 
 

                 t

v
am

∆

∆
=   .                                                   (9.12)    

 

Limita către care tinde acceleraţia medie atunci când intervalul de timp (Δt) 
tinde către zero, poartă numele de acceleraţie instantanee corespunzătoare  
momentului (t), ea având expresia:  

                         

        
.

Δ

Δ
lim

0Δ

v
dt

vd

t

v
a

t

&===
→     

(9.13) 

 

Având în vedere relaţiile (9.8) 
şi (9.12), se poate scrie:  

 

 rva &&& ==  .          (9.14)                                         

Conform relaţiei (9.14), 
acceleraţia instantanee în mişcarea 

curbilinie a unui punct material este 

egală cu derivata vectorială de 

ordinul întâi în raport cu timpul a 

vectorului viteză instantanee sau cu 
derivata vectorială de ordinul doi în 
raport cu timpul a funcţiei vectoriale 

de timp ).t(rr =  
 

M(t) 
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         Caracteristicile vectorului acceleraţie instantanee a  sunt: 

- punctul de aplicaţie: al vectorului acceleraţie instantanee este în punctul M ; 
- suportul său/direcṭia: este conţinut în planul osculator al traiectoriei (Γ) dus în 

punctul M (plan definit de punctul M şi două puncte 'M  şi ''M  plasate pe 
traiectoria ( Γ ), infinit apropiate de punctul M ); 

- sensul: vectorului acceleraţie instantanee este dirijat în concavitatea traiectoriei ( Г ) ; 
- modulul: vectorului acceleraţie instantanee se va determina în paragrafele 

următoare cu ajutorul componentelor înregistrate faţă de diferite sisteme de 
referinţă. 

Unitatea de măsură a acceleraţiei în sistemul internaţional (SI) este metrul pe 

secundă la pătrat (m/s2). 
 

9.1.5 Componentele vitezei şi acceleraţiei instantanee în coordonate carteziene  

la mişcarea curbilinie 

În figura 9.7 este reprezentat un punct M în mişcare pe o traiectorie 
curbilinie (Γ), punct definit prin vectorul de poziţie r  în raport cu originea O a 

sistemului cartezian de referinţă fix Oxyz şi având versorii axelor .k,j,i  

 Cunoscând ecuaţiile parametrice ale traiectoriei înregistrate faţă de 
sistemul cartezian fix Oxyz: x = x(t), y = y(t), z = z(t), se vor determina 

componentele carteziene, modulele şi direcţiile vitezei şi acceleraţiei instantanee. 
Întrucât,                                           

kzjyixr ++=                                        (9.15)                                         

din relaţia (9.8) rezultă viteza instantanee:  
 

                                  kzjyixv &&& ++=                                   (9.16) 

 deoarece   0=== kji
&&& , sistemul Oxyz fiind fix. 

       Utilizând notaţiile din figura 9.7 şi având în vedere relaţia (9.16) rezultă 
componentele carteziene ale vitezei instantanee: 

                      zvyvxv zyx &&& === ,,  .                                     (9.17) 

Modulul şi direcţia vectorului viteză instantanee, având în vedere relaţia 
(9.17) şi figura 9.7, sunt date de relaṭiile (9.18-9.19): 

                                        222
zyxv &&& ++=

,                                           (9.18) 
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  cos α1 = vx /v ,    cos β1 = vy /v ,      cos γ1 = vz /v .               (9.19) 

Acceleraţia instantanee a , conform relaţiilor (9.14) şi (9.16), are expresia: 

 

                            kzjyixa &&&&&& ++=   .                                         (9.20) 

Utilizând notaţiile din figura 9.7 şi relaţia (9.20), rezultă componentele 

carteziene ale acceleraţiei instantanee: 

                                            zayaxa zyx &&&&&& === ,,   .                                 (9.21) 

Modulul şi direcţia acceleraţiei instantanee a , având în vedere  relaţiile 

(9.21) şi figura 9.7, sunt date de expresiile: 

                                                 222
zyxa &&&&&& ++=  ,                                         (9.22) 

         cos α2 = ax /a ,          cos β2 = ay /a ,         cosγ2 = az /a .               (9.23) 

 

În relaţiile (9.19) şi (9.23) s-au notat prin α1, β1, γ1, respectiv, α2, β2, γ2, 

unghiurile pe care vectorii v şi a  le formează cu axele sistemului cartezian de 

referinţă fix, Oxyz.     
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9.1.6 Componentele vitezei şi acceleraţiei instantanee în coordonate polare la 

mişcarea curbilinie 

       Sistemul de coordonate polare este un sistem plan, astfel că poate fi utilizat 
numai pentru un punct material care are o traiectorie plană. 

   Fie un punct mobil M care descrie curba (Г) în planul fix (π). Se consideră 
sistemul cartezian mobil Mρn având originea plasată în punctul  mobil M. Axa 
polară OM pivotează în planul (π), în jurul polului fix O, iar axa normală Mn este 
perpendiculară în M pe OM. Coordonatele polare ale punctului sunt r şi θ (fig. 9.8). 
Cunoscând ecuaţiile polare date de: r = r(t); θ = θ(t), se vor determina 
componentele, modulele şi direcţiile vectorilor viteză şi acceleraţie instantanee. 

Notând cu ρ şi n  versorii axelor reperului cartezian mobil Mρn, vectorul de 

poziţie r  ce defineşte punctul M în raport cu polul fix O are expresia: 
 

ρrr =  . 

Se observă că, în timpul mişcării versorii ρ şi n  îşi schimbă direcţia 

deoarece unghiul θ este variabil. Din această cauză, spre deosebire de versorii 

k,j,i ai axelor sistemului cartezian fix, derivatele în raport cu timpul ale versorilor 

ρ şi n  sunt în general, diferite de zero. Pentru a calcula aceste derivate se exprimă 

ρ şi n  în funcţie de proiecţiile lor pe axele fixe Ox, Oy şi de versorii i şi j          

(fig. 9.8). 

          jinji θcosθsin,θsinθcosρ +−=+=  .                       (9.24) 
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(9.25) 
 

(9.26) 

Derivând relaţiile (9.24) în raport cu timpul şi având în vedere că 0ji == && , 

rezultă: 

.ρθ)θsinθ(cosθθθsinθθcos

,θ)θcosθsin(θθθcosθθsinρ

&&&&&

&&&&&

−=+−=−−=

=+−=+−=

jijin

njiji
 

Viteza se obţine prin derivare în raport cu timpul a vectorului de poziţie r  şi 
ţinând seama de relaţia (9.25): 

nrrrrrv θρρρ &&&&& +=+== .                                (9.27) 

Utilizând notaţiile din figura 9.8, se poate scrie:     

                       
  

.ρρ nvvv n+=                                             (9.28) 

Din relaţiile (9.27) şi (9.28) rezultă componentele polare ale vitezei instantanee: 

                                  .θ,ρ
&& rvrv n ==                                            (9.29) 

Modulul şi direcţia vitezei instantanee se obţin utilizând relaţiile (9.29) şi        
figura 9.8. Astfel, 

                                   
.

θ
α,θ222

r

r
tgrrv

&

&
&& =+=                                  (9.30) 

 
Acceleraţia instantanee se obţine derivând în raport cu timpul expresia 

(9.27) a vitezei. Astfel, 

                                      .nrnrnrrra &&&&&&&&&& θ+θ+θ+ρ+ρ=                                    (9.31) 

Înlocuind în relaţia (9.31) pe ρ&  şi n&  cu expresiile (9.25) şi (9.26), se obţine: 

                                         .)2()( 2
nrrrra θ+θ+ρθ−= &&&&&&&                                    (9.32) 

Utilizând notaţiile din figura 9.8, se poate scrie: 

.naaa n+ρ= ρ                                                (9.33) 

Din relaţiile (9.32) şi (9.33) rezultă componentele polare ale acceleraţiei 

instantanee: 

.2,2 θ+θ=θ−=ρ
&&&&&&& rrarra n                                   (9.34) 

Modulul şi direcţia acceleraţiei instantanee se obţin utilizând relaţiile (9.34) şi 

figura 9.8. Astfel, 

                    
.

θ

θ2θ
β,)θ2θ()θ(

2
222

&&&

&&&&
&&&&&&&

rr

rr
tgrrrra

−

+
=++−=                         (9.35) 
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9.1.7 Componentele vitezei şi acceleraţiei instantanee în coordonate cilindrice 

în mişcarea curbilinie 

 

În sistemul de coordonate cilindrice (fig. 9.9) vectorul de poziţie 
1r  al 

punctului M în raport cu polul O este definit de coordonatele polare r şi θ în planul 
xOy precum şi de cota z   ..  

Pentru a cunoaşte mişcarea punctului M trebuie cunoscute funcţiile de timp: 
 

      r = r(t), θ = θ(t), z = z(t).                                      (9.36) 

 

Având în vedere (9.16), (9.21), (9.29) şi (9.34), se pot preciza componentele 

cilindrice ale vitezei şi acceleraţiei instantanee la mişcarea curbilinie. Astfel, 
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În conformitate cu figura 9.9 şi relaţiile (9.37), modulele şi direcţiile 

vectorilor v şi a  se pot determina după cum urmează:    

 
 

                             
 (9.38)   

,)2()( 2222
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9.1.8 Componentele vitezei şi acceleraţiei instantanee pe axele triedrului 
Frenét la mişcarea curbilinie 

 
Se consideră un punct M în mişcare în spaţiul tridimensional, pe traiectoria 

curbilinie ( Г ). În figura 9.10 pe lângă sistemul de referinţă cartezian fix Oxyz, s-a 

adoptat şi un sistem mobil MTNB, având originea plasată permanent în punctul 

mobil M. Sistemul mobil MTNB denumit triedrul intrinsec de referinţă al lui 

Frenét, are următoarele axe: 

- tangenta MT la curbă orientată pozitiv în sensul de creştere al arcului s al cărei 

versor se notează cu ;τ  

- normala principală MN, adică normala din planul osculator al curbei orientată pozitiv spre 
centrul de curbură K, al cărei versor se notează cu 

       ; 
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- binormala MB, adică normala pe planul format de versorii τ şi  

       (planul osculator), al cărei versor se notează cu β  şi se alege astfel 

încât, versorii βντ ,,  luaţi în această ordine, să formeze un triedru drept 

orientat. 

                 

         
Din modul cum a fost definit sistemul intrinsec al lui Frenét, rezultă că 

vectorul viteză instantanee v  al punctului M are permanent ca suport axa tangentă 

MT şi acelaşi sens cu această axă.  

Componentele intrinseci ale vitezei v  pe axele sistemului mobil MTNB, 

având în vedere figura 9.10, au expresiile:  

  .0,0, βντ ==== vvsvv &                                    (9.39) 

Rezultă că modulul vitezei se determină derivând în raport cu timpul ecuaţia 
orară a mişcării s = s(t), fapt cunoscut de la definirea vitezei la mişcarea curbilinie 
a punctului material. 

Derivând în raport cu timpul expresia ,τ=τ= svv & se va obţine acceleraţia 

punctului M astfel:    

      ττ &&& vvva +==  .                                                  (9.40) 

Dar,  

                                        ,νθνττ &&& == ||                                                    (9.41) 

întrucât derivata în raport cu un scalar a unui vector de modul constant şi direcţie 
variabilă este egală cu un vector normal pe vectorul dat şi luat în sensul rotirii lui, 
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având modulul egal cu produsul dintre modulul vectorului şi derivata unghiului de 
rotaţie în raport cu parametrul scalar:  

                           .|||| θ=θτ=τ &&&                                                  (9.42) 

Din figura 9.10 rezultă:           

.
11

,,, vss
dt

d

dt

ds
dds

ρ
=

ρ
=θθρ=

θ
ρ=θρ= &&&&         (9.43) 

Relaţia (9.40), având în vedere (9.41) şi (9.43), devine: 

                                     .
2

ν
ρ

+τ=
v

va &                                       (9.44) 

Pe de altă parte, se poate scrie conform figurii: 

                                       .β+ν+τ= βντ aaaa                                 (9.45) 

Din relaţiile (9.44) şi (9.45) se obţin componentele intrinseci ale 

acceleraţiei instantanee, 

                      .0,,
2

=
ρ

== βντ a
v

ava &                          (9.46) 

Întrucât ,0a =β  rezultă că vectorul acceleraţie este conţinut în planul 

osculator al traiectoriei (Г) corespunzător punctului M fiind dirijat în 
concavitatea curbei (fig. 9.10). 
       Modulul şi direcţia acceleraţiei având în vedere expresiile (9.46) şi    
figura 9.10, se determină cu relaţiile: 

                                        .,
22

4
2

v

v
tg

v
va

&
&

ρ
=α

ρ
+=                                      (9.47) 

Raza de curbură a traiectoriei (Г) se poate deduce din prima relaţie (9.47). 

Componenta τa  a acceleraţiei se numeşte acceleraţie tangenţială şi aceasta 

poate fi pozitivă sau negativă după cum derivata v&  a vitezei  este cu semnul “+” sau “-”. 

Componenta νa  a acceleraţiei se numeşte acceleraţie normală şi este 

întotdeauna centripetă. În cazul particular în care, componenta τa  este egală cu 

zero, mişcarea punctului pe curba (Г) este uniformă, modulul vitezei v  rămânând 

constant în timpul mişcării.  
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De remarcat că, în cazul unei mişcări curbilinii ( 0
1

≠
ρ

), iar acceleraţia a  nu 

este nulă, deoarece: 

                                                     .0
2

≠
ρ

=ν

v
a                                                (9.48) 

Aceasta se explică prin faptul că acceleraţia normală νa  se datorează variaţiei 

direcţiei vitezei şi nu variaţiei modulului acesteia, ca şi în cazul acceleraţiei 
tangenţiale. 

Dacă ,0=νa mişcarea este rectilinie.  

Singura mişcare în care acceleraţia punctului este nulă, este mişcarea 

rectilinie şi uniformă (pentru  ,0=νa  se obţine 1/ρ = 0 deci mişcarea este 

rectilinie; pentru τa = 0 se obţine v = const., deci mişcarea este uniformă).  

 

9.1.9 Viteza şi acceleraţia areolară 

Fie un punct material M în mişcare pe traiectoria plană (Г) (fig. 9.11), 
surprins în poziţiile M1 la momentul (t), respectiv M2 la momentul t+Δt. Mişcarea 
punctului este înregistrată faţă de un sistem de referinţă cartezian fix Oxyz, ea 
având loc în planul fix Oxy. Vectorii de poziţie în raport cu originea O ai punctelor 

M1 şi M2 sunt r  şi .rr ∆+  Aria suprafeţei OM1M2 poate fi aproximată ca fiind 

egală cu aria triunghiului OM1M2 , dacă intervalul de timp Δt este foarte mic. 

Mărimea orientată rr ∆×
2

1
 este egală ca modul cu aria triunghiului OM1M2 

şi se numeşte arie orientată a triunghiului. Limita către care tinde raportul dintre 

aria orientată considerată şi intervalul de timp Δt, când acest interval de timp 

tinde către zero, poartă denumirea de viteză areolară.  
Se notează: 

vr
t

rr

t
×=

×
=

→ 2

1

Δ

Δ

2

1
limΩ

0Δ
 .                                         (9.49) 

Viteza areolară este un vector perpendicular pe planul vectorilor r  şi v  

(planul traiectoriei), având modulul: 
 

                                             

                      
(9.50) 
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Viteza areolară este o mărime care se măsoară în sistemul internaţional de 

măsură (SI) în metru la pătrat pe secundă [m2/s].      
Derivata în raport cu timpul a vitezei areolare se numeşte acceleraţie 

areolară şi are expresia: 

arvr
dt

d
W ×=×==

2

1
)

2

1
(Ω

&  .                                 (9.51) 

     

  Acceleraţia areolară este un vector perpendicular pe planul vectorilor r şi 

a  (planul traiectoriei), având modulul: 

                         
Unitatea de măsură a acceleraţiei areolare în sistemul de măsură internaţional (SI) 
este metrul pătrat pe secundă la pătrat [m2/s2]. 
 

9.1.10  Mişcarea circulară  

Fie un punct material M în mişcare pe o traiectorie circulară cu centrul în O 
şi rază R. La momentul t0 = 0 mobilul se găseşte în poziţia M0 pe axa Ox. După 

timpul (t) mobilul se găseşte în poziţia M definită de unghiul θ=≮ M0OM. 

Mişcarea punctului M pe traiectoria (Г ) este descrisă de ecuaţia:  
 

Fig. 9.11 

M1(t) 
v(Г) 

M2(t+Δt) 
θ 

Δθ 
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y 

a  
r

Ω
 

O 

rr ∆+  
r∆

W

 

 

(9.52) 
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    )(θθ t= .                                                (9.53) 

 

Relaṭia (9.53) exprimă legea de variaţie în funcţie de timp a unghiului de rotaţie θ , 
a razei OM. La momentul (t + Δt) punctul se găseşte în poziţia M1, unghiul măturat 

de raza OM în intervalul de timp (Δt) fiind  Δθ =≮ MOM1  (fig. 9.12). 

       Se numeşte viteză unghiulară medie raportul:  

                                 

                                                   (9.54) 
 

       Trecând la limită şi făcând pe Δt să tindă către zero, se obţine viteza 

unghiulară instantanee: 

                                     (9.55)   
                                       

       Fie ω şi ω + Δω valorile vitezei unghiulare la momentele (t) şi (t + Δt) 
(fig. 9.12), notând prin Δω variaţia pe care o are viteza unghiulară ω în intervalul 
de timp Δt. 

                                                  (9.56) 
 

Raportul poartă numele de acceleraţie unghiulară medie corespunzătoare 
momentului (t) şi intervalului de timp Δt. Trecând la limită şi făcând pe Δt să tindă 

către zero, se obţine acceleraţia unghiulară instantanee,  

 

                                   (9.57) 
 

Din relaţiile (9.55) şi (9.57) rezultă: 

 

.θωε &&& ==                                                     (9.58) 
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Cunoscând legea de mişcare 

(9.53) a punctului M pe traiectoria 

circulară (Г), cu  ajutorul relaţiei 

(9.58) se va determina în orice 

moment 1tt0 ≤≤  valorile vitezei 

unghiulare şi a acceleraţiei unghiulare 

instantanee. 

Unităţile de măsură ale vitezei 

şi acceleraţiei unghiulare în sistemul 

internaţional de măsură (SI) sunt radian pe secundă [rad/s] sau [1/s] şi radian pe 

secundă la pătrat [rad/s2] sau [1/s2].   

                                  
                                                                              
 În figura 9.13 a fost reprezentat un punct material M în mişcare pe traiectoria 
circulară (Г), de rază R şi trei sisteme de referinţă: sistemul de referinţă cartezian 
fix Oxy, sistemul mobil Mρn şi sistemul mobil MTN. Fie ω şi ε, respectiv, viteza şi 
acceleraţia unghiulară corespunzătoare mişcării variate a punctului M pe traiectoria 

(Г). Se pune problema să se găsească expresiile componentelor vitezei v  şi 

acceleraţiei a  ale punctului M pe axele celor trei sisteme de referinţă. 

   Utilizând notaţiile din figura 9.13, ecuaţiile carteziene ale traiectoriei sunt: 

Fig. 9.13 

φ 
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(Г) 
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τ 
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R 

ρ 
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Fig. 9.12 
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      x = R cos θ 

                                   y = R sin θ .                                                 (9.59) 

Expresiile componentelor carteziene ale vitezei şi acceleraţiei  instantanee 

ale punctului M pe axele sistemului cartezian de referinţă fix Oxy, conform cu 
(9.17), (9.21), au forma: 

 

 
                 
 
  

Modulele vectorilor viteză şi acceleraţie, având în vedere (9.60) şi (9.61), 
au expresiile: 

                                      .εω,ω 24 +== RaRv                                        (9.62) 

       În acelaşi mod, folosind relaţiile (9.29) şi (9.34) şi ţinând seama de relaţiile 

(9.55) şi (9.57), se obţin expresiile componentelor vitezei şi acceleraţiei instantanee 

ale punctului M pe axele sistemului de referinţă Mρn. 

                                            
.ε,ω

,ω,0

2
ρ

ρ

RaRa

Rvvv

n

n

=−=

===

 

       Modulele vectorilor viteză şi acceleraţie, conform cu (9.63) şi (9.64), au 

expresiile: 

                      
.24 εω,ω +== RaRv .                                  (9.65) 

       Utilizând ecuaţia orară a mişcării s = R·θ, se obţin cu ajutorul relaţiilor 

(9.39) şi (9.46), expresiile componentelor vitezei şi acceleraţiei în sistemul 

intrinsec MTN astfel:    

                                
,0β,0ν,ωθτ ===== vvRRsv &&                          (9.66) 

.0,ω
ω

ρ
,εθτ β

2
222

ν ======= aR
R

Rv
aRRva &&&

 

(9.63)  

(9.64)  

 

(9.67) 
 

 
(9.60) 
 
(9.61)  
 .ωεθsinθθcosθ

,ωεθcosθθsinθ

,ωθcosθ

,ωθsinθ

22

22

yxRRya

xyRRxa

xRyv

yRxv

y

x

y

x

−=−==

−−=−−==

===

−=−==

&&&&&

&&&&&

&&

&&
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Expresiile modulele vectorilor viteză şi acceleraţie instantanee, precum şi 

direcţia acesteia, se obţin utilizând relaţiile (9.66) şi (9.67):       

                         
 

                   (9.68) 

 
       Analizând relaţiile (9.62), (9.65) şi (9.68), se constată că indiferent de 

sistemul de referinţă la care este raportată mişcarea, mărimile vectorilor viteză şi 

acceleraţie în cazul mişcării circulare a punctului material sunt aceleaşi. 

 

 

         9.1.11 Mişcări particulare ale punctului 
 

         9.1.11.1 Mişcarea rectilinie 
 

9.1.11.1.1 Mişcarea rectilinie şi uniformă 

Mişcarea unui punct material este rectilinie şi uniformă dacă punctul se 

deplasează pe o linie dreaptă astfel încât, valoarea vitezei să rămână constantă în 

timp. Utilizând notaţiile din figurile 9.13 şi 9.14 şi ţinând seama că ,0vvs ==&  se 

pot scrie relaţiile ce reprezintă legile de variaţie ale spaţiului, vitezei şi acceleraţiei 
în funcţie de timp: 

       .0.,, 0000 ====+= aaconstvvstvs               (9.69) 

 

s0 

00 aa ==  v0 

.constvv0 ==  

s = v0t + s0  

tg α = s& = v α 
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t 

M0(t0=0) 
O M(t) 

s0 v0t 

s 

s 0v  

v0v =

Fig. 9.14 

a. 

b. 
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       În figura 9.14 au fost trasate curbele de variaţie ale spaţiului, vitezei şi 
acceleraţiei în funcţie de timp. Pentru a trece de la mişcarea curbilinie la mişcarea 
rectilinie a punctului, raza de curbură ρ a traiectoriei trebuie să aibă valoarea infinit 
de mare. 
 

 9.1.11.1.2 Mişcarea rectilinie şi uniform variată 

Un punct material are o mişcare rectilinie uniform variată dacă se 

deplasează pe o dreaptă astfel încât valoarea acceleraţiei sale să rămână 

constantă în timp.  

Utilizând notaţiile din figura 9.15 şi ţinând seama că ,0aas ==&&  se scriu 

relaţiile ce reprezintă legile de variaţie ale  spaţiului, vitezei şi acceleraţiei în funcṭie de 
timp:  

.,,
2

1
00000

2
0 constaavtavstvtas ==+=++=

                
(9.70) 

Alegând un sistem de referinţă şi având variabila (t) pe abscisă, respectiv pe 

ordonată funcţiile s, v  şi a  şi reprezentând grafic aceste funcţii, se obţin 

diagramele mişcării (fig. 9.16).  

 
 
Mişcările uniform variate pot fi accelerate sau întârziate.  
O mişcare uniform variată este accelerată dacă mărimile vitezei şi 

acceleraţiei au acelaşi semn. În cazul în care semnele sunt diferite, mişcarea se 

numeşte uniform încetinită.  

Diagramele mişcării pentru cele două cazuri ( ),0,00 >> sa & respectiv, 

( ),0,00 >< sa & sunt reprezentate în figura 9.16 şi figura 9.17. 
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9.1.11.1.3 Mişcarea oscilatorie armonică 

În natură precum şi în tehnică, sunt procese fizice/mecanice care se repetă în 

timp, iar acestea au la bază oscilaţiile de diferite feluri.  
Factorii care determină mişcarea oscilatorie sunt:  

• Existenţa unei poziţii de echilibru;  

• Mişcarea se efectuează în ambele sensuri în jurul poziţiei de 
echilibru; 

• Traiectoria mişcării are două extreme în aceste poziţii, viteza trecând 
prin zero la schimbarea sensului.  

Ṭinând cont de cele explicate anterior, se poate defini acest tip de mişcare ṣi 
anume: Mişcarea unui corp care se repetă la intervale egale de timp şi se execută 
simetric faţă de poziţia de echilibru, se numeşte mişcare oscilatorie armonică. 

La mişcarea oscilatorie armonică se pot preciza următoarele: 
 - legea de mişcare:              

),,(),sin( ϕωϕ+ω= AtAx  - constante               (9.71) 

 - viteza instantanee:            

,)cos( ϕ+ωω== tAxv &       (9.72) 

 - acceleraţia instantanee:     

            xtAxa
22 )(sin ω−=ϕ+ωω−== &&  ,            (9.73) 

- perioada: 

     
,

2

ω

π
=T                                            (9.74) 

- frecvenţa: 

                         .
2

1

π

ω
==

T
v                              (9.75) 
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9.2  Probleme rezolvate [9] 
 

 
9.2.1. Un punct descrie o cicloidă cu viteza constantă ca mărime (c)           

(fig. 9.18). Să se arate că proiecţia acestui punct pe axa y se mişcă cu o acceleraţie 
constantă, după ce s-au dedus în prealabil ecuaţiile parametrice ale cicloidei.   

Problema inversă: Un punct se mişcă pe o curbă cu viteza (c) constantă ca 
mărime. Proiecţia punctului pe o dreaptă oarecare pe care o intersectează şi se află 

în planul curbei, are acceleraţia constantă a . Să se afle ecuaţia curbei. 

 

Soluţie:  
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

Se determină coordonatele punctului M, care constituie ecuaţiile 
parametrice ale cicloidei (fig. 9.18). Astfel, 

   

                              x = OA-NA = R φ-R sin φ = R (φ-sin φ)               

       y = AC-BC = R-R cos φ = R (1-cos φ)  .                                   (1)  

   

Derivând relaţiile (1) în raport cu timpul, rezultă: 

               
.sin

,)cos-1(

ϕϕ=

ϕϕ=

&&

&&

Ry

Rx
                                                      (2) 

Derivând relaţia lui y&  în raport cu timpul, se obţine: 

                                      .)cossin( 2 ϕϕ+ϕϕ= &&&&& Ry                                                 (3) 

Expresia lui φ&  se obţine din condiţia: ,22
cyxv =+= && respectiv: 

Fig. 9.18 
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                                             .sin)cos-1( 222222
cRR =ϕϕ+ϕϕ &&&  

Rezultă astfel: 

                 .
)cos-1(2 2

2
2

ϕ
=ϕ

R

c
&                                               (4) 

       Derivând relaţia (4) în raport cu timpul, se obţine valoarea lui ϕ&& : 

 

.
)cos1(4

sin
,

)cos1(2
2

22

2

22

2

ϕ−

ϕ
−=ϕ

ϕ−

ϕϕ
−=ϕϕ

R

c

R

insc
&&

&
&&&                   (5) 

 
       Se introduc relaţiile (4) şi (5) în (3) şi se obţine: 
 

.
2

2

R

c
y −=&&                                                       (6) 

 
Problema inversă: Se ia dreapta dată în enunţ ca axă Ox, iar                       

punctul ei de intersecţie cu curba drept origine a axelor rectangulare, axa Oy 

luându-se tangenta în origine la curbă ).( ∞→
dx

dy
 Sistemul de axe astfel ales 

conduce la:  

         ,ax =&&                                                       (7) 

,1, 2
22

2
22

2
c

dx

dy

dt

dx
c

dt

dy

dt

dx
v =




















+








=








+








=

 

unde: 

           
,', y

dx

dy
x

dt

dx
== &  

                                                          
.

'1 2

2
2

y

c
x

+
=&                                               (8) 

Derivând relaţia (8) în raport cu timpul, rezultă: 

 

      .
)'1(

"'
,

)'1(

"'2
2

22

2

22

2

y

cyy
x

y

xyyc
xx

+
−=

+
−= &&

&
&&&                        (9) 

  (7) 
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Comparând relaţiile (9) cu (7), se obţine: 

           
22

2

)'1(

"'

y

cyy
a

+
−= .                                                 (10) 

      Integrând relaţia (10), rezultă: 

 

                             
.

)'1(2
12

2

Cxa
y

c
+=

+
 

Pentru ,∞→',00 yx = se va obţine C1= 0, astfel că: 

 

     .1
2

,1
2

'
22

dx
xa

c
dy

xa

c
y −=−=                                    (11) 

Se notează:                                 

                      .1
2

2
2

r
xa

c
=−                                                   (12) 

Din relaţia (12) se obţine:            

                        ,
)1(2 2

2

+
=

ra

c
x                                                  (13) 

care prin diferenţiere conduce la: 
 

            .
)1( 22

2

+
−=

ra

drrc
dx                                                  (14) 

Introducând relaţia (13) şi (14) în (11), rezultă: 

 

( ) ( )
.

11
1

)1(2
2

22

22

222

2

2

2

2

+
−=















+
−−

+

=
r

drr

a

c

r

drr

a

c

ra

c
a

c
dy  

       Prin integrare se obţine: 
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Dar,    

    
∫∫ ,

2

1

)1(2)1(

1
,

1

1
2222

rarctg
r

r
dr

r
rarctgdr

r
+

+
=

+
=

+
 

astfel cӑ           
                                     

.
12 22

2

Crarctg
r

r

a

c
y +








−

+
=

                                          
(15) 

Înlocuind relaţia (12) în (15), se obţine: 

 

                        .1
2

42
2

1
2

2
2222

C
xa

c
arctgcxaxca

a
y +














−−−=  

Pentru  x = 0 şi  y = 0, rezultă: 

                                                
,

4

2

2
a

c
C

π
=  

astfel că y devine:              

      


























 π
+−−+−=

2
1

2
42

2

1 2
2222

xa

c
arctgcxaxca

a
y .            (16) 

Notând: 

,1
2

2

α=−
xa

c
arctg  

după o serie de transformări, relaţia (16) este: 

   .

1
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1
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1
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2222
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xa

c
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a
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Notând, în continuare, şi efectuând unele transformări 

trigonometrice, relaţia (17) ajunge la forma: 

     ,
2

1arccos2)2(
R

x
RxRxy −+−=                                    (18) 

în care .2
2

2

R
a

c
=

 

astfel cӑ 

                                

,1arccos
2

1arccos2 







−=−

R

x

R

x

 

    .arccos)2(
R

xR
RxRxy

−
+−=                                         (19) 

 

Curba căutată este cicloida dată de relaţia (19). Cercul generator având raza 

a

c
R

4

2

=  , se rostogoleşte pe dreapta  x = 2 R . 

 

9.2.2. În figura 9.19 este reprezentat un mecanism cu articulaţii care constă 

din barele OA1, OB1, CA4, CB4, de lungime a şi din barele A1B2, B1A2, A2B3, B2A3, 

A3B4, B3A4, de lungime 2a. Să se afle traiectoriile descrise de articulaţiile A1, A2, A3, 

A4, considerând că, articulaţia C se mişcă în lungul axei Ox. 
 

Soluţie: 
 

 

 

 

 

 
 

 
Se determină coordonatele punctelor A1, A2 , A3,  A4,... An . 

B1  B3 B4 

A4 A3 A2 A1 
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A1:     x =  a cos φ       A2:    x = 3a cos φ             A3:       x = 5a cos φ              

        y =   a sin φ               y =   a sin φ                       y =   a sin φ. 

                     A4:   x = 7a cosφ       An:  x = (2n-1)a cosφ                                       (1) 

                              y = a sin  φ              y = a sin φ.   

  Prin eliminarea parametrului φ din relaţiile (1) se obţin ecuaţiile 

traiectoriilor punctelor  A1,  A2,  A3, A4,… An de forma:  

               ,1
)1-2( 2

2

22

2

=+
a

y

an

x
                                                  (2) 

care sunt elipse cu semiaxe (2n-1)a şi a, n fiind numărul de ordine al articulaţiei   
(n = 1,2,3,4…). 
 

9.2.3.  Extremitatea A a unei bare alunecă pe o dreaptă fixă Ox cu viteza 
constantă c. Bara trece printr-o culisă care se roteşte într-o articulaţie în jurul 

punctului fix B. Să se determine traiectoria, viteza şi acceleraţia unui punct M al 
barei în funcţie de unghiul φ dacă AM = OB = b (fig. 9.20). 

 

Soluţie: 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Traiectoria. Se determină coordonatele punctului M astfel: 

 

                                      x = OA-NA = ct-b cos φ  

                                                 y = b sin φ ,                                                            (1) 

y 

x 

b 
M(x,y) 
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N 

c
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ct 

Fig. 9.20 
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apoi se determină timpul t, observând că triunghiul AOB este asemenea cu 
triunghiul ANM. Scriind relaţiile de asemănare în cele două triunghiuri, se obţine 
timpul t astfel:       

                       .,
sincos

, ϕ=
ϕ

=
ϕ

= ctg
c

b
t

b

b

ct

b

BO

MN

AO

AN
                         (2) 

Având în vedere relaţia (2), relaţiile (1) devin: 

 

                                                  x = b (ctg φ-cos φ)  

                            y = b sin φ.                                                            (3) 

Eliminând parametrul φ din relaţia (3), se obţine ecuaţia carteziană a 
traiectoriei: 

      .0)()( 22222 =+−− yxbyby                                         (4) 

 

b) Viteza. Derivând relaţiile (3) în raport cu timpul, se obţin componentele 
carteziene ale vitezei instantanee: 

 

                      )sin
sin

1
(

2
ϕ+

ϕ
−ϕ= && bx                                             (5) 

                                                     .cos ϕϕ= && by            

Derivând ultima relaţie (2) în raport cu timpul, rezultă:  

    .sin 2 ϕ−=ϕ
b

c
&                                                       (6) 

Înlocuind relaţia (6) în relaţia (5), se obţin expresiile: 
 

     .cossin,)sin1( 23 ϕϕ−=ϕ−= cycx &&                               (7) 

Modulul vitezei are expresia:   
 

            .sinsin21 4322 ϕ+ϕ−=+= cyxv &&                                (8) 

 
c) Acceleraţia. Derivând relaţiile (7) în raport cu timpul şi având în vedere     

relaţia (6), se obţin componentele carteziene ale acceleraţiei:             
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.)sincos2(sin)sincossin2(

,cossin3cossin3

223
2

32

4
2

2

ϕ−ϕϕ=ϕ−ϕϕϕ−=

ϕϕ−=ϕϕϕ−=

b

c
cy

b

c
cx

&&&

&&&

        (9) 

Modulul acceleraţiei se determină astfel: 

           .cos31sin 23
2

22 ϕ+ϕ=+=
b

c
yxa &&&&                              (10) 

 

9.2.4. Se dă o mişcare definită prin ecuaţiile parametrice: 

                                                        






+=

−=

12

12
t

t

ey

ex
 . 

Să se determine traiectoria mobilului, viteza şi acceleraţia la un moment dat 

).,0( 00 ρ=ρ=t  

 

Soluţie: 

Eliminând timpul (t) din ecuaţiile parametrice, se obţine y = x+2 , care este 
ecuaţia carteziană a traiectoriei punctului. Se constată că traiectoria este o dreaptă. 
În coordonate carteziene, componentele vitezei şi acceleraţiei instantanee ale 

punctului sunt: 

                                       
.2,2

,2,2
t

y
t

y

t
x

t
x

eyaeyv

exaexv

====

====

&&&

&&&
                                 (1) 

 

Modulele vitezei şi acceleraţiei punctului au expresiile: 
 

                                           
.22

,22

22

22

t
yx

t
yx

eaaa

evvv

=+=

=+=
                                           (2) 

 
9.2.5. Să se determine raza de curbură iniţială a traiectoriei unui punct ale 

cărui ecuaţii de mişcare sunt:            
.56ty

,23tx 2

+=

+=
                                   



322 
 

Soluţie: 

       În cinematica punctului, raza de curbură ρ a traiectoriei apare explicit în 

expresia componentei normale 
v

a  a acceleraţiei. Expresia modulului acceleraţiei 

în coordonate intrinseci este:   

                                     .
2

4
2

ρ
+=

v
va &                                                      (1) 

Din relaţia (1) se obţine raza de curbură a traiectoriei astfel: 

                                                .
22

2

va

v

&−
=ρ                                                    (2) 

Modulele vitezei şi acceleraţiei instantanee ale punctului se determină utilizând 
componentele carteziene. Astfel, 

,0,6

,6,6

====

====

yayv

xatxv

yy

xx

&&&

&&&
 

           .6,16 22222
=+=+=+= yxyx aaatvvv                            

Derivata în raport cu timpul a modulului vitezei are expresia: 

                                .
1

6

2 +

=

t

t
v&                                                    (5) 

       Având în vedere relaţiile (4) şi (5), relaţia (2) devine: 

                    2
32 )1(6ρ += t                                                     (6) 

şi constituie legea de variaţie, în funcţie de timp a razei de curbură a traiectoriei 
punctului. 
       Raza de curbură iniţială a traiectoriei punctului se obţine pentru condiţiile 
iniţiale t0 = 0, ρ = ρ0 care se introduc în relaţia (6) şi se va obţine: 
 

               ρ0 = 6.                                 (7)                                                       
 
 

9.2.6. Punctul M descrie o curbă plană. 
Linia de acţiune a acceleraţiei formează prin 

intersecţia cu cercul de curbură coarda        
MA =l. Să se exprime mărimea acceleraţiei în 

(3) 
 
 
 
(4) 

Fig. 9.21 

N 

M 

A 

v
a  

τa

τ  

a  

α

 
2/l

2/l

 
ρ

 

O 
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funcţie de mărimea vitezei şi lungimea acestei coarde (fig. 9.21). 
 

Soluţie: 

                                                    

Având în vedere componentele intrinseci ale acceleraţiei, se pot scrie relaţiile:     
 

                                   

.,

,,

2

2

22

v

v

a

a
tg

v
a

v
dt

dv
aaaa

ρ
==α

ρ
=

==+=

ν

τ
ν

τντ

&

&

                                  (1) 

Din triunghiul MON:   
 

    
( )

,
2/

2/- 22

l

lρ
==α

MN

ON
tg  adică:  

      .
-4 22

2
l

l& ρ
=

ρ

v

v
                                               (2) 

Din relaţia (2) se obţine: 
 

                                                       

.
-4 224

24
2

l&

l

vv

v
=ρ  

Acceleraţia instantanee a punctului devine succesiv: 
 

                        

.
2

,
)-4(

2

24

2244
2

l

l

l&
&

v
a

v

vvv
va

=

+=

                                      (3) 

 
9.2.7. Se consideră un punct material M având vectorul de poziţie în raport 

cu originea O a sistemului de referinţă Oxy,  ( )jtitOMr 1164 2 −+== . Să se 

determine ecuaţia traiectoriei, poziţia, viteza şi acceleraţia punctului M la 

momentul stt
2

1
1 == , precum şi raza de curbură a traiectoriei (fig. 9.22). 
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Soluţie: 

 Ecuaţiile traiectoriei sub formă parametrică sunt: 

( )

( ) .116

4
2 −==

==

ttyy

ttxx
                                              (1) 

 Eliminând parametrul (t) din ecuaţiile (1), se obţine forma implicită a 
ecuaţiei traiectoriei punctului M de forma: 

.012 =−− yx                                                       (2) 

Conform cu (2), traiectoria punctului M este o parabolă cu vârful în V(0,-1) 
şi care intersectează axa Ox în punctele A(-1, 0) şi B(1, 0). 

Componentele carteziene ale vitezei instantanee sunt: 

.1632

4

===

==

tyv

xv

y

x

&

&
              (3) 

 Modulul vitezei este dat de relaţia: 

22 yxv && += ,                                                      (4) 

în care se introduc valorile date de (3) şi se obţine: 
 

./5,16 scmv =                            (5) 

Componentele carteziene ale acceleraţiei instantanee sunt:  

x 

y 

O 

V(0,-1) 

A B 

3 

2 

xv  

yv  

v  

( )tyxM ,,  

τa  

νa  

Fig. 9.22 

a  

( )Γ  
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32

0

==

==

ya

xa

y

x

&&

&&

                              (6) 

iar modulul acceleraţiei se obţine astfel: 

22 yxa &&&& +=  ,      ./32 2
scma =                    (7) 

Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului M la momentul t = t1 , se obţin astfel:  
 

      
3)(

2)(

1

1

=

=

ty

tx
,     

16)(

4)(

1

1

=

=

ty

tx

&

&
  

    ,/6,1622 scmyxv =+= &&               (8) 

32)(,0)( 11 == tytx &&&&   

      ./32 222 scmyxa =+= &&&&  

 Acceleraţia exprimată în coordonate intrinseci are următoarea expresie:  

                          ,2
ν

2
τ aaa +=                                    (9) 

în care conform cu (8), acceleraṭia tangenṭială devine: 

        ,/31, 2

22
scma

vv

vvvv
va

yx

yyxx
=

+

+
== ττ

&&
&                (10) 

iar,  

                                   ./94,7 222
scmaaa =−= τν                                (11) 

Raza de curbură a traiectoriei, conform cu (9.46), se determină astfel: 

 

  ( )
( )
( )

.3,34
94,7

5,16 2

1

1
2

1 cm
ta

tv
t ===ρ

υ

                      (12) 

 
 

9.2.8. O bară (d) se poate roti într-un plan în jurul punctului fix O cu viteza 
unghiulară constantă ω. Bara intersectează în punctul M un cerc fix de rază R    

(fig. 9.23). Să se determine viteza şi acceleraţia punctului M  în mişcarea sa pe 
dreapta (d) şi pe cerc. 

 

Soluţie: 

a) Mişcarea punctului M pe dreapta (d): 

-  legea de mişcarea a punctului este: 
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  s = ON+NM = 2R cos θ  ;                                          (1) 

  
 

-  viteza punctului are expresia: 

     θω−=
θ

ω=
θ

θ
=== sin2 R

d

ds

dt

d

d

ds

dt

ds
sv &                                      (2) 

şi sensul spre punctul O datorită semnului “-“ ; 

- acceleraţia punctului: 

                  .cos2 2 θω−=
θ

ω=
θ

θ
=== R

d

dv

dt

d

d

dv

dt

dv
va &                               (3)   

Acceleraţia are sensul către punctul O datorită semnului “-“.  
 

b) Mişcarea punctului M pe cercul C(O1, R). 

-  viteza punctului: 

                                v1 = ω1R ,                                                               (4)   

 relaţie în care:                                               

                                        .221 ω=θ=ω &                                                       (5) 

Înlocuind relaţia (5) în (4), rezultă viteza:  
 

                                                 ;21 Rv ω=                                                              (6) 

- acceleraţia punctului: 

Fig. 9.23 

·  

ω = ct. 

O 

θ 

θ 

2θ 

M0(t0) 

(d) 

M(t) 

ω1  

O1 

R 

s 

N 

1a  

a  
v

 
1v  
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                 unde:  

.4 22
1

1

1

RRa

Ra

aaa

ω=ω=

ε=

ν+τ=

ν

τ

ντ

                                        (7) 

      Dar ,0211 =ω=ω=ε && pentru că viteza unghiulară ω este constantă. Astfel,  

                          
.4

,0
2

1 Ra

a

ω=

=τ                                                     (8) 

 
9.2.9. Un punct descrie o traiectorie plană astfel încât proiecţia vitezei pe axa 

Ox are mereu o valoare constantă c. Să se arate că, în cazul acesta, mărimea 

acceleraţiei se exprimă prin
 

,
3

ρ
=

c

v
a  unde v  este viteza punctului, iar ρ este raza 

de curbură a traiectoriei. 
 

Soluţie: 

       Urmărind datele problemei, se pot scrie relaţiile: 

        ,,0, 22
yyxaxcx &&&&&&&&& =+===                            (1)       

       .222
yxv && +=                                                    (2) 

Se derivează relaţia (2) în raport cu timpul şi se obţine: 

                                              
.222 yyxx

dt

dv
v &&&&&& +=

 
Însӑ,

 

,τ= a
dt

dv

 
 

astfel că,                  

   
22

yx

yyxx
a

&&

&&&&&&

+

+
=τ .                                              (3) 

 
Având în vedere (9.46), se poate scrie: 

22
2

- τν =
ρ

= aa
v

a  

sau, în conformitate cu relaţiile (1) şi (3), acceleraṭia normală devine: 
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             .
-

22

2

yx

yxyxv
a

&&

&&&&&&

+
=

ρ
=ν

                                               (4) 

Înlocuind relaţia (2) în (4), se obţine: 

                                             .
-

)( 2/322

yxyx

yx

&&&&&&

&& +
=ρ                                                     (5) 

 

Introducând relaţiile (1) şi (2) în (5), rezultă: 

                                .
3

ρ
=

c

v
a                                                             (6)      

 
 

9.2.10. Să se arate că în cazul unei mişcări plane mărimea vitezei punctului 

poate fi exprimată astfel: ,
dt

d
v

ϕ
ρ=

 
unde ρ este raza de curbură a traiectoriei, iar φ 

unghiul dintre viteză şi o dreaptă oarecare fixă, aşezată în acelaşi plan în care se 

mişcă punctul (fig. 9.24). 
 

 

Soluţie: 

Dreapta (Δ) este o dreaptă oarecare 
fixă care închide cu direcţia vitezei 

unghiul φ. Prin centrul de curbură O se 
duce dreapta (Δ1 ) perpendiculară pe (Δ) 

astfel că, ≮MON = φ. Dreapta (Δ1 ) va fi, 

de asemenea fixă şi va fi luată ca origine 
pentru unghiul φ. Viteza punctului se 
determină cu relaţia: 

 ,ρ
ϕ

=ρω=
dt

d
v                                              (1) 

.
dt

d
v

ϕ
ρ=                                                    (2) 

 

(Δ) 

(Г) 

(Δ1) 

N M 

ρ 

O 

φ 

φ 

v  

dt

dϕ
ω =  

Fig. 9.24 
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9.2.11. Un punct descrie o curbă plană astfel încât, dreapta după care este 

orientată acceleraţia a  trece mereu printr-un punct fix O. Să se arate că în acest 

caz, există relaţia: 

            
,

dr

dv
a ±=

 

Relaṭie în care v este mărimea vitezei punctului, iar r este modulul razei vectoare în raport 
cu O. Semnul plus se ia în cazul când acceleraţia este orientată de la punctul O 
înafară şi semnul minus, în caz contrar (fig. 9.25). 

 

Soluţie:    

• Prima metodă 

În conformitate cu (9.13), se poate scrie: 

                       

,, 2222222 θ+=θ+= &&&& rrvrrv                                    (1) 

Se derivează relaţia (1) şi se adună şi se scade 2θ&&rr  , obṭinându-se: 

                             
,- 2222 θθ+θθ+θ+= &&&&&&&&&&&& rrrrrrrrr

dt

dv
v  

respectiv,            

Fig. 9.25 

n 

(Г) 

ρ0 

ρ 

τ 

 

v  

ρv  

n
v  

τa  

νa  

a  

r  

M(t) 

M0(t0) θ 

φ 

φ 
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                    .)2()-( 2 θ+θθ+θ= &&&&&&&&& rrrrrr
dr

dr

dt

dv
v                                  (2) 

Având în vedere (9.14), în relaţia (2) se pot preciza:    

                                     .2,- 2 θ+θ=θ=ρ
&&&&&&& rrarra n                                            (3) 

Dar, na = 0 pentru că acceleraţia trece mereu printr-un punct fix O astfel că,          

a = aρ . În consecinţă, relaţia (2) devine succesiv , ,arr
dr

dv
v && =   

respectiv, 

                   .
dr

dv
va =                                                                 (4) 

• A doua metodă 

În conformitate cu figura 9.25, se poate scrie: 

Dar,                      

,,,

.

dt

dv
arvrv

v

v

a

a
tg

n

n

==θ=

==ϕ

τρ

ρτ

ν

&&

                                                 (5) 

astfel că, se poate scrie: 

                                                    .
dr

dr

a

a θ
=

τ

ν                                                           (6)                                               

Acceleraţia punctului are modulul: 

         
2

222
22 11

dr

dr

dt

dv

a

a
aaaa

θ
+=








+=+=

τ

ν
τντ                              (7) 

 

Însă,                 

,)(

.

22
22

22

vrr
dt

dr

dt

dr

dt

dr

dt

dr

dr

dv
a

=θ+=






 θ
+
















 θ
+








=

&&

                                       (8) 

astfel că, relaţia (8) devine: 

                                          .
dr

dv
va =                                                                (9) 
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• A treia metodă 

.r
dr

dv

dr

dr

dt

dv

dt

dv
a &===τ                             (10)                                        

 
 

Din figura 9.25 se poate scrie:      

.cosϕ=τ aa  

Dar, 

,cosϕ==ρ vrv &  

astfel că, relaţia (10) devine: 

             .
dr

dv
va =                                                      (11) 

 

9.2.12. Un punct descrie o traiectorie plană. Viteza radială a punctului este 
pozitivă şi constantă, iar acceleraţia radială este negativă şi invers proporţională cu 

cubul distanţei la pol adică: ).0(,0
3

2

>−=>= ρρ a
r

a
acv  Să se afle traiectoria şi 

viteza areolară a punctului, ştiind că: 00 ,0 ϕ=ϕ=t şi 0>ϕ& . 

 

Soluţie: 

       Având în vedere relaţiile (9.12) şi (9.14) şi enunţul problemei, se pot scrie 
relaţiile:        

                                               
cr

rrarv

=

ϕ−== ρρ

&

&&&&
2,

                                     (1) 

          
3

2
2

r

a
rr −=ϕ− &&&  .                                   (2) 

       Integrând ecuaţia (1), se obţine:     

  .1Ctcr +=    

Pentru  ,,0 00 rrt ==  rezultă ,01 rC =  astfel că: 

                  .0rctr +=                                                       (3) 

Înlocuind relaţia (3) în (2) şi integrând, se obţine succesiv: 
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.
)(

,
)(

),0(,

2
0

2
0

2

3

2
2

C
rctc

a

rct

a

r

a

r
r

a
rr

+
+

−=ϕ

+
==ϕ

=−=ϕ−

&

&&&&&

 

Pentru 000 ,,0 rrt =ϕ=ϕ=  rezultă constanta: 

            
.

0
02

rc

a
C +ϕ=  

Ecuaţiile parametrice polare ale traiectoriei sunt: 

                                       
.

)( 0
0

0

0

rc

a

rtcc

a

rtcr

+ϕ+
+

−=ϕ

+=

                                           (4) 

Eliminând timpul (t) din relaţia (4), se obţine ecuaţia polară a traiectoriei: 

                 .
)( 00

0

ϕ−ϕ−
=

cra

ra
r                                                  (5) 

Viteza areolară a punctului se calculează cu relaţia (9.50). Astfel,            

                                       .
22

1 2 a
r =ϕ=Ω &                                                     (6) 

 
9.2.13. Un corp este aruncat în gol, vertical în sus, cu viteza iniţială v0. După   

t <
g

v02
s de la începutul mişcării lui, un al doilea corp este aruncat în sus cu 

aceeaşi viteză iniţială v0. După câte secunde de la începutul mişcării primului corp 

şi la ce distanţă de poziţia lui iniţială se vor întâlni cele două corpuri? 
 

Soluţie: 

Legile de mişcare ale celor două corpuri sunt: 

                     ,
2

1 2
01 tgtvx −=                             (1) 

  .)(
2

1
)( 2

0002 ttgttvx −−−=                                 (2) 
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Corpurile se vor întâlni când 21 xx = , adică: 

                           ,)(
2

1
)(

2

1 2
000

2
0 ttgttvtgtv −−−=−                                   (3) 

relaţie din care se obţine timpul după care cele două corpuri se întâlnesc şi anume: 

       
.

2

1 0
0

g

v
tt +=  

Pentru 
g

v
tt 0

02

1
+= se obţine distanţa h la care se vor întâlni corpurile şi anume: 

  

.
4

1

2

1

,
2

1

2

1

2

1

2
0

2
0

2

0
0

0
001














−=









+−








+==

tg
g

v
h

g

v
tg

g

v
tvhx

                         (4) 

 
9.2.14. Un corp cade în gol fără viteză iniţială. După t0 secunde de la 

începutul căderii un al doilea corp este aruncat de asemenea, fără viteză iniţială. În 
cât timp de la începutul căderii primului corp distanţa dintre cele două corpuri va fi 
a ? 

 

Soluţie: 

Cele două corpuri se mişcă după următoarele legi: 

                   

.)(
2

1

,
2

1

2
02

2
1

ttgx

tgx

−−=

−=

                                             (1)      

Distanţa a dintre cele două corpuri este:    

                                                    ,12 axx =−  

                                        .
2

1
)(

2

1 2
0 atgttg =+−−                                              (2) 

Astfel, timpul după care distanţa dintre cele două corpuri este a şi are 

valoarea:  
                  

.
2 0

0

tg

at
t +=

                                      (3) 
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9.2.15. În cazul mişcării unui punct în plan, unghiul constant α este unghiul 
dintre viteză şi acceleraţie (fig. 9.26). Să se arate că în cazul acesta, mărimea 

vitezei punctului poate fi exprimată prin relaţia următoare: ,
)(

0
0ϕ−ϕ

=
c

evv  unde φ 

este unghiul dintre viteză şi o dreaptă oarecare fixă, situată în planul mişcării, φ0 şi 

v0 sunt valorile iniţiale ale acestui unghi şi a vitezei,  iar  c = ctg  α. 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Soluţie: 

 

Având în vedere figura 9.26, se poate scrie:    

       
,

2
c

v

v

a

a
ctg =

ρ
==α

ν

τ &

                       
                 (1) 

 
.

2
dt

c

v

dv

ρ
=                                                         (2)                                         

Integrând expresia (2), se obţine: 

                                                
.

1
1Ct

c

v
+

ρ
=−                                                        (3) 

Pentru t0 = 0, v = v0, rezultă ,
1

0
1

v
C −= astfel că din (3) se obţine: 

  

.
1 0

0

t
vc

v
v

ρ
−

=                                                            (4) 

Se poate scrie:                                
   v = ωρ,  

(Г) 

τ 

(Δ) 

φ 

α 

M(t) 

ρ νa  τa  

a  K 

v  

Fig. 9.26  

ω 

φ 
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                                                        (5) 

relaṭie în care ρ este raza de curburӑ a traiectoriei plane a miṣcӑrii punctului. 

       Se introduce expresia (5) a vitezei în relaţia (1) şi se obţine: 

     .
φφ

2

2

2









=

dt

d
c

dt

d
                                                  (6) 

       Se notează: 

                                                               .y
dt

d
=

ϕ
                                                 (7) 

Relaţia (7) devine succesiv: 

                  

.
1

,,

2

2
2

Ctc
y

dtc
y

dy
yc

dt

dy

+=−

==

 

Pentru ,
ρ

,,0 00
000

v

dt

d
yvvt ====  se obţine ,

0
2

v
C

ρ
−=   

respectiv,                             .
ρ

1

0
ct

v

y

−

=                                                      (8) 

Introducând relaţia (7) în (8) şi integrând, se obţine: 

         .
ρ

ln
1

φ,
ρ

φ 3
0

0

Cct
vc

ct
v

dt
d +










−−=

−

=                              (9) 

Pentru t0 = 0, φ = = φ0,  se obţine succesiv, luând în considerare (9): 

              

.
1

1

1

1
lnln)(

ln
1

0

)-(

0

0

0
0

0
03

t
cv

e

t
cv

ct
v

v
c

vc
C

oc

ρ
−

=

ρ
−

=

−
ρ

ρ

=ϕ−ϕ

ρ
+ϕ=

ϕϕ

                                     (10) 
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Comparând relaţiile (4) şi (10), se poate scrie: 

                                .)-(
0

oc
evv

ϕϕ=                                               (11) 
 

9.2.16. În mişcarea unui punct modulul vitezei este o mărime constantă, 

egală cu c, iar viteza unghiulară de rotaţie a razei vectoare este de asemenea 

constantă şi egală cu .0ω  Să se afle ecuaţiile mişcării şi traiectoria punctului când 

0pentru0,0 000 ==ϕ= tr  (fig. 9.27). 

 

Soluţie: 

       În conformitate cu enunţul problemei se pot scrie relaţiile: 

                                  
,, 0

2222 ω=ϕ=ϕ+= &&& crrv  

adică:                        ,2222
crr =ϕ+ &&                            (1) 

                                      .0ω=ϕ&                                                                (2)                

Din relaţia (1) se obţine succesiv: 

             

,-,- 22
0

22
0

22 dtrcdrrcr ω=ω=&    

.
- 22

0
2

dt

rc

dr
=

ω
                   (3) 

Integrând relaţia (3), rezultă: 

.arcsin
1

1
0

0

Ct
c

r
+=

ω

ω
 

Pentru ,0,0,0 000 =ϕ== rt se obţine 

,0C1 = astfel că: 

.arcsin 0
0 t
c

r
ω=

ω
 

Integrând relaţia (2) se obţine: .20 Ct +ω=ϕ  

Pentru ,0,0 00 == ϕt rezultă ,02 =C astfel că:   ,arcsin, 0
0 ϕ=

ω
ω=ϕ

c

r
t  

 
 
 

. 
M(t) 

R 

φ 

O1 

O 

ω0 

x 

y 

v  r

 

Fig. 9.27 
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iar ,                         
.sin,sin

0

0 ϕ
ω

=
ω

=ϕ
c

r
c

r  

Coordonatele punctului care se mişcă pe curbă vor fi: 

                       
,2sin

2
cossincos

00

ϕ
ω

=ϕϕ
ω

=ϕ=
cc

rx  

         .)2cos1(
2

sinsinsin
00

ϕ−
ω

=ϕϕ
ω

=ϕ=
cc

ry                                  (4) 

Eliminând parametrul φ în relaţiile (4), se obţine ecuaţia carteziană a 

traiectoriei: 

                                           .
22

2

0

2

0

2









ω
=









ω
−+

cc
yx                                       (5) 

Expresia (5) este ecuaţia unui cerc de rază ,
2 0ω

=
c

R  cerc tangent la axa Ox în 

originea sistemului de referinţă, cu centrul 








ω02
,0

c
C pe axa Oy. 

 
9.2.17. O bară subţire OL se roteşte în jurul unui punct fix O cu viteza 

unghiulară constantă ω şi mişcă inelul M pe sârma fixă aflată la distanţa b de 
punctul O. Să se exprime viteza şi acceleraţia inelului în funcţie de distanţa x = AM 

(fig. 9.28). 

 

Soluţie: 

Din triunghiul OAM se poate scrie:
  

                                   
., ϕ==ϕ tgbx

b

x
tg

                                         
(1) 

                                             

Viteza instantanee v  a inelului se obţine prin derivare în raport cu timpul a 

relaţiei (1). Astfel, 

     
.

cos2 ϕ

ω
== bxv &  
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Deoarece: ,
1

1
cos

2ϕ+
=ϕ

tg
 se obţine succesiv:                                                   

   .,1)1(
2

2

2
2











+ω=










+ω=ϕ+ω=

b

x
bv

b

x
btgbv                       (2) 

Acceleraţia instantanee a  a inelului se obţine prin derivare în                     

raport cu timpul a relaţiei (2). Astfel, 

        

,)1(2
cos

2
cos

sin
2 22

2
2

3
2 ϕ+ϕω=

ϕ

ϕ
ω=

ϕ

ϕ
ω== tgtgb

tg
bbxa &&                  (3) 

                               

.12
2

2
2











+ω=

b

x
xa  

9.2.18. Un om de înălţime h trece cu viteza constantă 0v  pe sub un felinar 

care se află la înălţimea H deasupra pământului. Să se afle cu ce viteză v  se mişcă 

pe pământ extremitatea B a umbrei omului (fig. 9.29). 
 

Soluţie: 
       Din figura 9.29 se constată 
asemănarea triunghiurilor OAB şi 
CMB, 
 

,, 0

x

tvx

H

h

OB

CB

OA

MC −
==  

rezultând:                                                  

,0tvHxHxh −=
 

             
.0tv

hH

H
x

−
=              (1) 

H 

A 

O 

M 

C B 

x 

h 

x 

v0t 0v  
v  

Fig. 9.29 

A 
x 

M 

L x a

 v

 
b 

O 

φ 

ω= ct. Fig. 9.28 
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Viteza punctului B se obţine derivând relaţia (1) în raport cu timpul. Astfel, 

                                          .0v
hH

H
xvB

−
== &                                               (2) 

 

9.2.19. Un mobil execută o mişcare rectilinie dată de 

ecuaţia: .cossin tBtAx ω+ω=  Să se arate că, mişcarea este oscilatorie şi să se 

determine amplitudinea, frecvenţa, perioada, faza, viteza şi acceleraţia. 
 

Soluţie: 

                      .)cos(sincossin t
A

B
tAtBtAx ω+ω=ω+ω=                              (1) 

Se notează:  ϕ= tg
A

B
 şi se obţine:  

     
.)(sin

cos
ϕ+ω

ϕ
= t

A
x  

Având în vedere relaţia: ,
1

1
cos

2ϕ+
=ϕ

tg
 se obţine:       

,)sin(1)sin(1
2

2
2 ϕ+ω+=ϕ+ωϕ+= t

A

B
AttgAx  

                                          .)(sin22 ϕ+ω+= tBAx                           (2) 

Se constată că mişcarea mobilului este o mişcare oscilatorie caracterizată de: 

- amplitudinea:                     22
BAb +=                                              (3) 

-   faza:                                      ,
A

B
tg =ϕ                                                    (4) 

- perioada:                                ,
2

ω

π
=T                                                     (5) 

- frecvenţa:                               ,
2π

ω
=ν                                                     (6) 

- viteza:                   ,)(cos22 ϕ+ωω+== tBAxv &                              (7) 

-   acceleraţia:          .)(sin222 ϕ+ωω+−== tBAxa &&                            (8) 
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9.3  Probleme propuse 
 

9.3.1. Dreapta FM se roteşte cu viteza unghiulară constantă ω în planul unei 
elipse date, în jurul focarului acesteia F. Să se afle viteza punctului de intersecţie M 
al acestei drepte cu elipsa. 
 

Răspuns:     

,)-2( rar
b

r
v

ω
= în care r = FM, iar a şi b sunt semiaxele elipsei. 

 
9.3.2. O bară rectilinie se roteşte în jurul capătului ei fix O cu viteza 

unghiulară constantă ω0. De-a lungul barei alunecă o culisă cu viteză constantă v0. 
Să se afle traiectoria şi viteza culisei dacă în momentul iniţial (pentru t0 = 0), r0 = 0 
şi φ0 = 0. 

Răspuns:             .1, 22
00

0

0 tvv
v

r ω+=ϕ
ω

=      

9.3.3. Plecând de la expresiile generale pentru acceleraţia radială şi 
transversală să se arate că, în cazul când nu există acceleraţie, mişcarea punctului 
este rectilinie şi uniformă. 

 

9.3.4. Un punct descrie o traiectorie plană cu viteza 
0v  constantă ca mărime. 

Prelungirea vectorului acceleraţie a punctului trece mereu printr-un punct fix dat O. 
Distanţa iniţială a punctului mobil la O este a. Să se determine traiectoria. 
 

Răspuns:    Un cerc de rază a şi centrul în punctul O. 

 
9.3.5. Se dau ecuaţiile de mişcare ale unui punct: 

                                         
.)(

2

,

-
tchaee

a
y

atx

tt =+=

=

 

Să se afle traiectoria şi raza de curbură a traiectoriei în funcţie de ordonata y. 

Răspuns:  

Traiectoria este lănţişorul: ,
a

x
achy = raza de curbură este .

2

a

y
=ρ
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     9.3.6. Un punct material se mişcă pe un cerc de rază R după legea: 

.
2

1 2
0 tbtvs −=  Să se determine mărimea acceleraţiei punctului şi momentul când 

acceleraţia va fi o mărime egală cu b. 
 

Răspuns:        .,)-(
1 02

02
2

a

v
ttbv

R
ba =+=

 

 

9.3.7. Un punct material pornind din starea de repaus se mişcă pe un cerc de 
rază R având acceleraţia tangenţială constantă a. După câte secunde de la începutul 

mişcării, acceleraţia tangenţială va fi numeric egală cu cea normală? 

Răspuns:    .
a

R
t =  

                                               
9.3.8. Pe o şaibă de rază R = 0,5 m este înfăşurat un fir de care atârnă o 

greutate G  la capătul lui liber. Greutatea coboară după legea: 2t6,0s = şi pune în 

mişcare şaiba. Să se afle acceleraţia punctului M situat pe circumferinţa şaibei după 
o secundă de la începutul mişcării (fig. 9.30). 

 
Răspuns:     12,3=a m/s2 . 

 

9.3.9. Se consideră un punct material la care se cunoaşte vectorul de poziţie 

în raport cu originea O a sistemului de axe Oxy: jtitOMr π+π== cos2sin3 . Se 

cere:  
 

1) Ecuaţia traiectoriei sub formă parametrică şi implicită în sistemul de axe Oxy;  

M 

R 

Fig. 9.30 
G  

O 

ω 
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2) Viteza şi acceleraţia punctului;  
3) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la momentul t1 =1/3 s, precum şi raza de 
curbură a traiectoriei la acelaşi moment. 
 

Răspuns: 

 

.005,2ρ

./47,27πsin54π./19,7πcos54π

ν

2

2222

cm
a

v

scmtascmtv

==

=+==+=

 

 
9.3.10. Se consideră mecanismul format din două pistoane şi o bielă         

(fig. 9.31) la care se cunosc AB = l, AM = 2l /3 şi legea de mişcare a pistonului B 
respectiv, OB = s(t) =10,3 cos πt . Se cere, să se determine: a) Ecuaţiile sub formă 
parametrică şi implicită ale traiectoriei punctul M al bielei; b) Poziţia, viteza, 
acceleraţia punctului şi raza de curbură la momentul t1=1/3s, dacă se cunosc 
valorile numerice: α = π / 3, l = 30 cm. 

 

Răspuns: 

                                         

           ( ) ./46,25cos
3

2

sin3

sin
cos

22

222

2

1 scm
sl

s
stv =








α+















α−

α
−α= &  

    

M 

O 

B 

A x 

y 

M’ 
B’ 

s 

α β 

Fig. 9.31 

ω 
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( )
( )

./99,77cos
3

2

sin3

sin

sin3

sin
cos 2

2
2

3222

22
2

222

2

1 scms

sl

l
s

sl

s
sta =








α+

































α−

α














α−

α
−α= &&&&&          

( )
( )

.04,29
322

1 cm
yxyx

yx
t =

−

+
=ρ

&&&&&&

&&  

 
 

9.3.11. Două corpuri aflate la momentul iniţial la distanţa de 100 m se mişcă 
unul spre celălalt astfel:         
- primul în mişcare uniformă cu  viteza v1 = 3 m/s,  
- al doilea în mişcare uniform accelerată cu viteza iniţială v0 = 7 m/s şi acceleraţia  
a = 4 m/s2. Să se afle locul şi timpul de întâlnire al celor două corpuri. 

 
 
Răspuns:  t = 5 s,  x1 = 15 m de poziţia iniţială a primului corp. 
 
 
9.3.12. Un mobil este lansat în vid de jos în sus cu viteza iniţială v0. Ştiind că 

mobilul este acţionat de acceleraţia gravitaţională g, să se studieze mişcarea şi să se 
determine înălţimea maximă hmax la care ajunge şi viteza cu care atinge pământul. 
Să se reprezinte grafic diagramele mişcării şi ale vitezei. 

 

Răspuns:   ,||,
2 0

2
0

max vv
g

v
h f == viteza cu care corpul ajunge pe pământ 

este egală în modul cu viteza iniţială .v0  
 

 
 
9.3.13. Pentru o mişcare dată a unui corp, diagrama vitezelor este o parabolă 

cu axa verticală îndreptată cu concavitatea în sus şi trecând prin origine. Să se 
determine timpul în care corpul parcurge un drum de mărimea s1 şi viteza v1 a 
corpului la sfârşitul drumului, dacă în momentul iniţial acceleraţia corpului este a0, 
iar la sfârşitul drumului s1 acceleraţia are mărimea a1 . 

 

Răspuns:       .
2

6

2
,

2

6

10

110
1

10

1
1

aa

saa
v

aa

s
t

+

+
=

+
=
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9.3.14. Un punct execută o oscilaţie armonică după legea:  .
2

sin t
T

ax
π

=  

Pentru 1xx =  şi 2xx =  viteza punctului este respectiv egală cu .şi 21 vv  Să se 
afle amplitudinea a şi perioada T a acestei oscilaţii.  

     

 Răspuns:    .
-

-
2,

-

-
2

2
2

1

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

vv

xx
T

vv

xvxv
a π==  

 

 
 

9.3.15. Legea mişcării armonice a coliviei de mină este dată de relaţia: 

,)cos-1(
2

ϕ=
H

h  în care H este înălţimea totală la care se ridică colivia de mină, 

.,
2

constat
H

a
−=ϕ  Să se determine viteza şi acceleraţia coliviei în funcţie de 

unghiul ,ϕ  precum şi timpul de înălţare T  al coliviei la înălţimea H. 
 

 

Răspuns:     .
2

,cos,sin
2 a

H
Taa

Ha
v π=ϕ=ϕ=
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10.  MIŞCĂRILE DE TRANSLAŢIE, DE ROTAŢIE ÎN 
JURUL UNUI AX FIX ŞI DE ROTO-TRANSLAŢIE ALE 

UNUI SOLID RIGID [9] 

 
10.1  Consideraţii teoretice 

 
   10.1.1 Introducere 
 În acest capitol se va studia mişcarea în timp a unui solid rigid notat fie cu 
(C) sau cu (S) pe parcursul capitolelor, fără a se stabili legătura dintre sistemul de 
forţe ce acţionează asupra solidului rigid şi caracteristicile mişcării acestuia.  
 A cunoaşte mişcarea unui solid rigid înseamnă, a cunoaşte în orice moment 

poziţia, viteza şi acceleraţia unui punct oarecare M al rigidului, în raport cu un 
sistem de referinţă fix. Întrucât, pentru fiecare punct aparţinând rigidului este 

necesar să se determine câte trei coordonate, problema are aparent, un număr foarte 
mare de necunoscute. Însă, datorită condiţiei de rigiditate potrivit căreia distanţele 
între două puncte oarecare aparţinând rigidului rămân constante, numărul de 
necunoscute independente este în realitate mult mai mic. 
 Solidul rigid poate executa o mişcare generală (când variază toṭi parametrii 
mişcării) sau mişcări particulare (când variază unul (mişcare simplă) sau mai mulṭi 
parametrii). Studiul cinematic al mişcărilor particulare poate fi realizat prin 
particularizarea studiului cinematic al mişcării generale a rigidului. Însă, pentru o 
înţelegere cât mai aprofundată a studiului cinematic al mişcării rigidului se vor 
trata în continuare mişcările particulare ale solidului rigid şi ulterior mişcarea 
generală a acestuia. 
 Pornind de la mişcarea de translaţie şi mişcarea de rotaţie în jurul unui ax 
fix, se pot obţine prin combinarea acestor mişcări simple, toate celelalte mişcări ale 
solidului rigid care sunt: mişcarea de rototranslaţie, mişcarea de rotaţie în jurul 

unui punct fix, mişcarea plan-paralelă şi mişcarea generală. 

 
 10.1.2 Mişcarea de translaţie a rigidului 

10.1.2.1 Studiul geometric al mişcării 

 Un solid rigid se află în mişcare de translaţie dacă o dreaptă oarecare 

aparţinând rigidului rămâne tot timpul mişcării paralelă cu ea însăşi (fig. 10.1). 
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 În cazul mişcării de translaţie a solidului rigid conform definiţiei anterioare, 
traiectoriile tuturor punctelor aparţinând acestuia sunt paralele între ele, ceea ce 
face ca studiul mişcării să se reducă la studiul mişcării unui punct al rigidului. 
 După forma traiectoriilor punctelor se pot distinge trei tipuri de mişcări de 
translaţie si anume: 

a) translaţii rectilinii - la care traiectoriile punctelor rigidului sunt linii 
drepte. Ca exemple se pot da, mişcările echipajelor mobile ale modulelor de 
translaţie din structura manipulatoarelor şi a roboţilor industriali de construcţie 

modulară, mişcarea saniei unei maşini de rabotat sau mortezat, mişcările 
pistoanelor unui motor diesel stabil, mişcarea sertăraşului unui distribuitor 

hidraulic, mişcarea unui ascensor etc.; 
b) translaţii circulare - la care traiectoriile punctelor rigidului sunt arce de 

cerc. Exemple de astfel de mişcări pot fi: mişcarea degetelor dispozitivelor de 
prehensiune care au în componenţa lor mecanisme paralelogram, mişcarea 
scaunului unui scrânciob, mişcarea bielei de cuplare a două roţi etc.; 

c) translaţii curbilinii - la care traiectoriile punctelor rigidului sunt curbe 
strâmbe în spaţiu. Se pot da ca exemple: mişcarea bielei de cuplare a roţilor unei 
locomotive unde un punct descrie o cicloidă scurtată şi mişcarea rigletelor unui 
aparat ISIS etc. 
 

 
 

 
 

                             

x 

z  

y  
O 

1x

1z

 

1y  1O

 

10y  
10x  10z  

(C) 

(Γ) 

M 

(Γ0) 

v  

0v  

a  

0a  

1r

 

r

 
0r  

Fig. 10.1 b. 

 
a. [3a] 
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 În figura 10.1b este reprezentat un solid rigid (C) care execută o mişcare de 
translaţie curbilinie oarecare înregistrată faţă de un sistem de referinţă fix O1x1y1z1. 

Se alege un sistem de referinţă mobil Oxyz legat invariabil de solidul rigid a cărui 
origine o constituie un punct O aparţinând rigidului şi ale cărui axe rămân paralele 
cu axele sistemului fix O1x1y1z1, în tot timpul mişcării. 
 Un astfel de rigid aflat în mişcare de translaţie posedă trei grade de 

libertate întrucât, poziţia sa este determinată univoc prin coordonatele x10, y10, z10 
ale unui punct O aparţinând rigidului, înregistrate faţă de sistemul cartezian fix 

O1x1y1z1. 

 

 10.1.2.2 Distribuţia de viteze 

 Fie un punct oarecare aparţinând rigidului (C), punct notat cu M şi 
reprezentat în figura 10.1b. Relaţia de distribuţie a vitezelor în cazul mişcării de 
translaţie a solidului rigid se obţine derivând în raport cu timpul în ambii membrii, 
relaţia vectorială: 

                   rrr += 101                           (10.1) 

ṣi ţinând seama că: 

                                             (10.2)  

rezultă astfel relaţia:                              

,0vv =                                                  (10.3) 

conform căreia, în cazul mişcării de translaţie a unui solid rigid vitezele 

instantanee ale punctelor rigidului sunt egale între ele. Fiind vorba de viteze la un 
moment dat (t), vectorii viteză ai punctelor rigidului sunt variabili ca modul şi 
direcţie în timpul mişcării acestuia. Singura mişcare de translaţie în care vitezele 
punctelor rigidului rămân constante, fiind şi egale, este cea a mişcării rectilinii şi 
uniforme. 

 

 10.1.2.3 Distribuţia de acceleraţii 

 Legea de distribuţie a acceleraţiilor în cazul mişcării de translaţie a solidului 
rigid se obţine derivând de două ori în raport cu timpul relaţia (10.1) sau o dată în 
raport cu timpul relaţia (10.3). Se obţine astfel relaţia: 

                     ,0aa =                                  (10.4) 

întrucât,                                  
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0,, 0101 === rarar &&&&&&
                                       (10.5) 

sau 

                                            ., 00 avav == &&                                                 (10.6) 

 Relaţia (10.4) arată că la un moment dat (t), acceleraţiile punctelor 

aparţinând unui rigid aflat în mişcare de translaţie sunt egale între ele (fig. 10.1). 

 În cazul mişcării de translaţie rectilinie şi uniform variată, acceleraţiile 
punctelor rigidului sunt egale între ele şi constante în timpul mişcării. 
 
 

10.1.3 Mişcarea de rotaţie a rigidului în jurul unui ax fix 

 10.1.3.1 Studiul geometric al mişcării 

 Un solid rigid execută o mişcare de rotaţie în jurul unui ax fix dacă în 

timpul mişcării două puncte aparţinând rigidului rămân fixe în spaţiu. 

Aceste două puncte determină axul fix în jurul căruia se roteşte solidul rigid. În 
figura 10.2 s-a reprezentat un solid rigid (C) care execută o mişcare de rotaţie în 

jurul axului fix ( ) .∆ Mişcarea de rotaţie a rigidului (C) este definită la un moment 

dat (t) prin poziţia axului de rotaţie, sensul de rotaţie al rigidului în jurul acestui ax 
şi valoarea vitezei unghiulare, parametri determinaţi în mod univoc de cӑtre 

vectorul de rotaţie ω  care are următoarele caracteristici: 

a) punctul de aplicaţie: plasat oriunde pe axul de rotaţie ( )∆ ; 

b) suportul/direcṭia: reprezentat prin axul de rotaţie ( )∆ ; 

c) sensul: pe acest suport astfel dirijat încât, pentru observatorul plasat cu 

picioarele în origine şi cu capul în extremitatea vectorului ,ω rotaţia rigidului să 

aibă loc de la dreapta la stânga; 
d) mărimea: în general variabilă de la un moment la altul astfel încât, 

transformată la scara vitezelor unghiulare, să reprezinte în orice moment valoarea 

vitezei unghiulare de rotaţie ω  a rigidului la momentul considerat. 

 Rezultă că vectorul ω  are direcţia axului ( ) Oz≡∆  şi modulul egal cu 

viteza unghiulară de rotaţie ,ω=θ& aceeaşi pentru toate punctele rigidului la un 

moment dat. Pe baza acestor concluzii, vectorul ω  este denumit vector viteză 

unghiulară şi are expresia:  

        .ωθω kk == &                                                (10.7) 
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 Derivata vectorială în raport cu timpul a vectorului viteză unghiulară de 

rotaţie reprezintă acceleraţia unghiulară de rotaţie. Astfel, 

                                  (10.8) 
 

 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 

 
 
              b. 

 

 Rezultă că acceleraţia unghiulară ε  are direcţia axului de rotaţie 

( ) Oz≡∆  şi modulul egal cu derivata a doua în raport cu timpul a unghiului de 

rotaţie, adică:  

.θ=ω=ε &&&                                                      (10.9) 

 Fie un punct material aparţinând rigidului (C) aflat în mişcare de rotaţie în 

jurul axului fix ( )∆  (fig. 10.2b).  

 Între coordonatele 111 z,y,x  şi x, y, z ale acestui punct înregistrate faţă de 

sistemul fix respectiv, faţă de cel mobil, există relaţia matriceală de legătură: 
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din care rezultă ecuaţiile parametrice carteziene ale traiectoriei punctului M: 

   .,cossin,sincos 111 constzzyxyyxx ==θ+θ=θ−θ=        (10.11) 

 Eliminând parametrul θ  din relaţia (10.11) şi având în vedere că x, y, z sunt 

mărimi constante, rezultă: 
 

                ., 1
2222

1
2
1 constzzRyxyx ===+=+                      (10.12) 

 Ecuaţiile (10.12) arată că la mişcarea de rotaţie traiectoria punctului M este 

un cerc de rază R cu centrul pe axul fix ( ),∆  situat într-un plan ( )π  , normal pe axa 

,zO 11  de cotă .zz1 =  Întrucât punctul M a fost ales arbitrar, concluziile se extind 

asupra tuturor punctelor rigidului. 

 Rigidul (C) aflat în mişcare de rotaţie în jurul axului fix ( )∆  posedă un 

singur grad de libertate întrucât, poziţia sa în spaţiu este determinată de unghiul ,θ  

numit unghi de rotaţie (fig. 10.2). Ca exemple de mişcări de rotaţie în jurul unui ax 

fix se pot aminti: mişcarea de rotaţie a rotoarelor motoarelor electrice, pneumatice 
şi hidraulice, a rotoarelor turbinelor şi pompelor centrifugale etc. 

 

 10.1.3.2 Distribuţia de viteze  

       În figura 10.2b se alege pe axul fix de rotaţie ( )∆  un punct fix O care 

coincide cu originea 1O  a sistemului de referinţă cartezian fix şi constituie în 

acelaşi timp originea sistemului cartezian mobil Oxyz, solidar cu rigidul. Se 
notează cu r  vectorul de poziţie al punctului M având punctul de aplicaţie în O. Se 

plasează vectorul viteză unghiulară ω  corespunzător unui moment (t), cu punctul 

de aplicaţie în O. Viteza v  a punctului M la momentul ales este reprezentată prin 

vectorul produs vectorial ,r×ω  

                                                       .rv ×ω=                                                   (10.13)  

 Într-adevăr, vectorii v  şi r×ω  au punctul de aplicaţie în M, suportul 

reprezentat prin tangenta la traiectoria circulară ( )Γ  corespunzătoare punctului M 

şi sensul corespunzător sensului vectorului .ω  Conform relatiei iniṭiale, valoarea 

vitezei v  este dată de expresia ,Rv ω=  iar valoarea produsului vectorial r×ω  

este:  
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                             (10.14) 
                                           

În concluzie, viteza devine:                         

       .|| Rrv ω=×ω=            (10.15)                                         

Deoarece toate caracteristicile 

vectorilor v  şi r×ω  sunt identice, se 

ajunge la concluzia că relaţia (10.13) 
constituie legea de distribuţie a 

vitezelor în cazul mişcării de rotaţie a 

solidului rigid în jurul unui ax fix.  
 Proiectând (10.13) pe axele 
sistemului de referinţă mobil Oxyz, se 
obţin proiecţiile vitezei punctului 
M(x, y, z) pe aceste axe: 

        
.0,, =ω=ω−= zyx vxvyv    

(10.16)                    

 Modulul vectorului viteză, 
având în vedere (10.16),este: 
 

,22222 Ryxvvvv zyx ω=+ω=++=  

(10.17) 

unde: R este distanţa de la punctul M 

la axul de rotaţie. 
      Din expresiile proiecţiilor vitezei 

v  pe axele sistemului mobil, rezultă 

unele proprietăţi ale distribuţiei de 

viteze în cazul mişcării de rotaţie: 
a) Punctele care au viteza egală cu 

zero sunt cele care aparţin axului de 
rotaţie.     Într-adevăr, egalând cu 
zero proiecţiile (10.16) ale vitezei, 
se obţin: x = y = 0 care sunt 
ecuaţiile axei Oz; 
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b) Vitezele punctelor rigidului sunt conţinute în plane normale pe axul de rotaţie 

( ) Oz≡∆  ( ,0vz =  conform relaţiei (10.16)); 

c) Punctele situate pe o paralelă cu axul de rotaţie au aceeaşi viteză (fig. 10.3). 
Această proprietate rezultă din faptul că, în expresiile (10.16) nu apare cota z a 

punctului, deci toate punctele care au o anumită abscisă 0x  şi o anumită ordonată 

0y  au o aceeaşi viteză. Aceste puncte se găsesc pe dreapta 00 yy,xx ==  care este 

paralelă cu axul de rotaţie. 

 Proprietatea aceasta poate fi demonstrată şi vectorial introducând în (10.13) 

vectorii de poziţie ,r  respectiv ,ωλ+r  ce definesc punctele M şi M1 aparţinând 

rigidului şi plasate pe dreapta ( )1∆  paralelă cu axul de rotaţie ( )∆ . 

Vitezele celor două puncte au expresiile: 

    ,)(, 1 rrvrv ×ω=ωλ+×ω=×ω=                                (10.18) 

astfel că: 

                                                      .1vv =                                                         (10.19) 

Relaţia (10.19) poate fi extinsă la toate punctele de pe dreapta (∆1) întrucât, 

punctele M şi 
1M au fost alese arbitrar; 

d) Vitezele punctelor aparţinând rigidului, situate pe o dreaptă ( )2∆  
perpendiculară pe axul de rotaţie ( )∆  pe care îl intersectează, cresc proporţional cu 

distanţa R de la aceste puncte la axul fix de rotaţie, conform cu (10.17) şi sunt 

normale pe dreapta ( )2∆  având sensul mişcării. 
 
 10.1.3.3 Distribuţia de acceleraţii 

 Legea de distribuţie a acceleraţiilor în cazul mişcării de rotaţie în jurul unui 
ax fix a unui solid rigid se obţine derivând vectorial în raport cu timpul legea de 

distribuţie a vitezelor dată de (10.13). Ţinând seama că: 
  

     ,,, rvrav ×ω==ε=ω= &&&                                   (10.20) 

se obţine: 

                                    ( )rra ×ω×ω+×ε=                                             (10.21) 

sau 

    .)( 2
rrra ω−ω⋅ω+×ε=                                          (10.22) 
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 Relaţia (10.21) respectiv, (10.22), constituie legea de distribuţie a 

acceleraţiilor în cazul mişcării de rotaţie a solidului rigid în jurul unui ax fix.       

 Componenta r×ε  poartă numele de acceleraţie de rotaţie, iar componenta 

( )r×ω×ω  poartă numele de acceleraţie axipetă, notându-se: 

 

                                       ,rotar =×ε ( ) .axar =×ω×ω                               (10.23) 

 Aceste componente coincid cu componentele intrinseci ale acceleraţiei 
punctului M , punct aflat în mişcare circulară:  

                                            ντ == aaaa axrot ,                                      (10.24) 

şi sunt indicate în figura 10.2. 
 Având în vedere notaţiile din figura 10.2, se poate scrie relaţia: 

                                                      ,1 Rr +ωλ=                                               (10.25) 

care introdusă în relaţiile (10.23), conduce la: 

( ) ,1 RRr ×ε=+ωλ×ε=×ε  

                                     ( ) ( )[ ] .2
1 RRr ω−=+ωλ×ω×ω=×ω×ω                 (10.26)    

Acceleraţia punctului M (fig. 10.2), având în vedere (10.21) şi (10.26), ajunge la 
forma: 

                                                      RRa
2ω−×ε=                                         (10.27) 

sau, notând cu τ  şi ν  versorii axelor sistemului intrinsec de referinţă 

corespunzător mişcării punctului M pe traiectoria ( )Γ  de rază R, relaţia (10.27) 

devine: 

                                               .2
RRaaa ων+ετ=+= ντ                           (10.28) 

 Modulul şi direcţia vectorului acceleraţie, conform cu (10.28), se determină 
cu relaţiile: 

                    .,
2

24

ω

ε
==ϕε+ω=

ν

τ

a

a
tgRa                           (10.29) 

       Proiectând (10.22) sau (10.27) pe axele sistemului mobil Oxyz din figura 

10.2, se obţin componentele carteziene ale acceleraţiei a  şi anume: 

 

                                  .0,, 22 =ω−ε=ω−ε−= zyx ayxaxya                (1030) 



               [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009.  

 
354

      Cu ajutorul expresiilor (10.30) se poate deduce modulul acceleraţiei punctului M :  
 

                         .242224222 ε+ω=+ε+ω=++= Ryxaaaa zyx        (10.31) 

 

 Din expresiile (10.30) rezultă următoarele proprietăţi ale distribuţie de 
acceleraţii  în cazul mişcării de rotaţie: 

a) Punctele care au acceleraţia egală cu zero sunt punctele de pe axul de rotaţie. 

Într-adevăr, egalând cu zero proiecţiile xa  şi ya  rezultă:  

       .0,0 22 =ω−ε=ε−ω− yxyx                               (10.32) 

Sistemul omogen (10.32) are determinantul său: 
 

            24

2

2

ε+ω=
ω−ε

ε−ω−
=∆                                      (10.33) 

diferit de zero, deoarece ω  şi ε  nu pot fi concomitent nuli astfel încât, sistemul nu 

poate să admită decât soluţia banală x = y = 0 care reprezintă ecuaţia axului de 

rotaţie ( ) ;Oz≡∆   

b) Acceleraţiile punctelor rigidului sunt conţinute în plane normale pe axul de 

rotaţie deoarece ;0az =  

c) Punctele situate pe o paralelă cu axul de rotaţie au aceeaşi acceleraţie (fig. 10.3), 
deoarece cota z a acestor puncte nu figurează în expresiile (10.30), coordonatele 
x şi y fiind aceleaşi pentru toate punctele de pe această paralelă. Proprietatea 
poate fi demonstrată şi vectorial introducând în expresia (10.21) a acceleraţiei 

vectorii de poziţie ,r  respectiv ,r+ωλ  care deservesc punctele M şi 1M  din 

figura 10.3 situate pe dreapta ( )1∆  , dreaptă paralelă cu axul de rotaţie.            

Se obţine astfel: 

                                              ( ),ωωε rra ××+×=                                           (10.34) 

 

                          ( ) ( )[ ] ( ),ωωεωλωωωλε1 rrrra ××+×=+××++×=              (10.35) 

 

astfel cӑ, 

                                                             ;1aa =                                                  (10.36) 
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d) Punctele solidului rigid aparţinând unei drepte perpendiculare pe axul de rotaţie 

au vectorii acceleraţie paraleli, direcţia lor fiind dată de un unghi ϕ  a cărui 

tangentă este ,
2ω

ε
=ϕtg  iar modulul este proporţional cu distanţa R a punctului 

la axul de rotaţie, conform cu (10.31) şi figura 10.3; 

e) Mişcarea de rotaţie a unui solid rigid în jurul unui ax fix în timpul căreia 

=ω constant, se numeşte mişcare de rotaţie uniformă. În acest caz, acceleraţia 

unui punct se reduce la componenta intrinsecă normală:  

 

                                                        .2
Ra ω=ν                                                (10.37) 

Cunoscând turaţia n [rot/min] a corpului, viteza unghiulară de rotaţie a acestuia se 
determină cu relaţia:  

                                                 
3060

2 nn π
=

π
=ω  [rad/s].                                  (10.38) 

 

f) Dacă =ε constant, mişcarea rigidului se numeşte mişcare de rotaţie uniform 

variată putând fi: uniform accelerată dacă ω  şi ε  au acelaşi sens sau uniform 

întârziată dacă au sensuri contrare. 
 

 10.1.4 Mişcarea de roto-translaţie a rigidului 

 10.1.4.1 Studiul geometric al mişcării 

 Un solid rigid execută o mişcare de roto-translaţie dacă o dreaptă solidară 

cu el păstrează în tot timpul mişcării un suport fix ( )∆ . 

       Pentru studiul mişcării se consideră un sistem cartezian fix 1111 zyxO astfel 

încât, axa 11zO  să coincidă cu axa mişcării de roto-translaţie şi un sistem cartezian 

mobil Oxyz invariabil legat de solidul rigid, a cărui axă Oz coincide cu axa 11zO , 

originile 1O  şi O ale celor două sisteme de referinţă fiind plasate pe axa ( )∆         

(fig. 10.4). Întrucât rigidul execută o mişcare de translaţie de-a lungul axei mişcării 

(originea O a sistemului mobil se deplasează pe axa 11zO ) şi o mişcare de rotaţie 

în jurul acestei axe, parametrii care dau poziţia sistemului mobil, deci şi a rigidului, 
faţă de sistemul fix sunt: 
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                          ( ) ( ).,00 ttzz θ=θ=            (10.39) 

 Rezultă că, rigidul aflat în mişcare de roto-translaţie are două grade de 

libertate. 

 Fie M un punct material aparţinând solidului rigid (C) care execută o mişcare 

de roto-translaţie în raport cu axa ( )∆  (fig. 10.4). Între coordonatele 111 ,, zyx  şi x, 

y, z ale acestui punct înregistrate faţă de sistemul fix, respectiv faţă de cel mobil, 
există relaţia matriceală de legătură:     
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din care se obţin ecuaţiile parametrice carteziene ale traiectoriei punctului M: 

    .,cossin,sincos 0111 zzzyxyyxx +=θ+θ=θ−θ=               (10.41) 
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 În acest caz şi conform cu (10.40), traiectoriile punctelor rigidului sunt elice 

de pas variabil situate pe un cilindru de rază ,22
yxR += excepţie făcând doar 

punctele de pe axă, care descriu axa. Ca exemple de mişcări de roto-translaţie se 
pot prezenta: mişcarea mandrinei de la o maşină de găurit, mişcarea unei piuliţe pe 
un şurub, mişcarea unui glonṭ în interiorul ţevii unei arme ghintuite, mişcarea 
ansamblului mobil al unui modul de roto-translaţie din structura mecanică a unui 
manipulator sau robot industrial etc. 
  

 10.1.4.2 Distribuţia de viteze 

       Având în vedere particularităţile mişcării se constată următoarele: 

a) Originea O a sistemului de referinţă mobil are o mişcare rectilinie pe dreapta 

,zO 11  astfel că: 

 

    .,, 00000000010 kakzvakvkzrvkzOOr ======== &&&&&           (10.42) 

b) Planul xOy al sistemului mobil rămâne paralel cu planul fix 111 yOx  , astfel 

încât vectorii ω  şi ε  vor avea aceleaşi expresii ca şi la mişcarea de rotaţie: 

 

                                        ., kkkk ε=θ=εω=θ=ω &&&                                 (10.43) 

 Între vectorii de poziţie 10 ,rr  şi r  din figura 10.4 există relaţia: 

                                                       ,01 rrr +=                                                 (10.44) 

care derivată vectorial în raport cu timpul conduce la expresia: 

                                    ,0 rvv ×ω+=                                               (10.45) 

întrucât,  

                                             .,, 001 rrvrvr ×ω=== &&&                                  (10.46) 

 Relaţia vectorială (10.45) reprezintă legea de distribuţie a vitezelor în cazul 

mişcării de roto-translaţie a solidului rigid. 

       Proiecţiile vectorului viteză pe axele sistemului mobil, având în vedere 
relaţiile (10.42), (10.43) şi (10.45), sunt: 
 

       .,, 0vvxvyv zyx =ω=ω−=                                 (10.47) 
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       Din expresiile (10.47) rezultă următoarele proprietăţi ale distribuţiei de 
viteze în cazul mişcării de roto-translaţie: 

a) nu există puncte ale rigidului a căror viteză să fie nulă ( );00 ≠= vv z   

b) vitezele punctelor de pe axa mişcării de roto-translaţie sunt minime şi egale cu 0v ; 

c) proiecţiile vitezelor tuturor punctelor rigidului pe axa mişcării sunt constante şi 

egale cu 0v , ceea ce rezultă înmulţind scalar cu 
ω

ω
=k  relaţia vectorială 

(10.45); 

d) vitezele punctelor situate pe o dreaptă ( )1∆  paralelă cu axa ( )∆  sunt egale; 

 Fie M şi 1M două puncte situate pe o dreaptă paralelă cu axa mişcării. 

Vitezele acestor puncte sunt conform cu (10.45) şi figura 10.5: 

         ( ) ,ωλω,ω 010 vrvvrvv =+×+=×+=                              (10.48) 

astfel că:  

                                                        ,1vv =                                                      (10.49) 

relaţie ce poate fi extinsă la toate punctele de pe dreapta ( )1∆  , întrucât punctele M 

şi 1M  au fost alese arbitrar; 
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e) vitezele punctelor aparţinând rigidului, situate pe o dreaptă ( )2∆  (fig. 10.5) 

normală pe axa ( )∆  a mişcării pe care o intersectează, variază liniar (vârfurile 

vectorilor viteză de pe dreapta ( )2∆  se găsesc pe o dreaptă). Această proprietate 

este o consecinţă a relaţiilor (10.47), care sunt liniare în coordonatele x şi y. 
 
 

 10.1.4.3 Distribuţia de acceleraţii 

       Legea de distribuţie a acceleraţiilor în cazul mişcării de roto-translaţie a 

solidului rigid se obţine derivând vectorial în raport cu timpul legea de distribuţie a 
vitezelor 10.45). Ţinând seama că: 

                        ,,,, 00 rravav ×ω=ε=ω== &&&&                          (10.50) 

se obţine: 

                                             ( ),0 rraa ×ω×ω+×ε+=                                  (10.51) 

sau 

                                            .-)·( 2
0 rrraa ωωω+×ε+=                             (10.52) 

 

 Relaţia (10.51), respectiv (10.52), constituie legea de distribuţie a 

acceleraţiilor la mişcarea de roto-translaţie a solidului rigid. 

 Similar cu distribuţia de viteze, se pot obţine proiecţiile acceleraţiei pe axele 
sistemului mobil, având în vedere (10.42), (10.43) şi (10.52). Astfel, 
 

.,, 0
22

aayxaxya zyx =ω−ε=ω−ε−=               (10.53)  

 Din expresiile (10.53) rezultă următoarele proprietăţi ale distribuţiei de 
acceleraţii în cazul mişcării de roto-translaţie: 

a) nu există puncte ale rigidului a căror acceleraţie să fie egală cu zero 

   ( );0aa 0z ≠=  

b) punctele situate pe axa mişcării de roto-translaţie au acceleraţiile minime 

şi egale cu 
0a  (fig. 10.5); 

c) punctele situate pe o dreaptă ( )1∆  paralelă cu axa mişcării au acceleraţii 

egale, întrucât componentele acceleraţiei (10.53) nu depind de cota  z; 

d) punctele aparţinând rigidului situate pe o dreaptă ( )2∆  ce intersectează 

normal axa mişcării, au acceleraţii care variază liniar (vârfurile vectorilor 
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acceleraţie ale diferitelor puncte de pe dreapta ( )2∆  se găsesc pe o 

dreaptă), întrucât expresiile (10.53) ale proiecţiilor acceleraţiilor sunt 

liniare în coordonatele x şi y; 
e) proiecţiile acceleraţiilor tuturor punctelor rigidului pe axa mişcării sunt 

constante şi egale cu 
0a , proprietate care se obţine înmulţind scalar cu 

versorul axei mişcării, relaţia (10.51). 
 

 10.1.4.4 Mişcarea de şurub 

       Un caz particular al mişcării de roto-translaţie este cel al mişcării de şurub, 

caz în care între parametrii 0z  şi θ  există o relaţie de forma: 

                                                     .0 θ= kz                                                       (10.54) 

 De remarcat că în acest caz, rigidul are un singur grad de libertate. Pentru 

determinarea constantei k în funcţie de pasul şurubului se observă că la rotaţia 

şurubului cu un unghi π=θ 2 , acesta înaintează cu un pas p. Rezultă astfel: 

                                                      .
2π

=
p

k                                                       (10.55)   

Introducând relaţia (10.55) în ( 10.54), se obţine: 

                                                     .
20 θ

π
=

p
z                                                    (10.56) 

Derivând succesiv expresia (10.56) în raport cu timpul, rezultă: 

       .
2

,
2 0000 ε

π
==ω

π
==

p
va

p
zv &&                                     (10.57) 
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10.2 Probleme rezolvate [9] 

 
10.2.1. Un solid rigid se roteşte cu turaţia n = 3000 rot/min în jurul axei fixe 

( )∆  de ecuaţie .zyx 111 == Să se determine viteza unui punct oarecare M al 

solidului rigid în raport cu sistemul de referinţă fix ,zyxO 1111  respectiv în raport 

cu sistemul de referinţă mobil Oxyz (fig. 10.6). Să se stabilească de asemenea, 
relaţiile de legătură între coordonatele unui punct M al rigidului înregistrate faţă de 
cele două sisteme de referinţă. 

 
Soluţie:  

Cosinusurile directoare ale axei de rotaţie sunt: 

,
3

1
111 =γ=β=α                                                      (1) 
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iar modulul vectorului ω  este: 

            π=
π

=
π

=ω 1003000
3060

2
n  rad/s.                                     (2)  

 Componentele vectorului viteză unghiulară pe axele sistemului fix 

1111 zyxO vor fi egale între ele, întrucât cosinusurile directoare ale suportului 

vectorului ω  au aceeaşi valoare, în conformitate cu (1). Astfel, 

 

                                     .
3

100

3111

π
=

ω
=ω=ω=ω zyx                                          (3) 

Viteza unui punct M al rigidului înregistrat faţă de sistemul de referinţă fix 
se determină astfel: 

             

( ) ( ) ( )[ ] .---
3

10
111111111

111

111

111
kxyjzxiyz

zyx

kji

rxv zyx ++
π

=ωωω=ω=

     

(4) 

 

Exprimând viteza punctului M faţă de un sistem de referinţă mobil Oxyz, 

invariabil legat de solidul rigid, se obţine: 
 

          .)(π100ω00ω jxiy

zyx

kji

rv +−==×=                                    (5) 

 

Notând cu =γβα iiii ,,, 1÷3, cosinusurile directoare ale axelor sistemului de 

referinţă mobil Oxyz în raport cu axele sistemului de referinţă fix şi utilizând tabelul 10.1, 

 
                                                                          Tabelul 10.1 

 i  j  k  

1i  1α  2α  3α  

1j  1β  2β  3β  

1k  1γ  2γ  3γ  
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se pot scrie relaţiile: 

    

,3211131313

3211121212

3211111111

kjikkjik

kjijkjij

kjiikjii

γ+γ+γ=γ+β+α=

β+β+β=γ+β+α=

α+α+α=γ+β+α=

                 (6) 

 

prin care se poate trece de la sistemul de referinţă fix la cel mobil, respectiv de la 
sistemul de referinţă mobil la cel fix. 

Vectorul de poziţie r  al punctului M în raport cu originile O şi 1O  ale celor 

două sisteme de referinţă se poate exprima astfel: 
 

                 .111111 kzjyixkzjyixr ++=++=                                     (7) 

 

Introducând în (7) primul set de relaţii (6) şi identificând coeficienţii 

versorilor ,k,j,i 111 se obţin relaţiile de legătură între coordonatele punctului M 

exprimate în raport cu sistemul fix 1111 zyxO şi coordonatele aceluiaşi punct 

înregistrate faţă de sistemul mobil Oxyz. Astfel, 
 

           

.

,

,

3211

3211

3211

zyxz

zyxy

zyxx

γ+γ+γ=

β+β+β=

α+α+α=

                                              (8) 

 

Introducând al doilea set de relaţii (6) în relaţia (7) şi identificând 

coeficienţii versorilor ,k,j,i  se obţin relaţiile: 

 

                                

.

,

,

131313

121212

111111

zyxz

zyxy

zyxx

γ+β+α=

γ+β+α=

γ+β+α=

                                            (9) 

 
10.2.2. Un corp se roteşte în jurul unui ax care trece prin punctul 

( )3,1,2M 0
 cu viteza unghiulară 25=ω s -1, cosinusurile directoare ale vectorului 
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ω  fiind: .64,0,48,0,60,0 =γ=β=α  Să se determine viteza punctului 

( )11,7,10M  a corpului (fig. 10.7). 

 
Soluţie: 
 

Notând ca în figura 10.7 vectorii de poziţie ai punctelor 0M  şi M, viteza 

punctului M conform cu (10.15) este:   

                          rv ×ω=                                                               (1) 

 

.

zyx

kji

kvjviv zyxzyx ωωω=++

       

(2)   

Proiecţiile vitezei punctului M pe axele 

sistemului cartezian Oxyz sunt:
     

                            

,, zxvyzv xzyzyx ω−ω=ω−ω=  

.xyv yxz ω−ω=                                  (3) 

Componentele carteziene ale vitezei 

unghiulare instantanee ω  şi ale vectorului 

de poziţie r  sunt: 
 

      sαωωx /11560,0·25 · ===    

sγωω

sβωω

z

y

/11664,0·25 ·

/11248,0·25 ·

===

===
 

                                              
.8311

617

8210x

01

01

01

=−=−=

=−=−=

=−=−=

zzz

yyy

xx

                                          (4) 

   
Înlocuind în (3) mărimile obţinute în relaţiile (4), se obţin componentele carteziene 

ale vitezei instantanee v . Astfel,  

 

Fig. 10.7 x 
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                 .68·126·15,88·158·16,06·168·12 −=−==−==−= zyx vvv          (5) 

Modulul vitezei punctului M este: 

                     103664222 =+=++= zyx vvvv m/s .                       (6) 

 
10.2.3. Se consideră un robot industrial a cărui schemă cinematică 

structurală este prezentată în figura 10.8a. Se presupune că robotul manipulează 
piese de formă cilindrică utilizând mişcarea pe verticală pentru depunerea pieselor 

într-un depozit. Referindu-ne la mişcarea de rotaţie uniformă în jurul axului (∆) cu 

viteza unghiulară ω, se cer, să se determine locurile geometrice ale extremităţilor 

vectorilor viteză v  şi acceleraţie a  ai punctului caracteristic M, daţi ca mărime şi 

direcţie. 

 
Soluţie: 
 

 
       

 Punctul caracteristic M, aparţinând dreptei caracteristice (∆1) paralelă cu 

axul de rotaţie (∆) se mişcă pe un cerc de rază R, situat într-un plan perpendicular 

pe axul (∆) (fig. 10.8b).  
  Viteza punctului M, conform cu (10.15), are expresia: 

 

.Rv ω=                                                          (1) 

Acceleraţia punctului caracteristic, având în vedere (10.28), se calculează astfel: 

 

A 

            a.                                            b.                                   c. 
Fig. 2.8 

O 
R 

M 

( )∆

 
( )1∆

 

.ct=ω  

R 

M 
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v
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.const=ω  
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M 

( )∆  

1q  

2q

 

Fig. 10.8 
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            .),0(,0, 222
RωaωεRεaaaa ντντ =====+= &                  (2) 

                                              .2
Ra ω=                                                       (3) 

Extremităţile vectorilor viteză v  şi acceleraţie a  descriu cercuri concentrice 

în O (fig. 10.8c). Dar, cum dreapta caracteristică (∆1) are o infinitate de puncte M, 

locurile geometrice ale extremităţilor vectorilor v  şi a  vor fi cilindrii vC  şi aC , 

ale căror raze se deduc din triunghiul OMA: 
  

,1 222 ω+=+== RMAOMOAR
vC                                   (4) 

                        )-1(- 2ω== RMBOMR
aC .                                          (5) 

 
10.2.4. Mecanismul din figura 10.9 se compune din corpurile A şi B care pot 

executa numai mişcări de translaţie astfel ca ele să rămână mereu în contact în 
punctul C. Cunoscând valoarea deplasării orizontale h a piesei A, se cere valoarea 
deplasării h1 a piesei B. 

 

Soluţie: 

  
Poziţiile finale ale pieselor A şi B sunt A1 şi B1. Valoarea deplasării h1 a piesei B se 
deduce din figură, respectiv CD este deplasarea punctului de contact C de pe piesa 

 

A B1 

B 

 E 

β α 

β α 

h1 

h 

a1 

C 

a. 

b. 

Fig. 10.9 
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h1 
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B, iar CE este deplasarea aceluiaşi punct situat pe piesa A. Cum CD = h1 iar         
CE = h, din triunghiul CDE  rezultă: 

           
β

=
α

=
β+α sinsin)sin(

1 DEhh
                                            (1) 

       .
)sin(

sin
1

β+α

α
⋅= hh                                                   (2) 

 
În raport cu pana A, vârful piesei B se urcă cu DE, adică, conform cu (1): 
 

      .
)sin(

sin

β+α

β
⋅= hDE                             (3) 

 
10.2.5. Rotorul unei maşini electrice are o turaţie de regim n = 1000 rot/min, 

când i se întrerupe alimentarea cu curent electric. Ca urmare a rezistenţelor pe care 
le întâmpină, după 700 rotaţii din momentul întreruperii alimentării, rotorul se 
opreşte. Cunoscând raza rotorului r = 20 cm, să se determine: 

a) timpul după care s-a oprit; 
b) acceleraţia unui punct de pe periferia rotorului după ce rotorul a făcut 200 

de rotaţii din momentul întreruperii alimentării; 
 

Soluţie: 

a) Considerând că mişcarea rotorului din momentul întreruperii alimentării 
până la oprire este o mişcare de rotaţie uniform întârziată, ecuaţiile mişcării sunt: 

                                            
.

2

1
00

2
0 tt ω+ε−=ϕ                                            (1) 

 ,000 =ε−ω=ω t                                     (2) 

unde: 

ϕ  este unghiul în radiani corespunzător la 700 de rotaţii; 

          0ω  este viteza unghiulară de regim; 

          ε  este acceleraţia unghiulară a rotorului; 

          ω  este viteza unghiulară în momentul opririi; 

          0t  este timpul cât durează mişcarea, unghi măsurat din momentul întreruperii 

alimentării. 
Conform datelor problemei, rezultă: 
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                                          70022 1 π=π=ϕ n   rad. 

 

               71,104
3

100

300 =
π

=
π

=ω
n

  1/s  .                                        (3) 

 

Înlocuind relaţia (3) în (1) şi (2), se obţine: 
 

,
3

100

0t

π
=ε      ,

3

100

3

100

2

1
7002 00 tt

π
+

π
−=π                           (4) 

     846·140 ==t  s.                                                             (5) 

b) Acceleraţia unui punct de pe periferia rotorului.  

b1. În mişcarea de regim se consideră că viteza unghiulară 0ω  este constantă, deci 

00 =ε şi acceleraţia unui punct de pe periferia rotorului va avea numai componentă 

intrinsecă normală, a cărei valoare este: 
 

             24,21932,0
3

)100(
3

3
2
0 =

π
=ω=ν xra  m/s2.                               (6) 

b2. În mişcarea uniform întârziată acceleraţia unghiulară ε  fiind constantă, 

componenta intrinsecă tangenţială a acceleraţiei τa  a unui punct de pe periferia 

rotorului va fi ca mărime constantă şi egală cu: 
 

            2493,02,0
843

100

3

100
=⋅

⋅

π
=

π
=ε=τ r

t
ra   m/s2.                           (7) 

Componenta intrinsecă normală νa  a punctului de pe periferia rotorului în 

momentul când acesta a făcut 200 de rotaţii după întreruperea alimentării, este: 

 ,2
200 ra ω=ν                                                  (8) 

unde: 200ω  este viteza unghiulară corespunzătoare momentului când rotorul a făcut 

200 rotaţii din momentul întreruperii alimentării cu curent a motorului. 

Folosind expresiile (1) şi (2) şi având în vedere că ,
252

100π
=ε  după 

eliminarea timpului rezultă: 



       [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 

                   
369

( )

./150,88796,313210966800

,
22

1
400

,⇒

,
2

1
400

2
0200

2
200

2
0

2
20002000

0

2000
2002000200

2000
2
200

s

tt

tt

=−=επ−ω=ω

ε

ω−ω
=

ε

ω−ω
−

ε

ω−ω
ω=π

ε

ω−ω
=ε−ω=ω

ω+ε−=π

              (9) 

Acceleraţia normală este: 

( ) ./448,15662,050,88 222
200 smxra ==ω=ν                       (10) 

 

Acceleraţia unui punct de pe periferia rotorului după ce acesta a efectuat 200 
de rotaţii din momentul întreruperii alimentării, este: 

 

./377,1581

,448,15662493,0,
2

2222

sma

aaaaaa

=

+=+=+= ντντ                   (11) 

 
10.2.6. În construcţia modulelor de rotaţie din structura mecanică a 

manipulatoarelor şi roboţilor sunt incluse traductoare de poziţie de tip TIRO. În 

figura 10.10 este prezentată schema de principiu a antrenării traductorului de 

poziţie TIRO 1000 din construcţia modulului MRE, respectiv ansamblul de rotaţie a 

braţului robotului. Să se determine turaţia 1n  la axul de rotaţie al traductorului în 

funcţie de turaţia arborelui condus, precum şi viteza 1v  şi acceleraţia 1a  ale unui 

punct M de pe periferia discului cu fante a traductorului. Se cunosc razele r şi R ale 

arborelui condus şi a discului cu fante. 

 

Soluţie: 

În figura 10.10 se notează: 

- )(ω n - viteza unghiulară, respectiv turaţia de rotaţie a arborelui condus; 

- )(ω 11 n  - viteza unghiulară, respectiv turaţia de rotaţie a echipajului mobil al 

traductorului de poziţie TIRO 1000; 



               [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009.  

 
370

- )( 1rr  - razele roţilor dinţate cu centrul în O şi 1O  peste care este trecută o curea 

dinţată; 

-  R - raza discului cu fante al traductorului; 

- 1v - viteza unui punct arbitrar M de pe periferia 

discului cu fante. 

Întrucât punctele de pe cureaua dinţată au 
la un moment dat aceeaşi viteză, se poate scrie 
relaţia:    

    .11rr ω=ω                                        (1) 

Din relaţia (1) se obţine viteza unghiulară 1ω  şi 

apoi turaţia 1n astfel: 

  ,
3030

,
1

11
1

1 ω=ω
π

=ω=ω
r

r
n

r

r
                  

(2) 

având în vedere că: .
30

1
1

nπ
=ω  Ṣtiind că: 

,
30

nπ
=ω

 
relaţiile (2) devin: 

.,
30 1

1
1

1 n
r

r
n

r

rn
=

π
=ω                       (3) 

Viteza 1v  a unui punct arbitrar M de pe periferia discului cu fante este 

tangentă la acest disc, are sensul dat de viteza unghiulară 1ω  şi modulul: 

                    .
30 1

11 n
r

Rr
Rv

π
=ω=                                            (4) 

Acceleraţia 1a  a punctului M poate fi exprimată prin componentele intrinseci 

νa  şi τa , 

         .1 τν += aaa                                                        (5) 

       Componenta normală νa  este orientată după raza MO1  cu sensul de la M 

spre centrul 1O  şi are modulul: 

                                .
900 2

1

22
2
1 R

r

rn
Ra

π
=ω=ν                                                 (6) 

n ω

 

O 

1O  

1r  

1ω  

R 

M 

1v

 

r 

Fig. 10.10 
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       Componenta tangenţială τa  este nulă pentru că .1 const=ω   

      .0,0 111 =ω=ε=ε=τ
&Ra                                            (7) 

Astfel, acceleraţia 1a  este orientată după rază către centrul de rotaţie 1O  şi 

are mărimea: 

     .
900 2

1

22

1 R
r

rn
a

π
=                                                         (8) 

 

10.2.7. Pe scripetele O de rază R = 15 cm se desfăşoară un fir inextensibil în 

direcţia AB  după legea .t3s
2= Scriptele este astfel antrenat într-o mişcare de 

rotaţie (fig. 10.11). Să se determine viteza unghiulară a scripetelui, viteza v  şi 

acceleraţia a  a unui punct de pe periferia scripetelui, la 2 secunde de la începutul 

mişcării. 
 

Soluţie: 

Capătul B al firului se mişcă după legea: 

          .t3s
2=                                                (1) 

Viteza punctului B este orientată după direcţia firului, are sensul în jos şi 
mărimea: 

tsvB 6== &  m/s .                 (2) 

Firul fiind perfect flexibil şi 
inextensibil face ca vitezele punctelor sale să 
fie egale între ele în orice moment al mişcării. 
Astfel, 

        .Rvvv MAB ω===                     (3) 

Din relaţiile (2) şi (3) se obţine viteza 
unghiulară: 

    
t

RR

vB 6
==ω rad/s  .                  (4) 
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v
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Acceleraţia punctului M poate fi exprimată prin componentele intrinseci νa  

şi τa  . Astfel, 

            .τν += aaa                                                   (5) 

 

Componenta normală este orientată după raza OM cu sensul de la M spre O 

şi are modulul: 

t
R

Ra
362 =ω=ν m/s2   .                                         (6)                                                             

       Componenta tangenţială τa  este perpendiculară pe rază (după tangentă), 

are sensul dat de sensul acceleraţiei unghiulare ε  şi modulul: 

 

      6=ε=τ Ra m/s2,   
R

6
=ω=ε &  rad/s2    .                              (7)  

Modulul acceleraţiei a  se obţine astfel: 

 

        .36
6 4424

tR
R

Ra +=ε+ω=                                (8) 

Direcţia acceleraţiei se poate determina prin unghiul α  (fig. 10.11) extras 

din relaţia: 

                                                     
.

6 t

R

a

a
tg ==α

ν

τ                                    (9) 

La t = 2 secunde de la începerea mişcării, mărimile cerute sunt: 

 

s = 12 m,  v = 12 m/s,  ω = 80 rad/s,  a = 960 m/s2.                (10) 

 
 

10.2.8. Se consideră un ax filetat (fig. 10.12) cu diametrul exterior d şi pasul 
filetului p. Pornind din repaus, axul ajunge la turaţia n [rot/min] după t secunde de 
la începerea mişcării. Mişcarea şurubului fiind uniform accelerată, să se determine: 

a) viteza unghiulară ω  şi acceleraţia unghiulară ε ; 

b) viteza de translaţie 0v  şi acceleraţia de translaţie 0a ; 

c) viteza v  şi acceleraţia a  a unui punct situat pe periferia axului filetat. 
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Soluţie: 
a) Mişcarea şurubului fiind uniform 

accelerată, se pot scrie relaţiile: 

,,. 0000 ttct ε=ε+ω=ω=ε=ε     (1) 

dacă la momentul iniţial avem: 

,00 =t .00 =ω   

Pe de altă parte, se poate scrie: 

         .
30

,
30 00

t

n
t

n π
=ε=εε=

π
=ω                                       (2) 

b) La mişcarea de şurub au fost stabilite relaţiile (10.57), conform cărora: 
 

.
2

,
2 00 ε

π
=ω

π
=

p
a

p
v                                          (3) 

 Având în vedere (2), relaţiile (3) devin: 
 

                                  .
60

,
60 00

t

np
a

np
v ==                                         (4) 

c) În conformitate cu legea de distribuţie a vitezelor stabilită la mişcarea de 

roto-translaţie ,0 rvv ×ω+=  se poate scrie pentru modulul vitezei unui punct de 

pe periferia şurubului relaţia: 

       .222
0 Rvv ω+=                                              (5) 

  Având în vedere (2) şi (4) şi relaţia R = d/2, relaţia (5) devine: 

 

     .
60

222
dp

n
v π+=                                           (6) 

Acceleraţia a  a unui punct M de pe periferia axului filetat poate fi dedusă ca 

modul din legea de distribuţie a acceleraţiilor din cazul mişcării de roto-translaţie, 

scrisă sub forma ( ).0 rraa ×ω×ω+×ε+=  Astfel: 

 

( ).εω 2422
0 ++= Raa                                     (7) 

d
 

Fig. 10.12 

ω ε

 
n 
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0v

 

0a
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Introducând în (7) mărimile geometrice şi cinematice stabilite anterior, se 
obţine: 

     

.
1

900

π
π

60 2

22
22

2

2














++=

t

n
d

t

pn
a                           (8) 

 
10.2.9. Două puncte ale unui şurub sunt situate pe acelaşi diametru la 

distanţele 1r  şi 2r  de axa şurubului. Ce relaţie există între distanţele 1r  şi 2r  în 

cazul în care vitezele acestor puncte sunt perpendiculare între ele, iar viteza de 
translaţie şi cea unghiulară a şurubului sunt egale ca mărime cu v şi ω (fig. 10.13). 
 

      
 

Soluţie:  

Vitezele punctelor 1M  şi 2M  (fig. 10.13a. şi 10.13b.) sunt date de relaţiile: 

             ., 2211 rvvrvv ×ω+=×ω+=                                        (1) 

 

Condiţia ca vectorii 1v  şi 2v  să fie perpendiculari este: 

                                            021 =⋅ vv                                                            (2) 

sau luând în considerare (1): 

                  ( ) ( ) 021 =×ω+⋅×ω+ rvrv ,                                 (3) 

relaţie din care se  obţine:  

( )π

 
1M 2M  ( )π

 

ω

 
v

O

1r  
2

r  

2v  

2M

1M

 

v

 

v

ω

 

v

 

2r

 

1r  

1rxω  

2rxω

 

1v  

O 

          a.                                                               b. 
              Fig. 10.13 
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  vv +2 ∙ +×ω )( 1r v ∙ )()( 12 rr ×ω+×ω ∙ .0)( 2 =×ω r                            (4) 

În relaţia (4):   v ∙ 0)( 1 =×ω r şi v ∙ ,0)( 2 =×ω r întrucât vectorii sunt perpendiculari 

între ei iar:  

 
Astfel, relaţia (4)  devine: 

,0- 21
22 =ω rrv   .

2

2

21
ω

=
v

rr                                        (5) 

Dacă se cunoaşte pasul p al şurubului atunci:    

 ,
2

ω
π

=
p

v                                                         (6) 

iar relaţia (5) devine:             

                                          .
2

2

21 








π
=

p
rr                                                         (7) 

 

 
 10.2.10. Un şurub diferenţial are construcţia din figura 10.14. Pasul primului 

filet este p1, pasul celui de al doilea care deplasează culisa este p2. Să se afle viteza 

v  a culisei dacă primul filet este pe dreapta, al doilea filet este pe dreapta sau pe 

stânga, iar mânerul se învârteşte astfel încât, primul filet se înşurubează făcând n 

rotaţii/minut. 

 

Soluţie:  

 

1v
2v

 (a) 

 (b) 

p1 p2 
n 

1v  

2v  

Fig. 10.14 
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a) Primul filet pe dreapta, al doilea pe dreapta; 

Viteza v  a culisei va fi dată de componenta de translaţie a vitezei la 

mişcarea de şurub. Filetul cu pasul p1 produce o deplasare a culisei cu viteza 1v  

după axa şurubului, în sensul de înşurubare, de modul: 

 

                              .
603022

111
1 n

pnpp
v =

π

π
=ω

π
=                                                (1) 

 

Filetul cu pasul p2 produce o deplasare a culisei cu viteza 2v  după axa 

şurubului, în sens invers celui de înşurubare, de modul: 

 

                              .
603022

222
2 n

pnpp
v =

π

π
=ω

π
=                                            (2) 

 

Compunând cele două mişcări (fig. 10.14), se obţine: 

 

                              .
60

-
- 21

21 n
pp

vvv ==                                                  (3)  

 

b) Primul filet este pe dreapta, al doilea filet este pe stânga; 

Expresiile vitezelor 1v  şi 2v  ca modul sunt identice cu cele obţinute în 

primul caz, direcţiile lor sunt după axa şurubului, iar sensul este în sensul de 

înşurubare (fig. 10.14). 

 

Compunând cele două mişcări şi având în vedere relaţiile (1) şi (2), se 

obţine: 

                           .
60

21
21 n

pp
vvv

+
=+=                                                  (4) 
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10.2.11. Un tetraedru regulat având muchia a se deplasează astfel încât, trei 
dintre vârfurile lui care se găsesc iniţial în A, B, C ocupă poziţiile A1, B1, C1         

(fig. 10.15). Se cere, să se determine mişcarea elicoidală instantanee care 
corespunde acestei deplasări. 

 

Soluţie: 

 
 
 Se trasează dintr-un punct oarecare O (fig. 10.15b), trei vectori 

OcObOa ,,  de lungimi egale cu s, reprezentând deplasările vârfurilor A, B şi C. 

 Coordonatele punctelor a, b, c astfel obţinute în raport cu sistemul din 

figură, sunt: 

.

0
2

3

2

:;

0

0:;

3

2

6

3

2

:















=

−=

=









=

=

−=















=

=

=

z

sy

s
x

c

z

y

sx

b

sz

s
y

s
x

a            (1) 

Ecuaţia planului care trece prin punctele a, b, c este: 
 

.063 =+−+ szyx                            (2) 

a. b. Fig. 10.15 

x 

y 

z 

A 

B1 

B 

C1 

 

C 

A1 

x 

y 

z 

O 
p 

a 

b 

c 
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Deoarece mişcarea de translaţie a tuturor punctelor este aceeaşi, ea va fi 

dată de lungimea perpendicularei coborâtă din punctul O pe planul care trece prin 
abc, respectiv: 

   
( ) ( )

.
10631

22

ss
OPd =

++

==                                  (3) 

Astfel, coordonatele punctului P sunt: 
 

     .
10

6
,

10

3
,

10

s
z

s
y

s
x =−=−=                                     (4) 

După determinarea mişcării de translaţie se poate determina mişcarea de 
rotaţie. Mărimile deplasărilor punctelor A, B şi C provenind din rotaţie sunt 

exprimate de vectorii :,, PcPbPa  

 

  
( )

( ) .6346
10

,639
10

,
3

2
7

3

8
6

10

kji
s

Pc

kji
s

Pbkji
s

Pa

−−+=

−+−=












++=

         (5) 

 
Pentru determinarea axei de roto-translaţie se duc prin mijloacele lui AA1, 

BB1, CC1 plane perpendiculare pe axele de rotaţie respective; ele se intersectează 
toate pe axa de roto-translaţie. Ecuaţiile acestor plane sunt: 

 

         

.
2

9
639:pentru

,
2

27
673818:pentru

1

1

szyxBB

szyxAA

=+−

=++

                                  (6) 

 Aceste două ecuaţii determină axa de roto-translaţie. Proiecţiile acestei axe 
pe planele de coordonate au ecuaţiile: 
 

       .
5

32
3;

20

63
2 syxszy =−=+                                     (7) 

 Pentru determinarea unghiului de rotaţie se trasează prin axa de rotaţie 
două plane, unul care trece prin punctul B şi unul care trece prin B1, determinându-

se unghiul dintre ele. Ecuaţiile acestor plane sunt: 
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.0241133:prin

,32233:prin

1 =++−

=++

zyxB

szyxB
                                      (8) 

 Unghiul dintre ele este dat de: 

   .
3

2
cos =ϕ                                                  (9) 

 
10.2.12. Un şurub având pasul p şi raza exterioară r înaintează într-o piuliţă 

fixă astfel că, deplasarea în lungul axei se face cu o acceleraţie constantă 0a . Se 

cere viteza şi acceleraţia unui punct de pe periferia şurubului. 
 

Soluţie:  

Viteza de translaţie este: 

.0tav =                            (1) 

 
În conformitate cu (10.57), se exprimă viteza unghiulară cu relaţia:   

 

 .
22 0

p

ta

p

v ππ
ω ==                     (2) 

 
 Un punct oarecare al şurubului situat la distanţa r de axa sa are cele două 

componente ale vitezei sale 1v  în lungul axei şi 2v  perpendiculară pe axă date de: 

 

,01 tavv ==                                                          (3) 

   .
2 0

2
p

tra
rv

π
=ω=                                       (4)     

    

 Vitezele 1v  şi 2v  sunt perpendiculare între ele astfel că, valoarea vitezei 

punctului considerat este: 

   .
2

1
2

0
2
2

2
1 







 π
+=+=

p

r
tavvvM                          (5) 
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 Acceleraţia punctului M este: 
 

,21 aaa +=                                                          (6) 

relaţie în care:  

01 aa =  de-a lungul axei                                                 (7) 

 

,2 ντ += aaa                                                          (8) 

 

    
p

ar
va 0

2

2π
==τ

&                                                    (9) 

 

   
2

02 2







 π
=ω=ν

p

ta
rra .                                                    (10) 

 Cele trei componente fiind perpendiculare între ele, mărimea acceleraţiei 

totale a punctului considerat este: 
 

.
22

1
4

2
0

2

2

0
2
3

2
2

2
1 








+








+=++=

p

t
ar

p

r
aaaaa

ππ
                    (11) 

 
 

10.2.13. O presă cu articulaţii constă dintr-un romb articulat care are două 

vârfuri fixate prin articulaţii de piuliţele C şi B ale unui şurub diferenţial cu filete 

(pe dreapta şi pe stânga), de pas p; axa şurubului se poate deplasa liber prin mişcări 

de translaţie în sus şi în jos alunecând cu capetele în cadrul presei (fig. 10.16a.). Să 

se afle viteza punctului A, dacă mânerul presei face n rotaţii/minut, în sensul acelor 

de ceasornic. 

 

Soluţie: 

Piuliţa D se va deplasa de-a lungul axei şurubului cu viteza Dv  (fig. 10.16b.) de 

modul: 

 .
603022

n
pnpp

vD =
π

π
=ω

π
=                                               (1) 
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Bara CD se roteşte în jurul lui C cu viteza ,vr ca urmare a deplasării lui D cu 

viteza Dv  (fig. 10.16b), rezultând o deplasare pe verticală a piuliţei D cu viteza 1v , 

de modul: 

           .1 α= tgvv D                                                        (2) 

  La studiul mişcării barei AD (făcând abstracţie de deplasarea lui D pe 

verticală cu viteza 1v ) se aplică proprietatea: proiecţiile vitezelor a două puncte pe 

dreapta ce uneşte cele două puncte sunt egale astfel: 
 

,cossin 2 α=α vvD                                            (3) 

de unde: 

 .2 α= tgvv D                                                     (4) 

 

Punctul A se va deplasa pe verticală. Conform cu relaţiile (2) şi (4), viteza 

punctului A este: 

      ,221 α=+= tgvvvv D                                          (5) 

sau, luând în considerare relaţia (1), se obţine: 
 

   .
30

α= tgn
p

v                                                      (6) 

n 

A 

B 

C 

D 

2v

α

 

α

α

 

α

 

A 

D 

D 

C 

1v  

Dv  

Dv

 

rv  

a.                                                                  b. 
Fig. 10.16 

vrsin α 

vr cosα 



               [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009.  

 
382

 
10.2.14. Paralelipipedul din figură execută o mişcare de rotaţie în jurul unei 

axe, cu viteza unghiulară ω  la care se cunoaşte componenta 1ω (0, 5, 3 rad/s), 

precum şi direcţia celei de a doua componente ca fiind cea a diagonalei OD. 
Cunoscând că viteza punctului B are valoarea  şi că OA = 5m, OC = 4cm,             

OE = 3cm, se cere să se determine valoarea celei de a doua componente 2ω , 

precum şi viteza unghiulară rezultantă (fig. 10.17). 
 
 

                 
 

Soluţie: 

Urmărind figura 10.17 şi enunţul problemei, se poate scrie: 
 

kj 351 +=ω     şi      ki 222 5

3

5

4
ω+ω=ω .                             (1) 

 
Viteza punctului B(4, 5, 0), conform cu (10.13), se poate scrie astfel: 
 

( )

( ) ( ) ,20412
5

12
153

054

3
5

3
5

5

4

222

2221

kji

kji

OBOBv B

−ω+







+ω++ω−=

=+ωω=×ω+ω=×ω=

                        (2) 

 

x 

y 

z 

O 
i  j  

k  

2ω  1ω  

A 

B 
C 

D 

E 

F 

G 

Fig. 10.17 
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relaţie din care rezultă:  

( ) ,)204(12
5

12
15361 2

2

2

2
2

2
2 −ω+








+ω++ω=                          (3) 

 

         .080073310769 2
2
2 =−ω−ω                                     (4) 

 

Relaţia (4) este o ecuaţie de gradul doi în 2ω , ale cărei soluţii sunt 

srad /10ω
'

2 =  şi srad /6,9ω
"

2 −= . Cea de a doua soluţie arată că viteza 

unghiulară 2ω  este îndreptată de la punctul D spre punctul O. 

 

Astfel, viteza unghiulară ω  poate fi: 

 

      ( ) ( ) .76,2568,7ωωω,958ωωω ''
21

'
21 kjisaukji −+−=+=++=+=           (5) 
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y 

x 

a 

a1 

b1  

b 

C’ 

C 

A 1 

2 

Fig. 10.18 

ω 

10.3   Probleme propuse 
 

10.3.1. Pentru un scripete de 

diametru D suspendat de un perete fix 

prin intermediul unui fir, să se 

determine cu cât coboară centrul său 

notat cu C, atunci când un capăt al 

firului coboară pe verticală cu o 

cantitate cunoscută x (fig. 10.18).  

   

 Răspuns: 
 

.
2

x
y =  

 

 

 

 

10.3.2.  Un solid rigid se roteşte în jurul axei x = y = z cu viteza unghiulară 

ω . Se cere viteza unui punct oarecare al rigidului. 

Răspuns : 

( ) ( ) ( )[ ] .
3

kxyjzxiyzv −+−+−
ω

=  

 

 

10.3.3. O greutate legată cu un fir înfăşurat pe un arbore orizontal, este lăsată 

în jos uniform accelerat fără viteză iniţială. În primele t secunde ea a parcurs o 

distanţă de h metri. Să se afle acceleraţia unghiulară a arborelui, dacă raza lui este 

de r metri. 

Răspuns:          
2

2

tr

h
=ε 1/s2 .  
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10.3.4. O roată dinţată care are 1z  dinţi şi face 1n  rotaţii/minut, este 

angrenată cu o altă roată care are 2z  dinţi. Pe axul acestei ultime roţi se află fixată 

o roată dinţată care are 3z  dinţi. La rândul ei, această roată este angrenată cu a 

patra roată dinţată care are 4z  dinţi. Să se determine numărul de rotaţii/minut al 

ultimei roţi. 

Răspuns:        .1
42

31
4 n

zz

zz
n =  

 

10.3.5. Două roţi A şi B sunt legate printr-o curea de transmisie fără sfârşit; 

diametrul primei roţi este m1d1 = , diametrul roţii a doua este .m5,1d2 =  Roata 

B face 100 rot/min. Să se afle viteza v  a punctelor curelei şi vitezele unghiulare ale 

ambelor roţi. 

 

Răspuns:  854,7=v m/s,   708,151 =ω rad/s,  472,102 =ω  rad/s. 

 

 

10.3.6. Pe elicea ( ) vv ,, ω este viteza de translaţie şi ω  viteza unghiulară. Să 

se afle locul geometric al punctelor a căror viteză este .2v  
 

Răspuns: Un cilindru circular de rază ,
ω

=
v

r  a cărui axă coincide cu axa 

elicei. 

 

10.3.7. Raza unui şurub este r, iar unghiul de înclinare a filetului este .α  

Acest şurub se roteşte în piuliţă cu viteza unghiulară .ω  Să se afle viteza lui de 

translaţie .v  

 

Răspuns: αω= ctgrv cm/s .   
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11. MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ A SOLIDULUI RIGID [9] 

 
 

11.1 Consideraţii teoretice 
 

11.1.1 Studiul geometric al mişcării 

 
Un solid rigid execută o mişcare plan-paralelă dacă trei puncte necoliniare 

aparţinând rigidului rămân permanent într-un plan fix din spaţiu. 

Se consideră un solid rigid (C) (fig. 11.1b) care efectuează o mişcare plan-paralelă.  

 
 

 
              

                         
 

Fie O1x1y1z1 un sistem cartezian de referinţă fix şi Ax’y’z’,  respectiv Axyz, 
două sisteme de referinţă mobile având originea într-un punct A aparţinând 

suprafeţei ( )Σ  , suprafaṭă de intersecţie a rigidului cu planul fix ( ).Pf  Primul 

1x

 

z1 

1O  

x’ 

z’ 

y’
 

x 

     ( )A1A1 y,xA  
θ 

( )fP  
( )Σ  N  

1r  

A1r

r  (C)
 

( )π

 
















z,z

y,y

x,x

M

1

1

1

Fig. 11.1 

z 

y 

y1 

(ГN) 

 (ГM) 

A1r   

b. 

 
                 1  – translaṭie 

2 – mişcare plană,  
   3 – rotaṭie 
a. Mecanism tip bielă-

manivelă  [5a]. 
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sistem are axele permanent paralele cu axele sistemului fix, iar celălalt este 

invariabil legat de solidul rigid şi are axa Az normală pe planul fix ( ).Pf  Funcţiile 

care caracterizează poziţia sistemului de referinţă mobil Axyz, deci şi a rigidului în 
raport cu sistemul de referinţă fix Ox1y1z1,,  sunt: 

                                   ).(),(,)( 1111 ttyytxx AAAA θ=θ==                        (11.1) 

Rezultă că, solidul rigid în mişcarea plană are trei grade de libertate. 

Fie M un punct material aparţinând rigidului (C) (fig. 11.1). Între 

coordonatele x1, y1, z1 şi x, y, z ale acestui punct înregistrate faţă de sistemul fix, 

respectiv cel mobil solidar cu rigidul, există relaţia matriceală de legătură:                                                                                                                          

                                       



























































z

y

x
.

z

θθy

θθx
=

z

y

x

A

A

A

1

100

0cossin

0sin-cos

00011

1

1

1

1

1

1
  ,                      (11.2)                               

din care se obţin ecuaţiile parametrice carteziene ale traiectoriei punctului M:  

,cossin,sincos 1111 θ+θ+=θ−θ+= yxyyyxxx AA                                                                                                   

.11 constzzz A =+=                                           (11.3) 

În cele ce urmează, se va considera coordonata ,0z A1 =  ceea ce presupune că 

planul mobil Axy se deplasează pe suprafaţa planului fix O1x1y1. Din relaţia (11.3) 

rezultă că traiectoria punctului M este o curbă plană situată în planul ( )π  de cotă 

.constzzz A11 =+= Notând cu ( )Σ  suprafaţa plană formată din mulţimea 

punctelor de intersecţie dintre planul fix O1x1y1 ( )
fP≡  şi solidul rigid (C), se constată 

că toate punctele rigidului situate pe o perpendiculară pe planul mobil Axy au mişcări 

identice cu cele ale punctelor care aparţin suprafeţei plane ( ),Σ deoarece aceste 

puncte au aceleaşi coordonate x şi y, iar traiectoriile lor nu depind de cota z. Rezultă 

că, mişcările (traiectoriile, vitezele şi acceleraţiile) punctelor M şi N din figura 11.1b 

sunt identice. Astfel, studiul mişcării solidului rigid se reduce la studiul mişcării 

secţiunii ( )Σ  pe suprafaţa planului fix O1x1y1, mişcare complet determinată dacă se 

cunoaşte mişcarea a două puncte aparţinând acestei secţiuni. Cum două puncte 

determină un segment de dreaptă, rezultă că studiul mişcării secţiunii plane ( )Σ , 

deci şi a solidului rigid (C), se reduce la studiul mişcării unui segment de dreaptă 

aparţinând secţiunii ( )Σ  pe suprafaţa planului fix.  
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Pe baza celor afirmate anterior, studiul mişcării rigidului (C) aflat în mişcare 
plan-paralelă se reduce la studiul mişcării unei plăci plane într-un plan fix.  

Exemple de mişcări plan-paralele pot fi: mişcarea bielei la un mecanism 

bielă-manivelă, mişcarea unei roţi de vehicul pe un drum rectiliniu, mişcarea 

cardanică, mişcarea mecanismelor cu came şi cu roţi dinţate etc.  

 

11.1.2 Distribuţia de viteze 

În figura 11.2 este reprezentată placa mobilă ( )mP  care execută o mişcare          

plan-paralelă în planul fix ( ).Pf  Cunoscând la un moment dat (t)  viteza Av  a unui 

punct A aparţinând plăcii şi viteza unghiulară ω  corespunzătoare rotaţiei plăcii în 

jurul unui ax perpendicular în punctul A pe aceasta, se pune problema determinării 

vitezei Bv  a oricărui punct B aparţinând plăcii la momentul (t).  

În acest scop, se alege sistemul de referinţă cartezian fix O1x1y1 în planul 

fix ( )
fP  şi sistemul cartezian de referinţă mobil Axy legat invariabil de placa 

mobilă ( )mP . Între vectorii de poziţie 
AB r,r  şi r  indicaţi în figura 11.2, există 

relaţia vectorială de legătură : 

                                            ,rrr AB +=                                                   (11.4) 

care derivată în raport cu timpul, conduce la relaţia: 

 

                                ,rvv AB ×ω+=                                                 (11.5) 

întrucât, 

                   .,, rrvrvr AABB ×ω=== &&&                             (11.6) 

Introducând notaţia: 

                      ,BAvr =×ω                                                  (11.7) 

relaţia (11.5) se va scrie sub forma : 

                 .BAAB vvv +=                                                (11.8) 

 

Relaţia vectorială (11.8) este cunoscută şi ca relaţia lui Euler pentru viteze 

în cazul mişcării plan-paralele şi serveşte ca bază pentru construcţia planului 

vitezelor. 
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Din analiza legii de distribuţie a vitezelor (11.5) şi (11.8) se pot stabili 
următoarele proprietăţi ale distribuţiei de viteze în cazul mişcării plan-paralele. 

Astfel, 

a) Viteza oricărui punct aparţinând plăcii este suma vectorială dintre viteza 

instantanee Av , reprezentând viteza polului de referinţă mobil A (componentă 

de translaţie) şi componenta r×ω  de rotaţie relativă a plăcii în jurul polului A 

(cu viteza unghiulară instantanee ω ); 

 
b) Proiecţiile vitezelor a două puncte A şi B aparţinând plăcii pe dreapta definită de 
aceste puncte sunt egale. 

Această proprietate se obţine înmulţind scalar cu versorul u  al direcţiei AB 

expresia (11.5). Se obţine astfel: 

                                      ,uvuv AB ⋅=⋅                                            (11.9) 

întrucât ( )r×ω ∙ ,0=u  pentru că vectorii ABr =  şi u  sunt coliniari. 

c) În general, există puncte aparţinând solidului rigid a căror viteză este nulă. 

Notând cu 
Ir  vectorul de poziţie al unui punct al rigidului în raport cu polul A, a 

cărui viteză instantanee se presupune a fi nulă (fig. 11.3), se poate scrie, conform 

cu relaţia (11.5): 

                             .0=×ω+ IA rv                                         (11.10) 

Soluţia generală a ecuaţiei vectoriale (11.10) este: 

Fig. 11.2 
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        .
2

ωλ+
ω

×ω
= A

I

v
r                                       (11.11) 

Relaţia (11.11) reprezintă o dreaptă ( )∆  paralelă cu vectorul ω , dreaptă 

perpendiculară pe planul mişcării şi care intersectează acest plan în punctul I, 

având vectorul de poziţie Ir  în raport cu polul 

mobil A (fig. 11.2 şi fig.11.3). 

Punctul I din planul mişcării astfel 

definit, poartă numele de centru instantaneu 

de rotaţie (C.I.R.), iar dreapta ( )∆  se 

numeşte axă instantanee de rotaţie (A.I.R.). 
Centrul instantaneu de rotaţie şi axa 

instantanee îşi schimbă poziţia în timpul 

mişcării plăcii ( )mP , atât faţă de sistemul de 

referinţă fix, cât şi faţă de cel mobil. 

Locul geometric al poziţiilor succesive 

ocupate de C.I.R. în timpul mişcării plăcii în 

raport cu sistemul de referinţă fix este o curbă 

plană numită bază (sau centroidă fixă), iar în 

raport cu sistemul de referinţă mobil este o 

curbă plană numită rostogolitoare (sau 
centroidă mobilă). 

Locurile geometrice descrise în raport cu sistemul fix, respectiv mobil, de 

către A.I.R. în timpul mişcării plăcii (rigidului) sunt suprafeţe riglate în spaţiu, una 

fixă numită axoidă fixă şi cealaltă mobilă numită axoidă mobilă. 

În timpul mişcării, rostogolitoarea (axoida mobilă) se rostogoleşte fără 

alunecare peste bază (axoida fixă), punctul (generatoarea comună) de tangenţă 

fiind centrul instantaneu de rotaţie (axa instantanee de rotaţie), (fig. 11.2 şi fig. 

11.3). 
Ecuaţiile parametrice ale centroidei mobile (rostogolitoare – R) sunt: 

                           .,
ω

=
ω

−=
xA

I

yA

I

v
y

v
x                                     (11.12) 

         Ecuaţiile parametrice ale curbei centroide fixe (bază – B) sunt: 

Fig. 11.3 
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             ;, 1111
11

A

xA

IA

yA

I y
v

yx
v

x +
ω

=+
ω

−=                            (11.13) 

d) Raportând distribuţia de viteze la centrul instantaneu de rotaţie, se obţine o 

distribuţie de viteze specifică mişcării de rotaţie ca şi când, placa mobilă s-ar roti în 
jurul axei instantanee de rotaţie. Într-adevăr, transpunând polul mobil A în centrul 

instantaneu de rotaţie a cărui viteză este nulă, relaţia vectorială (11.5) devine: 
 

.IBvB ×ω=                                                   (11.14)                                      

În conformitate cu (11.14), viteza punctului B este perpendiculară pe raza 

vectoare IB  şi proporţională cu lungimea acesteia: 
 

                                          .IBvB ω=                                                (11.15) 

      O astfel de distribuţie de viteze s-a întâlnit la mişcarea de rotaţie, a solidului 

rigid în jurul unui ax fix. Rezultă că, distribuţia de viteze la mişcarea plan-paralelă 

raportată la centrul instantaneu de rotaţie seamănă cu mişcarea de rotaţie, ca şi 

când placa mobilă (rigidul) s-ar roti în jurul axei instantanee de rotaţie. 
De remarcat însă că, placa mobilă (rigidul) nu execută o mişcare de rotaţie 

în jurul axei instantanee de rotaţie, deoarece această axă se află în mişcare atât faţă 
de sistemul fix, cât şi faţă de cel mobil, coordonatele centrului instantaneu de 

rotaţie date de (11.12) şi (11.13) fiind în general, funcţii de timp. 

Din expresia (11.14) rezultă că vitezele punctelor plăcii sunt perpendiculare 

pe dreptele care unesc centrul instantaneu de rotaţie şi vitezele în punctele 

respective (fig. 11.2), având sensul dat de sensul vitezei unghiulare .ω  Se obţine 

astfel o metodă de determinare a poziţiei centrului instantaneu de rotaţie I, acesta  

găsindu-se la intersecţia perpendicularelor pe direcţiile vitezelor a două puncte, 

perpendiculare duse în punctele respective şi aparţinând plăcii.  

În concluzie, pentru a determina poziţia centrului de rotaţie la un moment 
dat, este suficient să se cunoască poziţia la momentul respectiv a două puncte 

aparţinând plăcii pe curbele care reprezintă traiectoriile acestora. 
Centrul instantaneu de rotaţie se va găsi la intersecţia perpendicularelor 

duse pe tangentele în punctele respective la traiectoriile celor două puncte. 
Din calculele efectuate în acest paragraf, rezultӑ cӑ vectorul vitezӑ 

unghiularӑ  nu depinde de poziṭia polului de referinṭӑ A, ales pe placӑ.    
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Această proprietate poate fi demonstrată 
utilizând figura 11.4 în care s-a reprezentat 

placa mobilă ( )mP  pe care s-au ales trei 

puncte arbitrare A, B şi C. Vitezele acestor 
puncte sunt legate între ele prin relaţii 

Euler de forma: 
 

.

,,

CAvv

BCvvABvv

CCA

BBCAAB

×ω+=

×ω+=×ω+=

                               

(11.16) 

Având în vedere figura 11.4, prin însumarea relaţiilor (11.16) se obţine: 
 

( ) ( ) .0=×ω−ω+×ω−ω CABC ACAB                              (11.17) 

Din relaţia (11.17), având în vedere că punctele A, B şi C au fost alese pe 

placă arbitrar, se obţine: 

                           .ωωωω === CBA                                        (11.18) 

 

De aici rezultă că, viteza unghiulară ω  nu depinde de poziţia polului de 

referinţă mobil A la momentul (t), ea constituind astfel un invariant vectorial faţă 

de poziţia acestui pol. 
 

11.1.2.1 Metode pentru determinarea distribuţiei de viteze în mişcarea           
plan-paralelă 

Mişcarea plan-paralelă are o largă aplicaţie în construcţia de maşini, acolo 

unde majoritatea mecanismelor au elemente cu o asemenea mişcare. Se vor 

prezenta în continuare, metodele folosite la determinarea vitezelor unghiulare şi 

liniare corespunzătoare elementelor mecanismelor. 

a) Metoda centrului instantaneu de rotaţie (CIR) - constă în determinarea 
centrelor instantanee ale diferitelor elemente ale mecanismului studiat, apoi a 

vitezelor unghiulare instantanee ale acestor elemente şi în final, a vitezelor 
diferitelor puncte. 

Fie mecanismul bielă-manivelă prezentat în figura 11.5 la care se presupun 
cunoscute toate elementele geometrice pentru poziţia din figură, precum şi viteza 

Fig. 11.4 
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unghiulară de rotaţie 1ω  a manivelei OA. În aceste condiţii, viteza punctului A este 

normală pe OA, are modulul ,1OAv A ω=  sensul ei fiind dat de sensul vitezei 

unghiulare .1ω  Trecând la biela AB, centrul instantaneu de rotaţie 
2I  se află la 

intersecţia normalelor duse în punctele A şi B pe direcţiile vitezelor acestor puncte. 
Raportând distribuţia de viteze în cazul mişcării plan-paralele la centrul instantaneu 

de rotaţie, se pot scrie, în conformitate cu (11.15), relaţiile: 
 

                   ., 2222 BIvAIv BA ω=ω=                                      (11.19) 

Dar cum,                       

                                               ,1OAv A ω=                                                     (11.20) 

din (11.19) şi (11.20) se obţin viteza unghiulară instantanee de rotaţie 2ω  a bielei, 

respectiv, viteza Bv  a pistonului mecanismului. 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
Astfel: 

                   
,

2
12

AI

OA
ω=ω               

                                                      .2
2

1 BI
AI

OA
v B ω=                            (11.21)     

Aplicând această metodă, se poate determina viteza oricărui punct aparţinând bielei 
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AB. Astfel, viteza instantanee a unui punct oarecare M va fi normală pe dreapta 

MI 2
, având sensul dat de 

2ω , iar modulul: 

                       .2
2

122 MI
AI

OA
MIv M ω=ω=                             (11.22) 

b) Metoda rabaterii - permite determinarea vitezei unui punct când se cunosc 

traiectoria acestui punct şi viteza altui punct aparţinând aceluiaşi element. Această 

metodă se aplică de obicei, în cazurile când centrele instantanee de rotaţie sunt 

situate în afara cadrului desenului.  

Se consideră două puncte A şi B ale unei plăci aflată într-o mişcare          

plan-paralelă. Fie Av  şi Bv  vitezele acestor puncte (fig. 11.6). Dacă se rabat 

vectorii Av  şi Bv  cu acelaşi unghi de 
2

π
 [rad], vârfurile a şi b astfel obţinute se 

găsesc pe o dreaptă paralelă cu AB. Având în vedere relaţiile: 

 

,, IBBbvIAaAv BA ω==ω==                                   (11.23) 

 rezultă, 

                                          Aa / IA =Bb / IB = ω.                                        
(11.24) 

 
Se constată din figura 11.6 că triunghiurile Iab şi IAB sunt asemenea, astfel că 

dreapta ab este paralelă cu AB. 

Ca exemplu, se consideră mecanismul 
bielă manivelă din figura 11.5. Presupunând 

cunoscută viteza 
Av  a punctului A, se cere 

să se determine viteza punctului B a cărui 

traiectorie este definită. Pentru aceasta se 
rabate viteza punctului A cu un unghi egal 

cu 
2

π
 [rad]  în sensul acelor de ceasornic. 

Se obţine astfel punctul a prin care se duce 

o paralelă la AB. Se notează cu b punctul de 
intersecţie al acestei paralele cu dreapta 

.BI 2
 Apoi, se rabate în sens trigonometric 

Fig. 11.6 
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segmentul Bb cu un unghi de 
2

π
 [rad], obţinând vectorul 

Bv . 

c) Metoda proiecţiilor - se bazează pe proprietatea distribuţiei de viteze din cazul 

mişcării plan-paralele, conform căreia, proiecţiile vitezelor a două puncte pe 
dreapta care uneşte aceste puncte sunt identice şi de acelaşi sens. Cunoscând 

vitezele Av  şi Bv  ale punctelor A şi B aparţinând unei plăci în mişcare plană, se 

poate scrie, conform cu (11.9), relaţia: 

 

                                 ( ) ( ).BABAAB vprvpr =                                         (11.25)  

 

Spre exemplificare, se consideră mecanismul bielă-manivelă din figura 11.5 

la care se cunoaşte viteza Av  
a punctului A şi se cer să se determine, aplicând 

metoda proiecţiilor vitezelor, viteza punctului B şi viteza punctului C în care sunt 

articulate barele AC şi BC. Întrucât ( ) ( ),BABAAB vprvpr =  se proiectează viteza Av  

a punctului A pe direcţia AB. Segmentul Ac astfel obţinut se transportă în punctul B 

şi se obţine segmentul Bd = Ac (în acelaşi sens cu Ac). În punctul d se ridică o 

perpendiculară pe AB. Vectorul Bv  cu originea în B, are vârful pe dreapta OB.  

Se procedează analog pentru punctele B şi C, respectiv A şi C şi în baza relaţiilor: 

 

               ( ) ( ) ( ) ( ),, CACAACCBCBBC vprvprvprvpr ==                 (11.26) 

se iau în acelaşi sens segmente egale: 

  

            .CfAc,ChBg ==                                 (11.27) 

Ridicând perpendicularele în punctele h şi f, la intersecţia acestora se află 

extremitatea vectorului Cv  cu originea în C. 

d) Metoda planului vitezelor. Fie ( )mP  o placă mobilă într-un plan fix ( )
fP  şi A, 

B, C, …, N puncte aparţinând plăcii, ele având vitezele instantanee egale cu 

.,...,,, NCBA vvvv  Se numeşte plan al vitezelor corespunzător plăcii aflată în 

mişcare plană, figura formată din vectorii concurenţi într-un punct o denumit pol, 

echipolenţi cu vectorii viteză NCBA vvvv ,...,,,  ai punctelor A, B, C, …, N 

aparţinând plăcii mobile. Se notează cu a, b, c, …, n extremităţile vectorilor viteză 

concurenţi în o, astfel că: .,...,,, NCBA vonvocvobvoa ==== Vectorii bcab ,  
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etc., care unesc două câte două extremităţile acestor vectori, se numesc viteze 

relative.  
Considerând două puncte arbitrare A şi B ale plăcii mobile (fig. 11.7) din 

planul de viteze, se poate scrie relaţia: 

                                   .aboaob +=                                              (11.28) 

Pe de altă parte, conform relaţiei lui Euler pentru viteze, ştiind că ,ABr = se poate 

scrie: 

                        .ABvv AB ×ω+=                                         (11.29) 

Comparând relaţiile (11.28) şi (11.29) şi având în vedere (11.7) rezultă: 

                        ,BAvABab =×ω=                                           (11.30) 

astfel încât: 

                     ,ABv BA ⊥  respectiv .ABab ⊥                                    (11.31) 

Fie C un alt punct al plăcii mobile ales astfel încât, să nu fie pe dreapta AB. 

Ca urmare, în planul plăcii se formează triunghiul ABC. Continuând raţionamentul 

făcut anterior pentru punctele A şi B, se pot scrie relaţii analoage cu (11.30) şi 

pentru BC şi CA . Astfel,  

., ACCB vCAcavBCbc =×ω==×ω=                             (11.32) 

Având în vedere (11.30) şi (11.32), se poate scrie: 
 

,,, CAcaBCbcABab ⊥⊥⊥                                      (11.33) 
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astfel că vectorii ,,, ACCBBA vvv  deci şi ,,, cabcab  sunt rotiţi faţă de CABCAB ,,  

în acelaşi sens, cu un unghi de 
2

π
 [rad]. 

Modulele vectorilor ,,, ACCBBA vvv  conform cu (11.30) şi (11.32), sunt: 

               ,,, caCAvbcBCvabABv ACCBBA =ω==ω==ω=            (11.34) 

din care rezultă relaţiile: 

                               ,/// ω=== CAcaBCbcABab                                   (11.35) 

pe baza cărora se deduce că, triunghiurile abc şi ABC sunt asemenea. Cele două 

triunghiuri sunt rotite între ele cu un unghi de 
2

π
 [rad], sensul de parcurgere al lor 

şi succesiunea literelor fiind aceleaşi.  

Întrucât, o figură poligonală poate fi descompusă în triunghiuri, se poate 

generaliza că: pentru un număr oarecare de puncte aparţinând plăcii mobile, se 

poate enunţa teorema asemănării sau teorema lui Mehmke pentru viteze. Astfel: 

dacă pe o placă care execută o mişcare plană se aleg arbitrar un număr oarecare 

de puncte şi se construieşte planul vitezelor corespunzător acestora, poligonul 

format prin unirea extremităţilor vectorilor viteză absolutӑ din planul vitezelor este 

asemenea cu poligonul format prin unirea punctelor alese pe placa mobilă.  

Primul poligon este rotit faţă de al doilea cu un unghi de 
2

π
 [rad] în sensul 

vitezei unghiulare ω .  
În cazul unui mecanism alcătuit din elemente care execută mişcări plane, se 

poate construi un plan al vitezelor pentru întregul mecanism alegând acelaşi pol o 

pentru toate elementele mecanismului.  

Ca aplicaţie, se va considera mecanismul patrulater din figura 11.8 la care se 

cunosc elementele geometrico-constructive ale acestuia pentru poziţia din figură, 

precum şi viteza unghiulară de rotaţie ω  a manivelei OA. Având în vedere     

figura 11.8 şi relaţia Euler pentru viteze, se pot scrie succesiv pentru punctele A, B, 

şi C relaţiile: 



              
                 [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 

 

398

        ,⊥, OAvOAv AA ω= având sensul dat de ω                              (11.36) 

 

B, A:      ,,, 1 BAvBOvvvv BABBAAB ⊥⊥+=                            (11.37) 

            C, A:      ,, CAvvvv CACAAC ⊥+=                                              (11.38) 

      C, B:      ., CBvvvv CBCBBC ⊥+=                                               (11.39) 

 

 
 

 

Se alege o scară a vitezelor şi se transpune vectorul Av  la scara vitezelor 

într-un pol o, arbitrar ales, obţinând în planul vitezelor vectorul Avoa =  transpus la 

scară. Urmărind relaţiile (11.36) şi (11.37), prin punctul a din planul vitezelor se 

duce o perpendiculară pe AB din planul mecanismului, care întâlneşte 

perpendiculara pe BO1
 dusă prin o din planul vitezelor în b.  

Segmentul ob  din planul vitezelor reprezintă la scară vectorul viteză absolutӑ Bv , 

iar segmentul ab  vectorul vitezӑ relativӑ BAv . Perpendicularele în a şi b pe OA 

respectiv pe OB, se întâlnesc în c care constituie extremitatea vectorului viteză 

absolutӑ ,Cv  având originea în polul o al planului vitezelor. Segmentele ac  şi bc  

reprezintă la scara vitezelor, vitezele relative CAv  şi CBv . Din figura 11.8b se 
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observă că triunghiurile abc şi ABC sunt asemenea, dar rotite cu 
2

π
 [rad]  unul faţă 

de altul, sensul de parcurgere şi succesiunea literelor fiind aceleaşi. 

 

11.1.3 Distribuţia de acceleraţii 

       În figura 11.9 este reprezentată placa mobilă ( )mP  care execută o mişcare 

plan-paralelă în planul fix ( )
fP . Cunoscând la un moment dat (t) acceleraţia Aa a 

unui punct A aparţinând plăcii, viteza unghiulară ω  şi acceleraţia unghiulară ε  

corespunzătoare rotaţiei plăcii în jurul unui ax perpendicular în polul A pe planul 

mişcării, se pune problema determinării la momentul (t) a acceleraţiei Ba  a 

oricărui punct B aparţinând plăcii. 

       În acest scop, se alege sistemul de referinţă cartezian fix 
111 yxO  în planul 

fix ( )
fP  şi sistemul de referinţă cartezian mobil Axy, legat invariabil de placa 

mobilă ( )mP . Derivând vectorial în raport cu timpul relaţia (11.5), se obţine legea 

de distribuţie a acceleraţiilor în cazul mişcării plan-paralele astfel: 

 

                 ( ),rraa AB ×ω×ω+×ε+=                                   (11.40) 

sau 

            ,- 2rraa AB ω×ε+=                                          (11.41) 

 
Întrucât: 

      .⊥,,,, rrravav AABB ω×ω=ε=ω== &&&&                       (11.42) 

 

Introducând notaţiile:  

 

            ,, 2
ντ

=ω−=×ε BABA arar
  
                                 (11.43) 

 

,BABABA aaa =+
ντ

                                         (11.44) 

relaţia (11.41) se scrie sub forma: 

                             .BAAB aaa +=                                 (11.45) 
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Relaţia vectorială (11.45) este cunoscută sub denumirea de relaţia lui Euler 

pentru acceleraţii în cazul mişcării plan-paralele, ea fiind utilizată la determinarea 

acceleraţiilor prin metoda planului de acceleraţii. 

 

              
Din analiza legii de distribuţie a acceleraţiilor (11.45) se pot stabili 

următoarele proprietăţi ale distribuţiei de acceleraţii în cazul mişcării              
plan-paralele: 

 

a) Acceleraţia oricărui punct aparţinând rigidului este suma vectorială dintre 

acceleraţia Aa , reprezentând acceleraţia polului mobil A caracteristică unei 

mişcări de translaţie şi o componentă reprezentată prin vectorii ,, 2rr ω−×ε  

corespunzătoare unei mişcări de rotaţie (fig. 11.9); 
 

b) Există în general, puncte a căror acceleraţie este nulă. Ele se găsesc pe o axă 

( )∆  paralelă cu Oz, care intersectează planul Oxy într-un punct J, punct care 

poartă numele de polul (centrul) acceleraţiilor (fig. 11.10). 
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Polul acceleraţiilor ca şi axa ( )∆ , care se numeşte axa instantanee a 

acceleraţiilor, îşi schimbă continuu poziţia atât faţă de sistemul de referinţă fix cât 

şi faţă de cel mobil. 
Locul geometric al poziţiilor succesive ocupate de centrul instantaneu (pol) 

al acceleraţiilor (sau axa instantanee a acceleraţiilor), în raport cu sistemul 

cartezian fix, este o curbă denumită centroidă fixă a acceleraţiilor ( )faC
  (sau 

axoida fixă a acceleraţiilor ( )faA ) (fig. 11.9 şi fig. 11.10).  

                          
 
 Locul geometric al poziţiilor succesive ocupate de centrul instantaneu (pol) 

al acceleraţiilor (axa instantanee a acceleraţiilor), în raport cu sistemul cartezian 

mobil, este o curbă denumită centroidă mobilă a acceleraţiilor ( )maC
 (sau axoida 

mobilă a acceleraţiilor ( )maA ). 

           Polul acceleraţiilor J se găseşte în orice moment (t) în punctul de intersecţie 

al celor două centroide care nu mai sunt tangente ca şi în cazul distribuţiei de 

viteze;  

c) Raportând distribuţia de acceleraţii din cazul mişcării plan-paralele la 

polul acceleraţiilor, se obţine o distribuţie specifică mişcării de rotaţie, ca 

şi când placa mobilă (rigidul) s-ar roti în jurul unui ax perpendicular pe 

planul mişcării în polul acceleraţiilor.  

Această proprietate se exprimă prin relaţia: 
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       Aa  
       Jr  
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         ,2 JBJBaB ω−×ε=                                            (11.46) 

scrisă pentru un punct arbitrar B aparţinând plăcii mobile ( )mP  (fig. 11.11). 

Din (11.46) se obţine modulul şi direcţia acceleraţiei unui punct oarecare B 

aparţinând plăcii mobile ( )mP :     

,24 ε+ω= JBaB .//|| 22 ωε=ω×ε=ϕ JBJBtg                    (11.47) 

Comparând relaţia (11.46) cu relaţia dedusă în cazul mişcării de rotaţie a 

solidului rigid în jurul unui ax fix, se ajunge la concluzia că, se poate realiza legea 

de distribuţie a acceleraţiilor plăcii mobile ( )mP  în orice moment (t), dacă se 

imprimă acesteia o mişcare de rotaţie în jurul axei instantanee a acceleraţiilor, axă 

normală în polul J pe planul plăcii ( )mP , 

având viteza unghiulară  şi acceleraţia 

unghiulară , componente ce 

caracterizează mişcarea de rotaţie relativă 

a plăcii ( )mP  în jurul polului de referinţă 

mobil A la momentul (t) (fig. 11.9).  

Se ajunge astfel la concluzia că, 

distribuţia de acceleraţii la mişcarea  

plan-paralelă este aceeaşi ca ṣi la 

mişcarea de rotaţie, ca şi când placa 

mobilă (rigidul) s-ar roti în jurul axei 

instantanee a acceleraţiilor. 

De remarcat însă, că placa mobilă 
(rigidul) nu execută o mişcare de rotaţie 

în jurul axei instantanee a acceleraţiilor, deoarece această axă se află în mişcare 

atât faţă de sistemul de referinţă fix, cât şi faţă de cel mobil, coordonatele polului 

acceleraţiilor fiind, în general, funcţii de timp.  

       Cunoscând la un moment dat acceleraţia 
Ba  a unui punct B al plăcii ( )mP  şi 

mărimile ω  şi ε , se poate determina poziţia centrului instantaneu al acceleraţiilor 

astfel: se duce prin B o dreaptă ( )1∆  ce închide cu acceleraţia 
Ba , conform cu 

(11.47), un unghi ϕ  măsurat în sens trigonometric, dacă ε>0 sau în sens contrar, 

Fig. 11.11 
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dacă ε<0 şi se măsoară pe această dreaptă un segment a cărui valoare să fie 

24/ ε+ω= BaJB (fig. 11.11); 

d) Determinând şi comparând expresiile vectorilor de poziţie Ir  şi Jr ai punctelor 

I şi J se constată că, centrul instantaneu de rotaţie I  diferă de centrul 

instantaneu (pol) al acceleraţiilor J.  
Rezultă că, centrul instantaneu de rotaţie I nu are viteză, dar are 

acceleraţie, după cum centrul instantaneu J are viteză, dar nu are acceleraţie, 

acesta fiind singurul punct al plăcii ( )mP  care la un moment dat (t) se află în 

mişcare rectilinie şi uniformă (fig. 11.11). 
Din calculele efectuate anterior a rezultat că, vectorul acceleraţie unghiulară 

ε nu depinde de poziţia polului de referinţă A aparţinând plăcii mobile. Această 

proprietate se poate demonstra utilizând figura 11.12 în care s-a reprezentat placa 

mobilă ( )mP  pe care s-au ales trei puncte arbitrare A, B şi C. Acceleraţiile acestor 

puncte sunt legate prin relaţii Euler de forma (11.41). Astfel, 

 

,, 22
BCBCaaABABaa BBCAAB ω−×ε+=ω−×ε+=  

                                  .2
CACAaa CCA ω−×ε+=                                         (11.48) 

                       

Prin însumarea relaţiilor şi efectuând calculele, se obţine relaţia: 

Fig. 11.12 
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( ) ( ) .0=×ε−ε+×ε−ε CABC ACAB                            (11.49) 

Din relaţia (11.49), având în vedere că punctele A, B şi C au fost alese 

arbitrar pe placa mobilă ( )mP , se obţine: 

                                                .ε=ε=ε=ε CBA       (11.50) 

Se ajunge astfel la concluzia că, acceleraţia unghiulară ε  nu depinde de 

poziţia polului de referinţă mobil A la momentul (t), constituind un invariant 

vectorial faţă de poziţia acestui pol. 

 

11.1.3.1 Metode pentru determinarea distribuţiei de acceleraţii în mişcarea 
plan-paralelă 

a) Metoda polului acceleraţiilor este analoagă metodei centrului 

instantaneu de rotaţie utilizată la determinarea vitezelor. În figura 11.13 este 

reprezentată o placă mobilă ( )mP  care execută o mişcare plană. Cunoscând 

acceleraţia Aa  a unui punct A aparţinând plăcii, precum şi viteza unghiulară ω  şi 

acceleraţia unghiulară ε  de rotaţie relativă a plăcii în jurul unui ax perpendicular în 

A pe planul plăcii, se va determina acceleraţia Ba  a unui punct B aparţinând plăcii ( )mP .  

 

Pentru aceasta se 
determină poziţia polului 

acceleraţiilor construind o 
semidreaptă care trece 

prin A şi face cu vectorul 

Aa  unghiul 
2

||

ω

ε
=ϕ arctg  

, în sensul indicat de 

acceleraţia unghiulară ε, 

pe care se ia apoi 
segmentul de dreaptă 

./ 24 ε+ω= AaAJ  

 

Raportând 
mişcarea plan-paralelă la polul acceleraţiilor se obţine o distribuţie de acceleraţii 
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specifică unei mişcări de rotaţie, ca şi când placa s-ar roti în jurul polului J. 
Pentru a determina acceleraţia punctului B se trasează o semidreaptă prin B care 

face unghiul ϕ  cu JB (de aceeaşi parte faţă de JB ca şi suportul vectorului Aa  faţă 

de JA), pe care se desenează, la scara acceleraţiilor, un vector Ba  al cărui modul 

are expresia  .24 ε+ω= JBaB  
 

b) Metoda rabaterii acceleraţiilor. Fie o placă mobilă ( )mP  aflată în 

mişcare plană (fig. 11.13) şi Aa  acceleraţia instantanee a unui punct A aparţinând 

plăcii, reprezentată la o anumită scară. Se cunoaşte de asemenea, poziţia polului J 

al acceleraţiilor corespunzătoare momentului (t). Acceleraţia oricărui alt punct B 
poate fi obţinută utilizând metoda grafică a rabaterii, indicată în figura 11.13. 

Astfel, se rabate cu unghiul ϕ  extremitatea vectorului acceleraţie Aa , obţinând pe 

raza polară JA  punctul a , prin care se duce paralela ab la segmentul AB. Rabatând 

apoi tot cu unghiul ϕ  segmentul Bb, dar în sens invers primei rabateri, se obţine 

acceleraţia Ba   a   punctului B. 

Într-adevăr, raportând distribuţia de acceleraţii din cazul mişcării             

plan-paralele la polul acceleraţiilor, se obţine o distribuţie specifică mişcării de 

rotaţie, fapt pentru care în baza relaţiei care exprimă modulul acceleraţiei la 

mişcarea de rotaţie şi utilizând notaţiile din figura 11.13, se poate scrie: 

 

  ,εω,εω 2424 +=+= JBaJAa BA                             (11.51) 

de unde rezultă: 

                                 ( ) .AB aJAJBa =                                          (11.52) 

Pe de altă parte, din figura 11.13 în care AaAa = , se obţine: 

 

  ( ) ./ AaJAJBBb =                                         (11.53) 

       Comparând (11.52) cu (11.53), se constată că segmentul Bb reprezintă, la 

scara adoptată pentru acceleraţii, modulul acceleraţiei Ba . 

Componentele intrinseci ale acceleraţiilor Aa şi Ba ale punctelor A şi B, 

raportate la polul acceleraţiilor, au mărimile: 

 

.-,,, 2222 JBJBJBJBJAJAJAJA ω=ωε=×εω=ω−ε=×ε     (11.54) 
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       Având în vedere (11.54) şi figura 11.13, se constată că: 
 

   tg≮ ='JAA tg≮ ='JBB ,/ 2ωε                                  (11.55) 

astfel încât: 

 ≮ ='JAA ≮ .' ϕ=JBB                                        (11.56) 

 

Relaţiile (11.53) şi (11.56) conduc la concluzia că, vectorul 'BB reprezintă la 

scara acceleraţiilor, acceleraţia punctului B. 

c) Metoda planului acceleraţiilor. Fie ( )mP  o placă mobilă într-un plan fix 

( )fP  şi A, B, C, …, N puncte aparţinând plăcii, având acceleraţiile instantanee 

egale cu .,...,,, NCBA aaaa  Se numeşte plan al acceleraţiilor corespunzător 

plăcii aflată în mişcare plană, figura formată din vectorii echipolenţi cu vectorii 

acceleraţie ,,...,,, NCBA aaaa  aplicaţi într-un pol 'o , numit polul planului 

acceleraţiilor. Notând cu ',...,',',' ncba  extremităţile vectorilor acceleraţie 

concurenţi în 'o , există relaţiile: ,'','','' CBA acoaboaao === .a'n'o,..., N=  
Vectorii '','' cbba etc., care unesc două câte două extremităţile acestor vectori 

reprezintă acceleraţiile relative. 

        În figura 11.14 s-a reprezentat placa mobilă ( )mP  pe care s-au ales în mod 

arbitrar trei puncte A, B şi C ale căror acceleraţii instantanee sunt .,, CBA aaa  

În conformitate cu (11.45), se pot scrie relaţiile vectoriale: 

 

      ,,, CAACCBBCBAAB aaaaaaaaa +=+=+=                 (11.57) 

din care rezultă: 

.,, CAACCBBCBAAB aaaaaaaaa =−=−=−               (11.58)  

 

Se construieşte planul acceleraţiilor (fig. 11.14b) din care se obţin expresiile 

vectoriale: 

    ,'''''','''''','''''' caaococbbocobaaobo +=+=+=       (11.59) 

care se mai pot scrie sub forma: 

,-''-'''',-''-'''',-''-'''' ACBCAB aaaococaaabococbaaaoboba ======      (11.60) 
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având în vedere echipolenţa vectorilor  

.'','','' CBA acoaboaao ===                             (11.61) 

Comparând relaţiile (11.58) şi (11.60), rezultă că: 

              .'','','' CACBBA acaacbaba ===                    (11.62) 

Se constată că, vectorii '','','' cacbba din planul acceleraţiilor reprezintă 

acceleraţiile relative de rotaţie a punctelor B faţă de A, respectiv C faţă de B şi A. 

Dacă se consideră doar perechea de puncte A şi B, având în vedere (11.43) şi 

(11.44), se poate scrie expresia acceleraţiei relative de rotaţie a punctului B faţă de A: 

   .2
ABABaBA ω−×ε=                                     (11.63) 

Componenta  a acestei acceleraţii este perpendiculară pe ,AB  sensul ei fiind 

dat de acceleraţia unghiulară ,ε  iar componenta AB2ω−  este coliniară cu 

vectorul ,AB  dar de sens contrar acestuia. 
Notând cu 1ϕ  unghiul ascuţit dintre direcţiile vectorilor AB şi ,BAa  există relaţia: 

./ 2
1 ωε=ϕtg                                           (11.64) 

       Având în vedere sensurile pozitive ale celor doi vectori se constată că, 

vectorul BAa  este rotit faţă de vectorul AB  cu unghiul ( ),1ϕ−π  măsurat în sensul 

indicat de acceleraţia unghiulară ε  (fig. 11.14a). 
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( )1ϕ−π  în sensul indicat de vectorul acceleraţie unghiulară ε  astfel că, cele două 

triunghiuri sunt asemenea, având unghiuri egale. 

Întrucât, o figură poligonală se poate descompune în triunghiuri, concluzia 
anterioară poate fi generalizată pentru un număr oarecare de puncte aparţinând 

plăcii mobile. Se obţine astfel, teorema asemănării sau teorema lui Mehmke 
pentru acceleraţii care se enunţă în felul următor: 

Dacă pe o placă care execută o mişcare plană se aleg arbitrar un număr 

oarecare de puncte şi se construieşte planul acceleraţiilor corespunzător acestora, 

poligonul format prin unirea extremităţilor vectorilor acceleraţie absolută din 

planul acceleraţiilor este asemenea cu poligonul format prin unirea punctelor 

alese pe placa mobilă.  

Cele două poligoane sunt rotite unul faţă de altul cu un unghi ( )1ϕ−π , unghiul 1ϕ  

rezultând din relaţia (11.64).  

De remarcat că, succesiunea vârfurilor celor două poligoane şi sensul de 

parcurgere a lor sunt aceleaşi. 

În cazul unui mecanism alcătuit din elemente care execută mişcări plane se 

poate construi un plan al acceleraţiilor pentru întregul mecanism alegând acelaşi 

pol 'o  pentru toate elementele mecanismului.  

Pentru exemplificare, se consideră mecanismul din figura 11.15 la care se 

cunosc elementele geometrico-constructive ale acestuia, respectiv viteza Av  şi 

acceleraţia Aa  a punctului A pentru poziţia din figură. Pentru a determina 

acceleraţiile punctelor B şi C se va construi planul acceleraţiilor. Având în vedere 

figura 11.15, planul vitezelor prezentat în figura 11.8b, precum şi relaţia Euler 

(11.45), se pot scrie succesiv pentru punctele A, B  şi C relaţiile: 

 

,||,/,, 2
ABaBAvaaaaaaa BABABABABABABAAB νντν

=+=+=  are sensul de la   

                                     B spre A, ,⊥ ABaBA τ
                                   (11.65) 

 

,BO||a,BO/
2

va,aaa 1B1BBBBB νντν
=+= are sensul de la B spre O1, 

                 BO||a 1Bτ
,                                                 (11.66) 

,||,/,, 2
ACaCAvaaaaaaa CACACACACACACAAC νντν

=+=+=  are sensul de la C 
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                                     spre A, ,⊥ ACaCA τ  

,||,/,, 2
BCaCBvaaaaaaa CBCBCBCBCBCBCBBC νντν

=+=+=  are sensul de la C  

spre B, .⊥ BCaCB τ                      
                   (11.67) 

În relaţiile (11.65), (11.66) şi (11.67) componentele normale ale 

acceleraţiilor au sensul de la punct către centrul de rotaţie (fix sau mobil).  

       Se alege o scară a acceleraţiilor şi se transpune vectorul Aa  la scara 

acceleraţiilor într-un pol ,'o  arbitrar ales, obţinând în planul acceleraţiilor vectorul 

.'' Aaao = Urmărind relaţiile (11.65), se duce prin 'o  o paralelă la BO1  din planul 

mecanismului, pe care se ia vectorul 
νBa  la scara acceleraţiilor, cu sensul de la B 

spre 1O .  

  Prin extremitatea vectorului 
νBa  se duce o perpendiculară pe .1BO  Apoi 

prin extremitatea 'a  a vectorului Aa  din planul acceleraţiilor se trasează o paralelă 

la AB din planul mecanismului, pe care se ia vectorul νBAa la scara acceleraţiilor, 

cu sensul de la B spre A.    
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Prin extremitatea vectorului 
νBAa se duce o perpendiculară pe AB. 

Perpendicularele pe BO1 , respectiv pe AB din planul acceleraţiilor se intersectează în 

punctul 'b  care reprezintă extremitatea vectorului Ba  în planul de acceleraţii. 

Construind analog în punctele 'a  şi 'b  vectorii 
νCAa şi ,

νCBa  pe baza relaţiilor 

(11.66) şi (11.67) şi trasând prin extremităţile acestor vectori perpendicularele pe 

AC şi BC, se obţine în planul acceleraţiilor punctul ,'c  care constituie extremitatea 

vectorului Ca . Urmărind planul acceleraţiilor construit şi relaţiile (11.65), (11.66) 

şi (11.67), se trasează vectorii acceleraţie absolută şi relativă conţinuţi în aceste 

relaţii. 

Acceleraţia punctului C se poate determina şi aplicând teorema asemănării 

pentru acceleraţii, punctul 'c  rezultând din asemănarea triunghiurilor ABC şi ''' cba . 
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11.2 Probleme rezolvate [9] 
  

 

11.2.1. Pe un cerc de rază R,  tangent în originea 
1O  a axei 11xO , se sprijină 

continuu o bară AB a cărei extremitate A se mişcă pe axa .11xO  Să se determine 

baza şi rostogolitoarea mişcării barei AB, precum şi viteza punctului de tangenţă C 

pentru poziţia dată în figură, ştiind că punctul A se deplasează cu viteza constantă 

u pe axa 
11xO (fig. 11.16). 

 

Soluţie: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Baza 
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Dar,
                                       

,
2

-1
2

2

ϕ

ϕ
=ϕ

tg

tg
ctg                                                   (3) 

          

astfel că:                                        

.
2

)-1(
2

2

1
ϕ

ϕ
+=

tg

tgR
Ry                                                   (4) 

Din (1) rezultă:         

                                                    

,
1x

R
tg =ϕ  

care introdusă în (4), conduce la: 

                
,)(,

22

2
1

1 B
R

R

x
y +=

 
                                                     (5) 

 

astfel că, baza este o parabolă având ca focar centrul O al cercului şi ca directoare 

axa 11 xO . 

 

b) Rostogolitoarea  

Se notează cu x, y coordonatele centrului instantaneu de rotaţie faţă de 

sistemul de referinţă mobil xAy solidar cu bara AB. 

Se observă că, triunghiul IOA este isoscel (≮IOA =≮IAO pentru că                           

Δ O1AD = Δ OAC), astfel că, se poate scrie: 

 

 de unde:                          
.

2cos1

,2cos

ϕ−
=

ϕ+==

R
IA

IAOCIAIO

                                     (6) - (7)   

 

Având în vedere figura 11.18 şi relaţia (7), se pot scrie relaţiile: 

 

           ,
2cos1

2cos
2cos

ϕ−

ϕ
=ϕ=

R
IAx                                                 (8) 
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       .
2cos1

2sin
2sin

ϕ−

ϕ
=ϕ=

R
IAy                                                  (9) 

 

Eliminând parametrul ϕ  din (8) şi (9), se obţine ecuaţia carteziană a 

rostogolitoarei: 

                            ),(,2 22
RRxRy +=                                     (10) 

 

care este o parabolă având focarul în punctul A şi ca directoare dreapta .
2

R
x −=  

c) Viteza punctului C 

În baza relaţiei (11.15) şi utilizând notaţiile din figura 11.16, se scriu relaţiile: 

                    ,IAuv A ω==  de unde ,
IA

u
=ω                                  (11) 

                      ,2cos ϕω=ω= IAICvC                                         (12) 

                           .2cos ϕ= uvC                                               (13) 

 

Direcţia vitezei punctului C este după tangenta la cerc în acest punct, sensul 

ei fiind dat de sensul vitezei unghiulare ω . 

 

11.2.2. Bara OA se roteşte cu viteza unghiulară constantă ω  în jurul 

extremităţii sale O. De cealaltă extremitate este legat un fir care trece peste un 

scripete mic B şi de care atârnă la extremitatea liberă o greutate G . Să se afle 

viteza cu care se mişcă greutatea în funcţie de unghiul ϕ , fiind date:  OA = R ,     

OC = a,    CB = b (fig. 11.17). 

 

Soluţie: 
 

Prima metodă: Se determină poziţia centrului instantaneu de rotaţie I 

corespunzător barei AB, urmată de viteza unghiulară instantanee ω  de rotaţie a 

barei în jurul acesteia.  
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Astfel, se poate scrie: 

                               ,IARv IA ω=ω=                                                    (1) 

de unde:                                                                                                                        

     .
IA

R
I

ω
=ω                                                  (2) 

Viteza punctului B, conform cu (11.15), are modulul: 

                            .IB
IA

R
IBv B

ω
=ω=                                                    (3) 

Din triunghiul ABI rezultă: 

        .)(,
)sin(

ϕ+α=
ϕ+α

= ctgABIB
AB

IA                                    (4) 

Din triunghiul ABD se obţine: 

            ,)sincos(2222 ϕ+ϕ+++= baRRbaAB                                 (5) 

.
sin

cos,
cos

sin
AB

Rb

AB

Ra ϕ+
=α

ϕ+
=α                                (6) 

Ţinând cont de (4), (5) şi (6), relaţia (3) devine:   

           .
)sincos(2

sin-cos
222 ϕ+ϕ+++

ϕϕ
ω=

baRRba

ab
Rv B

                                (7)  

    
Metoda a doua: Se aplică metoda proiecţiilor conform căreia, proiecţiile 

vitezelor a două puncte pe dreapta ce uneşte cele două puncte sunt egale. 

Astfel:                                        

Fig. 11.17 

B 

A 

C 
D 

O 

R 

a 

b 

ϕcosR  

ϕsinR  

G

I Iω  

ω  

ϕα +  

α  
Bv  

α  
ϕ  

Av  

ϕα +

 

( )AAB vpr  
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)φαcos(ω)φαcos( +=+= Rvv AB                                         (8) 

sau, având în vedere (5) şi (6), mărimea Bv  a vitezei punctului B este: 

     .
)sincos(2

sincos
ω

222 baRRba

a-b
RvB

++++

=                              (9) 

 

11.2.3. Tija AB de lungime l  alunecă cu extremităţile sale pe laturile unui 

ghidaj fix 11Oyx  ale cărui laturi închid un unghi egal cu 
2

π
 rad. Să se afle baza, 

rostogolitoarea, traiectoriile punctelor tijei, viteza v  şi acceleraţia a  a unui punct 

oarecare M al tijei aflat la distanţa m de extremitatea A, în ipoteza că viteza 

extremităţii A este constantă şi egală cu u (fig. 11.18). 

Soluţie: 

a) Baza 

             
.sin

,cos

1

1

ϕ==

ϕ==

l

l

OBy

OAx
                                              (1) 

Eliminând parametrul ϕ  din relaţiile (1), se obţine:        

),(,22
1

2
1 Byx l=+                                             (2) 

astfel că, baza este un cerc de rază l , având centrul în originea O a sistemului fix. 

 

b) Rostogolitoarea 

( )

.2sin
2

,2cos1
2

φINy

φBNx

l

l

==

+==
               (3) 

Eliminând parametrul ϕ  din (3), rezultă 

ecuaţia carteziană a rostogolitoarei: 

),(,
22

2
2

2

Ryx 







=+








−

ll

         
(4) 

care este ecuaţia unui cerc de rază 
2

l
, 

cu centrul în punctul 







0,

2
C

l
.   

 Fig. 11.18 

y 

x 

1y

 

1O  

B 

A 

N 









0,

2
C

l  

[ ]'
1

'
1 y,xM  

a  

v

 
ϕ  u  

m 
(B) 










y,x

y,x
I

11  

ω  
(R) 

1x  



              
                 [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 

 

416

 

c) Traiectoriile punctelor tijei 

          Se consideră punctul )','( 11 yxM ale cărui coordonate 'y,'x 11 au expresiile: 

           
.sin'

,cos)('

1

1

ϕ=

ϕ−=

my

mx l
                                              (5) 

Eliminând parametrul ϕ  din (5), se obţine: 

,1
''

2
1

2
1 =








+









− m

y

m

x

l
                                         (6) 

Relaṭia (6) reprezintӑ ecuaṭia unei elipse cu semiaxe l– m şi m, variabile în funcţie 

de parametrul m. 

 

 

d) Viteza punctului M 

   Se determină viteza v  a punctului M prin proiecţiile ei, respectiv 
1x

v  şi 

1yv  pe axele sistemului de referinţă fix 11Oyx , necesare pentru a deduce apoi 

acceleraţia a  a acestui punct. Astfel, utilizând figura 11.18, se poate scrie: 

 

                                    
,)-'()-'(

,

111111

11 11

jyyixxIM

IMjvivv yx

+=

×ω=+=
          

             ,)'()'(

0''

00 111111

1111

111

11 11
xxjyyi

yyxx

kji

jvivv yx −ω+−ω−=

−−

ω=+=  

de unde: 

                        
.)'(

,)'(

11

11

1

1

xxv

yyv

y

x

−ω=

−ω−=
                                                (7) 

Viteza unghiulară ω  de rotaţie a barei în jurul centrului instantaneu de rotaţie I se 

determină dintr-o relaţie similară cu (11.15), dar scrisă pentru punctul A: 

               ,sin ϕω=ω== lIAuv A                                          (8) 

de unde: 
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                            .
sin ϕ

=ω
l

u
                                                        (9) 

Înlocuind în (7) relaţiile (1), (5) şi (9), se obţin proiecţiile vitezei instantanee v  pe 

axele 1Ox  şi 1Oy  şi anume: 

                       

.

,)(

1

1

ϕ−=

−=

ctg
mu

v

m
u

v

y

x

l

l
l                                                (10) 

Direcţia vitezei se determină din relaţia: 

                                                                                              
    (11)   

                                

sau MIv ⊥ , având în vedere (11.14), sensul vitezei fiind dat de sensul vitezei 

unghiulare .ω  
e) Acceleraţia punctului M 
 

Componentele 
11

, yx aa ale acceleraţiei a  pe axele sistemului fix x1Oy1 se 

obţin derivând relaţiile (10) în raport cu timpul: 

            
.

sin

,0

211

11

ϕ
ϕ

==

==

&

l

&

&

mu
va

va

yy

xx

                                          (12) 

Dar ,ωϕ −=&  pentru că unghiul ϕ  descreşte când punctul A se deplasează în 

sensul pozitiv al axei .Ox1  Având în vedere (9), se obţine: 

                          ,
sin 32

2

1 ϕ
−=
l

mu
a y                                                 (13) 

astfel că: 

                       .
sin

132

2

j
mu

a
ϕ

−=
l

                                             (14) 

Se observă că, vectorul acceleraţie a  a punctului M este orientat după axa 

1Oy  în sens invers direcţiei axei. 

 

11.2.4. Se dau barele OA = AB = l  articulate între ele în punctul A. Bara OA 

se roteşte cu viteză unghiulară constantă în jurul lui O, iar punctul B se poate 

deplasa de-a lungul axei Ox1. Să se determine baza, rostogolitoarea, traiectoria 

==
v

v
xvtg

x

y

1

1),( 1
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punctului M, viteza punctului B şi viteza punctului M, dacă  AM = k AB              
(fig. 11.19). 

 

Soluţie: 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Baza 

         Se determină centrul instantaneu de rotaţie I corespunzător barei AB. Din 

figura 11.19 se observă că:    AI = OA =l , astfel că: 

.sin2

,cos2

1

1

ty

tx

ω=

ω=

l

l
                                                     (1) 

Eliminând parametrul (t) din (1), se obţine ecuaţia carteziană a centroidei fixe 

(bazei):  

),(,4 22
1

2
1 Byx l=+                                                  (2) 

care este ecuaţia unui cerc de rază 2 l , având centrul în originea O1 a sistemului fix 

x1O1 y1.  

 

b) Rostogolitoarea 

Notând cu x, y coordonatele centrului instantaneu de rotaţie în sistemul de 

referinţă mobil xAy, se pot scrie relaţiile: 

                           
.2sin

,2cos

ty

tx

ω=

ω=

l

l
                                                      (3) 

din care eliminând parametru (t), se obţine ecuaţia carteziană a centroidei mobile 

(rostogolitoarei): 

Fig. 11.19 
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                            ),(,222
Ryx l=+                                                   (4) 

care este ecuaţia unui cerc de rază l , având centrul în originea sistemului de 

referinţă mobil xAy, solidar cu bara AB. 
 

c) Traiectoria punctului M 

Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei punctului M se obţin determinând 

coordonatele ,, '
1

'
1 yx  ale acestuia în raport cu sistemul fix 111 yOx . Astfel, 

     
.sin)1('

,cos)1('

1

1

tky

tkx

ω−=

ω+=

l

l
                                                 (5) 

Prin eliminarea parametrului t din (5), se ajunge la ecuaţia carteziană a traiectoriei 

punctului M: 

                        ,1
)1()1( 22

'
1

22

'
1

22

=
−

+
+ k

y

k

x

ll
                                            (6) 

care este o elipsă de semiaxe l(1+k), l(1-k). 

d) Viteza punctului B 

Viteza unghiulară Iω  de rotaţie a barei AB în jurul centrului instantaneu de 

rotaţie are, în baza relaţiei (11.15), expresia: 

 

                    .ω=
ω

==ω
AI

OA

AI

v A
I                                               (7) 

În conformitate cu (11.15), vectorul viteză Bv  a punctului B este: 

 

                      .sin2 11 itiBIv IB ωω−=ω−= l                                      (8) 

e) Viteza punctului M 

Aplicând (11.15) punctului M şi teorema cosinusului în triunghiul IAM, rezultă: 

 

                          .2cos21 2
tkkv M ω−+ω= l                                          (9) 

Viteza punctului M este perpendiculară pe IM , are sensul dat de sensul 

vitezei unghiulare instantanee Iω , iar modulul se determină cu relaţia (9). 

 
11.2.5. Se consideră mecanismul bielă-manivelă excentric reprezentat în 

figura 11.20. Manivela motoare se roteşte cu viteza unghiulară constantă 0ω . Se 
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cer, să se determine acceleraţia capului de cruce, precum şi acceleraţia unghiulară a 
bielei atunci când manivela se găseşte în poziţie verticală.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Soluţie:  
Manivela motoare OA fiind în poziţie verticală, centrul 

instantaneu de rotaţie I, corespunzător mişcării plan-paralele a bielei AB, este 
aruncat la infinit, deci biela execută o mişcare elementară de translaţie. Rezultă că, 

viteza unghiulară instantanee ω  de rotaţie a bielei este nulă. 
Conform relaţiei (11.45), acceleraţia capului de cruce B are expresia: 

 

                                   ,BAAB aaa +=                                                       (1) 

în care: 

   
 ,)0(,0,,||,, || 000

2
0 =ω=ε=ε=ω=+=

τνντν
&OAaraOAaaaaCBa AAAAAAB

     (2) 

      .⊥,)0(,0, 2 BAaABaaaa BABABABABA τντν
=ω=ω=+=                (3) 

Introducând (3) în (1), se obţine: 

                           (4) 
Având în vedere planul acceleraţiilor din figura 11.20b şi utilizând relaţiile (1), (2), 

(3) şi (4), se obţine valoarea acceleraţiei Ba  a capului de cruce: 

 

Fig. 3.20 
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           ,
)(-

)(
22

2
0

hr

hr
rtgaa AB

+

+
ω=α=

l

                                       (5) 

Din figura 11.20a rezultă: 
 

.
)(-

)(
22 hr

hr
tg

+

+
=α

l

                                                     (6)                         

Componenta tangenţială 
τBAa a acceleraţiei relative BAa  de rotaţie a 

punctului B faţă de A are mărimea: 

                       .lε=ε=
τ

ABaBA                                                          (7) 

Din figura 11.20 se obţine: 
 

   ,
)(-cos

,
)(-

cos
22

2
0

22

hr

ra
a

hr
A

BA

+

ω
=

α
=

+
=α

τ
l

l

l

l
                (8) 

astfel încât, conform cu (7) şi (8),    

.
)(- 22

2
0

hr

r

+

ω
=ε

l

                                                  (9) 

Raportând mişcarea plan-paralelă la polul J al acceleraţiilor, acceleraţiile 
punctelor A şi B, conform cu (11.46), au expresiile: 

                         
.-

,-
2

2

JBJBa

JAJAa

B

A

ω×ε=

ω×ε=
                                             (10) 

Dar viteza unghiulară ω  , corespunzătoare componentei de rotaţie a mişcării     

plan-paralele a bielei AB, este egală cu 0 (C.I.R. este la infinit) astfel încât, relaţiile 
(10) devin: 

                               
.

,

JBa

JAa

B

A

×ε=

×ε=
                                                  (11) 

Analizând (11), se constată că polul J al acceleraţiilor se găseşte în punctul 
de intersecţie a normalelor duse în punctele de articulaţie A şi B pe suporţii 

acceleraţiilor Aa  şi Ba  (fig. 11.20). 
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11.2.6. Cunoscând acceleraţiile extremităţilor unei bare AB aflată în mişcare 

plană, se cere să se determine acceleraţia mijlocului C al barei. Se dau acceleraţiile 

Aa  şi Ba .  

 

Soluţie: 

Conform cu (11.41), se pot scrie relaţiile: 

     .-,- 22
BCBCaaACACaa BCAC ω×ε+=ω×ε+=                 (1) 

Prin adunare rezultă: 

  .0deoarece,)(
2

1
=++= BCACaaa BAC                             (2) 

 

 
11.2.7. O bară OA se roteşte într-un plan în jurul articulaţiei fixe O astfel 

încât, tω+α=α 0 . O a doua bară AB se roteşte în jurul lui A astfel încât, 

tω+β=β 0 , unde ω  este o mărime presupusă constată. Se cer să se determine 

vitezele unghiulare de rotaţie 0ω  şi 1ω  ale barelor OA şi AB în jurul lui O, 

respectiv A, viteza punctului B şi centroidele mişcării plane a barei AB. Se dau: OA = l , 

AB = 1l  (fig. 11.21). 
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Av
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Soluţie: 

a) Vitezele unghiulare 0ω  şi 
1ω  

       Prin derivare în raport cu timpul a unghiurilor de rotaţie α  şi β  se obţin 

vitezele unghiulare 0ω  şi 1ω  astfel: 

., 10 ω=
β

=ωω=
α

=ω
dt

d

dt

d
                                          (1) 

 

b) Viteza punctului B 

Se constată că rotaţiile barelor în jurul punctelor O şi A sunt identice (sunt 

egale conform cu (1), paralele şi de acelaşi sens). Ca urmare, axa centrală a 

sistemului de vectori paraleli 0ω  şi 1ω  trece prin mijlocul C al barei OA, punct în 

care se poate aplica rezultanta vectorilor 0ω  şi 1ω  de valoare ω=ω+ω 210 . 

Această rezultantă reprezintă viteza unghiulară instantanee absolută a barei AB. 

Dar cum centrul instantaneu de rotaţie I al barei AB se află pe perpendiculara OA 

dusă în punctul A pe viteza Av  a acestuia şi viteza unghiulară absolută a barei AB 

acţionează în punctul C, rezultă că punctul C este centrul instantaneu de rotaţie 

corespunzător barei AB. Astfel, viteza punctului B este perpendiculară în B pe IB şi 

are sensul dat de viteza unghiulară ω2 . În conformitate cu metoda centrului 

instantaneu de rotaţie, mărimea vitezei Bv  se va obţine cu relaţia: 

 

.cos442 1
2
1

2 β++ω=ω= llllIBvB                (2) 

c) Baza 

Înregistrând punctul I faţă de sistemul de referinţă fix 
11Oyx  introdus în 

figura 11.21, se determină coordonatele 
11 y,x  ale acestui punct cu relaţiile: 

    .sin
2

,cos
2 11 α=α=

ll
yx                                (3) 

Eliminând unghiul α  din relaţia (3), se obţine ecuaţia carteziană a curbei bază: 
2

2
1

2
1 2









=+

l
yx , (B),                               (4)                                             

care este un cerc de rază 
2

l
 cu centrul în punctul O. 
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d) Rostogolitoarea 

Coordonatele x şi y ale centrului instantaneu de rotaţie, înregistrate faţă de 

sistemul mobil xAy (fig. 11.21) solidar cu bara AB, au expresiile: 

 

       .0,.
2

=== yconstx
l

                             (5) 

Se constată că rostogolitoarea este un cerc mobil cu centrul în punctul A şi raza 

egală cu 
2

l
. 

 
11.2.8. Pe un segment de dreaptă AB care se mişcă într-un plan fix, să se afle 

punctul M a cărui viteză să 
fie orientată în lungul 
segmentului. Să se 
determine mărimea acestei 
viteze, distanta h a centrului 
instantaneu de rotaţie la 
segment şi viteza unghiulară 
instantanee ω  a 
segmentului.  

Se cunosc vitezele 1v  

şi 2v  ale capetelor A şi B ale 

segmentului şi unghiurile 1α  

şi 2α  dintre viteze şi 

segmentul AB de lungime l  
(fig. 11.22) .  

 
 
Soluţie: 

Centrul instantaneu de rotaţie se găseşte la intersecţia perpendicularelor duse 

în punctele A şi B pe vitezele 1v  şi .2v  Punctul M reprezintă piciorul 

perpendicularei dusă din punctul I pe segmentul AB. Urmărind figura 11.22, se pot 

scrie relaţiile: 
 

.coscos

,sinsin

21

21

α=α

=α+α

IBIA

IBIA l

                                           (1) 

Prin rezolvarea sistemului (1) se obţin segmentele IA şi IB ale căror expresii sunt: 

A  

2v  

I  
ω

 

22 cosv α  

M  B  1α

2α  

2α

11 cosv α  

1v  

h  

1α  

Mv  

Fig. 11.22 



           425

 

.
)sin(

cos
,

)sin(

cos

21

1

21

2

α+α

α
=

α+α

α
=

ll
IBIA                           (2) 

 

Conform figurii, se obţine poziţia punctului M pe segmentul AB astfel: 

 

       .
)sin(

cossin
sin

21

21
1

α+α

αα
=α=
l

IAAM                                        (3) 

       Viteza punctului M este: 

 

              ,hIMv M ω=ω=                      (4) 

relaţie în care:  

  .
)sin(

coscos
coscos

2121

21
21

α+α
=

α+α

αα
=α=α=

tgtg
IBIAh

ll
              (5) 

Pe de altă parte, vitezele sunt: 

,, 21 IBvIAv ω=ω=                (6) 

relaţii din care se obţine viteza unghiulară ω : 

 

.
cos

)sin(

cos

)sin(

2

212

1

21121

α

α+α
=

α

α+α
===ω

ll

vv

IB

v

IA

v
                         (7) 

Având în vedere relaţiile (5) şi (7), viteza Mv  a punctului M are expresia: 

 

     .coscos 2211 α=α= vvvM                                      (8) 

La acelaşi rezultat (8) se ajunge şi prin aplicarea metodei proiecţiilor. 

 

 
11.2.9. Vârful C al unei bare 

îndoită în unghi drept descrie cu viteză 

constantă v  periferia unui cerc de 

rază r.  

Laturile barei trec prin două 

puncte A şi B de pe cerc, ele fiind 

situate pe acelaşi diametru. Să se 

determine: centroidele mişcării plane a 
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barei şi vitezele Av  şi Bv  ale punctelor barei care coincid cu punctele A şi B, 

pentru poziţia dată în figura 11.23 prin unghiul =α ≮CAB.   

  

 
 

Soluţie: 

      Centroidele mişcării plane pentru bară sunt baza şi rostogolitoarea. Centrul 
instantaneu de rotaţie I se află la intersecţia perpendicularelor duse în punctele A şi 

B pe laturile barei îndoită în unghi drept. De altfel, punctul I se află şi pe 

prelungirea razei punctului C .  

 

 

a) Baza 

 Pentru determinarea bazei se introduce în O sistemul cartezian fix 11Oyx  şi 

se notează cu 1x  şi 1y  coordonatele punctului I înregistrate în raport cu acest 

sistem de referinţă. Urmărind figura 11.23, se pot scrie relaţiile: 

 

.2sin -,2cos - 11 α=α= ryrx                                  (1) 

 

Prin ridicare la pătrat şi adunare, aceste relaţii conduc la:  

        ,22
1

2
1 ryx =+  (B).                      (2) 

Ecuaţia (2) reprezintă un cerc de rază r, cu centrul în punctul O şi este curba 
numită bază (B). 

b) Rostogolitoarea 

Curba rostogolitoare se determină exprimând coordonatele x şi y ale 

centrului instantaneu de rotaţie în raport cu sistemul de coordonate mobil xCy, 

solidar cu bara îndoită în unghi drept astfel:  

 

  .cos2,sin2 α=α= ryrx                                        (3) 

Parametrul α  se poate elimina prin ridicare la pătrat şi adunarea relaţiilor (2).  

Se obţine astfel relaţia: 

     ,4 222
ryx =+  (R)                                                 (4) 
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care este ecuaţia unui cerc de rază 2r, cu centrul în punctul C şi reprezintă curba 
plană mobilă numită rostogolitoare (R). 

 

c) Vitezele Av  şi Bv  

Raportând distribuţia de viteze din cazul mişcării plane la centrul instantaneu 
de rotaţie, se pot scrie relaţiile: 

.cos2,sin2,2 αω=ω=αω=ω=ω=ω= rIBvrIAvrICv BA           (5) 

Din prima relaţie (5) se determină viteza unghiulară ω : 

        ,
2r

v
=ω                                          (6) 

astfel că, vitezele Av  şi Bv  devin: 

       .cos,sin α=α= vvvv BA                                     (7) 

Vitezele Av  şi Bv  sunt orientate în lungul laturilor AC şi CB şi au sensul 

determinat de sensul vitezei unghiulare ω  a barei din jurul centrului instantaneu de 

rotaţie I.  
 

 
11.2.10. Se consideră mecanismul bielă-manivelă prezentat în figura 11.24. 

Manivela motoare OA are lungimea r şi se roteşte în jurul lui O cu viteza 

unghiulară constantă ω . Biela AB are lungimea l . Să se determine viteza 

unghiulară 1ω  şi acceleraţia unghiulară 1ε  a bielei pentru poziţia mecanismului 

dată de unghiul .ϕ  
 

Soluţie: 

 

      Centrul instantaneu de rotaţie 
corespunzător bielei AB se află la 

intersecţia perpendicularelor duse în A pe 

viteza Av  a punctului A şi în B pe direcţia 

vitezei acestui punct. 
       Exprimând viteza lui A ca punct care 

aparţine manivelei şi bielei, se poate scrie: 
 

I

 
1ω

O

 

A

 

C  

.const=ω

ϕ  ψ

Av

 

B  

Fig. 11.24 
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.1 IArv A ω=ω=                                      (1) 

Având în vedere figura 11.24, există relaţia: 

     ,coscos ψ=ϕ lIA                                       (2) 

din care se obţine: 

 .
cos

cos

ϕ

ψ
=
l

IA                                   (3) 

Din triunghiul dreptunghic ABC rezultă:  

,
sin

sin
l

ϕ
==ψ

r

AB

AC
                               (4) 

relaţie care permite obţinerea funcţiei:  

           .sinr-
1

sin-1cos 2222 ϕ=ψ=ψ l
l

                                  (5) 

Viteza unghiulară instantanee 1ω  a bielei se obţine din relaţia (1). Astfel, 

  .1
IA

rω
=ω                                    (6) 

Având în vedere relaţiile (3) şi (5), relaţia (6) devine: 

.
sinr-

cos
222

1
ϕ

ϕω
=ω

l

r
                                     (7) 

Acceleraţia unghiulară instantanee 1ε  a bielei se obţine prin derivare în 

raport cu timpul a relaţiei (7). Astfel, 

( )
.

sinr

sin
)(

sinr

cos
2/3222

222

222

1
1

ϕ−

ϕ
−ω=















ϕ−

ϕ

ϕ
ϕω=

ω
=ε

l

l

l

& rr
d

d
r

dt

d
   (8) 

 

 

 
11.2.11. Manivela OA a unui mecanism bielă-manivelă se roteşte în jurul 

punctului O cu viteza unghiulară constantă ω . Pistonul B este acţionat prin 

intermediul bielei AB. Să se arate că viteza Bv  a pistonului este egală cu OC⋅ω , 

unde C este punctul de intersecţie dintre biela AB şi perpendiculara dusă în O pe 

dreapta OB (fig. 11.25). 
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Soluţie: 

Centrul instantaneu de rotaţie I corespunzător bielei AB se află la intersecţia 

perpendicularelor duse în punctul A pe viteza Av  şi în B pe direcţia vitezei 

punctului B. 

      Se exprimă viteza punctului A ca punct 
aparţinând manivelei OA respectiv, ca 

punct aparţinând bielei. Se poate scrie 

astfel: 

                ,IAOAv IA ω=ω=              (1) 

relaţie din care se poate determina viteza 

unghiulară instantanee corespunzătoare 

bielei. Astfel, 
 

       .ω=ω
IA

OA
I

                            (2) 

În conformitate cu metoda centrului instantaneu de rotaţie, viteza Bv  a punctului B 

are direcţia perpendiculară pe IB şi sensul determinat de Iω , iar modulul: 

          =ω= IBv IB  .
IB·OA 

ω
IA

                               (3) 

Urmărind figura 11.25, se constată că Δ OAC ~ Δ IAB. Astfel, se poate scrie: 

    .
IA

OA

IB

OC
=                               (4) 

Din relaţia (4) rezultă: 

  .
·

IA

IBOA
OC =                                 (5) 

Introducând relaţia (5) în relaţia (3), se obţine: 
               .·OCvB ω=                                 (6) 

 
11.2.12. Se dă mecanismul din figura 11.26 în care o camă de forma unui disc 

circular, de rază R, se roteşte în jurul unei articulaţii O0 cu viteza ω = const., 
antrenând în mişcare sistemul de bare ABD şi DE. Cunoscând AB = 2R, BD = R şi 
DE = 4R, să se determine: 

a) ecuaţiile parametrice de mişcare ale barei DE; 
b) centrul instantaneu de rotaţie al barei DE; 
c) centroidele mişcării plan-paralele ale barei DE; 
d) viteza unghiulară de rotaţie a barei DE; 
e) vitezele punctelor D şi E. 

Av

 Bv

ω

 

Iω

A 

 

B

 
O

O

 

C

 

I 

 Fig. 11.25 
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Soluţie: 
 
Se alege sistemul de referinţă 000 yOx fix şi un unghi θ  pe care îl face bara 

DE cu verticala la un moment dat. Variaţia acestui unghi ( )tθθ =  reprezintă legea  

mişcării relative a  barei DE .  
 

 
a) Ecuaţiile parametrice de mişcare ale barei DE raportate la sistemul de referinţă 

fix 000 yOx  sunt următoarele: 

 

        

.)(

cos2

sin2

0

'
0

t

Ry

RRODBDx

θ=θ

θ=

θ+=+=

                                         (1)  

 
b) Se observă că bara DE execută o mişcare plan-paralelă a cărui centru 

instantaneu de rotaţie I se poate determina geometric ducând perpendiculare pe 
direcţiile vitezelor în punctele D şi E. 

0O  
ω  = ct. 

0x  
0x  

0y  

0y  

R2  

1O  

A  

B  D  
R  

θ  

θ  

R  

O  

1ω  

Dv  









II

IiI

yy

xx
I

;

;

1

 

1ω  

R4  

E  

Ev  

(B) 

(R) 

1ω  

y  

ϕ 

'
A  

C(R,0) 

'
D  

x  

Fig. 11.26 
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c) Centroidele mişcării plane ale barei DE: 

Ecuaţiile parametrice ale curbei bază (B) exprimate în raport cu sistemul de 

referinţă 000 yOx  sunt: 

        
.cos4

sin4

1

1

θ=

θ+=

Ry

RRx

I

I .                                        (2) 

 Prin eliminarea unghiului θ  din relaţiile (2), se obţine ecuaţia carteziană a 

curbei bază şi anume: 

   ( ) ( ) .4 22
1

2
1 RyRx II =+−                 (3) 

 
 Relaţia (3) reprezintă ecuaţia unui cerc de rază 2R şi şi centru C(R, 0). 

Ecuaţiile parametrice ale centroidei mobile (rostogolitoarei (R)) raportate la 

sistemul de referinţă mobil xOy , sunt următoarele: 

 

      
.2sin2cos

)2cos1(2sin

θ=θ=

θ−=θ=

RDIy

RDIx

I

I                                    (4) 

 

 Eliminând unghiul θ  din relaţia (4), se obţine ecuaţia carteziană a centroidei 

mobile numită rostogolitoare (R): 

 

   ( ) ( ) ,22 222
RyRx II =+−                                                 (5) 

 
care reprezintă un cerc de rază 2R cu centrul în punctul O(2R, 0).  

 

d) Viteza unghiulară de rotaţie a barei DE este 1ω şi se determină astfel: 

  .1 θ=ω &                                (6) 

 Urmărind figura 11.26, se constată că EIBO =0 , adică: 

 

      ,cos42cos2 θ=+ϕ RRR  

relaţie care devine: 

          .cos1cos2 ϕ+=θ                                                      (7) 

 Derivând relaţia (7) în ambii membrii în raport cu timpul, se obţine viteza 

unghiulară 1ω  a barei DE: 
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θ

ωω
=θ=ω

sin2

sin
1

t
& .                                                    (8) 

e) Vitezele punctelor D şi E se determină cu metoda centrului instantaneu de 

rotaţie. Astfel, 

           
;sin2sin4

sin

sin

2

1

,

1

1

tRR
t

IDv

IDv

D

D

ωω=θ
θ

ω
ω=ω=

×ω=

                (9) 

    
.sin2cos4

sin

sin

2

1

,

1

1

θωω=θ
θ

ω
ω=ω=

×ω=

ctgtRR
t

IEv

IEv

E

E

                  (10) 

 
Vitezele punctelor A şi B sunt egale cu viteza punctului D deoarece aparţin 

aceleiaşi bare: 

       .DBA vvv ==                   (11) 

 
 

11.2.13. Se dă mecanismul bielă-manivelă din figura 11.27 a cărui manivelă 

OA se roteşte cu viteza unghiulară instantanee ω  şi acceleraţia unghiulară 

instantanee ε . Să se determine prin metoda planului vitezelor şi prin metoda 

planului acceleraţiilor , viteza Cv  şi aceleraţia Ca  a punctului C al bielei AB, 

punct aflat la distanţa m de A. Se dau OA = r, AB = l . 

            

           
Soluţie: 

a) Determinarea vitezelor 

Viteza 
Av  a punctului A are direcţia perpendiculară pe OA, are sensul dat de 

viteza unghiulară ω  şi modulul: 

O

 

B  

A

 C  

ϕ

 

Av

ε

m

Fig. 11.27 

ω
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   .OAv A ω=                 (1) 

Viteza Bv  a punctului B se obţine din relaţia de tip Euler pentru viteze scrisă 

pentru punctele B şi A. Astfel, 

B, A:     ,BAAB vvv +=                                (2) 

relaţie în care Av  este cunoscută, ,⊥ BAv BA  OBv B || . 

Se construieşte planul vitezelor (fig. 11.28a) într-un punct o din afara 

planului vitezelor. În acest sens, se reprezintă la o scară vs  impusă pentru viteze, 

în polul o al planului vitezelor viteza Av  şi se notează cu a extremitatea sa. Apoi 

prin punctul a se duce o perpendiculară pe AB, iar prin o paralela la OB care se 

intersectează în extremitatea b a vectorului viteză Bv . 

Viteza Cv  a punctului C aparţinând bielei se poate găsi pe segmentul ab din 

planul de viteze, alegând punctul c astfel încât: 

.
m-l

m

cb

ac
=                             (3) 

Unind punctul o cu c se obţine în planul de viteze vectorul Cv  în mărime, direcţie 

şi sens. 

 

 
 

   
 

 
 

 

 

 

 

 

 

b) Determinarea acceleraţiilor 

Acceleraţia Aa  a punctului A se poate scrie ca o sumă de două componente 

intrinseci (fig. 11.28b): 

 

BA⊥  

Av  

Bv  

Cv

BAv

o 

c 

b 

  a 

OA||  
OA⊥

 

OB
 

BA
 

BA⊥

 

ν

Aa

τ

Aa

Aa

Ca
Ba

BAa

τ

BAa  
ν

BAa  

'b 'o  

'a

OA||  

'c  

 

a.    b. 
Fig. 11.28 
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    ντ += AAA aaa                               (4) 

unde: ν
Aa  are direcţia paralelă cu OA, sensul de la A spre O şi modulul:       

;OAa 2
A ων =  

τ
Aa are direcţia perpendiculară pe OA, sensul dat de ε  şi modulul .OAa A ε=τ

 
Acceleraţia Ba  a punctului B se poate determina cu o relaţie de tip Euler 

pentru acceleraţii scrisă pentru punctele B şi A. Astfel, 

B, A: ,BAAB aaa +=                  (5) 

relaţie în care Aa  - este cunoscută; 

τν += BABABA aaa ,  ν
BAa  - are direcţia paralelă cu BA, sensul de la B spre A şi 

modulul: 
BA

v
a BA

BA

2

=ν ,   ,⊥ BAa BA
τ

 OB||aiar B . 

Utilizând relaţiile (4) şi (5), se construieşte într-un punct ,'o  situat înafara 

planului mecanismului, planul de acceleraţii (fig. 11.28b). În acest sens, se alege o 

scară as  a acceleraţiilor şi se reprezintă la scară vectorii ν
Aa , τ

Aa  şi ν
BAa . În punctul 

'o  se introduce vectorul ν
Aa , iar în extremitatea acestuia se introduce vectorul τ

Aa . 

Suma lor vectorială este vectorul Aa  a cărui extremitate se notează cu 'a . Se 

construieşte prin 'a  o paralelă la AB pe care, cu sensul de la B spre A, se reprezintă 

vectorul ν
BAa , prin a cărui extremitate se duce o perpendiculară pe BA. În 

continuare, prin punctul 'o  se duce o paralelă la OB care intersectează în 'b  

perpendiculara pe BA. Pornind din  'o  spre 'b  şi urmărind relaţiile (4) şi (5), se 

închid poligoanele rezultând vectorii τ
BAa , BAa  şi Ba . 

Acceleraţia punctului C a bielei se obţine luând pe segmentul ''ba  din planul 

de acceleraţii imaginea 'c  a punctului C, astfel încât: 

.
''

''

m

m

bc

ca

−
=
l

                                (6) 

Vectorul ''co  din planul acceleraţiilor reprezintă acceleraţia Ca  a punctului 

C în mărime, direcţie şi sens. 
11.2.14. Două bare omogene AC şi BC de lungimi cunoscute sunt articulate 

între ele în punctul C, iar în A şi B de două patine care se pot deplasa pe orizontală. 
Cunoscând la un moment dat vitezele 1v  şi 2v  ( 12 vv > ) şi acceleraţiile 1a  şi 2a  
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( 12 aa > ) ale patinelor A şi B, se cere să se determine viteza Cv  şi acceleraţia Ca  a 
punctului C prin metoda planului de viteze şi metoda planului de acceleraţii. Să se 
determine de asemenea, centrele instantanee de rotaţie corespunzătoare barelor AC 
şi BC (fig. 11.29). 

 
Soluţie: 

a) Viteza punctului C 

 Traiectoria punctului C fiind necunoscută, pentru determinarea vitezei Cv  a 
punctului C se scriu relaţii Euler pentru viteze pentru perechile de puncte C, A şi C, 

B astfel: 
C, A:  ,CAAC vvv +=                              (1) 

relaţie în care 1vv A = - viteză cunoscută, ,⊥ CAvCA  Cv  - viteză necunoscută. 

                      C, B: ,CBBC vvv +=                   (2) 

relaţie în care 2vv B = - viteză cunoscută, ,⊥ CBvCB  Cv  - viteză necunoscută. 
 

                 
 

Se alege o scară vs  a vitezelor şi se reprezintă vitezele 
Av  şi 

Bv  la scară, 

introducându-le în planul vitezelor (fig. 11.30) în punctul o. Prin extremităţile a şi 
b ale vectorilor Av  şi Bv  din planul de viteze se duc perpendicularele pe CA şi pe 
CB, care se intersectează în punctul c. Viteza punctului C se obţine unind în planul 
de viteze punctul o cu punctul c, urmărind desigur, relaţiile (1) şi (2) şi 

A 

Cv  

Ca  

2v  

2a  1a  B 

C 

ACI

BCI  

Fig. 11.29 
 

1v  

CA⊥

 
CB⊥

 
o 

a 
b 

c 
CBv  

CAv

Cv

 

Av

Fig. 11.30 
 

Bv  



              
                 [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 

 

436

reprezentând în C (fig. 11.29) un vector echipolent cu vectorul Cvoc =  , din planul 
de viteze. 

Centrele instantanee de rotaţie corespunzătoare barelor AC şi BC se 
determină astfel: se duc perpendiculare în punctele A, B şi C pe vitezele Av , Bv  şi 

Cv , obţinând la intersecţia a câte două din aceste perpendiculare, centrele 

instantanee de rotaţie ACI  şi BCI . 

 
 

b) Acceleraţia punctului C 

Pentru determinarea acceleraţiei Ca  a punctului C se scriu relaţii Euler 
pentru acceleraţii, corespunzător perechilor de puncte C, A şi C, B. Astfel, 

 
                                         C, A: CAAC aaa +=  ,                                   (3) 

relaţie în care 1aa A =  este acceleraţie cunoscută, ,τν += CACACA aaa  ν
CAa  are 

direcţie paralelă cu CA, sensul de la C la A şi modul ,
2

CA

v
a CA

CA =ν  ,⊥ CAaCA
τ

       

Ca  acceleraţia necunoscută: 
 

C, B: CBBC aaa +=  ,                                   (4) 

relaţie în care 2aaB =  acceleraţie cunoscută, ,τν += CBCBCB aaa  ν
CBa  are direcţie 

paralelă cu CB, sensul de la C la B şi modul: ,
2

CB

v
a CB

CB =ν  ,⊥ CBaCB
τ  Ca  este 

acceleraţia necunoscută. 

Planul de acceleraţii (fig. 11.31) se construieşte astfel: în polul 'o  al planului 

acceleraţiilor se reprezintă la scara as  a acceleraţiilor, vectorii Aa  şi Ba . Prin 

extremitatea 'a  a acceleraţiei Aa  se duce o paralelă la CA pe care, cu sensul de la 

C spre A, se reprezintă la scara acceleraţiilor vectorul ν
CAa , prin a cărui extremitate 

se trasează o perpendiculară pe CA. În mod similar, prin extremitatea 'b  a 

acceleraţiei 
Ba  se trasează o paralelă la CB pe care, cu sensul de la C spre B, se 

reprezintă vectorul ν
CBa , prin a cărui extremitate se duce o perpendiculară pe CB. 
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Punctul 'c  care este extremitatea acceleraţiei Ca  , se află la intersecţia 

perpendicularelor pe AC şi CB.  

Urmărind relaţiile (3) şi (4), se porneşte din 'o  spre 'c  şi se închid 

poligoanele, obṭinându-se vectorii acceleraţie: CCBCBCACA aaaaa ,,,, ττ . 

În planul de acceleraţii, acceleraţia Ca  este determinată ca direcţie, sens şi modul. 

Dar cum punctul de aplicaţie este C, se desenează în punctul C din figura 11.31 un 

vector echipolent cu vectorul Caco =''  din planul de acceleraţii. Astfel, acceleraţia 

Ca  a punctului C este perfect determinată. 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
11.2.15. Două bare paralele AB şi CD se mişcă în sensuri contrare cu 

vitezele 1v  şi 2v  )( 21 vv > . Între bare se află un disc de rază r care se rostogoleşte 

fără să alunece pe bare (fig. 11.32). Să se determine: 
a) viteza unghiulară a discului; 

b) viteza 0v  a centrului discului; 

c) centroidele mişcării plane a discului. 

CB  
'o 'a

 
'b  

'c  

τ
CBa  

CA⊥

CA  

ν
CBa  

CBa  
CAa  

Ba  

Ca

 

ν
CAa  

τ
CAa  

Aa  CB⊥

 

Fig. 11.31 
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Soluţie: 

a) Centrul instantaneu de rotaţie se găseşte la intersecţia perpendicularelor 

comune duse în punctele E şi F pe vitezele 1v  şi 2v  şi cu dreapta HG care 

uneşte extremităţile vitezelor 1v  şi 2v . Într-adevăr, exprimând vitezele 

punctelor E şi F aparţinând discului, se pot scrie relaţiile: 

 

  ., 21 IFvIEv ω=ω=                                                 (1) 

 

Prin împărţire membru cu membru a acestor relaţii, se obţine: 

         
IF

IE

v

v
=

2

1 ⇔ .
IF

IE

FG

EH
=                                                   (2)                                          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
În figura 11.32 se constată că:    Δ IEH ~ Δ IFG, astfel că: 

 

         
.

IF

IE

FG

EH
=                                                              (3) 

 
Se observă că, relaţiile (2) şi (3) sunt identice, ceea ce conduce la concluzia 

că centrul instantaneu de rotaţie I se găseşte la intersecţia dreptelor EF şi HG. 

B

 
2v  

A

 

O

)R(  

1y

F

 
G  

ω

 
0v1O 1x  

)B(

 
I

y,y

x,x

1

1  

ω

 

ϕ

 

C  

1v
y

 
x  

D  E  H  

Fig. 11.32 
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Prin adunarea membru cu membru a relaţiilor (1), se obţine: 

,221 rvv ω=+                                 (4) 

de unde viteza unghiulară instantanee a discului are valoarea: 

  .
2

21

r

vv +
=ω                                               (5) 

b) În conformitate cu metoda centrului instantaneu de rotaţie, viteza 0v  a centrului 

discului are direcţia perpendiculară pe IO, sensul este dat de viteza unghiulară ω  şi 

modulul se obţine  cu relaţia: 

.
2

12
0

vv
IOv

−
=ω=

   
                     (6) 

În relaţia (6) IO are expresia: 

           .
v

vv
rIE-

21

121 r
v

v
rIO

+

−
=

ω
−==           (7) 

 

c) Centroidele mişcării plane a discului se obţin exprimând coordonatele 
11 y,x  

respectiv, x, y ale centrului instantaneu de rotaţie în raport cu sistemul fix 
111 yOx  , 

respectiv mobil xOy solidar cu discul. 

 

1) Baza 

          .
vv

vv
IO,

21

21
111 ctryxx =

+

−
=−==                       (8) 

Se constată că, baza (B) este o dreaptă paralelă cu 
11 xO , aflată la distanţa IO 

de centrul discului.  

 

2) Rostogolitoarea 

     .cos,sin ϕ=ϕ= IOyIOx                (9) 

Prin ridicare la pătrat şi adunare membru cu membru a relaţiilor (9), se 

obţine ecuaţia carteziană a rostogolitoarei: 

              ,222 IOyx =+                 (10) 

care este un cerc de rază IO, cu centrul în punctul O, tangent în punctul I la baza (B). 
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11.2.16. Se consideră mecanismul de antrenare al pompei din figura 11.33, a 
cărui manivelă motoare OA are turaţia n [rot/min]. 

Să se determine: 

a) viteza Fv  a pistonului pompei utilizând metoda planului de viteze; 

b) acceleraţia Fa  a pistonului pompei utilizând metoda planului de 

acceleraţii. 

 

Soluţie: 
 

a) Viteza Fv  a pistonului pompei 

      Viteza Fv  a pistonului pompei 

se va determina prin metoda planului 

de viteze. 
      Cum relaţiile Euler pentru 

viteze se pot scrie pentru perechi 

de puncte aparţinând aceluiaşi 

element, se determină viteza Av  a 

punctului A apoi succesiv, vitezele 

FECB vvvv ,,, ale punctelor B, C, 

E şi F aparţinând elementelor 2, 3, 
4, 5, 6 şi 7. Astfel, 

 

 

 

- viteza Av  a punctului A are expresia: 

.OAvA ×ω=                                                         (1) 

Caracteristicile vectorului viteză instantanee (fig. 11.34) Av  sunt: 

- direcţia perpendiculară pe OA, sensul este dat de viteza unghiulară ω , modulul 

este:                        ,
30

OA
n

OAv A

π
=ω=

 
- viteza 

Bv  a punctului B are expresia: 

            B,A: ,BAAB vvv +=                 (2)   

O 

A 

B 

C 

D 

F 

1 2 
3 

4 

7 

6 

5 

Av

ϕ

Fa

Fv  
ω

Fig.11.33 

E 
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relaţie în care viteza Av  este cunoscută, ,⊥ BAv BA OBv B || ; 

 

- viteza Cv  a punctului C are expresia: 

      C,B:  ,CBBC vvv +=                                     (3) 

relaţie în care viteza Bv  este cunoscută, ,B⊥ CvCB ;CDvC ⊥  
 

- viteza Ev  a punctului E are expresia 

E,C:  ,ECCE vvv +=               (4) 

relaţie în care viteza Cv  este cunoscută,   ,C⊥ EvEC ;⊥ DEv E  
- viteza Fv  a punctului F (pistonul pompei)  are expresia: 

F,E:  ,FEEF vvv +=                    (5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

relaţie în care viteza 
Ev  este cunoscută, ,FE⊥FEv  .|| DFvF  

 
Construcţia planului de viteze (fig. 11.34) se face urmărind relaţiile (1) - (5). 

Se alege o scară vs  a vitezelor şi se reprezintă la scară în polul o al planului de 

viteze, vectorul Av . Prin extremitatea a a vectorului Av  se trasează o 

perpendiculară pe BA, iar prin punctul o se duce o paralelă la OB. Se obţine astfel, 

 

o 

a 

b 

OA⊥

CD⊥

 

AB⊥

BC⊥

c 
Cv

BAv

Bv

Av

e 

ED⊥

 

Ev
EF⊥

 

f 

DF||

 

OB||  

CE⊥  

CBv  
Fv  

EFv  
ECv  

 

Fig. 11.34                       
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punctul b care este extremitatea vectorului viteză absolută Bv . În continuare, prin b 

se trasează o perpendiculară pe CB şi prin o se desenează o perpendiculară pe CD. 

Punctul lor de intersecţie este c şi reprezintă extremitatea vectorului viteză Cv . 

Viteza punctului E se determină astfel: prin c se construieşte o perpendiculară pe 

EC, iar prin o se trasează o perpendiculară pe DE. La intersecţia acestor 

perpendiculare se află extremitatea e a vectorului viteză absolută Ev . Extremitatea 

f a vitezei absolute Fv  a pistonului pompei se află la intersecţia perpendicularei 

dusă în punctul e pe FE, cu paralela trasată în punctul o la DF. Transpunând în F 

vectorul Fv  , din planul de viteze se obţine pentru poziţia mecanismului definită de 

unghiul ϕ , viteza pistonului pompei la scara vitezelor. 

 

b) Acceleraţia Fa  a pistonului pompei 

Acceleraţia Fa  (fig. 11.35) a pistonului pompei se determină prin metoda 

planului acceleraţiilor. Similar cu vitezele punctelor mecanismului, se determină la 

început acceleraţia Aa  a punctului A, iar succesiv, acceleraţiile 

FECB aaaa ,,, ale punctelor B, C, E şi F. Punctul A descrie o traiectorie 

circulară astfel că, acceleraţia Aa se determină prin componentele sale intrinseci. 

Acceleraţiile FECB aaaa ,,, se determină cu relaţii Euler pentru acceleraţii. Astfel, se 

determinӑ succesiv: 

• acceleraţia 
Aa  a punctului A 

         ,τν += AAA aaa                 (6) 

relaţie în care: 
ν
Aa  are direcţie paralelă cu OA, sensul de la A spre O, modulul:       

,
900

22
2

OA
n

OAa A

π
=ω=ν  

,0=τ
Aa  deoarece ;0,.,

30
,0 =ε==

π
=ω=ω=ε τ

OAactn
n

A
&

 
- acceleraţia Ba  a punctului B 

                                           B, A: ,BAAB aaa +=                             (7) 

relaţie în care: 

 
Aa  este acceleraţie cunoscută; 
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,τν += BABABA aaa  ν
BAa  are direcţie paralelă cu BA, sensul de la B spre A, 

modulul:     ,
2

BA

v
a BA

BA =ν     ,⊥ BAaBA

τ  

 ;||OBaB  

• acceleraţia Ca  a punctului C 

C, B:  ,CBBC aaa +=             (8) 

relaţie în care: 

 

•  Ba  este acceleraţie cunoscută; 

 ,τν += CBCBCB aaa  ν
CBa  are direcţie paralelă cu CB, sensul de la C spre B, 

modulul:    ,
2

CB

v
a CB

CB =ν

 ,B⊥
τ

Ca
CB

 

 ,τν += CCC aaa  ν
Ca are direcţie paralelă cu DC, sensul de la C spre D, 

modulul: ,
2

DC

v
a C

C =ν

 
 ;C⊥
τ

Da
C  

 

• acceleraţia Ea  a punctului E 

E, C:  ,ECCE aaa +=                 (9) 

relaţie în care: 

 Ca  este acceleraţie cunoscută; 

 ,τν += ECECEC aaa  ν
ECa are direcţie paralelă cu EC, sensul de la E spre C, 

modulul: ,
2

EC

v
a EC

EC =ν  ,C⊥ EaEC
τ  

 ,τν += EEE aaa  ν
Ea  are direcţie paralelă cu DE, sensul de la E spre D, 

modulul ,
2

DE

v
a

E
E =ν . 

 
• acceleraţia Fa  a punctului F 

F, E:  ,FEEF aaa +=                (10) 
relaţie în care: 
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 Ea  este acceleraţie cunoscută; 

 ,τν += FEFEFE aaa  ν
FEa  are direcţie paralelă cu FE, sensul de la F spre E, 

modulul: 

                                       ,
2

FE

v
a FE

FE =ν  ,E⊥ FaFE
τ    .DF||Fa  

 

Planul acceleraţiilor (fig. 11.34) se construieşte astfel: în polul 'o  al planului 

de acceleraţii se reprezintă la scara as  a acceleraţiilor, vectorul Aa .  

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
Prin extremitatea 'a  a acceleraţiei Aa  se trasează o paralelă la BA pe care, cu 

sensul de la B spre A, se reprezintă la scara acceleraţiilor, vectorul ν
BAa , prin 

extremitatea căruia se duce o perpendiculară pe BA.  Paralela la OB dusă prin 'o  , 
intersectează în 'b  perpendiculara pe BA. Urmărind relaţiile (7), se închid 

poligoanele pornind din 'o  spre ,'b  rezultând vectorii .,, BBABA aaa
τ  

 

'o  

'a  

CE⊥  

ν

BAa  

Aa  

ED⊥  

'b  

BAa  
τ

BAa  

Ba  

ν

CBa  
ν

Ca  

Ca  
'c  

CBa  

τ

CBa  τ

Ca  

ν

ECa  
ν

Ea  

'e  

Ea  

ECa  

τ

ECa  

τ

Ea  

ν

FEa
 

'f  

Fa  
FEa  

τ

FEa  

OB||  

DF||  

CB||  

FE||  

CD||  

BA||  
EF⊥  

DE||  

DC⊥  CB⊥  

EC||  

AB⊥  

 Fig. 11.35 
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În continuare, prin 'b  se trasează o paralelă la CB pe care cu sensul de la C spre B, 

se introduce la scara acceleraţiilor vectorul  ,ν
CBa  prin a cărui extremitate se 

desenează o perpendiculară pe CB. Prin 'o  se trasează o paralelă la DC, pe care cu 

sensul de la C spre D, se introduce la scara acceleraţiilor vectorul ,ν
Ca  prin a cărui 

extremitate se desenează o perpendiculară pe DC. Punctul 'c  de intersecţie a 

perpendicularelor pe CB şi DC reprezintă extremitatea vectorului acceleraţie .Ca  

Urmărind relaţiile (8), se porneşte din 'o  spre c’ şi se închid poligoanele rezultând 

astfel, acceleraţiile .,,, CCCBCB aaaa
ττ  Acceleraţia Ea  a punctului E se obţine 

astfel: se trasează prin 'c  o paralelă la EC, pe care cu sensul de la E spre C, se 

introduce la scara acceleraţiilor vectorul ,ν
ECa  prin a cărui extremitate se duce o 

perpendiculară pe EC; prin 'o  se desenează o paralelă la DE, pe care cu sensul de 

la E spre D, se introduce la scara acceleraţiilor, vectorul  ,ν
Ea  prin a cărui 

extremitate se duce o perpendiculară pe DE; se notează cu 'e  extremitatea 

vectorului acceleraţie ,Ea  aflată la intersecţia perpendicularelor pe EC şi DE. 

Pornind din 'o  spre 'e  şi urmărind relaţiile (9), se închid poligoanele şi se obţin 

acceleraţiile .,,, EEECEC aaaa
ττ  Acceleraţia Fa  a pistonului pompei se obţine 

reprezentând grafic în planul de acceleraţii relaţiile (10). Astfel, prin 'e  se trasează 

o paralelă la FE pe care cu sensul de la F spre E, se reprezintă la scara 

acceleraţiilor vectorul ,ν
FEa  prin a cărui extremitate se duce o perpendiculară pe 

FE. Această perpendiculară intersectează în 'f  paralela dusă prin 'o  la DF. 

Pornind din 'o  spre 'f  şi urmărind relaţiile (10), se închid poligoanele, obţinându-

se vectorii acceleraţie .,, FFEFE aaa
τ   Transpunând în F vectorul Fa  din planul de 

acceleraţii, se obţine pentru poziţia mecanismului definită de unghiul ϕ , 

acceleraţia pistonului pompei la scara acceleraţiilor. 
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11.2.17. Se consideră un mecanism al cărui cilindru oscilează în jurul unui 
punct fix C. Să se determine valoarea vitezei unghiulare 1ω  a cilindrului oscilator 

în funcţie de viteza unghiulară .ct=ω  a lui OA, cunoscând OA = r, OC = d şi 

unghiul ϕ  pe care-l face OA cu OC. Se cere să se determine viteza 
CV  a pistonului 

(fig. 11.36). 
 
Soluţie: 

 Pistonul AC execută o mişcare plană. Centrul instantaneu de rotaţie I se află 
la intersecţia perpendicularelor duse pe vitezele punctelor A şi C aparţinând bielei  
 
AB. Viteza unghiulară instantanee a bielei este ψ=ω &1 . Exprimând viteza 

punctului A în două moduri, se poate scrie: 
         ,1 IAIArv A ⋅ψ=⋅ω=⋅ω= &                    (1) 

relaţie din care se obţine: 

     
IA

rω
ψ =& .                (2) 

 

r ω 

d 

O 

A 

C 

d 

Av  
ϕ  

ψ

 

B 

Fig. 11.36 

A 

r 

ω 
O 

B 

. 

. 

ψ=ω &1  

1ω  

I 

C 

. 
D 

Cv  

a. 

b. 
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Deoarece segmentul IA este necunoscut, acesta se determină din 

asemănarea de triunghiuri pentru IACADC ∆∆ ~ . Astfel, 

 

        .
2

DA

CA
IA

CA

DA

IA

CA
==                                   (3) 

 

Din CAO∆  se poate determina CA cu relaţia: 

 

( ) ( ) .cos2cossin 22222 ϕ−+=ϕ−+ϕ= drdrrdrCA                      (4) 

 
Înlocuind (4) în (3) şi apoi în (2),se obţine:      

 

              ,
cos2

cos
221

ϕ−+

−ϕ
ω=ψ=ω

rddr

rd
r&                                               (5) 

 

Viteza punctului C a pistonului, exprimată în funcţie de viteza unghiulară 

1ω , este dată de relaṭia: 

   .1 ICICvC ⋅ψ=⋅ω= &                                            (6) 

 
Din asemănarea triunghiurilor IDC şi ADC se obţine: 

 

    .
DA

CADC
IC

DA

CA

DC

IC ⋅
==                           (7) 

Înlocuind relaţiile (5) şi (7) în (6),  având în vedere că ϕsindDC =  , rezultă: 

 

               .
cos2

cos2
sin

22

22

ϕ−+

ϕ−+
ϕω=

drdr

drdr
rdvC                                (8) 

 

 

11.2.18. Manivela O1O = 2R se roteşte cu viteza unghiulară .0 const=ω  în 

jurul punctului O1. Ea conduce în mişcarea plană un disc de rază R care se 

rostogoleşte fără alunecare în interiorul suprafeţei cilindrice de rază R. Se cer să se 

calculeze viteza şi acceleraţia unui punct A situat pe disc (fig. 11.37). 
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Soluţie: 

Manivela O1O efectuează mişcare de rotaţie în jurul punctului O1. Punctele  

O şi A aparţinând discului au vitezele 0v  şi Av , fiind perpendiculare pe OO1 . 

Centrul instantaneu de rotaţie corespunzător discului se află pe perpendiculara dusă 

pe 0v , adică în prelungirea manivelei O1O , fiind pe conturul discului în punctul I.  

Viteza Av  a punctului A este perpendiculară pe segmentul IA, extremitatea 

acesteia fiind pe dreapta care uneşte punctul I cu extremitatea vectorului viteză 

instantanee 0v .  

 

Expresia vitezei 0v  este: 

     ,ω 100 OOv ×=                                                    (1) 

relație din care se obține: 

I 

ω  

0ω  

O 

A 
. 

. 

0v  

Av  

2R 

R 

3R 

Aa  

Fig. 11.37 

J 

ω  

1O  
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               .2 0100 ROOv ω=⋅ω=                              (2) 

Pe de altă parte, 

       .0 IOv ⋅ω=                  (3) 

Egalând relaţiile (2) şi (3), rezultă:  

   

  .2
2

0
00 ω=

ω
==ω

R

R

IO

v
         (4) 

Viteza Av  a punctului A este: 

 

        .4 0ω=⋅ω= RIAv A                        (5) 

Deoarece viteza unghiulară .0 const=ω , rezultă că acceleraţia unghiulară 0ε = 0.  

Acceleraţia 0a  a punctului O este: 

         .1
2
00 OOa ⋅ω−=                              (6) 

        .22
00 Ra ⋅ω=                         (7) 

Raportând punctul O la polul J al acceleraţiilor, se poate scrie: 

    ,2
0 JOJOa ⋅ω−×ε=                   (8) 

respectiv: 

                                                  .2
0 JOa ⋅ω=                                 (9) 

Din relaţia (9) se obţine:  

  
( )

.
24

2

2

2
2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 RRRa

JO =
ω

ω
=

ω

ω
=

ω
=             (10) 

Analizând relaţia (10) se constată că, polul acceleraţiilor J este situat la 

distanţa R/2 de punctul O, astfel că  JA = R/2.  Acceleraţia punctului A raportată la 

polul J al  acceleraţiilor este: 

                                         (11) 

Dar, pentru că .const=ω  rezultă 0=ε , respectiv: 

.2 2
0

2
RJAa A ω=⋅ω=                                   (12) 
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11.2.19. Se dă mecanismul de pompă din figura 11.38 la care se cunosc 

viteza unghiulară constantă ω  a manivelei motoare OA şi dimensiunile 

mecanismului transpuse la scara 
l

s  a lungimilor. Să se determine pentru poziţia 

mecanismului definită de unghiul ϕ , viteza şi acceleraţia pistonului pompei prin 

utilizarea planelor de viteză şi de acceleraţie. 

 

 

 
 

Soluţie: 

a) Viteza Ev  a pistonului pompei 

Viteza pistonului pompei se va determina prin metoda planului de viteze 

(fig. 11.39). În acest sens, după determinarea vitezei punctului A aparţinând 

manivelei, se determină succesiv vitezele punctelor B, D şi E scriind relaţii Euler 

pentru viteze corespunzătoare perechilor de puncte care aparţin aceluiaşi element. 

Astfel, se determină succesiv: 

• viteza Av  a punctului A 

, are direcţie perpendiculară pe OA, sensul dat de ω şi modulul:  

       OAv A ω=                                                          (1) 

• viteza Bv  a punctului B 

O 

2 

 
A 

B 

C 
D 

E 

1 

3 
4 

5 

ϕ

Av  

Ev  

Ea  

Fig. 11.38 

ω  OE||  

DE⊥  

BD⊥  

o 

Dv  

Ev  

Bv  

Av  
AD⊥  

a 
AB⊥  

b 
BAv  

d 

e 

DAv  

DBv  EDv  
BC⊥  

     Fig.11.39 
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B, A: ,BAAB vvv +=  Av  este viteză cunoscută, ;B⊥,⊥ CvBAv BBA             (2) 

•    viteza Dv  a punctului D 

D,A: ,DAAD vvv +=                                                    (3) 

Av  este viteză cunoscută, DDA vDAv ,⊥  este viteză necunoscută:                                                                                       

D,B: ,DBBD vvv +=                                                      (4) 

Bv  este viteză cunoscută, DDB vDBv ,⊥ este viteză necunoscută;     

• viteza 
Ev  a pistonului pompei 

                                ,EDDE vvv +=                                                       (5)  

 

Dv  este viteză cunoscută, .||,D⊥ OEvEv EED  

Planul de viteze (fig. 11.39) se construieşte astfel: Se alege o scară vs  a 

vitezelor şi se reprezintă la scară în polul o al planului de viteze vectorul viteză 

absolută 
Av  . Prin extremitatea a a lui 

Av  se trasează o perpendiculară pe BA, iar 

prin o se trasează o perpendiculară pe CB. Punctul de intersecţie al acestor 

perpendiculare, notat cu b, reprezintă extremitatea vectorului viteză absolută Bv . În 

continuare, prin a se trasează o perpendiculară pe DA, respectiv prin b o 

perpendiculară pe DB. Aceste perpendiculare se intersectează în punctul d, care 

reprezintă extremitatea vectorului viteză absolută Dv . Prin d se trasează o 

perpendiculară pe ED, care intersectează în e paralela dusă prin o la OE. Punctul e 

reprezintă extremitatea vectorului viteză absolută Ev . Urmărind relaţiile (2)÷(5) şi 

figura 11.39, se închid poligoanele pornind din o spre b, d şi e şi rezultӑ vectorii 

.,,,,,, EEDDDBDABBA vvvvvvv  

Viteza pistonului pompei se obţine transpunând în punctul E, din planul 

mecanismului, vectorul Ev din planul de viteze. Valoarea reală a acestei viteze se 

determină utilizând scara vitezelor. 
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b) Acceleraţia Ea  a pistonului pompei 

Acceleraţia pistonului pompei (fig. 11.40) se va determina prin metoda 

planului de acceleraţii. În acest sens, după determinarea acceleraţiei absolute a 

punctului A aparţinând manivelei OA, se determină succesiv acceleraţiile punctelor 

B, D şi E scriind relaţii Euler pentru acceleraţii la perechi de puncte care aparţin 

aceluiaşi element. Astfel, se determină succesiv: 

 
• acceleraţia Aa  a punctului A 

                         ,τν += AAA aaa                             (6) 
relaţie în care: 
 ν

Aa  are direcţie paralelă cu OA, sensul de la A spre O, modulul: ,2 OAa A ω=ν  

 0ετ =×= OAaA , deoarece ;,0 ct=ω=ω=ε &  
 

• acceleraţia Ba  a punctului B 

B, A:  ,BAAB aaa +=        (7) 
relaţie în care: 
 Aa  este acceleraţie cunoscută; 

 ,τν += BABABA aaa  ν
BAa  are direcţie paralelă cu BA, sensul de la B spre A, modulul:  

 

                                   ,
2

BA

v
a BA

BA =ν    ,⊥ BAaBA
τ  

 ,τν += BBB aaa  ν
Ba  are direcţie paralelă cu CB, sensul de la B spre C, modulul 

 

                                      ,
2

CB

v
a B

BA =ν    CBaB ⊥
τ ; 

 
• acceleraţia Da  a punctului D 

D, A:  ,DAAD aaa +=                                                   (8) 
relaţie în care: 
 

Aa  este acceleraţie cunoscută; 

,τν += DADADA aaa
ν
DAa  are direcţie paralelă cu DA, sensul de la D spre A, modulul: 

 

                                       
,

2

DA

v
a DA

DA =ν    ,A⊥ DaDA
τ  
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Da  este acceleraţia necunoscută: 

D, B:  ,DBBD aaa +=                                (9) 
relaţie în care:  
 Ba  este acceleraţie cunoscută; 

 ,τν += DBDBDB aaa  ν
DBa  are direcţie paralelă cu DB, sensul de la D spre B, 

modulul:  

                                   ,
2

DB

v
a DB

DB =ν    ,B⊥ DaDB
τ

 

 Da  este acceleraţie necunoscută. 

 

• acceleraţia Ea  a pistonului pompei  

E, D:  ,EDDE aaa +=                          (10) 

relaţie în care:  

 
Da  este acceleraţie cunoscută: 

 ,τν += EDEDED aaa  ν
EDa  are direcţie paralelă cu ED, sensul de la E spre D, 

modulul: 

                               ,
2

ED

v
a ED

ED =ν   ,D⊥ EaED

τ  .OE||Ea   

 

OE||

 'o  

'a  

Aa  

ν
BAa  

ν
Ba  

'b  
Ba  

BAa  
τ
BAa  

τ
Ba  

ν
DAa

 

ν
DBa  

DB⊥  

'd  

DA
a  

τ
DAa  

DBa  

ν
EDa  

DE⊥  

'e  
Ea  

EDa  

DA⊥  

CB||  

OA||  

CB⊥  
DA||  

BA||  

BA⊥

BD||  

DE||  

τ
EDa  

Da  

Fig. 11.40 

τ
DBa  
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Planul de acceleraţii (fig. 11.40) se construieşte astfel: Se alege o scară as  a 

acceleraţiilor şi se reprezintă la scară, în polul 'o  al planului de acceleraţii, vectorul 

acceleraţie absolută Aa . Prin extremitatea 'a  a vectorului Aa  se trasează o paralelă 

la BA, pe care cu sensul de la B spre A se desenează la scara acceleraţiilor vectorul 

ν
BAa . Prin extremitatea acestuia se trasează o perpendiculară pe BA. Prin 'o  se 

trasează o paralelă la CB, pe care cu sensul de la B spre C, se desenează la scara 

acceleraţiilor, vectorul ν
Ba . Prin extremitatea lui ν

Ba  se duce o perpendiculară pe 

CB, care întâlneşte în 'b  perpendiculara pe BA. Prin 'o  se trasează o paralelă la 

CB, pe care cu sensul de la B spre C, se desenează la scara acceleraţiilor, vectorul 

ν
Ba . Prin extremitatea lui ν

Ba  se duce o perpendiculară pe CB, care întâlneşte în 'b  

perpendiculara pe BA. Punctul 'b  astfel obţinut, reprezintă extremitatea vectorului 

acceleraţie absolută Ba .  

Urmărind relaţiile (7) şi figura 11.40, se închid poligoanele pornind din 'o  

spre 'b , obţinându-se vectorii: BBBABA aaaa ,,, ττ .  

Pentru determinarea acceleraţiei absolute Da a punctului D se trasează prin 

'a  o paralelă la DA, pe care cu sensul de la D spre A, se desenează la scara 

acceleraţiei, vectorul .ν
DAa  Prin extremitatea acestuia se duce o perpendiculară pe 

DA. Apoi, prin 'b  se trasează o paralelă la DB, pe care cu sensul de la D spre B, se 

desenează la scara acceleraţiilor, vectorul ν
DBa . Perpendiculara dusă prin 

extremitatea acestui vector întâlneşte în 'd perpendiculara pe DA rămasă în 

suspensie. Punctul 'd  reprezintă extremitatea vectorului acceleraţie absolută Da .  

Urmărind relaţiile (8) şi (9) şi figura 11.40, se închid poligoanele pornind din 

'o  spre 'd , rezultând vectorii: DDBDBDADA aaaaa ,,,, ττ . 
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Acceleraţia Ea  a pistonului pompei se determină astfel: prin punctul 'd  se 

trasează o paralelă la ED, pe care cu sensul de la E spre D, se desenează la scara 

acceleraţiilor, vectorul ν
EDa . Prin extremitatea acestui vector se duce o 

perpendiculară pe ED, care întâlneşte în 'e  paralela dusă prin 'o  la OE. Punctul 'e  

reprezintă extremitatea vectorului acceleraţie absolută Ea  a pistonului pompei.  

Urmărind relaţiile (10) şi figura 11.40, se închid poligoanele pornind din 'o  

spre 'e , rezultând vectorii acceleraţie: EEDED aaa ,,τ .  

Acceleraţia pistonului pompei se obţine transpunând în punctul E din planul 

mecanismului, vectorul Ea  din planul de acceleraţii. Valoarea reală a acestei 

acceleraţii se determină utilizând scara acceleraţiilor. 
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11.3   Probleme propuse 
 

 

11.3.1. Cunoscând acceleraţiile extremităţilor unei bare AB aflată în mişcare 

plană se cere, să se determine acceleraţia mijlocului C al barei, dacă se cunosc 

acceleraţiile Aa  şi Ba  ale barei.  

 

Răspuns: 
 

            ( ) ( )αβ −−+=+= cos2
2

1
;

2

1 22
BABAcBAc aaaaaaaa ;  

 

unde: 
 

 
 

11.3.2. Se consideră mecanismul patrulater din figura 11.41 şi se cer să se 

determine centroidele mişcării plane a barei CD. 

 

Răspuns: 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
Baza şi rostogolitoarea sunt elipse identice între ele, având semiaxele b şi 

22
ab − . 

 

( ) ( )., α−β−π=BA aa  

A B 

C 

D 

I 

2a 

2b 

2b 

2a 

x1 

x2 
x1 

x2 

(B) 

(R) 

Fig. 11.41 
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12. MIŞCAREA DE ROTAŢIE A RIGIDULUI 
                           ÎN JURUL UNUI PUNCT FIX [9] 

 

12.1  Consideraṭii teoretice    
 

12.1.1  Studiul geometric al mişcării 

 Un solid rigid (C) execută o mişcare de rotaţie în jurul unui punct fix dacă 

un punct aparţinând acestuia, rămâne fix în tot timpul mişcării. O astfel de mişcare 

a solidului rigid mai poartă şi denumirea de mişcare sferică, întrucât traiectoria 

oricărui punct al rigidului (cu excepṭia punctului fix) este o curbă înscrisă pe o 

sferă. Un rigid aflat în mişcare sferică posedă trei grade de libertate. Numărul 

parametrilor independenţi care determină poziţia solidului rigid în spaţiu este astfel 

trei, aceşti parametri putând fi aleşi în diferite moduri.  
Studiul mişcării solidului rigid în jurul unui punct fix presupune alegerea 

unui sistem cartezian de referinţă fix 1111 zyxO  şi a unui sistem cartezian mobil 

Oxyz solidar legat cu rigidul, ale căror origini coincid cu punctul fix (fig. 12.1). Cei 

trei parametri care poziţionează rigidul în spaţiu pot fi: 
a) trei din cele nouă cosinusuri directoare ale axelor sistemului mobil în 

raport cu axele sistemului fix, între care există următoarele şase relaţii de 

dependenţă:  

   .3,2,1,
;0

;1
=





≠

=
=γγ+ββ+αα ji

ji

ji
jijiji                    (12.1) 

 

 Cele nouă cosinusuri )3,2,1(, , =γβα iiii  ale unghiurilor formate de 

grupurile de câte două axe carteziene, una aparţinând sistemului cartezian fix 

1111 zyxO , cealaltă sistemului cartezian mobil Oxyz, sunt cuprinse în tabelul 12.1. 

b) cele trei unghiuri ale lui Euler: ψ- unghi de precesie, φ - unghi de rotaţie 

proprie şi θ - unghi de nutaţie.  

Ecuaţiile parametrice ale mişcării rigidului vor fi în acest caz: 

 

                                  ( ) ( ) .)(,, ttt θ=θϕ=ϕψ=ψ                               (12.2) 

Pentru a defini unghiurile lui Euler, se consideră sistemele carteziene de 

referinţă 1111 zyxO  şi Oxyz, introduse în figura 12.1. 
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Fig. 12.1 

 Se notează cu  ON dreapta de intersecţie dintre planul cartezian fix 

1111 zyxO  şi planul cartezian mobil Oxyz, numită axă a nodurilor. Axa nodurilor se 

roteşte în timpul mişcării rigidului în planul fix O1 x1 y1 în jurul punctului fix 1O , ea 

rămânând în permanenţă perpendiculară pe planul definit de axele 11zO  şi Oz. 

 
              a. 

 

 

 Unghiul ψψψψ cuprins în planul cartezian fix O1 x1 y1 este format de axele 11xO  

şi ON şi poartă numele de unghi de precesie.  

 Unghiul φ cuprins în planul cartezian mobi Oxy este format de axele ON şi 

Ox şi poartă numele de unghi de rotaţie proprie.  

 
           b. Giroscop[1a]. 
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Unghiul θ cuprins în planul mobil zzO 11  este format de axele 11zO  şi Oz şi 

poartă numele de unghi de nutaţie. 

Cele nouă cosinusuri directoare ale axelor sistemului de referinţă mobil în 
raport cu axele sistemului de referinţă fix pot fi exprimate în funcţie de unghiurile 

ψ, φ, θ ale lui Euler (Tab.12.1 şi fig.12.1).                                                                                   
                                  Tabelul 12.1 

 
Ox Oy Oz 

O1x1 α1 α2 α3 

O1y1 β1 β2 β3 

O1z1 γ1 γ2 γ3 

 

 
Astfel, notând simplificat funcţiile trigonometrice cosinus = c, sinus = s şi 

urmărind figura 12.2, se obţin: 

x 

z1 

222 ,, γβα
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θψ−=⋅=β

θϕψ+ϕψ−=⋅=β

θϕψ+ϕψ=⋅=β

θψ=⋅=α

θϕψ−ϕψ−=⋅=α

θϕψ−ϕψ=⋅=α

scjk

cccssjj

csccsji

ssik

ccsscij

cssccii

13

12

11

13

12

11

                             (12.3) 

                                

.13

12

11

θ=⋅=γ

θϕ=⋅=γ

θϕ=⋅=γ

ckk

sckj

sski

  

   

c) trei din cele şase coordonate ale două puncte distincte A şi B aparţinând 

rigidului. Poziţia în spaţiu a oricărui solid rigid fiind în mod univoc 

determinată de trei puncte necoliniare distincte aparţinând acestuia, în cazul 

rigidului din figura 12.2 se vor alege punctele O1, A şi B, punctul O1 fiind 

punctul fix al rigidului.  
Între coordonatele punctelor A şi B există trei relaţii de dependenţă. Astfel, 

 

            
( ) ( ) ( ) ,

,,

2
11

2
11

2
11

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

2
11

ABABAB

BBBAAA

zzyyxxAB

zyxBOzyxAO

−+−+−=

++=++=
       (12.4) 

Rezultӑ cӑ, numai trei dintre aceste coordonate sunt independente şi constituie 
coordonatele generalizate ale mişcării rigidului cu punct fix. 

 

 

12.1.2  Distribuţia de viteze 

Fie r  vectorul de poziţie al unui punct arbitrar M aparţinând solidului rigid 

prezentat în figura 12.2. Punctul M este dat prin coordonatele sale x, y, z faţă de 
sistemul de referinţă mobil Oxyz. Se poate scrie relaṭia:  

 

kzjyixr ++= ,                   (12.5) 

care, derivată în ambii membri în raport cu timpul, conduce la: 

                      rv ×ω=                                                     (12.6) 
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şi constituie legea de distribuţie a vitezelor la mişcarea de rotaţie a solidului rigid 

în jurul unui punct fix. 

Punctele a căror viteză este nulă la un moment dat, se determină din ecuaţia 

vectorială 0=×ω r , a cărei soluţie generală este: 

                                          ωλ=r   sau   .
zyx

zyx

ω
=

ω
=

ω
                     (12.7) 

Rezultă că, există o infinitate de puncte a căror viteză este nulă şi cum sunt 

pe suportul vectorului ω , ele determină o axă care trece prin punctul fix al 

rigidului. Astfel, distribuţia de viteze în cazul mişcării rigidului cu punct fix este 

identică cu cea din cazul mişcării de rotaţie, ca şi cum rigidul s-ar roti în jurul axei 

ce coincide cu vectorul. ω . Această axă poartă numele de axă instantanee de 

rotaţie (A.I.R.), vectorul ω  nefiind altul decât viteza unghiulară de rotaţie a 

rigidului în jurul acestei axe. Vectorul ω  este variabil atât ca modul cât şi ca 

direcţie. Întrucât axa instantanee de rotaţie este coliniară cu vectorul ω , această 

axă îşi schimbă mereu poziţia în timpul mişcării rigidului. 

Locul geometric al poziţiilor succesive pe care le ocupă A.I.R. în timpul 

mişcării sferice a solidului rigid, în raport cu sistemul de referinţă mobil Oxyz, este 

o suprafaţă conică legată invariabil de rigidul în mişcare, numită axoidă mobilă 

( )mA  (fig. 12.3). 

Locul geometric al 

poziţiilor succesive pe 

care le ocupă A.I.R. în 

timpul mişcării sferice a 

rigidului, în raport cu 

sistemul de referinţă fix 

1111 zyxO , este o suprafaţă 

conică fixă, numită axoidă 

fixă ( )fA  (fig. 12.3).  

În timp ce solidul 
rigid (C) efectuează o 

mişcare de rotaţie în jurul 

punctului fix O1, axoida 

mobilă )( mA  se 

rostogoleşte fără să 

z1 

y1 

x1 

 

(Af ) 

(Am ) 

ε  
ω  

a  
v  

r  

M(t) 

(Δ) 

A.I.R. 

x 

y 

z 

O1 ≡ O 

Fig. 12.3 

(C) 
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alunece peste axoida fixă )( fA , generatoarea comună de contact dintre cele două 

axoide fiind în orice moment axa instantanee de rotaţie (A.I.R.), a cărei exprimare 

în sistemul de referinţă mobil Oxyz este dată de relaṭia (12.7). 

Vectorul viteză unghiulară instantanee ω  având ca suport axa instantanee de 

rotaţie, se poate proiecta pe axele sistemului cartezian Oxyz legat solidar de rigid.  

Se obţin astfel, componentele sale pe axele sistemului mobil care pot fi 
exprimate în funcţie de unghiurile lui Euler şi de derivatele lor în raport cu timpul. 

În cazul mişcării de rotaţie a solidului rigid în jurul unui ax fix, reprezentând 

unghiul de rotaţie θ printr-un vector θ , el având ca suport axa de rotaţie, vectorul 

viteză unghiulară ω  se obţine din relaţia: 

 

              
( )

θ=
θ

=ω
&

dt

td
  .                                         (12.8) 

 

Acceptând ca şi coordonate generalizate la mişcarea sferică unghiurile lui 

Euler θϕψ ,, , acestora le corespund vitezele generalizate θϕψ
&&& ,, . În figura 12.4  

s-au introdus vectorii viteză unghiulară θϕψ
&&& ,,  după direcţii perpendiculare pe 

planele în care sunt conţinute unghiurile lui Euler.  

Vectorul viteză unghiulară ω  corespunzător mişcării de rotaţie a solidului 

rigid în jurul unui punct fix O1, având în vedere (12.8),  poate fi scris sub forma: 

 

                                                    θ+ϕ+ψ=ω
&&&                                             (12.9) 

De remarcat că, vectorii ϕ&  şi θ
&  nu rezultă din derivarea în raport cu timpul 

a vectorilor ϕ  şi θ , ei având direcţie variabilă. Aceştia sunt introduşi în mod 

convenţional pe direcţii normale pe planele mobile în care sunt cuprinse unghiurile 

φ şi θ, având valorile date de către derivatele scalare ϕ&  şi θ&  astfel că, se poate 

afirma că ϕ&  şi θ
&  reprezintă scalari cu caracter de vectori. 

Componentele vectorului viteză unghiulară ω  pe axele sistemului de 

referinţă mobil Oxyz se obţin înmulţind succesiv scalar cu versorii  kji ,,   relaţia (12.9).  

Astfel, având în vedere figura 12.4 şi notaṭiile simplificate pentru funcţiile sinus şi 

cosinus, rezultă: 
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.

,

,

ϕ+θψ=ω

ϕθ−θϕψ=ω

ϕθ+θϕψ=ω

&&

&&

&&

c

ssc

css

z

y

x

                                    (12.10) 

Componentele vectorului viteză unghiulară pe axele sistemului de referinţă fix 

O1x1y1z1 se obţin înmulţind scalar şi succesiv relaţia (12.9) cu versorii  .,, 111 kji  

 

 Se obţin astfel:                         

.

,

,

1

1

1

θϕ+ψ=ω

ψθ+ψθϕ−=ω

ψθ+ψθϕ=ω

c

scs

css

z

y

x

&&

&&

&&

                                  (12.11) 

                                       
Utilizând notaţiile din figura 12.1, se explicitează relaţia (12.6) faţă de 

sistemele carteziene Oxyz şi 1111 zyxO , obţinând componentele scalare carteziene 

ale vectorului viteză v  înregistrate faţă de aceste sisteme. Astfel, 

 

            ,,, xyvzxvyzv yxzxzyzyx ω−ω=ω−ω=ω−ω=                (12.12) 
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      .,, 1111111 11111111
xyvzxvyzv yxzxzyzyx ω−ω=ω−ω=ω−ω=       (12.13) 

 

12.1.3  Distribuţia de acceleraţii 

Legea de distribuţie a acceleraţiilor în cazul mişcării rigidului în jurul unui 

punct fix se obţine derivând vectorial în raport cu timpul legea de distribuţie a 

vitezelor (12.6).  Se obţine astfel: 

 

                             ( )rra ×ω×ω+×ε=                                        (12.14) 

sau 

                                     ( ) rrra
2ω−ω⋅ω+×ε= ,                                  (12.15) 

întrucât, 

                                          .,, rrav ×ω=ε=ω= &&&                                    (12.16) 

 În cazul mişcării solidului rigid în jurul unui punct fix nu există, în afară de 

punctul fix, alte puncte a căror acceleraţie să fie nulă. 

 Explicitând relaţia (12.15) faţă de sistemul cartezian mobil Oxyz şi apoi faţă de 

sistemul cartezian fix 1111 zyxO  din figura 12.1, se obţin expresiile componentelor 

carteziene ale acceleraţiei a  faţă de cele două sisteme de referinţă.   

 

Astfel, 

               

( )
( )
( ) zzyxxya

yzyxzxa

xzyxyza

zyxzyxz

zyxyxzy

zyxxzyx

2

2

2

,

,

ω−ω+ω+ωω+ε−ε=

ω−ω+ω+ωω+ε−ε=

ω−ω+ω+ωω+ε−ε=

                    (12.17) 

ṣi 

                     

( )
( )
( ) .

,

,

1
2

111111111111

1
2

11111111111

1
2

111111111111

zωzωyωxωωxεyεa

yωzωyωxωωzεxεa

xωzωyωxωωyεzεa

zyxzyxz

zyxyxzy

zyxxzyx

−+++−=

−+++−=

−+++−=

     (12.18) 

 
 Distribuţia de acceleraţii în cazul mişcării solidului rigid în jurul unui punct 

fix este o distribuţie specială, aceasta putându-se reduce la o distribuţie 
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caracteristică mişcării de rotaţie numai în cazul când 0=ε×ω , respectiv când unul 

dintre vectorii ω  sau ε  este nul sau în cazul când cei doi vectori sunt coliniari. 

 În relaţia (12.14), componenta rotar =×ε  poartă numele de acceleraţie de 

rotaţie şi reprezintă un vector perpendicular pe planul definit de vectorii ε  şi r . 

Modulul său este egal cu produsul 1dε , în care: 1d - reprezintă distanţa de la 

punctul considerat la suportul ( )∆  al acceleraţiei unghiulare ε  (fig. 12.1). 

 Componenta ( ) axar =×ω×ω , purtând numele de acceleraţie axipetă, este 

un vector perpendicular pe vectorul ω  şi are modulul egal cu d
2ω , unde:                 

d - reprezintă distanţa de la punctul considerat până la suportul lui ω , iar sensul 

dinspre punct spre axa instantanee de rotaţie (A.I.R.) (fig. 12.1). 
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12.2  Probleme rezolvate [9] 

 
12.2.1. O roată dinţată conică angrenează cu o roată dinţată fixă şi plană din 

structura mecanică a unui modul de rotaţie. Cunoscând raza roţii conice r = 30 mm, 
unghiul la vârf 2α = 60˚ şi viteza unghiulară de rotaţie a înălţimii OB în jurul axei 

verticale Oy, ω1= 0,20 (s-1) (fig. 12.5), se cer să se determine: 

a) viteza şi acceleraţia de rotaţie a roţii conice; 

b) vitezele şi acceleraţiile punctelor A, B şi C aparţinând roţii conice. 

 
Soluţie: 

a) Roata conică efectuează o mişcare de rotaţie (sferică) în jurul punctului fix 

O (fig. 12.5). Axa instantanee de rotaţie trece prin punctele O şi A astfel că, 

suportul vectorului viteză unghiulară ω  a roţii este axa Ox. 

Notând cu 1ω  viteza unghiulară de rotaţie a înălţimii OB în jurul axei 

verticale Oy şi cu 2ω  viteza unghiulară de rotaţie relativă a roţii conice în jurul 

propriei axe, se pot scrie relaţiile:  

                                    4,05,0/2,0sin/12 === αωω      (s-1),                               (1) 

                               34641,073205,12,01 =⋅=αω=ω ctg     (s-1) .                        (2) 

Viteza unghiulară instantanee de rotaţie a roţii conice în jurul punctului fix 
O, având în vedere figura 12.5 şi relaţia (2), este: 

                                       jjctg 34641,01 −=αω−=ω .                                     (3) 
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Derivând (3) în raport cu timpul, rezultă acceleraţia unghiulară instantanee ε : 

                     ictgjctgjctg
dt

d
αω=×ωαω−=αω−=

ω
=ε 2

1111
&&  .                      (4) 

Modulul acceleraţiei unghiulare ε  de rotaţie a roţii conice se obţine din (4) 

prin înlocuirea valorilor numerice. Astfel, 

                           069282,073205,12,0 22
1 =⋅=αω=ε ctg     (s-2).                        (5) 

b) Vitezele punctelor  A,  B şi C  se obţin cu relaţia (12.5) astfel: 

- Viteza punctului A este: 

                   ,0=×ω= AA rv                                                      (6) 

deoarece punctul A aparţine axei instantanee de rotaţie. 

- Viteza punctului B este: 

irrv BB
α

α
ω−=×ω=

sin

cos 2

1                                             (7) 

sau, înlocuind cu valori numerice, se obṭine 

2
22

1 /09,0
5,0

866,0
03,02,0

sin

cos
smrvB =⋅⋅=

α

α
ω= ;                            (8)  

- Viteza punctului C se obṭine cu relaṭia: 

 

                               BCC virrv 2
sin

cos
2

2

1 =
α

α
ω−=×ω= ,                                       (9) 

astfel că, modulul vitezei punctului  C, conform cu (8), este: 

    2/18,0 smvC =  . 

Acceleraţiile punctelor  A,  B şi C  se obţin cu relaţiile (12.14) astfel:  
- Acceleraṭia punctului A este 

 

       kr

r

ctg

kji

ra AA
α

α
ω=

α

αω=×ε=
2

2
1

2
1

sin

cos

0
sin

0

00                                (10) 

 

sau, înlocuind cu valorile numerice, se obṭine: 
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                 3
2

2
2

2
1 1015689,4

5,0

86602,0
03,02,0

sin

cos −⋅=⋅=
α

α
ω= ra A  m/s2 ;                    (11) 

- Acceleraṭia punctului B este: 

        ( )BBB rra ×ω×ω+×ε=                                          (12) 

jr

r

ctg

kji

rr

ctg

kji

aB
α

α
ω−=

α

α
ω−

αω−+

α
α

α

αω=
sin

cos

00
sin

cos
00

cos
sin

cos
0

00
2

2
1

2

1

1
2

2
1         (13) 

sau, înlocuind cu valori numerice: 

               23
2

2
2

2
1 /1079997,1

5,0

86602,0
03.02,0

sin

cos
smraB

−⋅=⋅=
α

α
ω= ;         (14) 

- Acceleraṭia punctului C este: 

( )CCC rra ×ω×ω+×ε=                                         (15) 

k
α

α
rωj

α

α
rω

α

α
rω

αctgω

kji

αr
α

α
r

αctgω

kji

aC

2
2
1

2
2
1

2

1

1
2
1

sin

cos

sin

cos
2

00
sin

cos
2

00

cos2
sin

2cos
0

00

−−=

=

−

−+=

              (16) 

sau, înlocuind cu valori numerice:  

               

.10157,410598,3

5,0

86602,0
03,02,0

5,0

86602,0
03,02,02

33

2
2

2
2

kj

kjaC

−− ⋅−⋅−=

=⋅⋅−⋅⋅⋅−=
                 (17) 

 

 Modulul acceleraţiei punctului  C  se determină din (17) astfel:  
 

               ( ) ( ) ./10498,5157,4598,310 23223 smaC
−− ⋅=−+−=                     (18) 
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12.2.2. Un con circular de înălţime h şi unghiul la vârf 2α se rostogoleşte 
fără alunecare pe un plan, rotindu-se în jurul lui Oz cu viteza unghiulară constantă 

ω1. Se cer, să se determine acceleraţiile axa   şi rota  ale punctului A situat la baza 

conului (fig. 12.6), precum şi viteza unghiulară 2ω  de rotaţie a conului în jurul axei 

proprii. 
 

Soluţie: 

Axa instantanee de rotaţie este OB. Punctul B aparţinând acestei axe are 
viteza egală cu zero.  

 
                                                                       

Astfel, 

         .0=×ω= OBvB          (1)               

Dar,  

             21 ω+ω=ω  .          (2)  

 

Relaţia (1) conduce la: 
  

      OBOB ×ω−=×ω 21 , 

relaţie din care se obţine: 

                                            
r

R
12 ω=ω  .                                                                 (3)      

                   
Urmărind figura 12.6, se pot scrie relaţiile: 
 

                        r = h tgα,      
α

=
cos

h
R  ,                                                    (4) 

care, înlocuite în (3), conduc la: 
 

                      
α

ω
=ω

sin
1

2 .                                                          (5) 

 

ω  

rota  

y 

x 

z 

h 
r 

A’ R 

A 

B 

2α 

α 

axa  
1ω  

2ω  

2α 

O 

Fig. 12.6 

A.I.R. 

d
 

axa  
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Acceleraţia axipetă axa  are urmӑtoarele caracteristici: 

 

−  modulul: 

            
α

α
ω=α⋅αω=ω=

sin

cos
2cos2

2
2
1

22
1

2 hrctgdaax ,                          (6) 

având în vedere că:  

                   ω = ω1 ctg α,   d = 2r cos α,   r = h tgα,                              (7) 

relaţii obţinute din figura 12.6; 
 

− direcţia este perpendiculară pe OB (fig. 12.6); 

− sensul este către axa instantanee de rotaţie adică, de la A spre A΄. 
 

Acceleraţia de rotaţie  rota   se determină cu relaţia:  

                     ,rarot ×ε=                                                    (8) 

în care: 

                    jctgjctgjctg ×ωαω−=αω−=εαω−=ωω=ε 1111 ,, &&  ,                (9) 

 kRjROArictg α+α==αω=ε 2sin2cos,2
1 . 

 

Având în vedere (9), relaţia (8) devine: 
 

        ( )kjctgR

RR

ctg

kji

arot α+α−αω=

αα

αω= 2cos2sin

2sin2cos0

00 2
1

2
1   .     (10) 

Modulul acceleraţiei de rotaţie este: 

                                         .
sin

2
1

2
1

α
ω=αω=

h
Rctgarot                                      (11) 

 
Direcţia acceleraţiei de rotaţie este perpendiculară pe generatoarea OA a 

conului (fig. 12.6). 
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12.2.3. Un corp (fig. 12.6) se roteşte în jurul unui punct fix ( )3,1,20M  cu 

viteza unghiulară instantanee ω  de modul constant (ω = 25 s-1). Să se determine 

viteza punctului M(10,7,11) aparṭinând corpului în momentul în care cosinusurile 

directoare ale vectorului ω  sunt: α = 0,60,   β = 0,48 ,   γ = 0,64 . 

 

Soluţie: 

 Viteza  punctului M, conform  cu  (12.6), este:  

          rv ×ω=                                                           (1) 

sau, exprimată sub formă matriceală: 

                              

zyx

kji

kvjviv zyxzyx ωωω=++  .                                        (2) 

În relaţia (2),  

( ) ( ) ( )kzzjyyixxkzjyixMMr 0101010 −+−+−=++⇔= . 

Proiecţiile vitezei punctului M pe axele sistemului cartezian Oxyz sunt: 

                 .,, xyvzxvyzv yxzxzyzyx ω−ω=ω−ω=ω−ω=                   (3) 

Înlocuind datele numerice, se obţin:  

              

cmzzzsrad

cmyyysrad

cmxxxsrad

z

y

x

8311,/1664,025

617,/1248,025

8210,/156,025

01

01

01

=−=−==⋅=γ⋅ω=ω

=−=−==⋅=β⋅ω=ω

=−=−==⋅=α⋅ω=ω

 ,          (4) 

care înlocuite în (3), conduc la:  

                                     

./6812615

,/8815816

,/0616812

scmv

scmv

scmv

z

y

x

−=⋅−⋅=

=⋅−⋅=

=⋅−⋅=

                                        (5) 

Modulul vitezei punctului M devine: 
 

./103664222
scmvvvv zyx =+=++=  
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12.2.4. Un corp se roteşte în jurul axei ce trece prin originea O a unui sistem 

de referinţă cartezian Oxyz (fig. 12.7). Viteza punctului A (1, 0, 1) al corpului este 

egală cu  ./4 smv A =   Unghiul α dintre viteza punctului A şi axa absciselor este de 

45˚, iar unghiul dintre viteza punctului B (3, 4, 0) şi axa absciselor este egal cu β, 

pentru care 8,0cos −=β .  Să se afle viteza unghiulară instantanee ω , viteza Bv  a 

punctului B şi ecuaţia axei instantanee de rotaţie. 
 

Soluţie: 

Proiecţiile vitezei unui punct oarecare al rigidului pe axele unui sistem de 
referinţă mobil invariabil legat de corp sunt, în conformitate cu (12.12): 

 

              ,,, xyvzxvyzv yxzxzyzyx ω−ω=ω−ω=ω−ω=                 (1) 

       
 
care, aplicate pentru punctele A şi B, conduc la: 
 

            .sin,0,cos yAxzyA vv ω−=α−ω−ω=ω=α       

          .340,3sin,4cos yxzBzB vv ω−ω=ω=βω−=β                            (2) 

 

 

x 

ω  

Bv  

Av  

Axa instantanee                         

de rotatie 
 

(C) 

A (1,0,1) 

B (3,4,0) 

α 

β 

O 

z 

y 

Fig. 12.7 
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Rezolvând sistemul (2) şi înlocuind cu valori numerice, rezultă: 
 

         2

2
3=ω=ω zx  (rad/s),          22=ωy   (rad/s).                           (3)                                                                

                                        25,7=Bv      (m/s).                                                  (4) 

Vectorul viteză unghiulară instantanee ω , având în vedere (3), are expresia: 

 

      
( ),343

2

2
kjikji zyx ++=ω+ω+ω=ω                                  (5) 

din care se obţine modulul:  

 

           17222 =ω+ω+ω=ω zyx   (rad/s).                                        (6) 

Ecuaţia axei instantanee de rotaţie este, conform cu (12.7): 
 

                     

.
zyx

zyx

ω
=

ω
=

ω
                                                          (7) 

Înlocuind valorile lui ωx , ωy , ωz date de (3) în (7), se obţine axa instantanee 
de rotaţie prin intersecţia a două plane de ecuaţii:  

   
3

2

23

2 zyx
==                                                               (8) 

sau 

                                      .,
4

3
zxyx ==                                                             (9) 

 
12.2.5. Legile de mişcare ale unui solid rigid în jurul unui punct fix O1 sunt 

date de: 

,
3

,
2

,
π

=θ+
π

=ψ=ϕ antnt unde φ, ψ, θ reprezintă unghiurile lui Euler, iar a 

şi n sunt constante cunoscute. Să se determine proiecţiile vitezei unghiulare ω  şi 

ale acceleraţiei unghiulare ε  cu care rigidul se roteşte în jurul punctului fix pe 

axele unui sistem de referinţă fix O1x1y1z1.  
Să se determine de asemenea, valoarea parametrului a dacă planul fix O1x1y1 

reprezintă axoida fixă a rigidului.  
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Soluţie: 

 În conformitate cu (12.7), proiecţiile pe axele sistemului de referinţă fix ale 

vitezei unghiulare ω  sunt: 

.cos

,sincossin

,cossinsin

1

1

1

θϕ+ψ=ω

ψθ+ψθϕ−=ω

ψθ+ψθϕ=ω

&&

&&

&&

z

y

x

                         (1) 

Având în vedere că: 

      .0,, =θ=ψ=ϕ &&& ann                                             (2) 

relaţiile (1) devin: 

         

( )12
33

cos

sin
2

3

2
cos

3
sin

cos
2

3

2
sin

3
sin

1

1

1

+=
π

+=ω

=







+

ππ
−=ω

=







+

ππ
=ω

a
n

nan

antnantn

antnantn

z

y

x

     .                       (3) 

Acceleraţia unghiulară ε  proiectată pe axele sistemului fix O1x1y1z1 devine: 

 

111111 111111
kjikji zyxzyx ω+ω+ω=ε+ε+ε=ε &&&  ,                        (4) 

întrucât,  

111 111
kji zyx ω+ω+ω=ω=ε &&&&  . 

Prin identificarea coeficienţilor versorilor în relaţia (4), se obţin 
componentele acceleraţiei unghiulare pe axele sistemului fix şi anume: 

 

    .,,
111111 zzyyxx ωεωεωε &&& ===                              (5) 

Având în vedere (3), relaţiile (5) devin: 

               .0,cos3
2

,sin3
2 111

22

=ε=ε−=ε zyx ant
an

ant
an

              (6) 

 Ecuaţiile axei instantanee de rotaţie în raport cu sistemul de referinţă fix sunt 
similare cu (12.7). Astfel,  

      111

111

zyx

zyx

ω
=

ω
=

ω
.                                                (7) 
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 Introducând (3) în (7), se obţine: 

        
.

12

3

sin3

2

cos3

2 111

+
==

a

z

ant

y

ant

x
                                      (8) 

Din relaţiile (8) se obţin succesiv relaţiile: 
 

    
1

1

1

1

33

12
2cos,

33

12
2sin

z

xa
ant

z

ya
ant

+
=

+
= .                           (9) 

Având în vedere relaţia trigonometricӑ: 

      ,1cossin 22 =+ antant                                                   (10) 

în care se introduc expresiile (9), se obţine ecuaţia axoidei fixe: 
 

                    ( ) ( ) .027124 2
1

2
1

2
1

2
=−+⋅+ zyxa                                         (11) 

 
În cazul în care planul fix O1x1y1 este axoida fixă, atunci z1 =0, astfel că 

relatia (11) devine: 

                ( ) ( ) .0124 2
1

2
1

2
=+⋅+ yxa                                       (12) 

Cum x1 ≠ 0 şi  y1 ≠ 0,  rezultă:  

                                  .
2

1
,012 −==+ aa                                                 (13) 

 
 
12.2.6. Să se determine ecuaţia axei instantanee de rotaţie şi modulul vitezei 

unghiulare ω  a unui solid rigid care efectuează o mişcare sferică, dacă sunt 

cunoscute la un moment dat (t) proiecţiile unui punct M1 (0, 0, 2) pe axele unui 
sistem cartezian mobil legat invariabil de rigid: 

 

                                  0,/2,/1
111

===
zyx

vsmvsmv  

şi direcţia vitezei punctului M2 (0, 1, 2) dată prin cosinusurile directoare: 
 

.
3

1
,

3

2
,

3

2
222 −=γ=β−=α  
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Soluţie: 

În conformitate cu (12.6), legea de distribuţie a vitezelor în cazul mişcării 

sferice este: 

  .rv ×ω=                                                       (1) 

Proiectând (1) pe axele unui sistem cartezian mobil solidar cu rigidul, se 
obţin componentele: 

           .,, yxzxzyzyx xyvzxvyzv ω−ω=ω−ω=ω−ω=               (2) 

Înlocuind datele problemei pentru punctele M1 şi M2  în relaţiile (2), se obţine 
sistemul:  

                      

.
3

1
0

3

2
20220

3

2
2102

22

2

vωvωω

vωωω

xxx

zyy

−=−=−=−

−=−=−

              (3) 

 Din sistemul (3) se obţin: 

        ./3,/3,/
2

1
,/1 2 sradvsradωsradωsradω zyx ===−=        (4) 

Modulul vitezei unghiulare ω  se determină astfel: 

2

41222 =ω+ω+ω=ω zyx  .                                       (5) 

Axa instantanee de rotaţie are următoarele ecuaţii în raport cu sistemul mobil: 

 

           zyx

zyx

ω
=

ω
=

ω
 .                                                  (6) 

 

Având în vedere (4), din (6) se obţin ecuaţiile planelor care intersectate dau 

axa instantanee de rotaţie şi anume:  

                 x + 2y = 0 ,      3x + z = 0 .                                          (7) 

 
 

12.2.7. Se consideră un solid rigid care efectuează o mişcare în jurul unui 

punct fix O. Să se determine viteza unui punct aparţinând rigidului ale cărui 

coordonate la un moment dat sunt: .)(,,sin,cos ctaazayax ==ϕ=ϕ−=  

şi să se arate că mărimea acestei viteze nu depinde de unghiul rotaţiei proprii φ. 



              [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 
 

477

 Soluţie: 

În conformitate cu (12.6), legea de distribuţie a vitezelor în cazul mişcării în 

jurul unui punct fix este: 

    ( ) ( ) ( ) ,kxyjzxiyzrkvjvivv yxxzzyzyx ω−ω+ω−ω+ω−ω=×ω=++=    (1) 

relaţie în care: 

 zyx ωωω ,, sunt proiecţiile vitezei unghiulare instantanee ω  pe axele 

unui sistem de referinţă mobil Oxyz legat invariabil de solidul rigid; 

 x, y, z sunt coordonatele unui punct aparţinând rigidului înregistrate faţă de 

sistemul mobil. 
 Având în vedere că proiecṭiile vitezei unghiulare, în conformitate cu (12.10), 

sunt: 

                     

.cos

,sinsincos

,cossinsin

ϕ+θψ=ω

ϕθ−θϕψ=ω

ϕθ+θϕψ=ω

&&

&&

&&

z

y

x

                                     (2) 

ṣi fiind date coordonatele unui punct al rigidului 

                             ,,sin,cos azayax =ϕ=ϕ−=  

rezultă proiecṭiile vitezei: 

                

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
.sin

coscos

sinsin

θψ=ω−ω=

ϕϕ+θ+ϕ−θψ−=ω−ω=

ϕϕ+θ−ϕ−θψ=ω−ω=

&

&&&

&&&

axyv

azxv

ayzv

yxz

xzy

zyx

                               (3) 

Introducând (3) în (1), se obţine: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] kajaiav θψ+ϕϕ+θ+ϕ−θψ−ϕϕ+θ−ϕ−θψ= sincoscossinsin &&&&&&& .  (4) 

Modulul vitezei este dat de: 

 222
zyx vvvv ++= ,                                                        (5) 

astfel, având în vedere (3), se obţine: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] θψ+ϕϕ+θ+ϕ−θψ+ϕϕ+θ−ϕ−θψ= 2222
sincoscossinsin &&&&&&&av ,  

                       ( ) ( ) ( ) .cos2sin1
222 θθ+ϕψ+θ+ϕ+θ+ψ= &&&&&&av                          (6)      

Se observă din relaṭia (6) că, mărimea vitezei dată de (6) nu depinde de 

unghiul rotaţiei proprii φ. 
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z 

C  

x1 

y1 

O 
1i  

1j  

1k

 

1ω  

A 
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ω  
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12.2.8. O placă pătrată OABC de latură a se mişcă având punctul O fix astfel 

încât, latura OA descrie un plan fix rotindu-se cu viteza unghiulară constantă 1ω . 

În acelaşi timp, pătratul se roteşte în jurul laturii OA cu viteza unghiulară constantă 

2ω . Se cer să se determine viteza unghiulară de rotaţie a plăcii, axoida fixă, axoida 

mobilă şi viteza punctului C. La momentul iniţial t0 = 0 placa se situează chiar în 
planul fix (fig. 12.8).  

 

Soluţie: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Se alege un sistem de referinţă fix 1111 zyxO  astfel încât, 111 yxO  să 

reprezinte planul fix al mişcării, iar Ox1 poziţia iniţială a lui OA. Sistemul de 
referinţă mobil este Oxyz. În acest caz, unghiurile lui Euler sunt date de expresiile: 

.,,0 21 tt ω=θω=ψ=ϕ                      (1) 

Vectorul ω se poate exprima în raport cu cele două sisteme de referinţă, 

mobil şi fix, astfel: 

                
.sincos

,cossin

111212

112

kji

kji

ω+ψω+ψω=ω

θω+θω+ω=ω
                                 (2) 

Modulul lui ω  este: 

   .2
2

2
1 ω+ω=ω                                                        (3) 

 Axoida fixă este un con cu vârful în punctul O şi axa Oz1. Generatoarea 
conului face cu axa Oz1 unghiul α dat de relaţia: 

       .
1

2

ω

ω
α =tg                                             (4) 
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Axoida mobilă este alt con cu vârful în punctul O şi axa Ox. Generatoarea 

conului face cu axa Ox unghiul .2/ απβ −=  

 
Având în vedere că: 

 

    ,jaiarOC C +==                         (5) 

 
viteza punctului C, conform cu (12.6), este: 

 

                ( ) .sincoscos 1211 kajaiarv CC θω−ω+θω+θω−=×ω=             (6) 

 

Modulul acestei viteze se obţine astfel: 

 

             ( ) .sincos2 2
12

22
1 θω−ω+θω= avC                                        (7) 

 

 
12.2.9. În figura 12.9 este prezentat un rulou conic care se rostogoleşte fără 

alunecare pe un suport conic circular. 

Razele rolelor sunt R = 210  cm, iar unghiul la vârf este 2α = 90˚. Viteza 

centrului A al rolei din dreapta este scmv A /20= . Să se determine vitezele şi 

acceleraţiile punctelor B şi C. 
 

 
  

y 

d 

B 

2α 

ω  
1ω  

 

2ω  
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O 
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C 

Fig. 12.9 
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Soluţie: 

Întrucât punctul B este centru instantaneu de rotaţie pentru rola din dreapta, 

viteza lui va fi  Bv = 0. Cum O este punct fix, axa instantanee de rotaţie 

corespunzătoare poziţiei din figură a ruloului va fi axa care trece prin punctele O şi 

B, care au vitezele nule. 

Înseamnă că, viteza unghiulară instantanee ω  are ca suport dreapta OB, ea 
având două componente: 1ω  care este viteza unghiulară de rotaţie a cadrului 

ruloului în jurul axei Oz şi 2ω  care este viteza unghiulară de rotaţie relativă a 
rolelor în jurul axei lor de simetrie. Astfel, 

             21 ω+ω=ω .                                                   (1) 

- Viteza instantanee a punctului A, conform cu (12.6), are expresia: 

                            id

d

kji

OAv A 112

00

0 ω−=ωω−=×ω= .                                (2) 

Modulul vitezei  Av   este: 

                                                    dv A 1ω= ,                                               (3) 

relaţie din care se obţine viteza unghiulară  1ω :  

 

 .                        2
45210

20
1 ==

α
==ω

o
ctgRctg

v

d

v AA  .                          (4) 

Din relaţia tg 45˚ = 
2

1

ω

ω
se obṭine  

             212 =ω=ω .                                              (5) 

- Viteza instantanee a punctului C este:  

( )iRd

Rd

kji

OCvC 2112

0

0 ω+ω−=ωω−=×ω= .                (6)    

Modulul acestei viteze se determină astfel: 

 

                 ( ) scmRdvC /40210210221 =+=ω+ω=  .                   (7) 
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 Având în vedere că: kj 12 ω+ω−=ω , acceleraţia unghiulară instantanee se 

determină astfel:     

     ijjj 2222 1 =×ω−=×ω−=−=ω=ε && .                          (8) 

- Acceleraţia instantanee a punctului B, conform cu (12.14 ), este:  

            

     ( ) OBOBOBaB ×=××+×= εωωε                                   (9) 

întrucât  0=×ω= OBvB . 

Având în vedere figura 12.8 şi relaţia (8), se poate scrie: 

   ( )kjkdjR

Rd

kji

aB +=+=

−

= 22022

0

002  .                          (10) 

Din  (10)  se obţine modulul acceleraţiei  Ba :  

  ./402220 2scmaB =⋅=                                           (11) 

- Acceleraţia instantanee a punctului  C  se exprimă astfel: 
 

               ( )
00ωω

ωω0

0

002ωωε

21

12

Rd

kji

Rd

kji

OCOCaC

−

−+=××+×=  

                   ( ) ( ) .22 2
22121

2
1 kRddjRdRaC ω−ωω−+ωω+ω+−=                    (12) 

Introducând în (12) valorile numerice,  rezultă: 
 

( ) ( )kjaC 22210221021022221022102102 ⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅+⋅−=  

       kjaC 220260 −−= .                                            (13) 

Având în vedere (13), modulul acceleraţiei  Ca  este: 

 

.                                          (14) 
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  12.2.10. Un pod are o parte rotativă care este montată pe role conice          

(fig. 12.10). Axele rolelor conice sunt montate înclinat într-o ramă circulară, astfel 

că acestea se intersectează în centrul geometric O al suprafeţei de sprijin a rolelor.  
Ştiind că raza rolei este R = 25 cm şi unghiul la vârf este 2α pentru care 

85

84
cos =α , se cer să se determine: viteza şi acceleraţia unghiulară a rolelor, 

precum şi vitezele şi acceleraţiile punctelor A, B,  şi  C, unde punctul C este centrul 

roţii conice.  Se cunoaşte cӑ la un moment dat, viteza unghiulară 1ω a ramei 

circulare în jurul axei verticale este egală cu 0,1 rad/s.  

  

 

Soluţie: 

 Deoarece punctul A reprezintă centrul instantaneu de rotaţie aferent roţii 
conice din dreapta (are viteza nulă), iar punctul O este fix, dreapta OA este axa 
instantanee de rotaţie corespunzătoare mişcării roţii în jurul punctului fix O. În 

acest fel, suportul vitezei unghiulare ω  este dreapta OA.  

Ştiind că 1ω  este viteza unghiulară a ramei circulare în jurul axei verticale şi 

2ω  este viteza unghiulară de rotaţie relativă a roţii conice în jurul axei sale de 

simetrie, se poate scrie: 
 

.21 ω+ω=ω                                                       (1) 

K 

C 

L 

2α 
K 

A 

B 

O 

r 

Fig. 12.10 
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Urmărind figura 12.11, se pot scrie relaţiile: 
 

 ./653,0
)85/84(1

1,0

sin 2

1
2 srad=

−
=

α

ω
=ω                                  (2) 

    
( )

./646,0
85/841

85/84
1,0

2
1 sradctg =

−
=αω=ω                               (3) 

 

Având în vedere figura 12.11 şi relaţia (3), se obţine viteza unghiulară:  
 

   jjctg 646,01 −=αω−=ω                                                 (4)   

Acceleraţia unghiulară ε  se obţine derivând în raport cu timpul viteza 

unghiulară. Astfel,        

                iijj 0646,0646,0646,0646,0 11 =ω=×ω−=−=ω=ε &&  .              (5)     

- Viteza instantanee a punctului B are expresia:  
 

                 iRid

dd

kji

OBvB α−=−=−=×ω= cos292,1646,0

0

0646,00 2

21

 ,         (6)              

întrucât  α= cos22 Rd . 

2ω  

ω  

z 

d 

B 

R 

h 

x 

2α 
y 

1d  

2d

 

1ω  

α 

α 

C 

A B’ O 

Fig. 12.11 
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Modulul vitezei  Bv   devine: 

 

              ./92,3185/842592,12cos92,12 scmRv B =⋅⋅=α=                         (7) 

 

- Viteza instantanee a punctului C este: 

                     iR

RR

kji

OCvC αcos646,0

αcos
αsin

αcos
0

0646,00ω
2

−=−=×= .                   (8) 

 

Modulul vitezei centrului roţii se determină astfel: 
 

                  scmRvC /96,1585/8425646,0cos646,0 =⋅⋅=α=  .              (9) 

- Acceleraţia instantanee a punctului A este: 
 

                                ( ) OAOAOAa A ×ε=×ω×ω+×ε=  ,                              (10) 

 

pentru că  .0=×ω= OAv A   

Având în vedere figura 12.11 şi relaţia (5), se obţine:  
 

                         

k
R

kd

d

kji

aA
α

===
sin

0646,00646,0

00

000646,0  .                    (11)       

Modulul acceleraţiei  Aa   are expresia: 

             
( )

2

2
/559,10

85/841

25
0646,0

sin
0646,0 scm

R
a A =

−
=

α
=  .       (12) 
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- Acceleraţia instantanee a punctului B se determină cu relaţia:  
 

    ( ) ,BB vOBOBOBa ×ω+×ε=×ω×ω+×ε=                           (13) 

care, având în vedere (4), (5) şi (6), devine: 

 

,

00cos292,1

0646,00

0

000646,0

21 α−

−+=

R

kji

dd

kji

aB
 

                  ( )kRdjdaB α−+−= cos834,00646,00646,0 12  .                     (14) 

Având în vedere că:  

,cos2,
sin

2cos
21 α=

α

α
= RdRd                                       (15) 

 

relaţia (14) se mai poate scrie şi sub forma:  
 

             kRRjRaB 







α−

α

α
+α⋅−= cos834,0

sin

2cos
0646,0cos20646,0 .            (16) 

 

Înlocuind în (16) cu valorile numerice, rezultă: 

( ) ( )[ ]
( )

kjaB













⋅⋅−

−

−−
⋅+⋅⋅⋅−= 85/8425834,0

85/841

85/84185/84
250646,085/842520646,0

2

22

kj 7,10192,3 −−= .                                                                                   (17)    

 

Modulul acceleraţiei  Ba  se obţine din (17) astfel: 

     ( ) ( ) ./16,117,10192,3 222
scmaB =+=  

- Acceleraţia instantanee a centrului  C  al roţii conice se obţine astfel:  
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                      ( ) ,CC vOCOCOCa ×ω+×ε=×ω×ω+×ε=                          (18) 

 

Introducând în (18) relaţiile (4), (5) şi (8), se obţine: 

 

             ,

00cos646,0

0646,00

cos
sin

cos
0

000646,0
2

α−

−+

α
α

α

=

R

kji

RR

kji

aC  

               kRRjRaC 









α−

α

α
+α−= cos646,0

sin

cos
0646,0cos0646,0 2

2

 .           (19) 

 

Prin înlocuirea în relaţia (19) a valorilor numerice, se obţine: 
 

( )

( )
kjaC 












⋅⋅−

−
⋅+⋅⋅−= 85/8425646,0

85/841

85/84
250646,085/84250646,0 2

2

2

, 

.365,0596,1 kjaC −−=                                            (20) 

 

Modulul acceleraţiei centrului  C  al roţii conice se obţine astfel: 

 

222 /64,1365,0596,1 scmaC =+=  .                               (21) 

 

 

12.2.11. Să se studieze mişcarea unui trunchi de con de raze R şi r şi înălţime 

h care se roteşte în jurul axei verticale cu viteza unghiulară 1ω , mişcarea fiind de 

rostogolire pe un plan fix. Să se determine viteza şi acceleraţia unui punct oarecare 
A de pe periferia bazei mari (fig. 12.12). Se menṭioneazӑ cӑ, astfel de trunchiuri de 

con se întrebuinţează în tehnică sub denumirea de galeţi folosiṭi la ghidarea 

mişcării de rotaţie în jurul verticalei macaralelor, a plăcilor turnate etc.  
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Soluţie: 

                   
  
 Deoarece rostogolirea trunchiului de con pe planul (P) se face fără 

alunecare, generatoarea de contact a conului cu planul este axa instantanee de 

rotaţie. Viteza unghiulară ω  va rezulta din exprimarea în două moduri a vitezei 

punctului B care este centrul bazei mari a trunchiului de con şi care descrie un cerc 

de rază ''
BB situat în planul orizontal, cu viteza unghiulară 1ω , respectiv efectuează 

o mişcare de rotaţie în jurul axei instantanee de rotaţie OC. Astfel, 

 

ω=ω= '
1

"
BBBBv B  .                                     (1) 

 

În relaţia (1) segmentele BB’ şi BB” se pot exprima astfel:   

 

( ) ( ) ( )
.cos,cos

22

2
''

22

'

hRhrR

Rh
OBBB

hRh

Rh
RBB

−+−
=α=

−+
=α=   (2) 

 

Introducând relaţiile (2) în (1), rezultă: 

 

ω  
O  

i  
ε  

j  

k  

''B  
1ω  
α

 α  r

 

h  

A  
Av  

Aa  B  

R  

'
B  

Fig. 12.12 

)(P  
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y 

x 

C  
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     .1ω
−

=ω
rR

h
                                    (3) 

 

 

Pentru determinarea vitezei şi acceleraţiei punctului A se alege un sistem de 

referinţă triortogonal mobil Oxyz legat solidar cu trunchiul de con, axele sale având 

versorii ji ,  şi k . Originea sistemului este în punctul O. Urmărind figura, se pot 

scrie relaţiile: 

                                   (4)         

  .;
2
1

11 i
rR

h
j

rR

h

−
=×=

−
−=

ω
ωωεωω                      (5) 

 

Conform cu (12.6) şi (12.14), se determină viteza Av  şi acceleraţia Aa  cu relaţiile: 

 

( ) .; AAAAAAA vrrrarv ×ω+×ε=×ω×ω+×ε=×ω=                  (6) 

 

Efectuând calcule rezultă: 

 

       
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
.

2

.
2

2sin

2

222
1

22

2
1

2

22

1
2

1

k
rR

rRhRh
j

rRhrR

Rh
a

i

rRhrR

Rh
iOA

rR

h
v

A

A

−

−+ω
−

−+−

ω
−=

−+−

ω
−=α⋅ω

−
−=

            (7) 



              [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 
 

489

12.3  Probleme propuse 
 

12.3.1. Un disc de rază r şi de grosime neglijabilă se rostogoleşte fără să 

alunece pe un plan orizontal (π), punctul de contact I descriind o traiectorie 

circulară de rază R, iar planul în care este conţinut discul este în permanenţă 

perpendicular pe planul (π) (fig. 12.13).  

Centrul C al discului are o viteză Cv  de modul constant. Se cere, să se 

determine următoarele: 

a)  traiectoria unui punct M care se găseşte pe disc la o distanţă  ρ  de centrul 

C al acestuia; 

b)  unghiurile lui Euler în funcţie de unghiul α care determină poziţia 

discului la un moment dat; 

c)  proiecţiile vitezei unghiulare ω  ale discului pe axele sistemului de 

referinţă fix şi mobil, precum şi modulul acesteia; 

d) axoidele mişcării; 

e) viteza şi acceleraţia punctului M. 
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,,sin,cos
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 12.3.2. Un solid rigid având un punct fix execută o mişcare de precesie 

regulată, iar cele trei unghiuri ale lui Euler au următoarele legi de variaţie:  
                                  φ = at ,  ψ = bt , θ = c .                                                (1) 

 
Se cer să se calculeze componentele vectorilor viteză şi acceleraţie 

unghiulară ω  şi ε , modulele acestora şi să se determine axoidele mişcării. 
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Răspuns: 
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12.3.3. Proiecţiile vectorului viteză unghiulară instantanee ale unui solid 

rigid care se mişcă în jurul unui punct fix O, pe axele sistemului Oxyz invariabil 

legat cu rigidul, sunt 2, 3 şi 4. Se cere ecuaţia axei instantanee de rotaţie faţă de 

acest sistem de axe. 
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12.3.4.  Un con circular drept cu înălţimea h şi unghiul la vârf 2α se 
rostogoleşte fără alunecare pe un plan orizontal, el rotindu-se în jurul unei axe 

verticale ce trece prin vârful conului cu viteza unghiulară constantă 1ω . Să se afle 

viteza şi acceleraţia unghiulară, viteza şi acceleraţiile de rotaţie şi axipetă a unui 

punct A de pe cercul de bază al conului, cerc aflat la distanţă maximă de planul 

orizontal (fig. 12.14). 

 

Răspuns: 
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 12.3.5. Se consideră două conuri circulare drepte având generatoarele de 

lungimi egale l = 30 cm, unghiurile la vârf 2α şi 2β unde α = 45˚, β = 30˚. Primul 

con este fix, iar al doilea se rostogoleşte peste cel fix cu viteza unghiulară ω1 =1,2 s-1 în 

jurul axei de simetrie a conului fix. Cele două conuri au vârfurile în acelaşi punct O.  

Se cer să se determine viteza şi acceleraţia unghiulară a conului mobil, 

precum şi viteza şi acceleraţia punctului M ce aparṭine dreptei de intersecţie dintre 

planul bazei conului mobil cu planul format de cele două axe de simetrie ale 

conurilor, el fiind situat la o distanţă MoM = 10 cm de circumferinţa cercului de 

bază (fig. 12.15). 
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Fig. 12.14 
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Răspuns: 
 

       
  ω = 2,32 s-1 ,     ε = 1,97 s-2,     vM = 40,2 cm/s,         aM = 64,2 cm/s2 . 

 
 
 
12.3.6. Să se demonstreze că în cazul mişcării sferice a unui rigid, între 

vitezele 21 , vv  şi acceleraţiile 21 , aa  a două puncte A1, A2 aparţinând rigidului 

există relaţiile:   
 

,,

,2,0
2
222

2
111

2121122112

vravra

vvararvrvr

−=−=

−=+=+
 

unde: 1r  şi 2r  sunt vectorii de poziţie ai punctelor A1 şi A2 în raport cu punctul fix O. 

 

Fig. 12.15 
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13. MIŞCAREA GENERALĂ A SOLIDULUI RIGID [9]

13.1 Consideraţii teoretice 

13.1.1 Studiul geometric al mişcării 

În figura 13.1 s-a reprezentat un solid rigid liber aflat în mişcare generală 
şi trei sisteme carteziene de referinţă: sistemul fix, O1,x1y1z1, sistemul mobil Oxyz 
legat invariabil de rigidul (C), având originea plasată în punctul O aparţinând 
rigidului ṣi sistemul mobil Ox’y’z’ care execută o mişcare de translaţie, axele sale 
rămânând permanent paralele cu axele sistemului cartezian de referinţă fix 

O1,x1y1z1.

Poziţia în spaţiu a unui astfel de rigid aflat în mişcare generală este 

determinată de şase parametri independenţi, rigidul posedând şase grade de 
libertate.  
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 Cei şase parametri independenţi pot fi aleşi în diferite moduri: 
 a) Se iau coordonatele x10, y10, z10 ale originii O a sistemului cartezian mobil 

faţă de sistemul fix O1x1y1z1 şi trei din cele nouă cosinusuri directoare ale axelor 

sistemului mobil Oxyz în raport cu axele sistemului fix O1x1y1z1. 

 Între cosinusurile directoare există şase relaţii de dependenţă astfel încât, 

din cei doisprezece parametri (coordonatele x10, y10, z10 şi nouă cosinusuri directoare 

αi, βi, γi, i=1, 2, 3) rămân doar şase parametri independenţi care poziţionează rigidul 
în spaţiu. 

 b) Se iau coordonatele x10, y10, z10 ale originii mobile O şi unghiurile lui 

Euler ψ, φ, θ corespunzătoare sistemelor carteziene Oxyz, Ox’y’z’ sau O1x1y1z1. 

Ecuaţiile parametrice ale mişcării generale ale rigidului (C) sunt în acest caz: 
 

x10 = x10 (t),  y10 = y10(t),  z10 = z10(t),  ψ = ψ(t), φ = φ(t), θ = θ(t).       (13.1) 

 

 c)  Se aleg şase din cele nouă coordonate carteziene ale punctelor 

necoliniare O, A, B, aparţinând rigidului (C), întrucât între cele nouă coordonate 

există trei relaţii de dependenţă. 

 Fie M un punct aparṭinând solidului rigid ṣi x1, y1, z1, respectiv x, y, z 
coordonatele lui înregistrate faṭӑ de sistemul fix O1,x1y1z1, respectiv faṭӑ de 
sistemul mobil Oxyz. 

 Proiectând relaţia dintre vectorii de poziţie r,r,r 101 din figura 13.1  

,rrr 101 +=                                               (13.2)                                                                   

pe axele sistemului cartezian fix O1x1y1z1 şi ţinând seama de relaṭiile între cele nouă 
cosinusuri formate de către grupurile de câte două axe carteziene dintre care una 
aparţine sistemului fix O1 x1 y1 z1, iar cealaltă sistemului mobil Oxyz, (tabelul 12.1), 
se obţine relaţia matriceală de legătură între coordonatele x1, y1,z1 şi coordonatele x, 

y, z ale punctului M: 
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                             (13.3)     

 
 Din relaţia (13.3) se obţin expresiile coordonatelor punctului M aparţinând 
rigidului (C) înregistrate faţă de sistemul cartezian fix O1,x1y1z1: 

zyxxx 321101 α+α+α+=                                                                                                                  

zβyβxβyy 321101 +++=   
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.321101 zγyγxγzz +++=                                         (13.4)   

 

 În relaţiile (13.4) cele nouă cosinusuri directoare, conform cu (13.3), sunt 

funcţii de unghiurile lui Euler, care la rândul lor sunt funcţii cunoscute de timp. De 

asemenea, conform cu (13.1), coordonatele x10, y10, z10 sunt funcţii cunoscute de 

timp, iar coordonatele x, y, z sunt constante în timp, întrucât sistemul cartezian 

mobil Oxyz este legat invariabil de solidul rigid. Rezultă astfel expresiile în funcţie 
de timp ale coordonatelor punctului M înregistrate faţă de sistemul fix O1x1y1z1: 

 

                              )(11 txx = ;     )(11 tyy = ;    )(11 tzz = .                           (13.5)    

 Relaṭia (13.5) reprezintă ecuaţiile parametrice ale mişcării punctului M în 

raport cu sistemul de referinṭă fix. 

 
13.1.2 Distribuţia vitezelor. Axoidele mişcării. Torsorul cinematic 

 Se consideră solidul rigid (C) aflat în mişcare generală la care se cunoaşte, 

la un moment dat, viteza 0v  a unui punct O aparţinând rigidului şi viteza 

unghiulară instantanee ω  de rotaţie a rigidului în jurul punctului O (fig. 13.1). 

 Derivând vectorial în raport cu timpul, în ambii membrii, relaţia (13.2) între 

vectorii de poziţie reprezentaţi în figura 13.1, se obţine legea de distribuţie a 

vitezelor în cazul mişcării generale a solidului rigid: 
 

                                               
rvv ×ω+= 0  .                                             (13.6)    

Termenii din relaṭia (13.6) se explicitează astfel: 

 

vr =1
&  ,        010 vr =&  ,      1rr ×ω=&   .                           (13.7) 

 
 Utilizând notaţiile din figura 13.1, se explicitează relaţia (13.6) faţă de 
sistemele carteziene Oxyz şi O1,x1y1z1, obţinând componentele scalare carteziene 
ale vectorului viteză v  înregistrate faţă de aceste sisteme de referinţă. Astfel, 
 

xyvvzxvvyzvv yxozzxzoyyzyoxx ω−ω+=ω−ω+=ω−ω+= ;;       (13.8)  

şi 

   
),()( 101101 1111

yyzzvv zyoxx −ω−−ω+=  

                          
).()(

),()(

101101

101101

1111

1111

xxyyvv

zzxxvv

yxozz

xzoyy

−ω−−ω+=

−ω−−ω+=
                              (13.9)     



                [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 

 
497

                                                                                          
 Având în vedere legea de distribuţie a vitezelor (13.6), se pot stabili câteva 

proprietăţi ale distribuţiei de viteze în cazul mişcării generale: 

a) Legea de distribuţie a vitezelor rezultă din compunerea unei distribuţii de 

viteze corespunzătoare mişcării de translaţie a rigidului, efectuată cu 

viteza 0v
 a polului mobil O aparţinând rigidului şi a unei distribuţii de 

viteze corespunzătoare mişcării de rotaţie a rigidului în jurul lui O, rotaṭie 

efectuată cu viteza unghiulară instantanee ω ; 

b) Vectorul viteză unghiulară instantanee ω  este acelaşi pentru toate 

punctele rigidului; 

c) Proiecţia vitezei unui punct aparţinând rigidului pe suportul vitezei 

unghiulare instantanee ω  constituie un invariant faţă de poziţia polului 

de referinţă O şi poartă numele de viteză instantanee minimă minv        

(fig. 13.2). 
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 Înmulţind scalar relaţia (13.6) în ambii membri cu versorul 
ω

ω
=u  al vitezei 

unghiulare, se obţine:  

.0
min

ω

⋅ω
=

ω

⋅ω
=

vv
v                                        (13.10)       

                                                       

 Viteza minimă poate fi exprimată şi cu ajutorul componentelor carteziene ale 

vectorilor ω  şi v  pe axele sistemului mobil Oxyz. Astfel, 

 

( ) ;222
min zyxzzyyxx vvvv ω+ω+ωω+ω+ω=                (13.11) 

 

d) Există puncte aparţinând solidului rigid a căror viteză v  este egală cu 

viteza minimă minv . Se pune problema determinării locului geometric al 

polilor O pentru care vectorii 0v  şi ω  sunt coliniari. Astfel că, în urma 

unor calcule, se obţine relaṭia: 
 

                                          ( ) ωλ=ω×ω− 2
0vr  .                               (13.12)  

    

 Expresia (13.12) arată că locul geometric căutat este o dreaptă ce trece prin 

punctul N şi care este paralelă cu vectorul viteză unghiulară instantanee ω . 

Această dreaptă poartă numele de axă instantanee a mişcării elicoidale (A.I.M.E.) 
(fig. 13.2).  

 Ecuaţia vectorială a A.I.M.E. este dată de (13.12), iar ecuaţia scalară a 
axei instantanee a mişcării elicoidale raportată la sistemul de referinţă mobil se 

obţine proiectând (13.12) pe axele acestui sistem. Se obţine astfel: 

 

z

oxyoyx

y

ozxoxz

x

oyzozy vv
z

vv
y

vv
x

ω
ω

ω−ω
−

=
ω

ω

ω−ω
−

=
ω

ω

ω−ω
−

222
 .         (13.13)    

 
 Întrucât axa instantanee a mişcării elicoidale îşi modifică poziţia atât faţă 
de sistemul fix  , cât şi faţă de cel mobil Oxyz rezultă că aceasta generează 
în spaţiu două suprafeţe riglate. 
 Locul geometric al poziţiilor succesive ocupate de A.I.M.E. în raport cu 

sistemul de referinţă fix este o suprafaţă fixă, numită axoidă fixă ( fA ). 
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 Locul geometric al poziţiilor succesive ocupate de A.I.M.E. în raport cu 

sistemul cartezian mobil este o suprafaţă mobilă, numită axoidă mobilă ( mA ). 

 În timpul mişcării solidului rigid, axoida mobilă se rostogoleşte peste axoida 

fixă, alunecând în acelaşi timp în lungul generatoarei comune care este axa 

instantanee a mişcării elicoidale corespunzătoare momentului respectiv (fig. 13.2); 

e) Nu există puncte aparţinând solidului rigid a căror viteză să fie nulă. 

 Considerând vectorii ω  şi 0v  ce caracterizează distribuţia de viteze în cazul 

unui solid rigid ca fiind elementele unui torsor numit torsor cinematic, se poate 

face analogie între torsorul de reducere corespunzător unui sistem de vectori 

oarecare şi torsorul cinematic ( ) v , 0ωτc  format din vectorul viteză unghiulară ω  

şi vectorul viteză liniară instantanee 0v . De remarcat că, vectorul ω  este acelaşi la 

un moment dat (t) pentru toate punctele rigidului, în timp ce vectorul 0v  se 

schimbă odată cu schimbarea polului O. Toate noţiunile legate de reducerea unui 

sistem de vectori se pot transpune integral şi în cazul distribuţiei de viteze. Se poate 

vorbi astfel de: moment minim echivalent în cinematică cu viteza minimă minv , 

torsorul minim cinematic ( )minv  ,ω
 şi axă centrală cinematică (A.I.M.E.) etc. 

 Vectorul viteză unghiulară ω  şi viteza minimă minv  se numesc invarianţii 

torsorului cinematic. 

 Legea de distribuţie a vitezelor (13.6) este de fapt transpunerea în cinematică 

a legii de variaţie a momentului rezultant la schimbarea polului de reducere. 

 

 13.1.3 Distribuţia acceleraţiilor. Polul acceleraţiilor 

 Se consideră solidul rigid (C) aflat în mişcarea generală la care se cunoaşte 

la un moment dat acceleraţia 0a  a unui punct o aparţinând rigidului, viteza 

unghiulară instantanee ω  şi acceleraţia unghiulară instantanee ε  de rotaţie a 

acestuia în jurul punctului O (fig. 13.3). 

 Legea distribuţiei acceleraţiilor în cazul mişcării generale a unui solid rigid 

se obţine derivând vectorial în raport cu timpul ambii membri ai relaţiei (13.6). 

Rezultă astfel: 

                                     
( )rraa ×ω×ω+×ε+= 0                                    (13.14)       

sau 

( ) rrraa
2

0 ω−ω⋅ω+×ε+= ,                             (13.15)                                                                                                  

întrucât, 
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av =& ,     00 av =&  ,   ε=ω& ,    .rr ×ω=&                       (13.16)  

                                                                                         

               
  
 Utilizând notaţiile din figura 13.3, se explicitează relaţia (13.15) faţă de 

sistemele de referinţă Oxyz şi O1x1y1z1, obţinându-se expresiile componentelor 

carteziene ale acceleraţiei a  faţă de cele două sisteme. Astfel, 

 

        
( ) ,2

xzyxyzaa zyxxzyoxx ω−ω+ω+ωω+ε−ε+=  

                    
( ) ,2

yzyxzxaa zyxyxzoyy ω−ω+ω+ωω+ε−ε+=                    (13.17)                                                                                         

        
( ) ,2

zzyxxyaa zyxzyxozz ω−ω+ω+ωω+ε−ε+=
 
 

 

           ( ) ,1
2

11111 11111111
xzyxyzaa zyxxzyoxx ω−ω+ω+ωω+ε−ε+=  

           
( ) ,1

2
11111 11111111

yzyxzxaa zyxyxzoyy ω−ω+ω+ωω+ε−ε+=
       

 (13.18)                                                                                          

           ( ) .1
2

11111 11111111
zzyxxyaa zyxzyxozz ω−ω+ω+ωω+ε−ε+=

 
 Ultimele două componente din relaţia (13.14) reprezintă acceleraţiile de 

rotaţie şi axipetă: 
 

                                           rotar =×ε ,   ( ) axar =×ω×ω                        (13.19)  
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astfel încât legea de distribuţie a acceleraţiilor în cazul mişcării generale mai poate 

fi scrisă sub forma: 

                                                =a +0a rota + axa  .                                     (13.20)                                                                                                

 Pe baza relaţiilor (13.19) şi (13.20) se pot stabili următoarele proprietăţi  ale  

distribuţiei  acceleraţiilor  în cazul  mişcării  generale: 

 

a) Acceleraţia  unui  punct  aparţinând  rigidului  are trei componente: 

- o componentă numită acceleraţie de translaţie, reprezentată prin vectorul 

0a  care este acelaşi pentru toate punctele rigidului aflat în mişcare 

generală (fig. 13.3); 

- o componentă numită acceleraţie de rotaţie, reprezentată prin vectorul 

rotar =×ε . Direcţia acestui vector este perpendiculară pe planul definit 

de vectorii ε  şi r , sensul este dat de regula burghiului, iar modulul se 

exprimă prin produsul 1dε , unde 1d  reprezintă distanţa de la punctul 

considerat până la suportul ( )1∆  al lui ε ; 

- o componentă numită acceleraţie axipetă, reprezentată prin vectorul 

( ) axar =×ω×ω , care are următoarele caracteristici: direcţia este dată de 

perpendiculara coborâtă din punctul considerat pe suportul vitezei 

unghiulare ω , sensul este de la punctul considerat către suportul lui ω , 

iar modulul se exprimă prin produsul d
2ω , unde s-a notat cu d distanţa 

de la punctul respectiv la suportul lui ω  (fig. 13.3). 

 

b) Există în orice moment al mişcării generale a unui solid rigid un punct 

aparţinând acestuia a cărui acceleraţie a  este egală cu 0. 

 În concluzie, în cazul mişcării generale există în orice moment un punct 

a cărui acceleraţie este nulă şi doar puncte a căror viteză este minimă, toate 

aparţinând unei axe numită axă instantanee a mişcării elicoidale. 
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  13.2 Probleme rezolvate [9] 

 
 

 13.2.1. Se consideră un cub manipulat de către un robot. Cunoscând la un 

moment dat viteza Av  a punctului A, ea fiind dirijată după diagonala AH, se cer să 

se determine viteza punctului D ştiind că este dirijată după muchia AD, precum şi 
viteza punctului B situată în planul ABD (fig. 13.4) 

 

 Soluţie: 

 În mişcarea generală a solidului rigid, proiecţiile vitezelor a două puncte 

aparţinând rigidului pe dreapta care uneşte cele două puncte sunt egale. Conform 

acestei proprietăţi, se poate scrie: 

( ) ( )DADAAD vprvpr =                                             (1)                                                                                                       

dar: 

( ) ( ) ,22 AAAD vvpr =   ( ) ,DDAD vvpr =                           (2)                                                               

astfel că:  

       ( ) .22 AD vv =                                                 (3)                                                                                                   

 

                   
              

Din figura 13.4b rezultă 

( )[ ] ( ) .2/2 BABAAB vprvpr =                                         (4) 
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Dar cum ( )[ ] 022 =AAB vpr , înseamnă că viteza Bv  a punctului B este 

perpendiculară pe AB. Pe de altă parte, se poate scrie:   

 

( ) ( )BBDDBD vprvpr =   .                                               (5)                                                                                                 

 În relaţia (5) se înlocuieṣte:  

 

( ) ( )( ) ,2222 ADBD vvpr =   ( ) ( ) .22 BBBD vvpr =                       (6)     

                                                                                         

Din (5) şi (6) se obţine viteza 
Bv  a punctului B: 

 

( ) .22 AB vv =                                                     (7)   

 
13.2.2. În mişcarea generală a unui solid rigid să se determine punctele 

pentru care: 
a) acceleraţia este perpendiculară pe axa instantanee a mişcării elicoidale; 

b) acceleraţia este paralelă cu axa instantanee a mişcării elicoidale; 

 
Soluţie: 

 
În conformitate cu (13.14), legea de distribuţie a acceleraţiilor la mişcarea 

generală a solidului rigid este: 

 

  ( )rraa ×ω×ω+×ε+= 0  .                                         (1) 

a) Pentru determinarea punctelor rigidului a căror acceleraţie este 

perpendiculară pe axa instantanee a mişcării elicoidale trebuie rezolvată 

ecuatia vectorială: 

 

( )[ ] .0,0 0 =ω⋅×ω×ω+×ε+=ω⋅ rraa                       (2) 

 

Efectuând produsele scalare în ecuaţia (2), se obţine:  
 

                                    ( ) ( )[ ] 00 =ω⋅×ω×ω+ω⋅×ε+ω⋅ rra .                           (3) 

 
Dar cum: 

                                                ( )[ ] ,0=ω⋅×ω×ω r  
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relaţia (3) devine:                                

        ( ) 00 =ω⋅×ε+ω⋅ ra  .                                            (4) 

 

Exprimând vectorii din relaţia (4) prin componentele lor carteziene, se obţine: 

 

( ) ( ) ( ) 0000 =ωε−ε+ωε−ε+ωε−ε+ω+ω+ω zyxyxzxzyzzyyxx xyzxyzaaa .   

(5) 
 

Ordonând ecuaţia scalară (5) dupa coocrdonatele x , y şi z şi introducând notaţiile:   
 

           
,

,,,

1000

111

dωaωaωa

cωεωεbωεωεaωεωε

zzyyxx

yxxyxzzxzyyz

=−+

=−=−=−
        (6) 

se ajunge la ecuaţia planului: 

.01111 =+++ dzcybxa                                           (7) 

 
În concluzie, la mişcarea generală a solidului rigid există o infinitate de 

puncte, toate cuprinse într-un plan a cărui ecuaţie este (7), care au acceleraţiile 

perpendiculare pe axa instantanee de rotaţie. 

 

b) Pentru determinarea punctelor unui rigid aflat în mişcare generală a căror 

acceleraţie este paralelă cu axa instantanee a mişcării elicoidale trebuie 
rezolvată ecuaţia vectorială: 

 

( )[ ] ,00 =ω××ω×ω+×ε+ rra                                  (8) 

respectiv,  

( ) ( )[ ] 00 =ω××ω×ω+ω××ε+ω× rra  .                        (9) 

 

Rezolvarea ecuaţiei vectoriale (9) se face impunând urmӑtoarele conditii: 

- originea O a sistemului mobil se alege în polul acceleraţilor, astfel cӑ 00 =a ; 

- axa Oz se alege după direcţia axei instantanee a mişcării elicoidale, astfel cӑ:  

 

kω=ω  .                                             (10) 

Exprimând vectorii cuprinşi în ecuaţia vectorială (9) prin componentele lor 

carteziene, se pot scrie succesiv expresiile: 
 



                [9] Ispas, V., Pop, A. F., 2009. 

 
505

jxiy

zyx

kji

r ω+ω−=ω=×ω 00                                             (11) 

( ) jyix

xy

kji

r
22

0

00 ω−ω−=

ωω−

ω=×ω×ω                                 (12)      

           

( )[ ] jxiyyx

kji

r
3322

00

0 ω+ω−=

ω

ω−ω−=ω××ω×ω                           (13)  

 

( ) ( ) ( )kxyjzxiyz

zyx

kji

r yxxzzyzyx ε−ε+ε−ε+ε−ε=εεε=×ε                (14)    

             

       

( ) ( ) ( )[ ] .εεεεω

ω00

εεεεεεωε jyzizxxyzxyz

kji

r zyxzyxxzzy −−−=−−−=×× (15)    

         

Introducând (11)÷(15) în ecuaţia (9) şi identificând coeficienţii versorilor, se obţine 
sistemul: 
 

                                            
.0

0

2

2

=++−

=+−−

zεyωxε

zεyεxω

xz

yz
              (16)   

   

Ecuaţiile sistemului (16) reprezintă ecuaţiile a două plane care intersectate 

conduc la o dreaptă. 

Astfel că, în mişcarea generală a solidului rigid există o infinitate de puncte, 

toate aparţinând unei drepte de ecuaţie (16), care au acceleraţiile paralele cu axa 

instantanee a mişcării elicoidale. 
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Se mentionează că, dreapta respectivă s-a determinat alegând originea O a 

sistemului mobil Oxyz în polul acceleraţiilor şi axa Oz suprapusă peste axa 

instantanee a mişcării elicoidale. 

 

 

 13.2.3. Să se arate că, în cazul mişcării generale a solidului rigid (fig. 13.5) 

proiecţiile vitezelor a două puncte pe dreapta care uneşte cele două puncte sunt 

egale. 

 

 Soluţie:  
 În conformitate cu legea de 
distribuţie a vitezelor din cazul mişcării 

generale a solidului rigid, exprimată prin 

relaţia (13.6), se poate scrie pentru 

punctele A şi B (fig 13.5) relaṭia: 

 

            ABvv AB ×ω+=  ,                (1) 

 

 
 

relaţie în care vectorul r  din expresia (13.6) este ABr = . 

 Notând cu u  versorul vectorului AB  şi înmulţind scalar relaṭia (1) cu u , se 

obţine: 

        ( ) .uABuvuv AB ⋅×ω+⋅=⋅                                    (2)   

                                                                                                 

În relaţia (2) produsul mixt ( ) ,0=⋅×ω uAB  deoarece vectorii AB  şi u  sunt 

coliniari, astfel cӑ 

uvuv AB ⋅=⋅ ,                                                   (3)                                                                                               

respectiv: 

vB cosβ = vA cosα ,                                                (4)                                                               

adică, proiecṭiile lor vor fi egale 

.BABAAB vprvpr =                                                (5) 

 

 13.2.4. Un semifabricat manipulat de către un robot industrial este raportat la 

un sistem de referinţă triortogonal Oxyz având originea într-un punct O aparţinând 

( )AAB vpr  
 

Av  
 

( )BAB vpr  
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Bv  

u

 α 

β 

Fig. 13.5 

AB  
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semifabricatului. Se ştie că, la un moment dat, vitezele a trei puncte O(0,0,0), 
A(1,1,0) şi B(1,1,1) (fig. 13.6) sunt:  

 

   ,320 kjiv −+= kjvA −= 3  şi .2 kjivB −+−=  
 

 Să se determine elementele torsorului de reducere cinematic în raport cu 

punctele axei instantanee a mişcării elicoidale ( ω , minv ), precum şi această axă. 

 

 Soluţie: 
  

 Elementele torsorului cinematic de reducere în raport cu punctele axei 

instantanee a mişcării elicoidale sunt: viteza unghiulară instantanee de rotaţie ω  şi 

viteza minimă minv , amândouă având direcţia axei instantanee. 

 În conformitate cu (13.6), componentele scalare carteziene ale vectorului 

viteză v  a unui punct aparţinând semifabricantului şi înregistrate faţă de sistemul 

de referinţă Oxyz au expresiile: 

                                                  yzvv zyoxx ω−ω+=
 
 

                                       zxvv xzoyy ω−ω+=                                             (1)                                                                                                     

                                                   .xωyωvv yxozz −+=
 

 

     
 

          În cazul punctelor A şi B, relaţiile (1) devin: 

y1 

O(0; 0; 0) 

A(1; 1; 0) 

C(1; 1/3; 13/6) 

B(1; 1; 1) 

D(0; 4/3;1/6) 

A.I.M.E. 

x 

y 

z 

x1 

z1 

(C) 

minv  

ω  

O1 

Fig. 13.6 
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        zzy ω−=ω−ω+=− 20,21               

                                zxz ω+=ω−ω= 13,2                                  

                            .31,31 yxyx ω−ω+−=−ω−ω−=−
                                       

(2)
   

Din (2) rezultă: 

,/rad1 sx =ω
 ,/rad1 sy −=ω

 
,/rad2 sz =ω  

.2kji +−=ω                     (3) 

 Modulul vitezei unghiulare instantanee ω , ţinând cont de (3), este: 

 

                               
./6222 sradzyx =ω+ω+ω=ω                                  (4)   

 Viteza minimă minv , având în vedere (13.10), se determină cu 

relaţia: minv = ,)( uv ω⋅ω  unde ωω= /u  este versorul axei instantanee a mişcării 

elicoidale, iar v  este viteza instantanee a unui punct aparţinând solidului rigid (de 

exemplu, viteza punctului A). Astfel, 

 

( ) ( )kjivv A 2)6/5(/ 2
min +−−=ωω⋅ω=   .                             (5)   

 Analizând (3) şi (5) se constată că ω  şi minv  sunt coliniari, dar de sens 

contrar. 

 Ecuaţia vectorială a axei instantanee a mişcării elicoidale (A.I.M.E.) este, 
conform cu (13.12): 

                                    ( ) ,/ 2
0 ωλ=ω×ω− vr                                            (6) 

iar sub formă scalară se obţine proiectând (6) pe axele sistemului de referinţă mobil 
Oxyz: 

.
222

z

oxyoyx

y

ozxoxz

x

oyzozy vv
z

vv
y

vv
x

ω
ω

ω−ω
−

=
ω

ω

ω−ω
−

=
ω

ω

ω−ω
−

              (7) 

 Introducând (3), (4) şi componentele vitezei 0v  în (7), rezultă relaţiile: 

 

x + y = 4/3,     2x – z = – 1/6.                                       (8)    
care reprezintă ecuaţiile axei instantanee a mişcării elicoidale. 
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13.2.5. Se consideră un solid rigid (C) în mişcarea cea mai generală, aceasta 
fiind studiată cu ajutorul unui sistem de referinţă fix O1x1y1z1 şi al unui sistem de 

referinţă mobil Oxyz, legat invariabil de rigidul în mişcare.   

Se cunosc la un moment dat, vitezele: ,230 jiv −= kjivA 442 −+=  şi  

kjivB 265 −+=  a trei puncte O(0, 0, 0),  A(2, 1, 1) şi B(2, 0, 2) aparţinând solidului 

rigid. Se cer să se determine elementele ω  şi minv  ale torsorului cinematic de 

reducere în raport cu punctele axei instantanee a mişcării elicoidale, precum şi 

ecuaţiile acestei axe (fig. 13.7). 

 

Soluţie: 

Elementele torsorului cinematic de reducere a vectorului viteză instantanee 
în raport cu punctele axei instantanee a mişcării elicoidale sunt viteza unghiulară 

instantanee ω  şi viteza minimă minv , suportul lor fiind această axă. 

Viteza unui punct oarecare aparţinând rigidului se determină cu relaţia: 

 

rvv ×ω+= 0  .                                                  (1) 

 
 

 

 

z 

y1 

x 

y 
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M (x, y, z) 
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O  
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minv
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Ar
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ω
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Fig. 13.7 
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Proiectând relaţia vectorială (1) pe axele sistemului de referinţă mobil, se obţin: 
 

xyvv

zxvv

yzvv

yxzz

xzyy

zyxx

ω−ω+=

ω−ω+=

ω−ω+=

0

0

0

                                              (2) 

Relaţiile scalare (2) aplicate pentru punctele A şi O, respectiv B şi O, devin: 

          

.20022104

22261224

02351132

⋅ω−⋅ω+=−⋅ω−⋅ω+=−

⋅ω−⋅ω+−=⋅ω−⋅ω+−=

⋅ω−⋅ω+=⋅ω−⋅ω+=

yxyx

xzxz

zyzy

                     (3) 

Rezolvând sistemul (3) în necunoscutele zyx ωωω ,, ,  rezultă:  

           
.22

,/2,/1,/2

kji

sradsradsrad zyx

++−=ω

=ω=ω−=ω
                     (4) 

Modulul vitezei unghiulare instantanee ω , luând în considerare (4),  este: 

./3222
sradzyx =ω+ω+ω=ω                                           (5) 

Viteza minimă minv  se determină cu relaţia (13.10) şi anume ,min u
v

v
ω

⋅ω
=

 

relaţie în care 
ω

ω
=u  este versorul axei instantanee a mişcării elicoidale, iar v  este 

viteza instantanee a unui punct aparţinând rigidului (de exemplu, viteza      

punctului A). Astfel, 

                       
( ) ( )kji

v
v A 22

9

424122
2min ++−

−⋅+⋅+⋅−
=ω

ω

⋅ω
=  

                                        
( ) .

9

8
22

9

8
min ω−=++−−= kjiv                                   (6) 

În conformitate cu (13.13), ecuaţia axei instantanee a mişcării elicoidale este: 
 

.
222

z

oxyoyx

y

ozxoxz

x

oyzozy vv
z

vv
y

vv
x

ω

ω

ω−ω
−

=
ω

ω

ω−ω
−

=
ω

ω

ω−ω
−

         

 (7) 

Introducând (4), (5) şi componentele vitezei 0v  în (7), rezultă:  

                                               
,

2
9

1

3

2

2
9

4
−

=−=
−

+ z

y

x

                                         (8) 

sistem din care se obṭine succcesiv: 
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.

9

11
2;

9

8
2 =−=+ zyyx                                         (9) 

Relaţiile (9) reprezintă ecuaţiile a două plane care prin intersecţie dau axa 

instantanee a mişcării elicoidale. 
 
13.2.6. În mişcarea generală a unui solid rigid să se arate că, există un punct 

a cărui acceleraţie este nulă. Distribuţia acceleraţiilor este aceeaşi ca şi cum solidul  

s-ar roti în jurul acestui punct cu viteza unghiulară ω  şi acceleraţia unghiulară 

ω=ε & .  

 

Soluţie: 

 Expresia acceleraţiei unui punct M ( )rOM =  aparţinând unui solid aflat în 

mişcare generală este, conform cu 13.15: 

 

              ( ) .0 rraa ×ω×ω+×ε+=                                         (1) 

 

 Dacă P este punctul de acceleraţie nulă, determinarea acestui punct 

presupune rezolvarea ecuaţiei vectoriale în necunoscuta Pr  scrisă sub forma:  

 

  ( ) .00 =×ω×ω+×ε+ PP rra                           (2) 

 

 Dacă se consideră vectorul Pr  descompus după vectorii necoplanari şi 

concurenţi ω , ε  şi ε×ω , expresia lui poate fi scrisă astfel: 

 

                 ε×ωλ+ελ+ωλ= 321Pr .                                          (3) 

Înlocuind Pr  în ecuaţia vectorială (2) şi proiectând această relaţie pe 

direcţiile vectorilor  ω , ε  şi ε×ω , se obţine sistemul: 
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( )

( )

.3
03

2
1

2
032

2

1
03

2
2

a

a

a

−=λω+λ

−=λε⋅ω+λω

−=λε+λε⋅ω

                   (4) 

 

 În sistemul (4) 2
0

1
0 , aa  şi 3

0a  sunt scalarii rezultaţi din descompunerea 

vectorului 0a  după direcţiile vectorilor ω , ε  şi ε×ω . 

 Sistemul (4) este un sistem liniar neomogen în necunoscutele 321 ,, λλλ . 

 Pentru ca sistemul (4) să fie compatibil, trebuie ca determinantul 
coeficienţilor necunoscutelor să fie diferit de zero: 

 

                    ( ) ( ) 0

01

0

0
2222

2

2

2

≠ε×ω−=εω−ε⋅ω=

ω

ε⋅ωω

εε⋅ω

=∆                       (5) 

 

 Întrucât, la mişcarea generală viteza unghiulară ω  variază ca modul şi 

direcţie, acceleraţia unghiulară ε  nu poate fi coliniară cu ω . Astfel, determinantul 

∆  este diferit de zero şi în consecinţă, sistemul (4) este compatibil având o soluţie 

unică dată de valorile necunoscutelor scalare 321 ,, λλλ . Introducând aceste valori 

în (3), se obţine vectorul de poziţie Pr  al punctului P a cărui acceleraţie instantanee 

este nulă. 

 Raportând distribuţia de acceleraţii din cazul mişcării generale la punctul P 

de acceleraţie nulă, punct numit pol al acceleraţiilor, se obţine o distribuţie de 

acceleraţii specifică mişcării sferice, ca şi când rigidul ar avea ca punct fix polul 

acceleraţiilor. 

Acceleraţia unui punct oarecare M al rigidului se poate exprima în acest caz astfel: 

 

       ( )PMPMa ×ω×ω+×ε= .                                         (6) 
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13.3 Probleme propuse 
 

13.3.1. Să se determine sistemul de ecuaţii scalare din care se deduc la un 

moment dat coordonatele x, y şi z ale polului acceleraţiilor în cazul mişcării 
generale a solidului rigid. 

 

Răspuns: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) zyxxyzyxz

yxzyxzzyx

xyxzzyxzy

azωωyεωωxεωω

azεωωyωωxεωω

azεωωyεωωxωω

0
22

0
22

0
22

=+++−−−

=−−+++−

=+−−−+

  

 
13.3.2. Să se determine locul geometric al punctelor aparţinând unui rigid în 

mişcare generală pentru care acceleraţia este perpendiculară pe axa instantanee a 
mişcării elicoidale (fig. 13.8). 

 

 
Răspuns:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0000 =ω+ω+ω+ωε−ωε+ωε−ωε+ωε−ωε zyxyxxyxzzxzyyz zyx
aaazyx  

 
13.3.3. Să se determine locul geometric al punctelor aparţinând unui solid 

rigid în mişcare generală pentru care acceleraţia este paralelă cu axa instantanee a 

mişcării elicoidale. Se presupune că, axa Oz a sistemului Oxyz coincide cu suportul 

vitezei unghiulare ω  (fig. 13.9.) 
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Răspuns:

 







=ε+ω−ε

=ε−ε+ω

.0

0
2

2

zyx

zyx

xz

yz

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
13.3.4. Se presupune un solid rigid aflat în mişcare generală la care se 

cunosc la un moment dat parametrii cinematici: εω,,0a  . Să se determine locul 

geometric al punctelor rigidului care la momentul considerat au acceleraţiile 
perpendiculare pe suportul vectorului acceleraţie unghiulară. 

 
Răspuns:   Ecuaţia locului geometric devine: 

 

                             ( )( ) 02
0 =ε⋅ω−ε⋅ω⋅ω+ε⋅ rra . 

 
 

13.3.5. În cazul unui solid rigid care efectuează o mişcare generală, să se 

determine locul geometric al punctelor rigidului care au acceleraţia a  paralelă cu 

vectorul acceleraţie unghiulară ε . Determinarea respectivului loc geometric se va 

face în ipoteza ca axa Oz a sistemului de referinţă mobil solidar cu rigidul, este 

suprapusă peste suportul vectorului ε . 

 
Răspuns:   Locul geometric este o dreaptă de ecuaţii: 

( ) ( )
( ) ( ) 0

0

0
22

0
22

=−−−++

=−++−+

xxzyxzy

yzyxzyx

azωωyωωεxωω

azωωyωωxωωε
   .   

i

 

j

 

ω

 

k

 

a
 

ω

 

x 

y 

z 

M(x, y, z) 

r
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y 
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Fig. 13.9 
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B. MIŞCAREA ÎN RAPORT CU UN SISTEM 
DE REFERINŢĂ MOBIL 

 
14. MIŞCAREA RELATIVĂ [9] 
 
  14.1 Mişcarea relativă a punctului 
 
   14.1.1 Consideraţii teoretice 
 
       14.1.1.1 Introducere. Definiţii 
 
 În capitolele precedente s-a analizat mişcarea unui punct material şi a unui 
solid rigid în raport cu un sistem de referinţă presupus fix. În tehnică se întâlnesc 
frecvent cazuri în care mişcarea trebuie raportată la un sistem de referinţă care se 

află în mişcare faţă de un sistem fix. În aceste cazuri, se pune problema să se 
determine parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea punctului sau a 

solidului rigid în raport cu sistemul de referinţă fix, atunci când se cunosc 
parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea punctului sau a rigidului în raport 
cu sistemul de referinţă mobil şi parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea 
sistemului de referinţă mobil în raport cu sistemul fix. Astfel, se analizează 
mişcarea relativă a unui punct material sau a unui solid rigid.  

 În cadrul mişcării relative a punctului intervin următoarele noţiuni 
importante:  

a) mişcarea absolută care este mişcarea punctului în raport cu sistemul de 
referinţă fix. În această mişcare traiectoria, viteza şi acceleraţia punctului se 

numesc traiectorie, viteză şi acceleraţie absolută ( )aaa av ,,Γ ; 

b) mişcarea relativă definită ca mişcarea punctului în raport cu sistemul de 
referinţă mobil. În această mişcare traiectoria, viteza şi acceleraţia punctului se 
numesc traiectorie, viteză şi acceleraţie relativă ( )rrr av ,,Γ ; 

c) mişcarea de transport este mişcarea punctului legat invariabil de sistemul 
de referinţă mobil în raport cu sistemul de referinţă fix, care în momentul respectiv 
coincide cu punctul a cărui mişcare se studiază. De fapt, această mişcare îi rămâne 

punctului după suspendarea mişcării relative. În această mişcare traiectoria, viteza 
şi acceleraţia punctului se numesc traiectorie, viteză şi acceleraţie de transport 

( )ttt av ,,Γ .  

 Fie M un punct în mişcare şi trei sisteme carteziene de referinţă, respectiv 
sistemul fix , sistemul mobil Oxyz care efectuează o mişcare generală 
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oarecare şi sistemul mobil ,zyOx ,,, care efectuează o mişcare de translaţie astfel 
încât, axele sale rămân permanent paralele cu axele sistemului fix (fig. 14.1).  
 

 
 

  
 În studiul ce urmează se notează: 

),,( zyxr  – vectorul de poziţie al punctului M în raport cu originea O a sistemului 

de referinţă mobil; 

( )10101010 ,, zyxr   – vectorul de poziţie al punctului O în raport cu originea O1 a 

sistemului de referinţă fix; 

( )1111 ,, zyxr   – vectorul de poziţie al punctului M în raport cu originea O1 a 

sistemului de referinţă fix; 

( )3,2,1,, =γβα iiii   – cosinusurile directoare ale axelor sistemului mobil în raport 

cu axele sistemului fix; 
ψ, φ, θ  – unghiurile lui Euler corespunzătoare sistemelor carteziene Oxyz şi O1x1y1z1; 

 
N  – punctul solidar legat de sistemul mobil Oxyz, care coincide cu punctul M la 

momentul considerat (t). 

 
Fig. 14.1 
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Între vectorii de poziţie 101 ,rr  şi r , conform figurii 14.1, există relaţia: 

,101 rrr +=                                                         (14.1)  

Relaṭia (14.1) proiectată pe axele sistemului cartezian fix O1x1y1z1  conduce la:  

                                     ,321101 zyxxx α+α+α+=     

                                      ,321101 zyxyy β+β+β+=                                          (14.2) 

                                      .321101 zyxzz γ+γ+γ+=  
 
 Se presupune că, se cunosc ecuaţiile parametrice ale mişcării relative a 

punctului M: 

x = x(t) ;   y = y(t) ;  z = z(t)  ,                                        (14.3) 

                               
precum şi ecuaţiile parametrice ale mişcării de transport a sistemului mobil Oxyz: 
 

( )txx 1010 = ;  ( )tyy 1010 = ;  ( )tzz 1010 =                                  (14.4)  

                ψ= ψ(t); φ = φ(t);  θ = θ(t).  

 

 În conformitate cu relaţiile (14.3) stabilite în paragraful 14.1.1, se pot 

exprima cosinusurile directoare ( )3,2,1,, =γβα iiii  ale axelor sistemului de 

referinţă mobil Oxyz în raport cu sistemul de referinţă fix O1x1y1z1 în funcţie de 

unghiurile lui Euler. Introducând ecuaţiile funcţie de timp ψ(t), φ(t), θ(t) din (14.4) 

în relaţiile (14.3), se obţin funcţiile de timp ),3,2,1(),();();( =γβα ittt iii  care 

împreună cu funcţiile de timp x10(t), y10(t), z10(t) din relaţiile (14.4) şi x(t), y(t), z(t) 

din (14.3), se înlocuiesc în (14.2) pentru ca, în final, sӑ se obţinӑ ecuaţiile 

parametrice ale mişcării absolute ale punctului M:    

    

     x1=x1(t);  y1=y1(t);  z1=z1(t) .                                      (14.5)  

 

 Relaţiile (14.2), respectiv (14.3), în ipoteza că x = const., y = const.,               

z = const. reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei punctului N presupus a fi 

legat invariabil de sistemul de referinţă mobil şi care coincide la momentul 

respectiv cu punctul M, deci sunt ecuaţiile parametrice ale traiectoriei de transport 

(Γt ). 
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 14.1.1.2 Compunerea vitezelor 

 

 În figura 14.1 s-a reprezentat punctul caracteristic M şi cele două sisteme de 
referinţă carteziene, respectiv O1x1y1z1 şi Oxyz. Câmpul vitezelor corespunzătoare 
mişcării de transport este determinat prin viteza 0v  a polului de referinţă mobil şi 

caracterizează mişcarea de translaţie, precum şi prin vectorul viteză unghiulară ω , care 
caracterizeză componenta de rotaţie a mişcării de transport. 
 Legea de compunere a vitezelor în cazul mişcării relative a punctului se 
obţine prin derivarea relaţiei vectoriale (14.1) în raport cu timpul, având în vedere că: 
 

 .kzjyixr ++=                                               (14.6)  

 Derivata vectorului de poziţie ,r  provenind din variaţia acestuia faţă de 
reperul fix O1x1y1z1, are expresia: 
 

.
t

r
r

dt

rd

∂

∂
+×ω=                                              (14.7)  

 Primul membru din relaţia (14.7) reprezintă derivată totală în raport cu 
timpul a vectorului r  şi se numeşte derivată absolută, în timp ce ultimul termen 

notat cu ,kzjyix
t

r
&&& ++=

∂

∂
 poartă numele de derivată locală sau derivată relativă 

a vectorului r .  Se poate spune cӑ, 

                                                   
exprimă viteza absolută a punctului M , în ipoteza că polul O ar fi fix ṣi, deci, sistemul 
Oxyz ar executa, în acest caz, numai componenta de rotaţie a mişcării de transport cu 
viteza unghiulară ω . 
 În urma derivării relaţiei (14.1), se obţine: 
 

                                              .0
t

r
rωvva

∂

∂
+×+=                                          (14.8)  

 În relaţia (14.8) vectorii tvrωv =×+0  reprezintă viteza de transport a 

punctului N, iar rv
t

r
=

∂

∂
 reprezintă viteza relativă a punctului M. 

 Astfel, relaţia (14.8) de compunere a vitezelor în cadrul mişcării relative a 
punctului poate fi scrisă sub forma: 
 

tra vvv +=   .                                          (14.9) 
 Conform cu (14.9), în mişcarea relativă a punctului material viteza absolută 

a unui punct material este egală cu suma vectorială dintre viteza relativă şi viteza 

de transport. 
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 14.1.1.3 Compunerea acceleraţiilor 

 În figura 14.2 s-au notat cu εω ,,, 00 av  parametrii cinematici ce definesc 

câmpul vitezelor şi al acceleraţiilor corespunzătoare mişcării de transport a 

sistemului Oxyz. 

 Dacă se derivează vectorial în raport cu timpul relaţia (14.8) şi se ţine seama 

că vectorii r  şi 
t

r

∂

∂
 sunt variabili ca modul şi direcţie, deci li se aplică regula de 

derivare (14.7), se obţine: 

( ) .202

2

t

r
ωrωωrεa

t

r
aa

∂

∂
×+××+×++

∂

∂
=

    
                      (14.10)   

În relaţia (14.10), vectorul ra
t

r
=

∂

∂
2

2

 - reprezintă derivata locală (relativă) a 

vectorului viteză relativă rv , deci este acceleraţia relativă a punctului M; 

- expresia vectorială: 

( ) tarra =×ω×ω+×ε+0                                        (14.11) 

reprezintă acceleraţia punctului N legat invariabil de sistemul de referinţă mobil şi 
care coincide la momentul considerat cu punctul M, deci este acceleraţia de 

transport; 
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- expresia vectorială (14.12) poartă numele de acceleraţie complementară sau 
acceleraţie Coriolis. 

         
cr av

t

r
=×ω=

∂

∂
×ω 22 .                                    (14.12)     

 
 Cu aceste precizări relaţia (14.10) ajunge la forma: 
 

.ctra aaaa ++=                                             (14.13) 

 
 Conform cu (14.13), acceleraţia absolută a unui punct este egală cu suma 

vectorială dintre acceleraţia relativă, acceleraţia de transport şi acceleraţia 

Coriolis. Expresia (14.13) reprezentată grafic în figura 14.2 reprezintă teorema lui 

Coriolis sau legea de compunere a acceleraţiilor în mişcarea relativă a punctului. 

 
 Acceleraţia Coriolis are, conform cu (14.12), direcţia perpendiculară pe 

planul format de vectorii ω  şi rv , sensul dat de regula produsului vectorial, iar 

modulul: 

                                        .                                 (14.14)    

 De menṭionat că, acceleraţia complementară ca se anulează în trei cazuri: 

a) ω  = 0 -   În acest caz mişcarea de transport a sistemului mobil Oxyz se reduce la 

                  o mişcare de translaţie. 

b) rv  = 0 -   În acest caz, punctul M este invariabil legat de sistemul  Oxyz, deci nu 

                  există mişcare relativă. 

c) ω  = λ rv   -  În acest caz viteza relativă este paralelă cu vectorul viteză unghiulară ω . 

 
 

  14.2 MIŞCAREA RELATIVĂ A SOLIDULUI RIGID 
 

   14.2.1 Consideraţii teoretice 

 În cadrul cinematicii rigidului s-a studiat mişcarea solidului rigid în raport cu 
un sistem de referinţă fix, analizând distribuţia de viteze şi acceleraţii pentru 
mişcările particulare şi generală a rigidului. În cele ce urmează se analizează 
mişcarea solidului rigid raportat la un sistem de referinţă mobil. 
 Fie T0 un sistem de referinţă considerat fix şi T1,T2, ...Tn, sunt ”n” sisteme de 
referinţă mobile dintre care sistemul Tn este solidar cu solidul rigid (C). Cunoscând 
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mişcarea solidului rigid în raport cu sistemul de referinţă mobil Tn-1, precum şi 
mişcările sistemele de referinţă mobile: Tn-1 faţă de Tn-2, Tn-2 faţă de Tn-3, ..., T1 faţă 
de T0, se cer să se determine legile de compunere a vitezelor şi acceleraţiilor ale 
solidului rigid în raport cu sistemul de referinţă presupus fix. 
  
 Pentru a determina legile de compunere a vitezelor şi acceleraţiilor în cadrul 
mişcării relative a solidului rigid, se va trata la început cazul când există numai 
două sisteme de referinţă mobile şi unul fix, urmând apoi a se generaliza rezultatele 

pentru cazul a “n” sisteme de referinţă. 
  

 În figura 14.3 a fost reprezentat rigidul (C) care execută o mişcare generală 
şi trei sisteme de referinţă carteziene: sistemul fix T0(O0 x0 y0 z0), sistemul          
T1(O1 x1 y1 z1) care execută o mişcare generală independentă de mişcarea solidului 
rigid şi sistemul mobil T2(O2x2 y2 z2) legat invariabil de rigidul (C). 

 S-au notat prin ( )1010 , ωv , respectiv ( )1010 , εa , parametrii cinematici care 

determină câmpul vitezelor şi al acceleraţiilor în cazul mişcării de transport a 

sistemului (T1) faţă de sistemul (T0) şi cu ( )2121 , ωv , respectiv ( )2121 , εa , parametrii 

cinematici care determină câmpul vitezelor şi al acceleraţiilor în cazul mişcării 

relative generale a reperului (T2) şi al rigidului (C) faţă de sistemul (T1).  
  

 Fie 2r  vectorul de poziţie al unui punct M al rigidului în raport cu originea 

O2 a sistemului (T2) şi 1r  vectorul de poziţie al unui punct N legat invariabil de 

sistemul de referinţă mobil (T1), care coincide cu punctul M la momentul considerat 
(t), în raport cu originea O1 a sistemului de referinţă (T1). 
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 14.2.2 Compunerea vitezelor 

 Solidul rigid (C), materializat printr-un obiect manipulat de către un robot, 
execută o mişcare relativă generală în raport cu sistemul (T1), caracterizată de 

vectorii 21v , 21ω , prin prisma vitezelor, astfel încât viteza relativă a punctului M 

aparţinând rigidului, în baza relaţiei (14.6), are expresia: 
 

22121 rvvr ×ω+=  .                                         (14.15) 

 
 Considerând punctul N legat invariabil de sistemul (T1), care coincide la 

momentul (t) cu punctul M, viteza de transport tv  a punctului N provenită din 

mişcarea generală de transport a sistemului (T1) faţă de sistemul (T0), are conform 
cu (14.6), expresia: 

.11010 rvv t ×ω+=                                              (14.16) 

 

                
 Folosind legea de compunere a vitezelor (14.9) din cazul mişcării relative a 

punctului, rezultӑ legea de compunere a vitezelor în mişcarea absolută a rigidului 

faţă de reperul fix (T0), 

2211102110 rrvvva ×ω+×ω++=                              (14.17) 

 

.
2

1
1,

2

1
1,  ×+=

=
−

=
−

i
iii

i
iia rωvv                               (14.18) 
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 Relaţia vitezelor (14.18) poate fi generalizată pentru cazul unui număr de n 

sisteme mobile (Ti) (i=1, 2,… n), dintre care sistemul (Tn) este solidar legat de 

solidul rigid (C) (fig. 14.4). În figură se notează cu ( )1,1, , −− ω iiiiv  parametrii 

cinematici ce caracterizează distribuţia vitezelor în cazul mişcării sistemului (Ti) faţă de 

sistemul (Ti-1) (i=1, 2, ..., n). Viteza relativă a punctului M aparţinând rigidului (C), 

conform cu (14.6), provenită din mişcarea generală a rigidului faţă de sistemul      

(Tn-1), are expresia: 

.1,1, nnnnnr rvv ×ω+= −−                            (14.19) 

 Exprimând viteza faţă de sistemul de referinţă fix (T0) a unui punct N solidar 

legat de sistemul de referinţă (Tn-1), care în momentul considerat (t) coincide cu 

punctul M, se obţine legea de distribuţie a vitezelor de transport.  

            
  
 Această lege de distribuţie ar reprezenta viteza absolută a punctului M în 
cazul existenţei unui număr de “n–1” sisteme mobile (Ti) (i=1, 2, 3, ..., n-1), astfel 
că, în baza relaţiei (14.18), se poate scrie: 
 

2,1 −−ω nn  

 O1 

QQi  
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 x1 
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1r  
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.
1

1
1,

1

1
1,  ×ω+=

−

=
−

−

=
−

n

i
iii

n

i
iit rvv                                  (14.20) 

 
 Introducând (14.19) şi (14.20) în (14.9), se obţine legea de compunere a 

vitezelor în cazul mişcării relative a solidului rigid (C): 

 

,
1

1,
1

1,  ×+=
=

−
=

−

n

i
iii

n

i
iia rωvv                                (14.21) 

relaṭie care exprimă viteza absolută a unui punct oarecare M aparţinând rigidului. 
 Utilizând relaţia vectorială (14.7) se poate determina viteza unghiulară 

absolută naω  a rigidului (C) faţă de sistemul fix (T0). Astfel, se poate scrie: 

                        =naω 
=

−

n

i
iiω

1
1, .                                          (14.22) 

 
 Conform cu (14.22), viteza unghiulară absolută rezultată din mişcarea 
rigidului faţă de sistemul fix, este suma vectorială a vitezelor unghiulare relative 

ale mişcărilor componente. 

 
 
 14.2.3 Compunerea acceleraţiilor 

 

 În figura 14.3 s-au notat cu ( )212121 ,, εωa  parametrii cinematici care 

determină câmpul acceleraţiilor în cazul mişcării generale relative a sistemului 
(T2) şi a rigidului faţă de reperul (T1). 

 Acceleraţia relativă ra  a punctului M aparţinând rigidului (C), în baza 

relaţiei (14.14), are expresia: 
 

( )2212122121 rraar ×ω×ω+×ε+=   .                       (14.23) 

 De asemenea, în figura 14.3 s-au notat cu ( )101010 ,, εωa  parametrii 

cinematici care determină câmpul acceleraţiilor în cazul mişcării de transport a 
sistemului (T1) faţă de sistemul (T0). 

 Acceleraţia de transport ta  a punctului N solidar cu sistemul (T1), provenită 

din mişcarea generală de transport a acestuia faţă de sistemul (T0) are, în baza 
aceleiaşi relaţii (14.14), expresia:                
            

      ( )1101011010 rraa t ×ω×ω+×ε+= .                              (14.24) 
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Acceleraţia complementară Coriolis, în baza relaţiilor (14.12) şi (14.15), are 
expresia: 

             ( )22121102 rvac ×ω+×ω= .                    (14.25) 

 Folosind legea de compunere a acceleraţiilor (14.13) din cazul mişcării 
relative a punctului, rezultă legea de compunere a acceleraţiilor în mişcarea 
absolută a rigidului faţă de sistemul fix (T0): 

 

        

( )
( ) ( )221211022121

110102211102110

2 rvr

rrraaaa

×ω+×ω+×ω×ω+

+×ω×ω+×ε+×ε++=
               (14.26) 

sau, sub o formă generală: 
 

( ) ( )[ ] ×ω+×ω+×ω×ω+×ε+=
=

−−−−−−−−

2

1
1,1,2,11,1,1,1, 2

i
iiiiiiiiiiiiiiiiia rvrraa  .  (14.27)  

 

 Relaţia de compunere a acceleraţiilor (14.27) poate fi generalizată pentru 

cazul a “n” sisteme mobile (Ti ) (i=1, 2, …, n), dintre care ultimul (Tn) este solidar 

legat de rigidul (C), aflat în mişcare generală (fig. 14.4). Se notează cu 

1,,1,1, , −−− εω iiiiiia  parametrii cinematici care determină câmpul acceleraţiilor în 

cazul mişcării sistemului (Ti) faţă de sistemul (Ti–1). Acceleraţia relativă a punctului 

M aparţinând rigidului (C), provenită din mişcarea acestuia faţă de sistemul (Tn–1) 

are, conform cu (14.14), expresia: 

 

 ( )nnnnnnnnnnr rraa ×ω×ω+×ε+= −−−− 1,1,1,1, .                       (14.28) 

 Acceleraţia de transport ta  a punctului N, solidar legat de sistemul ( )1−nT , 

provenită din mişcarea de transport a acestuia faţă de sistemul ( )0T , se scrie, în 

baza relaţiei (14.14), astfel: 

 

( )[ ] ( ).2
1

1

2

1

1

1
1,1,1,1,1,1,1,   ×ω+×ω+×ω×ω+×ε+=

−

=

−

=

−

+=
−−−−−−−

n

i

n

j

n

ji
iiiiijjiiiiiiiiiit rvrraa

 
(14.29)  

Această lege de distribuţie a acceleraţiilor ar reprezenta acceleraţia absolută a punctului 

M în cazul existenţei unui număr de “n –1” sisteme mobile (Ti ) (i=1, 2, …, n–1). 
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Acceleraţia complementară Coriolis are, în baza relaţiilor (14.12) şi (14.19), 

expresia: 

              ( )nnnnn

n

j
jjc rva ×ω+×







ω= −−

−

=
− 1,1,

1

1
1,2 .                             (14.30) 

 În relaţia (14.30) viteza unghiulară de transport ,itω  corespunzătoare 

componentei de rotaţie a mişcării sistemului (Ti–1) faţă de sistemul (T0 ), are expresia: 

 

      ω=ω
−

=
−

1

1
1,

i

j
jjit  (i=1,2,…,n).                      (14.31) 

 Introducând (14.28), (14.29) şi (14.30) în relaţia de compunere a 

acceleraţiilor (14.13), se obţine legea de compunere a acceleraţiilor în cazul 

mişcării relative a solidului rigid: 

 

        

(14.32) 

 Acceleraţia unghiulară naε  corespunzătoare componentei de rotaţie a 

mişcării absolute a solidului rigid (C) şi a sistemului ( )nT  faţă de sistemul ( )0T , se 

obţine derivând în raport cu timpul expresia (14.22) a vitezei unghiulare naω , 

corespunzătoare aceleiaşi mişcări absolute. Astfel, 

 

               ×+=
−

= +=
−−

=
−

1

1 1
1,1,

1
1,

n

j

n

ji
iijj

n

i
iina ωωεε .                (14.33) 

 Expresia (14.33) arată că, acceleraţia unghiulară absolută se obţine prin 

însumarea acceleraţiilor unghiulare relative cu o acceleraţie complementară, ea 

fiind egală cu suma produselor vectoriale dintre vitezele unghiulare astfel ca 

primul factor să aibă indice inferior factorului al doilea. 

 Relaţiile (14.22), (14.32) şi (14.33) exprimă parametrii cinematici ce 

caracterizează distribuţia de acceleraţii în cazul mişcării absolute a unui rigid. 
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  14.3 Probleme rezolvate [9] 
 
 14.3.1. Un punct M descrie dreapa (Δ) cu viteza constantă c, în timp ce 

dreapta (Δ) se roteşte în planul său în jurul capătului O cu viteza unghiulară 
constantă ω0 (fig. 14.5). Să se determine traiectoria, viteza şi acceleraţia punctului 

M într-o poziţie oarecare, precum şi raza de curbură a traiectoriei. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Soluţie: 
  

a) Traiectoria punctului M 
 În conformitate cu enunţul problemei, se poate scrie: 

         .crvr == &                                                           (1) 

 Integrând (1), se obţine: 

      r = ct + C1  .                               (2) 

Pentru condiţii iniţiale nule, adică t0 = 0, r0 = 0,  rezultă constanta de integrare nulă          

C = 0. 

Astfel, coordonatele polare ale punctului M sunt: 

 
     r = ct, θ = ω0t  .                                                      (3) 

 
 Eliminând parametrul (t) din (3), se obţine ecuaţia polară a traiectoriei: 

                                                     
θ

ω0

c
r =  ,                                                         (4) 

care este ecuaṭia spiralei lui Arhimede. 
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b) Viteza absolută a punctului M 

 În conformitate cu (14.5), viteza absolută a punctului M este: 

  

.tra vvv +=                                                      (5) 
 

În relaţia (5) se pot face următoarele precizări, urmărind figura 14.11 şi enunţul 

problemei: 

,cvr =  .,sincos 1010 cvjtωcitωcv rr =+=                         (6) 

 

Viteza tv  de transport este viteza rezultată din mişcarea de rotaţie împreună cu 
bara, a unui punct (N ) aparţinând barei şi care la momentul (t) coincide cu punctul 

M, mişcare efectuată cu viteza unghiulară 0ω . Se poate scrie astfel: 

 

tν  = ,0 rω   .cossin 100100 jtritrv t ωω+ωω−=                        (7) 

 
Având în vedere (6) şi (7), relaţia (5) devine: 

 

( ) ,cossin)sincos( 10001000 jtωrωtωcitωrωtωcva ++−=               (8) 

din care se obţine modulul vitezei absolute, având în vedere că, tr vv ⊥  
 

.1 222
0

2 θcrωcva +=+=                                       (9) 

 
 

c) Acceleraţia absolută a punctului M 
 
 În conformitate cu (14.13), se poate scrie: 

 

.ctra aaaa ++=                                              (10) 

 
În relaţia (1) se fac următoarele precizări: 

 

    0== rr va &  ( .ctcvr == )  

           
τν += ttt aaa ,  rat

2
0ω=ν

, 

ν
ta - are sensul de la  ,  spre MO1M, 1MO ׀׀

 

 

r 
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          ,0=ε=τ
rat     00 =ω=ε &                                                 (11) 

  ,),sin(cos 2
010100 rajtitra tt ω=ω+ωω−=      

           .2),cossin(22 0101000 cajtitcva crc ω=ω+ω−ω=×ω=  
 

Având în vedere (10) şi (11), acceleraţia absolută a punctului M are expresia: 

 

( ) 1000010000 )cos2sin(sin2cos jtωctωrωωitωctωrωωaa +−++−=  
 

.4 222
00

22 crωωaaa cta +=+=                                      (12) 

 
 

d) Raza de curbură a traiectoriei 
 

1.  Prima metodă 

 Se cunoaşte din geometrie analitică expresia: 

 

( )
.

1111

2
32

1
2
1

xyyx

yx

&&&&&&

&&

−

+
=ρ                                                 (13) 

 
 Urmărind figura 14.5 şi relaţiile (3), se pot scrie ecuaţiile carteziene 

parametrice ale traiectoriei absolute a punctului M şi anume: 

 

tctx 01 cos ω= ,    .sin 01 tcty ω=                                    (14) 

 
 Derivând de două ori în raport cu timpul relaţiile (14), se obţin: 

 

              ,cossin,sincos 00010001 ttctcyttctcx ωω+ω=ωω−ω= &&
 

 

      ( .sincos2,)cossin2 0
2
00010

2
0001 tcttcytcttcx ωω−ωω=ωω+ωω−= &&&&

  (15)    
                                            

Introducând (15) în (13), se obţine raza de curbură a traiectoriei: 

 

( )
( ).2 22

0
2

0

2
3

22
0

2

rc

rc

ω+ω

ω+
=ρ                                                   (16) 
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 2.  Metoda a doua 

 Mişcarea absolută a punctului M fiind o mişcare curbilinie, se poate scrie 
acceleraţia absolută a punctului prin componentele sale intrinseci. Astfel, 

,τa
ν
aa aaa +=  .,

2

a
τ
a

aυ
a va

ρ

v
a &==                               (17) 

 Având în vedere (17), raza de curbură a traiectoriei absolute a punctului M este: 

.

va

v

a

v

2
a

2
a

2
a

a

2
a

&−
==

υ
ρ                                               (18) 

Derivând în raport cu timpul relaţia (9) şi avînd în vedere (9) şi (12), relaţia (18) 
devine: 

       

( )
( )

.
ω2ω

ω
ρ

22
0

2
0

2
3

22
0

2

rc

rc

+

+
=

   (19)                      

 

 
 14.3.2. Să se studieze mişcarea unui punct pe o dreaptă (Δ) care trece prin 
originea O1 a sistemului cartezian fix O1x1y1z1. Dreapta (Δ) se roteşte în acelaşi 
timp în jurul punctului O1. Să se determine expresiile vitezei şi acceleraţiei 
punctului M (fig. 14.6). 
 
 Soluţie: 
- Mişcarea relativă este mişcarea punctului M pe dreapta (Δ).  
- Mişcarea de transport este mişcarea de rotaţie cu axa (Δ) a unui punct N 

aparţinând dreptei (Δ), care coincide cu punctul M la un moment dat. Prin 
compunerea celor două mişcări se obţine mişcarea absolută. 
 
a) Viteza absolută a punctului. 
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Conform cu (14.9), viteza absolută a punctului M este: 

.tra vvv +=                                                                (1) 

În relaţia (1) se pot face precizările următoare: 

.,, 222 θrrvθrvrv atr
&&&& +===                                            (2) 

 

b) Acceleraţia absolută a punctului. 

 Acceleraţia absolută a punctului se obţine, conform cu (14.13), din relaţia: 

 

.ctra aaaa ++=                                                 (3) 

 În relaţia (3) se fac următoarele precizări: 

,rar
&&=  ,ντ += ttt aaa  ν

ta 1|| MO , are sensul de la M spre O1, 2θ=υ &rat  

            ,θ=τ &&rat  ,2 rc va ×ω=  θ2ω2 &&rva rC == .                                     (4) 

Alegând sistemele de referinţă, fix O1x1y1 şi mobil Mxy ca în figură, se poate scrie: 

 

            
,2,, 2 θrθraaaθrraaajaiaa c

τ
tay

ν
traxayaxa

&&&&&&& +=+=−=−=+=
 

( ) ( ) .2
222 θrθrθrraa

&&&&&&& ++−=                                               (5) 

 Analizând relaţiile (2) şi (5), se observă că 
rv  şi tv  au expresiile 

componentelor polare ρv  şi nv  ale vitezei punctului M, în timp ce axa  şi aya  au 

expresiile componentelor polare ρa
 
şi na  ale acceleraţiei punctului M. 

 

14.3.3. Un punct M descrie cu o mişcare uniformă cu viteza unghiulară 0ω , 

periferia unui cerc de rază r, în acelaşi timp centrul cercului descrie o dreaptă 

perpendiculară pe planul cercului cu viteza constantă u  (fig. 14.7). Se cer să se 

determine traiectoria, viteza şi acceleraţia absolută a punctului, precum şi raza de 

curbură a traiectoriei. 
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 Soluţie: 
Traiectoria absolută a punctului M 

este o elice cilindrică dată de 
ecuaţiile parametrice: 

;tcosrx 01 ω=
    

;tsinry 01 ω=     

.utz1 =                      (1)         

Mişcarea relativă este mişcarea 
punctului M, pe cercul de rază r. 

Mişcarea pe verticală cu viteza u  a 

punctului M, presupus imobilizat 

pe cerc la un moment dat, 
reprezintă mişcarea de transport. 

Viteza absoluta este, conform cu 
(14.9): 

 

                                               tra vvv +=  .                                                     (2) 

În relaţia (2): 

                rvOMv rr ,, 0ω=⊥ ,)cossin( 10100 jtitrvr ω+ω−ω=             

                        .uvt =                                           (3) 

Astfel: ,cossin 1100100 kujtωrωitωrωva ++−=                        (4) 
respectiv: 

.222
0 urωva +=

 
 Acceleraţia absolută, conform cu (14.13), este: 

 

      Ctra aaaa ++=  .                                           (5) 

În relaţia (5) se fac următoarele precizări: 
ντ += rrr aaa ,                         ,  ( 000 =ω=ε & ) 

||ν
ra ,MO

  
)sin(cos 1010

2
0 jtωitωrωa

ν
r +−=                              (6) 

 

          
,0=== uva tt &&
                                                   (7) 

02 =×ω= rc va                                                    (8) 
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pentru că mişcarea de transport este o mişcare rectilinie ( 00 =ω ). 

Introducând (6), (7) şi (8) în (5), rezultă: 

 

( ) .;sincos 2
01010

2
0 rωajtωitωrωa aa =+−=                             (9) 

 
Pentru determinarea razei de curbură ρ se scriu următoarele relaţii: 
 

.,,,
222

ρ

v
avaaaaaaa aν

aa
τ
a

ν
a

τ
aa

ν
a

τ
aa ==+=+= &                          (10) 

 
 Raza de curbură ρ se obţine din (10) şi are expresia: 
 

( )22

22

τ
aa

a

ν
a

a

aa

v

a

v
ρ

−

==  .                                                   (11) 

 

În relaţia (11):          ,0== a
τ
a va &  întrucât  .222

0 cturωva =+=                     (12) 

 
Astfel, relaţia (11), ţinând cont de (4), (9) şi (12), devine: 
 

.
2
0

222
0

2

rω

urω

a

v
ρ

a

a +
==                                                       (13) 

 
 14.3.4. Să se studieze 

mişcarea unui punct pe o dreaptă (Δ) 
paralelă cu O1x1, dreapta (Δ) 
deplasându-se paralel cu ea însăşi. 

Să se determine viteza şi acceleraţia 
punctului       (fig. 14.8). 

 Caz particular: Mişcarea este 
uniformă. În acest caz, să se 
determine traiectoria punctului M. 
 

 
 

 

M 

O1 

O 

y y1 

x 

x1 

( )tΓ  

av  

rv  

tv  

( ) ( )rΓ=∆  

Fig. 14.8 
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 Soluţie: 

 În conformitate cu (14.9) şi figura 14.8, viteza absolută a punctului M este: 
 

                  tra vvv +=  .                                                   (1)                                                
 Acceleraţia absolută a punctului M, conform cu (14.13), are expresia: 

 

Ctra aaaa ++=  .                                            (2) 

 În relaţia (2) se pot face următoarele precizări: 

      ,02,, =×=== rcttrr vωavava &&                              (3) 

astfel că: 

tra vva && +=                                                    (4) 

 Caz particular: Dacă mişcarea punctului M este uniformă, atunci: 

.0,. === aa vactv &                                             (5) 

 Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei punctului, în acest caz, sunt: 

 

., 0ytvytvx tr +==                                             (6) 

Eliminând din (6) parametrul timp (t), se obţine ecuaţia carteziană a traiectoriei: 
 

,0yx
v

v
y

r

t +=                                                    (7) 

care este o dreaptă cu panta 
r

t

v

v
tg =α . 

 
 14.3.5. Un disc circular greu cade sub 

acţiunea gravitaţiei şi în acelaşi timp se 

roteşte în jurul centrului său O cu viteza 

unghiulară constantă .0ω  În momentul iniţial 

centrul discului coincide cu originea O1 a 

sistemului de referinţă fix O1x1y1z1, iar 

punctul M de pe periferia discului se află pe 

axa O1x1. Să se studieze mişcarea punctului 

M (fig. 14.9). 

 

av  ( )tΓ  

M 

O1 

O 

Fig. 14.9 

rv  
tv  

x1 x 

y 

y1 

( )rΓ  

ta  
aa  

ra  ωo t 
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 Soluţie: 

 Mişcarea de rotaţie a punctului M este mişcarea relativă, în timp ce mişcarea 
rectilinie împreună cu discul a unui punct N al discului, care coincide cu punctul M 
la momentul considerat, este mişcarea de transport. 
 

a) Viteza absolută a punctului 

Expresia vitezei absolute a punctului M este: 

                       .tra vvv +=                                                           (1)   
relaţie în care:  

     ,0rωvr =   ),sin(cos 10100 jtωitωrωvr −=  
 

                 ,gtvt =     ,1itgvt =  
 

                               ( ) ,sincos 100100 jtωrωigttωrωva −+=  
 

 
.cos2 00

2222
0 tωtωrgtgrωva ++=                                                   (2) 

 

b) Acceleraţia absolută a punctului 
 Expresia acceleraţiei absolute a punctului M este: 

 

.ctra aaaa ++=                                                        (3) 

 

În relaţia (3) se pot face următoarele precizări: 

 

,τν += rrr aaa
ν
ra MO||  are sensul de la M spre O, 

,2
0rar ω=ν ( )00 000 =ω=ε=ε=τ

&rar                                                                               

          
),cos(sin 1010

2
0 jtitrar ω+ωω−=  02, =×ω=== rtctt vagva &             (4) 

pentru că 0=ωt . 

Urmărind relaţiile (4) şi figura 14.9, se poate scrie: 
 

( ) .sin2,cossin 0
2
0

24
0

2
010

2
010

2
0 tωrωgrωgajtωrωitωrωgaa −+=−−=

  
(5) 
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 14.3.6. Un punct M se deplasează pornind din poziţie verticală cu viteza 

uniformă u de-a lungul unei raze r a unui disc circular. Discul se rostogoleşte fără 

alunecare pe un plan orizontal, având viteza 0v  a centrului său constantă. Să se 

determine viteza şi acceleraţia absolută a punctului M pentru o poziţie a razei pe 
care se află punctul, poziṭie înclinată cu unghiul α faţă de verticală (fig. 14.10).  
 

Soluţie: 
 În figura 14.10 s-au 

introdus două sisteme de 
referinţă, respectiv sistemul fix 

O1x1y1 şi sistemul mobil Oxy. 
Punctul M este poziţionat la un 
moment dat prin raza vectoare 
care trece prin centrul instantaneu 
de rotaţie I al discului, înclinată 
cu unghigul α faţă de verticală sau 
de vectorul de poziţie în sistemul 
Oxy înclinat cu unghiul φ faţă de 
Oy. 

Între unghiurile α şi φ se poate stabili o relaţie de legătură determinată astfel: 

            MN = IM sinα = OM sinφ, OM = r–ut, ,sinsin ϕ
−

=α
IM

utr

  
 

    
.

cos)(
cos,

cos
cos

IM

utrr

IM

OMr

IM

IN ϕ−+
=α

ϕ+
==α                   (1) 

 Mişcarea relativă este mişcarea punctului de-a lungul razei discului. 
 Mişcarea de transport este mişcarea punctului N al discului împreună cu 
acesta şi care la momentul considerat este suprapus peste  punctul M. 
 

a) Viteza absolută 
 Viteza absolută se obţine cu relaţia: 

tra vvv +=                                                     (2) 
în care        

                                          )cos(sin 11 jiuuvr +−== , 

).sin(cos, 11
00 jαiαIM
r

v
vIM

r

v
IMωv tt −===                        (3) 

 Având în vedere (3) şi (4), se obţine viteza absolută a punctului M astfel: 
 

x1 

x 

y y y1 

av  

rv  

tv  

0v  

Ca  

aa  

ta  
ωt = ω 

O 

O 

α 

α 

φ 
φ N 

M

M

O1 I I 

r

v0=ω  
Fig. 14.10 
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( )[ ] ( ) .cossinsinsincos 1
0

1
0 juutr

r

v
iuutrr

r

v
va 








ϕ+αϕ−−









ϕ−ϕ−+=

   
(4) 

 

b) Acceleraţia absolută 
 Acceleraţia absolută a punctului M se obţine cu relaţia: 
 

,ctra aaaa ++=                                                (5) 

în care:                                   

,.,0 ctuvva rrr ==== &  

,τν += ttt aaa  
ν
ta - are sensul de la M spre I, direcṭie ||, IM  

                        

       
.,0,0 0 ct

r

v
ωωεIMεa

τ
t ====== &

                                     
(6)

  
 

                  
( ) ( )[ ]{ }112

2
0 cossin jutrriutr

r

v
at ϕ−++ϕ−−=  

                             
.sin2cos22 1

0
1

0 j
r

uv
i

r

uv
va rc ϕ+ϕ−=×ω=  

 Cu relaţiile (5), expresia (4) a acceleraţiei absolute devine: 
 

( ) [ ] .cos)(sin2cos2sin 12

2
00

1
0

2

2
0

jutrr
r

v

r

uv
i

r

uv
utr

r

v
aa







ϕ−+−




ϕ+











ϕ+ϕ−−=

   

(7)

           

 

 
 

 14.3.7. O dreaptă OA se mişcă 
în jurul unei axe orizontale Oy cu 
viteza constantă ω. În acelaşi timp, 

planul vertical care conţine dreapta se 
roteşte cu aceeaşi viteză unghiulară ω 

în jurul axei verticale Ox. Să se 
determine viteza şi acceleraţia 

absolută a unui punct M aparţinând 
dreptei OA, punct situat la distanţa        
OM = r de punctul O (fig. 14.11). 
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Soluţie:  

 Mişcarea relativă este mişcarea de rotaţie a punctului M în jurul axei Oy.  
 Mişcarea de transport este mişcarea de rotaţie în jurul lui Ox a unui punct N 
aparţinând planului vertical care conţine dreapta OA şi care este suprapus la 
momentul considerat peste punctul M. 
 

 a)  Viteza absolută 
 Având în vedere că: 

    ,rvr ω=  ( )kirvr θ+θω−= cossin , ,sin θω=ω= rPMv t ,sin jrvt θω=        (1) 

viteza absolută a punctului M este:  

                            
,tra vvv +=
 

),cossin(sin kθjθiθrωva −+=  .sin1 2 θrωva +=                (2) 

 

 b)  Acceleraţia absolută 
 Urmărind enunţul problemei şi figura 14.11, se pot face următoarele 
precizări: 

,ντ += rrr aaa  0,0 =ω=ε=ε=τ
&rar   rar

2ω=υ ,O Mare sensul de la  ,OM  ׀׀

)sincos(2
kirar θ+θ−ω=  

,ντ += ttt aaa
ν
ta PM,  ׀׀  are sensul de la M spre P 

                       ,sin22 θrωMPωa
υ
t ==                                        (3) 

.,0,0, ctωωεMPεaMPa
τ
t

τ
t =====⊥ &  

.sin2
krat θω=  

                                             .cos22 2
jrva rtc θω=×ω=  

 Având în vedere relaţiile (14.13) şi relaţiile (3), acceleraţia absolută a 
punctului M este: 

.cos4),sin2cos2cos( 222 θrωakθjθiθrωa aa +=++−=           (4) 

 
 

 14.3.8. Un mobil M se mişcă pe o dreaptă (Δ) conform legii de mişcare      
OM = s = k sin ωt. În acelaşi timp, dreapta (Δ) se roteşte în jurul punctului O cu 

viteza unghiulară constantă ω (fig. 14.12). Să se determine viteza şi acceleraţia 
punctului M şi raza de curbură a traiectoriei. 

, ν
ra are direcṭie || OM şi sens de la  

                                O spre M 
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Soluţie: 
  

 
 Mişcarea punctului M de-a 
lungul dreptei (Δ) este mişcarea 

relativă. 
 Mişcarea unui punct N 

aparţinând dreptei (Δ) împreună cu 
aceasta, care la momentul considerat 
este suprapus peste punctul M, este 
mişcarea de transport. 

 

a) Viteza absolută 
 Întrucât traiectoria mişcării relative este rectilinie şi cea a mişcării de 
transport este circulară, se pot scrie relaţiile: 
 

tωωksωvtωωksv tr sin,cos ==== &  .                              (1) 

 
 În conformitate cu relaţiile (14.9) şi (1), se poate determina viteza absolută a 
punctului M astfel: 

,tra vvv +=   .22 ωkvvv tra =+=                                (2) 

 

b) Acceleraţia absolută 
 Având în vedere relaţiile: 

           ,sin2
tωωkva rr −== &  

 

,ντ += ttt aaa
ν
ta OM, ׀׀  are sensul de la M spre O,  ,sin2

tkat ωω=υ

     

                              .,0,0, ctωωεMOεaMOa
τ
t

τ
t =====⊥ &                             (3) 

 

                rc va ×ω= 2 ,   ,cos22 2
tkva rc ωω=ω=    

 
se poate determina, conform cu (14.13), acceleraţia absolută a punctului M astfel: 
 

av

 

ω  

(N) 

tv

 

ta  
aa  Ca  

x1 

y1 

ω t 

rv

 
M(t) 

y x 

ra  

O Fig. 14.12 

0a  
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,tcra aaaa ++=   ,)( 22
ctra aaaa ++=   .2 2ωkaa =                   (4) 

 

c) Raza de curbură a traiectoriei 

 Raza de curbură a traiectoriei este data de: 
 

.
22

2

aa

a

va

v
ρ

&−
=                                              (5) 

Având în vedere (2), se obţine 0=av&  (k = ct., ω = ct.), astfel că (5) devine:  

 

a

a

a

v
ρ

2

=   .                                                  (6) 

 Introducând în (6) valorile obţinute în (2) şi (4), se obţine:  
 

.
2

k
ρ =                                                     (7) 

 

 14.3.9. Un con circular drept de rază r şi unghi la vârf α se roteşte în jurul 

axei sale verticale cu viteza unghiulară constantă 0ω . O sferă mică punctiformă se 

deplasează cu viteza v = pt  într-un canal practicat de-a lungul generatoarei AB a 
conului. Să se determine traiectoria, viteza şi acceleraţia absolută a sferei mici    

(fig. 14.13). 
 

 Soluţie: 

 În figura 14.13 se aleg sistemele de referinţă fix O1x1z1y1 şi mobil Oxyz, in 
care O≡O1. Mişcarea sferei mici M de-a lungul generatoarei AB a conului 

constituie mişcarea relativă. Mişcarea împreună cu conul a unui punct N al 
conului, care la momentul considerat coincide cu  punctul M, este mişcarea de 

transport.  
 

a) Traiectoria absolute 
 

 Coordonatele x1,y1,z1 ale mobilului M înregistrate faţă de sistemul fix 

O1x1y1z1  se obţin prin proiectarea segmentului AM pe axele acestui sistem astfel: 
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,cossin

2

1
0

2
1 tptx ωα= ,sinsin

2

1
0

2
1 tpty ωα= .cos

2

1 2
1 α−= pthz

     
(1) 

 
 
 

 
 

b) 
  
Viteza absolută 

 În conformitate cu (14.9), viteza absolută a sferei mici M este dată de relaţia: 
 

,tra vvv +=                                                         (2) 

în care:         11010 cos)sin(cossin kptjtitptvr α−ω+ωα=  

            αω=α=α=ω= sin
2

1
,sin

2

1
sin, 2

0
2

0 tpvptAMCMCMv tt

         
(3) 

                     
( ).cossinsin

2

1
1010

2
0 jtittpv t ω+ω−αω=

 
Având în vedere (3), viteza absolută se poate scrie: 

110001000 coscos
2

1
sinsin

2

1
cossin kptjtttitttptva α−
















ωω+ω+








ωω−ωα=

                                        .sin4
2

222
0 αω+= t

pt
va                                               (4) 

 

c) Acceleraţia absolută 

Acceleraţia absolută a sferei mici M are expresia: 

B 

A 

y 

z 

x 

z1 

x1 

y1 

O1≡O 

tv  

rv  
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ra
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.ctra aaaa ++=                                                     (5) 

În relaţia (5) se fac următoarele precizări: 

                    ( ) 11010 cossincossin, kpjtitpapva rrr α−ω+ωα=== &  

                    ,ντ += ttt aaa
ν
ta CM, ׀׀  are sensul de la M spre C 

                    
)sin(cossin

2

1
1010

2
0

2
jtitptat ω+ωαω−=υ  

                                         .,0,0 000 ctMCat =ω=ω=ε=ε=τ
&  

( ).cossinsin22 101000 jtitptva rc ω+ω−αω=×ω=               (6) 

Având în vedere (6), relaţia (5) devine: 

11000
22

00

1000
22

00

coscos2sin
2

1
sin

sin2cos
2

1
cossin

kpjttttt

itttttpaa

α−











ωω+ωω−ω+





+








ωω−ωω−ωα=

 

( ) .sin124
2

222
0

22
0 αωω++= tt

p
aa                                      (7) 

 

 

14.3.10. Se consideră un cadru dreptunghiular de laturi a şi 2a pe a cărui 

latură a se află un tub, în interiorul căruia se deplasează un punct material (o bilă) 

M care pleacă din punctul O după legea .
4

sin18)( cmt
π

tsOM ⋅==  În acelaşi 

timp, cadrul se roteşte în planul său în jurul colţului 1O  după o lege de mişcare 

( ) .2 23
radttt −=ϕ  Se cer să se determine viteza şi acceleraţia absolută a 

punctului material M pentru cazul când st
3

2
1 = şi cma 25=  (fig. 14.14). 

 

Soluţie: 

Mişcarea punctului O în raport cu tubul este mişcarea relativă, iar mişcarea 

de rotaţie a punctului M solidar legat de tub la un moment dat, mişcare în jurul 

punctului fix 1O , este mişcarea de transport.  

Viteza şi acceleraţia unghiulară ale cadrului sunt:  
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           (1) 

               

  
În conformitate cu (14.9), viteza absolută a punctului M se exprimă cu relaţia: 

 

   tra vvv +=  .                                                       (2) 

 
În continuare, se pot scrie succesiv relaţiile: 

,/24,12
4

cos
2

9
scmt

π
πsvr === &                                        (3) 

,9
4

sin18)( cmt
π

tsOM =⋅==  

( ) ( ) ( ) ,/66,6644173
2

232 222
2

22
1 scmsasatts

a
attMOωvt =+−−=








−+−=⋅=       (4) 

 

                .cos2 1
22

trtra vvvvv −+=                (5) 

Înlocuind în relaţia (5) timpul st
3

2
1 = , lungimea a = 25 cm şi unghiul 1ϕ  

care se determină din triunghiul dreptunghic OAM: 
 

                  ,75,0
4417

22
cos

22
1

1
1 =

+−

⋅
==ϕ

sasa

a

MO

AO
             (6) 

se obţine:                                           

smva /04,58=                                               (7) 

y 

a.                           Fig. 14.14   b. 
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Conform cu (14.13), acceleraţia absolută a punctului M este: 
 

                    c
τ
t

ν
tra aaaaa +++= .              (8) 

Acceleraţia relativă este:       
                        

2
2

2 /55,5
3

2

4
sin

8

9
,

4
sin

8

9
scm

ππ
at

π
πva rrr −=⋅−=−== & .            (9)  

Acceleraţia Coriolis are, conform cu (14.12), expresia: 
 

       .2 rc vωa ×=                                     (10) 

Modulul acceleraţiei Coriolis este:  
   

  ( ) ./6,32
4

cos13182 2
scmt

π
ttπvωa rc =⋅−=⋅=           (11) 

Traiectoria de transport fiind circulară, acceleraţia de transport se poate exprima 
astfel: 

     .τt
ν
tt aaa +=             (12) 

Componentele intrinseci ale acceleraţiei de transport au expresiile vectoriale: 

 

                           2
1 ων ⋅−= MOat ,  MOεa

τ
t 1×= .                            (13) 

Modulele acestor vectori sunt: 

,/663,884417
2

222
2

scmsasaa t =+−
ω

=ν                

222 /72,3004417
2

scmsasaa t =+−
ε

=τ                        (14) 

 Proiectând acceleraţiile pe axele sistemului mobil de referinţă xOy, rezultă: 

  






−=+ϕ−ϕ−=

−=ϕ+ϕ−−=

υτ

υτ

2
11

2
11

/37,232cossin

/57,172sincos

scmaaaa

scmaaaa

ctta

ttra

y

x
        (15) 

             ./44,289 222
scmaaa

yx aaa =+=                                (16) 

 
14.3.11. Se consideră cadrul triunghiular din figura 14.15a şi un punct 

material M care se deplasează în interiorul unui tub, solidar cu cadrul, înclinat faţă 

de verticală cu unghiul o30=α . Se cunosc αsin1 sMO =  şi legile pentru mişcările 

relativă şi de transport, respectiv: tπOMs 3cos816 −==  cm și rotirea cadrului în 
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jurul axei verticale cu unghiul 23 99,0 tt −=ϕ rad.  Se cere să se determine poziţia, 

viteza şi acceleraţia absolută a punctului M la momentul stt
9

2
1 == . 

Soluţie:  

 
 Având în vedere enunţul problemei, se pot determina vitezele şi 
acceleraṭiile unghiulare astfel:  

12 87,3,187,2 −−=ω−=ω=ϕ=ω stt& , 8,16,184,5 −=ε−=ϕ=ε t&& rad/s2 .  

Viteza absolută a punctului M este:   

    .tra vvv +=                            (1) 

În relaţia (1):              scmtππsvr /2,653sin24 === &                                         (2) 

             ( ) ( ) ,/70,88sin3cos816187,2 2
1 scmαtπttMOωvt =−⋅−=⋅=             (3) 

astfel că:  

            ./08,11022 scmvvv tra =+=                           (4) 

Acceleraţia absolută a punctului M se poate scrie sub forma: 

    cttra aaaaa +++= τν .                  (5) 

În relaţia (5): 

 - acceleraţia relativă este:    ;/3553cos72 22
scmtva rr −=ππ== &        (6) 

 

- acceleraţia Coriolis este:       ,2 rc va ×ω=                                            (7) 
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τ
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                  ( ) 2/61α180sinω2 scmva rc =−⋅=                                (8) 

 - acceleraţia de transport este: .τν
ttt aaa +=                                       (9) 

 
Componentele intrinseci ale acceleraţiei de transport se exprimă astfel: 

 

                        2
1 ων ⋅−= MOat ; MOa t 1×ε=τ .                                 (10) 

Modulele componentelor acceleraṭiilor normală şi tangenţială sunt: 
 

,/63,171sin 22
scmsa t =αω=ν    2/53,192sin scmsa t =α⋅ε=τ .         (11) 

 Proiectând acceleraţiile pe axele sistemului de referinţă Mxyz, rezultă: 
 

              










−=−=

=+−=

=+=

ν

τ

07,30760sin

87,560cos

53,253

ra

rta

tca

aa

aaa

aaa

z

y

x

                                     (12) 

Iar acceleratia absolută devine 

      ./25,398 2222
scmaaaa

zayaxaa =++=                    (13) 

 
 14.3.12. O roată de rază r se rostogoleşte fără alunecare pe altă roată de rază 

R la exteriorul sau interiorul ei. Să se determine vitezele unghiulare absolute în 
ambele cazuri, ştiind că manivela O1O2 ce leagă centrele celor două roţi se roteşte 
cu viteza unghiulară constantă ω0 (fig. 14.16 şi fig. 14.17). 
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0ω  

I 
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r 
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Fig. 14.16 
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Soluţie: 
a) roata de rază r la exteriorul roţii de rază R (fig. 14.16).  

 Punctele roţii r au o mişcare relativă faţă de manivela O1O2, iar mişcarea de 
rotaţie a manivelei cu viteza unghiulară ω0 a acestor puncte, presupuse legate 
invariabil de manivelă la momentul considerat, constituie mişcarea de transport. 
 Punctul de tangență al celor două roţi este centrul instantaneu de rotaţie I , 
care având viteza nulă, conduce la:  
 

                    vr = vt  .                                                                                                 (1)  
 Dar cum vr=ω1r şi vt=ωoR, se obţine: 
 

.01 ω=ω
r

R
                                                          (1a) 

Viteza unghiulară absolută ω este în acest caz:  
 

.010

2

1
1

ω
r

rR
ωωωω

i
ia

+
=+==

=

                                         (2) 

 b) roata de rază r în interiorul roţii de rază R (fig. 14.17)
  

Viteza unghiulară absolută este în acest caz: 

 

,001

2

1
2

ω
r

rR
ωωωω

i
ia

−
=−==

=

                                        (3) 

având direcţia şi sensul vitezei unghiulare ω1. 
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 14.3.13. În jurul centrului O1 se roteşte manivela O1O3 pe care sunt fixate 
axele a trei roţi dinţate angrenate între ele în O1,O2 şi O3, de raze r1, r2 şi r3. Roata 

O1 fiind fixă,să se determine viteza unghiulară 3ω  a roţii O3 faţă de manivelă şi 

viteza ei unghiulară absolută, ştiind că manivela O1O3 se roteşte cu viteza 
unghiulară constantă ω (fig. 14.18). Să se generalizeze pentru cazul a „n” roţi. 
 

 Soluţie: 

a) Determinarea vitezelor unghiulare '
3ω  şi 

'
nω  

Roata O3 are o mişcare relativă faţă de manivela O1O3, iar rotaţia manivelei 
cu viteza unghiulară constantă ω în jurul lui O1 constituie mişcarea de transport. 

 

                     
  
 Luând în considerare numai mişcările relative ale roţilor şi punând condiţia 

ca viteza centrului instantaneu de rotaţie I să fie nulă, se obţin relaţiile evidente: 
 

,, 3
'
32

'
22

'
211 rrrr ω=ωω=ω  

din care: 

.
3

1'
3 ω

r

r
ω =                                                      (1) 

Ţinând seama şi de sensul de rotaţie, relaţia (1) devine: 
 

( ) .1
3

1

3

13'
3 ω

r

r
ω

r

r
ω −=−=                                         (2) 

 
 În general, pentru n roţi rezultă: 

 

.)1( 1' ω
r

r
ω

n

n
n −=                                                (3) 

- ω 
r1 

r2 
r3 

O1 O3 O2 I 

ω '
2ω  '

3ω  ω  

Fig. 14.18 
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b) Determinarea vitezelor unghiulare absolute ω3 şi ωn 

 Pentru a determina viteza unghiulară absolută ω3 se introduc în O3 doi 

vectori de rotaţie egali şi de sens contrar, ω  şi ω− . Rotaţia ω din O1 şi – ω din O3 

dau un cuplu de rotaţie care este egal în modul cu o viteză de translaţie 31OO⋅ω  a 

barei O1O3. În O3 au rămas două rotaţii, '
3ω  şi ω, de aceeaşi direcţie, dar de sens 

contrar. Astfel, viteza unghiulară absolută ω3 va fi, luând în considerare (2): 

 

.
3

13'
33 ω

−
=ω−ω=ω

r

rr
                                              (4) 

Pentru cazul a “n” roţi rezultă: 

( )
.

1 1 ω
r

rr
ω

n

n
n

n

−+
=                                               (5) 

 

14.3.14. Se dă un cursor M care se deplasează pe bara cotită OAO1  cu 

unghiul o90=θ , cmaOO 201 ==  după legea de mişcare  

( ) cmttsOM πsin20== . În acelaşi timp, bara se roteşte în jurul punctului fix 

1O după legea ( ) 25.0 ttt −=ϕ , în sens trigonometric. Se cere, să se determine viteza 

şi acceleraţia absolută a punctului M la momentul stt
3

1
1 == (fig. 14.19).  

Soluţie: 

Mişcarea cursorului M din punctul O, spre punctul A, este mişcarea relativă, 

conform legii .sin20)( tts π=  

Mişcarea de transport este mişcarea punctului M care coincide cu cadrul şi 

cursorul la momentul (t) (mişcarea cursorului simultană cu cadrul dacă încetează 

mişcarea relativă), adică o mişcarea circulară dată de legea: ( ) 25.0 ttt −=ϕ , ea 

având viteza şi acceleraţia unghiulară st /11 −=ϕ=ω & şi 2/1 srad−== ωε &  pe 

cercul de rază .22
1 cmsaMO +=  
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Viteza absolută a punctului M este:  

             .tra vvv +=                                    (1) 

În relaţia (1): 

                ,/416,31cos20 scmtππsvr === &                               (2)  

             ( ) ( ) ,/638,17sin201 22
1 scmtatMOv t =π+⋅−=⋅ω=         (3) 

iar,   

                                                (4) 

unde unghiul MOO1=α . Urmărind figura 14.20b. se poate scrie:  

                  76,0cos
22

=
+

=α
sa

a
 , 65,0cos1sin 2 =α−=α .               (5) 

 Prin înlocuire în relaţia (4) a relaţiilor (2), (3) şi (5) şi a datelor din enunţul 

problemei, rezultă: 

              ./36 2scmva =                (6) 

- Acceleraţia absolută a punctului M (fig. 14.23c.), se poate scrie astfel: 
 

         c
τ
t

ν
tra aaaaa +++= .                 (7) 

În relaţia (7): 

 - Acceleraţia relativă este:   22 /57,170sin20 scmtva rr =ππ−== &      (8) 
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- Acceleraţia Coriolis este dată de relaţia: 
 

               ,ω2 rc va ×=                            (9) 

respectiv:                   

 2/888,41ω2 scmva rc =⋅=                                     (10) 

 - Acceleraţia de transport se poate exprima în funcţie de componentele 
sale intrinseci astfel: 

             .τν += ttt aaa                                  (11) 

Componentele intrinseci se pot exprima cu relaţiile: 

      2
1 ων ⋅−= MOat ,    MOa t 1×ε=τ .                             (12) 

Modulele componentelor normală şi tangenţială sunt: 

 

  ( ) ( ) ,/76,11sin201 22222
1 scmtπatωMOa

ν
t =+−=⋅−=           (13)   

     ( ) 222
1 /457,26sin20 scmtπaMOεa τt =+=⋅=   .                      (14)  

Proiectând acceleraţiile pe axele sistemului de referinţă Mxyz,  rezultă: 

 







=α−α−=

−=α+α−−=

τν

τν

2

2

/75,15sincos

/11,158cossin

scmaaaa

scmaaaa

ttca

ttra

y

x
.                         (15) 

Acceleraţia absolută are modulul: 

                                     ./89,158 222
scmaaa

yaxaa =+=                        (16) 

 
 14.3.15. Bara OM de lungime p este articulată perpendicular în O pe axa 
unui cilindru de rază R. La capătul barei este aşezată liber o roată de rază r = R – p 
situată în planul barei (perpendiculară pe axa cilindrului), tangentă interior la 
cilindru. Să se afle pe cale grafică, punctul de pe circumferinţa roţii mici a cărui 
viteză trece prin punctul A, extremitatea diametrului perpendicular pe OM şi să se 
determine analitic această viteză, ştiind că bara OM se roteşte cu viteza unghiulară 

constantă ω (fig. 14.20). 
 

           Soluţie: 

a) Determinarea grafică a punctului M1 a cărui viteză trece prin punctul A 
         Viteza punctului M1 are direcţia perpendiculară pe dreapta IM1, punctul I 
fiind centrul instantaneu de rotaţie. Dar cum viteza lui M1 trebuie să treacă şi prin 
A, punctul căutat se află la intersecţia dreptei AN cu cercul de rază r = R – p,         
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N fiind punctul de intersecţie al dreptei OM cu acest cerc (unghiul din M1 este de 

2

π
 astfel că, triunghiul INM1 trebuie înscris într-un semicerc). 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
b)Determinarea analitică a vitezei punctului M1 

Viteza centrului instantaneu de rotaţie este nulă astfel că, din condiţia 
II tr vv = , se 

obţine: 

   ,1 ω
−

=ω
pR

R
                                                    (1) 

întrucât, rωvr 11
=  şi .)(11

pRωvt −=
 

 
- Viteza absolută a punctului N este:   .tNrNaN vvv +=                                 (2)  

În relaţia (2) se fac precizările: 
 

[ ] .)2()(),(1 RpωpRpωvpRωv tNrN −=−−=−=                   (3) 

 

Dar cum rNv  şi tNv  sunt coliniare şi de acelaşi sens, viteza absolută a punctului N, 

luând în considerare (1) şi (3), devine: 

 

.2)2()(1 pωRpωpRωvvv tNrNaN =−+−=+=                      (4) 
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- Viteza punctului M1 se află aplicând proprietatea conform căreia, proiecţiile 
vitezelor a două puncte pe dreapta care uneşte aceste puncte sunt egale. Astfel, 

  
,cos

1
αvv aNaM =   

( )22 2
cos

RpR

R

AN

OA
α

−+
==                            (5)              

   
( )

.
2

2
221
ω

RpR

pR
v aM

−+
=                                              (6) 

 
 14.3.16. O roată O2 de rază r se rostogoleşte fără să alunece în interiorul altei 
roţi O1 de rază 2r, roată care este fixă. De roata mobilă O2 este legată tija AB prin 
articulaţia B. Să se determine viteza şi acceleraţia tijei AB, ştiind că manivela O1O2 
se roteşte cu viteza unghiulară constantă ω (fig. 14.21). 
 

 Soluţie: 
 

 Mişcarea culisei B pe roata O2, deci mişcarea lui B faţă de un sistem de 
referinţă legat invariabil de manivela O1O2 de care se presupune imobilizată culisa 
B la momentul considerat, constituie mişcarea de transport. 

 
 - Viteza absolută a culisei B este, conform cu (14.9), 

.tra vvv +=                                                            (1)                                          
În relaţia (1) se fac următoarele precizări: 

               ( )11 cossin2 jirvr θ+θω−=                                               (2) 

  ,cos21 θrωBOωvt =⋅=  .cos2 1jθrωv t =                                 (3) 

A O1 B 

O2 
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 Astfel, viteza absolută, luând în considerare (1), (2) şi (3), devine: 

,sin2 1iθrωv a −=   .sin2 θrωva =                                        (4) 

 Întrucât vectorul av  reprezintă viteza unui punct de pe tija AB şi are direcţia 

acesteia, mişcarea de translaţie a tijei din punctul de vedere al vitezelor este dată de 
acest vector. 
 - Acceleraţia absolută a culisei B este, conform cu (14.13): 

                               .ctra aaaa ++=                                                        (5) 

 În această relaţie se pot preciza: 

             ,ντ += rrr aaa  ,)02(0 1 =ω=ε=τ
&

ra  rar
24ω=υ  

)sincos(4 11
2

jirar θ+θ−ω=                                       (6) 

,ντ += ttt aaa  ,)0(0 =ω=ε=τ
&

ta   θω=⋅ω=υ cos2 2
1

2
rBOat  

1
2 cos2 irat θω−=                                                (7) 

.)sin(cos42 11
2

jirva rc θ−θω=×ω=                                (8) 

 Astfel, acceleraţia absolută introducând (6), (7) şi (8) în (5), devine: 

,cos2 1
2 iθrωaa −=  .cos2 2 θrωaa =                                (9) 

 Deci, tija AB are o mişcare de translaţie cu viteza av şi acceleraţia ,aa  date 

de (4) şi (9). 
 
 14.3.17. Bara AB de lungime 2a se roteşte într-un plan fix în jurul capătului 
A cu viteza unghiulară constantă ω1 , în sensul acelor de ceasornic. La capătul B al 

barei este montată pe un ax perpendicular pe bară, o roată de rază a care se roteşte 
în acelaşi plan, dar în sens contrar cu viteza unghiulară constantă ω în raport cu 

bara. Să se determine viteza unghiulară ω astfel încât, acceleraţia absolută a 
punctului M al roţii, suprapus la un moment dat peste bară, să fie nulă (fig. 14.22). 
 

 Soluţie: 

 Punctele roţii, deci şi punctul M, au mişcare relativă de rotaţie faţă de 

capătul B al barei. 
 Mişcarea de transport este efectuată împreună cu bara de către punctul N al 

barei care este suprapus la un moment dat peste punctul M al roţii. 
 În consecinţă, traiectoriile relativă şi de transport sunt cercuri de rază a, unul 
cu centrul în B, celălalt cu centrul în A. 
 Acceleraţia absolută a punctului M este, conform cu (14.13): 
 

    .ctra aaaa ++=                                                      (1) 
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 În relaţia (1) se fac următoarele precizări: 

,ντ += rrr aaa  aar
2ω=υ

, 
ν
ra    - direcṭia paralelă cu MB şi sensul de la M spre B   

.,0,0 ctaar =ω=ω=ε=ε=τ
&  

,1
2

iaar ω=  

,ντ += ttt aaa  
υ
ta MA, ׀׀ are sensul de la M spre A, aa t

2
1ω=υ

                             (2) 

    .,0,0 1111 ctaat =ω=ω=ε=ε=τ
&                                                     

    ,1
2
1 iaat ω−=  

    .2,22 1111 aaiava crc ωω=ωω−=×ω=       

Având în vedere (2), relaţia (1) devine: 

.)2( 11
2
1

2
iaaaaa ωω−ω−ω=                                             (3) 

 

                            
Impunând ca aa  să fie nulă, se determină viteza unghiulară ω din ecuaţia:  

.02 2
11

2 =ω−ωω−ω                                                 (4) 
se obţine astfel:                      

.)21(1 ±ω=ω                                                     (5) 
 Soluţia posibilă, având în vedere enunţul problemei, este: 
 

.)21(1 +ω=ω                                                       (6) 
  
 14.3.18. Axa unei roţi conice de rază r intersectează axa geometrică a unei 
alte roţi dinţate plane de rază 2r, în centrul O al acesteia. Ştiind că roata conică se 
rostogoleşte peste cea plană cu viteza unghiulară ,0ω să se determine viteza 

unghiulară 2ω  a roţii plane în aşa fel ca mişcarea de rotaţie rezultantă să aibă 

suportul vitezei unghiulare aω  suprapus peste generatoarea OA. Să se determine şi 

mărimea vitezei unghiulare aω  (fig. 14.23). 

Fig. 14.22 
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Soluţie: 
 

 Mişcarea relativă este mişcarea de rotaţie a roţii conice cu 1ω  în jurul axei 
proprii. 
 Mişcarea de transport rezultă din mişcarea de rostogolire cu 0ω a roţii 
conice faţă de roata plană. 
 Mişcarea rezultantă a acestor două mişcări este o mişcare de rotaţie efectuată 
cu viteza unghiulară ω , care are ca suport axa OI instantanee de rotaţie.      
Înseamnă că: 

.10 ω+ω=ω                                                        (1) 

                                
 
 Luând în considerare doar mişcările efectuate cu 0ω  şi ,1ω  punctul I este 
centru instantaneu de rotaţie astfel că, se poate scrie: 
 

.2,2 0110 ω=ωω=ω rr                                             (2) 
 Mărimea ω a vitezei unghiulare este: 
 

.3 0
2
0

2
1 ω=ω−ω=ω                                              (3) 

Mişcarea de rotaţie cu ω  a roţii conice faţă de roata plană este o mişcare relativă, 
în timp ce mişcarea de rotaţie datorată vitezei unghiulare 2ω  este o mişcare de 

transport. Astfel, în baza relaţiei (14.22) şi a figurii 14.23, se poate scrie: 
 

.330,322
60cos

, 0202 ω=ω=ωω=ω=
ω

=ωω+ω=ω o

oaa ctg        (4) 

 
14.3.19. O bară OA se roteşte într-un plan în jurul articulaţiei fixe O astfel încât să 
fie respectată legea de mişcare α = α0 + ωt. O a doua bară AB se roteşte în jurul 
punctului B astfel încât unghiul β să varieze după legea β = β0 + ωt, ω = ct. Ştiind 
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aω
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Fig. 14.23 
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că OA = l şi AB = l1, să se determine vitezele unghiulare de rotaţie ale barelor OA 
şi AB, precum şi viteza absolută a capătului B al barei AB (fig. 14.24).  
 

 

Soluţie: 

 Mişcarea relativă rezultă din mişcarea barei AB faţă de bara OA. Mişcarea 

de transport este mişcarea punctului N solidar cu bara OA împreună cu aceasta şi 
care, la momentul considerat, este suprapus peste capătul B al barei AB. 
 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

          ,,cos2,, 1
2
1

2
011 OBvβllllωOBωvABvlωlωv ttrAr ⊥++=⋅=⊥==  

întrucât,                  
β++= cos2 1

2
1

2
llllOB  din triunghiul OAB.                      (2) 

 În conformitate cu (14.9) şi (2), viteza absolută a punctului B este:  
 

,tra vvv +=  .cos2 11
22

1 αOBlOBlωva ++=                             (3) 

 
 Din triunghiul OAB se obţine: 

,
2

cos
1

22
1

2

1
OBl

llOB

⋅

−+
=α                                                     (4) 

astfel că:                 

 .cos44 1
2
1

2 βllllωva ++=                                                (5) 
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a) Determinarea vitezelor unghiulare 
 Vitezele unghiulare de rotaţie a barei OA 
în jurul lui O, respectiv a barei AB în jurul lui A, 
se determină prin derivare în raport cu timpul a 

legilor de mişcare ale celor două bare. Astfel, 
 

            .,0 ω=β=ωω=α=ω &&
A                   (1) 

       

b)Viteza absolută a punctului B 
 Având în vedere precizările făcute privind 
mişcările relativă şi de transport, se pot scrie 
relaţiile: 
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14.3.20. Se dă un robot industrial constituit dintr-un modul de rotaţie (1), 
un modul de translaţie (2) şi dispozitivul de prehensiune (3), a cărui schemă 
cinematică structurală este prezentată în figura 14.25. Cunoscând legile de mişcare 
q1=q1(t); q2=q2(t) ale modulelor componente şi parametrii constructivi l1 şi l2, se 
cer să se determine viteza şi acceleraţia absolută a centrului de greutate O2 al modulului de 
translaţie. 
 

 Soluţie:  

În figura 14.26 s-au ales două sisteme de referinţă având originea comună 
în centrul O1, care este centrul de greutate al modulului de rotaţie şi anume: un 
sistem fix O1x1y1z1 şi un sistem mobil Oxyz legat invariabil de braţul robotului.  
- Mişcarea relativă este mişcarea centrului de greutate O2 al modulului de 

translaţie în raport cu sistemul de referinţă mobil Oxyz; 

Mişcarea de transport este mişcarea înregistrată faţă de sistemul fix  a 
unui punct N aparţinând braţului robotului, care la momentul considerat coincide 
cu punctul O2; 
- Mişcarea absolută este mişcarea punctului O2 în raport cu sistemul fix O1x1y1z1. 

În conformitate cu (14.9), viteza absolută a punctului O2 are expresia: 
 

      tra vvv +=                                                  (1) 

în care:  
                   ( ) ., 2212 iqlqvjqv tr +−== &&                                       (2) 
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Având în vedere (1), (2) şi figura 14.25, se pot determina modulul şi direcţia 
vitezei absolute. Astfel, 

 ( ) 2
2

2
22

2
1 qqlqva

&& ++=                                           (3) 

        ( ) ./ 2221 qqlqtg && +=α                                              (4) 

Acceleraţia absolută a centrului de greutate O2 al modulului de translaţie are, 
în conformitate cu (14.13), expresia: 

                                      ctra aaaa ++=                                                 (5) 

în care:                                      

jqar 2&&=                                                          (6) 

           ( ) ( ) ,,, 22
2
122

2
1 iqlqajqlqaaaa ttttt +−=+−=+=

τντν
&&&            (7) 

      .22 21 iqqva rC
&&−=×ω=                                        (8) 

 Introducând (6), (7) şi (8) în (5), rezultă: 
 

  ( )[ ] ( )[ ] .2 22
2

221221 1
jqlqqiqqqlqa a +−+++−= &&&&&&&                (9) 

 Din relaţia (9) şi figura 14.26 se pot determina modulul şi direcţia 
acceleraţiei absolute a punctului O2 astfel: 

 ( )[ ] ( )[ ] ,2
2

22
2

2
2

21221 1
qlqqqqqlqa a +−+++= &&&&&&&                     (10) 

     ( )[ ] ( )[ ]222
2

21221 1
2 qqlqqqqlqtg &&&&&&& −+++=β .                      (11) 

 

 
 14.3.21. Pentru bascularea braţului unui manipulator sau robot industrial în 
plan vertical, se poate utiliza modulul de basculare (rotaţie) prezentat în figura 14.26.  
 

  Mişcarea de basculare I se obţine 
cu un motor hidraulic liniar MHL 
comandat prin distribuitorul DH. 
Cunoscând dimensiunile constructive l1 

şi l2 (fig. 14.26), precum şi viteza 
unghiulară ω1 de rotaţie a braţului în 
jurul axului orizontal ce trece prin 
punctul O, se cer vitezele unghiulare ω2 
şi ω3 de rotaţie în jurul axelor orizontale 
ce trec prin punctele A şi B şi viteza 

absolută av  a centrului de greutate C al cilindrului 3. 
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Fig. 14.26 
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 Soluţie: 

 Având în vedere figura 14.26, datorită vitezei relative de deplasare a 
pistonului montat pe tija 2 a cilindrului hidraulic 3, tija pistonului are o mişcare 

absolută în jurul axei orizontale ce trece prin punctul A cu viteza unghiulară ω2, 
cilindrul hidraulic 3 are o mişcare de rotaţie relativă faţă de braţul robotului în 

jurul axei orizontale ce trece prin B cu viteza unghiulară ω3, în timp ce braţul 
robotului se roteşte în jurul axului ce trece prin O cu viteza unghiulară ω1.  

 Elementele cinematice ω2, ω3 şi av  se vor determina în funcţie de unghiul φ, 

unghi care poziţionează modulul la un moment dat, precum şi de viteza unghiulară 

de rotaţie ω1. 
 Aplicând teorema sinusului în triunghiul OAB, se obţine: 

θ
=

ψ
=

ϕ sinsinsin
21 llAB

.                                                (1) 

 Având în vedere (1) şi figura 14.26, se obţin relaţiile:    
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                                           (2) 
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2
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2
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l
  .                                          (3)        

 Se derivează în raport cu timpul relaţiile (2) şi (3) şi se obţin vitezele 
unghiulare ω2 şi ω3: 
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Viteza absolută av  (fig. 14.27) a centrului de greutate al elementului (3) se 

determină cu relaţia vectorială: 

                                   tra vvv +=  ,                     (6) 

în care valorile vitezelor relativă şi de transport sunt date de expresiile: 
 

,
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 Modulul vitezei absolute av , având în vedere (6) - (8), este: 

  α−+= cos222
trtra vvvvv                                  (9) 

relaṭie în care, conform figurii 14.27, cosα are valoarea: 
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 Modulul de basculare, prezentat schematic în figura 14.27, constituie parte 
componentă a robotului industrial electrohidraulic VIPAS 1. În figura 14.28 se 
prezintă, în principiu, asamblarea modulului cu braţul robotului, în structura căruia 

intră: modulul de translaţie MT3, modulul de orientare MO1 şi dispozitivul de 
prehensiune acţionat pneumatic. 
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  14.4 Probleme propuse 
 
 14.4.1. Un punct M porneşte din vârful O al unui 
con şi se mişcă uniform pe generatoarea conului cu 

viteza ,u  în timp ce conul se roteşte în jurul axei sale 

cu viteza unghiulară constantă .ω  Să se afle mărimea 

vitezei şi acceleraţiei absolute a punctului M după (t) 
secunde de la începutul mişcării (fig. 14.29). 
 
 

 Răspuns:       
 
     

 αtωuva
222 sin1 +=  

          .4sin 22 += tωαuωaa  
  
 14.4.2. Un tub drept orizontal se roteşte în jurul unei axe verticale cu viteza 
unghiulară constantă ω. În tub se găseşte o bilă care alunecă în lungul axei tubului 

după legea: 

( ),
2

tωtω
ee

k
r

−+=
 

 

unde: r reprezintă distanţa de la bilă până la axa de rotaţie a tubului. Să se 
determine modulul vitezei şi al acceleraţiei absolute a bilei în funcţie de r           

(fig. 14.30). 
 

 Răspuns:  
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 14.4.3. Un punct M se mişcă uniform pe un cerc de rază r, în sensul acelor 

de ceasornic, făcând n1 ture pe secundă; cercul se roteşte în acelaşi timp şi în jurul 

centrului său în sens opus, cu n rotaţii pe secundă. Să se determine valoarea 

acceleraţiei absolute a punctului M. 

 

 Răspuns: .)(4 2
1

2
nnπraa −=  

 
 

14.4.4. Pe o coardă AB a unui disc (fig. 14.31), care se roteşte cu viteza 

unghiulară constantă ω în jurul unui ax perpendicular în centrul O pe planul 

discului, se deplasează un punct M care a pornit din mijlocul C al coardei cu viteza 

relativă constantă .u  Distanţa de la centrul O al discului până la coarda AB este a. 

Să se determine viteza şi acceleraţia absolută a punctului M în funcţie de x. 

 

Răspuns:     

( ) ;222 aωuxωva ++=  
 

( ) .2 22 aωuxωωaa ++=         

 
 
  

 

 

 14.4.5. O bară cotită în unghi drept OAB se roteşte în sens orar, cu viteza 

unghiulară constantă ω, în jurul articulaţiei fixe O şi intersecteză în punctul M bara 

fixă CD. Să se determine pe cale grafică viteza şi acceleraţia punctului M în 

mişcarea sa pe cele două bare (fig. 14.32) într-o poziţie oarecare (r, d şi ω se aleg 

arbitrar). 
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 14.4.6. Se consideră mecanismul din figura 14.33 format din barele O1M şi 

O2N articulate cilindric în punctele O1 şi O2 şi legate între ele prin culisa M. Să se 

determine grafic vitezele şi acceleraţiile culisei M, pentru poziţia mecanismului 

aleasă arbitrar, în următoarele cazuri: 

 a) Bara O1 M se roteşte cu ω1 constant în jurul lui O1; 

 b) Bara O2 N se roteşte cu ω2 constant în jurul lui O2. 

 Rotaţiile vor fi alese în ambele sensuri posibile. 

 

 

14.4.7. Se consideră cadrul dreptunghiular ABCD (AD = a) din figura 14.34 

care se roteşte cu viteza unghiulară ω = ω0 ( 0ω = constant) şi un punct material M  

care cade liber (cu acceleraţia g ) în interiorul tubului CD solidar cu cadrul şi 

paralel cu axa verticală de rotaţie. Se cer să se determine pentru punctul M viteza 

absolută av  şi acceleraţia absolută aa  la momentul (t) .  
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Răspuns: 

 
 

14.4.8. Se consideră cadrul semicircular AB de rază R care se roteşte cu 
viteza unghiulară ω = ω0 (constantă) în jurul unui diametru vertical, precum şi un 
punct material M care se deplasează pe arcul AB solidar cu cadrul, plecând din M0 

cu viteza constantă v0. Se cer să se determine pentru M viteza absolută av  şi 

acceleraţia absolută aa  la momentul (t) (fig. 14.35). 

 

  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Răspuns: 
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III. DINAMICA 

 
 
 

15. DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL [5] 
 

Dinamica este a treia parte a mecanicii teoretice şi cea mai complexă dintre 

acestea, ea ocupându-se cu studiul mişcării unui punct material, corp (solid rigid) 

sau sistem de corpuri (solide rigide) ṭinând cont de caracterul material şi de cauzele 

care produc mişcarea. Dinamica punctului material studiază cauzele mişcării 

punctului material/rigidului aflat sub acṭiunea unor forṭe şi a cărui mişcare se 

raportează la un sistem de referinṭă inerṭial. 

 
15.1 Principiile dinamicii newtoniene  

15.1.1 Noţiuni introductive  

În mecanică, pentru a evidenṭia mişcarea corpurilor este necesară alegerea 

unui sistem de referinṭă (reper), acesta putând fi fix sau mobil. Din această cauză 

proprietăṭile mişcării depind de sistemul de referinṭă utilizat. În mecanică cel mai 

convenabil este să se aleagă un sistem de referinţă inerţial faṭă de care este valabilă 

legea lui Newton şi faṭă de care un punct material liber se deplasează rectiliniu şi 

uniform cu viteză constantă în modul şi orientare. 

Trebuie ṭinut cont de faptul că sistemele de corpuri şi corpurile care ne 

înconjoară se găsesc în interacţiune directă, iar interacṭiunea dintre corpuri este 

prezentă printr-un vector numit forţă. Iniṭial, pentru simplificarea demonstraṭiilor 

corpul/solidul rigid se va reduce la un punct material liber de dimensiuni neglijabile 

şi aflat sub acṭiunea forţelor exterioare. 
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15.1.2 Principiile dinamicii  

 
 Legile lui Newton sau principiile fundamentale ale mecanicii sunt 

trei legi sau principii ale fizicii care redau o legătură directă între forțele care 

acționează asupra unui punct material sau corp și mișcarea acelui punct/corp (solid 

rigid). Aceste principii au fost enunṭate pentru prima datӑ de Isaac Newton prin 

prisma continuării experimentelor efectuate de Galilei. Aceste trei legi sau principii 

formează baza mecanicii clasice, experimentate de Newton pentru a explica 

mișcarea obiectelor fizice. De asemenea, Newton a arătat că aceste legi în combinaṭie 

cu legea atracției universale, redau legile lui Kepler privind mișcarea planetelor. De 

menṭionat că toate aceste principii se referă la corpuri macroscopice care se mişcă 

cu viteze mult mai mici decât viteza luminii în vid (3·108 m/s), iar dacă această 

valoare este depăşită, atunci mișcările lor se supun mecanicii relativiste a 

lui Einstein. 

În cele ce urmează, se vor enunṭa principiile mecanicii sau principiile lui 

Newton care constituie adevăruri ṣi care nu trebuie demonstrate sau verificate.  

- Principiul I sau Principiul inerţiei. Un punct material tinde să-şi menţină starea de 

repaus relativ sau de mişcare rectilinie şi uniformă atât timp cât nu se află sub 

acţiunea unor forţe exterioare. 

- Principiul II sau Principiul fundamental al dinamicii. Variaţia în timp (dt) a 

mărimii impuls �̅  a unui punct material este egală cu forţa rezultantă �� ce acţionează 

asupra acestuia. ��̅�� = �� = 	 ∙ �� .                     (15.1) 

 

- Principiul III sau Principiul acţiunii şi reacţiunii sau Principiul forṭei.  

Pentru două corpuri care se află în interacţiune, forţele ce acṭionează în parte asupra 

acestora sunt egale ca mărime, dar opuse ca sens. Aceste forţe se numesc acţiune şi 

reacţiune şi ele acṭionează asupra a două corpuri diferite. 
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15.2 Dinamica punctului material liber  

 

 Unul din scopurile urmărite la mişcarea dinamică a unui corp este  

determinarea ecuaṭiei de mişcare a lui sau a ecuaṭiei traiectoriei. Pentru a studia şi 

demonstra această problemӑ, în demonstraṭii se porneşte de la principiul al II-lea al 

dinamicii care ne permite scrierea ecuaṭiei diferenṭiale a mişcării. Ecuaṭia 

diferenṭială rezultată va fi de ordinul al II-lea. De obicei, pentru soluṭionarea ei se 

apelează la condiṭiile iniṭiale ale mişcării cunoscute, în scopul determinării 

constantelor de integrare rezultate. 

 

   Fam = .                                            (15.2) 

unde: m - masa punctului material; 

         a - acceleraţia punctului material; 

         F - rezultanta forţelor exterioare care acṭionează asupra punctului material. 

Relaţia (15.2) este cunoscută ca ecuaţia fundamentală a dinamicii.  

În dinamică forţa F depinde de următoarele variabile: vectorul de poziţie       

r , viteza v  şi de timp (t) astfel: 

 
                                                    ( )tvrFF ,,=  .                                                 (15.3) 
 
Cum acceleraṭia şi viteza au relaṭiile: rvra &&& == ; , ecuaţia (15.3) devine: 
 
 

  ( )trrFrm ,, &&& =  .                                                (15.4) 

Dinamica punctului material poate aborda rezolvarea problemelor în două 

moduri, de obicei numite prima şi a doua problemă fundamentală a dinamicii, ele 

fiind detaliate în cele ce urmează.  

Simplist spus, prima problemӑ se referӑ la aflarea forṭelor cunoscând ecuaṭiile 

miṣcӑrii, iar a doua problemӑ se referӑ la aflarea ecuaṭiilor de miṣcare dacӑ se cunosc 

forṭele. 
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• Problema directӑ sau prima problemӑ fundamentalӑ a dinamicii punctului 

material:       

Se cunosc ecuaṭiile de miṣcare a punctului material ṣi se determinӑ forṭa �� care 

imprimӑ punctului material de masӑ m miṣcarea din figura 15.1.  

 
Ecuaṭiile mişcării punctului material exprimate în diferite sisteme de 

coordonate, au urmӑtoarele forme:  

  � = ���   (sistem de coordonate cartezian)               � = ��� � = ���                                                                     (15.5)   r’ = r’t�      (sistem de coordonate cilindric) 

 φ = φt� 
 z = zt�                                                                       (15.6) 

 s = st�       (sistem de coordonate intrinseci)             (15.7) 

M’(t) 

Fig. 15.1 
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Proiectând ecuaṭia vectorialӑ (15.4) pe axele diferitelor sisteme de referinṭӑ ṣi 

ṭinând cont de relaṭiile (15.5) – (15.7), se obṭine forṭa �� ca modul ṣi direcṭie. Astfel,  
 

- În sistem de coordonate cartezian 

�� = 	��  ;   �� = 	��  ;  �� = 	�� ;   
 

 � = ���� + ��� + ��� ; cos��, $�� = %&% ;  cos��, $�� = %'% ;  cos��, $�� = %(% .     
(15.8) 

- În sistem de coordonate cilindric 

�* = 	+,-� − ,-/0 �1;     �2 = 	+,-/� + 2,-0 /0 1;       �2 = 	�� ; 
� = ��*� + �2� + ��� ;  456��, $7� = �*� ;  456��, $8� = �2� ;   456��, $9� = ��� .  

 (15.9)  
- În sistem de coordonate intrinsec 

 �: = 	6� ;   �; = 60�< ; �= = 0 ;  
 

  � = ��:� + �;� + �=� ;  cos��, ?@� = %A% ;     cos��, ?B� = %C% ;  cos��, ?D� = 0 .   
(15.10) 

• Problema inversă sau a doua problemă fundamentală a dinamicii punctului 

material 

Se determinӑ ecuaṭia vectorialӑ sau ecuaṭiile scalare ale traiectoriei punctului 

material, cunoscând forṭa, poziṭia ṣi viteza punctului la un moment dat prin vectorul 

de poziṭie:  r = r t� .                                               (15.11) 
Ecuaṭia vectorialӑ a miṣcӑrii punctului material se poate afla printr-o dublӑ 

integrare a ecuaṭiei (15.2).   

Proiectând ecuaṭia (15.2) pe axele diferitelor sisteme de coordonate, se obṭin 
ecuaṭiile diferenṭiale scalare ale miṣcӑrii punctului material. Astfel, 
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a) în coordonate carteziene:                   E	�� = ��	�� = ��	�� = ��   ;                                     (15.12) 

 

b) în coordonate cilindrice:            E 	,� - − ,-/0 �� = �*	,-/� + 2,0 -/0 � = �2 ;	�� = ��                          (15.13) 

 

c) în coordonate intrinseci:                    F 	6� = �:  	 G0HI = �;   .0 = �=                                    (15.14) 

 
O particularitate a mişcării este cazul în care traiectoria punctului este o curbă 

plană de ecuaṭie (z = 0) astfel că, în sistemele de ecuaţii (15.12) – (15.14) nu apare 

coordonata z. În cazul mişcării rectilinii, ecuaţia devine: Fxm =&& . 

În acest al doilea caz, este cunoscutӑ forṭa �� care acṭioneazӑ asupra 

punctului, ea fiind funcṭie de timp, poziṭie ṣi viteza punctului, respectiv sunt 

cunoscute ṣi proiecṭiile acestei forṭe pe axele sistemului de referinṭӑ ales. Se va studia 

miṣcarea punctului material raportatӑ la sistemul de referinṭӑ cartezian. Forṭa �� are 

expresia: 

                                   �� =  ��,̅, ,0 , �� .                                                  (15.15) 

 

astfel, componentele carteziene ale forṭei sunt: 
 

     E �� = ���, �, �, �, �0 , �0 , �0��� = ���, �, �, �, �0 , �0 , �0��� = ���, �, �, �, �0 , �0 , �0� .                                       (15.16) 

 
        Pentru a putea determina ecuaṭiile mişcării, trebuie cunoscute condiţiile 
inţiale ale mişcării la momentul iniṭial (t0), ele fiind date prin poziṭia iniṭială a 

punctului M0(x0, y0, z0) şi viteza iniṭialӑ J̅K�0K, �0K, �0K�, adicӑ la momentul (t0): 
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,                               (15.17) 

 
 Se doreşte determinarea ecuaţiilor de mişcare ale punctului material M:  
 

     )(),(),( tzztyytxx ===  .                                      (15.18) 

 
 Rezolvarea problemei se face plecând de la ecuaţiile diferenţiale (15.12) în 

care se introduc în membrul doi pentru Fx, Fy, Fz, expresiile (15.16). Se obṭin astfel: 
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 .                                        (15.19) 

 
Prin integrarea sistemului (15.19), rezultă coordonatele punctului în funcţie de timp 

şi de şase constante de integrare (Ci , i = 1÷6). 
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   .                                      (15.20) 

 
Pentru determinarea celor şase constante de integrare se deriveazӑ în funcṭie de  
timp relaţiile (15.20), obṭinând:    
 

( )
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&&

&&
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 .                                  (15.21) 

 
 Introducând condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii în relaṭiile (15.20) ṣi (15.21), se 
obṭin constantele de integrare C1, C2, C3, C4, C5, C6 din sistemul: 
 

 

                   t0 = 0,  
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Astfel, LM = LM�K, �K, �K, �0K, �0K, �0K�, N = 1 ÷ 6                                (15.23) 
 

 Constantele de integrare astfel determinate se înlocuiesc în relaţiile (15.20), 
rezultând ecuaţiile de mişcare ale punctului material M: 
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   x = x(t);   y = y(t);   z = z(t) .                                      (15.24) 

 

     15.3 Dinamica punctului material aflat sub acţiunea forţei centrale  

 Se înṭelege prin forţă centrală a unui punct material, o forţă care acţionează 

asupra acestuia şi la care suportul ei trece în permanenţă printr-un punct fix numit 

centrul forṭei. Mişcarea unui punct sub acţiunea unei forţe centrale se numeşte 

mişcare centrală. Problema mişcării punctului sub acṭiunea unei forṭe centrale este 

descrisӑ de ecuaṭia lui Binét. Acesta prin studiile sale din 1831, cuprinse în lucrӑrile 

„Memorii asupra determinării mişcării orbitelor planetelor și cometelor” și 

„Memorii despre inegalitățile seculare ale mișcării planetelor” din 1840, şi-a făcut 

cunoscute studiile privind demonstrarea ecuaṭiei care îi poartӑ numele. 

În figura 15.2 se considerӑ un punct aflat sub acṭiunea forṭei centrale ��  care 

trece prin punctul O. Se noteazӑ cu ρ - versorul vectorului de poziţie OMr = , astfel 

cӑ forţa ��  se poate scrie:  
 

  ρFF = .                                                      (15.25) 
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 Dacӑ forṭa din relaṭia (15.25) este pozitivă  F > 0 , se va numi forţă repulsivă 

sau de respingere, în caz contrar F < 0 se va numi forţa de atracţie sau atractivă.  

 

În continuare, se studiazӑ miṣcarea centralӑ a punctului M. 

 

 

          

 

           
15.3.1 Proprietăţile punctului material aflat în mişcare centrală 

Pentru demonstrarea primei proprietăṭi a mişcării centrale se apelează la 
ecuaţia fundamentală a dinamicii dată de (15.2), care înmulṭită vectorial la stânga cu 

vectorul de poziṭie r  ( r  şi F sunt vectori coliniari), va deveni succesiv: 
 ,̅ R|   Fam =                                                     (15.26) 

 

                                            0=×=× Framr  |: 	    .                                   (15.27) 

 

Relaṭia (15.27) se împarte cu masa m şi se transformӑ succesiv astfel:  

 

Fig. 15.2 
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                                 ( ) ararvvvrvrvr
dt

d
×=×+×=×+×=× && ,   

         ( ) 0=× vr
dt

d
 .                                           (15.28) 

 

aşadar,                        ==× CCvr ; vector constant.                                      (15.29) 

 

Dacă relaţia (15.29) se înmulṭeste scalar cu r ,  se obţine ecuaţia unui plan: 
 

  ( ) 0=⋅=×⋅ Crvrr .                                                 (15.30) 

 

Se consideră că proiecţiile vectorului constant C pe axele sistemului de 

referinṭă Oxyz sunt Cx, Cy, Cz, O fiind centrul forṭelor. Astfel, ecuaţia (15.30) devine: 
 

                                         Cxx+Cyy+Czz = 0 .                                               (15.31) 

 
 Relaţia (15.31) reprezintă ecuaţia unui plan care trece prin originea O şi care 

plan este normal pe vectorul L̅.  Se desprinde astfel, prima proprietate a mişcării 

centrale şi anume: Traiectoria unui punct material liber acţionat de o forţă centrală 

este plană, mişcarea având loc într-un plan ce conţine centrul forţelor. 

Pentru demonstrarea altor proprietăṭi ale mişcarii centrale şi pentru 

simplificarea studiului, se alege un sistem de referinṭă polar (RMN) (fig. 15.2). 

Proiectând ecuaţia (15.26) pe direcţiile versorilor <̅ şi n  (fig. 15.2), se obţin ecuaţiile 

diferenţiale scalare ale mişcării centrale, scrise sub forma: 

 

      
( )
( )





=+

=−

02

2

ϕϕ

ϕ

&&&&

&&&

rrm

Frrm
.                                                (15.32) 

 
A doua ecuaţie a sistemului (15.32) se poate scrie succesiv astfel: 
 
 

    ( ) ( ) 0
1

2
1

2 22 ==+=+ ϕϕϕϕϕ &&&&&&&&& r
dt

d

r
rrr

r
rr  .                            (15.33) 
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 Ṭinând cont că vectorul de poziṭie ,̅ este finit, rezultă că: 
 

                            ( ) 02 =ϕ&r
dt

d ,                                                      (15.34) 

de unde rezultă: 
 

.)(2
constCr =ϕ& .                                             (15.35) 

 

 În mecanică, pentru a exprima semiprodusul vectorial  ,̅  R J̅ se introduce o 

mărime notată cu ΩV:      

 

  vr ×=Ω
2

1 , respectiv nvrvr
2

1
sin

2

1
==Ω α .                      (15.36) 

 

Relaṭia (15.36) este numită viteză areolară. Înlocuind în expresia vitezei areolare 

componenta vitezei ϕ&rvn = , rezultă: 

 

         Cr
2

1

2

1 2 ==Ω ϕ& .                                          (15.37) 

 
 Astfel că prin relaţia (15.37) rezultă cea de a doua proprietate a mişcării 

centrale dată de viteza areolară: În mişcarea centrală, viteza areolară este 

constantă sau raza vectoare mătură arii egale în intervale de timp egale. 

 

Constanta C, care intervine în relaţiile (15.35) – (15.37) poartă numele de 

constanta ariilor şi se determină ţinând seama de condiţiile iniţiale ale mişcării.  

 

000
2 sinsin ααϕ vrvrrC === & .                              (15.38) 

 
Se înlocuieşte cea de a doua ecuaţie a sistemului (15.32) cu ecuaţia (15.38) ṣi se 

obṭine: 
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( )







=

=−

Cr

Frrm

ϕ

ϕ
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&&&

2

2
.                                         (15.39) 

 
Din relaṭia (15.39) se obṭin soluţiile căutate la mişcarea centrală, respectiv: 

( ) ( )ttrr ϕϕ == ;  care sunt ecuaţiile parametrice ale traiectoriei sau ecuaţiile de 

mişcare în coordonate polare. Prin eliminarea parametrului (t) din aceste ecuaṭii, se 

obṭine ecuaţia traiectoriei sub formă explicită sau implicită:     

 

     , = ,/�, W,, /� = 0 .                                           (15.40) 

 

 Pentru simplificarea calculelor, se înlocuieşte sistemul dat cu o ecuaţie 

diferenţială având funcţia r şi variabila ϕ , astfel că sistemul (15.39) devine: 

 

                              E /0 = X*H,� − XH*Y = %Z      .                                                 (15.41) 

 
Analizând prima ecuaṭie a sistemului (15.41) şi efectuând calculele rezultă: 

         .            
,0 = �*�� = �*�� �[�[ = �*�[ /0 = X*H �*�[ = −L �\]̂_�[   ,                             (15.42) 

 

,� = �*0�� = �*0�� �[�[ = �*0�[ /0 = − XH*H  �H\]̂_�[H   .                               (15.43) 

 

 
Înlocuind (15.43) în a doua ecuaţie din (15.41) şi notând: 

 

          ` = a*  ,                                                         (15.44) 

 
rezultă ecuaţia lui Binét, care este o ecuaţie diferenţială de ordinul doi: 
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�Hb�[H + ` = − %ZXHbH .                                              (15.45) 

 
Ecuaṭia (15.45) este ecuaţia traiectoriei unui punct material. Prin integrarea 

acesteia se obṭin soluṭiile: 
 

    ( )21,, CCuu ϕ=  .                                            (15.46) 

 Pentru determinarea constantelor de integrare se impun condiţiile iniţiale ale 
mişcării, acestea fiind cunoscute la momentul t0 = 0. Astfel, pentru 

000 ,, vvrr === ϕϕ , rezultӑ: 

 

       
( )210

0 ,,

1

CCu
r

ϕ
=  .                                             (15.47) 

 

Pentru că viteza la un moment dat este în funcţie de unghiul polar ϕ , aceasta devine: 
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ϕϕ
ϕ&  .        (15.48) 

 

 Introducând în (15.48) condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii, având în vedere (15.46), 
se obṭine viteza iniṭialӑ v0, a cӑrei expresie este: 
 
 

                        ( )[ ] ( )[ ]2210
2

2100 ,,,,' CCuCCuCv ϕϕ += .                         (15.49) 

 
Din relaţiile (15.47) şi (15.49) se obţin constantele de integrare C1 şi C2 în funcţie de 

r0, v0 şi ϕ0. Înlocuindu-le în (15.47), rezultӑ ecuaţia traiectoriei de mişcare sub formă 

polară: 

           
( )000 ,,,

1

ϕϕ vru
r =  sau r = r(ϕ) .                               (15.50) 

 Din a doua relaṭie a sistemului (15.39), se poate scrie expresia: 

                                                 ϕdr
C

dt
21

=   ,                                                  (15.51) 
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care va conduce prin integrare la soluṭia: 
 

  ( ) 3
21

Cdr
C

t +=  ϕϕ .                                           (15.52) 

Constanta de integrare C3 se deduce impunând condiţia ca la momentul:              

t0 = 0, 0ϕϕ = . Introducând expresia )( 033 ϕCC = în (15.52), se obţine: 

 
                                          φ = φ(t) .                                                     (15.53) 

 
Având în vedere (15.53), relaṭia (15.50) devine: 

 
        r = r (t) .                                                      (15.54) 

Utilitatea practică a cunoaşterii ecuaţiei lui Binét a condus la determinarea 

vitezelor cosmice: 

Viteza cosmică se referă la viteza minimă necesară unei nave spaţiale ca să se 

rotească în jurul Pământului ṣi să nu fie influenṭată de gravitaţia Terrei sau să poată 

părăsi sistemul solar. Tot Newton şi-a dat seama că un proiectil lansat cu o viteză 

suficient de mare va putea să se rotească în jurul Pământului pe o orbită 

geostaționară. Dacă viteza acestuia va crește și mai mult, vehiculul ar putea părăsi 

definitiv Pământul. Astfel, s-au demonstrat cele trei valori ale vitezelor cosmice fără 

sӑ se insiste asupra demonstrării valorii acestora. În continuare, se prezintӑ cele trei 

viteze cosmice: 

 

 Prima viteză cosmică este aproximativ 7,9 km/s. 

 A doua viteză cosmică este aproximativ 11,2 km/s, fiind viteza necesară a 

unei nave spaţiale pentru a părăsi definitiv Pământul.  

A treia viteză cosmică este aproximativ 16,7 km/s, fiind viteza minimă a unei 

nave spaţiale pentru a ieşi din sistemul solar. 
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15.4 Dinamica punctului material supus la legături  

 Legӑtura este dată prin orice constrângere de natură geometrică sau fizică.   

Conform axiomei legăturilor, orice legӑturӑ poate fi suprimatӑ ṣi înlocuitӑ cu 

forţe de legătură sau reacţiuni care să producă acelaşi efect asupra punctului material. 

Astfel, prin eliminarea legăturilor de orice fel, mişcarea unui punct material devine 

mişcare liberă.   

 

Exemple de legături la care este supus un punct material pot fi: rezemarea pe 

o suprafaţă sau pe o curbă.  Pentru simplificarea studiului punctului material, se 

consideră că suprafaṭa (curba) este fixӑ şi indeformabilӑ în timp. 

 

 Fie un punct material M de masă m aflat pe o suprafaṭă aspră (Σ), asupra căruia 

acṭionează forṭele exterioare �VN, i =1÷n, a căror rezultantă este  7V(Rx, Ry, Rz). Se va 

analiza mişcarea punctului pe suprafaṭa aspră (fig.15.3) considerând ca forṭe de 

legătură reacṭiunea normalӑ la suprafaṭă notată cu 8V şi componenta tangenţială 

notată cu c�. Forṭa  8V  este numită reacţiune normală ṣi are direcţia normalei la 

suprafaţă şi modulul N necunoscut, iar forṭa c� este numită forţă de frecare ṣi are 

sensul contrar vectorului viteză şi modulul egal cu produsul dintre coeficientul 

frecării de alunecare μ şi mărimea reacţiunii normale N, adicӑ T = μN. 

                                       
Fig. 15.3 

,̅ 
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Analizând cazul particular al unui punct material aflat în mişcare pe o curbă aspră 

(Γ) sub acṭiunea unui sistem de forṭe exterioare date de rezultantӑ 7�, forţa de legătură 

are douӑ componente: componenta normală 8V situată în planul normal la curbă, 

determinarea ei solicitând cunoaşterea a doi parametri prin care să i se precizeze 

direcţia şi modulul ṣi componenta tangenţială c�, având direcṭia vitezei, dirijată în 

sens contrar acesteia. 

Ecuaţia vectorială a mişcării în acest caz devine: 
 

       TNRrm ++=&& ,                                               (15.55) 

unde: ( )zyx RRRR ,,  reprezintă vectorul rezultant a forţelor exterioare date, care 

acţionează asupra punctului material. 
 
 

15.4.1 Mişcarea punctului material pe o suprafaţă aspră  

În cazul mişcării punctului material pe o suprafaṭă aspră cele două 
componente ale forṭei de legătură sunt date de relaṭiile: 

 

         fN ∇= λ ,                                                     (15.56) 

 

                                           
v

v
NT µ−=  .                                                 (15.57) 

 
Modulul N al reacṭiunii normale se obṭine din (15.56) astfel: 
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N λ   .                                      (15.58) 

 
Ecuaţiile diferenţiale scalare ale mişcării obṭinute din proiectarea relaţiei 

(15.55) pe axele sistemului de referinţă ales Oxyz, sunt urmӑtoarele:       
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La relaṭiile (15.59) se adaugă şi ecuaţia suprafeţei: 
 

      f(x,y,z) = 0 ,                                                       (15.60) 
 

astfel cӑ sistemul format din (15.59) ṣi (15.60) în necunoscutele (Rx, Ry, Rz) şi λ 

poate fi rezolvat.  
 

 

15.4.2 Mişcarea punctului material pe o curbă  

 În cele ce urmează, se analizeazӑ mişcarea punctului pe o curbӑ asprӑ sub 

acṭiunea unui sistem de forṭe exterioare de rezultantӑ 7�, ale cărei ecuaṭii sunt:     
f1(x,y,z) = 0, f2(x,y,z) = 0.  

 Fie (ᴦ) o curbӑ asprӑ ṣi un punct M în miṣcare pe aceastӑ curbӑ. Aplicând 

axioma legӑturilor, se introduc forṭele de legӑturӑ 8V  ṣi c� , exprimate astfel: 
 

        2211 ffN ∇+∇= λλ  ,                                       (15.61) 

 

        
v

v
NT µ−= .                                     (15.62) 

Modulul reacṭiunii normale N, având în vedere (15.61), este:  
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Ecuaţiile diferenţiale scalare ale mişcării pe axele sistemului de referinţă Oxyz 
pot fi scrise astfel: 
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(15.64) 
La relaţiile (15.64) se adaugă ecuaţiile curbei:  
 

                                    f1(x,y,z) = 0, f2(x,y,z) = 0 .                                             (15.65) 

 Cunoscând condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii, prin integrarea ecuaţiilor 

diferenṭiale (15.59) sau (15.64) ṣi utilizarea relaṭiilor (15.61) ṣi (15.65), se obţin 

ecuaţiile de mişcare ale punctului material pe o suprafaṭă sau curbă aspră, precum 

ṣi parametri 21 , λλλ sau . Ecuaṭiile de miṣcare ale punctului se obṭin de forma: 

 

          x = x(t), y = y(t), z = z(t).                                              (15.66) 
 

 

15.5 Pendulul simplu  

 Una din cele mai des întâlnite aplicaṭii ale dinamicii punctului material este 

pendulul matematic.  

Pendulul matematic sau pendulul simplu este constituit dintr-un punct 

material suspendat printr-un fir ideal (perfect flexibil, inextensibil şi fără greutate) 

care oscilează într-un plan vertical, în jurul unui punct de suspensie sub acţiunea 

propriei greutăţi, toate acestea în ipoteza neglijării forţelor de frecare.  

Dacă pendulului i se imprimă o mişcare de balans (oscilaţie), se va observa, 

în cele ce urmeazӑ, că perioada de oscilaţie (T) este aceeaşi pentru o lungime dată şi 

nu este influenţată de greutatea suspendată, respectiv masa pendulului sau între 

anumite limite, de amplitudinea oscilaţiei.  
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Această aplicaṭie este întâlnită des la construcţia instrumentelor de măsurare 

a timpului, precum a pendulelor şi a orologiilor (fig. 15.4b.) etc. De asemenea, prin 

măsurarea perioadei oscilaţiilor care este influenţată de gravitaţie, se poate calcula 

ca aplicaṭie valoarea acceleraţiei gravitaţionale (d̅) in diferite zone geografice ale 

Pӑmântului. 

 În studiu, se consideră un punct material M de masă m (fig. 15.4a.), suspendat 

în plan vertical printr-un fir flexibil şi inextensibil de lungime l şi care oscilează în 

jurul punctului de suspensie O, având un unghi ϕ  faṭă de verticală şi o mişcare 

caracteristică unui pendul matematic. Pendulul este lăsat să oscileze din poziţia 

iniṭială în care unghiul αϕ = , fără viteză iniţială. Analizarea mişcării punctului 

material M se face raportat la un sistem de referinṭă intrinsec Mτυβ.  

Studiul urmăreşte obţinerea ecuaţiei mişcării oscilatorii a punctului M şi a 

perioadei oscilaţiilor T.  

 

 

 

 

   
       

 
 

 
 

 

 

 
b. 

 

 
Se observă din figura 15.4a că asupra punctului M acţionează pe lângă 

greutatea e̅ = gm  şi forṭa de legӑturӑ S , numită tensiune din fir, rezultatӑ prin 

suprimarea legӑturii din fir. 
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Astfel că necunoscutele problemei sunt ecuaţia diferenţială a mişcării şi 

tensiunea din fir. În demonstrare se pleacă de la legea a doua a lui Newton ṣi anume: 

 

                        	�� = 	d̅ + f̅  .                                            (15.67) 

 

În relaṭia (15.67) acceleraṭia �� se înlocuieṣte cu componentele sale intrinseci după 

axele Mτ şi Mυ, cunoscute din cinematică ṣi anume: 22; ϕωϕε υτ &&& llalla ====  . 

Proiectând relaṭia vectorialӑ (15.67) pe axele Mτ şi Mυ se obṭin ecuaṭiile diferenṭiale 

scalare: 

                    	g/� = −	d6Nh/ ,                                        (15.68) 

          	g/0 � = f − 	d456/ .                                  (15.69) 

 

În continuare, se studiazӑ două cazuri ale mişcӑrii pendulului matematic şi anume:  

- cazul micilor oscilaṭii când unghiul 05≤ϕ şi cazul marilor oscilaṭii când unghiul   

φ > 50. 

a) În primul caz, se analizează mişcarea punctului material în cazul micilor 

oscilaţii pentru ( 05≤ϕ ) la care se pot face aproximaţiile, în conformitate cu 

dezvoltările în serii de tip Taylor: 1cos;sin ≈≈ ϕϕϕ . Astfel ecuaṭia (15.68), 

după unele calcule, devine: 

                                               /� + ij / = 0 .                                             (15.70) 

Dacă se notează în ecuaṭia (15.70):     

             � = �ij   ,                                                     (15.71) 

soluţiile ecuaţiei sunt:  
 

 / = La456��� + L�6Nh���        
    (15.72) 

                                /0 = −�La6Nh��� + �L�456��� 
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Impunând condiţiile iniţiale cunoscute la momentul t0 = 0, respectiv φ0 = α ṣi        /0 K = 0,  se deduc constantele de integrare C1 = α , C2 = 0. Astfel, ecuaţia mişcării 

oscilatorii devine: / = k456��� ,                               (15.73) 

în care: p – este pulsaţia mişcării; 

            α  – este amplitudinea unghiulară. 

Perioada micilor oscilaţii ale pendulului se determinӑ cu relaṭia: 
 
 c = �l� = 2m� ji .                                           (15.74) 

 Din relaṭia (15.74) se observă că în cazul micilor oscilaţii, acestea sunt 

izocrone (au aceeaşi perioadă) şi că perioada variază liniar cu radicalul lungimii 

pendulului, nedepinzând de masa acestuia. 

 Din a doua ecuaṭie (15.69) se poate determina tensiunea S din fir, 

                               f = 	d456/ + 	g/0 �                                      (15.75) 

 

b) În cazul al doilea, respectiv cel al marilor oscilaṭii pentru φ > 50, perioada 

oscilaţiilor se aproximează astfel: 

 

c = 2m� ji n1 + ao 6Nh� \[�_p  .                            (15.76) 

Se noteazӑ cu: A – amplitudinea metricӑ a miṣcӑrii, q = ?K?a ṣi cu      6Nh \[�_ = r�j,  astfel relaṭia (15.76) corespunzӑtoare perioadei T în cazul marilor 

oscilaṭii devine: 

c = 2m� ji \1 + aas rHjH _  .                                   (15.77) 

Din relaṭiile (15.74) şi (15.77) se pot deduce acceleraţiile gravitaţionale în 

cazul micilor şi marilor oscilaţii, respectiv: 
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 În conformitate cu [3], cunoscând acceleraṭiile gravitaṭionale la Polul 

Pământului (9.831 m/s2) şi la Ecuator (9.781 m/s2), se determinӑ acceleraṭia 

gravitaṭională într-o locaṭie geografică, dar cu condiṭia determinării iniṭiale a 

variaṭiei geografice pentru un grad latitudine şi cunoscând latitudinea nordică a 

acelei locaṭii. 

 

 

15.6 Dinamica mişcării relative a punctului material  

 Pentru studiul mişcării relative se consideră un punct material M, de masă m, 

asupra căruia acţionează un sistem de forţe exterioare ��M , N = 1 ÷ h , acestea având 

rezultanta ��. Mişcarea este raportată la două sisteme de referinţă şi anume: unul fix 

O1x1y1z1 şi altul mobil Oxyz. Punctul material se află într-o mişcare oarecare             

(fig. 15.5).  

Se considerӑ cunoscută mişcarea sistemului de referinţă mobil în raport cu sistemul 

de referinţă fix, definitӑ de parametri geometrici ṣi cinematici ( εω ,,,, 000 avr ). 

Studiul analizează mişcarea punctului material M faţă de sistemul de referinţă mobil, 

respectiv urmӑreṣte determinarea ecuaţiilor de mişcare relativă ale punctului 

material M scrise sub forma: 

 

( ) ( ) ( ).,, tzztyytxx ===                                  (15.80) 

La mişcarea absolută, punctul material M se mişcă după legea lui Newton respectiv: 

 

Fam a =  .                                                     (15.81) 
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La studiul mişcării relative a punctului au fost definite urmӑtoarele acceleraṭii:  

aa  - este acceleraţia absolută a punctului M în raport cu sistemul de referinţă fix;  ���  - este acceleraţia de transport a punctului M; ��*  -  este acceleraţia relativă a punctului M; ��t  - este acceleraţia Coriolis a punctului M. 

 Conform legii de compunere a acceleraţiilor în mişcarea relativă a 

punctului material, acceleraṭia absolută a punctului are expresia: 

           ctra aaaa ++=  .                                                  (15.82)  

Se înlocuieṣte acceleraţia absolută aa în relaţia (15.81) şi se obţine: 

           Famamam ctr =++ ,                                             (15.83) 

   ctr amamFam −−= .                                             (15.84) 
 

Se înlocuiesc acceleraṭia de transport ��� şi acceleraṭia Coriolis ��X  cu expresiile:  ��� = ��K + u̅ R ,̅ + vV R vV R ,̅� ṣi ��X = 2vV R J̅* ṣi se introduc notaṭiile ��w� ṣi ��wt astfel: 

y 

z1 

 
 

 
 

y1 

(Δ) x 

z 

   
  

 

 

 

 
 
  

  

x1 

O1 

 

Fig. 15.5 

O(x10; y10; z10) 

 
? x�a, �a, �a�, �, �� y 
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                     ( )[ ] jtt Frramam =××+×+−=− ωωε0 ,                      (15.85) 

 

                          [ ] jcrc Fvmam =×−=− ω2 ,                                            (15.86) 

 
Cu notaţiile (15.84) – (15.86), ecuaţia (15.83) devine: 

 

       jcjtr FFFam ++= .                                                   (15.87) 

 

În ecuaṭia (15.87) vectorii jcjt FF , se numesc forţă inerţială de transport şi forţă 

inerṭială Coriolis, având expresiile (15.85) şi (15.86). Ecuaţia (15.87) se numeşte 

ecuaţia fundamentală a mişcării relative a punctului material.  

Ca şi observaṭie, comparând (15.87) cu (15.81), rezultă că mişcarea relativă a 

punctului se tratează analog cu mişcarea absolută cu deosebirea că, în membrul doi 

al ecuaţiei diferenţiale vectoriale trebuie adăugate pe lângă rezultanta forţelor 

exterioare �� şi forţa inerţială de transport ��w�, precum şi forţa inerţială Coriolis ��wt . 
 În cazul punctului material supus la legături, forţa �� conţine atât rezultanta 

forţelor date R  cât şi reacţiunea forṭelor de legătură
lR . Astfel,  

 

                 
r

r
l

n

i
il

v

v
NTTNRFRRRF µ−=+==+= 

=

;;;
1

.              (15.88) 

Proiectând ecuaţia vectorială (15.87) pe axele sistemului de referinţă ales Oxyz şi 

ţinând seama de (15.88), se obţin ecuaţiile diferenţiale scalare ale mişcării relative 

a punctului material: 
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La relaṭiile (15.89) se adaugӑ şi ecuaţiile legăturii punctului material. Astfel, 

studiul se face ca ṣi în cazul unui punct material liber. 

Prin dubla integrare a ecuaţiilor (15.89) şi ţinând seama de condiţiile iniţiale ale 

mişcării precizate mai jos la momentul (t0): 

 

t0 = 0,      
000

000

,,

,,

zzyyxx

zzyyxx

&&&&&& ===

===
 ,                                   (15.90) 

 

se obţin ecuaţiile mişcării relative a punctului material M, respectiv: 

  

                                    ( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,,  .                                      (15.91) 

 

• Dacă vorbim de punctul material legat, se iau în considerare şi ecuaţiile legăturii 

şi forţa de legătură 22
TNRl += .  

 
• Dacă viteza relativă şi acceleraţia relativă sunt nule J̅* = 0, ��* = 0,  punctul material se 

găseşte în repaus relativ faţă de sistemul de referinţă mobil. Deoarece                                         ��wt = −	2vV  R  J̅*�,  rezultă în acest caz că ��wt = 0 , iar ecuaţia (15.87) devine:  

 

                                       0=+ FFjt  .                                                 (15.92) 

Relaţia (15.92) exprimă condiţia vectorială a repausului relativ, adică în 

cazul repausului relativ, suma vectorială dintre rezultanta forţelor date şi de 

legătură care acţionează asupra punctului material şi forţa inerţială de transport 

este nulă. 

Condiṭia necesară şi suficientă pentru ca ecuaţia diferenţială (15.87) să ia forma 

ecuaţiei diferenţiale absolute este: 

 

    Fam r =  .                                                   (15.93) 



                                                 

591   

                                                    0=+ jcjt FF  .                                               (15.94) 

 

    ( )[ ] 020 =×+××+×+− rvrram ωωωε  ,                            (15.95) 
 

 
Ecuaţia (15.95) este adevărată dacă: 
 
 

  0,0,00 === εωa  ,                                         (15.96) 
 

respectiv, dacă mişcarea de transport a sistemului de referinţă mobil este o mişcare 

de translaţie, rectilinie şi uniformă. Doar în acest caz, ecuaţia mişcării relative a 

punctului material are aceeaşi formă ca şi în cazul mişcării absolute. În aceste 

condiṭii, sistemul de referinţă mobil care satisface condiţiile (15.96) devine sistem 

de referinţă inerţial. 
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15.7 Probleme rezolvate  
 

15.7.1. Să se determine legea mişcării unui punct material M de masă m,       

(fig. 15.6) care se mişcă în câmp gravitaṭional de la înălṭimea h, cu viteza iniṭială v0 

şi care face cu orizontala un unghi  α.  

 

 

 

 

 

 

 

                                                      Fig. 15.6 

 

Soluṭie: 

 

La momentul iniṭial t0 = 0,  y0 = h, v0x = v0 cos α;   v0y = v0 sin α. 

Dacă se aplică teorema a doua a lui Newton: 

 	�� = 7� ,                                                             (1) 

Miṣcarea punctului este în planul xOy. Proiectând (1) pe axele sistemului Ox 

ṣi Oy se obṭin ecuaṭiile diferenṭiale: 

 	�� = 0;       	�� = −	d;         	�� = 0 ,                                (2) 

relaṭiile (2) prin împӑrṭire la masa m sunt rescrise sub forma: 

 �� = 0;        �� = −d;        �� = 0 .                                     (3) 

 

Printr-o dublă integrare a ecuaṭiilor diferenṭiale (3) şi ṭinând cont de condiṭiile 

iniṭiale date de problemă la momentul t0 = 0, se scriu succesiv urmӑtoarele relaṭii: 

x 

y 

α 

h 

J̅K 

M(m) 

O 
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 �� = 0 → �0 = La ;   → � =  La� + L�,                                        (4) 

                            La =  JK456k;      L� = 0 . 
 

�� = −d → �0 = −d� + L{ ;   → � =  |i�H� + L{� + Lo  ,                          (5) 

                                       L{ =  JK6Nhk;      Lo = ℎ . 
Înlocuind constantele de integrare Ci, N = 1 ÷ 4 în relaṭiile (4)-(5) rezultӑ ecuaṭiile 

parametrice ale miṣcӑrii punctului M:  x = x(t), y = y(t) astfel, 

� =  JK� 456k;             � = |i�H� + JK�6Nhk + ℎ  .                              (6) 

Eliminând din relaṭiile (5) parametrul (t), se obṭine ecuaṭia traiectoriei mişcării datӑ 

de relatia (8): � =  �/JK456k.                                                       (7) � = |i���Ht�GH� �� + � �dk + ℎ .                                     (8) 

 
 

15.7.2. Să se determine legea mişcării unui punct material M de masă m, care 

se mişcă în câmp gravitaṭional, el fiind aruncat vertical de la înălṭimea H cu viteza 

iniṭială v0  pe verticală (fig. 15.7).  

 
 

 
 

 
 

           

 

 
 
 

Fig. 15.7 

y 

J̅K 

H 

0 

M(m) 
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Soluṭie: 

La momentul iniṭial t0 = 0,  y0 = H, v0y = v0. 

Dacă se aplică teorema a doua a lui Newton, se poate scrie: 

 	�� = 7� .                                                     (1) 

 

Proiectând relaṭia (1) pe axa Oy, se obṭine: 

 	�� = −	d.                                                    (2) 

Din relaṭia (2) rezultӑ prin împӑrtirea la masa m: 

 �� = −d.                                                          (3) 

 

Integrând de douӑ ori ecuaṭia diferenṭialӑ (3) şi ṭinând cont de condiṭiile 

iniṭiale date ale mişcării la momentul t0 = 0, se pot scrie succesiv urmӑtoarele relaṭii: 

 

�� = −d → �0 = −d� + La ;   → � =  |i�H� + La� + L� ,                    (4)  

 La =  JK;   L� = �. 
În final, dupӑ înlocuirea constantelor de integrare C1, C2 în relaṭia (4), ecuaṭia 

mişcării devine: 

 

                            � = |i�H� + JK� + � .                                                (5) 
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15.8 Probleme propuse 

 

15.8.1. Se consideră un punct material A de masă m care se deplasează pe o 

suprafaţă orizontală A0A1= L, cu frecare (µ ≠ 0), pornind din punctul A0 cu viteza 

iniţială v0 dată de figura 15.8. Se cere să se studieze legea de mişcare a punctului 

material pe distanṭa A0A1 [4]. 

 

 

 

 

                                                Fig. 15.8 [4] 

 Răspuns:  

         ��� =  −�d �H� + JK�;      g�d�� �� 	Nş4�,�                 
 

15.8.2. Se consideră un punct material A de masă m care se deplasează pe un 

plan înclinat de unghi α, cu frecare (µ ≠ 0), pe linia de cea mai mare pantă, pornind 

din punctul A0 cu viteza iniţială vo dată (fig. 15.9) [4]. Se cer:  

a) Să se determine legea de mişcare la urcare a punctului. 

b) Să se determine legea de mişcare la coborâre a punctului dacă µ < tgα . 

 

Fig. 15.9 [4] 

Răspuns:  

   ��� =  JK� − a� 6Nhk + � ∙ 456k�d��;      g�d�� �� 	Nş4�,� g� `,4�,�;            
    ��� =  12 6Nhk − � ∙ 456k�d��;                g�d�� �� 	Nş4�,� g� 45�5,�,�.   

A1 A0 J̅K J̅a 
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15.8.3. Se consideră un punct material A de masă m care se deplasează pe o 

suprafaţă cilindrică interioară de rază R, fără frecare (µ = 0), pornind din punctul A0 

cu viteza iniţială vo (fig. 15.10). Se cer să se studieze legea de mişcare a punctului 

material şi reacṭiunea din punctul A. 

 

 

  

        Fig. 15.10 

 

  

Răspuns:  

 

         J�� =  �JK� − 27d1 − 456��          g�d�� �� 	Nş4�,�.                 
         8�� =  	d3456� − 2� + Z��H�          ,��4ṭN`h�� �Nh �`h4�`g q.                 

h� 

 

J̅ J̅K 
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16. NOŢIUNILE FUNDAMENTALE ŞI TEOREMELE 
FUNDAMENTALE ALE DINAMICII [5] 

 
 În vederea rezolvării problemelor de dinamică prin metoda directă sau inversă, 

a fost necesară introducerea unor mărimi mecanice, numite mărimi fundamentale ale 

dinamicii. Acestea sunt:  

 

- lucrul mecanic;  

- puterea mecanică;  

- randamentul mecanic;  

- energia cinetică;  

- energia potenṭială şi mecanică; 

- impulsul; 

- momentul cinetic. 

 

 

16.1 Lucrul mecanic  

 

Lucrul mecanic este mărimea mecanică ce reprezintă măsura transferului de 

energie între două stări ale unui sistem material sau rigid. Această energie este 

rezultatul unui efort şi depinde de factori precum munca depusă, drumul parcurs 

pentru aceasta şi poziṭia reciprocă a sistemului sau a rigidului între cele două poziṭii. 

În cele ce urmează, se va prezenta lucrul mecanic în diferite situaṭii, respectiv 

influenṭat de tipul forṭelor care acṭionează asupra punctului material, a sistemelor de 

puncte materiale sau a solidelor rigide. 

 

16.1.1 Lucrul mecanic al unei forţe care acţionează asupra unui punct 

material 

 Se consideră în figura 16.1 un punct material M care se deplasează pe 

traiectoria curbilinie (Γ) sub acţiunea unui sistem de forţe variabile şi a căror  
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rezultantă este F . La momentul (t), punctul material se află în poziţia M definită de 

vectorul de poziţie r , iar la momentul ( )tt ∆+  punctul se află în poziţia M1 definită 

de vectorul de poziţie ( )rr ∆+ . 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

Lucrul mecanic elementar al forţei F corespunzător deplasării elementare rd  

este o mărime notată cu dL şi este egală cu produsul scalar dintre forţa F şi 

deplasarea elementară rd , adicӑ 

 

rdFdL ⋅= .                                                  (16.1) 

Deoarece �,̅ = J̅ ∙ ��, �, = �6 = J ∙ ��, expresia lucrului mecanic elementar se 

mai poate scrie: �� = �� ∙ J̅�� = �J�� 456k = ��6 456k ,                           (16.2) 

 

unde α - este unghiul dintre vectorul forţă şi vectorul viteză. 

O1           

(t0 = 0) 

z 

 

Δs 

 

   M1 

(t+Δt) 

 

 
 

M(t) 

 

O 

 

y (Г) 

 

 

 

s 

x 

Fig. 16.1 
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Expresiile analitice ale vectorilor ��, �,̅ ṣi J̅ în raport cu sistemul de referinṭă Oxyz 

sunt: � = ��N + ��� + ���   şi    , = �N + �� + �� ,                          (16.3) 

                           J = J�N + J�� + J�� = �0 N + �0� + �0� , 
 

ṣi folosirea expresiilor analitice ale vectorilor �,V �,̅ ṣi J̅ , determină transformarea 

relaṭiilor (16.1), (16.2) ṣi 16.3 în formele: 

 �� = ���� + ���� + ���� = ��J��� + ��J��� + ��J��� .               (16.4) 

 �� = �� ∙ J̅�� = +���0 + ���0 + ���01��  .                              (16.5) 

 

Dacă se analizează mişcarea produsӑ de un cuplu de moment ?V , cu unghiul 

de rotaṭie θ în planul său de rotaṭie şi având �̀ versorul normalei la acest plan, se 

poate scrie în cazul miṣcӑrilor de rotaṭie, unde J̅ = vV R ,,V conform cu (16.2), relaṭia: 

 �� = �� ∙ vV R ,̅��� = ,̅ R ��� ∙ vV�� = ?VK ∙ ��̅  .                       (16.6) 

 

Prin analogie cu (16.4), relaṭia (16.6) devine: 

 �� = ?���� + ?���� + ?���� = +?�v� + ?�v� + ?�v�1��.     (16.7) 

unde: v� , v� , v�  – reprezintă proiecṭiile vitezei unghiulare pe axele sistemului de 

referinṭă Oxyz.  

 

Câteva din proprietăṭile lucrului mecanic elementar sunt descrise în cele ce urmează: 

 

• Lucrul mecanic elementar este o mărime scalară având unitatea de măsură în 

sistemul internaţional Joule [J]. 
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                                     1J = 1Nm  

• Lucrul mecanic elementar este pozitiv atunci când unghiul k ∈ �0, l�_ şi se 

mai numeşte lucru mecanic motor. 

• Lucrul mecanic elementar este negativ atunci când  unghiul k ∈ \l� , m� şi se 

mai numeşte lucru mecanic rezistent. 

• Dacă k = l�  rezultă că dL = 0 şi se numeşte lucru mecanic nul. 

Corespunzător unei deplasări finite a punctului material aflat între două poziṭii 

A şi B pe traiectoria curbilinie �� şi sub acţiunea forţei variabile F , lucrul mecanic 

finit sau total are expresia: 

 �r|� = � �� ∙ �,̅�r = � +���� + ���� + ����1 = � ��6 456k�r = � �J�� 456k .�����r     (16.8) 

 

iar lucrul mecanic total sau finit în cazul unui cuplu de forṭe este: 
            ��]|�H = � ?VK�H�] ��̅ = � ?K�H�] �� 456D = � ?Kv�H�] �� 456D =                                        = � ?�v��H�] + ?�v� + ?�v����  .                             (16.9) 

 

În relaṭia (16.9) s-a notat cu β  -  unghiul dintre 0M (momentul cuplului) şi ω

(viteza unghiulară), iar ��̅ = vV�� . 
În concluzie, lucrul mecanic finit depinde atât de variaṭia forţei cât şi de forma 

traiectoriei. 

 

16.1.2 Lucrul mecanic al forţelor conservative 

 
În cazul în care forṭa �� este o forţă conservativă aceasta va proveni dintr-o 

funcţie de forţă notată cu U = U(x, y, z) şi va depinde numai de coordonatele 

punctului de aplicaţie al forţei. În acest caz, lucrul mecanic elementar va deveni: 

 �� = d,��� = ∇� = ���� N + ���� � + ���� � .                           (16.10) 
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Având în vedere expresia forṭei �� din relaṭia (16.3), respectiv din relaṭia 

(16.10), se obṭin componentele carteziene Fx, Fy, Fz ale forṭei conservative scrise sub 

forma: 

         �� = ���� ;  �� = ���� ;  �� = ����    .                                        (16.11) 

Pentru ca o forṭӑ �� sӑ fie forṭӑ conservativӑ, trebuie sӑ îndeplineascӑ condiţiile lui 

Cauchy, adicӑ, 

 �%&�� = �%'�� ;    �%&�� = �%(�� ;   �%'�� = �%(��   .                                    (16.12) 

Detaliind, se obṭin relaṭiile:  

 �H����� = �H����� , �H����� = �H����� , �H����� = �H�����.                            (16.12a) 

Analiza acestor relaṭii conduce la concluzia cӑ o funcṭie de forṭӑ U este conservativӑ 

dacӑ ordinea de derivare este indiferentӑ. 

Lucrul mecanic elementar al forţei conservative F devine: 

 �� = ���,̅ = ���� �� + ���� �� + ���� �� = �� ,                             (16.13) 

iar lucrul mecanic finit are expresia: 

 

   AB

B

A

B

A

BA UUdUrdFL −=== − .                                   (16.14) 

unde: ( ) ( ).,,,,, BBBBAAAA zyxUUzyxUU ==  

De menṭionat cӑ, în conformitate cu relaṭia (16.14), este cӑ: lucrul mecanic 

total al forţei conservative este independent de forma traiectoriei, depinzând numai 

de poziţia iniţială şi finală a punctului de aplicaţie al forţei (un exemplu de forţă 

conservativă este forţa de greutate). 
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16.1.3 Lucrul mecanic al unei forţe elastice 

 
 În cazul forṭelor elastice, lucrul mecanic va fi dependent de poziṭia iniṭială şi 

finală a unui resort (arc), ceea ce se demonstreazӑ în cele ce urmează. Se consideră 

în figura 16.2 un arc ideal, el având constanta de elasticitate k. Se va nota cu x 

alungirea arcului şi cu Fe = kx  forţa elastică care-l deformează. 

 

 

                                            Fig. 16.2 

 

 

Având în vedere figura 16.2, se pot scrie relaṭiile: 

 

kxdxdLidxrdikxFe −==−= ;;  .                                    (16.15) 

Lucrul mecanic finit, corespunzător unei alungiri x a arcului este: 

         2

0 2

1
kxkxdxL

x

−=−=   .                                           (16.16) 

 

iar lucrul mecanic finit, corespunzӑtor alungirii arcului între două poziţii A şi B ale 

capătului sӑu, devine:  

                                   ( )22

2

1
AB

x

x

BA xxkkxdxL
B

A

−−=−= −   .                                  (16.17) 

Astfel că, lucrul mecanic produs de o forṭӑ elastică este dependent de 

poziṭiile iniṭială şi finală între care se deformează arcul / resortul. 
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16.1.4 Lucrul mecanic al forţelor interioare  

Asupra unui solid rigid acṭionează şi forṭe interne sau interioare, astfel cӑ se 

defineṣte noṭiunea de lucru mecanic al forṭelor interioare. Fie două puncte materiale 

Mi, Mj aparţinând unui sistem de puncte materiale. Forţele interioare care apar în 

sistemul de puncte materiale sunt notate cu jiij FF , . Vectorii de poziţie ai punctelor 

în raport cu punctul fix O sunt ji rr ,  (fig. 16.3). Conform principiului acţiunii şi 

reacţiunii forṭele ijji FF −= .      

 Lucrul mecanic elementar corespunzător forţelor interioare jiij FF ,  şi deplasărilor 

elementare ale celor două puncte va fi: 

 

    ( ) ( ) ( )jiijijijjiijjjiiijjjiiij MMdFMMdFrrdFrdFrdFrdFrdFdL −==−=−=+=int .       

(16.18)             

                                    

Fig. 16.3 

 

Deoarece forṭele sunt coliniare cu vectorul ?M?w ,  �VMw =  λ?M?w , astfel cӑ, 

��M2� = − ?M?w ∙ �+?M?w1 = − ¡� �+?M?w1� = − ¡� �¢?M?w¢�  .    (16.19) 

 Dacă punctele materiale ar aparṭine unui solid rigid, distanţa dintre puncte 

¢?M?w¢ = 45h6�. În acest caz, ��M2� = 0. Se poate spune că, suma lucrurilor 

mecanice elementare ale forţelor interioare, în cazul unui solid rigid, este nulă 

pentru orice deplasare a solidului rigid. 

O 

Mi 

Mj

O 
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16.1.5 Lucrul mecanic al unui sistem de forţe care acţionează asupra 

unui solid rigid 

 
 Se consideră un solid rigid liber (S) aflat în mişcare generală şi supus acţiunii 

unui sistem de forţe exterioare ��M, N = 1 ÷ h, pentru care elementele torsorului de 

reducere @̿7�, ?VK�, în raport cu originea O legată invariabil de rigid, sunt date de 

relaṭiile: 

 

  7� = ∑ ��M ,       ?VK = ∑ ,̅M R  �VM .                   2M¥a  2M¥a               (16.20) 

 

Se notează cu J̅K viteza punctului O şi cu vV viteza unghiulară relativă de 

rotaṭie a solidului rigid faṭă de punctul O.   

Se doreşte să se determine lucrul mecanic elementar al sistemului de forţe 

corespunzător deplasării �,̅aK a punctului O şi a rotaţiei elementare �� a rigidului în 

jurul punctului O (fig. 16.4). 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

     x1 

O1 y1 

z1 

 

(S) 

y 

x 

z 

O 

 

A1 

Ai 

An 
 

 

Fig. 16.4 

J̅M 
vV R ,̅M 

∆� 

0M  

0v  



                                                 

605   

                        
 �� = ∑ ��M�,̅aM =2M¥a ∑ ��MJ̅M��  .2M¥a                                      (16.21) 

 
                          J̅M = J̅K + vV R ,̅M ,                                                   (16.22) 

 
Înlocuind relaţia (16.22) în (16.21), se obţine succesiv: 
 

�� = § ��M ∙ J̅M�� = § ��M ∙ J̅K + vV R ,̅M�2
M¥a

2
M¥a �� = § ��M ∙ J̅K�� + §,̅M

2
M¥a R ��M

2
M¥a � ∙ vV�� 

 = 7� ∙ J̅K�� + ?VK ∙ vV�� = 7� ∙ �̅,aK + ?VK ∙ ��̅, 
 
adicӑ, 

 �� = 7� ∙ �,̅ + ?VK ∙ ��̅ .                                              (16.23) 
 

 

Relaṭia (16.23) reprezintă lucrul mecanic elementar al unui sistem de forṭe 

care acṭionează asupra unui solid rigid aflat în mişcare generală cu viteza iniṭială J̅K 

şi viteza unghiulară vV la un moment dat. Cazurile particulare ale lucrului mecanic 

elementar din mişcarea generală sunt prezentate în cele ce urmează.  

 

Cazuri particulare ale lucrului mecanic elementar 
 
a) Mişcarea sferică – polul O este considerat articulaṭie sferică            

    J̅K = 0, �,̅aK = 0 , iar relaṭia (16.23) devine:             

   �� =  ?VK ∙ ��̅ .                                              (16.24) 

b) Mişcarea de rotaṭie în jurul unui ax fix – Oz este considerată axa fixă 

    �� =  ?VK ∙ ��̅ =  ?� ∙ �� .                                    (16.25) 
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c) Mişcarea de translaṭie unde vV = 0 aşadar, lucrul mecanic elementar în 

mişcarea de translaṭie devine: 

�� = 7� ∙ �,̅  .                                               (16.26) 

 
16.2 Puterea mecanică  

O altă mărime mecanică fundamentală şi scalară ce caracterizează lucrul 

mecanic transferat unui sistem în unitatea de timp este puterea mecanică sau astfel 

spus, puterea mecanică arată capacitatea unei forţe de a efectua lucru mecanic în 

timp.  

Puterea mecanică se exprimă prin raportul dintre lucrul mecanic elementar dL 

şi timpul elementar dt  în care s-a efectuat acesta. Astfel, 

 

    ¨ = �©�� = 7� ∙ J̅K + ?VK ∙ vV  .                                      (16.27) 

 

unde: 7� ∙ J̅K - corespunde componentei de translaṭie a mişcării produsă de sistemul 

de forṭe a cӑrui vector rezultant este:   

                         7� =  ∑ ��M2M¥K  ;                                             (16.27a) 

 

         ?VK ∙ vV - corespunde componentei de rotaṭie, rezultatӑ din rotaṭia rigidului în 

jurul lui O, produsӑ de momentul rezultant ?VK.  
Relaṭia (16.27) exprimă puterea mecanică în cazul unui solid rigid aflat în mişcare 

generală, sub acṭiunea unui sistem de forṭe exterioare.  

Dacă solidul are doar mişcare de translaṭie, atunci componenta ?VK ∙ vV = 0, 

iar puterea mecanică devine:  

 ¨ = �©�� = 7� ∙ J̅K  .                                             (16.28) 
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Dacă solidul are o  mişcare de rotaṭie în jurul unei axe fixe ce trece prin polul 

O, respectiv o mişcare de rotaṭie instantanee în jurul axei mobile care trece 

permanent prin punctul O (cazul mişcării sferice), J̅K = 0, astfel cӑ puterea mecanică 

devine:  ¨ = �©�� = ?VK ∙ vV  .                                             (16.29) 

Puterea este o mărime scalară şi pozitivă, negativă sau nulă, ea constituind o 

caracteristică de bază a tuturor maşinilor.  

Unitatea de măsură pentru putere în sistemul internaţional este Watt-ul, 

s

J
W 11 = . În practică, se întâlneşte deseori ca unitate de măsură calul putere (CP):        

                               

                                      1kW = 1,36CP 

În continuare, sunt preferate câteva exprimări tehnice ale puterii în funcṭie de alte 

mărimi ca de exemplu,  momentul motor  Mc.  

- Se dau:  puterea unui motor şi turaţia sa. Momentul motor Mc este: 

 ?t = {Kl2 ¨   [Nm] .                                        (16.30) 

- Se dau: puterea P în CP şi turaţia n în rot/min. Momentul motor Mc este: 
 

      ?t = 7027 «2     [Nm] .                                     (16.31) 

- Se dau: puterea P în kW şi turaţia n în rot/min. Momentul motor Mc este: 

 

             ?t = 9554 «2         [Nm] .                                   (16.32) 

 

16.3 Randamentul mecanic 

În practică, dar şi în viaṭa de zi cu zi, ne interesează ca funcṭionarea unei 

maşini să fie în parametri optimi şi cu o rentabilitate bună. Astfel că, funcṭionarea 

oricărei maşini în regimul permanent este caracterizată de câteva mărimi explicitate 

în cele ce urmează: 
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- lucru mecanic motor Lm, respectiv o putere motoare Pm, mărimi care-i 

permit maşinii să dezvolte un lucru mecanic util sau o putere utilă; 

- lucru mecanic util Lu, respectiv o putere utilă Pu, mărimi măsurate la 

elementul de ieşire din maşină.  

- Diferenţa dintre lucru mecanic motor şi util (Lm – Lu = Lp) se numeşte lucru 

mecanic pierdut, iar diferenṭa dintre puteri (Pm – Pu =Pp) se numeşte putere pierdută. 

Raportul dintre lucru mecanic util şi cel motor este egal cu raportul dintre 

puterea utilă şi motoare şi se numeşte randament mecanic. Randamentul se noteazӑ 

cu η ṣi este o mӑrime mecanicӑ adimensionalӑ. 

 ® = ©¯©° = «̄«° = ©°|©±©° = «°|«²«° = 1 − /  .                            (16.33) 

unde: coeficientul φ, dat de relaţia (16.33), se numeşte coeficient de pierdere şi are 

valoarea: / = ©²©¯ = «²«°  .                                                    (16.34) 

Dacă se vorbeşte de noṭiunea de lanṭ de maşini, se ṭine seama dacă acestea 

sunt legate în serie sau în paralel.  

 Randamentul total al unui lanţ de maşini sau mecanisme legate în serie este 

egal cu produsul randamentului maşinilor lanţului: 

  ® = ∏ ®M2M¥a  .                                                   (16.35) 

Randamentul total al unui lanţ de maşini sau mecanisme legate în paralel 

este egal cu suma produselor dintre randamentele fiecărei maşini a lanţului şi cotă 

parte din puterea absorbită de maşină, respectiv din totalul puterii motoare ce 

alimentează întregul lanṭ:  

   

   ® = ∑   ®M ∙ kM2M¥a .                                                 (16.36) 

În relaṭia (16.36),    ∑ kM = 12M¥a  şi �Za = ka ∙ �Z; … �ZM = kM ∙ �Z; …  
Ca şi observaṭie, se poate afirma că în viaṭa cotidiană nu se întâlnesc maşini 

sau echipamente cu randament de 100%, datorită acestui coeficient de pierdere φ 

(16.34) care, în general, este dat prin pierderea de căldură.  
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16.4 Energia cinetică  

     16.4.1 Definiţii 

Se consideră în figura 16.5 un punct material M de masă m care se deplasează 

sub acţiunea unei forţe F pe o traiectorie curbilinie (Γ), având la momentul (t) viteza J̅.  

 

Se numeşte energie cinetică a punctului material, mărimea mecanică scalară 

ce caracterizează capacitatea de transformare a mişcării în lucru mecanic şi se 

exprimă prin semiprodusul dintre masa şi pătratul vitezei punctului. 

Energia cineticӑ se noteazӑ cu Ec ṣi are, în acest caz, expresia: 

 

( )22222

2

1

2

1

2

1
zyxmmvvmEc &&& ++===  ,                              (16.37) 

în care,    v   – este modulul vitezei instantanee a punctului material [m/s]; 

               �,0 �,0 �0 – sunt componentele vitezei pe axele sistemului de referinṭă; 
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               m     – este masa punctului material [kg]. 

         Unitatea de măsură a energiei cinetice în sistemul internaţional este Joule [J]. 

Generalizând studiul la un sistem discret de puncte materiale, energia cinetică a unui 

sistem de puncte materiale Mi de mase mi, având vitezele instantanee iv (i = 1÷n), care se 

mişcă sub acṭiunea unui sistem de forṭe exterioare faṭă de un sistem de referinṭă fix, este: ¶t = a� ∑ 	MJ̅M�2M¥a = a� ∑ 	MJM� = a� ∑ 	M+�0M� + �0M� + �0M�1  .2M¥a2M¥a     (16.38) 

Un solid rigid (S) poate fi considerat format dintr-o infinitate de puncte 

materiale de masă elementară dm, având vitezele v . Energia cinetică în cazul 

solidului rigid este dată de aceeaşi relaţie (16.38), în care se înlocuieşte semnul 

cu  , viteza J̅M = J̅ ṣi mi= dm. Astfel, energia cinetică a solidului rigid devine:  

 

                     ¶t = a� � J̅��	G� = a� � J��	G�  .                                   (16.39) 

 

16.4.2 Teorema lui König pentru energie cinetică  

Se consideră un solid rigid (S), de masă M, aflat în mişcare generală sub 

acṭiunea forṭelor exterioare, miṣcare caracterizatӑ de parametrii cinematici J̅X  ṣi vV , 

care reprezintӑ viteza instantanee a centrului de masӑ C al rigidului ṣi viteza 

unghiulară de rotaṭie relativă a acestuia în jurul centrului maselor. 

Se consideră cunoscut momentul de inerṭie mecanic JΔc al rigidului în raport 

cu axa (Δc), axă care trece prin C ṣi constituie suportul lui vV (fig. 16.6).  

 Conform legii de distribuṭie a vitezelor în cazul mişcării generale viteza este                     J̅ = J̅K + vV R ,̅. Având în vedere cӑ punctul O este suprapus peste C,                                J̅ = J̅t + vV R ,′V . Energia cinetică în cazul solidului rigid prezentat în figura 16.6, se 

determinӑ succesiv astfel: 

¶t = 12 ¸ J̅��	¹� = 12 ¸ J̅t + vV R ,̅-���	¹� =  
                        = a� � Jt��	¹� + � J̅t ∙ vV R ,̅-� �	 + a� � vV R ,̅-���	 ¹�¹� =  
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  = a� J̅t� � �	 ¹� + J̅t R vV� ∙ � ,-V �	¹� + a� v� � +,-�6Nh�k1�	¹�  .      (16.40) 

În relaṭia (16.40) 

¸ �	¹� = ?; 
� vV R ,̅-��¹� �	 = � v����	 =¹� v� � ��¹� �	 = v�º∆t,                   (16.41) 

 

în care d - este distanṭa punctului M la suportul axei (Δc) a lui vV. 

 

         Cu relaṭiile (16.41), energia cinetică a solidului rigid în mişcare generală devine: 

          ¶t = a� ?Jt� + a� º∆»v�.                                            (16.42) 
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 Relaṭia (16.42) exprimă teorema lui König privind energia cinetică a unui 

solid rigid aflat în mişcare generală. 

Dacă se cunosc momentele de inerṭie mecanice axiale şi centrifugale Jx, Jy, Jz 

şi Jxy, Jxz, Jyz , precum şi componentele vectorilor J̅t şi vV pe axele sistemului mobil 

Oxyz solidar cu rigidul, se poate determina o altă formă de exprimare a energiei 

cinetice a solidului rigid aflat în mişcare generală. 

 ¶t = a� �?+JK�� + JK�� + JK�� 1 + º�v�� + º�v�� + º�v�� +                    

          +2? ∙ �t+JK�v� − JK�v�1 + 2? ∙ �tJK�v� − JK�v�� +                     (16.43)              +2? ∙ �t+JK�v� − JK�v�1 − 2º��v�v� − 2º��v�v� − 2º��v�v�� . 
 

 

16.4.3 Energia cinetică în cazul unor mişcări particulare ale solidului rigid  

 Particularizând mişcarea generală a solidului rigid (S) la mişcări particulare 

ale acestuia, va rezulta energia cinetică Ec specifică fiecăreia din aceste mişcări. 

 

a) Energia cineticӑ în mişcarea de translaţie a rigidului 

 Se consideră un solid rigid (S) de masă M, avȃnd viteza centrului de masă cv  

şi aflat în mişcare de translaţie (vV = 0). În acest caz, 

 

                                        ¶t = a� ?Jt� .                                                  (16.44) 

 Energia cinetică a unui solid rigid aflat în mişcare de translaţie este egală 

cu energia cinetică a centrului de masă în care se află concentrată întreaga masă M 

a corpului. 

 

b) Energia cineticӑ la mişcarea de rotaţie a rigidului în jurul unei axe fixe 

În cazul mişcării de rotaṭie a rigidului în jurul unei axe fixe, viteza este:   

                 J̅ = vV R ,̅. 
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Întroducând aceastӑ expresie de vitezӑ în relaṭia (16.39), se obṭine succesiv: 

 

            ¶t = a� � J̅��	 =¹� a� � vV R ,̅���	 = a� � |vV R ,̅|� �	¹�  ¹� =
                        = a� � v�,�6Nh�k¹� �	 = a� v�  � ���	¹� = a� º∆v�,                 (16.45) 

 

pentru cӑ: |vV R ,̅| =  v,6Nhk = v�, iar � =  ,6Nhk, viteza unghiularӑ vV este 
aceeaṣi la un moment dat pentru toate punctele rigidului, fapt care permite extragerea 

de sub integralӑ a acesteia, iar � ���	¹� = º∆ reprezintӑ momentul de inerṭie 

mecanic al rigidului în raport cu axa de rotaṭie (∆). 
 

Astfel, energia cineticӑ a unui solid rigid care se roteṣte în jurul unui ax fix are 

expresia:           

              ¶t = a� º∆v� .                                              (16.46) 

 
c) Energia cineticӑ la mişcarea de roto-translaţie a rigidului 

Se consideră un solid rigid (S) de masă M, aflat în miṣcare de roto-translaṭie  

sub acṭiunea unui sistem de forṭe date. Pentru determinarea energiei cinetice a 

rigidului, se cunosc: viteza J̅K a unui punct O situat pe axa miṣcӑrii de roto-translaṭie, 

momentul de inerṭie mecanic axial º∆½ al rigidului în raport cu axa ∆¾� a miṣcӑrii 

ṣi viteza unghiularӑ ω de rotaṭie a rigidului în jurul axei respective. Trebuie 

menṭionat cӑ la un moment dat al miṣcӑrii, vectorii J̅K ṣi ω sunt aceeaṣi pentru toate 

punctele rigidului. Acest fapt permite extragerea lor de sub integralӑ în calculele care 

urmeazӑ.   

 

Legea de distribuṭie a vitezelor la miṣcarea de roto-translaṭie este: 

 J̅ = J̅K + vV R ,̅. Cum în expresia energiei cinetice apare factorul J�, se ridicӑ la 

pӑtrat în ambii membrii relaṭia vitezelor, obṭinându-se succesiv: 

 J̅� = J̅K + vV R ,̅�� = J̅K� + 2J̅K ∙ vV R ,̅� + vV R ,̅��  .              (16.47) 
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Se fac urmӑtoarele precizӑri: 
 

     J̅� = J�;  J̅K� = JK�;  J̅KvV R ,̅� = vV,̅ R J̅K� = ,̅J̅K R vV� = 0 ,         (16.47a) 

 

pentru cӑ la miṣcarea de roto-translaṭie vectorii J̅K ṣi vV sunt coliniari pe aceeaṣi axӑ ∆¾� a miṣcӑrii. vV R ,̅�� = |vV R ,̅|� = v�,�6Nh�k = v���,   unde d = ,6Nhk ṣi reprezintӑ distanṭa 

punctelor rigidului la axa ∆¾�, mӑsuratӑ pe perpendiculara la aceasta. 

 În conformitate cu (16.39), energia cineticӑ a rigidului, având în vedere 

(16.47) ṣi precizӑrile anterioare, devine: 

 

                    ¶t = a� � J��	¹� = a� � JK��	¹� + a� � v����	¹� =                          = a� JK� � �	¹� + a� v� � ���	¹� = a� ?JK� + a� º∆½v�,          (16.48)                                 

 

pentru cӑ: � �	 = ?, masa întregului rigid, � ���	 =  º∆½¹� , este momentul de 

inerṭie mecanic al rigidului în raport cu axa ∆¾� de roto-translaṭie.  

 Se menṭioneazӑ cӑ mӑrimile v0 ṣi ω s-au extras de sub integrale, pentru cӑ ele 

sunt comune la un moment dat pentru toate punctele solidului rigid, iar energia 

cineticӑ este o mӑrime instantanee, adicӑ se determinӑ la un anumit moment al 

miṣcӑrii.  

Astfel, expresia energiei cinetice a rigidului aflat în miṣcare de roto-translaṭie este:  

 

                                            ¶t = a� ?JK� + a� º∆Kv� .                                      (16.49) 

 

În cazul solidului rigid aflat în mişcare de roto-translaṭie energia cinetică Ec 

are două componente: o componentă de translaṭie generată de J̅K ṣi o componentӑ 

de rotaṭie a rigidului în jurul axei fixe ∆¾� cu viteza unghiularӑ  vV. 
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d) Energia cineticӑ la mişcarea plan-paralelă 

Se consideră o placă (P), aflată în mişcare plan-paralelă, de masă M, avȃnd 

viteza centrului de masă cv , momentul de inerţie mecanic axial cJ∆  în raport cu axa ∆X� ⊥ ¨�  în centrul de masӑ şi viteza unghiulară ω  (fig. 16.7a). 

În conformitate cu teorema lui König pentru energia cineticӑ, se poate scrie: 

 

   ¶t = a� ?Jt� + a� º∆tv� .                                          (16.50) 

 

Cunoscând viteza centrului maselor: Jt = v ∙ ÀL = v�, se obţine: 

 

                                   ¶t = a� v�º∆t + ?��� = a� º∆av�  ,  
respectiv,                               ¶t = a� º∆]v�.                                                           (16.51) 

 

pentru cӑ    º∆» + ?�� = º∆], conform teoremei lui Steiner. 

 

 

a.                                                     b.    

                                  Fig. 16.7 

d 
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e) Energia cineticӑ la mişcarea sferică (mişcarea în jurul unui punct fix) 

În cazul mişcării sferice (fig. 16.7b), viteza J̅ = vV R ,̅  se înlocuieṣte în 

expresia energiei cinetice datӑ de relaṭia (16.39), se fac apoi calcule succesive, 

rezultând: 

 ¶t = a� � J̅��	 =¹� a� � vV R ,̅���	 = a� � |vV R ,̅|� �	¹�  ¹� =                  a� � v�,�6Nh�k¹� �	 = a� v� � ,�6Nh�k� �	¹� =                   a� � Á��	 =¹� a� º∆v�,                                                                                  (16.52)    

   

pentru cӑ: |vV R ,̅| = v, 6Nhk = vÁ  , unde Á = ,6Nhk, � Á��	¹� =  º∆Â,  
În final, expresia energiei cinetice la miṣcarea sfericӑ devine: 
 

                                            ¶t = a� º∆Âv� .                                                 (16.53) 

 

În aceastӑ relaṭie º∆Â -  este momentul de inerṭie mecanic axial al rigidului în 

raport cu axa instantanee de rotaṭie (∆À�, care constituie suportul vitezei unghiulare 

instantanee. În expresiile anterioare s-a extras v� de sub integralӑ pentru cӑ la un 
moment dat, viteza unghiularӑ este aceeaṣi pentru toate punctele rigidului, iar energia 
cineticӑ se determinӑ la acel moment.  

Dacă se ṭine seama de legea de variaţie a momentelor de inerţie mecanice în 

raport cu axe concurente, se poate scrie relaṭia: 
 

                       αγ−βγ−αβ−γ+β+α=∆ zxyzxyzyx JJJJJJJ 222222  ,                  (16.54) 

 
în care α, β şi γ sunt cosinusurile directoare ale axei (Δ), Jx, Jy, Jz, Jxy, Jyz, Jzx sunt 
momentele de inerṭie mecanice axiale ṣi centrifugale componente ale matricei de 
inerṭie, iar componentele scalare ale vitezei unghiulare sunt: 

 

                         zyx ωγωωβωωαω === ;; ,                          (16.55) 
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În acest caz, energia cineticӑ a rigidului se exprimӑ cu relaṭia: 
 

        ( )xzzxzyyzyxxyzzyyxxc JJJJJJE ωωωωωωωωω 222
2

1 222 −−−++=  .        (16.56) 

În cazul particular, în care axele sistemului de referinţă mobil sunt axe principale de 

inerţie atunci, momentele de inerţie mecanice centrifugale sunt nule şi relaţia (16.56) 

devine: 

                               ( )222

2

1
zzyyxxc JJJE ωωω ++=  .                                       (16.57) 

 
 

16.5 Impuls 

O altă mărime mecanică importantă în studiul dinamicii punctului material şi 

nu numai, este impulsul mecanic notat (�̅ 6�` ℎ�) numit şi cantitatea de mişcare sau 

moment liniar. În general, pentru punct material se abordează literele mici, iar pentru 

sistem de puncte materiale şi solid rigid literele mari  �̈ 6�` �V). Impulsul sau 

“cantitate de mişcare” a fost definită de filozoful şi matematicianul francez                    

R. Descartes în anul 1645 şi a fost preluată ulterior şi utilizată de I. Newton în 1686 

pentru formularea principiilor fundamentale ale dinamicii.  

Notӑ: Impulsul punctului material este notat cu �̅, iar impulsul sistemelor de puncte materiale 

sau a solidului rigid ṣi a sistemelor de solide rigide se noteazӑ cu litera �̈.  
 

a) Impulsul unui punct material 

Se consideră un punct material M de masă m, care se deplasează sub acṭiunea 

unei forṭe pe o traiectorie curbilinie (Γ), având la un momentul (t) viteza v               

(fig. 16.8). Se defineşte ca impulsul �̅ sau cantitatea de mişcare a punctului material 

un vector egal cu produsul dintre masa punctului şi viteza sa. 

Astfel,  �̅ = 	J̅  .                                                      (16.58) 

 

 



 618

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Se alege un sistem de referinţă cartezian Oxyz şi se proiecteazӑ relaṭia (16.58) 

pe axele acestui sistem. Prin identificarea coeficienṭilor versorilor în relaṭia 

respectivӑ, se obṭin componentele scalare ale impulsului, exprimate astfel: 

 �� = 	�0  ;   �� = 	�0  ;    �� = 	�0 .                              (16.59) 

 

În relaṭia (16.59), se noteazӑ cu zyx &&& ,,  componentele carteziene ale vitezei punctului 

M pe axele sistemului de referinṭă ales. 

Unitatea de măsură a impulsului este [kg m/s]. 
 

 

b) Impulsul unui sistem de puncte materiale 

În cazul unui sistem discret de puncte materiale Mi de mase mi, i = 1÷n şi 

vitezele J̅M, sistem aflat în mişcare, impulsul sistemului este egal cu suma 

impulsurilor punctelor materiale. 

 

M0          

x 

y 

z 

,̅a 

Δs 

J̅ 

M(m) 

   M1 

  
 

 

s 
(Г) 

O 

 

Fig. 16.8 

 

�̅ = 	 ∙ J̅ J̅Z 
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              �̈ = ∑ 	MJ̅M = ∑ 	M �*̅Ã�� = ∑ ���2M¥a2M¥a2M¥a 	M ,̅M� = ��� ∑ 	M ,̅M�2M¥a =
                             =  ? �*»V�� = ?J̅t.                                                                                        (16.60) 

 

pentru cӑ: J̅M = �*̅Ã�� ;   	M = 4�. ;    ∑ 	M ,̅M2M¥a = ,̅t ∑ 	M = ?,̅t2M¥a  ,   �*̅»�� = J̅t . (16.61) 

 

Astfel, impulsul unui sistem de puncte materiale este: 

 

             �̈ = ?J̅t  .                                               (16.62) 

Relaṭia (16.62) poate fi proiectată pe axele sistemului de referinṭă ales Oxyz şi 

se obṭin proiecṭiile impulsului pe aceste axe: 

 

        �̈ = ?�0t;      �̈ = ?�0t;      �̈ = ?�0t  .                               (16.63) 

Impulsul total al unui sistem de puncte materiale este egal cu impulsul 

centrului de masă al sistemului discret de puncte materiale în care se presupune 

concentrată întreaga masă a sistemului, în conformitate cu relaṭia (16.62). 

 

 

c) Impulsul solidului rigid 

În cazul unui solid rigid format dintr-o infinitate de mase elementare dm, 

semnul sumӑ se înlocuieṣte cu cel de integralӑ, se fac apoi urmӑtoarele înlocuiri:       

mi = dm, J̅M =  J̅ ṣi J̅ = �*̅�� .  Înlocuind aceste precizӑri în prima formӑ a relaṭiei 

(16.60), se obṭine succesiv:  

 �̈ = � J̅¹� �	 = � �*̅�� �	 = � ���¹�¹� ,̅�	� = ��� � ,̅�	 = ��� ?,̅t =¹�                =  ? �*̅»�� = ?J̅t ,   
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pentru cӑ ,̅t = � *̅�ZÄ�� �ZÄ�  , de unde � ,̅¹� �	 = ?,̅t .                                                  (16.63a)  

 

Astfel, impulsul solidului rigid devine: 

 

           �̈ = � J̅�	 = ?J̅t¹�  .                                            (16.64) 

 

16.6 Moment cinetic  

 

    16.6.1 Definiţii 

 
a) Momentul cinetic al unui punct material 

Fie un punct material M de masă m care se deplasează sub acṭiunea unei forṭe 

pe traiectoria curbilinie (Γ), având la un momentul (t) viteza J̅.  

Prin definiţie, momentul cinetic al unui punct material aflat în mişcare în raport cu 

un pol fix O, este egal cu momentul vectorului impuls faţă de acelaşi pol O.  

Astfel: ��K = ,̅ R 	J̅  .                                                 (16.65) 

Proiecţiile acestui vector pe axele unui sistem de referinṭă Oxyz vor fi: 

 �� = 	��0 − ��0� ;     �� = 	��0 − ��0� ;    �� = 	��0 − ��0 � .       (16.66) 

 

Caracteristicile vectorului moment cinetic ��K al punctului material sunt: 
- Punctul de aplicaṭie se află în polul O; 

- Direcṭia este normală pe planul definit de vectorul de poziṭie ,̅ şi de impulsul  �̅; 

- Sensul este dat de regula produsului vectorial; 

- Modulul este: �K = |,̅  R 	J̅| = 	J, 6Nh,̅, 	J̅Å �.                   (16.67) 

Unitatea de măsură pentru momentul cinetic în SI este [kg m2/s]. 
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Notӑ: În cazul punctului material, momentul cinetic se noteazӑ cu ��K, iar în cazul sistemelor 

de puncte materiale ṣi a solidului rigid, momentul cinetic se noteazӑ cu ÆVK. 

 

b) Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale 
 

Prin definiţie, momentul cinetic al unui sistem discret de puncte materiale Mi 

de mase mi aflat în mişcare sub acṭiunea unor forṭe având vitezele J̅M (fig. 16.9) în 

raport cu un punct fix O, este egal cu suma momentelor cinetice ale punctelor 

determinate în raport cu acelaşi pol. 

 

                    ÆVK = ∑ ,̅M R 	MJ̅M2M¥a  .                                           (16.68) 

 

 
 

c) Momentul cinetic al unui solid rigid 

În cazul unui solid rigid (S) aflat în mişcare generală sub acṭiunea unui sistem 

de forṭe exterioare, fiecare punct de masă elementară dm aparṭinând acestuia este 

caracterizat de viteza J̅, de impulsul ��̅ şi de vectorul de poziṭie propriu ,̅ astfel că, 

se defineşte momentul cinetic faţă de polul fix O prin relaţia: 

M1 �̅a = 	a ∙ J̅a 

 

ÆVK = ,̅ R �̈  

Fig. 16.9 
 

M
i
 

�̅M = 	M ∙ J̅M 

M
2
 

�̅� = 	� ∙ J̅� 

�̈ = ? ∙ J̅t 
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 �ÆVK = ,̅ R ��̅ = ,̅ R J̅�	 .                                          (16.69) 

 

Prin integrarea relaṭiei (16.69), se obṭine: 

 

    ÆVK = � ,̅ R J̅�	 .                                                       (16.70) 

 

Dacă raportăm momentul cinetic al rigidului aflat în mişcare relativă faţă de centrul 
maselor, acesta este: 

 ÆVt = �  ,̅ R J̅ − J̅t���	 = �  ,̅ R vV R ,̅���	 .¹�¹�                   (16.71) 

 

Relaţia (16.71) se poate scrie şi matriceal sub forma: 

 

ÇÆÈÆÉÆÊË = Ì º� −º�� −º��−º�� º� −º��−º�� −º�� º� Í ∙ Îv�v�v� Ï;      sau  �ÆVt� = �º� ∙ �vV�.       (16.72) 

 

unde [J]  - este tensorul de inerṭie:    

 

                         º = Ì º� −º�� −º��−º�� º� −º��−º�� −º�� º� Í ,                                           (16.73)      

                                                                    

şi se numeşte matricea momentelor de inerţie sau tensorul inerţial.    

În cele ce urmează se va demonstra că momentul cinetic al unui solid rigid 

faṭă de centrul de masă C este acelaşi, atât în mişcare absolută cât şi în mişcarea 

relativă a solidului rigid (fig. 16.10).  

Astfel că se va nota cu ,̅ vectorul de poziṭie al unui punct M aparṭinând solidului 

rigid în raport cu centrul de masă C = O şi cu J̅ - viteza absolută a punctului M, astfel 

că momentul cinetic al solidului rigid calculat în raport cu centrul de masă C va fi: 
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 ÆVt = � ,̅ R J̅�	¹�  .                                              (16.74) 

unde:  J̅ – este viteza absolută a punctului M;    J̅ = J̅* + J̅t; J̅* – este viteza relativă a punctului M în raport cu C; J̅t – este viteza centrului de masă a solidului rigid. 

 

 

                        

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

Ṭinând cont de relaṭia (16.71), relaṭia (16.74) devine: 

 ÆVt = � ,̅ R J̅*�	 + � ,̅ R J̅t�	¹�¹�  .                              (16.75) 

unde: � ,̅ R J̅t�	¹� = � ,̅�	 R J̅t = ? ∙ $L���� R J̅t¹� = 0,                          (16.76) 

 

pentru cӑ,  � ,̅�	 =¹� ? ∙ $L����= 0, O ≡ C. 

 

Fig. 16.10 
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 Astfel, ÆVt = � ,̅ R J̅*�	¹�  .                                         (16.77) 

 
Relaṭia (16.77) demonstrează că momentul cinetic al unui rigid (S), raportat 

la centrul de masă C, are aceeaşi formă atât în mişcarea absolută (16.74), cât şi în 

cea relativă (16.77). 

Trebuie menṭionat că, deoarece vitezele punctelor solidului rigid depind de tipul 

mişcării rigidului, expresiile momentelor cinetice vor diferi în funcṭie de mişcare. 

 

 

   16.6.2 Momentul cinetic în cazul unor mişcări particulare ale solidului rigid 

 
a) Momentul cinetic în mişcarea de translaţie 

 Se consideră un solid rigid (S) aflat în mişcare de translaţie, avȃnd masa M 

şi viteza instantanee a centrului de masă cv . La un momentul (t), vitezele tuturor 

punctelor rigidului vor fi aceleaşi şi vom avea: 

 

                    ÆVK = � ,̅ R J̅t¹� �	 = � ,̅�	� R J̅t¹� = ,̅t R ?J̅t = ,̅t R �̈,              ÆVK = ,̅t R �̈.                                                 (16.78) 

Relaṭia (16.78) arată că,  momentul cinetic în cazul unui solid rigid aflat în 

mişcare de translaṭie este egal cu momentul cinetic al centrului de masă C în care 

se presupune concentrată întreaga masă a rigidului, ambele determinate în raport 

cu acelaşi pol O.  Se observă că în cazul mişcării de translaṭie a unui rigid, momentul 

cinetic în raport cu centrul maselor C este nul pentru că viteza relativă J̅* faṭă de 

centrul de masă este nulă. 

 

b) Momentul cinetic în mişcarea de rotaţie în jurul unui punct fix 

Se consideră un solid rigid (S) care efectuează o mişcare de rotaṭie în jurul 

unui punct fix O, aparținând solidului rigid şi care are cunoscută viteza unghiulară 
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instantanee vV. Se consideră că originile sistemului fix şi mobil coincid (O = O1) 

precum şi vectorii de poziṭie rr =1 . Momentul cinetic al solidului rigid poate fi 

exprimat în funcṭie de momentele de inerţie mecanice (axiale şi centrifugale) 

raportate la axele sistemului de referinţă mobil Oxyz.  

                ÆVK = � ,̅ R J̅�	¹�  .                                               (16.79) 

Având în vedere legea de distribuṭie a vitezelor în cazul mişcării sferice a rigidului 

(rotaṭia în jurul unui punct fix):      J̅ = vV R ,̅.                                                       (16.80) 

se poate scrie ÆVK = � ,̅ R vV R ,̅�¹� �	 = � ,̅�vV�	 − � vV ∙ ,̅�¹�¹� ,̅�	,           (16.81) 

relaṭie în care: 

 

         ÆVK = Æ�N + Æ�� + Æ���;   ,̅ = �N + �� + ��;     vV = v�N + v�� + v��.    (16.82) 

Matriceal, prima ecuaţie a relaţiei (16.81) se va scrie: 
 

ÌÆ�Æ�Æ� Í = Ì º� −º�� −º��−º�� º� −º��−º�� −º�� º� Í ∙ Îv�v�v� Ï;      sau  �ÆVK� = �º� ∙ �vV�.        (16.83)                    

.                                     

Din relaţia (16.83) rezultă: 
 

    Æ� = º�v� − º��v� − º��v� ;                                      (16.84) 

 

              Æ� = º�v� − º��v� − º��v� ;         

 

          Æ� = º�v� − º��v� − º��v� .  

 
Dacă axele sistemului de referinṭă mobil coincid cu axele principale de inerṭie 

corespunzătoare polului O, atunci momentele de inerṭie mecanice centrifugale        

(Jxy, Jxz, Jyz) sunt nule, iar expresiile (16.84) devin: 
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            Æ� = º�v�;       Æ� = º�v� ;       Æ� = º�v� .                         (16.85) 

 

c) Momentul cinetic la mişcarea de rotaţie in jurul unui ax fix 

Se consideră un solid rigid (S) aflat în mişcare de rotaṭie în jurul unui ax fix 

(Δ). Se cunosc momentele de inerţie mecanice axiale şi centrifugale în raport cu axele 

sistemului de referinţă mobil Oxyz, legat invariabil de solidul rigid şi viteza 

unghiulară instantanee vV. Momentul cinetic ÆVK al rigidului se poate determina 

deoarece această mişcare este o particularizare a mişcării sferice, cu observaṭia că 

axa instantanee de rotaṭie devine în acest caz fixă în spaṭiu.   

În cazul în care axa (∆) = Oz, ωx= ωy = 0; ωz = ω, iar proiecṭiile momentului 

cinetic pe axele sistemului de referinṭă vor deveni: 

 Æ� = −º��v;   Æ� = −º��v;    Æ� = º�v  .                             (16.86) 

- dacă axa (∆) = Oz şi axa Oz este axă principală de inerţie, respectiv                             

ωx = ωy = 0 şi Jxz = Jyz = 0, atunci proiecṭiile momentului cinetic pe axele sistemului 

de referinṭă vor deveni: Æ� = Æ� = 0; Æ� = º�v;   ÆVK = º�v ∙ ��.                                 (16.87) 

d) Momentul cinetic la mişcarea plan-paralelă 

În cazul mişcării plan paralele distribuṭia de viteze se obṭine prin 

suprapunerea a două câmpuri de mişcări şi anume, o mişcare de translaṭie cu viteza J̅K a unui punct arbitrar O aparṭinând rigidului şi o mişcare de rotaṭie cu viteza 

unghiulară vV în jurul unui ax perpendicular pe planul mişcării în punctul O. 

Corespunzător celor două câmpuri de viteze, momentul cinetic al rigidului se va 

determina ca o sumă de două momente cinetice. 

Dacă se raportează distribuṭia de viteze la centrul instantaneu de rotaṭie I sau 

CIR, se va obṭine o distribuṭie de viteze a rigidului specifică unei mişcări de rotaṭie 

pură în jurul unei axe (ΔI) normală pe planul mişcării în punctul I. Astfel că, dacă 
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considerăm placa mobilă (Pm) în mişcare în planul fix  O1x1y1z1, ea având viteza centrului 

de masă cv  şi viteza unghiulară ω ,  cunoscând ṣi momentul de inerţie mecanic axial        

zJ , în raport cu axa Oz a sistemului de referinţă mobil Oxyz (fig. 16.11), se pot 

deduce expresiile momentului cinetic raportat la polul O, la centrul de masă C şi la 

polul O1. 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

În cazul mişcării plane a unei plăci (Pm) în planul fix O1x1y1 ordonata z a 

tuturor punctelor rigidului este nulă şi momentele de inerṭie mecanice centrifugale 

sunt nule (Jzx = Jzy = 0), de unde rezultă că componentele scalare ale momentului 

cinetic în raport cu polul O legat invariabil de placa (Pm) sunt: 

 Æ� = Æ� = 0; Æ� = º�v;   ÆVK = º�v ∙ ��.                                 (16.88) 

- momentul cinetic raportat la centrul de masă C devine: 

                           ÆV 4 = º�v�V,                                             (16.89) 
 Æ4 = º�v . 
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- relaṭia lui König pentru momentul cinetic raportat la polul O1 devine: 
 ÆVKa = ,̅at R ?J̅t + ÆVt = Ò? \�atJt'] − �atJt&]_Ó �� .                (16.90) 

 

e) Momentul cinetic la mişcarea de roto-translaṭie 

Fie un solid rigid aflat în mişcare de roto-translaṭie având masa M şi 

momentele de inerṭie mecanice axiale şi centrifugale Jx, Jy, Jz, Jxy, Jyz, Jzx în raport cu 

un sistem de referinṭă cartezian mobil Oxyz. În acest caz, viteza J̅ a unui punct M 

aparṭinând rigidului va avea două componente rectangulare, una J̅K� orientată 

paralel cu axa mişcării şi datorată mişcării de translaṭie, a doua vV R ,̅� situată în 

planul normal pe axa mişcării de roto-translaṭie şi se datorează mişcării de rotaṭie a 

rigidului în jurul acestei axe cu viteza unghiulară instantanee vV .  

Expresia momentului cinetic ÆVK raportat la polul O este: ÆVK = � ,̅ R J̅K + vV R ,̅��	¹� = � ,̅�	� R J̅K¹� + vV � ,��	 −¹�                 � vV ∙ ,̅�,̅�	 = ,̅t R ?J̅K  + vV � ,��	¹�¹� − � vV ∙ ,̅� ∙ ,̅�	 ,¹�   

(16.91) 

unde:  ,̅t R ?J̅K – reprezintă momentul cinetic al solidului rigid corespunzător 

mişcării de translaṭie în lungul axei mişcării de roto-translaṭie; 

iar vV � ,��	¹� − � vV ∙ ,̅� ∙ ,̅�	¹�   – reprezintă momentul cinetic al 

rigidului corespunzător mişcării de rotaṭie în jurul axei mişcării. 

 Ṭinând cont de expresia (16.91), rezultă că proiecṭiile momentului cinetic pe 

axele sistemului de referinṭă Oxyz sunt: 

 

         Æ� = ?+�tJK� − �tJK�1 + º�v� − º��v� − º��v� ; 

 

       Æ� = ?�tJK� − �tJK�� + º�v� − º��v� − º��v� ;                   (16.92) 

 

                     Æ� = ?+�tJK� − �tJK�1 + º�v� − º��v� − º��v� . 
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Expresiile (16.92) pot fi scrise şi matriceal astfel: 
 

  �ÆK� =  �6̂� ∙ �JK� + �ºK� ∙ �v�  .                                   (16.93) 
unde: 

                  �ÆK� = ÌÆ�Æ�Æ� Í ;  �JK� = ÇJ�J�J� Ë ; � v� = Çv�v�v� Ë .     
 

                            �6̂� = Ç 0 −?�t ?�t?�t 0 −?�t−?�t ?�t 0 Ë ;   	��,N4�� �h�N6N	��,N4ӑ 

 

iar      �ºK� = Ì º� −º�� −º��−º�� º� −º��−º�� −º�� º� Í ;  ��h65,`g Nh�,ṭN�g 
 

De menṭionat este faptul că, relaṭiile (16.92) sunt valabile şi în cazul mişcării 

generale a solidului rigid, dar se menṭionează că în acest caz J̅K şi vV sunt variabile 

ca direcṭie şi modul, mişcarea de rotaṭie relativă fiind în jurul axei instantanee de 

rotaṭie.  

 

16.6.3 Teorema lui König pentru momentul cinetic 

Se consideră un solid rigid (S) aflat în mişcare generală faţă de un sistem de 

referinţă fix O1x1y1z1 şi care are la un moment (t) viteza centrului de masă Cv  şi 

viteza unghiulară ω (fig. 16.12). Se cunoaşte masa M a corpului, precum şi 

momentele de inerţie mecanice ale acestuia în raport cu sistemul de referinṭă Oxyz, 

sistem legat invariabil de solidul rigid (S). Se doreşte, să se determine relaţia dintre 

momentul cinetic al corpului faţă de punctul fix O1 şi momentul cinetic al corpului 

aflat în mişcarea relativă faţă de centrul de masă C.  
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Se pot scrie succesiv relaṭiile urmӑtoare, conform figurii 16.12 ṣi expresia 
mometului cinetic devine: 

 ,̅a = ,̅at + ,̅;    J̅ = J̅t + vV R ,̅;        
 

ÆVKa = ¸,̅at + ,̅�¹� R J̅t + vV R ,̅��	 =       
= ¸ ,̅at R J̅t�	 +¹�   ¸ ,̅at R vV R ,̅��	¹� + ¸ ,̅ R J̅t�	 +¹�   ¸ ,̅ R vV R ,̅��	¹�      

 

= ,̅at R J̅t ¸ �	 +¹�   ,̅at R vV R ¸ ,̅�	 +¹� Ö¸ ,̅�	¹� × R J̅t +                             
                                          + � ,̅ R vV R ,̅��	¹� .                                                    (16.94) 

unde: � �	 = ?;   � ,̅�	 = ? ∙ ,̅t = 0;   � ,� R vV R ,���	f�  =  ÆVt¹�¹� , relaţia 

(16.94) devine:   ÆVKa = ,̅at R ?J̅t + ÆVt .                                         (16.95) 
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ÆVKa 

�̈ = ?J̅X  
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Relaţia (16.95) exprimă teorema lui König pentru momentul cinetic conform 
căreia, momentul cinetic al unui solid rigid în raport cu un punct fix O1 este egal cu 

suma dintre momentul cinetic al centrului de masă în care se consideră concentrată 

întreaga masă a solidului şi momentul cinetic ÆVt rezultat din mişcarea de rotaṭie a 

rigidului faṭӑ de axa instantanee de rotaṭie.   

 

16.7 Teoremele fundamentale ale dinamicii  

Teoremele fundamentale ale dinamicii constituie o urmare firească a 

mărimilor dinamice fundamentale prezentate, iar rolul acestora este de a ajuta la 

rezolvarea problemelor de dinamică. Cele trei teoreme fundamentale ale dinamicii 

sunt: 

 a. Teorema impulsului (în general, aplicată la mişcările rectilinii ale 

punctelor) cu extensia sa de la mişcarea rigidului numită în acest caz, Teorema 

mişcării centrului de masă; 

b.  Teorema momentului cinetic (aplicată la mişcări de rotaṭie a corpurilor); 

c.  Iar cea mai generală, care le include pe primele două, este Teorema energiei 

cinetice (aplicată la mişcărilor corpurilor, indiferent dacă sunt rectilinii sau de 

rotaṭie sau combinaṭii ale acestora).  

 

16.7.1 Teorema de variaţie a energiei cinetice  

Se consideră un sistem de puncte materiale Mi (fig. 16.13) având masele mi, 

vitezele iv , acceleraţiile ia  şi vectorii de poziţie ,̅M, mişcarea fiind raportată la un 

sistem de referinţă cartezian fix notat Oxyz. Sistemul de puncte materiale se află în 

mişcare sub acţiunea unui sistem de forţe exterioare ext
iF i = 1÷n�. Asupra 

punctului Mi acţionează forţa exterioară ext
iF şi rezultanta forţelor interioare, ��MM2� =∑ ��Mw2M¥a  , � = 1 ÷ h�, cu care celelalte puncte n-1 interacţionează cu punctul Mi. 

Pentru fiecare punct material se va scrie legea fundamentală a dinamicii: 

 

         	M��M = ��MÚ�� + ��MM2� .                                             (16.96) 
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Înmulţind scalar ambii membrii ai relaţiei (16.96) cu ird  şi însumând relaţiile 

obţinute pentru i = 1÷ n, rezultă:                                        

                                                                             ∑ 	M��M ∙ �,̅M = ∑ ��MÚ�� ∙ �,̅M2M¥a2M¥a + ∑ ��MM2� ∙ �,̅M2M¥a   .              (16.97) 
 
                    

      ∑ 	M��M2M¥a �,̅M = ∑ 	M ���Ã��2M¥a �,̅M =  = ∑ 	MJM�J̅M = ∑ ��� \a� 	MJ̅M�_ = ��� ∑ a�2M¥a2M¥a2M¥a 	MJM� = �¶t .   (16.98) 

 
 

Ṭinând seama că:     J̅M = �*̅Ã��  şi ��M = ���Ã��  membrii relaṭiei (16.97) devin: 

 
 

   ∑ ��MÚ���,̅M2M¥a = ��Ú�� ;     ∑ ��MM2��,̅M2M¥a = ��M2�                         (16.99) 
 

unde: ��Ú��, ��Ú�� reprezintă lucrul mecanic al forţelor exterioare, respectiv 

interioare. 

 

Mi (mi) 

��2 

 

  

 

 

��2Ú�� 

Fig. 16.13 
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Se obţine:                            �¶t = ��Ú�� + ��M2� .                                       (16.100) 

 

Relaţia (16.100) reprezintă teorema de variaţie a energiei cinetice sub formă 

elementară sau diferenţială în cazul unui sistem de puncte materiale, astfel că 

variaţia elementară a energiei cinetice, a unui sistem de puncte materiale într-un 

interval de timp elementar (dt) este egală cu suma dintre lucrul mecanic elementar 

al forţelor exterioare şi lucrul mecanic elementar al forţelor interioare 

corespunzător deplasărilor elementare �,̅M, ale sistemului de puncte materiale.  

 Integrând relaţia (16.100), se obţine forma finită sau integrală a teoremei de 

variaţie a energiei cinetice pentru un sistem discret de puncte materiale: 

 

      ¶t� − ¶ta = �a|�Ú�� − �a|�M2�   .                                        (16.101) 

 

unde: Ec1 este energia cinetică a sistemului la momentul t1 [J]; 

         Ec2 este energia cinetică a sistemului la momentul t2 [J]; 

         ext
L 21−  reprezintă lucrul mecanic total al forţelor exterioare în intervalul de timp t2-t1 [J]; 

         int
21−L reprezintă lucrul mecanic total al forţelor interioare în intervalul de timp t2-t1 [J]. 

 

Expresiile (16.100) şi (16.101) sunt adevărate şi în cazul unui solid rigid, cu 

observaṭia că lucrul mecanic elementar dat de forṭele interioare în acest caz, este nul:   

                                

 ��M2� = 0;  �a|�M2� = 0.                                       (16.102) 

 

Forma diferenţială a teoremei de variaţie a energiei cinetice, în acest caz, devine: 

         ext
c dLdE = .                                                   (16.103) 

cu forma finită:                  

ext
cc LEE 2112 −=− .                                                (16.104) 
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16.7.2 Teorema impulsului  

În cele ce urmează, se va demonstra teorema impulsului în cazul unui sistem 

de puncte materiale care puncte sunt o generalizare a punctului material, rezultatele 

fiind aplicate şi la un solid rigid sau sisteme de solide rigide. 

Se consideră un sistem de puncte materiale Mi de mase mi, aflat în mişcare cu 

vitezele şi acceleraţiile ( ii av , ) sub acţiunea unui sistem de forţe exterioare   ��MÚ��, N = 1 ÷ h. Asupra punctului Mi acţionează atât forţa ��MÚ��, N = 1 ÷ h, cât şi 

rezultanta forţelor interioare ��MM2� = ∑ ��Mw2w¥a , � = 1 ÷ h, � Û N cu care celelalte 

puncte interacţionează cu punctele Mi  (fig. 16.14).  

Se menṭionează că pentru fiecare punct din sistemul de puncte materiale este 

valabil principiul al doilea al mecanicii, scris sub forma: 

     int
i

ext
iii FFam +=  .                                       (16.105) 

 

Mi (mi) 

(Γ) 

 

��2Ú�� 

Fig. 16.14 
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 Scriind relaţii de forma (16.105) pentru toate punctele sistemului şi 

însumându-le membru cu membru se obţine: 

 

                                        
== =

+=
n

i
i

n

i

n

i

ext
iii FFam

1

int

1 1
 .                                    (16.106) 

 

unde:   ��M = ���Ã��  şi înlocuită în (16.106), conduce la: 

∑ 	M��M = ∑ 	M ���Ã��2M¥a2M¥a = ∑ ��� 	MJ̅M� = ��� ∑ 	MJ̅M2M¥a = ���2M¥a  �̈� = 0̈  , care este 

derivata în raport cu timpul a vectorului impuls total, iar 

       
=

=
n

i

extext
i RF

1
- este vectorul rezultant al forţelor exterioare; 

       ∑ ��MM2� = 02M¥a   - este nulӑ, deoarece forţele interioare sunt două câte două egale 

în modul, având acelaşi suport şi sensuri contrare. 

Ṭinând cont de cele precizate, se obṭine: 
 

                                             0̈ = 7�Ú�� .                                               (16.107) 

 
 Relaţia (16.107) reprezintă teorema de variaţie a impulsului pentru un 

sistem de puncte materiale, respectiv derivata în raport cu timpul a vectorului 

impuls total al unui sistem de puncte materiale este egală cu vectorul rezultant al 

forţelor exterioare aplicate punctelor sistemului. 

 Deoarece: �̈ = ?J̅t va rezultӑ: 
 0̈ = ?J0 t = ?��t .                                          (16.108) 

unde: M – este masa sistemului de puncte materiale [kg]; 

          cv - este viteza centrului de masă al sistemului de puncte materiale [m/s]; 

          ca - este acceleraţia centrului de masă [m/s2]. 

                      ?��t = 7�Ú�� .                                             (16.109) 
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Teorema de variaţie a impulsului sub forma (16.109) poartă numele de teorema 

mişcării centrului maselor, respectiv centrul de masă al unui sistem de puncte 

materiale are mişcarea ca un singur punct a cărui masă este egală cu masa totală a 

sistemului, când asupra acestuia ar acţiona vectorul rezultant a forţelor exterioare. 

Relaţia (16.109) se poate scrie sub formӑ scalarӑ:  

 0̈� = ?��t = 7�Ú�� ;   0̈� = ?��t = 7�Ú�� ;      0̈� = ?��t = 7�Ú�� .             (16.110) 

Integrând relaţia (16.109) la momentele t1 şi t2, obţinem forma finită a teoremei 

impulsului: 

 �̈� − �̈a = � 7�Ú�����H�]  ,                                      (16.111) 

unde:   

                �̈a = ?J̅ta;      �̈� = ?J̅t�  .                                (16.112) 

 

O particularizare a teoremei este atunci când vectorul rezultant al forţelor 

exterioare este nul sau proiecţia acestuia pe o axă fixă este nulă ( 0=ext
R ). În aceste 

cazuri, impulsul total, respectiv proiecţia acestuia pe acea axă este invariabilă în 

timp, adică se conservă. Ṭinând cont de aceastӑ precizare, se obṭin următoarele 

integrale prime: 

                     �̈ = ?J̅t = L̅,                                                   (16.113) 

respectiv, 

�̈ = La;    �̈ = L�;     �̈ = L{  .                               (16.114) 

 

Dacă Py = Pz = 0 , respectiv �̈ = La atunci centrul de masă are o mişcare 

rectilinie şi uniformă sau în particular, rămâne în repaus, respectiv proiecţia 

centrului maselor pe acea axă se mişcă uniform sau rămâne pe loc. 

Analog, celor demonstrate la un sistem de puncte materiale, se poate 

demonstra teorema de variaţie a impulsului pentru un solid rigid sau pentru un sistem 

de rigide. 
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     16.7.3 Teorema de variaţie a momentului cinetic în raport cu un punct fix 

În figura 16.15 se consideră un sistem de puncte materiale Mi de mase mi aflat 

în mişcare cu vitezele şi acceleraţiile instantanee ( ii av , ), sub acţiunea unui sistem 

de forţe exterioare ��MÚ�� N = 1 ÷ h� . 
Asupra punctului Mi acţionează atât forţele exterioare, cât şi rezultanta forṭelor 

interioare: 

                              ��MM2� = ∑ ��Mw2w¥a    � = 1 ÷ h�, � Û N  .                       (16.115a) 

Pentru fiecare punct material din sistem este valabil principiul al doilea al mecanicii, 

scris sub forma: 	M��M = ��MÚ�� + ��MM2�                                            (16.115) 

 

 
 

  
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

Înmulţind vectorial la stânga cei doi membrii ai relaţiei (16.93) cu ir  şi 

însumând relaţiile, se obţine: ∑ ,̅M2M¥a R 	M��M = ∑ ,̅M2M¥a R ��MÚ�� + ∑ ,̅M2M¥a R ��MM2� .              (16.116) 
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Termenii din relaṭia (16.116) se iau pe rând, se transformӑ succesiv: 
 

       ∑ ,̅M2M¥a R 	M��M = ∑ ���2a¥a ,̅M R 	MJ̅M� = ��� ∑ ,̅M2M¥a R 	MJ̅M = �ÜV��� = Æ0 K , 

deoarece, ∑ ,̅M2M¥a R 	M��M = ∑ ,̅M R 	M ���Ã��2a¥a = ∑ ,̅M2M¥a R ��� 	MJ̅M� = ∑ ��� ,̅M2M¥a R 	MJ̅M�, 

 
iar ��� ,̅M R 	MJ̅M� = �*̅Ã�� R 	MJ̅M + ,̅M R ��� 	M,̅M� = J̅M R 	MJ̅M +                                  +,̅M R ��� 	M,̅M�,                       ÆVK = ∑ ,̅M2M¥a R 	MJ̅M ,                                     (16.116a) 

 

unde:      ∑ ,̅M2M¥a R ��MÚ�� = ?VKÚ�� - este momentul rezultant al forţelor exterioare faţă 

de polul O. 

              ∑ ,̅M2M¥a R ��MM2� = 0   - este zero deoarece forţele interioare sunt două câte 

două egale în modul şi de sensuri opuse.  

Cu aceste precizӑri, relaṭia (16.116) ajunge la forma: 

 

                                        Æ0 K = ?VKÚ�� .                                             (16.117) 
 Relaţia (16.117) reprezintă teorema momentulului cinetic în raport cu un 

punct fix pentru un sistem de puncte materiale. Conform acesteia, derivata 

vectorială în raport cu timpul a momentului cinetic al unui sistem de puncte 

materiale, calculată faţă de un punct fix O, este egală cu momentul rezultant al 

sistemului forţelor exterioare aplicate punctelor sistemului raportat la polul O. 

 Dacă momentul rezultant al forţelor exterioare în raport cu un punct fix este 

nul ( 00 =ext
M ) atunci: 

Æ0 K = 0   ��4N ÆVK = 45h6�.                                       (16.118) 
respectiv momentul cinetic se conservă. Ecuaţia (16.118) este o integrală primă a 

teoremei momentului cinetic. Sub formă scalară, ecuaţiile (16.117) se scriu astfel: 

 

      Æ0� = ?�Ú��;     Æ0� = ?�Ú�� ;         Æ0� = ?�Ú�� .                        (16.119) 
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 Dacă momentul rezultant al forţelor exterioare în raport cu o axă fixă este nul, 

atunci faţă de axa respectivă momentul cinetic se conservă. 

 

                  Ex:     ?�Ú�� = 0; Æ0� = 0   ��4N      Æ� = 4�.                        (16.120) 

Integrând relaţia (16.117), se ajunge la forma finită a teoremei de variaţie a 

momentului cinetic respectiv: ÆVK� − ÆVKa = � ?VKÚ�����H�] .                                     (16.121) 

 

16.7.3.1 Teorema de variaţie a momentului cinetic în raport cu centrul maselor 

În cele ce urmează se va demonstra că teorema de variaṭie a momentului 

cinetic este aproximativ identică sub aceeaşi formă, ca cea demonstrată în paragraful 

anterior din mişcarea relativă a sistemului de puncte materiale sau aplicată la solidul 

rigid, caz în care operatorul 6`	� se va transforma în Nh��d,�g�.  
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Astfel că, se consideră un solid rigid (S) aflat în mişcare în raport cu un sistem 

de referinţă fix O1x1y1z1 sub acţiunea unui sistem de forţe exterioare                   ��MÚ�� N = 1 ÷ h�. De solidul rigid (S) este invariabil legat un sistem de referinţă 

mobil Cxyz cu originea în centrul maselor C (fig. 16.16).   

Se urmăreşte determinarea relaţiei dintre momentul cinetic al corpului în 

mişcarea relativă faţă de centrul de masă C şi momentul rezultant al forţelor 

exterioare faţă de acelaşi punct. Utilizând teorema lui König pentru momentul cinetic 

şi derivând în raport cu timpul în ambii membrii ai relaṭiei, se obṭine: 

 

Æ0 Ka = ,0at R ?J̅t +  ,̅at R ?��t + Æ0 t .                             (16.122) 
Conform teoremei momentului cinetic faţă de punctul fix O1 şi a teoremei 

mişcării centrului de masă, rezultă: Æ0 Ka = ?VKaÚ��  ;     ?��t =  7�Ú�� .                                 (16.123) 

relaṭii în care: 
 ?VKaÚ�� = ∑ ,̅aM R ��MÚ��2M¥a  - este momentul rezultant al forţelor exterioare faţă de O1; 

 

 

 7�Ú�� = ∑ ��MÚ��2M¥a    -  este vectorul rezultant al forţelor exterioare, iar: 

 

                                    ,0at R ?J̅t = J̅t R ?J̅t = 0 .             
 
Astfel, relaţia (16.123) devine: 
 ?VKaÚ�� = ,̅at R 7�Ú�� + Æ0 t    sau      Æ0 t = ?VKaÚ�� − ,̅at R 7�Ú�� .              (16.124) 

Luând în considerare legea de variaţie a momentului rezultant la schimbarea polului 

de reducere, se poate scrie: 

     

     ?VKaÚ�� = ?VtÚ�� +  ,̅at R 7�Ú��;       ?VtÚ�� = ∑ ,̅M2M¥a R ��MÚ��  .              (16.125) 

Introducând (16.125) în (16.124), se obṭine: 
   

         (16.126) Æ0 t = ?VXÚ��. 



                                                 

641   

Relaţia (16.126) exprimă teorema de variaţie a momentului cinetic în raport 

cu centrul maselor, respectiv derivata în raport cu timpul a vectorului moment 

cinetic al unui sistem de puncte materiale aflate în mişcare relativă faţă de centrul 

de masă al sistemului, este egală cu momentul rezultant al forţelor exterioare 

calculat în raport cu acelaşi centru de masă al sistemului. 

 Integrarea relaţiei (16.126) conduce la forma finită a teoremei momentului 

cinetic raportat la centrul maselor şi anume: 

 ÆVt� − ÆVta = � ?VtÚ�����H�]  .                                        (16.127) 
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16.8 Probleme rezolvate  
 

16.8.1. Asupra unui punct material M de masă m lansat în plan vertical Oxy 

(fig. 16.17) acţionează o forţă kxF =  proporţională cu masa şi distanṭa punctului 

faţă de O, acesta fiind considerat punct fix. La momentul t0 = 0, punctul se află la o 

anumită cotă 00 =y  pe axa Oy având viteza iniţială 0v , paralelă cu axa Ox. Se cere 

să se studieze traiectoria de mişcare a punctului material M utilizând teorema 

impulsului. 

 

Soluţie: 

Pentru a studia mişcarea punctului material M trebuie definită ecuaţia 

parametrilor de mişcare şi traiectoria de mişcarea a punctului M. 

Pentru rezolvare se va pleca de la una din teoremele fundamentale ale 

dinamicii, respectiv teorema impulsului:  

      	�� = 7�.                                                       (1) 

 

dar,           �� = ,� = �� N + ���;    x = x(t,C1,C2),   y = y(t,C3,C4);                     (2) 
 

unde:       7� = 7�N + 7�� = �N + 	d�,       respectiv         7� = ��N − 	d� , 

y0

= y 

x 
x 

y 

M(t) 

M0(t0) 

 

 

 

Fig. 16.17 

0v  

O 
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                               	�� = 7�;        	�� = 7�  
 aṣadar 

                                	�� = �� ;       	�� = −	d                                                       (3) 
 
se împart cu masa m relaṭiile (3) 

                                  Ý�� − ÞZ � = 0�� = −d                                                                   (4) 

se noteazӑ:  
ÞZ = v� .                                         

Se trec ecuaṭiile diferenṭiale de ordinul doi din relaṭia (4) la ecuaṭiile 
omogene corespunzătoare, ale cărei soluṭii sunt: 

 � = �*�;      �0 = ,�*�;       ,� − v� = 0  → , =  ± v ,                        (5) 
se înlocuieşte cu:   
 � = La�à� + L��|à�;       �0 = vLa�à� − L��|à�� .                     (6) 
Pentru aflarea constantelor de integrare se apelează la condiṭiile iniṭiale ale mişcării: 

 

la momentul:            �K = 0, � = �K = 0, �0 = �0K = JK ;                                                  (7)   � = �K = �, �0 = �0K = 0 
Înlocuind relaţiile (7) în (6), vor rezulta constantele de integrare:  
 

         La = L� = ���à  ,                                                     (8) 

Efectuând o dublӑ integrare a celei de a doua ecuaṭii diferenṭialӑ a sistemului (4), se 
obṭine:      

                                                 �0 = −d� + L{ 

                                                 � = − i�H� + L{� + Lo  .                                                     (9) 

Introducând în (9) condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii, se obṭin constantele de integrare 
C3, C4 ṣi anume:            

   C3 = 0 ṣi C4 = d.                                                     (10) 
 

Ecuaṭiile parametrice de miṣcare a punctului se obṭin din prima relaṭie (6) ṣi 
a doua relaṭie (9), în care se introduc constantele de integrare. 

 

Forma acestor ecuaṭii este: 
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ecuaṭii parametrice de mişcare.      (11) 

Dacă se elimină timpul (t) din relaṭiile (11) se obṭine ecuaţia traiectoriei 

punctului material care în acest caz, va fi o parabolă. 

 

16.8.2. Un sistem de corpuri de greutăṭi Q  şi P  legate printr-un fir, se mişcă 

conform figurii 16.18. Corpul de greutate P  se află iniṭial la distanṭa y0 faṭă de sol 

şi trage corpul de greutate Q , acesta mişcându-se  pe un plan orizontal fix a cărui 

coeficient de frecare la alunecare este μ.  La momentul iniṭial t0, sistemul se află în 

repaus. Se cer să se determine legile de mişcare ale celor două corpuri, precum şi 

tensiunea din fir. 

 

Soluţie: 

a. Determinarea legilor de mişcare 

Pentru rezolvare se aplica Teorema mişcării centrului maselor: 

 

                                        ¨′0 = 	�� = 7� + 7jV    .                                                (1) 
 

 unde: 7�+V̈, ãV1 , 7jV 8V , cV� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x 

y0 

y ã� 

 

C1 

C2 

a. 
x 

y0 

y ã� 

 

C1 

C2 

b.  

c� 

8V 

��  
O O 
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 7� = �̈ + ã�;     7�j = 8V + c�   şi   ���� , �� �.                                        (2) 
 
Ecuațiile rezultate ca proiecṭii scalare pe axe (fig. 16.18b), sunt:   
 

                                           $�: c − ¨ = 	a��   .                                               (3) 
 
Pentru corpul de greutate ã�:       
       

     N = Q,  T = μN = μQ. 

 
                                                    $�: ¨ = 	���   .                                                          4�    
 
Din ecuaṭiile diferenṭiale obṭinute, rezultӑ:       
 �ã − ¨ =  äi ��         şi        −¨ = «i �� → �� =  −d .                        (5) 

 
Relațiile (5) reprezintă ecuațiile diferențiale de mișcare ale sistemului de corpuri. 

Ecuṭiile parametrice ale mişcării sunt x = x(t) , y = y(t) şi vor rezulta din 

relațiile (5) printr-o dublă integrare astfel: 

 

�0 = åä|«�iä � + La  ;          � = åä|«�iä �H� + La� + L�. 

x 

y0 

y ã� 

 

C1 

C2 

c.  

c� 

8V 

��  

f̅ f̅ 

O 
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                  �0 = −d� + L{    ;             � = − i�H� +L{� + Lo.                            (6) 

 

Pentru aflarea constantelor de integrare se apelează la condiṭiile iniṭiale ale 

mişcării, respectiv la momentul 00 =t : 

 

 �K0 =  0,       �K0 =  0    şi       �K =  0,           �K =  �K ;                        (7)  
 

Înlocuind (7) în (6) rezultă constantele de integrare. 
  

                         

                                C1 = C2 = C3 ,     C4 = y0 .                                                (8) 

 
care înlocuite în (6), conduc la 
 
 

             �0 = åä|«�iä �;    � = åä|«�iä �H�   ;        �0 = −d�   ;       � = − i�H� + �K.      9� 

 
 

b. Determinarea tensiunii din fir 

 
Tensiunea S din fir (fig. 16.18c) se poate afla prin aplicarea Teoremei energiei 

cinetice:       

            

                                ¶ta − ¶tK =  �K|a  .                                                                  (10) 
 
 

unde: 
                  Ec0 = 0; Ec1 = EP+ EQ;  �K|a = �� + �ä .                                      (11)       

                      
 

Ec1 = 	1J22 + 	2J22 = d̈ J22 + ãd J22  .                   (12) 

 
 �K|a = ¨ − c� ∙ �K = �K ∙ ¨ − �ã� .                                     (13) 

 
Egalând (12) cu (13), conform cu (10), rezultă: 
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�H� \«i + äi_ = �0¨ − �ã� .                                           (14) 

 
Aplicând calcule diferenṭiale relaṭiei (10), se scrie ΔEc = ΔL. Ṭinând cont că:  

 
 

y0 = vdt                                                            (15) 
se obṭine: 

 �J�� \«i + äi_ = J��¨ − �ã� .                                      (16) 

 
Din (14) rezultă acceleraṭia cu care cade corpul de greutate �̈:            
      

        � =  �� = «|åä�\±æçèæ_   .                                                 (17) 

 
Aplicând teorema impulsului (1) proiectatӑ pe verticală pentru corpul de 

greutate P , rezultă: 
 
 

 ¨ − f = 	a� → ¨ − f = «i �     →   ��h6N`h�� Nh WN,�  f = ¨ − «i               (18) 

 
 

16.8.3. Se consideră o bară AB de lungime l şi greutate e̅ care face cu 

orizontala unghiul α (fig. 16.19)  şi care se deplasează cu frecările (μ1 şi μ2) pe sol şi 

pe un perete vertical. Bara se află iniṭial în repaus.  

Să se afle legea de mişcare şi forṭele de legӑturӑ pentru barӑ. 

 

 

 

          

 

 

 

 

                                             Fig. 16.19 
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Soluţie: 

 

Pentru rezolvare, se aplică Teorema momentului cinetic şi Teorema mișcării 

centrului maselor raportate la centrul maselor C (fig. 16.19). 

Se observă că bara execută o mişcare plan-paralelă cu o rotaṭie α = α(t) şi translaṭii                    

cu x = x(t), y = y(t) . 

 

                               ¨′0 = ?��t = 7�           şi              Æ0 t = ?t .                          (1) 

 

Æ0 t = ºtéê*êk� = ëi ∙ jHa� k�  ;     unde:      ºtéê*ê = ëi ∙ jHa� ; 
 

  ?t = 8r j� 6Nhk −  cr j� 456k +8� j� 456k − c� j� 6Nhk ,                (2) 

 

respectiv  

 

   
ëi ∙ jHa� ∙ k� = 8r j� 6Nhk −  cr j� 456k +8� j� 456k − c� j� 6Nhk.             (3) 

 

Proiectând pe axele sistemului de referinṭă relaṭia (1) a teoremei mişcării centrului 

maselor şi ṭinând cont de figura 16.19b, rezultă: 

    
  

        $�:               	�� = 7� →  ëi �� = 8r − c� → �� = ì�|í��∙ië  

 

         $�:          	�� = 7� →  ëi �� = 8� + cr − e → �� = ì�çí�|ë�∙ië   .               (4) 
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În relaṭiile (2):                 cr = �a8r   şi   c� = ��8� ;                                           (5) 

 � =  j� cos k ;      � =  j� sin k  .                                            (6) 

 

Prin derivări successive, rezultă: 

 �� =  j� k�  cos k − j� k0 � sin k ;     �� =  − j� k�  sin k − j� k0 � cos k.              (7) 

 

Egalând (4) cu (7) şi ṭinând cont de (3), rezultӑ sistemul de trei ecuaṭii în 

necunoscutele NA, NB şi unghiul k: 

 

                
ì�|åHì��∙ië = j� k�  cos k − j� k0 � sin k 

 

  
ì�çå]ì�|ë�∙ië = − j� k�  sin k − j� k0 � cos k.                                          (8) 

 
 

          
ëi ∙ jHa� ∙ k� = 8r j� 6Nhk − �a8r j� 456k +8� j� 456k − ��8� j� 6Nhk.       

      
Efectuând calculele, se obṭin: 
 

       8�k� =  îï]ð \ñH ��  òóô �|ñH�0 H ôõö �_çiç\|ñH ��  ôõö �|ñH�0 H òóô �_æðaçå]åH�                          (9) 

 
 

                         8rk� =  ëi ∙ x\j� k�  cos k − j� k0 � sin k_ + åHië  ∙
                                         =  Öîï]ð \ñH ��  òóô �|ñH�0 H ôõö �_çiç\|ñH ��  ôõö �|ñH�0 H òóô �_æðaçå]åH� ×y      

 (10) 
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Prin înlocuirea relaṭiilor (9) şi (10) în a treia ecuaṭie a sistemului (8), rezultӑ 

legea de mişcare a barei dată de: α = α(t) dintr-o ecuaṭie diferenṭială liniară de ordinul 

doi a cărui termen k0 � se neglijează pentru deplasările mici. Astfel,  

 qk� + ÷k = 0, a cărei soluṭie este de forma:  

 

  k = �|��Lacosv� +  L�sinv�� .                                     (11)  

 

Analitic, trecând de la soluṭia omogenă (r) la cea generalӑ, rezultă soluṭia finală k. 

Înlocuind (11) în relaṭiile (9) şi (10), rezultӑ forṭele de legătură NA şi NB. 

 

 

16.8.4. Se consideră un sistem de solide rigide (fig.16.20) [4] format din 

corpurile de greutăṭi ä���, �̈���, unde ä��� ø  �̈��� şi un troliu articulat în punctul O de 

greutate e̅ şi raze r şi R, corpurile fiind legate între ele printr-un fir flexibil şi 

inextensibil. Se neglijează frecarea din articulaṭia O, precum şi frecarea firului cu 

troliul. Se cere să se calculeze acceleraṭia unghiulară u a troliului, astfel încât corpul 

de greutate ä��� să coboare cu acceleraṭia ��a cunoscută la momentul t1. 
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�̈� 

e̅ ���a = ��a 
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���� = ��� 

Fig. 16.20 
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Soluţie: 

Pentru rezolvare se aplicӑ teorema momentului cinetic pentru troliul (2). 

 Æ0 K = ?VK .                                                         (1) 

Prin înlocuirea scalarӑ a fiecӑrui termen al relaṭiei (1), se obṭin: 

 ?K = − �̈, + ä7  .                                                   (2) 

 Æ0K = º* + º��u  .                                                      (3) 

Egalând relaṭiile (2) şi (3), conform cu (1) şi ṭinând cont că momentul de inerṭie 

mecanic al unui disc este:   J = MR2/2 ,  rezultӑ ecuaṭia: 

 

\µ�H� + µ*H� _ ∙ u =  − �̈, + ä7 ,                                        (4) 

 

care se poate scrie 

Öðæ�H
� + ðæ*H

� × ∙ u =  − �̈, + ä7 .                                     (5) 

 

Din relaṭia (5) se obṭine acceleraṭia unghiularӑ u a troliului.     

 u =  «]�|«H*�∙�ië∙�Hç*H�    [rad/s2] .                                    (6) 

 

 
16.8.5. Se consideră acelaşi sistem de solide rigide din problema 16.8.4. 

format din corpurile de greutăṭi ̈ a���, �̈��� , unde ̈ a��� ø  �̈��� şi un troliul articulat în punctul 

O de greutate e̅ şi raze r şi R, corpurile fiind legate între ele printr-un fir flexibil şi 

inextensibil. Se neglijează frecarea din articulaṭia O, precum şi frecarea firului cu 
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troliul şi se cunoaşte viteza unghiulară vV a troliului, considerându-se că sistemul 

pleacă din repaus. 

Se cere să se calculeze deplasarea �� a corpului de greutate �̈��� în acelaşi 

interval de timp (t1), astfel încât corpul de greutate ä��� să coboare cu acceleraṭia ��a 

cunoscută la momentul t1. 

 

 Soluţie: 

Pentru rezolvare se aplicӑ teorema energiei cinetic în formă finită. Se ṭine cont 

de faptul că energia cinetică Ec în mişcare de rotaṭie este egală cu Ec = Jω2/2, iar în 

mişcarea rectilinie este Ec = mv2/2. 

 ¶t_úM2êj − ¶t_M2M�Mêj = �M2M�Mêj_úM2êj  .                                     (1) 

 

Sistemul de corpuri este constituit din trei corpuri la care energiile cinetice sunt: 

 

 Ec1_initial = Ec2_initial = Ec3_initial = 0 .                                                  (2) 

 ¶t_úM2êj = ¶ta_úM2êj + ¶t�_úM2êj + ¶t{_úM2êj .                                    (3) 

 �M2M�Mêj_úM2êj = �a + �� + �{  .                                                          (4) 

 

Egalând (3) cu (4) şi înlocuindu-le în (1), se poate scrie 

 

µ]�]H� + ûàH� + µH�HH� = ä�a + 0 − �̈��.                                          (5) 

 

Se ştie că în mişcare rectilinie uniform variată    �a = Ja�a = ê]�]H�   
ṣi momentul de inerṭie mecanic la troliu este: 
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   J = º� + º*� = ðæ�H
� + ðæ*H

� =  ë�i 7� + ,��.                                     (6) 

Înlocuind (6) în (5), rezultă: 

 «]ê]H�]Hoi + ëoi 7� + ,�� ∙ v� + «H�i ∙ �HH�]H = ä ê]�]H� − �̈��                               (7) 

 
 «H�i∙�]H ∙ ��� + �̈ ∙ �� + \«]ê]H�]Hoi + ë�i 7� + ,�� ∙ v� − ä ê]�]H� _ = 0 .               (8) 

 
 

Prin rezolvarea ecuaṭiei de gradul doi dată de relaṭia (8) în necunoscuta y2 va 

rezulta deplasarea cerută. Se iau în considerare doar soluṭiile pozitive.  

 

��a,�� = −d�a� + i�]Hü«HH|o ±HHæ∙ý]H∙n±]þ]Hý]H�æ ç ðHæ�Hç*H�∙àH|«]þ]ý]HH p
«H   .                  (9) 

 
 
 

16.8.6. Se dă punctul M care se mişcă conform figurii 16.21 [4]. Să se 

determine mişcarea punctului material M aflat la extremitatea barei de lungime l care 

oscilează fără frecare în O, precum şi viteza şi perioada de oscilaṭie a acestuia. 

  

 Soluṭie: 

 

  Pentru aflarea vitezei se va aplica teorema energiei cinetice.   

 ¶4ú − ¶4M = �M|ú .                                                 (1)  
 

     
a� 	J� − a� 	JK� = 	d ∙ ÷÷K ;                                        (2) 

 

         
a� 	J� − a� 	JK� = 	dg ∙ 456k.                                        (3) 

 J� = JK� − 2dg1 − 456k�;                                           (4) 
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Pentru viteza iniṭială v0 = 0, viteza devine:      

 

  J� = 2dg1 − 456k�;                                               (5) 

 

Unghiul k este unghiul pentru poziṭia de echilibru a punctului la un moment 

dat (t) şi se obṭine: 

 

            456k = 2dg −  JK�/2dg .                                               (6) 

Pentru ca punctul material să oscileze, trebuie ca valoarea unghiului                k = m, cos k = −1, de unde rezultă: 

 JK� � 4dg .                                                         (7) 

La limită, când JK� = 4dg , viteza punctului material M se va anula în punctul 

limită superior al traiectoriei circulare, iar dacă JK� ø 4dg  punctul M se va roti pe 

cerc la infinit, în cazul absenṭei frecărilor. 

Aplicând teorema impulsului pentru punctul M conform legii lui Newton şi 

considerând sistemul de referinṭă intrinsec, se poate scrie: 

 

f̅ 
B 

B0 

α 
O 

l 

J̅K 

M 

	d̅ 

@ 
� 

Fig. 16.21 [4] 
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      	�� = 7�        →    	�� =  e̅ +  f̅ .                                       (8) 

 

Ṭinând cont că în cazul micilor oscilaṭii pentru ∝ = 50, sin ∝ = ∝, iar           456 ∝ = 1, acestea se vor înlocui în relaṭiile următoare. 

Relaṭia (8) se proiecteazӑ  după cele două axe ale sistemului intrinsec şi se obṭine: 

 	�: = −	d6Nh ∝              →      	gk� = −	dg .                              (9) 

 

Împărṭind relaṭia (9) cu masa şi ordonând-o după unghiul ∝, se obṭine legea 

de mişcare a punctului M şi soluṭia acestuia. Astfel, 

 

                                   k� + ij k = 0 .                                                     (10) 

Soluṭia ecuaṭiei (10) dupӑ o serie de calculi este:              

 

∝ = ∝- cosv� +∝K� ,    `h��       v = �ij   .                       (11)  

Perioada mişcării este ca şi în cazul pendulului matematic: 

 

c = �là = 2m� ji  , nu depinde de masa m.                            (12) 
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16.9 Probleme propuse 
 

 

16.9.1. Se dă un sistem de trei corpuri care porneşte din repaus sub acṭiunea 

forṭelor proprii. Sistemul este compus dintr-un disc (1) de raza R ṣi greutatea ã� ce se 

deplasează pe un plan orizontal, coeficientul de frecare la rostogolire fiind (s), iar de 

originea lui este legat printr-un fir flexibil şi inextensibil discul (2) de rază r al unui 

troliu a cărui moment de inerṭie J, este cunoscut. De cealaltӑ parte a firului este 

corpul (3) de greutate �̈, care coboarӑ pe un planul înclinat de unghi α, cu frecare, 

coeficientul de frecare la alunecare fiind (μ). Se cer: să se schiṭeze figura şi să se afle 

acceleraṭia mişcării corpului de greutate �̈ pe planul înclinat, precum şi tensiunile 

din fire. 

Răspuns: 

          º ê� = fa7 − f�,,    unde fa și f� sunt tensiuni în fire  

� =  «GM2�|åt�G��|è
^�HYHè^Hæ�Hç±æç ��H . 

 

16.9.2. Se consideră un disc omogen de rază R şi 

greutate G având înfăşurat pe circumferinţa sa un fir fixat 

în punctul A (fig. 16.22). Discul este lăsat să cadă liber pe 

verticală plecând din repaus. Se cer sӑ se determine legea 

de mişcare şi tensiunea din fir. 

  

Răspuns: 
 f = e3 ;   unde f este tensiunea în fir. 

 

  

           Legea de mişcare faṭă de centrul discului este:   
ëi �H� /� = f7.  

 

 

Fig. 16.22 [4] 
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17. DINAMICA SOLIDULUI RIGID [5] 

În mecanică, noțiunea de solid sau corp rigid reprezintă o idealizare a celei 

de solid, considerându-se cazul în care acesta este nedeformabil, adică distanța dintre 

oricare două puncte ale sale nu se modifică, indiferent de forțele exterioare care 

acționează asupra corpului. 

Descoperirile în ceea ce priveşte mişcarea solidului rigid au fost făcute prin 

studiile lui Leonhard Euler (1758), respectiv mișcarea unui corp rigid, având o 

distribuție de masă arbitrară în spaṭiu, se caracterizează printr-o ecuație diferențială 

care implică doar trei constante şi momentele de inerție legate de axa principală de 

inerție a corpului. Excepṭie, este cazul solidului rigid asimetric care este caracterizat 

prin mai mulṭi factori geometrici (de exemplu, mişcarea moleculară). În completarea 

studiului lui Euler a venit Lie-Poisson cu dinamica corpului rigid liber care utilizează 

integratorii, ei fiind derivați pentru aflarea parametrilor mișcării.  

 

17.1 Dinamica rigidului liber şi  a rigidului supus la legături 

 

 a) Solidul rigid liber 

Se consideră un solid rigid liber (S), de masă M, aflat în mişcare generală sub 

acṭiunea sistemului de forṭe exterioare ��M (i = 1÷n). Mişcarea rigidului se va raporta 

la sistemele de referinṭă fix O1x1y1z1 ai cărui versori sunt Na, �, �a� şi mobil Cxyz, 

acesta fiind solidar legat de rigid ṣi având versorii +N, �, �1, precum şi sistemul mobil 

Cx’y’z’, unde C este centrul maselor rigidului. Sistemul de referinṭă Cxyz are axele 

paralele cu axele sistemului de referinṭă fix O1x1y1z1.  

Un solid rigid aflat în mişcare generală este caracterizat de şase parametri 

independenṭi: rezultaṭi din trei translaṭii (x1c , y1c , z1c) şi trei rotaṭii (θ, ψ, φ) astfel, 

ecuaṭiile parametrice ale mişcării sunt: 

 

 x1c = x1c(t);  y1c = y1c(t); z1c = z1c(t) ;                                  (17.1) 
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                           θ = θ(t); ψ = ψ(t), φ = φ(t). 

 

În figura 17.1 setul de unghiuri (θ, ψ, φ) se numeşte set de unghiuri Euler, 

unde: 

 - unghiul ψ , numit unghi de precesie este unghiul pe care axa nodurilor ON îl face 

cu axa OX′.  

Axa nodurilor rezultă din intersecţia planului mobil OxY′ cu planul Oxy.  

- unghiul θ, numit unghi de nutaţie este unghiul dintre axa Oz şi OZ′ .  

- unghiul ϕ , numit unghi de rotaţie proprie este unghiul dintre axa Ox şi axa 

nodurilor ON. 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

Fig. 17.1 

În mişcarea generală a unui solid rigid direcṭiile axelor sistemului de referinṭă 

mobil Cxyz faṭă de sistemul de referinṭă fix O1x1y1z1 sunt date de unghiurile lui Euler 

sau de nouă cosinusuri directoare (kM, DM, �M), i = 1÷3.  
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Între cosinusurile directoare există şase relaṭii de interdependenṭă scrise astfel: kM� + DM� + �M� = 1.               (17.2) 

 

                   kMkw + DMDw + �M�w = 0 , i, j = 1÷3;  N Û �.                   (17.2a) 

În final, doar trei cosinusuri directoare rămân independente, pentru cӑ între 

cele nouӑ cosinusuri directoare existӑ ṣase relaṭii de dependenṭӑ. 

În studiul mişcării dinamicii solidului rigid se aplicӑ două din cele trei teoreme 

fundamentale prezentate în capitolul precedent, respectiv teorema impulsului şi 

teorema momentului cinetic: 

 0̈ = 7� = ∑ ��M2M¥a ;         Æ0 Ka = ?VKa = ∑ ,̅aM R ��M2M¥a  .                   (17.3) 

 
Relaṭiile (17.3) reprezintă ecuaṭiile diferenṭiale ale mişcării rigidului aflat în 

mişcare generală. 

Dacă ne referim la centrul maselor, prima relaṭie (17.3), devine: 

 

         ?��t = 7.V                                                         (17.4) 

Aceastӑ relaṭie proiectată pe axele sistemului de referinṭă fix, conduce la ecuaṭiile 

diferenṭiale: 

?��at = 7�] = § �M� ;  2
M¥a ?��at = 7�] = § �M� ;  2

M¥a ?��at = 7�] = § �M� .  2
M¥a  

               (17.5) 

Pentru simplificarea studiului, se consideră că sistemul de referinṭă Cxyz, este 

un sistem inerṭial de referinṭă ṣi se cunosc momentele de inerṭie mecanice axiale şi 

centrifugale (Jx, Jy, Jz, Jxy, Jxz, Jyz) ale solidului rigid. 

În acest caz, pentru a exprima relaṭia a doua din (17.3) este nevoie de 

momentul cinetic al rigidului raportat la centrul de masă C. Menṭionând că versorii 

axelor sistemului de referinṭӑ Cxyz sunt variabili în timp ca direcṭie, derivatele lor în 

raport cu timpul sunt date de relaṭiile lui Poisson, scrise sub forma: 
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 �0 = vV R N;        �0 = vV R �;        �0 = vV R �� .                           (17.6) 

 

Având în vedere (16.85), vectorul moment cinetic ÆVt se poate scrie astfel: 

 ÆVt = º�v�N + º�v�� + º�v�� .                                        (17.7) 

 

Derivând relaṭia (17.7) şi ṭinând cont de (17.6), rezultӑ: 

 

Æ0 t = º�u�N + º�u�� + º�u�� + � N � �v� v� v�º�v� º�v� º�v��.                         (17.8) 

 

Identificând în ambii membri coeficienṭii versorilor în relaṭia (17.8), se obṭin 

componentele scalare ale vectorului Æ0 t  pe axele sistemului de referinṭă mobil Cxyz: 

                                   Æ0X� = º�u� + v�v�+º� − º�1 ; 
 

                                      Æ0 4� = º�u� + v�v�º� − º�� ;  

                                             (17.9) 

    Æ0 4� = º�u� + v�v�+º� − º�1 .                                                          
 

Ṭinând cont de legea de variaṭie a momentului cinetic la schimbarea polului, 

se poate obṭine prin derivare, teorema momentului cinetic raportată la polul O1, ṣi 

având în vedere cӑ:  ,0aX R �̈ = J̅X R ?J̅X= 0. Astfel, 

 Æ0 Ka = Æ0 t + ,̅at R 0̈  .                                              (17.10) 
În relaṭia (17.10)   
 0̈ = ?��t = ?+��atNa + ��at�a + ��at�a1.                                  (17.11)  
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Relaṭia (17.11) este exprimată în raport cu sistemul de referinṭă fix. 

              Proiectând teorema momentului cinetic (a doua rel. (17.3)) pe axele 

sistemului de referinṭă fix, se obṭin următoarele ecuaṭii diferenṭiale scalare:  

                    �º�u� + +º� − º�1v�v��ka + �º�u� + º� − º��v�v��k� +                                           +�º�u� + +º� − º�1v�v��k{  + ? ∙ �at��at − �at��at�; 

(17.12) �º�u� + +º� − º�1v�v��Da + �º�u� + º� − º��v�v��D� +                                +�º�u� + +º� − º�1v�v��D{  +  ? ∙ �at��at − �at��at�; 

 �º�u� + +º� − º�1v�v���a + �º�u� + º� − º��v�v���� +                                 + �º�u� + +º� − º�1v�v���{  + ? ∙ �at��at − �at��at�. 

 

 Relaṭiile (17.5) şi (17.12) constituie un sistem de şase ecuaṭii cu şase necunoscute 

care caracterizează mişcarea liberă a unui solid rigid.    

 

b) Solid rigid supus la legături   

În cele ce urmează, se analizeazӑ mişcarea solidului rigid supus la legături.  

Se consideră un solid rigid (S) (fig. 17.1) supus la legături, mişcarea acestuia 

fiind raportată la un sistem de referinṭă fix O1x1y1z1. Asupra solidului rigid acṭionează 

un sistem de forṭe exterioare ��M , i = 1÷n.  

În studiul dinamic al unui solid rigid supus la legături (ex. reazem simplu, 

articulaṭie sferică, încastrare spatială, legături prin bare sau fire etc.), miṣcarea se 

reduce la studiul dinamic al rigidului liber, după ce acesta este eliberat de legături 

prin componente forṭe şi/sau momente corespunzătoare legăturilor.  

Aplicând teorema momentului cinetic şi teorema mişcării centrului de masă 

în raport cu punctul O1, se pot scrie ecuaṭiile urmӑtoare: 

                                                0̈ =  7� + 7�j ,   
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Æ0 Ka =  ?VKa + ?VKaj ,                                               (17.13) 

în care  7�, ?VKa - sunt elementele torsorului de reducere a forṭelor exterioare; 7�j , ?VKaj  - sunt elementele torsorului de reducere a forṭelor şi momentelor de 

legătură. 

Dacă mişcarea solidului rigid este compatibilă cu legăturile, atunci numărul 

gradelor de libertate trebuie să fie mai mic sau egal cu şase.  

Se menṭionează faptul că în funcṭie de tipul legăturii la care este supus un solid 

rigid, mişcarea generală poate fi particularizată la mişcări precum:  

- mişcarea de translaṭie;  

- mişcarea de rotaṭie în jurul unui ax fix (cu mişcarea de şurub);  

- mişcarea sferică;  

- mişcarea plan-paralelă. 

 

           17.2 Dinamica solidului rigid aflat în mişcare de translaṭie 

 Se consideră un solid rigid (S) de masa M, aflat în mişcare de translaṭie sub 

acṭiunea forṭelor exterioare F�õ, i = 1 ÷ n. Mişcarea acestuia se raportează la două 

sisteme carteziene de referinṭă, respectiv, unul fix O1x1y1z1 şi unul mobil Oxyz legat 

solidar cu rigidul, acesta iniṭial având axele paralele cu sistemul de referinṭă fix. Din 

studiul mişcării se observӑ că acest sistem se mişcă paralel cu el însuşi. Astfel că, 

mişcarea de translaṭie va fi caracterizată de trei parametri independenṭi: 

 

x1c = x1c(t),  y1c = y1c(t)  , z1c = z1c(t) .                             (17.14) 
 

Un rigid este într-o mişcare de translaṭie dacă în orice moment toate punctele 

sale descriu traiectorii egale identice, paralele între ele. 

Din cele două relaṭii (17.13), se va aplica în acest caz, doar prima (rigidul nu 

se roteşte, deci teorema momentului cinetic devine K0 ò = 0). Aşadar, se reduce 

sistemul forṭelor exterioare şi de legătură, care acṭionează asupra rigidului, în raport 
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cu centrul maselor C şi se aplicӑ teorema mişcării centrului maselor raportată la 

acesta. 

 ?��t = 7� + 7�j,                                                    (17.15) 

 

relaṭie în care: RV \F�õ�] , F�õ�] , F�õ�]_ - este vectorul rezultant al forṭelor exterioare; 

                         RV� \F���] , F���] , F���]_ - este vectorul rezultant al forṭelor de legӑturӑ. 

Relaṭia (17.15) proiectată pe axele sistemului de referinṭă fix, conduce la ecuaṭiile 

diferenṭiale scalare caracteristice mişcării de translaṭie, scrise sub forma: 

 

     Mx� aò = ∑ F�õ�]öõ¥a + ∑ F���]  ,ö�¥a  

 

               My�aò = ∑ F�õ�]öõ¥a + ∑ F���]  ,ö�¥a                                            (17.16) 

 

                     Mz�aò = ∑ F�õ�]öõ¥a + ∑ F���] .ö�¥a  

 

Relaṭiile (17.16) se integreazӑ de douӑ ori şi, ṭinând cont de condiṭiile iniṭiale 

ale mişcării, se obṭin ecuaṭiile mişcarii de translaṭie a solidului rigid.  

 

 

17.3 Dinamica rigidului aflat în mişcare de rotaṭie în jurul unui ax fix 

Se consideră un solid rigid (S) de masă M, care în punctele O1 şi O2 are două 

articulaţii sferice. Asupra rigidului acţionează un sistem de forţe exterioare date ��M , N = 1 ÷ h. Singura mişcare posibilă este rotaţia în jurul unui ax definit de 

punctele O1 şi O2 (fig. 17.2). 

Sistemul de forţe exterioare se compune din forţele exterioare şi cuplurile date, 

care se mai numesc cupluri motoare şi din forţele şi cuplurile care se opun mişcării 

numite cupluri rezistente. 



 664

Se cer să se determine ecuaţia diferenţială a mişcării rigidului şi reacţiunile 

din cele două lagăre 7�j] \7j]& , 7j]' , 7j](  _, 7�jH \7jH& , 7jH' , 7jH(  _, respectiv din 

punctele O1 şi O2. Se cunoaşte distanţa O1O2 = h. În studiu, se va elibera corpul de 

legăturile din O1 şi O2 ,  acestea înlocuindu-se cu reacţiunile 7�j] , 7�jH . 

Un solid rigid execută o mişcare de rotaṭie în jurul unei axe fixe dacă în orice 

moment există două puncte fixe în spaṭiu aparṭinând rigidului.  

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

În figura 17.2 se folosesc notaṭiile:  

−R   este vectorul rezultant al forţelor exterioare; 

−
1l

R  este vectorul rezultant al forţelor de legătură din articulaṭia O1; 

−
2l

R  este vectorul rezultant al forţelor de legătură din articulaṭia O2; 

−0M este vectorul moment rezultant al forţelor exterioare; 
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 ?Vj�  – este vectorul moment rezultant al forṭelor de legӑturӑ.                                                  

  
 Studiul mişcării se face aplicând două din teoremele fundamentale ale 
dinamicii, respectiv teorema mişcării centrului maselor şi teorema momentului 

cinetic, scrise sub forma: ?��t = 7� + 7�j] + 7�jH  ,                                              (17.17) 

 

                                       Æ0 K = ?VK + ?Vj�.                                                        (17.18) 

În continuare, se fac precizӑri asupra vectorilor din relaṭiile (17.17), (17.18). Astfel, 
 

                                      7� = ∑ ��M2M¥a = 7�N + 7�� + 7��� , 

 ?VK = ∑ $qa������ R ��M = ?�N + ?�� + ?��� ,2M¥a                          (17.19) 

 

                                   7�j] = 7j]�N + 7j]�� + 7j]��� ,  
 

                                   7�jH = 7jH�N + 7jH�� + 7jH�� V ,  
 

                                     ?Vj� = ∑ $$������� R 7�jH = −ℎ7��N + ℎ7��� ,2M¥a   

 

    ��t = u̅ R ,̅t + vV R vV R ,̅t� = −u�t − v��t� N + u�t − v��t� � ,    
 ÆVK = −º��vN − º��v� + º�v��.                               (17.20) 

Derivând vectorial în raport cu timpul relaṭia (17.20), se obţine: 
 

                      Æ0 � = �ÜV��� + vV R ÆVK = 

                      = ��� +−º��vN − º��v� + º�v��1 + v�� R +−º��vN − º��v� + º�v��1                          = +−º��u + º��v�1N + +−º��u − º��v�1� + º�u��.                     (17.21) 

 
 

Scalar, ecuaţia vectorială (17.17) este obţinută utilizând relaţiile (17.19), 

respectiv ecuaṭia vectorialӑ (17.18) se poate scalariza utilizând relaṭiile (17.19) ṣi 

(17.21). Se obṭine astfel, sistemul de ecuaṭii: 
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⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧

−?u�t − ?v��t = 7� + 7j]& + 7jH&?u�t − ?v��t = 7� + 7j]' + 7jH'0 = 7� + 7j]( + 7jH(−º��u + º��v2 = ?� − ℎ7g2�−º��u − º��v2 = ?� + ℎ7g2�º�u = ?�
 .                            (17.22) 

 
Din ultima ecuaţie a sistemului (17.22) rezultă: 
 º�u = ?�                 º�/� = ?�  , 

 /� − µ(û( = 0 .                                                          (17.23) 

Relaţia (17.23) reprezintă ecuaţia diferenţială a mişcării de rotaţie a solidului 

rigid în jurul unui ax fix. 

Pentru a determina parametrul unghiular al mişcării, respectiv unghiul ϕ , se 

integreazӑ de două ori relaţia (17.23) şi se utilizeazӑ condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii 

pentru determinarea constantelelor de integrare. Condiṭiile iniṭiale sunt: 

la momentul t0 = 0, φ = φ0 şi /0 K = vK.  
Se obṭine astfel, legea de miṣcare a solidului rigid: 

 

      φ= φt , ω0 , ϕ0�. 
În studiul mişcării de rotaṭie a rigidului în jurul unui ax fix sunt ṣase ecuaṭii ṣi 

ṣapte necunoscute, astfel cӑ problema este nedeterminatӑ. Pentru a elimina 

nedeterminarea, se înlocuieşte articulaţia sferică din O2  cu o articulaţie cilindrică.  

 

În acest caz,  7�j] \7j]& , 7j]' , 7j](  _, 7�jH \7jH& , 7jH' , 7jH(  _, unde  7jH(= 0. 
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Rezolvând primele cinci ecuaţii ale sistemului (17.22), se obţin reacṭiunile din 

articulaṭiile O1 ṣi O2 sub forma: 

                 

                      7j]& =    µ'% − 7� + \û('% − ?�t_ u + \û(&% − ?�t_ v� 

 

                      7j]' = − µ&% − 7� − \û(&% − ?�t_ u + \û('% − ?�t_ v� 

 

7jH& = − ?�ℎ − º��ℎ u − º��ℎ v� 

 

                                        7jH' = ?�ℎ + º��ℎ u − º��ℎ v� 

                                         7j]( + 7jH( = −7�  .                                                     (17.24) 

 

Forṭele de legӑtură se determinӑ astfel: 

 

7j] = �7j]&� + 7j]'� + 7j](�  ,        7jH = �7jH&� + 7jH'� + 7jH(�   .        (17.25) 

 

Datorită apariṭiei reacţiunilor din O1 şi O2, respectiv 7�j] \7j]& , 7j]' , 7j](  _, 

7�jH \7jH& , 7jH' , 7jH(  _, lagărele se vor uza în timp, de aceea valoarea acestora trebuie 

să fie cȃt mai mică.  

Analizând sistemul de ecuaṭii (17.22), se desprind două tipuri de reacṭiuni, 

respectiv reacṭiuni statice şi reacṭiuni dinamice.  

 

În cazul în care ε = 0 ṣi ω = 0, forṭele de legӑturӑ din O1 ṣi O2 se numesc 

reacṭiuni statice ṣi au valorile: 
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7j]&G =    ?�ℎ − 7�;    7j]'G =  − ?�ℎ − 7�;    7j](G = −7� ;            
                   7jH&G =  − µ'% ;       7jH'G =  µ&% ;          7jH(G =  0 .                                    (17.26) 

Componentele dinamice ale reacţiunilor sunt:                                     7j]&� =      \û('% − ?�t_ u + \û(&% − ?�t_ v� 

 7j]'� = − nº��ℎ − ?�tp u + nº��ℎ − ?�tp v� 

 
                                7j](� = 0 
 

                                7jH&� = − û('% u − û(&% v� 

 

                                7jH'� = − û(&% u − û('% v� 

 
                                7jH(� = 0  .                                                                        (17.27) 

 
Solidul rigid aflat în mişcare de rotaţie în jurul unui ax fix la care 

componentele dinamice ale reacţiunilor din articulaţii sunt nule este echilibrat 

dinamic. 

Egalând cu zero componentele dinamice ale reacţiunilor, se obţin două 

sisteme de ecuaţii liniare şi omogene în necunoscutele 2,ωε . 

 

                         7j]&� = 0;        7jH&� = 0;    
 7j]'� = 0;        7jH'� = 0.                                                     (17.27a) 

Condiţiile ca acestea să admită soluţii, înafară de soluṭia banală, sunt: 

 

� û('% − ?�t û(&% − ?�t− û(&% + ?�t û('% − ?�t� = 0 ;                                           (17.28) 

 
şi  
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                                �− û('% − û(&%û(&% − û('% � = û'(H çû(&H% = 0 .                                       (17.29) 

 

Ecuaṭiile (17.28) ṣi (17.29) pot fi satisfӑcute doar dacӑ: 
          

          º�� = º�� = 0   ;       �t = �t = 0;                                   (17.30) 

 
Astfel, se pot face două constatӑri privind echilibrarea unui solid rigid ṣi anume: 

 

1. Dacă condiţiile (17.30) sunt îndeplinite, numai atunci axa de rotaţie O1O2 

este axă principală şi centrală de inerţie şi solidul rigid este echilibrat dinamic. 

2. Dacă xc = yc =0, rezultă că solidul rigid este echilibrat doar static. 

De menṭionat că dacă ambele constatӑri precizate anterior sunt îndeplinite, 

solidul rigid este echilibrat atât static, cât şi dinamic. Un solid rigid este echilibrat 

static şi dinamic dacă axa de rotaṭie este axă principală de inerṭie şi centrul de masă 

C al rigidului este pe această axă. 

 

17.4 Dinamica rigidului în mişcarea de roto-translaṭie. Mişcarea de şurub 

 

Se consideră un solid rigid (S) (fig.17.3) de masă M aflat în mişcare de         

roto-translaṭie sub acṭiunea sistemului de forṭe exterioare ��M (i = 1÷n). Mişcarea 

rigidului se raporteazӑ la sistemele de referinṭă fix O1x1y1z1, având versorii axelor Na, �a, �a� şi mobil Oxyz solidar legat de rigid, având versorii axelor N, �, ��. Fie 

punctul C centrul maselor rigidului.  

Un solid rigid execută o mişcare de roto-translaṭie dacă fiecare punct al său 

execută o mişcare de rotaṭie în jurul unei axe (Δ), caracterizatӑ de parametri 

cinematici ω ṣi ε şi o mişcare de translaṭie rectilinie de-a lungul axei (Δ), fiind 

caracterizată prin viteza J̅K şi acceleraṭia ��K ale unui punct O, care aparṭine rigidului 

şi în acelaşi timp aparṭinând şi axei (Δ). 
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Se consideră pe axa (Δ) originea sistemelor de referinṭă O1 ṣi O, precum şi 

două articulaṭii cilindrice reprezentate prin punctele A şi B. Prin suprimarea celor 

două articulaṭii, se introduc forṭele de legătură RAx , RAy , RBx , RBy . 

Se consideră că sunt cunoscute momentele de inerṭie mecanice axiale şi 

centrifugale (Jx , Jy , Jz , Jxy , Jxz , Jyz) ale solidului rigid. 

 

 

 
 

 

 

                                   
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

                                                        
 

Fig. 17.3 

 

 

Parametrii de mişcare în cazul mişcării de roto-translaṭie sunt doi, respectiv 

coordonata z0 de pe axa (Δ) şi unghiul φ. Dacă aceşti doi parametri sunt cunoscuṭi, 

mişcarea este perfect determinată. Coordonata mişcării punctului O faṭă de sistemul 

de referinṭă fix, respectiv faṭă de originea O1, este z0. 
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 Ecuaṭiile de miṣcare a rigidului sunt: 

z0 = z0(t),    φ = φ(t) .                                        (17.31) 

 Pentru studiul mişcării se aplică două din teoremele fundamentale ale 

dinamicii (teorema mişcării centrului maselor şi teorema momentului cinetic) scrise 

astfel: ?��t = 7� + 7�j ,                                                   (17.32) 

                                 K0 K = ?VK + ?VjK  .                                                (17.33) 

 

În aceste relaṭii:  M – este masa rigidului (S); ��t −  este acceleraṭia centrului de masa C; 7� − este vectorul rezultant al forṭelor exterioare;  ?VK −  este momentul rezultant al forṭelor exterioare; 7�j − este vectorul rezultant al forṭelor de legătură; 

 ?VjK − este momentul rezultant al forṭelor de legătură; 

     @̿K7�, ?VK�     – este torsorul de reducere al forṭelor exterioare;         

     @̿Kj7�j, ?VjK�  – este torsorul de reducere al forṭelor de legătură; 

      ÆVK − este momentul cinetic al rigidului, raportat la polul O. 

 ��t = ��K + u̅ R ,̅t + vV R vV R ,̅t�.                               (17.34) 

Proiectând relaṭiile (17.32) şi (17.33) pe axele sistemului de referinṭă mobil ṣi 

identificând coeficienṭii versorilor în cei doi membri ai relaṭiilor respective, se obṭine 

urmӑtorul sistem de ecuaṭii: 

                                     −?u�t − ?v��t = 7� + 7r� + 7��                         (17.35)  

                        ?u�t − ?v��t = 7� + 7r� + 7�� 

                                                ?�K = 7�                                                              

                      −º��u + º��v� = ?t� − �r7r� − ��7�� 

                      −º��u − º��v� = ?t� + �r7r� + ��7�� 
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                                          º�u = ?t� .                                                          (17.36) 

Sistemul (17.36) reprezintă un sistem compatibil cu mişcarea şi este perfect 

determinat având şase ecuaṭii cu şase necunoscute variabile în raport cu timpul           

(a0 , ε , RAx , RAy , RBx , RBy). 

Din a treia expresie a relaṭiei (17.36), se obṭine: 

 �K = �(µ → ��K = �(µ   .                                               (17.37) 

 

Din (17.37), printr-o dublă integrare, se aflӑ legea de mişcare z0 = z0(t) a 

rigidului în mişcarea de roto-translaṭie, utilizând şi condiṭiile iniṭiale ale mişcării 

pentru aflarea constantelor de integrare.  

Din a şasea ecuaṭie a sistemului (17.36), se obṭine prin integrare, a doua lege 

de mişcare a rigidului în mişcarea de roto-translaṭie φ = φ(t). Pentru determinarea 

constantelor de integrare se folosesc condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii.  

Transpuse succesiv explicaṭiile anterioare, se pot scrie relaṭiile: 

 º�u = ?t�  → º�/� = ?t�     →       /� = µ»(û( .                            (17.38) 

În final, legile de mişcare ale solidului rigid aflat în miṣcare de roto-translaṭiei 

pot fi obṭinute din relaṭiile (17.37) şi (17.38) prin integrare ṣi determinare a 

constantelor de integrare, utilizând condiṭiile iniṭiale ale miṣcӑrii. 

Prin aflarea legilor mişcӑrii rigidului şi a reacṭiunilor din articulaṭiile cilindrice 

din punctele A şi B, mişcarea de roto-translaṭie este pe deplin studiată. 

 

                 7r� = 7r���;         7r� = 7r��� ;  
   7�� = 7����;          7�� = 7���� ;                                     (17.39) 

 �r = �rK + �K��;        �� = ��K + �K�� ;   
 φ = φt�. 
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Pentru studiul mişcării solidului rigid raportat la sistemul de referinṭă fix 

O1x1y1z1 , se folosesc proiecṭiile reacṭiunilor RA , RB din punctele A şi B pe axele 

sistemului de referinṭă fix. Dacă C aparṭine axei (Δ), se aplicӑ teoremele 

fundamentale ale dinamicii raportate la centrul de masa C.  

 

În acest caz, sistemul de ecuaṭii (17.36) devine: 

 

                                   0 = 7� + 7r� + 7�� 

                                   0 = 7� + 7r� + 7��  ?�K = 7� .                                                     (17.40) 

 

         −º��u + º��v� = ?t� − �r−�t�7r� − �� − �t�7�� 

         −º��u − º��v2 = ?4�  + �q−�4�7q� + �÷ − �4�7÷� 

                                           º�u = ?t�. 

 

Din sistemul de ecuaṭii (17.40) rezultă necunoscutele ce caracterizează 

mişcarea de roto-translaṭie faṭă de sistemul de referinṭă fix. 

Mişcarea de roto-translaṭie a solidului rigid are un caz particular şi anume, 

mişcarea de şurub. La mişcarea de şurub între cei doi parametri independenṭi ai 

mişcării de roto-translaṭie z0 şi φ există o dependenṭă: 

 �K = ��l ∙ /  , unde p – este pasul şurubului .                         (17.41) 

 

Dacă relaṭia (17.41) se derivează succesiv de două ori în raport cu timpul, se 

aflӑ relaṭia de dependenṭӑ între parametri cinematici ai mişcării de şurub (ε , a0). 

Pentru ca solidul rigid să execute o mişcare de şurub, una din cele două 

articulaṭii cilindrice de pe axa (Δ) (de exemplu articulaṭia din A) se va modifica astfel 

încât, translaṭia să fie dependentă de rotaṭia rigidului. În acest fel, în punctul A va 

apărea suplimentar a treia reacṭiune RAz , iar sistemul de ecuaṭii (17.36) devine: 
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 −?u�t − ?v��t = 7� + 7r� + 7�� 

   ?u�t − ?v��t = 7� + 7r� + 7�� ?�K = 7� + 7r�                                                               (17.42) 

  −º��u + º��v� = ?t� − �r7r� − ��7�� 

                              −º��u −  º��v� = ?t� + �r7r� + ��7�� º�u = ?t�   . 
 

Ṭinând cont de (17.41) şi (17.42), se obṭin necunoscutele mişcării de şurub în număr 

de şapte (RAx , RAy , RAz , RBx , RBy , a0 , z0� şi ε φ�) . 

 

17.5 Dinamica mişcării plan-paralele a rigidului   

Dinamica solidului rigid aflat în mişcare plan-paralelă este una din cele mai 

des întâlnitӑ în practică, la mecanisme (de exemplu la şeping, la mişcarea traversei 

roṭilor de locomotivă etc.). 

Se consideră o placă (Pm) de masӑ M aflată în mişcare într-un plan fix O1x1y1z1 

sub acţiunea unui sistem de forţe exterioare ��M , N = 1 ÷ h ,  forṭele fiind coplanare cu 

placa (fig.17.4). Cxyz este planul mobil care se mişcă odată cu placa (unde C – este 

centrul de masă al plăcii). 

Un solid rigid execută o mişcare plan-paralelă dacă în orice moment al său 

există trei puncte necoliniare distincte conṭinute în acelaşi plan fix.  

Un solid rigid aflat în mişcare plan-paralelă este definit ca poziṭie prin trei 

parametri independenṭi. 

Se cunosc condiţiile iniţiale ale mişcării la momentul t0 = 0: 

                                 �at = �a)� ;   �at = �a)�;   / = /K 

                         �0at = �0a)�;  �0at = �0a)�;   /0 = vK  .                                (17.43) 
 
 

Se cer să se determine ecuaţiile diferenţiale de mişcare a plăcii, respectiv:   

     x1c = x1c t�;             y1c = y1c t�;              φ = φ t� .              (17.44) 
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În mişcarea plan-paralelă se consideră că solidul rigid execută o translaṭie cu 

acceleraṭia centrului maselor ��t şi o rotaṭie cu unghiul φ în jurul unei axe (Δ) 

perpendicularӑ pe planul mişcării, miṣcare caracterizatӑ de parametri v,��� u.̅ Pentru 

determinarea ecuaţiilor diferenţialelor în cazul plăcii aflată în mişcare plană, se 

aplică teorema miṣcӑrii centrului maselor şi teorema momentului cinetic, scrise 

astfel: 

 

                       ?��at = ∑ �M�] = 7�];     ?��at = ∑ �M�] = 7�];                    2M¥a2M¥a           

   

                                   º∆/� = ∑ ?t2M¥a   ,                                                      (17.45) 

 
unde:  
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N 
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M – este masa plăcii [kg]; 

JΔ – este momentul de inerţie mecanic axial al plăcii [kg m2]; 

x1c , y1c – sunt coordonatele punctului C din planul fix; 

                    φ – este unghiul de rotaţie situat între axele Cx1 ṣi Cx (fig. 17.4); 

            ��M�] , ��M�H– sunt proiecţiile pe axele Cx şi Cy ale forţelor exterioare �� i [N]; 

            ?Vt – este momentul rezultant al forṭelor exterioare în raport cu polul C.  

 

Prin integrarea relaţiilor (17.45) şi ţinȃnd seama de condiţiile iniţiale date, se obţin 

legile mişcării plan-paralele în cazul solidului rigid şi anume: 

 x = xt�; y = yt�; φ = φt� ;                                       (17.46)   

 

 

17.6 Dinamica mişcării sferice a solidului rigid  

Alt tip de mişcare a solidului rigid cu aplicaṭii în practică este cea a solidului 

rigid cu punct fix, numitӑ ṣi mişcare sferică.  

 

 

17.6.1 Ecuaṭiile diferenṭiale ale mişcării sferice 

Se consideră un solid rigid (S) (fig.17.5) care, sub acṭiunea unui sistem de forṭe 

exterioare F�õ, i = 1 ÷ n, execută o mişcare sfericӑ în jurul unui punct fix în spaṭiu. 

În miṣcarea sfericӑ, traiectoria fiecărui punct al rigidului este o curbă situată pe 

suprafaṭa unei sfere cu centrul în punctul fix. Mişcarea rigidului raporteazӑ la două 

sisteme de referinṭă, respectiv unul fix O1x1y1z1 şi unul mobil Oxyz solidar legat cu 

rigidul, având originile O1 ṣi O în punctul fix al rigidului. 
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Fig. 17.5 

 

Mişcarea sferică a rigidului (S) este caracterizată de parametri cinematici ω,��� ε� 

ai cӑror suporṭi trec prin punctul fix O1. Singura legătură a rigidului este în punctul 

fix O1 în care este o articulaṭie sferică care suprimӑ rigidului cele trei translaṭii. 

Astfel, rigidul aflat în mişcare sferică are trei rotaṭii în jurul axelor unui sistem de 

referinṭӑ cu originea în O1.  

Un astfel de rigid are trei grade de libertate, poziṭia sa fiind definitӑ de trei 

parametri independenṭi (de exemplu unghiurile lui Euler (φ, θ, ψ)).  

Legile de mişcare ale solidului rigid aflat în miṣcare sferică pot fi: ψ = ψt�,  θ = θt�,  φ = φt�.                                      (17.47) 

În cele ce urmează se vor prezenta ecuaṭiile dinamice ale lui Euler. 
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17.6.2 Ecuaţiile dinamice ale lui Euler 

 Torsorul de reducere al forṭelor exterioare în punctul O este: @̿7�, ?VK� 

conform cu (17.48),  

 7� = ∑ ��M2M¥a ;     ?VK = ∑ ,̅ R ��M2M¥a  ,                                       (17.48) 

iar echivalentul acestuia este torsorul forṭelor de legătură dat de: @′-7�j, ?VjK�. 

Presupunând articulaṭia sferică din punctul O cu frecare neglijabilă, se cer să 

se determine ecuaţiile dinamice de mişcare şi reacţiunile din legătura punctului O.  

Pentru studiul miṣcӑrii sferice se aplicӑ teorema miṣcӑrii centrului maselor şi 

teorema momentului cinetic, scrise astfel: 

 

                          ?��t = 7� + 7�j ,     �� `h��:        7�j = ?��t − 7� 
 

                                                       Æ0 K = ?VK.                                                   (17.49) 
Conform legii de distribuṭie a acceleraṭiilor la miṣcarea sfericӑ, se poate scrie:    
     

                                         ��t = u̅ R ,̅t + vV R vV R ,̅t�. 
 
Ecuaṭiile vectoriale (17.49) proiectate pe axele sistemului de referinṭă mobil, conduc 

la sistemul: 
 

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧

7j& = −7� + ?�−+v�� + v��1�t + +v�v� − u�1�t + +v�v� + u�1�t�7j' = −7� + ?�−v�� + v����t + +v�v� + u�1�t + +v�v� − u�1�t�7j( = −7� + ?�−+v�� + v��1�t + +v�v� − u�1�t + +v�v� + u�1�t�º�u� + +º� − º�1v�v� = ?�º�u� + º� − º��v�v� = ?�º�u� + +º� − º�1v�v� = ?�   .
 

 (17.50) 
 

Ultimele trei ecuaṭii din sistemul (17.50) se numesc ecuaţiile diferenţiale ale 

mişcării rigidului cu punct fix sau ecuaţiile dinamice ale lui Euler. Acestea au fost 
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obṭinute în ipoteza în care sistemul de referinṭӑ mobil Oxyz, solidar cu rigidul, este 

sistem principal de inerṭie. 

 

Ecuaṭiile dinamice ale lui Euler se pot utiliza pentru rezolvarea a douӑ 

probleme fundamentale reciproce: directӑ ṣi inversӑ, ale dinamicii rigidului. În 

ecuaṭiile dinamice ale lui Euler apar componentele carteziene ωx , ωy , ωz ale vitezei 

unghiulare vV, care poate fi scrisӑ astfel: 

 

          vV = v�N + v�� + v��� ,   

 vV = ,0 + �0 + /0 = ,0 ��a + �0h� + /0 ��  .                           (17.51) 
 
 

a) Problema inversӑ la care se dau legile de variaṭie ale momentului rezultant 
al forṭelor direct aplicate asupra rigidului: 
 

                                   ?� = ?�+�,,, �, /,,0 , �0 , /0 1 

                                   ?� = ?�+�,,, �, /,,0 , �0 , /0 1      

  ?� = ?�+�,,, �, /,,0 , �0 , /0 1 .                           (17.52) 

 

ṣi condiṭiile iniṭiale ale mişcării, adicӑ la momentul:  
 

                        �K = 0,      , = ,K ,     � = �K,      / = /K   

            ,0 = ,0 K,      �0 = �0K,       /0 = /0 K  .                   (17.53) 
 

Se cer sӑ se determine ecuaţiile mişcării:  
 

  , = ,�� ,     � = ���,      / = /��.                          (17.54) 
 

Din relaţiile (17.51), după efectuarea unor calcule matematice, rezultӑ 

componentele scalare ale vitezei unghiulare vV şi ale acceleraṭiei unghiulare u ̅ pe 

axele sistemului de referinṭă mobil: 
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                               Ev� =   ,0 6Nh�6Nh/ + �0 456/v� =   ,0 6Nh�456/ − �0 6Nh/v� =   ,0 456� + /0  

 

                                                u̅ = vV0  
 

Eu� = ,�   6Nh�6Nh/ + �� 456/ + ,0 �0 456�6Nh/ − �0 /0 6Nh/ + /0,0 6Nh�456/u� = ,�   6Nh�456/ − �� 6Nh/ + ,0 �0 456�456/ − �0 /0 456/ − /0,0 6Nh�6Nh/u� = ,�   456� + /� − ,0 �0 6Nh�  

 (17.55) 
 

Înlocuind relaţiile (17.55) în sistemul de ecuaţii (17.50), se obṭin funcṭiile: 
 Wa+�,,, �, /,,0 , �0 , /0 ,,� , �� , /� 1 = 0,  W�+�,,, �, /,,0 , �0 , /0 ,,� , �� , /� 1 = 0,        

 W{+�,,, �, /,,0 , �0 , /0 ,,� , �� , /� 1 = 0 .                              (17.56) 

 
În urma integrării sistemului de ecuaṭii diferenṭiale (17.56), rezultă legile 

mişcării sau ecuaṭiile de mişcare ale solidului, date de relaṭiile (17.47). 

 Integrarea nu poate fi efectuată în orice condiṭii deoarece intervin factori 

necunoscuṭi, aşa că se va apela la trei cazuri particulare prin simplificarea acestora 

şi anume: 

Cazul 1: Euler – Poinsot (Mx = My = Mz = 0 )  
Cazul 2: Lagrange – Poisson (xc = yc = 0   şi    Jx = Jy) 
Cazul 3: Sofia Kovalevskaia (zc = 0   şi   Jx = Jy = 2Jz). 
Aceste cazuri sunt prezentate detaliat în literatura de specialitate. 

 

b) Problema directă la care se dau ecuaţiile mişcării  / = /��;  � = ���;    , = ,�� şi se cer reacţiunile ( )lzlylxl RRRR ,, şi 

momentele rezultante ?VjK+?j� , ?j�, ?j�1 . Dacӑ articulaṭia sfericӑ a rigidului 

este fӑrӑ frecare, atunci ?VjK = 0. 

 Pentru rezolvarea problemei directe, se scriu relaṭiile (17.50) sub forma: 
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                       �ÀG� ∙ u ̅ + vV R �ÀG� ∙ vV = ?VK ,                              (17.57) 
în care                      

                                                  �ÀG� = Ìº� 0 00 º� 00 0 º�Í; 

 

                                         �ÀG� ∙ u̅ = Ìº� 0 00 º� 00 0 º�Í ∙ Îu�u�u� Ï; 

 

                                               ?VK = /?�?�?�0; 
 

vV R �ÀG� ∙ vV = Ì 0 −v� v�v� 0 −v�−v� v� 0 Í Ìº�v�º�v�º�v� Í = Ì+º� − º�1v�v�º� − º��v�v�+º� − º�1v�v�
Í         (17.58)   

    
Înlocuind relaţiile (17.58) în (17.57), se obṭine: 

Ìº�u�º�u�º�u� Í + Ì+º� − º�1 ∙ v�v�º� − º�� ∙ v�v�+º� − º�1 ∙ v�v�
Í = Ì?�?�?�Í .                            (17.59) 

 
Scalar, relaţia (17.59) se poate scrie: 

                     

?��t = 7� + 7j&?��t = 7� + 7j'?��t = 7� + 7j(º�u� + +º� − º�1v�v� = ?�º�u� + º� − º��v�v� = ?�º�u� + +º� − º�1v�v� = ?�
 .                                     (17.60) 

 
Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii (17.60), numit sistem de ecuaţii dinamice 

Euler, se obṭin necunoscutele: ψθϕ ,,,,, lzlylx RRR . Aşa cum s-a specificat şi la 

sistemul (17.59), similar cu (17.60), există doar trei cazuri de integrare ale acestuia. 
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17.6.3 Mişcarea de precesie regulată 

 Un solid rigid execută o mişcare sferică de precesie regulată (fig.17.6) dacă 

viteza unghiulară de precesie, viteza unghiulară de rotaţie proprie şi unghiul de  

 

nutaţie θ sunt constante sau altfel spus, dacă unghiurile lui Euler îndeplinesc 

condiṭiile (17.61). , = va ∙ � + ,K;        / = v� ∙ � + /K;          � = �K.                      (17.61) 

 

Din relaţiile (17.61), utilizând (17.55), rezultӑ: 
 

E v� = va6Nh�6Nh/v� = va6Nh�456/v� = va456� + v�;          E u� = vav�6Nh�456/  u� = −vav�6Nh�6Nh/u� = 0  ;                     (17.62) 
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Înlocuind relaţiile (17.62) în (17.50), se obţin: 
 

                         ?� = �º�v� + +º� − º�1va456� + v���va 6Nh�456/ 

 

    ?� = −�º�v� + º� − º��va456� + v���va 6Nh�6Nh/         (17.63) 

 

                           ?� = +º� − º�1va� 6Nh�� 6Nh/456/. 

Considerȃnd că momentele de inerṭie yx JJ = , relaţiile (17.63) devin: 

                     
⎩⎪⎨
⎪⎧ ?� = Òº� + +º� − º�1 à]àH 456�Ó vav�6Nh�456/  ?� = − Òº� + º� − º�� à]àH 456�Ó vav�6Nh�6Nh/?� = 0   .            (17.64) 

Din relaţiile (17.64) rezultă că momentul rezultant 0M este dirijat după axa nodurilor 

ON, astfel că: 

                                              �d/ = − µ'µ& 

 

                              ?VK = Òº� + º� − º�� à]àH 456�Ó vVa R vV� 

 ?K = Òº� + º� − º�� à]àH 456�Ó vav�6Nh� .                           (17.65) 

Dacă 12 ωω >>  , rezultӑ expresiile vectoriale şi scalare ale lui ?VK:   

 

             ?VK = º�vVa R vV��,                                             (17.66) 
 

                                              ?K = º�vav�6Nh�. 
Pentru a avea o mişcare de precesie regulată la un solid rigid care se roteşte 

în jurul unui punct fix după axa de rotaţie (AIR), este necesar ca momentul rezultant 

al forţelor care acţionează asupra rigidului să fie plasat pe axa nodurilor, acesta având 

expresia dată de relaţia (17.66). În acest caz, viteza unghiularӑ de rotaṭie proprie v� 

este mult mai mare decât viteza unghiularӑ de precesie va  \à]àH  ≅ 0_. 
O aplicaţie a mişcării de precesie regulată este giroscopul care va fi prezentată 

ca o primă problemă în paragraful Probleme rezolvate. 
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17.7 Probleme rezolvate 

 
17.7.1. Giroscopul 

În cele ce urmează, se va prezenta giroscopul, care este o aplicaṭie a miṣcӑrii 

sferice.   

Giroscopul – este un rigid cu un punct fix O, al cărui elipsoid de inerṭie            

(Jx = Jy) este în miṣcare de rotaţie cu viteza unghiularӑ de rotaṭie proprie v�  faţă de 

axa mobilă Oz solidară cu rigidul, rigid care se roteṣte în jurul lui Oz1 cu viteza 

unghiulară de precesie va  foarte mare, asupra lui acţionând doar greutatea proprie e̅. În unele cazuri centrul de greutate C coincide cu punctul O al axei de rotaţie 

(fig.17.7) [5], [11]. 
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Soluţie:  

 
Mişcarea solidului rigid este de tipul Euler – Poinsot, deci momentul rezultant 

al forṭelor exterioare în raport cu O1 este nul (?j�= 0), iar axa giroscopului este axă 

permanentă de rotaṭie (Mx = My = 0). Dacă şi momentul Mz = 0, rezultӑ că ε = 0 deci 

ω = ct. şi mişcarea giroscopului este una uniformă.  

 

Se notează cu:         ωx = ω1 ; ωy = ω2 ; ωz = ω0 . 
 

 Mişcarea giroscopului trebuie să fie una stabilă, aceasta însemnând că dacă 

perturbăm poziṭia axei de rotaṭie în vecinătatea poziṭiei stabile, axa va reveni la 

poziṭia neperturbată.  

Dacă se iau în considerare ultimele trei ecuaṭii din sistemul (17.60), conform 

cu condiṭiile Euler – Poinsot, acestea se transformă în: 

 

                                            º�u� + +º� − º�1v�v� = 0; 

 º�u� + º� − º��v�v� = 0 ;                                         (17.67) 

 

                              º�u� + +º� − º�1v�v� = 0. 

 

Dacă axa de rotaṭie a rigidului este axă principală de inerṭie, atunci Jx = Jy, 

iar relaṭiile (17.67) devin: 

                            º�u� + º� − º��v�v� = 0; 

 º�u� + º� − º��v�v� = 0;                                            (17.68) 

 

             º�u� = 0 . 
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Din cea de a treia relaṭie a sistemului (17.68) rezultă că εz = 0 , respectiv             

ωz = ω0 = ct., astfel încât: 

 

     º�u� + º� − º��v�vK = 0 ,   

 º�u� + º� − º��vKv� = 0 .                                 (17.69) 

 

Prin derivarea în raport cu timpul a celei de a doua relaṭii (17.69), se obṭine 

ecuaṭia: º� �2'�� + º� − º��u�vK = 0 ,                               (17.70) 

din care: 

         u� = û&34'3ýû(|û&�à� ,        

                                      

Înlocuind şi efectuând calcule în (17.69), rezultӑ: 

 º�� �2'�� + vK�v�º� − º�� = 0 .                                (17.71) 

 

Relaṭia (17.71) reprezintă o ecuaṭie diferenṭială în ωy, ea fiind o ecuaṭie 

diferenṭială de ordinul doi, cu coeficienṭi constanṭi. 

Dacă se notează:                

         ` =  û(|û&û& ∙ vK ,                                              (17.72) 

 
prin înlocuire în (17.71), se obṭine soluṭia acestei ecuaṭii, scrisӑ astfel: 
 v� = La cos`�� + L� sin`��.                                  (17.73) 

 
Înlocuind (17.73) în ecuaṭia a doua din (17.69), se obṭine: 
 v� = ±La sin`�� − L�cos `��� .                                  (17.74) 
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În relaṭia (17.74) semnul „+” este pentru cazul în care Jz > Jx, iar semnul minus „-„ 

pentru cazul în care Jz < Jx. 

Utilizând condiṭiile iniṭiale ale mişcării, respectiv la momentul t0 = 0,               

ωx = ωxo şi ωy = ωy0 , se aflӑ constantele de integrare C1 şi C2. 

 C1 = ωyo  şi C2 =± ωxo  .                                           (17.75) 
 

Înlocuind (17.75) în (17.73) şi (17.74), se obṭin formele finale ale expresiilor lui v�  

ṣi v�. 
 v� = v�� cos `�� ± v�� sin `�� ,                                 (17.76) 

 

                   v� = ±v�� sin`�� ± v�� cos`��.    
 

În relaṭia (17.76) v��  şi v��  sunt foarte mici, iar funcṭiile sin şi cos au valori 

limitate în intervalul [-1;1] în timpul mişcӑrii. Astfel, rezultӑ că ωx şi ωy  au o 

influenṭă mică asupra miṣcӑrii giroscopului. Înseamnӑ că principala viteză 

unghiulară de care depinde mişcarea giroscopului este ωz = ω0. Această condiṭie face 

ca giroscopul să aibă întrebuinṭări ca stabilizator al mişcării în cazul avioanelor, 

navelor etc.  

Un alt mod de prezentare a stabilităṭii giroscopului este dacă se ṭine cont doar 

de momentul rezultant Mo al forṭelor exterioare. Expresia acestui moment este: 

     

     ?VK = $L���� R e̅ = ℎ�� R +−e��a1 = h V eℎ 6Nh� .                           (17.77) 

                                    M0 = Gh sinθ. 
Se fac următoarele notaṭii: 

                                                       ?VwK = −Æ0 K 

                          ?VK + ?VwK = 0.                                           (17.78)                                                                      

Se fac urmӑtoarele notaṭii ṣi calcule privind momentele care apar la miṣcarea 

giroscopicӑ, în care joM - este vectorul moment rezultant al forţelor de inerţie. 

     ?Vi = ?Vw�                                                    
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?Vi = −º�vVa R vV� = º�vV� R vVa , 
 

Modulul momentului ?i devine: ?i = º�vav� 6Nh� ,                                           (17.79) 

ṣi se obṭine viteza unghiularӑ va a giroscopului:                       

                                                           va = ë%û(àH . 
 

Relaṭia (17.79) arată cӑ pentru >>2ω  foarte mare, viteza unghiularӑ <<1ω  

este foarte micӑ. De asemenea, cu cât punctul C este mai aproape de punctul O            

(h = OC mic) viteza unghiulară >>2ω  este foarte mare. Un impediment care poate 

apărea practic în acest caz, ar fi prezenṭa frecărilor din lagărele giroscopului care vor 

încetini, respectiv micşora valoarea vitezei unghiulare ω2. 

 

17.7.2. O placă omogenă dreptunghiulară OABC de greutate G  şi dimensiuni 

a X b este articulată cilindric în punctele O şi C şi execută o rotaṭie pură în jurul axei 

fixe (Δ) cu o viteză unghiulară ω  = const. (fig. 17.8) [11]. Neglijând frecările din 

articulaṭiile O şi C, să se determine reacțiunile dinamice din aceste articulaṭii.  

 

Soluţie: 

Pentru rezolvarea cerinṭelor problemei se aplicӑ Teorema impulsului și 

Teorema momentului cinetic. 

Placa execută o mișcare de rotație pură în jurul axei (Δ), astfel cӑ Teorema impulsului 

sau Teorema miṣcӑrii centrului maselor devine în acest caz: 

 ?��t = 7� + 7�j                                                           (1) 

unde: 
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                                              �t = −v�7 =  −v� ê�  .                                            (2) 

 

Proiectând ecuaṭia (1) după axele sistemului de referinṭă Oxy, se obṭin 

ecuaṭiile scalare: 

Ox: �t + �K = −v�? ê� = −v�e/d ê�  .                                   (3) 

 

Oy: 7t + 7K − e = 0 .                                                      (4) 
 

Necunoscutele problemei sunt Ho , Vo , Hc , Vc , respectiv reacṭiunile dinamice din 

articulaṭiile O şi C. 

                               7K = �7K� + �K�   şi   7X = �7X� + �X�  .                                              (5) 

Aplicând teorema momentului cinetic corespunzătoare solidului rigid, se poate scrie: 

 

     Æ0 K = º∆u̅ + vV R º∆ R vV� = ?VK + ?VjK.                                  (6)  
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Pentru că vV  este constant, u̅ = 0 şi relaṭia (6) poate fi scrisă matriceal astfel: 
 

Æ0 K = Ç 0 0 v0 0 0−v 0 0Ë ∙ Ì−vº��−vº�−vº��Í = Ì−v�º��0v�º�� Í .                           (7) 

unde:  

                                          Ì−v�º��0v�º�� Í  → Ç 00v�º��Ë; 

 

           º�� = � ���	 = � �� ëi ∙ aêé �q = ëi ∙ aêé � ������ ,                             (8) 

iar  

      �	 =  < ∙ �q = µr �q = ëi ∙ aêé ���� .                                          (9) 

 
Din asemănarea ΔMNO şi ΔACO rezultă: 
 �é = �ê → � = �∙éê  .                                                        (10) 

Înlocuind (10) în (8), se obṭine: 
 º�� = ëi ∙ aêé � � ∙ �� ∙ \éê_�êK �� = ëi ∙ êéo  .                               (11) 

 
Înlocuind (11) în (7) şi ṭinând cont de (6), rezultӑ:  
 

                                O: v�º�� = −e ê� − 7t ê� − �t� 

 

    C:  v�º∆t = −7t ê� − �t é� − 7� ê� + �� é�.                               (12) 

Utilizând teorema lui Steiner, se poate scrie:   

    º∆t = º�� + ? \ê�_ \é�_ = ëi êé� ;                                          (13) 

Înlocuind (11) şi (13) în (12), se obṭin relaṭiile: 

 

                       O:   v� \ëi ∙ êéo _ = −e ê� − 7t ê� − �t�. 
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        C:    v� \ëi ∙ êé� _ = −7t ê� − �t é� − 7� ê� + �� é� .                                (14) 

Din ecuaṭiile (3), (4) şi (13), rezolvând sistemul de patru ecuaṭii cu 

necunoscutele H0 , V0 , Hc , Vc , rezultă reacṭiunile dinamice din punctele O şi C cerute 

de problemă şi date de relaṭia (5). 

  

 17.7.3. Se consideră un sistem mecanic format din următoarele corpuri din 

figura 17.9 [11]: un disc drept, omogen, de raza R și greutate G , articulat cilindric 

în punctul O notat cu (1); un alt disc drept, omogen, de raza R și greutate G notat cu 

(2) ṣi o prismă de greutate G  suspendată în centrul maselor C al discului (2) notatӑ 

cu (3). Între cele două discuri legătura este asigurată printr-un fir flexibil, inextensibil 

și de masă neglijabilă. Inițial, întreg sistemul se află în repaus. Asupra discului (1) 

acționează un moment motor ?VK = ct. în sensul dat în figură.  Neglijând frecările, se 

cere să se determine accelerația prismei (3) ṣi tensiunile din fire. 

Soluţie: 

Determinarea parametrilor cinematici la discurile 1 ṣi 2. 

Discul 1- execută mișcare de rotație: Ja = va7 → va = �]� = ��0� → ua = ����    .                                   (1) 

 
Discul 2 execută o mișcare plan-paralelă: 

                               J� = v�7 → v� = �H� = ��0� → u� = ����  .                                        (2) 

 

Izolând fiecare corp din sistem, se introduc forțele exterioare, de legătură și 

interioare corespunzătoare (fig.17.10). 

Se observă la discul (2) cӑ: 

 �H�] = ��� → Ja = 2J� .                                                     (3) 
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Pentru rezolvarea cerinṭelor se apelează la teoremele fundamentale ale 

dinamicii. Se aplicӑ întâi, teorema mișcării centrului maselor din care rezultӑ 

tensiunea  f� a firului în funcṭie de acceleraṭia cerutӑ, astfel pentru discul (1) se obṭin 

ecuaṭiile: 
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     ?��t = 7� ëi �� = f� − e  → f� = ëi �� + e .                                                  (4) 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

        
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

Pentru discul 2 - Se aplicӑ teorema momentului cinetic în raport cu CIR: Æ0∆8 = ?∆8 ,                                                             (5) 
în care:                            Æ0∆8 = º∆8u�,                                                           (6) 
iar                            ?∆8 = fa27 − f{7 − e7 .                                            (7) 
unde:                       º∆8 = º∆t + ?g�, conform Teoremei lui Steiner. 

 
 

 

(1) 

y 

O 

 

 

 

 

Fig. 17.10 

(3) 

y 

 

fa̅ 

 
                            

(2) 

C 

 

 

R 

 

 

 

f�̅ 

I 

y 



 694

 
Astfel (7) devine: º∆8u� = 2fa7 − f{7 − e7,                                           (8) 

relaṭie în care º∆8 are expresia: º∆8 = µ�H� + ?7� = {ë�H�i   .                                         (9) 

 Înlocuind în (8) pe (9), se obṭine: 2fa7 − f{7 − e7 = {� ë�Hi ���  .                                      (10) 

- Se aplică teorema momentului cinetic în raport cu axa Oz: 

Æ0� = ?�,                                                        (11) 
în care                                            Æ0� = º�ua,                                                  (12) ?� = ?K − fa7 .                                                (13) 
Astfel (13) devine: $: µ�H� ���� = ?K − fa7 , 

 
ë�i ��� = ?K − fa7.                                             (14) 

 
Pentru corpul (3) – se poate scrie teorema miṣcӑrii centrului maselor, din care 
rezultӑ tensiune f{ a firului în funcṭie de acceleraṭia cerutӑ: 

 	�� = f{ − e;           ëi �� = f{ − e;                                  (15) f{ = e + ëi �� , 
astfel cӑ (10), devine: 2fa7 − \e + ëi ��_ 7 − e7 = {� ë�Hi ��� ,                                   (16) 

de unde:  fa = e + ë�i �� + {o ëi ��  .                                                 (17) 

Din relaṭiile (14) ṣi (16) rezultӑ acceleraṭia corpului (3): 

 �� = o9 iµ�|ë��ë� .
                                                          (18)

 

 

Dacă ≥y&& 0 –corpul urcă, respectiv GRM ≥0 . 
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17.7.4. Sistemul mecanic din figura 17.11 (iniṭial în repaus) este format din 

următoarele corpuri: o prismă de greutate P , un disc de rază R,  omogen ṣi de 

greutate Q , articulat cilindric în centrul  maselor O şi o bară AB, omogenă de 

lungime 2l ṣi greutate G  ale cărei capete AB se deplasează fără frecare pe două 

ghidaje fixe ṣi perpendicular [11]. Legătura dintre corpuri este realizată printr-un fir 

flexibil și inextensibil. Se cere viteza prismei �̈ la coborâre. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 17.11 

 

Soluţie: 

La momentul inițial sistemul se află în repaus ( )0ϕϕ = . Bara AB execută o 

mișcare plan-paralelă, astfel: 
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Pentru rezolvare se va aplica teorema energiei cinetice: 
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  .                (3) 

 
unde:                           ¶t = 12 	J� + 12 ºv� 

�0 = v7 → v = �07 º�MGt = µ�H�  . 
 

Lucrul mecanic este:     
 �a|� = ¨ ∙ 2g6Nh/ − 6Nh/K� − eg6Nh/ − 6Nh/K�  .                 (4) 
 
Având în vedere (3) ṣi (4), din relaṭia (2) se obṭine viteza prismei (3), astfel: 

                    

 
                                         

�0 � = �«j|ëj�GM2[|GM2[��±Hæç è�æç ð:æ ]»;
H<  ,                                            5�
 

 

 

        J� = �0 = ü�«j|ëj�GM2[|GM2[��±Hæç è�æç ð:æ ]»;
H< .                                       (6) 
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18. MECANICA ANALITICĂ [5] 

 
 

18.1 Generalităṭi  

Mecanica analitică este cea mai complexă parte a mecanicii din punct de 

vedere matematic, ea utilizând mult calculul diferenṭial şi integral. Leibniz şi Newton 

sunt consideraṭi primii cercetători ai calculului diferențial și integral care au 

exprimat matematic legile de mișcare ale punctului material, ale sistemelor de puncte 

materiale şi ale solidelor rigide, apărând astfel o nouă ramură a mecanicii teoretice 

numitӑ mecanicӑ analiticӑ. 

Ideile lui Newton au fost preluate mai târziu și dezvoltate de Daniel 

Bernoulli, Leonhard Euler, Jean le Rond d'Alembert, care este şi autorul principiului 

care îi poartă numele (principiul lui D'Alembert). De asemenea, o contribuṭie 

importantă a avut în dezvoltarea mecanicii analitice şi Joseph-Louis Lagrange, care 

a dat o altă formă ecuațiilor diferențiale ale mișcării. De asemenea ṣi Pierre-Simon 

Laplace îṣi aduce aportul în mecanica analitică prin contribuțiile sale substanțiale în 

mecanica cerească.  

Altfel spus, toate aceste contribuṭii conduc la apariṭia mecanicii analitice sau 

lagrangiene, care este o aprofundare a mecanicii newtoniene iniṭiată în anul 1788 de 

matematicianul Joseph Louis Lagrange.  

Se poate spune că Mecanica analitică îşi propune să stabilească metode 

directe de determinare a ecuaṭiilor de mişcare în care să nu apară forṭele de 

legătură şi să exprime acest sistem de ecuaṭii sub forma generală (forma canonică), 

oricare ar fi problema de mecanică studiată.  

De menṭionat că în Mecanica analitică, legăturile se consideră ideale. 

Rezolvarea problemelor prin metodele mecanicii analitice se bazează pe 

următoarele principii: 
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a. principii diferenṭiale cum ar fi principiul lui D’Alembert, principiul lucrului 

mecanic virtual, principiul lui Gauss sau a celei mai mici constrângeri; 

b. principii integrale sau variaṭionale cum ar fi principiul lui Hamilton, 
principiul lui Maupertuis sau principiul minimei acṭiuni. 

Câteva din aceste principii se vor studia în cele ce urmează, începând cu 

definiṭia unui grad de libertate şi a unei legături.  

Numărul gradelor de libertate ale unui sistem de solide rigide sau ale unui 

rigid este dat de numărul parametrilor geometrici independenṭi (distanṭe, unghiuri) 

care determină univoc, la un moment dat, poziṭia lor. Parametri geometrici 

independenṭi având “n” grade de libertate şi care determină poziṭia se mai numesc 

coordonate generalizate, ale cӑror derivate în raport cu timpul se numesc viteze şi 

acceleraṭii generalizate. 

 

18.1.1 Legături 

Legătura – reprezintă o constrângere geometrică sau fizică a poziţiei punctelor 

materiale ce alcătuiesc sistemul. Aceste resticţii pot fi exprimate analitic sub forma 

unor relaţii, fie între deplasări finite (coordonate), fie între deplasări infinitezimale 

(diferenṭialele coordonatelor). 

Exemple: 1. Condiţia ca un punct material să rămână pe o suprafaţă este: 
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 restricṭii privind coordonatele punctului material (18.1)            

 

                       0),,(),,(),,( =++ dzzyxQdyzyxRdxzyxP  .                               (18.2) 

 
Pentru ca sӑ fie integrabilӑ, relaţia (18.2), trebuie satisfӑcute relaţiile lui Cauchy, 

scrise astfel: 
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Din relaţiile (18.1) – (18.3) rezultă: 
 

           ¨ = �ú��  ;   ã = �ú��  ;   7 = �ú��   .                                      (18.4) 

 În cazul unui sistem de puncte materiale, legăturile se exprimă prin “p” 
relaţii diferenţiale de forma:   
 kaa��a + ka���a + ka{��a + … + ka,{2|���2 + ka,{2|a��2 + ka,{2��2 = 0 

 k�a��a + k����a + k�{��a + … + k�,{2|���2 + k�,{2|a��2 + k�,{2��2 = 0 
. 
. 
.                                                         (18.5) k�a��a + k����a + k�{��a + … + k�,{2|���2 + k�,{2|a��2 + k�,{2��2 = 0, 

 

unde: �Mw = �Mw�a, �a, �a, … �2, �2, �2�;   N = 1 ÷ �;   � = 1 ÷ 3h;     � ≤ 3h . 
 
 Pentru ca sistemul (18.5) să fie independent, rangul matricei coeficienţilor 

deplasărilor infinitezimale trebuie să fie egal cu p, respectiv să existe cel puṭin un 

determinant cu p - linii şi p – coloane, diferit de zero. 

 

                 >�aa �a� … �a{,2��a ��� … ��{,2⋮ ⋮ ⋮��a ��� … ��{,2
> = ,�hd �  Û 0                                  (18.6)    

      
 

Clasificarea legăturilor: 

1. Din punct de vedere analitic: 

a) Legături olonome – în acest caz cele p ecuaţii ale sistemului (18.5) sunt 

independente şi integrabile. Numărul gradelor de libertate în deplasări finite este 

egal cu numărul gradelor de libertate în deplasări infinitezimale (h = 3n – p), cu alte cuvinte 

sunt legӑturile care impun restricṭii poziṭiilor şi nu vitezelor. Aceste legӑturi sunt de forma: 
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WM�a, �a, �a … �2, �2, �2� = 0 ,     `h��    N = 1 ÷ �.                    (18.6a) 
 

b) Legături neolonome – în acest caz, toate sau o parte din cele p ecuaţii ale 

sistemului (18.5) sunt neintegrabile. Se propune k < p relaţii integrabile, 

rezultȃnd p – k relaţii neintegrabile. Numărul gradelor de libertate în deplasări 

finite este  h’ = 3n–k, iar în deplasări infinitezimale numărul gradelor de libertate este 

k < p,  h”= 3n–p, de unde rezultă că  h’ > h”. Astfel că în deplasări neolonome, numărul 

gradelor de libertate în deplasări finite h’ este mai mare decȃt în deplasări infinitezimale 

h”, respectiv sunt legӑturi care impun restricṭii şi poziṭiilor şi vitezelor rigidului, adicӑ 

sunt de forma:  W�, �, �, �0 , �0 , �0� = 0.                                          (18.6b) 

c) Legături critice – când numărul gradelor de libertate în deplasări finite este mai 

mic decât în deplasări infinitezimale. Se propun p relaţii independente, ca urmare, 

numărul gradelor de libertate în deplasări finite este h’ = 3n – p. Dacă rangul 

matricei este k < p, atunci numărul gradelor de libertate în deplasări 

infinitezimale este h” = 3n–k; de unde rezultă h” > h’. 

2. Din punct de vedere a dependenṭei de timp: 

a) Legături scleronome – sunt cele în expresia cărora timpul nu apare explicit, în 

cazul în care legătura nu îşi schimbă caracteristica geometrică sau cinematică, 

fiind fixă şi nedeformabilă:  

   f(x, y, z) = 0. 

b) Legături reonome – sunt cele în expresia cărora timpul apare explicit, adică 

legătura variază în timp după o anumită lege, independentă de forṭele care 

acṭionează asupra rigidului:  

       f(x, y, z, t) = 0. 

 Se poate spune că în funcţie de dependenţa de timp, legăturile se clasifică în 

legături scleronome (independente de timp) şi legături reonome (dependente de 

timp). 
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În cele ce urmează se vor specifica câteva exemple de legături din cele 

explicitate anterior astfel: 
 

• Legătură olonomă şi scleronomă: 

                                 02222 =−++ rzyx ; 

• Legătură olonomă şi reonomă: 

             ( ) ( ) ( ) ( ) 02222 =−−−+−+− atratzatyatx . 

 

•     Legătură neolonomă şi scleronomă:     

           0),,,(),,,(),,,(),,,( =+++ dtdtzyxTdzdtzyxQdydtzyxRdxdtzyxP . 

 

Sistemul (18.5) în cazul legăturilor reonome devine: 
 

      
);,,,,...,,(

3;3,1;,1);,,,,...,,(

111

111

tzyxzyxbb

npnjpitzyxzyxaa

nnnii

nnnijij

=

≤===
        (18.7) 

 
 

18.2 Principiul lui D’Alembert 
 

18.2.1 Forţa de inerţie. Torsorul forṭelor de inerţie 

Se consideră un factor motor care acṭionează ca o forṭă exterioară ��, asupra 

unui punct material M, de masă m, astfel că sub acṭiunea forṭei, punctul se mişcă cu 

acceleraṭia ��. Conform cu principiul acṭiunii şi reacṭiunii, forṭei �� i se opune o 

reacṭiune egală şi de sens contrar notată cu (−	���. Această reacṭiune se va numi 

forṭă de inerṭie. 

Se numeşte forţă de inerţie notatӑ ��w, o forţӑ egală cu produsul dintre masa şi 

acceleraţia punctului luată cu semn schimbat: 
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                               amF j −=  .                                                  (18.8) 

Forţa de inerţie nu acţionează asupra punctului, ci asupra factorului 

motor. Forṭa �� şi forṭa de inerṭie ��w au acelaşi suport de acṭiune. Ele nu se anulează 

reciproc, deoarece nu sunt aplicate aceluiaşi corp.  

Pentru studiu, se considerӑ sistemul de puncte materiale din figura 18.1 format 

din “n” puncte materiale de mase mi, i =1÷n, aflate în mişcare sub acţiunea unui 

sistem de forţe exterioare ��MÚ��, i =1÷n şi de legătură. Conform principiului al doilea 

al dinamicii, pentru fiecare punct al sistemului se poate scrie o relaṭie de forma: 

 ��MÚ�� + ��MM2� = 	M��M.                                         (18.9) 

 

Notând ��wM = −	M��M  ca forṭӑ de inerṭie, relaṭia (18.9) devine: 

 ��MÚ�� + ��MM2� − 	M��M = 0 .                                  (18.10) 

 

Torsorul de reducere al forṭelor de inerṭie, notat cu @̿w�+7�w , ?Vw�1, are 
urmӑtoarele elemente:         
                       
- vectorul rezultant:                   7�w = ∑ ��Mw2M¥a = ∑ −	M��M�2M¥a ; 
 

- momentul rezultant:                ?VwK = ∑ ,̅M R ��Mw2M¥a = ∑ ,̅M R −	M ∙ ��M�2M¥a . 
 

                           Înlocuind ��M = ���Ã��  în prima relaṭie (18.11), se obṭine:  

 7�w = − ∑ 	M ���Ã�� = − ��� ∑ 	MJ̅M = − ��� ∑ �̈M = − 0̈2M¥a2M¥a2M¥a = −?��t.     (18.12) 

 
 

Din relaţia (18.12) rezultă că vectorul rezultant al forţelor de inerţie, în cazul 

unui sistem de puncte materiale, este egal cu derivata în raport cu timpul a 

impulsului total al sistemului luatӑ cu semnul minus. 

 

(18.11) 
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Înlocuind ��M în a doua relaṭie (18.11), se obṭine:  

 ?VwK = ∑ ,̅M R \−	M ���Ã�� _2M¥a = − ��� ∑ ,̅M R 	MJ̅M = − ��� ∑ ÆVKM = −Æ0 K2M¥a2M¥a .   

 
(18.13) 

 
Relaţia (18.13) arată că  vectorul moment rezultant al forţelor de inerţie, în cazul 

unui sistem de puncte materiale, este egal cu derivata în raport cu timpul a 

vectorului moment cinetic în raport cu acelaşi pol O, luatӑ cu semnul minus. 

Relaṭia (18.13) se aplică şi în cazul în care raportarea se face la centrul de 

masă al sistemului de puncte materiale, adicӑ:  

 ?Vwt = −Æ0 t .                                                      (18.14) 
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18.2.2 Principiul lui D’Alembert. Metoda cineto-statică 

 
 
 Se consideră un sistem de puncte materiale Mi de mase mi (fig. 18.1). Se va 

demonstra principul lui D’Alembert pornind de la relaţia (18.10) ṣi anume: 

 ��MÚ�� + ��MM2� − 	M��M = 0 , 
 

 ∑ ��MÚ�� +2M¥a ∑ ��MM2� +2M¥a ∑ −	M���2M¥a = 0 .                     (18.15) 
 

Relaţia (18.15) devine, ṭinând cont că: 
 

                           7�Ú�� = ∑ ��MÚ��;  2M¥a  ∑ ��MM2�2M¥a = 0;     7�w = ∑ −	M���2M¥a ; 
 7�Ú�� + 7�w = 0 .                                                (18.16) 

 

Înmulţind relaţia (18.16) cu vectorul de poziṭie ir , se obţine: 

 ∑ ,̅M2M¥a R ��MÚ�� + ∑ ,̅M2M¥a R ��MM2� + ∑ ,̅M2M¥a R −	M��� = 0 ,     (18.17) 

 ?VKÚ�� + ?VwK = 0 .                                      (18.18) 

 

deoarece  ∑ ,̅M R ��MM2� = 0,2M¥a  forṭele interioare fiind perechi de douӑ câte douӑ, egale 

ṣi de sens contrar, plasate pe acelaṣi suport. În relaṭiile (18.16) ṣi (18.18) se fac 
precizӑrile: 7�Ú��, 7�w    - sunt vectorii rezultanṭi ai forţelor exterioare şi ai forţelor de inerţie; ?VKÚ��, ?VwK - sunt vectorii moment rezultant ai forţelor exterioare şi de inerţie. 

 Relaţiile (18.16) şi (18.18) reprezintă ecuaţiile dinamice de echilibru fictiv 

sau de echilibru cineto-static şi reprezintă principiul lui D’Alembert, exprimat 

astfel: 

Un sistem de puncte materiale sau un solid rigid aflat în mişcare, se 

află în orice moment în echilibru dinamic fictiv sub acṭiunea forţelor 
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exterioare date, a forṭelor de legătură aferente legӑturilor sistemului, precum 

şi a forţelor de inerţie. 

Spus altfel, 

- În cazul  unui sistem de puncte materiale sau solid rigid în mişcare, torsorul 

forţelor exterioare şi de legătură echilibrează torsorul forţelor de inerţie.   

Dacӑ punctul O devine centrul maselor, în conformitate cu (18.18) se poate scrie:  

 ?VXÚ�� + ?VwX = 0 ,                                                (18.18a) 

relaṭie în care:  

- ?VXÚ��  este vectorul moment rezultant al forṭelor exterioare raportat la C 

(centrul de masӑ); 

- ?VwX    este vectorul moment rezultant al forṭelor de inerṭie. 

Metoda cineto-statică reduce problema de dinamicӑ la o problemă de statică în 

rezolvarea cӑreia se parcurg următoarele etape: 

- se determină relaţiile dintre parametri cinematici de ordinul I şi II (viteze 

şi acceleraţii) a corpului studiat; 

- se separă corpurile suprimând legăturile interioare şi exterioare; 

- se introduc forţele / momentele de legătură; 

- se introduc forţele / momentele de inerţie; 

- se scriu ecuaţiile de echilibru dinamic fictiv pentru fiecare corp separat 

din sistem; 

- se rezolvă sistemul de ecuaţii diferenţiale din care rezultă necunoscutele 

(acceleraṭii ṣi forṭe de legӑturӑ). 

 

18.3 Principiul lucrului mecanic virtual 

Principiul deplasărilor virtuale - reprezintă o metodă generală de rezolvare 

a problemelor de dinamică cu ajutorul deplasărilor virtuale şi a lucrului mecanic 

virtual. Acest principiu nu ia în considerare forṭele de legătură.  
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La început acestui capitol, se definesc noṭiunile de deplasare elementarӑ 

virtualӑ ṣi lucrul mecanic virtual.   

Deplasarea elementară virtuală sau deplasare virtuală – este deplasarea unui punct 

dintr-o poziṭie M, într-o poziţie infinit apropiată (M1), deplasare presupusă, dar 

neexecutată. Deplasarea elementarӑ virtualӑ se noteazӑ cu rδ (fig.18.2).  

 

 
 

 
 

 
 
     
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

Dacă în urma deplasării, legăturile punctului se distrug, deplasarea se numeşte 

incompatibilă cu legăturile, iar dacă acestea rămân intacte, deplasarea se numeşte 

compatibilă cu legăturile. 

De exemplu, în cazul unui punct obligat să rămână pe o suprafaţă orice 

deplasare în planul tangent este compatibilă cu legăturile, iar toate deplasările care 

nu sunt în acest plan sunt incompatibile cu legăturile. 

Într-un sistem de referinţă cartezian vectorul de poziţie este dat de: 

( )tzyxrr ,,,= ,                                             (18.18b) 

iar deplasarea virtuală este notată cu:       

kzjyixr δδδδ ++= .                                      (18.18c) 

x 

y 

x y 

z 

z 
M(x,y,z) 

M1(x+δx, y+δy, z+δz) 

 

 
 

 

 

Fig. 18.2 

Á,̅ 

,̅ + Á,̅   �� 

O 
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Fiind explicitată noṭiunea de deplasare elementară virtuală, se poate defini 

noṭiunea de lucru mecanic virtual. 

Lucrul mecanic virtual al unei forţe  este produsul scalar dintre forţa F şi 

deplasarea virtuală rδ . Lucrul mecanic virtual se noteazӑ cu Á� ṣi are expresia: 

 

 zFyFxFrFL zyx δδδδδ ++==  .                                  (18.19) 

 

Pentru studiul lucrului mecanic virtual se consideră un sistem de puncte 

materiale Mi de mase mi, sistem supus la legături şi care se află în mişcare sub 

acţiunea unui sistem de forţe exterioare iF , N = 1 ÷ h care îi imprimă acestuia o 

acceleraţie ia  (fig.18.3).  

 
 

Conform principiului al II-lea al dinamicii punctului, pentru fiecare punct al 

sistemului material se poate scrie o relaṭie de forma:  
 

leg
ii

ext
iii FFFam ++= int  .                                              (18.20) 

 

Á̅,M 

  

 

 

  

 

Fig. 18.3 
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În aceastӑ relaṭie,     
ext

iF - reprezintă forţa exterioară dată; 

int
iF - reprezintă forţa interioară rezultatӑ din interacṭiunea punctului Mi cu 

celelalte n-1 puncte ale sistemului; 
leg

iF - reprezintă forţa de legătură exterioarӑ rezultatӑ prin suprimarea 

legӑturii (legӑturilor) exterioare ale punctului Mi. 
Scrisӑ astfel, relaṭia (18.20) devine: 
 

0int =−++ ii
leg

ii
ext

i amFFF .                                         (18.21) 

 

Dacă se consideră o deplasare virtuală Á,̅M şi relaţia (18.21) va fi înmulţită 

scalar cu aceasta, va rezulta: 

        ( ) 0int =⋅−⋅+⋅+⋅ iiii
leg

iiii
ext

i ramrFrFrF δδδδ .                         (18.22) 

Aplicând relaṭia (18.22) la toate punctele sistemului ṣi însumând relaṭiile obṭinute, 
se ajunge la: 

( ) 0
111

int

1
=⋅ − +⋅+ ⋅+ ⋅=

====
i

n

i
ii

n

i
i

leg
i

n

i
ii

n

i
i

ext
i ramrFrFrFL δδδδδ .        (18.23) 

Relaţia (18.23) exprimă principiul deplasărilor virtuale sau principiul 

lucrului mecanic virtual pentru un sistem de puncte materiale aflate în mişcare. 

În cazul unui sistem de puncte materiale aflat în mişcare şi supus la legături, 

suma lucrurilor mecanice virtuale ale forţelor exterioare date, ale forṭelor de 

legӑturӑ interioare şi exterioare ṣi ale forṭelor de inerţie, este nulă pentru orice 

deplasare virtuală compatibilă sau incompatibilă cu legăturile. 

În studiul lucrului mecanic virtual privind un solid rigid,                                         ∑ ��MM2� ∙ Á,̅M = 0 2M¥a , conform relaṭiei (16.19) aplicatӑ solidului rigid.  

Astfel, în cazul solidului rigid relaṭia (18.23) devine: 

( ) 0
111

=⋅ − +⋅+ ⋅=
===

i

n

i
ii

n

i
i

leg
i

n

i
i

ext
i ramrFrFL δδδδ  .              (18.24) 

Dacă corpul este supus la legături ideale, ∑ ��MjÚi ∙ Á,̅M = 0,2M¥a  astfel cӑ relaṭia 

(18.24) devine: 

( ) 0
11

=⋅ −+ ⋅=
==

i

n

i
ii

n

i
i

ext
i ramrFL δδδ  .                         (18.25) 
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Relaṭia (18.25) exprimӑ forma dinamicӑ a principiului deplasӑrilor virtuale, 

conform cӑreia, în cazul miṣcӑrii unui rigid supus la legӑturi ideale, lucrul mecanic 

virtual elementar corespunzӑtor forṭelor exterioare, de inerṭie ṣi unor deplasӑri 

elementare virtuale compatibile cu legӑturile rigidului este nul. Principiul 

deplasӑrilor virtuale exprimat de relaṭia (18.25) se aplicӑ la rezolvarea problemelor 

de dinamica sistemelor.   

Dacă sistemul de puncte materiale este supus la legături ideale ṣi se află în repaus             

(��M=0) şi, respectiv, lucrul mecanic virtual al forţelor interioare este nul, se obţine: 

0
1

= ⋅=
= i

n

i
i

ext
i rFL δδ  .                                       (18.26) 

Relaṭia (18.26) exprimӑ principiul deplasӑrilor virtuale “sub formӑ 

staticӑ”, aplicat problemelor de statica sistemelor.  
Astfel, în cazul unui sistem de puncte materiale aflat în echilibru, supus la 

legături ideale, suma lucrurilor mecanice virtuale ale forţelor interioare şi ale forţelor 

exterioare date ṣi de legӑturӑ este nulă, pentru orice deplasare virtuală Á,̅M 
compatibilӑ cu legătura. 

Avantajul rezolvării problemelor utilizând principiul lucrului mecanic virtual 

este că se elimină din studiu, forṭele de legătură. 

 

18.4 Ecuaţiile lui Lagrange 

Metodele general aplicate sistemelor de puncte materiale, solidului rigid sau 

sistemelor de rigide nesupuse frecărilor, sunt cele care folosesc ecuaţiile lui 

Lagrange.  

 

18.4.1 Ecuaţiile lui Lagrange de speţa I 

Se consideră un sistem de puncte materiale Mi de mase mi,  aflat în mişcare sub 

acṭiunea unui sistem de forţe exterioare iF , N = 1 ÷ h  şi supus la legături olonome 

fără frecare. Sistemul material la un moment (t) este definit de h parametri geometrici 

independenţi, numiţi coordonate generalizate @a , @�, @{, …@Þ , …@%�.  
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Vitezele şi acceleraţiile se exprimӑ în funcţie de aceste coordonate generalizate şi se 

vor numi viteze şi acceleraţii generalizate: 

 @0a,@0�, @0{, …@0Þ , …@0%�;         @�a, @��, @�{, …@�Þ , …@�%�                       (18.27) 

Se doreşte să se determine ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sistemului de puncte 

materiale. 

Vectorul de poziţie al punctului Mi este ir  şi depinde de coordonatele generalizate 

qk , � = 1 ÷ ℎ, iar în cazul legăturilor reonome depinde şi de timpul (t):  

 ,̅M = ,̅M@a, @�, @{, … @Þ , … @% , ��.                                     (18.28) 

Deplasarea virtuală Á,̅M  compatibilă cu legătura punctului Mi , este: 

 

         Á,̅M = �*̅Ã�A] Á@a + �*̅Ã�AH Á@� +⋯+ �*̅Ã�AC Á@Þ +⋯+ �*̅Ã�AD Á@% = ∑ �*̅Ã�AC Á@Þ%Þ¥a   .  (18.29) 

În conformitate cu forma dinamicӑ a principiului deplasărilor virtuale, se poate scrie:  

 ∑ ��M − 	M��M� ∙ Á,̅M = 02M¥a                                        (18.30) 

Înlocuind relaţia (18.29) în (18.30), se obṭine: 
 ∑ Ò∑ ��M − 	M��M� ∙ E*̅ÃEAC2M¥a Ó Á@Þ%Þ¥a = 0.                        (18.31) 

În cazul legăturilor olonome pentru cele h deplasări virtuale, deplasările Á@Þ  sunt 
independente şi toate pot fi considerate nule, mai puţin una. 

 Á@a = Á@� = ⋯ = Á@Þ|a = ⋯ = Á@% = 0 ;  Á@Þ Û 0, � = 1 ÷ ℎ .        (18.32) 
 

Astfel relaţia (18.32) se poate scrie sub forma: 
 ∑ ��M − 	M��M� ∙ F*̅ÃFAC  ,     � = 1 ÷ ℎ ,2M¥a                             (18.33) 

care reprezintӑ ecuaţiile lui Lagrange de speţa I. 
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18.4.2 Ecuaţiile lui Lagrange de speţa II 

Ecuaṭiile lui Lagrange de speṭa I pot fi aduse la o altă formă utilizând 

artificiile introduse de Lagrange.  În acest sens, se consideră un sistem de puncte 

materiale Mi de mase mi,  aflat în mişcare sub acṭiunea unui sistem de forţe 

exterioare ��M , N = 1 ÷ h, supus la legături olonome fără frecare. 

Ca şi în primul caz, sistemul material la un momentul (t) este definit de h parametri 

geometrici independenţi, numiţi coordonate generalizate @a , @�, @{, …@Þ , …@%�.  

Vitezele şi acceleraţiile exprimate în funcṭie de aceste coordonate generalizate se numesc 

viteze ṣi acceleraṭii generalizate, depinzând de @0a, @0�, @0{, …@0Þ , …@0%�, respectiv de @�a, @��, @�{, …@�Þ , …@�%�.  
Se urmӑreṣte să se determine ecuaţiile diferenţiale de mişcare pentru sistemul de 

puncte materiale aflat în studiu. 

În demonstraṭia ecuaţiilor lui Lagrange de speţa II se pleacă de la relaṭia (18.33), 

respectiv prima formă a ecuaṭiilor lui Lagrange, din care : 

 ∑ 	M��M ∙ F*̅ÃFAC = ∑ ��M ∙ F*̅ÃFAC2M¥a2M¥a ,     � = 1 ÷ ℎ  .                      (18.34) 

 

Se notează:         ∑ ��M ∙ F*̅ÃFAC2M¥a = ãÞ       - numită forţă generalizată                    (18.35) 

 

şi se înlocuieṣte acceleraṭia ��M = ���Ã��  se obṭine astfel:  

∑ 	M��M2M¥a ∙ F*̅ÃFAC = ∑ 	M ���Ã�� ∙ F*̅ÃFAC2M¥a ,     � = 1 ÷ ℎ .                   (18.36) 

 

Înlocuind relaţiile (18.35) ṣi (18.36) în (18.34), se obţine: 

 ∑ 	M ���Ã�� ∙ F*̅ÃFAC2M¥a = ãÞ.                                            (18.37) 
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Folosind regula de derivare a unui produs, relaţia (18.37) devine: 

 ∑ 	M2M¥a ��� \J̅M ∙ �*̅Ã�AC_ − ∑ 	MJ̅M2M¥a ∙ ��� \ �*̅Ã�AC_ = ãÞ.               (18.38)    

 

unde:      J̅M = ,0 M = �*̅Ã�A] @0a + �*̅Ã�AH @0� +⋯+ �*̅Ã�AC @0Þ +⋯+ �*̅Ã�AD @0% + �*̅Ã�� . 

Se observӑ cӑ, 

                                            
���Ã�A0C = �*̅Ã�AC   .                                                     (18.39) 

Pentru a demonstra: 
                                                      ��� \ �*̅Ã�AC_ = ���Ã�AC ,                                           (18.40) 

 

se derivează 
�*̅Ã�AC în raport cu timpul (t) ṣi J̅M  în raport cu qk, obṭinând: 

 ��� \ �*̅Ã�AC_ = �H*̅Ã�AC�A] @0a + �H*̅Ã�AC�AH @0� +⋯+ �H*̅Ã�AC�AC @0Þ +⋯+ �H*̅Ã�AC�AD @0% .   (18.41) 

 ���Ã�AC = �H*̅Ã�AC�A] @0a + �H*̅Ã�AC�AH @0� +⋯+ �H*̅Ã�AC�AC @0Þ +⋯+ �H*̅Ã�AC�AD @0%  .        (18.42) 

 

Se observӑ cӑ membrii doi ai relaṭiilor (18.41) ṣi (18.42) sunt aceeaṣi, astfel 

egalându-i şi luând în considerare (18.40), rezultӑ:  

 ∑ 	M ��� \J̅M ∙ �*̅Ã�AC0 _2M¥a − ∑ 	MJ̅M ∙ ���Ã�AC2M¥a = ãÞ  .                     (18.43) 

 J̅M ∙ F��ÃFA0C = FFA0C \��ÃH� _ = FF@0 � \�ÃH� _   ,                                    (18.44) 

 

                                    J̅M ∙ F��ÃFAC = FFAC \��ÃH� _ = FF@� \�ÃH� _ .  
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Înlocuind în (18.43) expresiile:  J̅M ∙ ���Ã�A0C  şi  ���Ã�AC  din (18.44), se obṭine: 

 ��� Ò∑ 	M ��AC0 \�ÃH� _2M¥a Ó − ∑ 	M ��AC \�ÃH� _2M¥a = ãÞ                             (18.45) 

 
sau prin transformӑri succesive, la forma: 
 ��� G FF@0 � ∑ 	N JN22hN=1 H− FF@� ∑ 	N JN22hN=1 = ã� .                               (18.46) 

 

Deoarece      ∑ 	M ��ÃH�2M¥a = ¶t      - este energia cineticӑ a sistemului,             (18.47) 

 

relaṭia (18.46) se poate scrie astfel: 

 ��� \�I»�A0C_ − �I»�AC = ãÞ  , � = 1 ÷ ℎ .                                   (18.48) 

 

Relaţia (18.48) reprezintă ecuaţiile lui Lagrange de speţa II.  

De menṭionat că: 

• Ecuaţiile lui Lagrange de speţa II sunt ecuaţii diferenţiale scalare, iar pentru 

calculul energiei cinetice Ec se exprimă coordonatele xi , yi , zi în funcţie de 

coordonatele generalizate q1, q2, ... qh ṣi se deriveazӑ în raport cu timpul, 

obṭinând: �0M = ∑ ��Ã�AC @0Þ%Þ¥a  ;         �0M = ∑ ��Ã�AC @0Þ%Þ¥a  ;      �M = ∑ ��Ã�AC @0Þ%Þ¥a  ;  
 

apoi, ¶t = ∑ a�2M¥a 	M+�0M� + �0M� + �0M�1 .                                     (18.49) 

 
• De asemenea, forţa generalizată se poate determina fie cu relaṭia ãÞ = ∑ \�M� ��Ã�AC + �M� ��Ã�AC + �M� ��Ã�AC_2M¥a , fie se va da o deplasare virtuală Á,̅ 

sistemului de puncte materiale în care deplasarea variază doar după coordonata qk , 

pentru ca apoi forṭa generalizatӑ sӑ se determine astfel: 
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  ãÞ = EC©EAC    şi     Á� = ∑ ��M2M¥a ∙ Á,̅M = ∑ n∑ ��M2M¥a ∙ F,�NF@�p Á@Þ =%Þ¥a ∑ ãÞÁ@Þ%Þ¥a  .                 

                                                                                                           (18.49a)  

Lucrul mecanic virtual în condiṭiile 
 
             Á@a = Á@� = ⋯ = Á@Þ|a = ⋯ = Á@% = 0 ;  Á@Þ Û 0, � = 1 ÷ ℎ , este: 

 

                                                           ÁÞ� = ãÞÁ@Þ  .                                    (18.50) 

 

 

    18.4.3 Ecuaţiile lui Lagrange de speţa II în cazul forţelor conservative 

Este interesant de prezentat în continuare, studiul ecuaṭiilor lui Lagrange de 

speṭa a II-a în cazul forṭelor conservative [11], forţe care derivă dintr-o funcţie de forţă U: 

 ��M = d,���M = ∇�M .                                                (18. 51) 

 

În conformitate cu (16.11), o forṭӑ conservativӑ ��M are componentele scalare date de 

relaṭiile: �M� = ��Ã��Ã ;      �M� = ��Ã��Ã ;         �M� = ��Ã��Ã .                             (18.52) 

 

Conform cu (18.37) ṣi (18.50), forṭa generalizatӑ Qk are expresia: 

 ãÞ = ∑ \��Ã��Ã ��Ã�AC + ��Ã��Ã ��Ã�AC + ��Ã��Ã ��Ã�AC_ = ∑ ��Ã�AC2M¥a2M¥a   .                      (18.53) 

 

Se notează funcṭia de forṭă cu U, unde: � = ∑ �M2M¥a   şi se obţine succesiv: 

 ãÞ = ∑ ��Ã�AC = ��AC ∑ �M2M¥a2M¥a = ���AC  .                                 (18.54) 

 

Înlocuind relaţia (18.54) în (18.48), se obţine: 

.
, 
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 ��� \�I»�A0C_ − �I»�AC = ���AC  .                                          (18.55) 

 
 

Notând cu  L funcṭia lui Lagrange sau potenṭialul cinetic, a cӑrui expresie este: 

 L = Ec + U,                                                  (18.56) 

se fac urmӑtoarele precizӑri: 

 �©�A0C = �I»�A0C + ���A0C = �I»�A0C ,                                         (18.57) 

 

pentru cӑ  
���A0C = 0, întrucât funcṭia de forṭӑ nu depinde de vitezele generalizate @0Þ, 

ci doar de coordonatele generalizate qk . 

Înlocuind relaţia (18.57) în (18.55), se obţine: 

 ��� \ �©�A0C_ − �©�AC = 0;      � = 1 ÷ ℎ .                                  (18.58) 

 

Relaţia (18.58) reprezintă ecuaţia lui Lagrange de speṭa a II-a în cazul forţelor 

conservative. 

 

18.5 Ecuaţiile canonice ale lui Hamilton 

 Apelând la principii integrale sau variaṭionale, în mecanica analitică sunt importante 

ṣi ecuaṭiile canonice ale lui Hamilton. Pentru abordarea lor se consideră un sistem de “n” 

puncte materiale Mi  de mase mi, supus la legături olonome ideale care are h grade de 

libertate. Sistemul se află în mişcare sub acţiunea forţelor conservative exterioare    ��M  , N = 1 ÷ h. Se cer să se determine ecuaţiile canonice ale lui Hamilton. Pentru 

demonstrarea acestora se pleacă de la relaţia (18.54), în care se notează: 
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                  �Þ = �I»�A0C = �©�A0C ,                                           (18.59) 

unde: pk – este o mărime scalară numită impuls generalizat şi are relaṭia: 

 �0Þ = �©�AC  .                                                       (18.60) 

Ecuaţiile (18.59) ṣi (18.60) formează un sistem de 2h ecuaṭii diferenṭiale de ordinul I. Ele 

pot fi aduse sub o altă formă utilizând funcţia Hamilton, notatӑ cu H: 

 

           � = ∑ �Þ@0Þ%Þ¥a − � ;      � = �@a, @�, … @% , @0a, @0�, …@0%� .          (18.61) 
 

Considerând o deplasare virtuală elementarӑ (Á,̅), variaṭia elementară a funcṭiei lui 

Lagrange se determină prin diferenṭierea funcṭiei L. Se obṭine astfel:  

 Á� = ∑ \ �©�AC Á@Þ + �©�A0C Á@0Þ_  .%M¥a                             (18.62) 

 

Înlocuind în relaţia (18.62) relaṭiile (18.59) şi ( 18.60), se obţine: 

 

        F� = ∑ �0ÞÁ@Þ + �ÞÁ@0Þ�,      %Þ¥a în care:    Á@0Þ = Á�Þ@0Þ� − @0ÞÁ�Þ        (18.63)  

 

Se înlocuieṣte (18.63) în (18.62) ṣi se obṭine relaṭia:  

       

              Á� = ∑ ��0ÞÁ@Þ + Á�Þ@0Þ� − @0ÞÁ�Þ�,%Þ¥a                                   (18.64) 

 

din care se poate scrie:          Á+∑ �Þ@0Þ − �%Þ¥a 1 = ∑ @0Þ%Þ¥a Á�Þ − �0ÞÁ@Þ)  

 

sau, având în vedere relaṭia care defineṣte funcṭia lui Hamilton,  

 Á� = ∑ @0ÞÁ�Þ − �0ÞÁ@Þ�  .%Þ¥a                                     (18.65) 
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În relaṭia (18.65) impulsurile generalizate (pk) depind de coordonatele ṣi vitezele 

generalizate. Astfel, 

 

      �Þ = �Þ@a, @�, … @% , @0a, @0�, …@0%  �;        � = 1 ÷ ℎ                 (18.66) 

 

iar vitezele generalizate depind de coordonatele ṣi impulsurile generalizate, 

 

                        @0Þ = @0Þ@a, @�, … @% , �a, ��, … �% �;        � = 1 ÷ ℎ ,               (18.67) 

 

Astfel, 

                    � = �@a, @�, … @% , �a, ��, … �% �;      � = 1 ÷ ℎ,                      (18.68) 

 

     � = �@a, @�, … @% , �a, ��, … �% �;        � = 1 ÷ ℎ .                 (18.69) 

 

Ţinând cont de (18.65), se obţine: 

 Á� = ∑ \ �M�AC Á@Þ + �M��C Á�Þ_%Þ¥a  .                             (18.70) 

 

 

Din compararea relaţiilor (18.65) şi (18.70), rezultӑ ecuaţiile canonice ale lui Hamilton: 

 @0Þ = �M��C  ;       �0Þ = − �M�AC  ;     � = 1 ÷ ℎ .                          (18.71) 

 
 

Prin integrarea celor 2h ecuaṭii diferenṭiale (18.71) şi luând în considerare condiţiile 

iniţiale ale mişcării, rezultă coordonatele generalizate şi impulsurile generalizate ale 

mişcării în funcṭie de timp. 
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18.6 Probleme rezolvate  
 

18.6.1. Se cere să se determine cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange, perioada 

micilor oscilaţii ale centrului unei sfere de rază r şi masa m care sferӑ se rostogoleṣte 

fără alunecare în interiorul unui cilindru de rază R [4] (fig.18.4). 

 

Soluţie: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 18.4 [4] 

 

Conform teoremei lui König, energia cineticӑ Ec a discului este:  

                 22

2

1

2

1
ωAAc JmvE +=   .                                              (1) 

În relaṭia (1), 

 ( ) 2

5

2
;;; mrJ

rR

v
rRv A

A
A =

−
==−= ωωϕϕ &&  .                      (2) 

Înlocuind relaţiile (2) în (1), se obṭine energia cineticӑ  

                       ( ) 22

10

7
ϕ&rRmEc −=  .                                                     (3)    

Funcţia de forţă U se poate exprima astfel: 

 

                    U= mgz = mg(R- r) ϕcos .                                                    (4) 

Ecuaţiile lui Lagrange de speṭa a II-a, se pot scrie astfel: 

 

O 

φ 
R 

A 

r 
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Din relaţia (6) se obṭine perioada de oscilaṭie a pendulului ṣi anume: 

                                   
( )

g

rR
T

T
T

5

7
2

22

−
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==

π

ω

ππ
ω

.                                            (7) 

 

18.6.2. Se dă mecanismul de basculare [5] din figura 18.5 la care se neglijează 

frecările, el reprezentând braṭul unui robot industrial. Se cunoaşte rezultanta forṭelor 

de greutate e̅, a elementelor din care se compune braṭul, precum şi parametri 

constructivi (l1, l2 şi α) ai acestuia. Să se determine valoarea forṭei �� care solicită tija 

pistonului (3) când sistemul este oprit, pentru poziṭia dată de parametri l (distanṭa de 

la polul O la axa centrală a forṭelor) şi q – unghiul de basculare.    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
                                                                    Fig. 18.5 [5]. 
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Soluţie: 

 

În rezolvare se pleacă de la principiul deplasărilor virtuale sub formӑ staticӑ, 

cunoscând parametri l şi q pentru poziṭia de echilibru şi neglijând frecările.  

Braṭul robotului este considerat compatibil cu legăturile, deci δq Û 0.  

 Á� = e̅ ∙ Á�t + �� ∙ Á,̅� = 0 .                                                 (1) 
 

În relaṭia (1) se fac urmӑtoarele precizӑri: 
 

                        �t = g 6Nh @;    Á�t = g cos @Á@ ,                                               (2) 
 e̅ = e456,− @�N − e456, − @��,                                            (3) 
 ,̅� = g� cos @ N + g� sin @ � ,                                              (4) 

 Á,̅� = −g� sin @ Á@ N + g� cos @ Á@ �  .                                (5) 
 

Înlocuind (2) ṣi (5) în (1), se obṭine: 

 Á� = Neg cos@ − �g��sin @ cos, − @� + cos @ 6Nh, − @��OÁ@ = 0 .             (6) 

 

Deoarece se considerӑ  δq Û 0 ṣi ṭinând cont că: 

 

      sin @ cos, − @� + cos @ 6Nh, − @� =  sin, .                          (7) 

rezultӑ cӑ eg cos @ − �g� sin, = 0  .                                            (8) 

 

Aplicând teorema sinusului în triunghiul OAB, rezultă unghiul ,: 

 r�GM2[ = j]GM2P = jHGM2�    , 
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`h��: sin, = j]GM2[�j]HçjHH|�j]jHt�G[  ṣN  , = l� − k + @�.                 (9) 

 

Efectuând calculele, valoarea forṭei F este: 

 

� = j òóôA �j]HçjHH|�j]jHôõö �çA�j]jHt�G�çA� e .                                    (10) 
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18.7 Probleme propuse 

 

18.7.1. Se consideră sistemul de bare articulate din fig. 18.6 [4], [11] la care 

în capătul barei AB acţionează o forţă orizontală �̈ (se neglijează frecarea din 

articulaţii), iar forṭele G1, G2 şi P sunt cunoscute. Se dau dimensiunile barelor            

AB = 2l , OA = l. Se cere să se găsească poziţia de echilibru a sistemului folosind 

principiul lucrului mecanic virtual. 

 

 
Fig. 18.6 

 
Răspuns: 

 

                          �d ka = �«ë]ç�ëH ;         �d k� = «ëH                  
 

18.7.2. Se consideră sistemul format dintr-un troliu de raze R şi r de greutate 

G3, pe circumferinţele troliului fiind înfăşurate două fire inextensibile de care sunt 

prinse două greutăţi G1 şi G2 (fig. 18.7) [4]. Se presupune că troliul este omogen şi 

se neglijează frecările. Sistemul este lăsat liber, plecând din repaus. Se cere legea de 

mişcare a sistemului şi tensiunile din cele două fire folosind principiul lucrului 

mecanic virtual şi principiul lui D’Alembert.  
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Fig. 18.7 [4] 

 

 
Răspuns: 

 

           �a = ë]|�̂ëHë]ç^H�HëHçðYH d; 

 fa = ea \1 − ê]i _ ;          f� = e� \1 + *� ê]i _   . 
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19. CIOCNIRI ŞI PERCUŢII[11] 

 

Studiul ciocnirilor a apărut ca o necesitate a tehnicii, pentru că întâlnim 

fenomenul de ciocnire cu efectele lui faste sau nefaste atât în tehnică cât şi în viaṭa 

cotidiană (fig. 19.1). Ciocnirile se regӑsesc în diverse domenii ca de exemplu: chimia 

prin ciocnirea a doi atomi, fizica la ciocnirea a două corpuri (ciocnirea vehiculelor), 

astronomie prin ciocnirea a două corpuri cereşti, în tehnica industrialӑ prin ciocnirea 

a două unelte sau ciocnirea unealtă - produs ca de exemplu forjă, stanṭă, la ciocnirea 

vagoanelor etc.  

 

          

          Fig. 19.1 [9a] 

  

Din punctul de vedere a deformării corpurilor, ciocnirile se clasificӑ în                      

ciocniri plastice şi ciocniri elastice. În viaṭa reală se întâlnesc mai des ciocnirile de 

tipul cvasielastice.  

În mecanica teoretică, respectiv dinamica sistemelor de puncte materiale şi 

solide rigide, variaṭia vitezelor (liniare sau unghiulare) este relativ mică însă, în 

condiṭiile în care acestea au o variaţie finită mare într-un interval de timp foarte scurt 

(Δt) atunci apare fenomenul de ciocnire sau şoc. 

Ca să se înṭeleagă fenomenul de ciocnire, în cele ce urmează este necesar a se 

explicita noṭiunile specifice acesteia, respectiv proprietăṭile care o caracterizează. 
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19.1 Forţă de percuṭie. Percuţie 

 Se consideră un punct material A (fig.19.2) de masă m, izolat şi aparṭinând 

unui sistem de puncte materiale aflat în mişcare.  

        Punctul A se ciocneşte de un perete fix 

(plastic). Dacă la începutul ciocnirii  la 

momentul (t1) are viteza v , iar la sfârşitul 

ciocnirii la momentul (t2) are viteza u , se 

doreṣte analizarea forṭelor care apar în 

timpul ciocnirii. În timpul ciocnirii asupra 

punctului acţionează rezultanta forţelor 

exterioare notată cu 7� şi reacţiunea 7′V  

datorată peretelui. Forṭa cautată se numeşte 

forṭă de percuṭie (forṭӑ percutantă). 

Studiul se va face aplicând una din teoremele fundamentale ale dinamicii, 

respectiv teorema impulsului sub formă finită. Astfel, 

 

                           	 �̀ − 	J̅ = � 7-��� + 7�����H�] .                                           (19.1) 

Deoarece forţele care apar în timpul fenomenului de ciocnire sunt foarte mari          

într-un timp relativ scurt, se va neglija rezultanta forṭelor exterioare 7� = 0, ca având 

valoare micӑ faṭӑ de forṭele percutante.  

 	�̀ − 	J̅ = � 7�-��.�H�]                                              (19.2) 

În timpul foarte scurt cât durează ciocnirea (t1 - t2) valoarea forţei 7�-creşte 

foarte repede la începutul ciocnirii (faza comprimării) şi atinge o valoare foarte 

mare, după care descreşte la valoarea zero (faza destinderii).  

Astfel, se poate spune cӑ ciocnirea are trei faze: faza comprimării, faza 

ciocnirii propriu-zise ṣi faza destinderii. 

În continuare, se noteazӑ cu mF  forţa medie dezvoltată în intervalul de timp (t1- t2).  

Fig. 19.2 

(S) A(m) 

�̅ = 	J̅ 

J̅ 
α 

�′V = 	 �̀ 

�̀ 

∆�̅ = 	J̅ − 	 �̀  
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Astfel, membrul al doilea al relaṭiei (19.2) se va scrie: 

          � 7�-���H�] = ��Z�� − �a� .                                            (19.3)  

Înlocuind (19.3) în (19.2), se obṭine:  

 

             	 �̀ − 	J̅ = ��Z�� − �a� .                                           (19.4) 

În continuare, se numeşte forţă de percuţie sau forṭӑ percutantă acea forţă care apare 

în fenomenele de ciocnire, iar vectorul notat ҎV se numeşte percuţie, având expresia 

datӑ de relaṭia: 

                 ҎV = � ���� = ��Z�]�H �� − �a� .                                         (19.5) 

Pentru a studia ciocnirile indiferent de tipul şi condiṭiile în care acestea apar, 

e nevoie de enunṭarea câtorva ipoteze simplificatoare. 

 

           19.2 Ipoteze simplificatoare aplicate în cazul ciocnirilor 

Pentru a putea studia ciocnirile, studiul acestora ar fi dificil dacӑ s-ar implica 

toṭi factorii care le pot influenṭa, se recurge la câteva ipoteze simplificatoare: 

a) Variaṭia timpului în momentul ciocnirii este foarte micӑ; 

b) Forṭele percutante sunt foarte mari având variaṭii rapide; 

c) În studiul ciocnirilor se neglijeazӑ alte forṭe date ( greutӑṭi, forṭe elastice 

etc.), ṭinându-se cont doar de forṭele care produc ciocnirea; 

d) În studiul ciocnirilor corpurile nu au miṣcӑri de translaṭie, rotaṭie sau 

combinaṭii ale acestora, ele doar se deformeazӑ; 

e) Pentru percuṭiile forṭelor de legӑturӑ se aplicӑ principiul acṭiunii ṣi 

reaṭiunii; 

f) În studiul ciocnirilor se considerӑ cӑ pentru douӑ corpuri de materiale 

cunoscute, raportul dintre componentele normale ale percuṭiilor din 

faza de destindere ҎVM2M�Mêj ṣi de compresie ҎVúM2êj este constant.  

 

          
ҎVÃSÃýÃþñҎVTÃSþñ = �  .                                                   (19.6) 
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 În relaṭia (19.6) constanta k (se mai noteazӑ ṣi cu e) se numeşte coeficient de 

restituire a percuţiei sau coeficient de elasticitate la ciocnire, acesta avȃnd valori 

cuprinse între 0 – 1. Astfel: 

• k = 0 (la ciocnirea perfect elastică); 

• k = 1 (la ciocnirea plastică)  

• la ciocnire cvasielastică, întâlnită în majoritatea cazurilor reale, coeficientul 

k este cuprins între  0 < k < 1. 

 

Pentru a determina coeficientul de restituire k, se iau ca exemplu două cuburi 

de laturi diferite (l şi L) de mase m1 şi m2, cu m1< m2 ṣi cu centrele de greutate O1 şi 

O2 (fig.19.3). Se analizează trei faze ale ciocnirii: faza comprimӑrii, faza ciocnirii 

propriu-zise ṣi faza destinderii. 

 

 ҎVa�M2MṭMêj =  − ҎV�aM2MṭMêj  
 ҎVa�úM2êj = −   ҎV�aúM2êj  

 

Notӑ:  În cazul ciocnirilor centrice a douӑ sfere se definesc urmӑtoarele noṭiuni: 

- Linia de ciocnire – Normala comunӑ la suprafeṭele sferelor care vin în contact 

în timpul ciocnirii. 
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- Ciocnirea dreaptӑ – Dacӑ vitezele punctelor de contact au aceeaṣi direcṭie cu 

linia de ciocnire. 

- Ciocnirea oblicӑ - Dacӑ vitezele punctelor de contact au direcṭia înclinatӑ la un 

anumit unghi faṭӑ de linia de ciocnire. 

Se consideră că între cuburi are loc o ciocnire perfect plastică şi centrică 

(fig.19.3) (cele două corpuri rămȃn în contact după ciocnire şi suporturile vitezelor 

centrelor de masă a cuburilor se află pe axa acestora, având mişcări de translaţie). Se 

cere să se determine coeficientul de restituire plastică la ciocnire k. 

Se notează cu: J̅a, J̅� − sunt vitezele celor două cuburi înainte de ciocnire; 

                        �̀a, �̀� − sunt vitezele celor două cuburi după ciocnire. ҎVa�M2MṭMêj şN   ҎV�aM2MṭMêj − reprezintă percuţiile interioare dintre cele două cuburi în 

timpul ciocnirii, în faza de comprimare; ҎVa�úM2êj şN   ҎV�aúM2êj − reprezintă percuţiile interioare dintre cele două cuburi în timpul 

ciocnirii, în faza de destindere.  

Conform principiului acţiunii şi a reacţiunii se pot scrie relaṭiile: 

 

               ҎVa�t�Z�*MZê*Ú = −  ҎV�at�Z�*MZê*Ú ;    ҎVa��ÚG�M2�Ú*Ú = −  ҎV�a�ÚG�M2�Ú*Ú .     (19.7) 

 
Descrierea fenomenului de ciocnire exclude momentul ciocnirii când vitezele celor 

două corpuri sunt egale, analizând strict faza de comprimare şi destindere.  

Studiul fenomenului ciocnirii se face aplicând teorema impulsului pentru faza de 

comprimare şi faza de destindere. Astfel: 

               	aJ − 	aJa = −Ҏa�t�Z�*MZê*Ú = −Ҏt�Z�*MZê*Ú;           faza de comprimare 

 

                	�J − 	�J� = Ҏ�at�Z�*MZê*Ú     = Ҏt�Z�*MZê*Ú; 

(19.8) 

               	a`a − 	aJ = −Ҏa��ÚG�M2�Ú*Ú = −Ҏ�ÚG�M2�Ú*Ú ;              faza de destindere 

 

               	�`� − 	�J = Ҏ�a�ÚG�M2�Ú*Ú     = Ҏ�ÚG�M2�Ú*Ú   . 
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    Viteza J se obṭine din relaṭiile (19.8) ṣi are expresia:             

                                                J = Z]�]çZH�HZ]çZH = Z]b]çZHbHZ]çZH   .                                      (19.9) 

 
Expresiile percuṭiilor în cazul comprimării şi destinderii cuburilor sunt:  

 

     Ҏt�Z�*MZê*Ú = Z]ZH�]|�H�Z]çZH ;       Ҏ�ÚG�M2�Ú*Ú = Z]ZHbH|b]�Z]çZH  .                (19.10) 

 
Coeficientul de restituire k sau e, având în vedere relaṭiile (19.8) ṣi (19.10), se 
obṭine astfel: 

                   � = Ҏ3U
ýÃS3U^UҎ»;°²^Ã°þ^U = bH|b]�]|�H   .                                        (19.11) 

 

 

19.3 Teoreme fundamentale în cazul ciocnirilor 

 În cele ce urmează, se vor demonstra teoremele fundamentale ale dinamicii 

aplicate la ciocniri. Pentru aceasta, în figura 19.4 este reprezentat un sistem de puncte 

materiale, sistem supus acṭiunii unui sistem de forţe exterioare percutante                 ��MÚ��, N = 1 ÷ h . Asupra punctului material Mi de masă mi  acţionează percuţia 

exterioară şi interioară notate cu ҎVMÚ��,ҎVMM2�. Pentru fiecare punct Mi se va scrie 

teorema impulsului obṭinându-se relaṭii de forma: 

 

           	M �̀M − 	MJ̅M = ҎVMM2� + ҎVMÚ��,                                       (19.12) 
pe care însumându-le, conduc la: 
 ∑ 	M �̀M2M¥a − ∑ 	MJ̅M2M¥a = ∑ ҎVMM2�2M¥a + ∑ ҎVMÚ��2M¥a  .                    (19.13) 

 
În relaṭia (19.13) notaṭiile reprezintӑ:  
 ∑ 	MJ̅M2M¥a   − este impulsul la începutul ciocnirii (la momentul t1); 

          ∑ 	M �̀M2M¥a   − este impulsul la sfârşitul ciocnirii (la momentul t2). 
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iar percuṭia Ҏ�MM2� = 0, deoarece forţele de percuţie interioare sunt două câte două 

egale şi de semn contrar. 

Astfel, primii trei termeni din relaţia (19.13) sunt: 

 

 ∑ 	MJ̅M2M¥a = ҎVa ;         ∑ 	M �̀M2M¥a = ҎV�  ;            ∑ ҎVMM2� = 02M¥a .                (19.14) 

 
Cu aceste precizӑri, relaţia (19.13) devine: 

 

                            ҎV� − ҎVa = ∑ ҎVMÚ��2M¥a  .                                           (19.15) 

 
 S-a obṭinut astfel, prima teoremă fundamentală a ciocnirilor conform căreia, 

variaţia impulsului unui sistem de puncte materiale în timpul unei ciocniri este egală 

cu suma percuţiilor exterioare care acţionează asupra acestuia. 

 Ca şi ipoteză simplificatoare, se consideră că în timpul foarte scurt în care are 

loc ciocnirea, poziţiile punctelor materiale care formează sistemul nu se modifică.  

 

 

 Ҏ�MM2� + Ҏ�MÚ��
 

 

Ҏ�MM2�
 

Ҏ�MÚ��
 

Fig. 19.4 

Ҏ�2Ú��
 

Ҏ��Ú��
 

Ҏ�aÚ��
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În continuare, se înmulṭeşte relaţia (19.13) cu vectorul de poziţie ir  al 

punctului Mi şi se însumeazӑ membru cu membru relaṭiile obṭinute. Se obṭine astfel 

relaṭia: 

 

      ∑ ,̅M R 	MJ̅M2M¥a − ∑ ,̅M R 	M �̀M2M¥a = ∑ ,̅M R ҎVMM2�2M¥a + ∑ ,̅M R ҎVMÚ��2M¥a  ,        (19.16) 

 

în care:  

    ∑ ,̅M R 	M J̅M = ÆVKa2M¥a  – este momentul cinetic al sistemului de puncte materiale în 

raport cu punctul O, înainte de ciocnire; 

  ∑ ,̅M R 	M �̀M = ÆVK�2M¥a   - este momentul cinetic al sistemului de puncte materiale în 

raport cu punctul O, după ciocnire; ∑ ,̅M R �̈MM2�2M¥a = 0   - este momentul rezultant al percuṭiilor interioare, care fiind egale 

douӑ câte douӑ şi de sens contrar, plasate pe acelaṣi suport, fac ca 

acest moment sӑ fie nul. 

Ṭinând seama de relaṭiile anterioare, relaţia (19.16) se transformă în: 

 

                ÆVK� − ÆVKa = ∑ ,̅M R ҎVMÚ��.2M¥a                                      (19.17) 

 

Relaţia (19.17) reprezintă a doua teoremă fundamentală a ciocnirilor 

(teorema momentului cinetic). Conform acesteia, variaţia momentului cinetic total 

în timpul unei ciocniri este egală cu suma momentelor percuţiilor exterioare ale 

sistemului de puncte, cele douӑ momente, cinetic ṣi rezultant al percuṭiilor 

exterioare, fiind determinate în raport cu acelaṣi punct O.  

 

 Înmulţind relaṭia (19.13) cu iu , se obṭine: 

 ∑ 	M �̀M�2M¥a − ∑ 	MJ̅M2M¥a �̀M = ∑ ҎVMM2� ∙ �̀M2M¥a + ∑ ҎVMÚ�� ∙ �̀M2M¥a .            (19.18) 

 

Relaṭia (19.18) poate fi transformatӑ în urma unor calcule, astfel: 
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a� 	M �̀M� + a� 	M �̀M − J̅M�� − a� 	MJ̅M� = ҎVMM2� ∙ �̀M + ҎVMÚ�� ∙ �̀M;               (19.19) 

 
Pentru n puncte materiale: ∑ a� 	M �̀M�2M¥a + ∑ a� 	MJ̅M − �̀M��2M¥a − ∑ a� 	MJ̅M�2M¥a =                                                   =   ∑ ҎVMM2� ∙ �̀M2M¥a + ∑ ҎVMÚ�� ∙ �̀M2M¥a .                              (19.20) 

 
În relaṭia (19.20) se pot face urmӑtoarele precizӑri: ∑ a� 	MJ̅M�2M¥a = ¶ta - este energia cinetică a sistemului de puncte materiale la începutul 

ciocnirii; ∑ a� 	M �̀M�2M¥a = ¶t�  - este energia cinetică a sistemului de puncte materiale la sfȃrşitul 

ciocnirii; ∑ a� 	MJ̅M − �̀M��2M¥a =  ¶t� - este energia cinetică a sistemului de puncte materiale 

corespunzătoare vitezelor pierdute; 

 

În ipoteza în care: 

    ∑ a� 	M �̀M�2M¥a + ∑ a� 	MJ̅M − �̀M��2M¥a − ∑ a� 	MJ̅M�2M¥a = 0, relaṭia (19.20)  

devine: 

                                ∑ ҎVMM2� ∙ �̀M2M¥a + ∑ ҎVMÚ�� ∙ �̀M2M¥a = 0 .  

 

Respectiv, pentru un solid rigid cu percuṭiile interioare ҎVMM2� = 0 ṣi exterioare     ҎVMÚ�� = 0,  precum ṣi în absenṭa frecӑrilor, se obṭine:  

 ¶t� − ¶ta = ¶t� .                                                 (19.21) 

 

Relaţia (19.21) se aplicӑ sistemelor de corpuri cu legӑturi rigide (neelastice) 

ṣi fӑrӑ frecare ṣi este cunoscută sub numele de relaţia lui Carnot conform cӑreia, 

energia cinetică pierdută prin ciocnire este egală cu energia cinetică 

corespunzătoare vitezelor pierdute. 
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Cazuri particulare ale ciocnirilor 

1. Cazul în care ¶t� − ¶ta = ¶t�   se întâlneşte doar în situaṭiile în care: 

• sistemul nu are percuţii exterioare, iar cele interioare corespund unor legături 

care nu produc lucru mecanic; 

• sistemul este rigid, respectiv ∑ ҎVMM2� ∙ �̀M2M¥a  = 0 şi brusc i se introduce condiţia 

de mişcare de rostogolire fără alunecare pentru unul sau mai multe puncte, 

astfel mişcarea este efectuată după curbe sau suprafeţe cu sau fără frecare. 

2. Un alt caz particular al ciocnirilor este ciocnirea oblică. Pentru exemplificare, 

se consideră două sfere cu centrele O1 şi O2 de mase m1 şi m2 cu m1 < m2                   

(fig. 19.5), care au vitezele înainte de ciocnire J̅a şi  J̅� . Se va studia cazul în 

care cele două sfere se vor afla într-o ciocnire oblică, ele având unghiurile 

iniṭiale α1 şi α2 faṭă de orizontala O1O2. Se presupune că la contactul dintre sfere 

nu apar forţe de frecare şi, ca urmare, nici percuţii tangenţiale astfel că percuţia 

interioară va avea direcţia centrelor sferelor. Se cer vitezele sferelor după 

ciocnire (fig. 19.6). 

Se descompun vitezele J̅a,  J̅� ale sferelor în două componente, o componentӑ 

normală a vitezelor notate J̅2a, J̅2� şi o componentӑ tangentială cu notaṭiile J̅�a, J̅��, 

pentru fiecare sferă în parte. Astfel,  

            

Fig. 19.5 
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                           J2a = Ja456ka;    J�a = Ja6Nhka    
  J2� = J�456k�;    J�� = J�6Nhk�  .                                           (19.22) 

 
Vitezele tangenṭiale după ciocnire se vor nota cu  �̀�a, �̀�� care prin ciocnire nu se 

modifică, aşadar: 
                                      `�a = J�a;    `�� = J��.                                                    (19.23) 
 

Pentru rezolvare se va aplica teorema impulsului la ciocniri pentru cele două faze, 

respectiv faza de comprimare şi de destindere: 
 

                                   	aJ2 − 	aJ2a = −Ҏt�Z�*MZê*Ú; 

                                    	�J2 − 	�J2� = Ҏt�Z�*MZê*Ú; 

                                   	a`2a − 	aJ2 = −Ҏ�ÚG�M2�Ú*Ú; 

                                  	�`2� − 	�J2 = Ҏ�ÚG�M2�Ú*Ú .                                     (19.24) 
 

Coeficientul de restituire la ciocnire devine: 
 � =  ҎVTÃSþñҎVÃSÃýÃþñ  .                                                            (19.25)     

    

Din relaţiile (19.24) se obţin componentele normale ale vitezelor 21, nn uu  

pentru cele două sfere după ciocnire, respectiv: 

                   
E`2a = Z]|ÚZH��]SçaçÚ�ZH�HSZ]çZH`2� = ZH|ÚZ]��HSçaçÚ�Z]�]SZ]çZH

  .                                     (19.26) 

 

Vitezele finale după ciocnire închid unghiurile Da ṣi D� cu direcţia O1O2 
(fig.19.6), unghiuri ce pot fi determinate cu relaţiile:       

     �dDa = bý]bS]   ;     �dD� = býHbSH     .                                      (19.27) 
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3. Un alt caz particular al acestei ciocniri oblice este cazul când o sferă loveşte 

un perete cu viteza J̅a, făcând un unghi α cu normala în punctul de contact 

şi la care componenta v1 sin α după direcţia peretelui nu se modifică. Cealaltă 

componentă îşi schimbă sensul şi devine (ev1 cos α). Astfel că viteza bilei 

după ciocnire va fi: 

`a = �Ja�6Nh�k + ��Ja�456�k = Ja√6Nh�k + ��456�k ≤ Ja .       (19.28) 

 

Această viteză (u1) după ciocnire va face cu normala peretelui unghiul β1, obṭinut 

din relaṭia: 

                                  �dDa = aÚ �dk  .                                           (19.29) 

 

 

19.4 Ciocnirea unui corp cu un solid rigid aflat în mişcare de rotaṭie în 

jurul unui ax fix şi supus unei percuţii exterioare. Centru de percuţie [11]  

 În cele ce urmează, se va analiza alt caz particular al ciocnirilor şi anume, 

ciocnirea unui solid rigid aflat în mişcare de rotaṭie în jurul unui ax fix [11] cu un 

corp oarecare. Se consideră un corp (S) care se roteşte cu viteza unghiulară ω în jurul 

axei fixe O1O2, având masa M şi momentele de inerţie mecanice axiale şi centrifugale 

Jx, Jy, Jz şi Jxy, Jxz, Jyz. Centrul de greutate (C) al corpului este conţinut în planul xOz. 

La momentul t1 corpul este ciocnit în punctul A cu percuţia ҎVr (fig. 19.7). Se cer să 

Fig. 19.6 
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se determine viteza unghiulară 'ω  a corpului după ciocnire, precum şi percuţiile ҎVa,ҎV�  din cele două articulaţii cilindrice O1 şi O2 . Se noteazӑ impulsul solidului 

rigid cu �V. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

Pentru a rezolva problema, se aplicӑ teorema impulsului şi a momentului cinetic în 

cazul ciocnirilor: ҎV� − ҎVa = �Vr + �Va+�V� ;                                      (19.30) 

                        Æ0 K� − Æ0 Ka = ,̅r R �Vr + $a$������ R �V� ,                                    

relaṭii în care:  ҎV�, ҎVa – sunt percuṭiile date de forṭele exterioare; �Vr, �Va, �V� – sunt impulsurile datorate mişcării. 

       �Va = ?J̅t = ?vV R ,̅t� = ? � N � �0 0 v�t 0 �t� = ?v�t�;               (19.31)      

 

�V� = ? �̀t = ?v-��� R ,̅t� = ? � N � �0 0 v-�t 0 �t � = ?v-�t�;              (19.32) 

 
 

 
Fig. 19.7 
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şi �Vr = �r�N + �r�� + �r���;  �Va = �a�N + �a�� + �a���; 
        �V� = ���N + ���� + �����  .                                 (19.33) 

Explicitând momentele cinetice ale corpurilor, se poate aplica teorema momentului 

cinetic la ciocniri, exprimatӑ prin relaṭia (19.31). Astfel,  

 

Æ0 K� − Æ0 Ka = ,�q R �V q + $1$2�������� R �V 2.                          (19.34) ÆVKa = −º��vN − º��v� + º�v��;      ÆVK� = −º��v-N − º��v-� + º�v-��;          (19.35)         

 ,̅r R �r = +�r�r� − �r�r�1N + �r�r� − �r�r��� + +�r�r� − �r�r�1�� ; (19.36) 

 
 

$$������� R �V� = � N � ��0 0 ℎ��� ��� ���� = −ℎ���N + ℎ���� .                 (19.37) 

 
Proiecṭiile ecuaṭiilor (19.30) ṣi (19.34) pe axele sistemului de referinṭӑ Oxyz, 

sunt: 
 

     �r� + �a� + ��� = 0; �r� + �a� + ��� = 0;  �r� + �a� + ��� = 0 . 

 

              �r�r� − �r�r� − ℎ��� = −º��v- − v�; 

 

 �r�r� − �r�r� + ℎ��� = −º��v- − v� ;                          (19.38) 

 

              �r�r� − �r�r�   =   º�v- − v�. 

 
Din relaṭiile (19.38) rezultӑ necunoscutele: viteza unghiularӑ de rotaṭie ω’ şi 

percuṭiile din punctele O1 şi O2, în cazul în care în cel puṭin unul din puncte este 

articulaṭie cilindrică. În oricare alt caz, problema devine nedeterminată. 
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v- = v + ��M�'|��M�&û(   .                                               (19.39) 

                   ��� = − 1ℎ ��r�r� − �r�r� + º��v- − v��; 
                  ��� = 1ℎ ��r�r� − �r�r� + º��v- − v��; 
               �a� = a% ��r�r� − �r�r� + º��v- − v��− �r�;                            (19.40) 

       �a� = − a% ��r�r� − �r�r� + º��v- − v��− �r� + ?�tv- − v�; 
      �a� + ��� = −�r�;      ��� = 0;  şN   �a�  = −  �r�.                       (19.41) 

                        (în cazul articulaṭiilor cilindrice din O1 ṣi O2).   

                    

Se ridicӑ o problemӑ de naturӑ tehnicӑ ṣi anume cӑ existenṭa percuṭiilor din 

articulaṭiile O1 şi O2 aduc uzuri ale acestora aṣadar, acestea trebuie eliminate, 

respectiv Ҏa = 0 şi Ҏ� = 0. Existӑ trei cazuri care pot fi studiate ṣi anume: 

Caz. 1         �r� = 0;   �r� = 0;   �r� =  ?�tv- − v�                  (19.42) 

 (în acest caz, există o percuṭie perpendiculară pe planul determinat de axa de rotaṭie 

şi centrul maselor); 

      Caz. 2                           Jyz = 0                                                               (19.43) 

(în acest caz, axa de rotaṭie este axă principală de inerṭie pentru punctul din planul 

cӑruia aparṭine percuṭia şi aceasta axă este perpendiculară pe axa de rotaṭie şi o 

intersectează);     

         Caz. 3      �r = û(µ�» ;    �r = û&(µ�»  ;     �r − h�����,	Nh��              (19.44) 

Punctul de aplicaṭie al percuṭiei exterioare trebuie să se găsească pe o dreaptă 

perpendiculară pe planul determinat de axa de rotaṭie şi centrul maselor, dreaptă 

rezultată la intersecṭia planelor. În acest caz, orice punct al acestei drepte devine 

centru de percuṭie având coordonatele: 

 � = û(µ�» ;    � = û&(µ�»  .                                            (19.45) 
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19.5 Probleme rezolvate 
 

19.5.1.   O bilă de masă m (fig. 19.8) [11] este legată de un fir de lungime l. 

Pornind din repaus, aflatӑ sub un unghi α ṣi sub acţiunea greutăţii proprii, bila 

ciocneşte în punctul A o bară omogenă OA = l de masă 2m aflată în repaus, în poziţie 

verticală. Coeficientul de restituire al acestei ciocniri este 5,01 =e . 

După ciocnire, bara OA începe să se rotească în jurul punctului O, iar atunci 

când ajunge în poziţie orizontală, ea se ciocneşte cu un opritor fix B ( lOB
4

3
= ). În 

urma ciocnirii, înclinarea maximă a barei faţă de orizontală este β k Û D�.  

Să se calculeze unghiul de înclinare maximă al firului după ciocnire, respectiv 

unghiul D şi coeficientul de restituire 2e , la ciocnirea barei OA cu opritorul din B. 
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Soluṭie: 

Pentru bilӑ se noteazӑ cu: v- − este viteza unghiularӑ cu care se roteṣte bara din O1 cu bila în jurul articulaṭiei 

O1 dupӑ ciocnire; Ja −  este viteza bilei înainte de ciocnire; `a = J a- −  este viteza bilei dupӑ ciocnire; J� = 0  − este viteza capӑtului A al barei OA înainte de ciocnire (bara în repaus); `� = v-g −  este viteza capӑtului A al barei OA dupӑ ciocnire; �a = bH|b]�]|�H − este coeficientul de restituire la ciocnire între bilӑ ṣi bara OA. 

Aplicând teorema energiei cinetice pentru bilӑ înainte de ciocnire, rezultӑ: ¶t� − ¶ta = �a|�.                                                (1) 
Deoarece, ¶t� = 0, se obṭine: − a� 	Ja� = −	dg1 − 456k�,                                    (2) 

de unde rezultӑ: 

                     Ja = �2dg1 − 456k� .                                         (3) 
 

Plecând de la expresia coeficientului de restituire:       �a = bH|b]�]|�H = àWj|�]W�]|K           (4) 

ṣi aplicând teorema de conservare a impulsului pentru bilӑ: 
 ∆ �̈ = 0,     �̈� − �̈a = 0 ;      se obṭine     �̈� = �̈a ,                           (5)    
respectiv, 	Ja- g + �ZjH{ v- = 	Jag  .                                       (6) 

Din relaṭiile (4) ṣi (6) se obṭin viteza unghiularӑ ṣi viteza bilei dupӑ ciocnire cu bara 

OA. Astfel, 

 

   v- =  {�]�j = 9aKj �2dg1 − 456k� , 

 Ja- =  �Y�2dg1 − 456k�  .                                         (7) 

Pentru mişcarea bilei după ciocnire, se aplicӑ teorema de variaţie a energiei cinetice. ¶t� − ¶ta = �a|� 

    0 − a� 	Ja� = −	dg1 − 456D�,  din care rezultӑ: D = �,4456 2g+4456k25  .     (8) 

În relaţia (8), D - reprezintă unghiul de înclinare maxim al firului după ciocnire. 
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Pentru bară:     va-   − este viteza unghiularӑ cu care se roteṣte bara OA în jurul articulaṭiei O dupӑ 

ciocnire; Ja = 0  − este viteza capӑtului A al barei OA înainte de ciocnire; `a = va- g − este viteza capӑtului A al barei OA dupӑ ciocnire; J� = vag   − este viteza capӑtului B al barei OB înainte de ciocnire; `� = 0  − este viteza capӑtului B al barei dupӑ ciocnire (bara se opreṣte); �� = bH|b]�]|�H    − este coeficientul de restituire la ciocnire între bara OA ṣi bara OB. 

 
Pentru rezolvare, se pleacӑ de la relaṭia coeficientului de restituire:   
 �� = bH|b]�]|�H = K|à]W jK|à]j   .                                                   (9) 

 
- Pentru determinarea vitezei unghiulare va a barei, viteză cu care se ajunge în 

poziţie orizontală, se aplicӑ teorema de variaţie a energiei cinetice în miṣcarea de 

rotaṭie: ¶t� − ¶ta = �a|� ;                                                       (10) 

relaṭie în care: 

                   ¶t� = a� ºKv-� = a� �ZjH{ v-� ,                                         (11) 

 

unde  ºK =  �ZjH{   - este moment de inerṭie mecanic axial al barei OA,    

                                 

                                     ¶ta = a� ºKva� = a� �ZjH{ va� ;                                            (12) 

                                              �a|� = 2	d j� .                                                          (13)  

 

Înlocuind relaṭiile (11), (12) ṣi (13) în (10), rezultӑ viteza unghiularӑ a barei înainte 

de ciocnire: 

                                   
a� �ZjH{ va� − v-�� = 2	d j�  ,                                        (14) 
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adicӑ, 

 

  va = �os�|as�t�G��iaK√j  .                                               (15) 

 

- Se aplicӑ în continuare, teorema de variaţie a energiei cinetice între poziţia 

orizontală şi poziţia determinată de unghiul β a barei OA (poziţie în care viteza 

unghiularӑ este nulӑ, bara se opreṣte).  

 

                                 0 − a� �ZjH{ va- = −2	d j� 6NhD .                                       (16) 

 

Conform relaṭiilor (9) ṣi (16), dupӑ efectuarea calculelor, rezultӑ coeficientul de 

restituire la ciocnire a barei OA ṣi viteza unghiularӑ dupӑ ciocnire: 

 

va- = 10�− GM2=�ZZ|�Zt�G�� ,                                            (17) 

 
 �� = à]Wà] = �os�|as�t�G��iaK√j   .                                         (18) 

 
 

          19.5.2.  O bară omogenă O1A [11] de lungime l şi greutate G , aflată în repaus, 

porneşte din poziţie verticală şi ciocneşte cu A capătul B al unei bare omogene BC 

de lungime 2l şi greutate 2G (fig. 19.9a), barele fiind articulate în O1 şi O2 . Bara BC 

este iniṭial în repaus în poziţie orizontală. Se cer să se determine: vitezele unghiulare 

după ciocnire ale celor două bare şi percuţiile din articulaţii. Coeficientul de restituire 

al percuţiei este e = 2/3 . 
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                                                                              a. 

 

                                                             b. 

                                                  Fig. 19.9 

Soluţie:   

- viteza 1ω  a barei O1A  în poziţie orizontală se va determina aplicând teorema de 

variaţie a energiei cinetice în miṣcarea de rotaṭie: 

                                               ¶t� − ¶ta = �a|� ;                                                          (1) 

 

                             
a� ëjH{i va� − 0 = ëj�  ;   

                              
                  (2)  

 

y 

x

 

x

 
y

 



 744

Din (2) rezultӑ:                  

va = �{ij .                                                            (3) 

- pentru  studiul ciocnirii se izoleazӑ cele două bare, introducându-se  în articulaţiile 

O1 ṣi O2,  precum şi în punctul de ciocnire A = B,  percuţiile ҎV�,ҎVa,ҎV . Percuţiile sunt 

perpendiculare pe planul format de axa de rotaţie şi centrul de masă. 

- pentru determinarea vitezelor unghiulare după ciocnire '
2

'
1 ωω şi a percuţiei ҎV , 

se va aplica teorema de variaţie a momentului cinetic pentru fiecare bară separat, în 

raport cu articulaţia proprie. 

Astfel,  ÆV�0 −   ÆVa0 = ∑ ,̅M R �̈M2M¥a   .                                             (4) 
 

  Pentru bara O1A:            
ëjH{i v0 a- − v0 a� = −¨g .                                                   (5) 

 

Pentru bara BC:            
�ë∙ojHa�i v0 �- = ¨g ,    unde  

�ë∙ojHa�i = ºK .                                 (6) 

Coeficientul de restituire este e are expresia: 

                        � = �{ = bH|b]�]|�H = àHW j|à]W jà]j  .                                         (7) 

unde: va, va -- sunt vitezele unghiulare ale barei O1A înainte ṣi dupӑ ciocnire; 

           v�-   - este viteza unghiularӑ a barei BC dupӑ ciocnire. 

Din sistemul de ecuaṭii format de (5), (6) şi (7) rezultӑ soluṭiile:  

va- = − a9�{ij ;    v�- = Y9�{ij ;     ¨ = aKë�Z �{ji   .                        (8) 

- Pentru determinarea percuţiilor din articulaţiile O1 ṣi O2 se aplicӑ succesiv, 

teorema de variaţie a impulsului pentru fiecare bară în parte, ale cӑrei proiecṭii 

pe axe sunt: 

Bara O1A:                    Ҏa� − Ҏ = e j�+à]W|à]1 ;                                             (9) 

                                     Ҏa� = 0;                                                        (10)  
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de unde rezultӑ, având în vedere (9) se obṭine:       

Ҏa = Ҏa� = − Yë�Z �{ji   .                                               (11) 

Percuţia ҎVa are sens contrar axei alese O1x, pentru cӑ a rezultat cu semnul 

minus. 

Bara BC:  Teorema de variaṭie a impulsului pentru bara BC proiectatӑ pe axele 

sistemului de referinṭӑ ales, devine: 

                                          Ҏ+ Ҏ�� = 0;                                                   (12) 

 

                                              Ҏ�� = 0;                                                       (13) 

Din relaṭiile (9), (12) ṣi (13), se obṭine: 

Ҏ� = Ҏ�� = −Ҏ = − aKë�Z �{ji   .                                             (14) 
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19.6 Probleme propuse 
 

 
 19.6.1. De la înălţimea H începe să cadă o bilă elastic pe pana de unghi α. 

Simultan pana (fig. 19.10) începe să se mişte orizontal cu acceleraţia ��. Să se 

determine intervalul de timp dintre prima şi a doua ciocnire a bilei cu pana, dacă ele 

au avut loc în acelaşi punct de pe suprafaţa penei. 

 

 
 

Fig. 19.10 
 

 Răspuns: �- = 2��Mi 456k. 

 

 19.6.2. Două bile de mase m1 şi m2 (m1 > m2) se mişcă cu vitezele J̅a şi J̅� pe 

orizontală până se ciocnesc. Se cunoaşte că viteza v1 este de patru ori mai mare decât 

viteza v2. După o ciocnire perfect elastică, bila m1 se opreşte. Să se determine raportul 

dintre cele două mase în acest caz. 

 

Răspuns: 
                      

                                                        
Z]ZH = a� . 
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ANEXA 1. Tabel cu centrele de greutate ale diferitelor figuri 

şi corpuri geometrice 
 

 

a. Linii omogene 

 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  Coordonatele  centrului de greutate 

Linia 
dreaptă xC

y

xC
O

l
 

lxC 2

1
=  

 

Conturul 
triunghiu-

lui 

 

Intersecţia bisectoarelor triunghiului 
median 

( ) ( )
( )cba

bcxbaa
xC

++

−++
=

2

2
 

cba

cbh
yC

++

+
=

2
 

Conturul 
paralelo-
gramului  
(dreptun-
ghiului, 

rombului) 

 

 

La intersecţia diagonalelor 

Contur 
poligonal 
regulat 

A

C

H

y
C

O

a

y

x

 

L

aH
OCyC ==  

a – apotema OA 
H – proiecţia conturului poligonal 
pe axa Ox 
L – lungimea conturului  
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  Coordonatele  centrului de greutate 

Arc de 
cerc 

 

α

α
==

sin
rOCxC  

( α  în  radiani ) 

Semicerc 

rO

C

x

y

y C

 

r
r

yC 6366,0
2

=
π

=  

Sfert de 
cerc 

 

ryC
π

=
22

 

Arcul de 
lănţişor 

 

2

OH
y

ADx

C

C

=

=

 

D – intersecţia tangentei în M cu 
orizontala în A 

H – intersecţia normalei în M cu Oy 

a – parametrul lănţişorului 
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  Coordonatele  centrului de greutate 

Cardioida 

 

 
( )θ+= cos12ar  - ecuaţia 

cardioidei 

5

8a
xC =  

Cicloida 

 

ry

rx

C

C

3

4
=

π=

 

r – raza cercului 

ABr
2

1
=  

 

b. Suprafeţe omogene 

 

Drep-
tunghi 

 

2

2
a

y

b
xC

=

=

 

Triunghi 

 

3
321 xxx

xC

++
=  

3
321 yyy

yC

++
=  

C este la intersecţia 
medianelor 
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  
Coordonatele  centrului de 

greutate 

Trapez 

 

bB

bBh
yC

+

+
⋅=

2

3
 

C se găseşte pe segmentul AD, 
A şi D fiind mijloacele bazelor 

Sector de 
cerc 

 

α

α
=

sin

3

2
rxC  

( α  în radiani ) 

Semicerc 

 

r
r

yC 4244,0
3

4
=

π
=  

Sfert de 
cerc 

 

π
=

π
=

3

4

3

4

r
y

r
x

C

C

 

 



 751

Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  
Coordonatele  centrului de 

greutate 

Segment 
de cerc  

 

α−α

α
=

2sin2

sin

3

4 3
r

yC  

( α  în radiani) 

Porţiune 
de coroană 
circulară 

 

α

α−
=

sin

3

2
22

33

rR

rR
yC  

( α  în radiani)  

Semi-
elipsă 

 

π
=

3

4a
xC  

Sfert de 
elipsă 

 

π
=

π
=

3

4
3

4

b
y

a
x

C

C

 

Segment 
de elipsă 

 

( )

( )23

2

23

2

−π
=

−π
=

b
y

a
x

C

C
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  
Coordonatele  centrului de 

greutate 

Parabola 
2

xy =  

 

 

aayC 6,0
5

3
==  

Jumătate 
de 

parabolă 

 

by

ax

C

C

8

3
5

3

=

=

 

Parabola 
semicu-

bică 
32

xay =  

Aria 
suprafeţei 

OAB 

 

bxC 7

5
=  

Cisoida 
 

 

xa

x
y

−
=

2

3
2  

axC 3

5
=  

C este centrul de greutate al 
ariei suprafeţei limitată de 

ramurile şi asimptota ei  ( ∆ ) 

Sinusoida 
xy sin=  

 

8

2
π

=

π
=

C

C

y

x
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  
Coordonatele  centrului de 

greutate 

Cardioida 

 

 

( )θ+= cos12ar  - ecuaţia 

cardioidei 

axC 6

11
=  

Aria 
suprafeţei 
OAMN a 
lănţişo-

rului 

 

 














+−=

−
a

x

a

x

eey  

1

2

+
=

e

a
xC  

( )1

14

8 2

24

−

−+
=

ee

eea
yC  

Cicloida 

 

ry

rx

C

C

6

5
=

π=

 

 
c. Volume omogene 
   

Con şi 
piramidă  

 

4

h
zC =  
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  
Coordonatele  centrului de 

greutate 

Trunchi  
de 

piramidă  

 

bbB

bbBB
C

SSSB

SSSSh
z

++

++
=

32

4
 

BS - suprafaţa bazei mari  

bS  - suprafaţa bazei mici 

 h  - înălţimea trunchiului de                                  

        piramidă 

Trunchi 
de con 
circular  

 

22

22 32

4 rRrR

rRrRh
zC

++

++
=  

 

Obelisc 

 

( ) ( )
( ) ( )111

111

22

3

2 aabaab

bbabbah
zC

+++

+++
=

 

 

Pană 

 

( )

1

1

22 aa

aah
zC

+

+
=  
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Anexa 1 (continuare) 

Corpul, figura şi sistemul de coordonate  
Coordonatele  centrului de 

greutate 

Calotă 
sferică  

 

( )
hr

hr
zC

−

−
⋅=

3

2

4

3 2

 

Formulă valabilă şi pentru 
elipsoidul de revoluţie de axă 

egală cu diametrul sferei  

Emisferă  

 

rzC 8

3
=  

Emisferă 
goală  

 

33

44

8

3

rR

rR
zC

−

−
⋅=  

Sector 
sferic  

 

( )hrzC −= 2
8

3
 

Elipsoid 
octant 

 
cz

by

ax

C

C

C

8

3
8

3
8

3

=

=

=
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ANEXA 2. Tabel cu momentele de inerţie ale diferitelor figuri şi corpuri geometrice 

 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Linii 

 

Axa ∆  
3

3
l

 
3

3
l

M  

 

Axa ∆  
12

3
l

 
12

3
l

M  

 

Axa ∆  α2
3

sin
3

l
 α2

3

sin
3

l
M  

 

Axa ∆  ( )22 33
3

ldld
l

++  












++

3

2
2 l

dldM  
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Dreptunghi 
 

Axa centrală 
Ox 

3

12

1
bh  2

12

1
Mh  

Axa centrală 
Oy hb

3

12

1
 2

12

1
Mb  

 

Axa Ox 

 
3

3

1
bh  2

3

1
Mh  

Axa Oy hb
3

3

1
 2

3

1
Mb  

Pătrat 

 

Axa Ox 

Axa Oy 
4

12

1
a  2

12

1
Ma  

Latura a 4

3

1
a  2

3

1
Ma  
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Triunghi 
 

 

Baza b 3

12

1
bh  2

6

1
Mh  

Axa Ox 3

36

1
bh  2

18

1
Mh  

Axa 1Ox  3

4

1
bh  2

2

1
Mh  

Înălţimea h ( ) hbb
3
2

3
112

1
+  ( )3

2
3
16

1
bbM

b
+  

Patrulater 
neregulat 

 

Axa Δ ( )3
2

3
112

1
hhb +  

21

3
2

3
1

6

1

hh

hh
M

+

+
 

Paralelogram 

 

Axa Δ α33
1 sin

48

1
da  α22

1 sin
24

1
Md  



 759

Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Trapez 
isoscel 

 

Baza mare B ( )bBh 3
12

1 3 +  
bB

bB
Mh

+

+ 3

6

1 2  

Baza mică b ( )bBh +3
12

1 3  
bB

bB
Mh

+

+3

6

1 2  

Axa Ox 
bB

bBbB
h

+

++ 22
3 4

36

1
 

( )2

22
2 4

18

1

bB

bBbB
Mh

+

++
 

Axa Oy 
bB

bB
h

−

− 44

48

1
 ( )22

24

1
bBM +  

Cerc 

 

Polul O 2

2

1
rπ  rM

2

2

1
 

Axa Ox 

Axa Oy 
4

4

1
rπ  2

4

1
Mr  

Coroană 
circulară 

 

Polul O ( )44

2

1
rR −π  ( )22

2

1
rRM +  

Axa Ox 
Axa Oy ( )44

4

1
rR −π  ( )22

2

1
rRM +  



 760

Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Semicerc 

 

Axa Ox 
Axa Oy 

4

8

1
rπ  

2

4

1
Mr  

Axa 1Cx  








π
−π

2
4

9

8

8

1
r  









π
−

2
2

9

16

4

1
Mr  

Sfert de cerc 

 

Axa Ox 
Axa Oy 

4

16

1
rπ  2

4

1
Mr  

Axa 1Cx  

Axa 1Cy  









π
−

π

9

4

16
4

r  








π
−

2
2

9

64
1

4

1
Mr  

Elipsa 

 

Axa mare Ox 
 

3

4

1
abπ  2

4

1
Mb  

Axa mică Oy 
 

ba
3

4

1
π  2

4

1
Ma  

Parabola 

 

Axa Ox 3

15

4
ab  2

5

1
Mb  

Axa Oy ba
3

7

4
 2

7

3
Ma  
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Sector 
circular 

 

Axa Ox ( )α−α 2sin2
8

1 4
r  









α

α
−

2

2sin
1

4

1 2
Mr  

Axa Oy ( )α+α 2sin2
8

1 4
r  









α

α
+

2

2sin
1

4

1 2
Mr  

Segment de 
cerc 

 

Axa Ox 







α+α−α 4sin

6

1
2sin

3

4
2sin

8

4
r  









α−α

α−α
−

2sin2

4sin2sin2

6

1
1

4

2
Mr  

Axa Oy 







α−α 4sin

2

1
2

8

1 4
r  









α−α

α−α
+

2sin2

4sin2sin2

2

1
1

4

2
Mr  

Paralelipiped 

 

Axa Cx ( )22

12

1
cbabc +  ( )22

12

1
cbM +  

Axa Cy ( )22

12

1
acabc +  ( )22

12

1
acM +  

Axa Cz ( )22

12

1
baabc +  ( )22

12

1
baM +  

Cilindru 

 

Axa Cz hr
2

2

1
π  2

2

1
Mr  

Axa Cx 
Axa Cy 
Axa ∆  

( )222 3
12

1
hrhr +π  ( )223

12

1
hrM +  
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Cilindru gol 

 

Axa Cz ( )44

2

1
rRh −π  ( )22

2

1
rRM +  

Axa Cx 
Axa Cy 

( )














++⋅

⋅
−π

3

4
2

22

22

h
rR

hrR

 ( )222 33
12

1
hrRM ++  

Piramidă 
dreptunghiu-
lară 

 

Axa Oz 

 
( )22

60

1
baabh +  ( )22

20

1
baM +  

Axa Δ 












+

4

3

60

1 2
2 h

babh  ( )22 34
80

1
hbM +  

Con circular 
drept 

 

Axa Oz hr
4

10

1
π  2

10

3
Mr  

Axa Δ 












+π

420

1 2
22 h

rhr  













+

420

3 2
2 h

rM  
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Trunchi de 
con 

 

Axa z 
rR

rR
h

−

−
π

55

10

1
 

33

55

10

3

rR

rR
M

−

−
 

Sferă 

 

Polul O 5

5

4
Rπ  2

5

3
MR  

zyx III ==  5

15

8
Rπ  2

5

2
MR  

Tangenta 5

15

28
Rπ  2

5

7
MR  

Sferă goală 

 

Polul O ( )55

5

4
rR −π  

33

55

5

3

rR

rR
M

−

−
 

Axa x 
Axa y 

( )55

15

8
rR −π  

33

55

5

2

rR

rR
M

−

−
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Emisferă 

 

Axa Ox 
Axa Oy 
Axa Oz 

 

5

15

4
Rπ  2

5

2
MR  

Elipsoid 

 

Polul O ( )222

15

4
cbaabc ++π  ( )222

5

1
cbaM ++  

Axa Ox ( )22

15

4
cbabc +π  ( )22

5

1
cbM +  

Axa Oy ( )22

15

4
caabc +π  ( )22

5

1
caM +  

Axa Oz ( )22

15

4
baabc +π  ( )22

5
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Anexa 2 (continuare) 

Figura  Profilul Axa 
Momentul de inerţie 

geometric mecanic 

Segment de 
sferă 
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Tor circular 
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Tor eliptic 
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1
aRRab +⋅π  ( )22 34

4

1
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