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Geodezie Elipsoidala

PREFATA

Geodezia, stiinta care se ocupa cu determinarea formei si dimensiunilor Pamantului, a
cunoscut o dezvoltare spectaculoasa in ultimele decenii, odatd cu perfectionarea tehnologiilor
de observare si cu introducerea metodelor numerice avansate. Modelarea elipsoidala a
Pamantului a devenit o etapa esentiald in majoritatea aplicatiilor geodezice moderne, de la

masuratori terestre de inalta precizie la sistemele globale de pozitionare (GNSS).

Lucrarea de fata, dedicata geodeziei elipsoidale, 1si propune sa ofere un cadru teoretic
solid si coerent pentru intelegerea fenomenelor si relatiilor matematice care guverneaza
masuratorile pe un elipsoid de rotatie. Cartea este structuratd intr-o manierd progresiva,
pornind de la conceptele introductive si istorice, trecand prin elemente fundamentale precum
sistemele de coordonate, razele de curburd, arcele elementare, pana la metodele de reducere a

observatiilor si solutionarea problemelor geodezice fundamentale.

Fiecare capitol a fost conceput pentru a raspunde atat cerintelor academice, cat si nevoilor
practice ale studentilor, cercetitorilor si specialistilor din domeniu. In cuprinsul lucrarii sunt
tratate teme esentiale, cum ar fi:

- utilizarea elipsoidului de referinta si parametrizarea sa matematica;
- coordonatele geodezice si transformarile aferente;

- calcule de suprafete si volume pe elipsoid;

- teoria linieil geodezice;

- corectiile geodezice in raport cu suprafata elipsoidului;

- metodele de rezolvare a triunghiurilor elipsoidice si a problemelor inverse.

Aceasta lucrare is1 propune nu doar sa transmita cunostinte, ci si sd stimuleze gindirea

criticd si capacitatea de aplicare a notiunilor teoretice in contexte practice si de cercetare.

Multumesc tuturor colegilor si studentilor care au oferit feedback in fazele initiale ale
redactdrii si sper ca aceasta carte s devina un instrument util si valoros in formarea

profesionald si cercetarea geodezica.

Autorii



Geodezie Elipsoidala

CUPRINS
PREFATA ........oooiiiieeeeeee ettt et ettt 2
CAPITOLUL L .ot 5
INTRODUCERE IN GEODEZIE ...........cccoocsviisesineesiesieseeessssssssssssses s esnasnennens 5
1.1. Definitia si obiectivele geodeziei.................ccoccoviiiiiiiiii 6
1.2. Istoria geodeziei: de 1a modelul sferic la cel elipsoidal ....................ccooooiiiiiiiie 10
1.3. Suprafete de referinta...................oooiiiiiiii i 12
1.4 Unitati de masura utilizate in geodezie ....................cocooiiii, 24
1.5 Domenii de aplicare ale geodeziei elipsoidale ..................c.ccooiiiiiini e 34
1.6 Importanta modeldrii precise a Pamantului................cccoooiiiiiii 36
CAPITOLUL 2. ...t 40
ELIPSOIDUL DE REFERINIA .......................................................................................... 40
2.1 Parametrii elipsoidului de rotatie. Legaturi intre parametri.................cc.cccooniiiniiiinnnns 41
2.2 Modele de elipsoizi utilizate In geodezie..................ccceoiiiiiiiiiiiii e 43
CAPITOLUL 3. ...ttt e e a e e e bt e e e bb e e s be e e snbeeeanneeeanes 49
SISTEME DE COORDONATE UTILIZATE iN GEODEZIA ELIPSOIDAILA ............ 49
3.1 Sistemul de coordonate geografice ................ccooiiiiiiiiiii 49
3.2 Sistemul de coordonate Se0dezZiCe..................ccooeiiiiiiiiiiiiec 50
3.3 Sistemul de coordonate carteziene tridimensionale (XYZ)..........ccocccvviiiiiiniiniiiniiene e, 51
3.4 Sistemele de coordonate locale tOPOCENLIICE .............ccvrveiiiiiiiiiiiii e 52
3.5 Sistemele de referinta globale silocale................ccoooiiii 52
CAPITOLUL. ...t 54
RAZELE DE CURBURA.........cooostiiiiiitiise s 54
4.1 Sectiunea meridiana sau Raza mica de curburd (IM)...........ccccooiiiiii e 54
4.2 Sectiunea primului vertical sau Raza mare de curbura (N) ..........cccooooiiiiiiiii s 56
4.3 Raza de curbura a unei sectiuni normale oarecari in functie de razele de curbura
principale si azimutul @e0dezZiC A ...............cooiiiiiii 57
4.4 Raza de curburd medie GauSss ..............ccoooiiiiiiiii 58
CAPITOLULS. ...ttt et e bt e e be e e e bn e e s bn e e snneeennes 61
ARCE ELEMENTARE ........oooiiiiiii ettt 61
5.1 Lungimea arcului de meridian.................ccooiiiiiiiiiii e 62
5.2 Lungimea arcului de paralel ..................oooo i 68
CAPITOLUL B ...ttt et e e st e e s s b e e e e s e e e e s nnes 71
CALCULUL ARIILOR SI VOLUMELOR PE ELIPSOID ........c.ccooooiiiiiiiiiec e, 71
6.1 Aria totald a elipSoOidulul ... 71



Geodezie Elipsoidala

6.2 Volumul total al elipsoidului.................ccoooiiiiiii 71
6.3 Aria unui trapez pe elipsoid ............cccooiiiiiiiiiiii 72
CAPITOLUL 7. .ttt e bbb e s e e s be e e s nneeeenes 74
SECTIUNI NORMALE PE ELIPSOID .......ccooiiiiiiiii e 74
7.1 Linia GEOUEZICA ..........c.ooiviiiiii e e n e 77
7.2 Caracteristicile liniei @e0dezice..................ocoviiiiiiiiii e 78
7.3 Utilizarea liniei geodezice in geodezie si cartografie.................cccocoviniiiiiiiiinc, 78
7.4 Pozitia liniei geodezice fata de sectiunile normale reciproce..................cccocoeiiiiiiinininnne 78
7.5 Corectia de reducere la linia geodezica...................ccocoviiiiiiiii 80
7.6 Calculul liniei SE0deZICE. ................coeiriiiiiie e 82
7.7 Importanta liniei ge0dezice .................ccoocviiiiiiiiiii 84
CAPITOLUL 8. ...t 85
REDUCEREA QBSERVAIIILOR GEODEZICE PE SUPRAFATA ELIPSOIDULUI
DE REFERINTA ... s 85
8.1 Reducerea observatiilor azimutale ...................ccooi i 87
8.2 Corectia datorata deviatiei verticalei...................ccccoo i 89
8.3 Reducerea determinirilor astronomice pe elipsoidul de referinta ...................ccoeeiinnne 93
CAPITOLULO. ... 96
PROBLEME GEODEZICE FUNDAMENTALE ........c.coooiiiiii e 96
9.1 Problema geodezica direCta..............c.oocviiiiiiiiiieiici e 97
9.2. Problema geodezica iNVEISa ...............cceeiuiiiiiiiiiiieii e 101
CAPITOLUL 10 ...ttt e et e e sbb e e e bt e e sbr e e snnreesnnneeas 116
REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR GEODEZICE ELIPSOIDICE MICI................ 116
10.1 Generalitati..............ccooiiiiiiiiii 116
10.2 Excesul sferic al unui triunghi elipsoidic mic ................coooviii 117
10.3 Metoda Soldner (Aditamentelor)................ccooeiiiiiiic 119
10.4 Metoda Legendre (dezvoltarii In Serie) .............cccocoviiiiiiiinii i 121
BIBLIOGRAFTIE ..o 125



Geodezie Elipsoidala

CAPITOLUL 1.

INTRODUCERE IN GEODEZIE

Primele idei ferm documentate despre geodezie dateaza de la Thales din Milet (c.625-
c.547 1.Hr.), Anaximandru din Milet (c.611-c.545 1.Hr.) si scoala lui Pitagora (c.580-c.500
i.Hr.). Printre studentii greci ai geodeziei s-au numarat Aristotel (384-322 1.Hr.), Eratostene
(276-194 1.Hr.) — prima determinare rezonabil de precisa a dimensiunii pamantului, dar luata
in serios abia 17 secole mai tirziu — si Ptolemeu (c.75-151 d.Hr.). In Evul Mediu, lipsa de
cunoastere a dimensiunii reale a pamantului l-a determinat pe Toscanelli (1397-1482) la
faimoasa sa interpretare gresitd a lumii (Figura 1), care l-ar fi atras pe Columb in prima sa
calatorie spre vest.

La scurt timp dupa aceea, a inceput epoca de aur a explordrii si, odata cu ea, utilizarea
determinarii pozitiei prin mijloace astronomice. Intinderea reald a lumii a fost dezvaluita,
pentru a fi fost aproape de predictia lui Eratostene, iar oamenii au Inceput sa caute Tmbunatatiri
cantitative suplimentare ale modelului lor conceptual al pamantului. Acest lucru a dus la noi
masurdtori pe suprafata pdmantului de cétre un olandez Snellius (in 1610) si un francez Picard
(in 1670) si prima imbunatatire a rezultatelor lui Eratostene. Cititorul interesat poate gési detalii
fascinante despre cele mai vechi evenimente geodezice in [Berthon si Robinson, 1991]. Cam
in acelasi timp, notiunea de gravitatie a pdmantului a inceput sd se formeze prin eforturile
olandezului Stevin (1548-1620), italienilor Galileo (1564-1642) si Borelli (1608-1679),
englezului Horrox (1619-1641), culminand cu teoria gravitatiei a lui Newton (1642-1727).
Teoria lui Newton a prezis ca globul pamantului ar trebui sa fie usor oblat din cauza rotirii
pamantului in jur axa sa polard. Un francez Cassini (1625-1712) a contestat aceastd predictie;
in consecintd, Academia Franceza de Stiinte a organizat doua expeditii, in Peru si in Laponia,
sub conducerea lui Bouguer si Maupertuis, pentru a masura doud arcuri meridiane.

Rezultatele au confirmat validitatea predictiei lui Newton. In plus, aceste masuritori
ne-au dat prima definitie a unui metru, ca o parte a zece milionime din cadranul pamantului.
Timp de doua sute de ani, de la mijlocul secolului al XVIII-lea, geodezia a cunoscut o crestere
fara precedent 1n aplicarea sa. Determinarea pozitiei prin mijloace terestre si astronomice a fost
necesara pentru realizarea hartilor si acest serviciu a fost furnizat in mod natural de geodezisti,
iar imaginea unui geodezist, ca fiind doar un furnizor de pozitii, a supravietuit in unele cercuri

pana astazi. Intre timp, evolutia geodeziei ca stiintd a continuat cu contributii ale lui LaGrange
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(1736-1813), Laplace (1749-1827), Fourier (1768-1830), Gauss (1777-1855) — sustinut de unii
geodezisti ca fiind adevaratul fondator al stiintei geodezice, Bessel (1784-1846), Coriolis
(1792-1843), Stokes (1819-1903), Poincaré (1854-1912) si Albert Einstein. Pentru o descriere

a acestor contributii, [ Vanicek si Krakiwsky, 1986, Sectiunea 1.3]

1.1. Definitia si obiectivele geodeziei

Conform etimologiei grecesti, cuvantul Geodezie yewdoisioo sau geodaisia (literal,
»diviziunea Pamantului”) sau a Imparti Pdmantul. Marele geodez german F.R. Helmert (F.R.
Helmert, 1884) a definit Geodezia ca fiind: "stiinta masurarii si reprezentdrii suprafetei
Pamantului".

Geodezia este o stiintd matematicd a Pdmantului care se ocupd cu masurarea si
reprezentarea geometriei, studiul formei, gravitatea si orientarea spatiald a Pamantului in
format 3D care variaza temporal.

Geodezia este o stiinta interdisciplinara care utilizeaza masuratori spatiale si aeriene de
la distantd si de la sol pentru a studia forma si dimensiunea Pamantului, a planetelor si a
satelitilor lor si a schimbdrilor lor; sd defineascd cu precizie pozitia si viteza punctelor sau
obiectelor de la suprafatad sau care orbiteaza planeta, Intr-un sistem de referinta terestru realizat,
si sa aplice aceste cunostinte la o varietate de aplicatii stiintifice si ingineresti, folosind
matematica, fizica, astronomia si informatica." (M. Lemmens, 2011).

Potrivit continutului problemelor de care se ocupa, geodezia se Imparte in:

» geodezia fizica—studiaza campul gravitatii si figura pamantului, necesare pentru

definirea unor suprafete de referinta si a sistemelor de coordonate;

> geodezia elipsoidala — studiaza suprafata elipsoidului, ca suprafatd matematica,

precum si metodele de rezolvare a problemelor geodezice pe suprafata elipsoidului
de referinta;

> geodezia geometricd clasicAi sau pozitionarea geodezici (triangulatia

geodezica) — se ocupa cu proiectarea si materializarea in teren a retelelor geodezice,
cu metodele s1 instrumentele folosite la efectuarea observatiilor in retele geodezice,
precum si cu prelucrarea observatiilor efectuate in retele;

» astronomia geodezica de pozitie - are ca scop determinarea directa a coordonatelor

geografice a punctelor, folosind metodele astronomice;

» geodezia spatiala - trateaza probleme legate de folosirea observatiilor simultane

ale satelitilor artificiali, dintr-una sau mai multe statii, sau a observatiilor
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fotografice, laser, Doppler, in scopul determindrii parametrilor orbitelor satelitilor
artificiali, determindrii coordonatelor statiilor intr-un sistem unic de coordonate,

determinarea figurii, formei si a campului gravific terestru etc.

Rezolvarea problemei fundamentale a geodeziei si anume determinarea formei si dimensiunilor

Pamantului se poate realiza prin urmatoarele metode:

- metode geometrice, care constau din masurdtori de arce de meridian si paralele,
masuratori complexe in retele de triangulatie, trilateratie si poligonometrie in scopul
deducerii parametrilor de baza care definesc suprafata de referinta;

- metode dinamice (fizice) care se ocupa cu determinarea acceleratiei gravitatii si a
variatiei acestuia, in scopul deterninarii suprafetei de nivel a cAmpului gravitational al
pamantului;

- metode astronomo-geodezice si cu sateliti artificiali ai Pamantului ,care au ca scop
determinarea directd a coordonatelor geografice ale punctelor geodezice si respectiv

determinarea coordonatelor geocentrice ale punctelor de statie si ale satelitilor.

Obiectivele Geodeziei

Obiectivele geodeziei pot fi Impartite in mai multe categorii, in functie de domeniile de

aplicare:

1. Determinarea formei si dimensiunilor Pamantului
e Masuratori globale: Estimarea si modelarea formei generale a Pamantului
(elipsoid sau geoid).
e Stabilirea parametrilor elipsoidului de referinta: Raza ecuatoriala, raza polara,
grad de aplatizare.
e Reprezentarea geoidului: Descrierea suprafetei echipotentiale a campului

gravitational care corespunde nivelului mediu al marii.

2. Studiul campului gravitational al Pamantului
e Analiza variatiilor gravitationale: Studierea variatiilor locale si globale ale
gravitatiei pentru a intelege structura interna a Pdmantului.
e Aplicarea in geofizica: Identificarea zonelor de masa anormald (de exemplu,

bazine oceanice, munti) si relatia cu structura tectonica.
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3. Stabilirea unui sistem global de referinta

Coordonate spatiale: Definirea unui sistem coerent de coordonate (latitudine,
longitudine, altitudine) pentru intreaga suprafata a Pamantului.

Geodezie satelitara: Utilizarea satelitilor (ex. GPS, GLONASS, Galileo) pentru
a determina pozitii precise pe suprafata Pamantului.

Sisteme de referinta internationale: Dezvoltarea si intretinerea unor sisteme
precum WGS84, ITRF, utilizate la nivel global pentru navigatie, cartografie si

alte aplicatii.

4. Monitorizarea si gestionarea schimbdrilor globale

Miscari tectonice: Studiul deplasarii placilor tectonice si al activitatii seismice.
Schimbari climatice: Monitorizarea variatiilor nivelului marii, retragerii
ghetarilor si a altor fenomene legate de schimbarile climatice.

Deformari ale scoartei terestre: Observarea efectelor vulcanismului,

cutremurelor si altor procese naturale asupra suprafetei Pamantului.

5. Sprijinirea cartografiei si infrastructurii geospatiale

Cartografiere precisa: Crearea si intretinerea hartilor topografice si tematice.
Sisteme de informatii geografice (GIS): Asigurarea datelor geodezice pentru
infrastructuri geospatiale utilizate in urbanism, agricultura, transport si alte
domenii.

Planificare si constructii: Stabilirea reperelor geodezice pentru proiecte de

inginerie civila, constructii si cadastru.

6. Geodezia aplicata

Navigatie si transport: Furnizarea coordonatelor exacte pentru transport terestru,
aerian i maritim.

Exploatarea resurselor naturale: Determinarea pozitiei si delimitarii resurselor
naturale (ex. petrol, gaze, minerale).

Aplicatii militare: Sprijinirea operatiunilor militare prin determinarea pozitiei

exacte si a campului gravitational.

7. Dezvoltarea si utilizarea tehnologiilor avansate
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o Teledetectie: Utilizarea datelor din sateliti si senzori pentru observatii globale
ale suprafetei Pdmantului.
¢ Interferometrie radar: Studierea deformarilor la scard milimetrica a suprafetei
terestre.
e Integrarea datelor: Utilizarea algoritmilor avansati pentru combinarea datelor
geodezice, gravitationale si topografice.
Geodezia are un rol central in Intelegerea Pdmantului si in dezvoltarea infrastructurilor
globale. Prin realizarea acestor obiective, contribuie la avansarea cunostintelor stiintifice si la

solutionarea unor probleme practice in multiple domenii.

Geodezia elipsoidala

Geodezia elipsoidald este stiinta care stabileste parametri geometrici si ecuatiile
parametrice ale elipsoidului de referinta (suprafata matematica cu ajutorul céreia se asimileaza
suprafata Pamantului) si de asemenea studiazd metodele de rezolvare a problemelor geodezice
pe suprafata elipsoidului considerat.

Geodezia elipsoidala este acea parte din geodezie care se ocupa cu studiul suprafetei
elipsoidale de rotatie, de referinta, a suprafetei fizice a Pamantului, precum si cu determinarea
riguroasd a formei si dimensiunilor suprafetei matematice curbe a Pamantului.

In cadrul geodeziei elipsoidale este cuprinsa si studierea suprafetei elipsoidului in
general, ca suprafatd matematica, pentru a obtine fundamentarea metodelor de rezolvare a
problemelor geodezice. De mentionat, de asemenea, ca in mod obisnuit, rezolvarile pe elipsoid
au in vedere numai coordonatele geodezice, urmand ca determinarea altitudinilor sa fie
realizata in mod separat. Aceasta separare, dintre determinarile de ¢ si A pe de o parte si de H®
pe de alta parte, a fost conditionata Tn special de dificultatile care caracterizeaza utilizarea in
bloc a unghiurilor zenitale i respectiv a unghiurilor (directiilor) orizontale, distantelor s.a. Cele
doua categorii de masuratori geodezice sunt influentate in mod diferit de fenomenul de refractie
atmosferica si, ca urmare, au precizii si domenii de utilizare diferite.

Numeroase lucrari elaborate in ultimele decenii si probabil si inca multe altele din
rerele geodezice tridimensionale, a caror prelucrare sa permita elaborarea simultand, in mod

unitar, a celor trei coordonate ¢, A, H®, care descriu pozitia punctelor pe suprafata Pamantului.
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Din considerente de ordin didactic expunerea din manual se va opri la cazul curent
intalnit in practica geodezica, de separare a asa-numitei probleme planimetrice de problema
altitudinii, prin care se determina pozitia punctelor geodezice. Se intelege ca notiunea de
problema planimetrica este improprie, deoarece se opereaza cu coordonatele geodezice ¢ si A,
care se refera la suprafata elipsoidului de referinta si nu la un plan oarecare.

Inconsecventa poate fi acceptatd deoarece transcalcularea coordonatelor ¢ si A Tn
coordonate plane nu reprezinta dificultati deosebite.

Pentru a face legatura cu literatura de specialitate, din alte tari, trebuie mentionat ca,
desi studiaza aceleasi probleme, geodezia elipsoidala, este intalnita sub denumirea de geodezie
matematicd (Jordan W. si Eggert O. 1958), geodezie geometricd ( Heiskanen W.si Moritz H.
1967) si geodezie sferoidald (Zakatov 1976).

Suprafata
topografica
T

Fig.1.1. Sectiune prin suprafata topografica

1.2. Istoria geodeziei: de la modelul sferic la cel elipsoidal

Geodezia este stiinta care se ocupa cu studiul formei, dimensiunilor si campului
gravitational al Pamantului. Dezvoltarea acestei stiinte a fost marcatd de trecerea de la
utilizarea modelului sferic al Pamantului la cel elipsoidal, o evolutie esentiala pentru

intelegerea exacta a formei si marimii planetei noastre.

1.2.1 Modelul Sferic
e Antichitatea: In cele mai vechi timpuri, Pimantul era considerat plat. Primele
idei despre forma sferica a Pamantului au aparut in Grecia antica. Pitagora
(sec. VI 1.Hr.) si Aristotel (sec. IV 1.Hr.) au sustinut ideea cd Pamantul este

sferic, bazandu-se pe observatii astronomice si fenomene naturale.

10
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Eratostene (sec. III 1.Hr.): A fost primul care a calculat circumferinta
Pamantului folosind masuratori ale umbrei si unghiurilor solare. El a presupus
ca Pamantul are o forma perfect sferica.

Evul Mediu: In aceasti perioada, ideea Pamantului sferic a fost mentinuta in

Europa, desi a fost contestata n unele regiuni.

1.2.2 Trecerea de la sfera la elipsoid

Descoperirile din perioada moderna timpurie:

Incepand cu secolul XVII, oamenii de stiintd au inceput si observe ca modelul
sferic nu explica complet toate fenomenele naturale. Masuratorile distantelor
si observatiile gravitationale sugerau ca Pamantul nu este o sferd perfecta.
Isaac Newton (1687) a teoretizat, in lucrarea sa Principia Mathematica, ca
Pamantul este un elipsoid aplatizat la poli, datorita fortei centrifuge generate
de rotatia sa.

Primele masuratori geodezice:

In secolul XVIII, expeditii stiintifice organizate in Franta si Peru (Ecuator) au
confirmat ipoteza lui Newton. Masuratorile aratau ca meridianele aveau
lungimi diferite, iar Pamantul este mai aplatizat la poli decat la ecuator.
Aceste masurdtori au condus la adoptarea unui model elipsoidal pentru

descrierea formei Pamantului.

1.2.3. Dezvoltarea geodeziei moderne

Elipsoidul de referinta:

In secolul XIX, geodezia a progresat datorita dezvoltirii instrumentelor de
mdsurare si a matematicii avansate. Elipsoidul a devenit modelul de baza
folosit pentru reprezentarea formei Pamantului.

Elipsoidul de referintd este un model matematic idealizat al Pamantului,
definit prin parametri precum raza ecuatoriala si gradul de aplatizare.
Masurdatori globale:

In secolul XX, utilizarea satelitilor si a tehnologiilor GPS a permis obtinerea

de date mult mai precise despre forma si dimensiunile Pdmantului. Aceste

11
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masuratori au demonstrat cd Pamantul are o forma neregulatd, denumita

geoid, care se abate de la modelul elipsoidal.

1.2.4. Modelul Geoidului si Utilizarea Modelului Elipsoidal
e Geoidul: Reprezintd suprafata echipotentiald a campului gravitational al
Pamantului, care corespunde nivelului marii extins in Intreaga lume. Geoidul
este o reprezentare mai exacta a formei Pamantului, insd datoritd complexitatii
sale, elipsoidul continua sa fie utilizat pentru aplicatii practice.
e Sisteme moderne:
e In prezent, elipsoidul este utilizat ca referintd pentru sisteme de coordonate
globale, cum ar fi WGS84 (folosit de GPS).
e Comparativ, modelul geoidului este folosit pentru analize detaliate ale
campului gravitational si pentru corectiile altimetrice.
Trecerea de la modelul sferic la cel elipsoidal reprezintd o etapa cruciala in
dezvoltarea geodeziei, permitand o reprezentare mult mai precisa a formei si dimensiunilor
Pamantului. Aceastd evolutie a fost posibila datoritd progresului tehnologic si stiintific si

ramane fundamentala pentru aplicatiile moderne in navigatie, cartografie si studii geofizice.

1.3. Suprafete de referinta

Reprezentarea suprafetei Pamantului, cu neregularitatile deosebit de variate pe care le
prezinta, nu se poate realiza fidel, ci doar prin intermediul unor generalizari, bazate pe anumite
legi sau conventii, astfel incat suprafata considerata sa fie cat mai apropiata de realitate.

Din punct de vedere geometric, suprafata fizicd a Pamantului (fig.1.1.) este neregulata.
si se numeste suprafatd topograficd. Pe aceastd suprafatd se executd toate masurdtorile
geodezice care, In vederea calculelor si a reprezentarii suprafetei pe planul de proiectie, se
reduc la suprafata elipsoidului de referinta.

Un punct situat pe suprafata fizicd a Pamantului este supus la actiunea a doud forte
principale: forta centrifugd, datoritd rotatiei Pamantului in jurul axei sale, si fortei de atractie
terestra. Rezultanta acestor forte principale, la care trebuie sa adaugam si fortele de atractie ale
altor planete, este o fortd denumitd gravitate sau greutate, a carei directie este data de pozitia
firului cu plumb, dupad care se realizeaza intotdeauna calarea instrumentelor geodezice.

Aceasta primd directie fundamentala din naturd, la care se referd orice masuratoare

geodezica, trebuie luata in considerare la adoptarea si folosirea diferitelor sisteme de referinta.
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Suprafata construita astfel incat sa fie perpendiculara, in oricare din punctele sale, pe
directia gravitatii, se numeste, suprafatd de nivel.( Clairaut s1 Laplace).

Din infinitatea acestor suprafete de nivel cea mai importanta o constituie geoidul.

Geoidul

Avand in vedere ca 2/3 din suprafata Pamantului este acoperita de ape, iar cota medie
a uscatului este de aproximativ 700 m, neglijabila in raport cu raza Pamantului (6371 km),
forma generald a Pamantului este data de suprafata apelor oceanelor si marilor, in stare linistita,
prelungitd imaginar pe sub continente. Aceastd suprafatd poartd numele de geoid (denumire
introdusa de 1.B.Listing in 1873) si reprezintad suprafata de nivel zero, fatd de care se determina
inaltimile punctelor.

Geoidul reprezinta o suprafatd de nivel care are proprietatea cd in orice punct al sau
directia fortei de greutate, data de firul cu plumb, este perpendiculara pe aceastd suprafata.
Deoarece, directiile fortei de greutate depind si de actiunea atractiei maselor dispuse neregulat
in interiorul Pamantului, rezulta, ca din punct de vedere geometric, forma suprafetei geoidului
este foarte complicata si nu poate fi considerata ca o suprafatd matematica pe care sa se execute
diferite calcule In vederea rezolvarii unor probleme geodezice.

Geoidul este in esenta figura Pamantului extrasd de caracteristicile sale topografice.
Este o suprafatd de echilibru idealizatd a apei de mare, suprafata nivelului mediu al marii in
absenta curentilor si a variatiilor de presiune a aerului si a continuat sub masele continentale.
Spre deosebire de un elipsoid de referintd, geoidul este neregulat si prea complicat pentru a
servi drept suprafata de calcul pentru rezolvarea problemelor geometrice precum pozitionarea
punctului. Separarea geometrica dintre geoid si un elipsoid de referinta se numeste ondulatie

geoidala si variaza global intre +110 m pe baza elipsoidului GRS 80.

Fig. nr. 1.2 Geoidul
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Geoidul reprezinta forma reala a Pamantului, este o figura echipotentiala,
perpendiculara in orice punct al ei la directia acceleratiei gravitationale adica la verticala
locului data de firul cu plumb.

Geoidul este definit ca fiind suprafata nivelului mediu al marilor si oceanelor in repaus,
extins pe sub continente, la care se raporteaza verticala locului.

In concluzie, suprafata geoidului este neregulatd datoritd eterogenititii masei
Pamantului, denivelarilor scoartei terestre si curentilor oceanici. In acest sens este necesar ca
geoidul sa fie definit fatd de o figurd geometrica cat mai apropiatd de forma lui, acesta este

elipsoidul de rotatie.

Elipsoidul

In urma cercetarilor teoretice si a prelucririi datelor obtinute prin masuritori
astronomo-geodezice, s-a constatat cd cea mai apropiatd figurda matematicd de geoid este
elipsoidul de rotatie.

Pe baza masurdtorilor graduale, executate in vederea determindrii elipsoidului
Krasovski, s-a constatat ca Pamantul este de fapt un elipsoid triaxial, care are, pe langa turtirea
de la pol, o turtire la ecuator, la longitudinea vestici de 15.4°. Acest lucru face ca ecuatorul si
nu mai fie un cerc ci, o elipsd care are intre semiaxele sale o diferentd de 69,5 + 0.8m.

Utilizarea elipsoidului triaxial ar complica foarte mult calculele geodezice si
cartografice, motiv pentru care Pamantul este considerat un elipsoid biaxial. Pentru lucrarile
geodezice pe suprafete mici, In vederea simplificarii calculelor, Pdmantul poate fi aproximat
cu o sferd de raza medie.

In (fig.1.1) sunt prezentate cele trei suprafete amintite mai sus: suprafata topografica,
geoidul si elipsoidul. Se constatd ca, In zona marilor si oceanelor elipsoidul se situeaza
deasupra geoidului, iar in zona uscatului se gaseste sub geoid.

Un elipsoid este o suprafata matematica care este folosita pentru a aproxima forma
Pamantului. Este definita ca multime de puncte astfel incat suma distantelor de la punct la
doua puncte fixe, numite focare, este o constanta.

Elipsoidul este un corp obtinut prin rotatia unei elipse, adica un fel de sfera turtita la
poli si bombata la ecuator. Este mai usor de folosit, de exemplu in proiectiile cartografice,
deoarece suprafata sa este “mai dreaptd”, nu prezinta deniveldri ca geoidul. Asadar, elipsoidul
de rotatie este o forma a Pamantului calculatd matematic, nu este forma reald. Parametrii care

definesc un elipsoid de rotatie sunt:
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e semiaxa mare (raza ecuatoriald),
e semiaxa mica (raza polard),

e turtirea,

e excentricitatea,

e raza de curbura polara.

normala la
elipsoid
),

.

Fig. nr. 1.3.Elipsoid de rotatie

Masurétorile efectuate in vederea determinarii dimensiunilor unui elipsoid de referinta
cat mai apropiate de cele ale geoidului, au dat valori in concordanta cu numarul de masuratori
si distributia lor pe suprafata Pamantului precum si cu nivelul stiintei si tehnicii la data
respectiva.

Dupéd opiniile unor geodezi, nepotrivirile in inaltime dintre geoid si elipsoidul
determinat si pozitionat in corpul Pamantului poate sa ajungd pana la 100-150m. Trebuie
mentionat, cd abaterea suprafetei terestre fata de geoid este mult mai mare si este datad de cotele
absolute ale punctelor suprafetei fizice ale terenului.

Neconcordantele existente intre suprafetele mentionate nu pot fi neglijate si de aceea,
trebuie sd se tind seama de nesuprapunerea acestor suprafete. Din aceastd cauzd, datele
madsurate direct pe suprafata topografica vor fi proiectate pe suprafata elipsoidului de referinta,
prin aplicarea corectiilor aferente. Dupa proiectarea datelor geodezice (unghiuri, lungimi,
diferente de nivel) pe suprafata de referintd se poate face prelucrarea matematica riguroasa,
prin care se determind coordonatele unor puncte pozitionate pe suprafata topografica,
proiectate pe suprafata de referinta.

Suprafata de referintd care aproximeaza cel mai bine suprafata geoidului si a carei axd

de rotatie coincide cu axa de rotatie a Pdmantului, iar centrul sau geometric coincide cu centrul
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de masa a Pdmantului se numeste elipsoid terestru general. Acest elipsoid are o valoare de

principiu, o notiune teoreticd, fiind limita cdtre care tind determinarile concrete ale elipsoizilor
de referinta.

In decursul timpului, diversi geodezi au determinat diferite serii de valori ale
dimensiunilor elipsoidului de referinta.

In tabelul 1.1 sunt date cateva din rezultatele cele mai importante ale dimensiunilor

elipsoizilor de referinta.

Tabelul 1.1
Perioada
Denumirea de
o _ Semiaxa mare ‘ 1
elipsoidului de Anul Turtirea “f:” utilizare
) 5 EGa,’ (km)
referinta n
Romaénia
Bessel 1841 6.377,39715 1:299,1528 1873-1916
Clarke 1880 6.378,243 1:293,465 1916-1930
Hayford 1909 6.378,388 1:297,0 1930-1951
Krasovski 1940 6.378,245 1:298,3 1951-
WGS 84 1984 6.378,137 1:298,257223563 | 1992-
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Cvasigeoidul

Cvasigeoidul este utilizat de multe tari ca suprafatd de referinta pentru altitudini, sistemul de

altitudini care utilizeaza aceasta suprafata ca referinta este sistemul de altitudini normale.

P
T
1
/]
/]
HPOI?' I\ \HPN
{ ‘
i P ||
_ aS\geo fe - :*'-‘;\,lfc-)—f.l
good= T [ 17
| Pa"“ |~ T~ Cvasigeoid
| Ep . ) )
I\ \ ~ Geoid
Sl
PD' PDNI
Elipsoid

Fig. nr. 1.4 Legatura geoid-elipsoid-cvasigeoid

Toate observatiile geodezice se efectueaza pe suprafata fizica a Pamantului, care datorita
faptului cd nu poate fi definita matematic, nu poate fi utilizatd ca atare in calculi. Functie de
scopul urmarit, de precizia impusad, suprafata terestra se aproximeaza cu diverse figurii care pot
fi, mai mult sau mai putin, descrise matematic: geoid, cvasigeoid, elipsoid de rotatie, sferd,

teluroid. Observatiile efectuate sunt raportate la verticala locului.

Cvasigeoidul este suprafata astfel construitd Incat segmentul de normala la elipsoid sa fie egal

cu anomalia altitudinii Tn orice punct in care se cunoaste aceasta valoare.

Cvasigeoidul este o suprafata teoretica utilizata in geodezie pentru a descrie forma Padmantului
in raport cu nivelul mediu al marii, insd cu un grad mai mare de detaliu si adaptare pentru
aplicatii locale. El este folosit pentru a corela mai bine datele topografice si altimetrice in raport
cu campul gravitational al Pamantului. Este o aproximare mai simpla a geoidului, dar este mai

utild pentru anumite aplicatii practice.

Cvasigeoidul este definit ca fiind o suprafatd echipotentiald a campului gravitational al

Pamantului, dar diferad de geoid prin modul in care ia in considerare distantele verticale. In timp
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ce geoidul este strict legat de nivelul mediu al marii extins pe toatd suprafata globului,

cvasigeoidul foloseste o metoda de calcul mai simpla care poate fi mai eficientd in anumite

aplicatii regionale sau nationale.

Caracteristici principale

Relatia cu geoidul:

Cvasigeoidul este o suprafatd apropiatd de geoid, dar definitd matematic Intr-un
mod care o face mai usor de utilizat pentru masuratori si calcule altimetrice.
Diferenta dintre cvasigeoid si geoid este de ordin milimetric sau centimetric si
depinde de complexitatea reliefului si de distributia densitatii in interiorul
Pamantului.

Reprezentare gravitationala:

Reprezintd o suprafatd pentru care potentialul gravitational al Pamantului este
constant.

Este folosit pentru a converti altitudinile elipsoidale (obtinute din GPS) in
altitudini normale, care sunt utilizate In cartografie si inginerie.

Simplificare regionala:

Cvasigeoidul este utilizat mai frecvent in aplicatii regionale, unde precizia
ridicatd a modelului geoidului nu este necesara, dar trebuie mentinuta o corelatie

gravitationala buna.

Utilizari ale cvasigeoidului

1.

Transformarea altitudinilor elipsoidale:

Sistemele globale, cum ar fi GPS, oferd altitudini in raport cu un elipsoid de
referintd (ex. WGS84). Pentru aplicatii practice, aceste altitudini trebuie
convertite in altitudini normale sau ortometrice, ceea ce se face utilizand
cvasigeoidul.

Cartografie nationala:

In multe tari, cvasigeoidul este folosit pentru sistemele de referinta altimetrica
nationala, deoarece acesta poate integra mai bine datele topografice locale.
Proiecte de inginerie civila:

Cvasigeoidul ajutd la stabilirea precisd a indltimilor pentru proiecte precum

constructia de drumuri, cai ferate, baraje si alte infrastructuri.
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4. Aplicatii regionale si locale:
e (Cvasigeoidul este adaptat pentru regiuni mai mici, oferind o solutie mai practica

decat un model geoid global, care poate fi prea complex.

Relatia intre elipsoid, geoid si cvasigeoid
e Elipsoidul de referintd: O suprafatd matematicd simplificatd, utilizata ca baza
pentru sistemele de coordonate globale (ex. WGS84).
e Geoidul: O reprezentare fizica a formei Pamantului, care urmeaza nivelul mediu
al marii si este influentata de distributia maselor interne.
e (vasigeoidul: O aproximare matematica a geoidului, optimizata pentru calcule
altimetrice si aplicatii regionale.
Cvasigeoidul este un concept intermediar intre elipsoid si geoid, fiind utilizat pentru a oferi
solutii practice in masuratori si aplicatii locale. Desi este mai putin precis decat geoidul in ceea
ce priveste descrierea detaliatd a campului gravitational, cvasigeoidul este preferat in multe

situatii datorita simplitatii si eficientei sale.

Teluroidul

Teluroidul se defineste ca fiind tot o forma de geoid a Terrei, mai exact un aspect specific al
acestuia: S-a observat ca turtirea geoidului este mai pronuntata la Polul Sud decat la Polul Nord
s1 mai pronuntatd la latitudinile medii din emisfera nordicd decét la latitudinile medii din
emisfera sudica. Deci Pamantul ar semana cu o para, forma botezata terroid sau teluroid. Este
foarte interesant faptul ca turtirile terroidului apar la latitudinile unde predomind continentele,
iar bombdrile apar la latitudinile unde predomina bazinele oceanice. Probabil acestea din urma
sunt mai predispuse la centrifugare.

Teluroidul este definit ca suprafata a cdrei inaltime deasupra elipsoidului geocentric de referinta

este egald cu indltimea terenului deasupra geoidului in orice punct al sau.

Teluroidul este un concept geodezic utilizat pentru a descrie o suprafatd intermediara intre
geoid si elipsoid, avand ca scop reprezentarea matematicd a formei Pamantului prin metode
simplificate. Acesta este utilizat mai ales in contextul transformadrilor altimetrice si al

aplicatiilor geodezice regionale.

Teluroidul este o suprafatd definitd matematic, care urmareste indeaproape geoidul, dar nu

coincide complet cu acesta. Diferenta constd in faptul ca teluroidul este o aproximare bazata
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pe pozitionarea unui punct de observatie pe suprafata fizica a Pamantului, fiind utilizat pentru

calcule mai rapide si simplificate.

Caracteristici principale

1.

Legatura cu alte suprafete geodezice:

Teluroidul este pozitionat intre elipsoidul de referinta si geoid.

Spre deosebire de geoid, care este definit de nivelul mediu al marii si de campul
gravitational, teluroidul este mai apropiat de suprafata topografica reald a
Pamantului.

Rol matematic:

Teluroidul este utilizat in geodezie pentru a aproxima geoidul si a simplifica
calculele legate de campul gravitational si altitudini.

Este determinat prin corectii aplicate altitudinilor normale sau ortometrice in
raport cu geoidul.

Utilizare regionala:

Teluroidul este cel mai frecvent utilizat in regiuni cu variatii topografice
semnificative, unde o reprezentare exactd a geoidului este dificila sau inutila

pentru aplicatiile practice.

Diferente intre elipsoid, geoid, teluroid si cvasigeoid

1.

Elipsoidul de referinta:
O suprafatd matematicd simpla, utilizata pentru sisteme globale de coordonate.

Exemple: WGS84, GRS80.

Geoidul:

O suprafata fizica, care corespunde nivelului mediu al marii extins pe toata
planeta, influentatd de cdmpul gravitational al Pamantului.

Cvasigeoidul:

O aproximare matematicd a geoidului, utilizatd pentru aplicatii regionale si
pentru transformarea altitudinilor elipsoidale in altitudini normale.

Teluroidul:

O suprafatd intermediard intre elipsoid si geoid, mai apropiatd de suprafata
fizica a Pamantului. Este folosit pentru calcule simplificate, mai ales in studiile

topografice.

Aplicatiile teluroidului
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1. Corectarea altitudinilor:
e Utilizat in transformarea altitudinilor normale sau elipsoidale in raport cu
nivelul mediu al marii.
2. Aplicatii regionale:
e Teluroidul este folosit pentru calcule geodezice in zone cu topografie complexa
sau in situatiile 1n care geoidul este dificil de determinat.
3. Geodezie practica:
. Este important in proiectele de inginerie civild, cartografie si alte aplicatii care
necesitd masuratori altimetrice precise.
Teluroidul este un concept geodezic util pentru reprezentarea simplificatd a relatiei dintre
suprafata fizica a Pamantului, geoid si elipsoid. Prin aceasta aproximare matematica, el permite
corectarea altitudinilor si simplificarea calculelor geodezice, mai ales in aplicatii regionale sau

in zone cu variatii topografice semnificative.

Planul de proiectie. In retelele de triangulatie de indesire, datorita numarului extrem de mare
al punctelor, nu se mai pot folosi comod calculele pe elipsoid sau pe sfera medie, fiind necesara

adoptarea unei suprafete plane, prin adoptarea unui anumit sistem de proiectie cartografica.

Planul de proiectie este o suprafatd geometrica pland utilizata in cartografie si geodezie
pentru a reprezenta suprafata curba a Pamantului intr-un sistem bidimensional. Este un element
esential al proiectiilor cartografice, care transforma coordonatele de pe suprafata sferica sau

elipsoidald a Pamantului in coordonate plane, utilizabile pentru realizarea hartilor.

Planul de proiectie este utilizat pentru a reprezenta punctele, liniile si suprafetele
Pamantului intr-un mod convenabil pentru masurdtori, analize si reprezentari vizuale. Alegerea

planului de proiectie influenteaza direct:

1. Acuratetea masuratorilor.
2. Tipul de deformari (de arii, distante, unghiuri) care apar in urma proiectiei.

3. Domeniul de aplicare al hartii (local, regional, global).
Tipuri de planuri de proiectie

In functie de geometria utilizata, planul de proiectie poate fi configurat in mai multe moduri:

1. Plan tangential
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. Planul este tangential la suprafata Pamantului intr-un punct sau de-a lungul unei
linii (meridian sau ecuator).
. Utilizare: Proiectii azimutale sau polare.
2. Plan secant
. Planul intersecteaza suprafata elipsoidului sau sferei de referintd, reducand
deformarile pe regiuni mai mari.
. Utilizare: Proiectii conice si cilindrice.
3. Plan echidistant
. Se pastreaza o distantd constantd de la un punct central (de exemplu, in

proiectiile azimutale echidistante).

Tipuri de proiectii in functie de planul de proiectie
1. Proiectii azimutale
. Planul de proiectie este perpendicular pe axa care trece prin centrul Pamantului.
. Utilizate pentru regiuni circulare mici, cum ar fi zone polare.
2. Proiectii cilindrice
. Planul de proiectie este o suprafatd cilindrica tangentiald sau secanta fata de
Pamant.
. Utilizate pentru reprezentarea zonelor ecuatoriale sau a intregului glob (ex.

proiectia Mercator).

3. Proiectii conice
. Planul de proiectie este o suprafata conicd plasatd deasupra elipsoidului sau
sferei Pamantului.

. Utilizate pentru zone aflate intre poli si ecuator (de exemplu, proiectia Lambert).

Proprietati asociate planului de proiectie

1. Scara

. Reprezinta raportul dintre distantele de pe plan si cele de pe suprafata reald a
Pamantului.

. Planul de proiectie este selectat pentru a minimiza deformarile pe o anumita
regiune.

2. Deformarile
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. Orice proiectie introduce deformari (ale ariei, unghiurilor sau distantelor).
Planul de proiectie influenteaza natura acestor deformari.

3. Orientarea

. Planul poate fi orientat in functie de punctul central sau zona de interes (poli,
ecuator, regiuni continentale).

Alegerea planului depinde de:

1. Dimensiunea zonei reprezentate:
. Harti globale (proiectii cilindrice).
. Harti regionale (proiectii conice).
. Harti locale (proiectii azimutale).

2. Tipul de aplicatie:

. Navigatie maritima si aeriand: proiectii conforme (preserva unghiurile).
. Cartografie tematica: proiectii echivalente (preserva ariile).

3. Forma zonei de interes:

. Zone lungi si inguste: proiectii conice.

. Zone circulare: proiectii azimutale.

Exemple de utilizari practice

1. Sistemele de coordonate nationale:

. Sistemul Stereo70 in Romania foloseste o proiectie pland stereografica pentru
cartografierea nationala.

2. Cartografie tematica:

. Harti climatice, geologice sau agricole care necesitd anumite tipuri de
conservare (ariile sau distantele).

3. Navigatie:

. Proiectia Mercator este folositd frecvent pentru hartile maritime, datorita
capacitatii de a conserva unghiurile.

Planul de proiectie este un element fundamental in realizarea hartilor si in analiza
geospatiala. Alegerea corectd a acestuia asigura o reprezentare adecvatd a suprafetei
Pamantului, minimizand deformadrile si optimizand aplicabilitatea hartilor in functie de

scopurile practice.
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Din anul 1951, in tara noastra a fost folosit sistemul de proiectie conforma Gauss —
Kruger, suprafata tarii fiind cuprinsa in fusele 34 si 35 cu meridianele axiale de 21° si 27°, iar

din anul 1970 s-a trecut la proiectia stereografica 1970 .

1.4 Unitati de masura utilizate in geodezie

Sistemul international de unitati

Pentru unificarea unitatilor de masura utilizate in diferitele domenii ale fizicii, in 20 mai
1875, 17 tari au creat Conventia Metrului (in 1997 Conventia numara 48 de state printre care

si Romania).

Reprezentantii tarilor membre ale Conventiei Metrului se intrunesc periodic (de regula la patru
ani) in Conferinta Generala de Masuri si Greutiti (CGPM — Conférence Générale de Poids
et Mesures) care adopta rezolutii privind unitatile de masura. De asemenea, CGPM numeste
Comitetul International de Masuri si Greutati (CIPM — Comité International de Poids et
Mesures), format in prezent din 18 persoane reprezentand diferite state membre ale Conventiei
Metrului. Principala misiune a CIPM consta in asigurarea unificarii la nivel mondial a unitatilor
de masura, actionand direct, sau prin propuneri supuse CGPM. De asemenea, sub autoritatea
CIPM se afla Biroul International de Masuri si Greutati (BIPM — Bureau International de Poids
et mesures), un ansamblu de laboratoare de cercetdri in domeniul metrologiei, avand sediul in

Sévres —Paris, sustinut financiar de tarile membre ale Conventiei Metrului.

Sistemul International de Unitati (SI), utilizat in aproape toate tarile lumii, a fost adoptat de
CGPM la intrunirea din anul 1960 si a cunoscut mai multe modificari ulterioare, mai ales in

definitia unitdtilor de masura, pentru a raspunde progreselor tehnologice si necesitatii eliminarii

IR

Unitatile SI sunt impartite in doua clase:

1.Unitatile de bazd (Tabelul 11.1), in numar de sapte, considerate independente din

punct de vedere dimensional;

2. Unitatile derivate (Tabelul 11.2), formate prin combinarea unitdtilor de baza,

conform relatiilor algebrice care leagd marimile respective.

Unele unitati derivate (Tabelul 11.3) au denumiri si simboluri proprii, care pot fi utilizate in

locul celor formate prin combinarea denumirilor si simbolurilor unitatilor de baza. Pentru
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scrierea unitatilor SI se folosesc simboluri (tabelele 11..1, 11..2, 11.3). Pentru formarea
multiplilor si submultiplilor zecimali ai unitatilor SI se folosesc prefixe SI (Tabelul 11.4). In
utilizarea denumirilor, simbolurilor si prefixelor unitatilor de masura trebuie respectate mai

multe reguli specifice:
*Simbolurile unitatilor nu sunt urmate de punct (nu sunt prescurtari);

*Denumirile unitatilor se scriu cu litere latine mici, chiar daca provin din nume proprii (newton,

pascal, watt, hertz, kelvin, joule, amper etc.);
*Simbolurile se scriu cu litere latine drepte mici, daca nu deriva dintr-un nume propriu
(m - metru, s - secunda, cd - candela, rad - radian, t - tona etc.);

*Prima (sau unica) litera a unui simbol se scrie cu litere latine drepte mari, daca deriva dintr-
un nume propriu (K - kelvin, A - amper, V - volt, W - watt, Wb - weber, N - newton, J - joule,

Pa - pascal, T - tesla etc.);

3 9

«Pentru ,,patrat” si “cub” se utilizeazi cifrele %si respectiv,’ “ridicate” (de exemplu, se scrie

km? si nu kmp);

*Produsul a doua unitati se noteaza folosind semnul ” *” (de exemplu, pentru amper ora se scrie

A-h sinuAh);
*Raportul a doud unitati se noteaza folosind semnul »/”” sau puteri negative de exemplu, m/s?
sau m-s7?);

*Simbolul unitatii se separa printr-un spatiu de numarul de dinaintea sa (de exemplu, 1,324 m

si nu 1,324m).
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Unitatile SI de baza Tabelul 1.2
Mairimea de | Numele | Simbolul Definitia unitatii
baza unitatii
Lungime metru m Lungimea traseului parcurs de lumina in vid in
1/299792458 dintr-o secunda
Masa kilogram kg Masa prototipului international sub forma unui
cilindru din platina-iridium, pastrat in
laboratoarele BIPM
Timp secunda s Durata necesara producerii a 9192631770
perioade a radiatiei corespunzatoare trecerii
intre doud nivele hiperfine ale starii
fundamentale a atomului de cesiu 133
Curent electric amper A Intensitatea unui curent care, mentinut intre doi
conductori paraleli cu distanta de 1 m intre ei,
produce o fortd de 2-10~" newton pe metru
Temperatura kelvin K 1/273,17 din temperatura termodinamicd a
termodinamica punctului triplu al apei
Cantitate de mol mol Cantitatea de materie confinand atatea entitdfi
substanta elementare (atomi, molecule, ioni, electroni
etc.), cati atomi sunt in 0,012 kg.de carbon 12
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Intensitate

luminoasa

candela cd

Intensitatea luminoasa, intr-o directie data, a
unei surse care emite o radiatiec monocromatica
cu frecventa de 540-10" hertzi si a cirei
intensitate energetica n aceasta directie este de

1/683 wati pe steradian

Unitdati §i derivate (exemple) Tabelul 1.3
Marimea derivata Numele unitatii Simbolul
arie metru pitrat m?
volum metru cub m?
viteza metru pe secunda m/s
acceleratie metru pe secunda la m/s?

patrat

Unitdati si derivate, avdnd denumiri §i simboluri proprii (exemple)

Tabelul 1.4.

Mairimea derivata Numele Simbolul Expresia in unitati SI de baza
unitatii
unghi plan radian rad m-m™
unghi solid steradian ST m?.m™
frecventa hertz Hz g™t
forta newton N m-kg-s~
presiune, tensiune pascal Pa m™*.kg-s?
mecanica
Energie, lucru joule J m? -kg-s
mecanic, cantitate
de caldura
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Putere, flux watt \\Y% m2 . kg -s -3
energetic
Prefixe pentru multiplii si submultiplii unitéilor SI Tabelul 1.5
Factorul de | Prefixul | Simbolul | Factorul | Prefixul Simbolul
multiplicare de
multiplica
re

10%4 yotta Y 107! deci d

10°! zetta Z 102 centi c

108 exa E 103 mili m

10" peta P 10 micro n

102 tera T 10° nano n

10° giga G 10712 pico p

10° mega M 1071 femto f

103 kilo k 10718 atto a

10? hecto h 102! zepto z

10! deca da 1024 yocto y

1.4.1 Unitati de masura in afara sistemului international

In activitatea practica se utilizeaza unitati care nu fac parte din SI, dar sunt larg raspandite

si au un rol deosebit de important. O parte dintre aceste unitati sunt prezentate in tabelul A.S,

fiind incluse cel mai des in lucrarile topografice si geodezice. Unitdtile ar si hectar, folosite

pentru a exprima aria terenurilor, se numara printre cele nerecomandate in documentele CGPM,

ca si mila marina si nodul, care sunt inca utilizate in navigatia maritima si aeriand ca unitati

de lungime si, respectiv viteza.

In lucrarile topografice si geodezice se masoara si se utilizeazd frecvent marimi

unghiulare. Marea majoritate a instrumentelor folosite in acest scop, folosesc gradele

28




Geodezie Elipsoidala

centesimale (cercul are 400 de grade, unghiul drept are 100 de grade, gradul are 100 de minute,
minutul are 100 de secunde). Incd nu existd o normi oficiald privind simbolurile gradului
centesimal si ai submultiplilor sii. In mai multe publicatii tehnice ca simbol al gradului

centesimal se utilizeazd gon cu submultiplul mgon (I miligon = 10 gon = 10 secunde

centesimale).
Unitéti folosite impreund cu SI Tabelul 1.6
Denumirea Simbolul Echivalenta in unitati SI
minut min Imin =60 s
orad h 1h =60 min = 3600 s
zi d 1d=24h=86400s
grad 0 1°= (7/180) rad
minut : 1'=(1/60)° = (n/10 800) rad
secunda » 17 (1/60) = (/648 000) rad
litru I sau L 1IL=1 dm*=10"m’
Mild marina Imild marind = 1 852 m
nod 1 nod = 1mild marina pe ora = (1 852/3 600) m/s
angstrom A 1A=0,lnm=10""m
ar a 1 a=1dam’=10*m?
hectar ha 1 ha=1hm?= 10*m?

1.4.2 Unitati de masura utilizate in trecut pe teritoriul roméaniei

Pe teritoriul actual al Romaniei s-au folosit in decursul timpului unitati de masura
diverse pentru exprimarea lungimilor i ariilor, situatie Intalnitd, de altfel, in marea majoritate
a tarilor europene. Unele dintre aceste unitdfi, de exemplu stanjenul, au valori diferite in

functie de timp si de aria geografica.

De asemenea, nu a existat o tratare uniforma a multiplilor si submultiplilor. De exemplu, palma
un submultiplu al stdnjenului, a fost subimpartitd, in diferite zone geografice si in diferite

momente istorice, in 8, in 10 sau in 12 degete.

a. Unitati de lungime
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Principalele unitati de masura, utilizate in lucrarile topo-geodezice si cadastrale pentru

exprimarea lungimilor au fost:
*In Tara Romaneasca (Muntenia):

e Stanjenul Serban — Voda, introdus de Principele Serban —Voda Cantacuzino in anul
1681 sau 1684. Initial, stanjenul era divizat in 8 palme, palma in 8, 10, sau 12 degete,
degetul in 10 linii. Dupa 1836 si pana la introducerea sistemului metric, inginerii
hotarnici au adoptat ca subdiviziuni ale stanjenului Serban-Voda, 10 palme, 100 de
degete, 1000 de linii.

e Stanjenul Constantin — Voda, introdus de Principele Constantin Brancoveanu in anul
1700 era divizat in 8 palme, palma in 8 sau in 10 degete, degetul in 10 linii. A cunoscut
o utilizare relativ limita.

+in Moldova:

e Stanjenul moldovenesc (sau stanjenul gospod), introdus dupa anul 1700. Era divizat
in 8 palme, palma in 8 palmace, palmacul in 12 linii.

*In Transilvania si Bucovina s-au utilizat unitati austriece:

e Stanjenul austriac (sau klafter) era divizat in 6 picioare (sau fuse), piciorul in 12 toli
(zoll), tolul 1n 12 linii, linia in 12 scrupule.

+In Dobrogea s-au utilizat unitati turcesti:

e Arsinul mimarilor (sau stanjenul turcesc) era divizat in 24 parmace, parmacul in 12
haturi, hatul in 12 nohtale.

In tabelul 11.6 este prezentata echivalenta in metri a unititilor de lungime amintite mai sus.

Unitati de lungime utilizate pe teritoriul Romdniei Tabelul 1.7
Provincia Unitatea Echivalenta Multipli si submultipli
(metri)

palma = 1/10 stanjeni

stanjen 1,9665 deget = 1/10palme

Tara Serban - Voda linie = 1/10degete

Romaneasca

prdjind = 3stanjeni
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Provincia Unitatea Echivalenta Multipli si submultipli
(metri)
palma = 1/8 stanjeni
stanjen 2,020 deget = 1/8 palme
Constantin  — linie = 1/10 degete
Voda = —
prdjind = 3 stanjeni
palma = 1/8 stanjeni
palmac = 1/8 palme
Moldova stanjen 2,230 linie = 1/12 palmace
gospod e
prajina = stanjeni
picior = 1/6 stanjeni
tol = 1/12 picioare
Transilvania | stinjen 1,896484 | linie = 1/12 toli
si Bucovina | austriac —
scrupul = 1/12 linii
prajind(ruth) =
10 picioare
mild austriaca = 4000 stanjen
stanjen parmac = 1/24 stanjeni
t
Hreese 0,758 hat = 1/12 parmace
arsinul
Dobrogea (ars nohtala = 1/12 haturi
mimarilor)
arsin  (cotul 0,680 rup = 1/8 arsini
bazarului)

ghirahad = 1/2 rupi
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b. Unitati de arie
Unitatile de arie utilizate in trecut pe teritoriul Romaniei sunt, de reguld, derivate din

unitatile de lungime adoptate in perioadele si provinciile respective.
+In Tara Romaneasca (Muntenia):

e Pogonul, este unitatea de arie corespunzatoare unui dreptunghi cu lungimea de 24
prajini (72 stanjeni) si cu lagimea de 6 prdjini (18 stanjeni), adica 1296 de stanjeni
patrati.

e Prijina pogoneasca, este unitatea de arie corespunzitoare unui dreptunghi cu
lungimea de 6 prdjini (18 stinjeni) si cu latimea de 1 prdjina (3 stanjeni), adica 54
stanjeni patrati, respectiv 1/24 pogoane.

+in Moldova:

e Falca (sau falcea), este unitatea de arie corespunzatoare unui dreptunghi cu
lungimea de 80 prajini (240 stanjeni) si cu latimea de 4 prdjini (12 stinjeni), adica
2880 stanjeni patrati.

e Prijina filceasca, este unitatea de arie corespunzatoare unui patrat cu latura de 2

prajini (6 stanjeni), adica 36 stanjeni patrati, respectiv 1/80 falci.

*In Transilvania si Bucovina:

Tugarul (sau jugarul), este unitatea de arie corespunzatoare unui patrat cu latura de 24

prdjini (40 stanjeni), adica 1600 stanjeni patrati.
+n Dobrogea:

Donumul, este unitatea de arie corespunzdtoare unui patrat cu latura de 40 stanjeni,

adica 1600 stanjeni patrati.
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Unitati de arie utilizate pe teritoriul Romadniei Tabelul 1.8
Provincia Unitatea | Echivalenta Submultipli

Tara pogon 5011,790 prajina pogoneasca = 1/24 pogoane
Romaneasca — -

stanjen patrat = 1/1296 pogoane
Moldova falca 14321,952 prajina falceasca = 1/80 falci

stanjen patrat=1/2880 falci
Transilvania i | iugar 5754,618 stanjen patrat = 1/1600 iugare
Bucovina
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1.5 Domenii de aplicare ale geodeziei elipsoidale

Geodezia elipsoidala reprezintd ramura geodeziei care utilizeaza elipsoidul de referinta
pentru a descrie forma Padmantului si pentru a realiza masuratori precise in raport cu acest
model matematic. Aceasta disciplind are o gama largd de aplicatii practice si stiintifice,
contribuind la dezvoltarea mai multor domenii.

1. Sisteme de coordonate globale si nationale

. Definirea sistemelor de referinta:

. Geodezia elipsoidald sta la baza stabilirii sistemelor globale de coordonate,
precum WGS84 (utilizat de GPS), sau a sistemelor nationale, cum este ETRS89 in Europa.

. Elipsoidul permite conversia coordonatelor tridimensionale intr-un sistem
bidimensional utilizabil pentru cartografie.

. Navigatie si pozitionare globala:

. Toate sistemele moderne de pozitionare prin satelit (GPS, Galileo, GLONASS)
folosesc modele elipsoidale pentru determinarea pozitiei exacte pe suprafata Pamantului.

2. Cartografie

. Proiectii cartografice:

. Geodezia elipsoidald este utilizatd pentru realizarea hartilor precise, prin
transformarea coordonatelor tridimensionale de pe elipsoid in coordonate plane (folosind

diverse proiectii cartografice).

. Acest lucru permite crearea hartilor tematice, topografice si geologice.
. Retele cartografice nationale:
. Majoritatea hartilor nationale folosesc elipsoidul ca suprafatd de referinta, ceea

ce permite o reprezentare unitara si standardizatd a teritoriului.

3. Infrastructuri geospatiale si Sisteme de Informatii Geografice (GIS)

. Integrarea datelor geospatiale:

. Modelele elipsoidale sunt fundamentale in GIS, unde datele din surse diferite
trebuie integrate pe un sistem unitar.

. Permite analiza si reprezentarea informatiilor spatiale pentru planificarea
urband, agriculturd, transporturi etc.

. Analiza geospatiala:

. Geodezia elipsoidala ajuta la calcularea distantelor, ariilor si unghiurilor pe

suprafata Pamantului cu precizie mare, contribuind la studiile spatiale si planificare.
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4. Navigatie si transport
. Navigatie aeriand i maritima:
. Modelele elipsoidale permit determinarea traseelor optime, precum liniile

ortodromice (cele mai scurte trasee intre doud puncte de pe glob).

. Sunt utilizate in planificarea rutelor aeriene si maritime.
. Transport terestru:
. Modelele geodezice bazate pe elipsoid sunt folosite In construirea retelelor de

drumuri si cdi ferate, unde este necesara alinierea cu precizie.
5. Geodezia satelitara
. Determinarea pozitiei satelitilor:
. Orbitele satelitilor sunt calculate in raport cu un elipsoid de referintd, ceea ce
permite pozitionarea exacta in sistemele de navigatie globala.
. Masurdtori gravitationale:
. Elipsoidul este folosit ca referinta pentru a analiza variatiile gravitatiei si pentru
a crea modele ale geoidului si cvasigeoidului.
6. Aplicatii militare si securitate
. Pozitionare si cartografiere:
. Sistemele militare de ghidare si cartografiere folosesc geodezia elipsoidala

pentru stabilirea precisd a coordonatelor si a distantelor.

. Analiza campului de vizibilitate:
. Calcularea liniei de vizibilitate pentru aplicatii radar, sisteme de aparare si
comunicatii.

7. Studii climatice si schimbari globale
. Monitorizarea nivelului marii:
. Geodezia elipsoidald permite corelarea masuratorilor altimetrice satelitare cu
elipsoidul de referinta pentru a monitoriza variatiile nivelului marii.
. Deformari ale scoartei terestre:
. Utilizarea modelelor elipsoidale in analiza miscarilor tectonice si a efectelor
cutremurelor sau vulcanismului.

8. Aplicatii ingineresti si constructii

. Delimitarea si masurarea terenurilor:

. Modelele elipsoidale sunt esentiale pentru cadastru si masuratori de teren
precise.

. Constructii de infrastructura:
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. Proiectele de constructie, precum barajele, podurile si tunelurile, folosesc date
elipsoidale pentru alinierea si pozitionarea exacta.
9. Explorarea resurselor naturale
. Explorari geologice:
. Geodezia elipsoidala este utilizata in studierea zacamintelor de petrol, gaze
naturale sau minerale, prin corelarea datelor gravitationale si magnetice.
. Planificarea exploatarii resurselor:
. Permite pozitionarea corectd a instalatiilor de extractie si evaluarea impactului
asupra mediului.
10. Educatie si cercetare
. Studii academice:
. Modelele elipsoidale sunt utilizate in geodezie, geofizica si alte stiinte
Pamantului pentru a studia structura si dinamica planetei.
. Cercetare stiintifica:
. Geodezia elipsoidala contribuie la modelarea campului gravitational, la
intelegerea miscarilor crustale si la Tmbunatétirea sistemelor globale de pozitionare.
Geodezia elipsoidald este esentiala pentru numeroase domenii de activitate, de la navigatie si
cartografie pand la constructii si cercetari stiintifice. Prin utilizarea modelului elipsoidal,
permite masuratori extrem de precise si optimizarea aplicatiilor geospatiale intr-o lume din ce

in ce mai dependentd de tehnologia pozitionarii globale.

1.6 Importanta modeldrii precise a Paméantului

Modelarea precisd a Pamantului este esentiala pentru intelegerea, reprezentarea si
utilizarea corectd a datelor geospatiale. Deoarece Pamantul nu este perfect sferic, ci un geoid
cu variatii topografice si gravitationale complexe, o modelare adecvatd este fundamentala
pentru aplicatii stiintifice, economice si sociale.

1. Navigatie s1 Pozitionare Globala

. Sisteme de pozitionare prin satelit (GPS, Galileo, GLONASS):

. Aceste sisteme depind de modele precise ale Pamantului, cum ar fi elipsoidul
de referinta (WGS84), pentru a oferi coordonate exacte.

. Fara o modelare precisd, erorile de pozitionare ar putea depasi zeci de metri,
afectand aplicatii precum navigatia auto, aeriand si maritima.

. Rutare optima:

36



Geodezie Elipsoidala

. Determinarea rutelor cele mai scurte (de exemplu, ortodromice) necesita un

model precis al Pamantului.

2. Cartografie si Sisteme de Informatii Geografice (GIS)
. Crearea de harti exacte:
. Modelele precise ale Pamantului sunt fundamentale pentru proiectarea hartilor

care sd minimizeze deformarile in functie de scopul lor (ex. pastrarea ariilor, distantelor sau

unghiurilor).
. Analize geospatiale:
. In GIS, datele din diferite surse trebuie integrate intr-un sistem comun bazat pe

un model precis al Pamantului.

3. Monitorizarea Schimbarilor Globale
. Schimbari climatice:
. Modelarea Pamantului permite monitorizarea variatiilor nivelului marii,
retragerii ghetarilor si altor fenomene asociate schimbarilor climatice.
. Monitorizarea tectonica:
. Precizia modelelor este esentiald pentru observarea miscarilor placilor
tectonice, predictia cutremurelor si analiza deformarilor crustale.
4. Aplicatii in Inginerie si Constructii
. Proiecte de infrastructura:
. Construirea drumurilor, podurilor, cailor ferate si barajelor necesita date precise
despre forma si dimensiunile Pdmantului pentru planificare si executie.
. Delimitarea terenurilor:
. Cadastrul si masurdtorile topografice se bazeaza pe modele geodezice precise

pentru a evita conflictele legate de proprietate.

5. Geodezia Satelitard si Gravimetria
. Masuratori ale campului gravitational:
. Modelarea Pamantului este necesara pentru determinarea variatiilor campului
gravitational, ceea ce contribuie la studiile geofizice si la intelegerea structurii interne a
planetei.

. Orbitele satelitilor:
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. Calcularea exacta a traiectoriilor satelitilor si a altitudinii lor depinde de un

model precis al formei Pamantului.

6. Dezvoltarea si Managementul Resurselor
. Explorarea resurselor naturale:
. Modelele precise ale Pamantului ajuta la localizarea zacamintelor de petrol,
gaze si minerale.
. Agricultura si utilizarea terenurilor:
. Planificarea utilizarii terenurilor si gestionarea resurselor agricole necesita date

altimetrice si topografice corecte.

7. Securitate si Aplicatii Militare
. Navigatie militara:
. Modelele precise sunt esentiale pentru calcularea traiectoriilor, ghidarea
rachetelor si operatiunile de recunoastere.
. Simulari strategice:
. Planificarea operatiunilor militare depinde de harti si date precise bazate pe

modele exacte ale Pamantului.

8. Cercetare Stiintifica si Educatie

. Intelegerea proceselor planetare:

. Modelele Pamantului sunt esentiale pentru studiile geofizice, climatice si
tectonice.

. Educatie si instruire:

. Utilizarea modelelor precise ajutd la Invatarea conceptelor de baza din

geografie, geodezie si alte stiinte ale Pamantului.

9. Aplicatii Economice si Sociale
. Planificare urbana:
. Modelele geodezice ajutd la planificarea oraselor si la implementarea
infrastructurilor moderne.

. Gestionarea dezastrelor naturale:
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. Hartile bazate pe modele precise sunt utilizate pentru evaluarea riscurilor si

planificarea masurilor de interventie in caz de inundatii, alunecari de teren sau cutremure.

10. Standardizare Globala

. Compatibilitatea internationala:

. Modelele precise permit standardizarea sistemelor de coordonate la nivel
global, facilitand cooperarea intre tari si organizatii.
Modelarea precisd a Pamantului este cruciala pentru multiple domenii, de la navigatie si
infrastructura la cercetare stiintifica si securitate. Aceasta asigurd acuratete, interoperabilitate
si eficientd, contribuind la dezvoltarea durabila a societatii. Fara o reprezentare exacta a formei
si dimensiunilor Pamantului, multe dintre tehnologiile moderne si procesele economice ar fi

mult mai dificil de realizat.
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CAPITOLUL 2.

ELIPSOIDUL DE REFERINIA

In cadrul cursurilor de geodezie, elipsoidul este un subiect central, fiind folosit pentru
a modela forma Pamantului cu mai mare precizie decat un model sferic. Elipsoidul de referinta,
numit si elipsoid geodezic, este ales astfel Tncat sa se apropie cit mai mult de forma reald a

Pamantului, tindnd cont de aplatizarea sa la poli.

Elipsoidul este o suprafatd matematica tridimensionald, utilizata in geodezie, geofizica
si alte stiinte ale Pamantului pentru a aproxima forma Pamantului. Este o generalizare a sferei,
avand raze diferite pe directia ecuatoriald si polara, ceea ce 1i confera o forma usor turtita la

poli.
Definitia matematica a elipsoidului

Un elipsoid poate fi definit prin ecuatia generala:

2 y2 g2
2 Tatpr=!
unde:
. a- este semiaxa mare (raza ecuatoriald),
. b - este semiaxa mica (raza polard),
. X, Y, Z - sunt coordonatele unui punct de pe suprafata elipsoidului.

Elipsoidul utilizat in geodezie este un elipsoid de rotatie, generat prin rotatia unei elipse

in jurul axei sale minore.
Tipuri de elipsoizi

1. Elipsoidul de rotatie: -este utilizat in geodezie, fiind o aproximare simplificatad a formei
reale a Pamantului.
2. Elipsoidul triaxial: este o forma mai complexa, cu trei axe inegale (a # b # c), utilizat

mai rar.
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2.1 Parametrii elipsoidului de rotatie. Legaturi intre parametri

Pentru prezentarea formulelor si dezvoltarilor ulterioare este necesara prezentarea

parametrilor geometrici prin care se poate defini, un elipsoid de rotatie (Fig. 2.1.):

Reprezentarea 3D a elipsoidului sub forma de wireframe

- Raza ecuatoriala (a)
- Raza polara (b)

991

(13PwW) Z exy

Fig. 2.1. Reprezentarea elipsoidului de referinta sub forma wireframe

1. a — semiaxa mare (raza ecuatoriald);
(2.1)

2. b — semiaxa mica (raza polard);

(2.2)

a-b . ..
3. f = —— turtirea geometrica;
a

(2.3)

4. E =+/a*—b* — excentricitatea liniara; (2.4)
a’-b’

5. e= PR prima excentricitate (numerica); (2.5)
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2 2
la’—b . o
6. €= T a doua excentricitate (numericd); (2.6)

2
7. c= % —raza de curbura polara. 2.7)

Observatie: Turtirea - este 0 masura a gradului de aplatizare a elipsoidului la poli si se

calculeaza ca diferenta relativa dintre semiaxa mare (a) si semiaxa mica (b).

Excentricitatea este o altd masurd a devierii elipsoidului de la o forma sferica si este

legata de aplatizare.
Excentricitatea elipsoidului masoara cat este de turtit elipsoidul .

Elipsoidul de rotatie poate fi definit prin doi parametri geometrici, dintre care unul
trebuie sa fie liniar (lungime). Primii trei parametri se mai numesc si parametri principali. In

lucrari mai dezvoltate se utilizeaza si alti parametri geometrici.

Intre parametrii geometrici ai elipsoidului de rotatie se pot stabili cu usurinti

urmatoarele relatii principale de legatura:

b=a(l-f); (2.8)

b? =a?(1-e?); 2.9)

f=1-1-e* =1+ /ﬁ; (2.10)
e!Z

e’ =2f —f? =T (2.11)

o2 2f —f2 ¢

L 2.12)
a a b 12
e =1_e2:b(1+e ); 2.13)
e=E, (2.14)
a
e’:%; (2.15)
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Prin dezvoltari in serie se obtine de asemenea:

f:%+—+...: —— ... (2.16)

Elipsoidul de referinta, este elipsoidul folosit la un moment dat, intr-o tara sau in mai
multe tari, pentru rezolvarea problemelor geodezice. Acesta este un elipsoid de rotatie cu turtire
micd la poli. Reamintind ca parametrii geometrici ai elipsoidului de rotatie au fost definiti
anterior, in Tabelul 3.1. se prezinta valorile numerice ale parametrilor a si f pentru elipsoizii de
referintd care au fost utilizati in decursul anilor in tara noastra, precum si pentru elipsoidul
caracteristic Sistemului Mondial de Referinta WGS-84 folosit actualmente in geodezia cu

sateliti.
2.2 Modele de elipsoizi utilizate in geodezie

Fiecare elipsoid de referintd are dimensiuni specifice care se potrivesc cu anumite

regiuni sau scopuri. Cele mai cunoscute modele includ:

. WGS84 - utilizat In navigatia globala (inclusiv GPS).

. GRS80 - folosit pentru standardele internationale de geodezie.
. Clarke 1866 - utilizat in Statele Unite in unele aplicatii mai vechi.
Elipsoizi de referinta utilizati in Romania Tabelul
2.1
Semiaxa mare
Denumirea Perioada de
Anul Turtirea numerica
elipsoidului de a utilizare in
determinarii f
referinta Romania
Bessel 1841 6337397.115 1:299.1528 1873 - 1916
Clarke 1880 6378243.000 1:293.5 1916 — 1930
Hayford 1909 6378388.000 1:297.0 1930 - 1951
Krasovski 1942 6378245.000 1:298.3 1951 — prezent
WGS-84 1984 6378137.000 1:298.257223563 | 1990 — prezent
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Importanta elipsoidului in geodezie
In cursurile de geodezie, elipsoidul de referinta este folosit pentru:

e Calculul coordonatelor geografice (latitudine, longitudine, altitudine), esentiale in
cartografie.

e Masuratori de distante si arii: Modelele elipsoidale permit o aproximare mai exacta
a dimensiunilor reale ale Pdmantului.

e Sistemele de coordonate: Pe baza elipsoidului se definesc sisteme de referintd precum

WGS84 (folosit la nivel global, inclusiv in GPS) sau GRS80 (in geodezie).

Cunoasterea parametrilor si caracteristicilor elipsoidului este esentiald pentru specialistii in
geodezie, deoarece toate calculele pentru determinarea pozitiilor, distantelor si altitudinilor

depind de acest model geometric aproximativ al formei Pamantului.
Ecuatiile parametrice ale elipsei meridiane

Ecuatia generala a unui elipsoid de rotatie. exprimata sub forma implicita:

X*+Y? 72

ot 1=0 2.17)

este putin folositd 1n geodezia eliopsoidald. In mod frecvent se opereaza cu ecuatiile

parametrice. in functie de coordonatele geodezice B si L. adica:

X = X(B,L),
Y =Y(B,L), (2.18)
Z=2(B)

Pentru deducerea acestora este util sd se determine. in prealabil. ecuatiile
parametrice ale elipsei meridiane: x =x (B). z=z (B). deoarece legatura dintre coordonatele

X.Y. Z si respectiv x. z (Fig. 2.2) este imediata:

X =xcosL;
Y =ysinL; (2.19)
=12

In formulele de mai sus s-au notat
x=r=0eS"; z=5'S=0S?. (2.20)
Pentru deducerea formulelor de calcul utilizam o figura ajutatoare:
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Fig 2.2. Ecuatiile parametrice ale elipsei meridiane.
Asa cum este cunoscut. ecuatia elipsei meridiane sub forma implicita este:

2 ZZ

f(x,z)::—2+F—1:0. 2.21)

Daca se foloseste un alt parametru geometric 1n locul semiaxei mici:
b =a’(l-e%). (2.22)

rezulta:

x?-+1Z _a2=0. (2.23)

Se prefera formulele parametrice ale elipsei in care intervine singurul parametru al

punctului S (latitudinea geodezica B).

Coeficientul unghiular al tangentei la elipsd in punctul S este:

tg (90° + B) = —ctg B.
(2.24)
Acest coeficient unghiular poate fi exprimat si analitic ca fiind egal cu prima derivata

a functiei (2.18) de doua variabile. Diferentiala totald a acestei functii este:

df :ﬁdx+qdz =0. (2.25)
OX 0z
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Din expresia de mai sus rezulta prima derivata a functiei. a carei semnificatie este panta

tangentei la curba:

dz fx
—=——=—CtgB. 2.26
dx fz g ( )
Sau sub forma:
of
dz X
— = 2.27
oo (227)
0z
Efectuand calculele necesare rezulta:
T o, o 2 (2.28)
OX 0z 1-e
dz 2X x(L—e?)
2 - _ ) 2.29
dx 22 z (2.29)
1-¢?

Din (2.29) si (2.26) se obtine o prima relatie de legatura intre coordonatele x i z:

XA=€) _ g, (2.30)

x(1—e?) = zctgB. (2.31)
Inlocuind acest rezultat in ecuatia (2.23) rezulta:

2 2 A2
x4 X =€) SnB o2 g (2.32)
l-e cos° B

si. in continuare:

x?(cos’ B+sin’B—e*sin®B) =a’cos’ B; (2.33)
x?(L—e*sin’B)=a’cos’B. (2.34)

adica:
x(1—e’sin?B)"? =acosB. (2.35)

Daca se introduce notatia consacrata:
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W = (1-e’sin? B)"2. (2.36)
se obtine:
X = ac\;’\j B (2.37)

Se poate demonstra. dupa calcule simple:

a C
WOy (2.38)
unde functia V este. de asemenea. utilizata frecvent:
V =(1+e?sin?B)"2. (2.39)
In acest fel coordonata x se poate exprima si sub forma:
:ccosB. (2.40)
\Y/

Introducand relatiile (2.27) si respectiv (2.40) in formula (2.31) se obtin expresiile

de determinare a coordonatei z in functie de latitudinea B:

2
7= 868B  17€¢ nB: (2.41)

VJ1-e%sin?B CosB

Y YA AT
=M-sin8:>z:a(l e )smB:c(l e )smB' (2.42)
V1-e?sin’B W \4
In concluzie. ecuatiile parametrice ale elipsei meridiane sunt:
X:acosB:ccosB; (2.43)
wW \

 a2Vei  a2\ei

Z:a(l e)smB:c(l e)smB. (2.44)

W \Y
2.3. Ecuatiile parametrice ale elipsoidului de rotatie

Revenind la observatiile de la inceputul paragrafului anterior si inlocuind in ecuatiile
(2.22) rezultatele obtinute cu relatiile (2.45) si (2.46) se obtin ecuatiile parametrice ale

elipsoidului de rotatie:
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_acosBcosL ccosBcosL

X ;
w \Y

v acosBsin L _ ccosBsin L; (2.45)
W Vv

- _ a(l—e?)sinB _c(1-e°)sinB
w V '
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CAPITOLUL 3.

SISTEME DE COORDONATE UTILIZATE iN GEODEZIA
ELIPSOIDALA

Geodezia elipsoidala utilizeazd mai multe sisteme de coordonate pentru a reprezenta
pozitiile punctelor de pe sau in apropierea suprafetei Pdmantului. Aceste sisteme sunt

fundamentale pentru masuratori precise, cartografie, navigatie si alte aplicatii geodezice.

cercul paralelului

punctului S

X

. .. meridianul punctelor S¢ i S
meridianul origine (al

punctului Greenwich)

Fig. 3.1. Sisteme de coordonate utilizate frecvent in geodezia elipsoidala.
[ata principalele sisteme de coordonate utilizate in geodezie:
3.1 Sistemul de coordonate geografice

Acest sistem se bazeaza pe un elipsoid de referinta si utilizeaza trei coordonate pentru

a localiza un punct:

. Latitudine (¢): unghiul dintre planul ecuatorului si linia care uneste

centrul elipsoidului cu punctul respectiv, masurat in grade (de la -90° la +90°).
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. Longitudine (A): unghiul intre planul meridianului de referinta
(meridianul Greenwich) si meridianul punctului respectiv, masurat in grade (de la -180° la

+180°).

. Altitudine (H): distanta verticald de la suprafata elipsoidului pana la

punctul respectiv, masuratd de obicei in metri.

3.2 Sistemul de coordonate geodezice.

Sistemul de coordonate geodezice este cel mai utilizat in geodezia elipsoidala si se

bazeaza pe elipsoidul de referinta.

a) Latitudinea geodezica — este unghiul format de normala la elipsoid N cu planul
ecuatorului (sensul pozitiv de masurare a latitudinii B este de la ecuator spre normala).
Rezulta ca exista latitudini nordice si respectiv latitudini sudice.

e Valorile variazi intre —90° ( Polul Sud) si +90°( Polul Nord)

b) Longitudinea geodezica — este unghiul diedru format de meridianul punctului St considerat
si meridianul origine.

Meridianul unui punct reprezintd sectiunea determinata prin elipsoid de catre un plan

care trece prin punctul considerat si prin axa polilor PP’.

Ca meridian origine este acceptat unanim meridianul geodezic al observatorului
astronomic Greenwich. Acest observator este utilizat si in astronomie (indeplineste rolul de
origine pentru longitudinile astronomice §i respectiv pentru timp — asa numitul timp universal

notat TU).

e Valorile variazi intre —180° si +180°

Atentie. Coordonatele geodezice B. L nu definesc pozitia in spatiu a punctului S¢ ci
doar a normalei N la elipsoid. Pentru definirea in spatiu a punctului S; mai este necesara o
marime:
c) Altitudinea geodezica HSt :- distanta dintre suprafata elipsoidului si punctul de interes

masuratd de-a lungul normalei la ellipsoid
e Poate fi pozitiva (deasupra elipsoidului) sau negative (sub ellipsoid)

HE =SS, 3.1
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3.3 Sistemul de coordonate carteziene tridimensionale (XYZ)

Acest sistem utilizeaza un sistem de axe carteziene tridimensionale, cu originea in

centrul elipsoidului de referintd. Coordonatele sunt:

. X: distanta punctului fata de planul meridianului de origine.
. Y: distanta fata de planul ecuatorului in directia est-vest.
. Z.: distanta fatd de planul ecuatorului in directia nord-sud (coincide cu

axa de rotatie a Pamantului, orientatd spre Polul Nord).
Pentru simplificarea notatiilor renuntdm la indicele inferior e la sistemul cartezian.

» originea O a sistemului se afld in centrul elipsoidului de referinta;
» axa X si axa Y sunt situate in planul ecuatorului elipsoidului;
» axa X este situatd in meridianul geodezic al celebrului observator astronomic
Greenwich situat in apropierea Londrei (meridianul zero sau meridianul origine);
Prin punctul S; se poate duce o singura normala la elipsoid N . care nu trece prin centrul

elipsoidului decat in urmatoarele cazuri particulare:

e punctul S;se aflain P sau P’;

e punctul S; se afld pe ecuator (deci exista o infinitate de puncte).

> normala N intersecteazi elipsoidul in punctul S.

Observatii:

In geodezia cu satelifi se determina coordonatele carteziene X; Y Z; ale punctului S de

pe suprafata fizica:
X, =0,8; ¥, =0,8; 2, =0,5¢. (3.2)

In geodezia elipsoidali se opereazi cu puncte raportate pe elipsoidul de referinti. de

genul punctului S. ale cdrui coordonate carteziene sunt:
x=0,8";y=0,%; z=0,". (3.3)

Acest sistem este util pentru calcule tridimensionale si este folosit de sistemele de
referintd globale, cum ar fi WGS84, pentru a exprima pozitiile punctelor intr-o forma usor de

transformat in alte sisteme de coordonate.

Relatia cu coordonatele geodezice:
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Coordonatele carteziene (X, Y, Z) pot fi calculate din coordonatele geodezice (¢, A, H)
folosind urmatoarele formule:
X =(N+H)cosg cosiA
Y = (N + H)cos¢ sind (3.4)
Z=[(N(1—e?)+ H)]sing

unde:

*N este raza de curbura a elipsoidului in planul normal (raza mare de curburd)

+e? este prima excentricitate a elipsoidului.

3.4 Sistemele de coordonate locale topocentrice

Acest sistem este utilizat pentru aplicatii locale si este definit in raport cu un punct de

referintd pe suprafata Pamantului.
Componentele coordonatelor topocentrice:

e Nord (N sau X): Directia catre Polul Nord geografic.
e Est (E sau Y): Directia perpendiculard pe Nord, in plan orizontal.

e Zenit (Z): Directia perpendiculara pe suprafata Pdmantului, orientata vertical In sus.

In unele cazuri, se utilizeazi sisteme de coordonate locale, adaptate pentru o anumita
regiune sau tard. Aceste sisteme de coordonate sunt de obicei construite pe baza unui elipsoid
regional de referinta (ex. elipsoidul Krasovsky pentru Europa de Est). Sistemele de coordonate
locale sunt preferate pentru acuratetea pe zone restranse si sunt adesea utilizate in lucrari de

inginerie, cadastru si planificare urbana.

3.4.1 Sistemul ECEF (Earth-Centered, Earth-Fixed)

Acest sistem de coordonate are originea in centrul Pamantului si un sistem de axe fixe
in raport cu planeta. ECEF este utilizat in navigatia prin satelit si in GPS, deoarece ofera o

referinta globala stabila si permite o interfata facild intre datele satelitare si cele terestre.
3.5 Sistemele de referinta globale si locale

Sistemele de referintd definesc pozitia si orientarea elipsoidului de referinta. Exemple

includ:
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e WGS84 (World Geodetic System 1984): sistemul de referintd utilizat in GPS, care
ofera o acuratete ridicata la nivel global.

e ETRS89 (European Terrestrial Reference System 1989): folosit in Europa si fixat
pe placa tectonica europeana.

e NADS83 (North American Datum 1983): utilizat in America de Nord, avand un

elipsoid de referinta adaptat acestei regiuni.
Importanta utilizarii diferitelor sisteme de coordonate

e Navigatie: Sistemele de coordonate geodezice si GPS sunt esentiale pentru navigatie
aeriand, maritima si terestra.

e C(Cartografie: Reprezentarile hartilor se bazeaza pe coordonate geodezice transformate
in coordonate plane prin proiectii cartografice.

e Geodezie spatiald: Sistemele carteziene si ecliptice sunt fundamentale pentru studii
astronomice si orbitale.

e Topografie locala: Sistemul topocentric este utilizat in lucrdri de cadastru si masuratori

detaliate pe teren.

Sistemele de coordonate utilizate in geodezia elipsoidala sunt indispensabile pentru
masuratori precise, analizd geospatiala si reprezentare cartograficd. Alegerea sistemului

depinde de aplicatia specifica, fie ca este vorba de studii globale, regionale sau locale.

Fiecare dintre aceste sisteme de coordonate si de referintd este conceput pentru scopuri si

domenii de aplicare diferite, asigurand flexibilitate si precizie In geodezie si aplicatiile sale.
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CAPITOLUL 4.

RAZELE DE CURBURA

Prin normala N intr-un punct oarecare de pe suprafata elipsoidului pot trece o infinitate

de plane. denumite plane normale (deoarece contin N ). Aceste plane intersecteaza elipsoidul

dupa o infinitate de sectiuni. denumite sectiuni normale.

Sectiunile care nu trec prin normalad (care nu contin normala) se numesc sectiuni
inclinate (ex.: sectiunea perpendiculara pe axa polilor. care intersecteaza elipsoidul dupa cercul

paralel al punctului respectiv).

Dintre sectiunile normale posibile una are raza de curburd maxima si una are raza de
curburd minima; acestea se numesc sectiuni normale principale si au proprietatea de a fi

perpendiculare intre ele.

4.1 Sectiunea meridiana sau Raza mica de curbura (M)
Sectiunea meridiand (care, asa cum se va ardta in continuare are raza de curburd

minima) este reprezentata de meridianul punctului S.

Sectiunea meridiand are forma unei elipse. fiind obfinutd din intersectia planului

meridian cu elipsoidul de rotatie. Raza de curburd a acestei elipse se noteaza cu M:

M = lim A5 95 4.1)
B0 AB dB
in care ds este elementul de arc de elipsa:
ds? = dx* + dz>%. 4.2)

Rezulta astfel:

2 2
M= o + dz . (4.3)
dB dB
Calculul derivatelor necesare in relatia (4.3) se realizeazd prin considerarea

formulelor (4.1) si respectiv (4.2). Astfel. de exemplu. prima derivata din (4.3) este:
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1 3
:—; = a[—sin B(1l—e”sin’® B)?2 +%cos B(L-e®sin?B) 2-2e”sin Bcos B}. (4.4)

Care, dupa transformari simple. devine:

dx _ asinB(l-e?)

B W (4.5)
Analog. se poate calcula si cealalta derivata necesara. rezultand:

g—é = M—s/;ﬁ . (4.6)
In acest fel se poate determina expresia razei de curburi a elipsei meridiane:

M = a(l;ez) . (4.7)

W3

Prin transformari simple se poate deduce expresia:

W? = (1-e*)V?. (4.8)

astfel incat. prin considerarea si a relatiei (4.3) rezulta o alta posibilitate de exprimare a razei

de curbura a elipsei meridiane:

M= (4.9)

Se observa ca raza de curburd a elipsei meridiane creste odatd cu cresterea latitudinii

geodezice B. de la ecuator spre pol.

La ecuator. unde B = 0°. rezulta:

W, =1
, (4.10)
M, =all-e")<a
La pol. unde B = 90°. rezulta:
V.. =1
% (4.11)
Mg, =C>a
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4.2 Sectiunea primului vertical sau Raza mare de curbura (N)

Este reprezentatd de sectiunea normald perpendiculard pe sectiunea meridiana.
Sectiunea primului vertical si sectiunea inclinata. a paralelului in punctul considerat. au aceeasi
tangenta. Se obtine astfel legatura dintre raza de curbura a primului vertical notata cu N si raza
de curbura a paralelului. notata r. legatura care satisface o celebra teorema. a lui Meusnier. din

geometria suprafetelor:
r=NcosB. (4.12)
Deoarece r = x , se obtine 1n continuare. prin utilizarea relatiilor (4.8):

N=——=2_°5 (4.13)
cosB W V

Din cele de mai sus rezultd semnificatia geometricd a razei de curburd a primului

vertical N =SS in Fig. 3.2.

Se observa ca si raza de curburd a primului vertical are o variatie de la ecuator la pol.

crescand in marime odata cu cresterea argumentului B:

La ecuator. unde B = 0°. rezulta:

W, =1
° , (4.14)
N, =a M =a(l-e)<a; M, <N.
La pol. unde B = 90°. rezulta:
Ve =1
” _ _ (4.15)
Ny =C>a; Mg, =¢ Mg, =Ng..

Numai la pol cele doud raze de curburi principale M si N sunt egale. In celelalte situatii

raportul dintre razele de curbura ale sectiunilor normale principale va fi:

%:V2:1+e’20032821. (4.16)

Rezulta N > M. motiv pentru care raza de curburd N a primului vertical se mai numeste

si marea normala.
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Raza de curburd a sectiunii meridiane (M) precum si raza de curburd a sectiunii
primului vertical (N) se pot calcula in functie de parametrii elipsoidului a. e* si de latitudinea

B a punctului S (sunt functii de pozitia punctului pe un anumit elipsoid dat).

4.3 Raza de curbura a unei sectiuni normale oarecari in functie de razele de

curbura principale si azimutul geodezic A

paralelul punctului S

meridianul punctului S

Fig. 4.1 Razele de curbura a sectiunilor normale.
Se considerd un punct S pe elipsoid (situat pe un anumit meridian §i pe un anumit

paralel). Prin acest punct se poate duce normala N la suprafatd (o unica posibilitate). Prin
normala trec o infinitate de plane normale. care intersecteaza elipsoidul dupd sectiuni normale.

fiecare avand o alta raza de curbura.

Azimutul A este unghiul format de curba ¢ (directia SS") cu directia nord a
meridianului. Se poate demonstra formula Euler de calcul a razei de curburd a unei sectiuni

normale. de azimut A:

B MN
Ncos? A+Msin?2 A

(4.17)

A

Din relatia de mai sus se observa ca raza de curbura a unei sectiuni normale oarecare
este exprimatd in functie de azimutul sdu A si. in cazul elipsoidului de rotatie. de curburile

sectiunii meridianului (M) si. respectiv. a primului vertical (N).

) o1 . A
Asa cum este cunoscut. valorile extreme ale functiei — se determina efectuandu-se
A

prima derivata in raport de variabila considerata (A). care se egaleaza apoi cu zero:
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o[ L :i(—ZNcosAsinA+2|v|sinAcosA)=isin 2A(M-N)=0.(4.18)
oA\R, ) MN MN

Rezulta ca valorile extreme ale functiei (4.17) au loc in urmatoarele doua cazuri.

(deoarece MN # 0):
Cazul I:

sin 2A = 0. ceea ce se poate realiza In doua situatii: A = 0% si atunci sectiunea normald avuta in
vedere este sectiunea meridiand §i respectiv pentru A = 100% si atunci sectiunea normala

considerata este sectiunea primului vertical. ceea ce s-a demonstrat in paragraful anterior.
Cazul II:
M = N. situatie intalnita la poli. conform celor demonstrate in paragraful anterior. astfel

incat se poate scrie:

M_ =N, =c=" (4.19)

o o
90 90 b

motivatie pentru care ¢ s-a numit raza de curbura polara (3.1).

Observatie: Din situatia examinata la cazul I. rezultd ca sectiunile normale principale

sunt perpendiculare intre ele.

4.4 Raza de curbura medie Gauss

Media aritmetica a razelor de curbura ale sectiunilor normale care trec printr-un punct
situat pe elipsoid. atunci cand numarul acestor sectiuni tinde catre infinit. se numeste raza

medie de curbura sau raza medie Gauss. notata R:

MN
A=21-AA 2 .2
R = lim Ncos“A+Msin“A (4.20)
AA—0 e ﬁ
AA

Pentru a realiza media aritmeticd din relatia (4.20) utilizdim urmatoarea schita

ajutatoare:
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A=0¢

) A=100¢

)

Fig. 4.2 Raza medie Gauss.

Privind in lungul normalei N care trece prin punctul S. meridianul (A = 08) si primul
vertical (A = 100#) se reprezinta intr-un plan tangent la elipsoid. in acest punct. prin linii drepte.
Celelalte sectiuni normale (de azimut oarecare A;) se reprezintd prin curbe. Intervalul dintre

acestea este considerat finit (mic) AA in Fig 4.2.

La limitd. cand AA — 0. suma din relatia (4.20) se poate inlocui cu urmatoarea

M 1
2
N cos AZdA.
/M
1+ .|—tgA

integrala:

R =

2 _
T

T M N
MN _ 2+vMN j‘ V' N
0

NcosZA+Msin2A oo N cos? A+ Msin? A

oct—p |y
oct— |

4.21)

Pentru calculul ultimei integrale. se introduce urmatoarea schimbare de variabila:

\/EgA —to \/E L A=, (4.22)
N N cos? A

cu corespondenta dintre limitele celor doud variabile A si respectiv t:

= oo, (4.23)
Atunci expresia razei medii Gauss (3.68) devine:

o0

R:z“MNj‘” a :g\/Warctglzzx/W(g—Oj:\/MN. (4.24)

T 9 1+t 1 o T
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Introducand in ultima formula relatiile (4.7) si (4.13). rezulta ca in punctul S considerat.

raza medie Gauss este:

_ a(l—e2)2 =L. (4.25)

R wW? V2

Raza medie Gauss variazd. de asemenea. in functie de latitudinea geodezica B.

inregistrand la fel cu M si N. o crestere de la ecuator (B = 0°) la pol (B = 90°):

. a
R.=b<a; RO:—1:c>a. (4.26)
(1-e*)?

Raza medie Gauss are o aplicabilitate deosebita in geodezie si in cartografia

matematica.
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CAPITOLULS.

ARCE ELEMENTARE

Fie punctele A si Ax (situate pe acelasi meridian) si respectiv A1 si A3z (situate pe acelasi

paralel). asa cum este reprezentat n figura urmatoare:

P'

Fig. nr. 5.1 Arc de meridian si arc de paralel

Se va presupune ca punctele A, A> si A3 sunt finit apropiate. astfel incat arcul de
meridian si-2 (dintre A; si A2) si respectiv arcul de paralel s, (dintre A; si A3) sunt considerate

finit mici si denumite arce elementare.
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5.1 Lungimea arcului de meridian

Un arc de meridian reprezintd o portiune a unei linii de longitudine (meridian) pe

suprafata Pamantului, masurata intre doua puncta.

Lungimea arcului de meridian reprezinta distanta de-a lungul unui meridian (linia
imaginard care leagd Polul Nord si Polul Sud) intre doud puncte aflate la diferite latitudini pe
suprafata Pamantului. Aceasta este o masura esentiald in geodezie si cartografie, pentru cd ajuta
la calculul distantelor precise pe suprafata Pamantului, luand in considerare forma specifica a

Pamantului.
Cum se calculeaza lungimea arcului de meridian?

In practica ,se determind in general, lungimea arcului de meridian dintre doud puncte
de latitudinea cunoscutd ,iar un caz particular este lungimea arcului de meridian plecand de la

ecuator.

Datorita formei elipsoidale a PAmantului, meridianele nu sunt cercuri perfecte, ci elipse.
Aceasta inseamna cd lungimea unui arc de meridian intre doud puncte nu este constantd si
variaza in functie de latitudine. Pentru a calcula lungimea unui arc de meridian, trebuie sa tinem

cont de urmatoarele aspecte:

1. Forma elipsoidului terestru: Pamantul este un elipsoid usor turtit la poli

si bombat la ecuator, avand raze diferite la poli si la ecuator.

2. Elementele elipsoidului: In geodezie, elipsoidul de referinti (de

exemplu, WGS84, folosit in GPS) are doua valori esentiale:

. Semi-axa mare (a): Raza la ecuator.
. Semi-axa mica (b): Raza la poli.
3. Excentricitatea elipsoidului: Acest parametru exprimd diferenta dintre

semi-axa mare i semi-axa mica si influenteaza calculul lungimii arcului de meridian.

Pentru a determina lungimea unui arc de meridian intre doua latitudini, trebuie sa folosim
formule matematice specifice care includ variabile. In mod simplificat, pentru un unghi de
latitudine ¢ sau B, lungimea arcului de meridian S de la ecuator pana la latitudinea ¢ poate fi

aproximata prin integrarea formulei ce tine cont de forma elipsoidului.
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Fig. nr. 5.2 Arc de meridian

M :AAl :AAZ

Se considera elementul de arc al elipsei meridiane (dsm),dintre punctul A1, de

latitudine @ si punctul A2 infinit apropiat de latitudine ¢+de.

Considerand egalitatea se poate stabili lungimea arcului de meridian cuprinsa intre doua

puncte “A1” si “A»” de latitudini “B1” si “B.,”, situate pe elipsoidul de referinta:

S, = fjf ds = f:f MdB (5.1)

Unde: M este raza de curbura a meridianului de latitudine B

Introducand in (5.1) expresia razei mici de curbura se obtine :
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S, , = a(l—ez)j:; (1-€sin B)f% dB (5.2)

Integrala obtinuta poate fi rezolvata, utilizand dezvoltarile in serie ale expresiei de sub

integrald.
Astfel:
(1-esin? B) 7 =1+ (-1) (—§)e S8 | (a2 -3 (———1)e Sin'B
e®sin®B
+(-1)° (——) (——— )(——— 2) +o.=
:1+§e23in2 B+Ee“sin4 B+@e6 sin®B+... (5.3)
2 8 48
Se stie ca:
sin?B=1-—cos2B :>sinZB=%—%COSZB (5.4)
11 31 1
sin“B=| =—=c0s2B | ==—=c0s2B+=cos4B (5.5)
2 2 8 2 8

. . (11 13
sin® B = (sin“ B) +<———COSZB) =<—> +

2 2 2
+3 (%)2 (—%COSZB) +3 (%) (—%COSZB)Z +
+(—§c0523)3=136—;—20052B+1360054B—3%0056B (5.6)

Inlocuind relatiile (5.4), (5.5), (5.6) in relatia(5.3) se obtine:
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-3
(1—e2 sin? B) %2 _ A'-B'cos2B+C'cos4B —
—D'cos6B + E'cos8B...

(5.7)

in care expresiile coeficientiilor A’ , B’ ,...E’au fost calculate de Bagratunii (1962) si sunt

prezentate In cele ce urmeaza:

340, 45,0 175 ¢ 11025 ,

A'=1l+—e"+—
4 64 256 16384
B':Ee2 +Ee4 +5—25e6 +—2205 e’
4 16 512 2048

15 , 105 , 2205 ,
ettt —e’+...
64 256 4096

C':

. 35 , 315 ,
=—e +—8€ +...
512 2048

Erm S50 g (5.8)
16384

In limita aproximatiilor acceptate, integrala(5.3) devine:

0

0 1]
S, ,= a(l—ez)[A'(Bz;Bl)—B?(sin 2B, -sin2B,)+
P

+%(sin482—sin4Bl)—%(sin682—sinGBl)+ (5.9

+%(sin 8B, —sin SBl)j

Se inlocuiesc coeficientii A B...E cu noile valori date de produsul acestora cu

parametri elipsoidului de referinta , se obtin expresiile noilor coeficienti:

P=a@—&)AZQ=a@—&)E;R=a@—&)9:
, 2 | 4 (5.10)
S =a(1—e2)€,T =a(1—e2)E

Relatia de calcul a lungimii arcului de meridian intre punctele mentionate anterior va

avea urmatoarea forma:
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0
S,, = P@—Q(sin 2B, —sin2B, )+

P
+R(sin4B, —sin4B,)——S(sin6B, —sin 6B, ) +

+T(sin8B, —sin8B, ) —...

(5.11)

Observatii:

» pentru necesitdtile practice dezvoltarile in serie se realizeazd pana la termenul care

contine e?;

» in relatia de calcul a coeficientului “P” nu a fost introdus factorul de transformare “p”
intrucat valoarea acestuia variaza de la grade sexagesimale la cele centezimale pentru
grade, minute sau secunde §i in acest caz Tmplicit si coeficientul “P” ar lua valori
diferite.

Pentru a calcula lungimea unui arc de meridian de la ecuator pand la pozitia unui punct

de latitudine “B”, in relatia (5.10) se considera B1=0, iar B,=B, astfel se obtine:

0

Sor = PB—O—Qsin 2B+Csin4B-Dsin6B+Esin8B —... (5.12)
Yo

Pentru elipsoidul Krasovski si W.G.S.84 valorile calculate ale coeficientilor (5.8) sunt

prezentate 1n tabelul 1.2, iar pentru coeficientii din relatia (5.9) in tabelul 1.3.

Tabelul 5.1
Coeficienti Krasovski W.G.S.84
A 1.005051773893630 | 1.005052501779130
B’ 0.005062377645064 | 0.005063108582191
C 0.000010585604075 | 0.000010588647947
D’ 0.000000020808196 | 0.000000020817179
E’ 0.000000000038591 | 0.000000000038613
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Coeficienti Krasovski [m] WGS.84 [m]
P 6367558.496817900 | 6367449.145766540
Q 16036.480221834 16038.508614987
R 16.766413165 16.770934156
S 0.021971904 0.021980996
T 0.000030562 0.000030579

Tabelul 5.2

Atunci cand, la calculul coeficientului “P” se tine seama de factorul de transformare

“p”, de la grade, minute sau secunde la radiani, valorile acestui coeficient sunt prezentate in

tabelele 5.3 si 5.4.Valorile celorlalti coeficienti se regasesc in tabelul 5.2

Coeficient Krasovski [m] WGS.84 [m]
p° 111134.861082813 | 111132.952546927
P 1852.247684714 1852.215875782
P’ 30.870794745 30.870264596
Coeficient Krasovski [m] WGS.84 [m]
pe 100021.374974532 | 100019.657292234
p° 1000.213749745 1000.196572922
pee 10.002137497 10.001965729
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Exemple de aplicatii ale arcului de meridian

e Cartografie: In realizarea hartilor, calculul arcurilor de meridian ajuta la
realizarea proiectiilor cartografice corecte si la transpunerea coordonatelor

geografice in coordonate plane.

e Geodezie si topografie: Calculul distantelor si arcelor de meridian este esential
pentru determinarea pozitiillor exacte pe suprafata Pdmantului si pentru

masuratori precise.

e Navigatie: Cunoasterea distantelor de-a lungul meridianelor este importanta
pentru navigarea eficienta si calcularea rutelor, in special 1n aviatie si navigatia
maritima.

Astfel, lungimea arcului de meridian este 0 masuratoare complexa si esentiald In domeniile

care necesita precizie in pozitionarea si masurarea la nivel global.

5.2 Lungimea arcului de paralel

Lungimea arcului de paralel reprezinta distanta masuratd de-a lungul unui paralel intre
doud puncte, de obicei intre doud meridiane care delimiteaza o diferenta de longitudine. Spre
deosebire de meridiane, care au toate aceeasi lungime (intinderea de la Polul Nord la Polul
Sud), paralelele variaza in lungime in functie de latitudine, fiind cele mai mari la ecuator si

scazand pe masura ce ne apropiem de poli.
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Fig.5.3 Lungimea arcului de paralel

Cum se calculeaza lungimea arcului de paralel?

Lungimea unui arc de paralel depinde de latitudinea la care se afla acel paralel. Intrucat
Pamantul este un elipsoid, iar paralelele sunt cercuri situate pe acest elipsoid, lungimea arcului

de paralel va scadea proportional cu cosinusul latitudinii..

Observatie: Cosinusul latitudinii (cos (B)) ajusteaza lungimea arcului in functie de pozitia

latitudinala. La ecuator (B=0), cosinusul este 1, deci arcul de paralel este maxim.

La poli (B=90°), cosinusul este 0, deci lungimea arcului de paralel devine zero, deoarece

meridianele se intdlnesc intr-un singur punct.

Pe o paraleld de raza “r” si de latitudine “B” se considera punctul “P;”de longitudine
“L” si punctul“P,” de longitudine L+dL , (fig.1.2). In aceasta situatie, longitudinea arcului

elementar de paralel va fi datd relatia :

dl=rdL (5.13)
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Observatie Diferenta de longitudine (dL) este importanta pentru ca lungimea arcului depinde

de distanta dintre cele doud meridiane de-a lungul paralelului.

Atunci cand, punctele “P;” si “P>” se afla la o distanta finita, longitudinile lor fiind “L;”

si “L>” se poate stabili lungimea arcului de paralel integrand egalitatea (5.13), respectiv :

R(L,—L,)° (L,—Lq)° a xcosB (L,—Ly)°
—2——=NcosBX 2= x ==
P P \/1_323 P

L,=r fLLf dL = (5.14)

Aplicarea lungimii arcului de paralel

e Cartografie si proiectii cartografice: Lungimea arcurilor de paralel este cruciald
pentru redarea corecta a distantelor si formelor pe harti.

e Navigatie: In navigatia maritima si aeriana, calculul distantelor intre puncte de-a lungul
paralelelor este important pentru estimarea distantelor orizontale, mai ales in cazul
rutelor la latitudini constante.

e Geodezie: Aceste calcule ajutd la pozitionarea si masurarea precisa pe glob, luand in
considerare deformarea elipsoidald a Pamantului.

Astfel, lungimea arcului de paralel este un concept fundamental in geodezie, avand aplicatii
practice 1n navigatie, reprezentarea hartilor si diverse alte domenii care necesitd masuratori

precise pe suprafata elipsoidului terestru.
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CAPITOLUL 6.

CALCULUL ARIILOR SI VOLUMELOR PE ELIPSOID

Calculul ariilor si volumelor pe suprafata unui elipsoid implicd metode matematice

avansate, deoarece elipsoidul este o suprafatd curbatd. Vom detalia formulele si metodele

utilizate pentru calculul acestor marimi.

6.1 Aria totala a elipsoidului

Aria totald a unui elipsoid de rotatie (unde a si b sunt semiaxele principale, iar c este

semiaxa polard) poate fi calculata utilizand formula lui Legendre:

A = 2ma® <1 + L-e tanH‘l(e)>
unde:
. a este semiaxa mare,
. b= c este semiaxa micd (daca este un elipsoid de rotatie),
. e- este excentricitatea elipsoidului.

Daci elipsoidul este triaxial (a # b # c), aria totald se calculeaza prin integrare numerica,

deoarece nu existd o formula analitica exacta.

6.2 Volumul total al elipsoidului

Volumul total al unui elipsoid de rotatie este dat de formula clasica:

V—4 2p
=3ma

unde a este semiaxa mare si b este semiaxa mica.
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6.2 Aria unui trapez pe elipsoid

Calcularea ariei unui trapez pe suprafata unui elipsoid poate fi destul de complexa, deoarece
necesita luarea in considerare a curburii suprafetei elipsoidale. Abordarea depinde de modul in
care trapezul este definit pe elipsoid:

1. Trapez pe suprafata parametrizatd: Dacd ai coordonatele latitudinii si
longitudinii pentru cele patru colturi ale trapezului, aria poate fi calculata folosind formule
lungimilor arcelor de merdian si arcelor de paralel

2. Formuld generalizata pentru aria pe elipsoid: Calculul implica utilizarea
metodelor de integrare in coordonate sferice sau elipsoidale.

Se considera diferita lungimea arcelor de paralel ce delimiteaza trapezul (1.3 # 114) si respectiv

aceeasi lungime pentru arcele de meridian (li.2= 13.4).

Ps

Fig. nr. 6.1— Suprafata unui trapez pe elipsoid
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Pentru a calcula suprafata unui trapez de pe elipsoid sau sfera de raza medie se
determind mai intai lungimea arcului de meridian si a arcului de paralel . Iar apoi suprafata se

calculeaza cu relatia:

S _ (I, 5+ )%,
trapez 2
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CAPITOLUL 7.

SECTIUNI NORMALE PE ELIPSOID

Sectiunile normale pe elipsoid sunt curbele generate de intersectia unui plan normal la
o directie dati cu elipsoidul. In context geodezic, aceste sectiuni sunt utilizate pentru a intelege
directiile si distantele pe suprafata unui elipsoid (de exemplu, elipsoidul de referinta al
Pamantului). Existd mai multe tipuri de sectiuni normale, iar dintre acestea cele mai frecvent

utilizate sunt:
1. Meridianul

. Este sectiunea rezultata prin intersectia elipsoidului cu un plan care contine axa

de rotatie a elipsoidului.

. Este o curba speciala care trece prin polii nord si sud ai elipsoidului si reprezinta

calea cea mai scurtd intre doud puncte situate de-a lungul aceleiasi longitudini.
. Toate meridianele sunt sectiuni normale, iar curbele rezultate sunt elipse.
2. Sectiunea normali in directia azimutului

. Este sectiunea obtinutd prin intersectia elipsoidului cu un plan care este normal

la suprafata in punctul considerat si are o directie specifica (de exemplu, definitd de un azimut).

. Aceasta sectiune este folositd pentru calcularea distantelor pe elipsoid pe directii
arbitrare. Traseul este de obicei o elipsa, dar forma exacta depinde de azimutul ales si pozitia

pe elipsoid.
3. Sectiuni normale in plan orizontal si vertical (curbele principale)

Pe elipsoid, se pot trasa sectiuni normale care sunt tangente la planurile orizontale si
verticale de la un punct specific. Aceste curbe principale sunt utilizate in calculul directiilor

unghiurilor si In determinarea pozitiilor topografice.

Consideram doua puncte oarecare “Si” si “S2” pe suprafata elipsoidului de referintad de

latitudini si longitudini diferite (fig.7.1).
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Fig. nr. 7.1 Sectiuni normale pe elipsoid

Normala in punctul “S;” Tmpreund cu punctul “S;” determind un plan normal la
suprafata elipsoidului, pe care o intersecteaza dupa linia S1aS, numita sectiune normala directa

in punctul “S;”.

Normala in punctul “S>” impreund cu punctul “S;” determind un plan normal la
suprafata elipsoidului pe care o intersecteaza dupa linia S;bS|, numita sectiune normala directa

in punctul “S>”.

Sectiunea normald directa “S;” este sectiunea inversa fatd de punctul “S,” si de

asemenea sectiunea normala directd din “S,” este sectiune inversa fatd de punctul “S;”.

In general sectiunile normale din punctele “S;” si “S;” se numesc sectiuni normale

reciproce.

Sectiunile normale reciproce sunt realizate concret in cazul observatiilor geodezice

unghiulare.
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Daca admitem ca, axa verticala a aparatului stationat in punctul “S;” coincide cu
normala acestui punct, atunci linia de observatie din “S;” catre “S>” se afla in planul normal
care determind sectiunea normald directd. In consecintd, corespunzdtor acestei linii de

observatie pe suprafata elipsoidului rezultd sectiunea normala directa din “S;”.

In acelasi mod, pentru linia de observatie realizata din “S>” catre “S;”,avem pe suprafata

elipsoidului sectiunea normala directd din “S”.

Un caz particular a sectiunilor normale reciproce este atunci cand cele doud sectiuni
coincid si acest lucru se intampla cand punctele de viza sunt situate pe acelagi meridian sau pe

acelasi paralel.

Dar, considerand cazul general si admitand ca pe suprafata elipsoidului de referinta
exista trei puncte de latitudini si longitudini diferite , prezenta sectiunilor normale reciproce

conduc la concluzii importante din punct de vedere geodezic.

Fie aceste puncte notate cu “S;”, “S,”, s1 “S3”. (fig.7.2) :

Fig. nr. 7.2. Sectiuni normale

Punctele considerate determina in principiu un triunghi pe suprafata elipsoidului.

Masuratorile geodezice efectuate in punctele de varf ale triunghiului conduc la
obtinerea unghiurilor “a”, “f”, “y” care sunt definite de sectiunile normale directe. Este

simplu de observat ca aceste unghiuri nu apartin unui triunghi bine definit.

Din aceasta cauza se impune a fi inlocuite sectiunile normale reciproce cu linii unice .
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Aceste linii, evident ca vor conduce la obtinerea unui triunghi bine definit .

Geometric, ele sunt linii geodezice ale caror proprietati si pozitie fatd de sectiunile

reciproce urmeaza a fi tratate in continuare.
Sectiunile normale pe elipsoid sunt fundamentale pentru:

e Calculul directiilor si distantelor pe suprafata elipsoidului, mai precis decat pe
o sfera.

e Stabilirea traiectoriilor pe harti si pentru navigatie.

e Masuratori de pozitionare GPS si cartografie, unde distantele si unghiurile pe

elipsoid trebuie sa fie foarte precise.

7.1 Linia geodezica

Reprezinta sectiunea normala de-a lungul distantei celei mai scurte dintre doud puncte
pe suprafata elipsoidului, cunoscuta si ca geodezica.

Aceasta linie nu coincide intotdeauna cu sectiunea normald, dar este folosita frecvent
pentru a calcula distantele dintre puncte aflate la suprafata elipsoidului, fiind curbura naturala
intre cele doud puncte.

Fara a analiza din punct de vedere matematic linia geodezica sunt necesare totusi cateva

precizari de ordin geometric legate de aceasta.

Linia geodezica intre doud puncte situate pe suprafata elipsoidului reprezinta o curba

unica si de lungime minima.

Daca suprafata Pamantului se considera o sferd, arcele de cerc mari sunt linii geodezice,

iar daca suprafata se considera pland pe anumite portiuni, liniile geodezice sunt linii drepte .

De mentionat ca cercurile mari se obfin prin intersectia sferei cu un plan normal ce trece

prin centru sferei, sau prin cei doi poli.

Pozitia liniei geodezice fatd de sectiunile normale reciproce este bine definita in sensul
ca este mai apropiatd de sectiunea normald directd si mai departatd de sectiunea normala

inversa.

Liniile geodezice nu au echivalent in cadrul operatiilor geodezice de teren, ci intervin

doar 1n procesele de calcul.

Pe directa meridianelor sectiunile normale reciproce coincid cu linia geodezica.
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Este de retinut si faptul ca paralelele nu reprezinta linii geodezice.
7.2 Caracteristicile liniei geodezice

1. Calea cea mai scurtd intre doud puncte: Linia geodezica reprezintd distanta

minima Intre doud puncte situate pe suprafata elipsoidului (sau a sferei, Intr-un caz simplificat).

2. Curba dependenta de elipsoidul de referinta: Deoarece Pdmantul nu este perfect
sferic, ci usor turtit la poli, linia geodezica se calculeaza tindnd cont de forma elipsoidului.

Distantele si directiile difera de cele care ar fi obtinute pe o sferd perfecta.

3. Dificultate de calcul: Determinarea exacta a liniei geodezice necesita calcule
complexe bazate pe formule matematice elaborate (cum ar fi ecuatiile lui Vincenty) pentru a

considera atat forma elipsoidului cat si pozitia punctelor de pornire si de destinatie.

7.3 Utilizarea liniei geodezice in geodezie si cartografie

Linia geodezica are o importantd majora in:

e Calculul distantelor exacte intre doud puncte: Este esentiald in geodezie pentru
masurarea distantelor la suprafata Pamantului cu acuratete.

e Navigatie si aviatie: Rutele de zbor si traseele de navigatie sunt adesea planificate pe
baza liniilor geodezice, deoarece acestea reprezintd calea cea mai scurtd intre doua
puncte la suprafata terestra.

e Proiectii cartografice: In cartografie, linia geodezici este utilizati pentru a transforma
distantele si unghiurile intr-un sistem de coordonate bidimensional, permitand

reprezentarea realista a distantelor si directiilor pe harti.

7.4 Pozitia liniei geodezice fata de sectiunile normale reciproce

In masuratorile geodezice, asa cum s-a aratat, este necesara trecerea de la sectiunile
normale la linia geodezicd. Pentru aceasta trebuie stabilitd pozitia liniei geodezice fata de

sectiunile normale.

Pentru retelele de triangulatie de ordinul I (maximum 60 km) liniile geodezice difera

fatd de sectiunile normale reciproce atat azimutal si ca lungime . Daca diferenta de lungime
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nu se ia in considerare, fiind foarte mica, diferenta de azimut trebuie luata in considerare, chiar

daca este foarte mica.

In acest sens, s-a stabilit ca linia geodezica imparte unghiul dintre sectiunile reciproce

in raportul de 1/2, fiind mai apropiata de sectiunea normala directa.
Deci , daca in punctul “A” (fig.7.3) unghiul format de sectiunile normale este “A”

. . .. o . e e A . .
atunci, unghiul format de linia geodezica cu sectiunea normala directd este 6, = 3’ iar unghiul

.. . . .. - 2A . .. e em
format de linia geodezicd cu sectiunea normala inversa este J, = 3 Situatia este similara in

punctul “B”.

Fig. nr. 7.3 Linia geodezica

Dupa Jordan W.s.a. 1958 si Bagratunii G.V. 1962 (citati de Dragomir V. [10]), unghiul

format de sectiunile normale reciproce“A” se calculeaza cu relatia:

32772
cc . cc Nlm o3
A" =p —4stm2A1 (7.1)

m
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in care :
s1 — lungimea liniei geodezice;
Nm— raza mare de curbura calculata pentru latitudinea medie a liniei geodezice;
Nm— € cosBm;
A1 —azimutul liniei geodezice.

Din relatia (1.88) rezulta: pentru A1=08 si respectiv A1=100%, A=0, ceea ce confirma
afirmatiile anterioare ca pe directia meridianelor si paralelelor sectiunile normale reciproce
coincid. Valorile maxime pentru A se obtin cand A1=50% insa si in aceste caz valorile sunt foarte
mici.

Pentru exemplificare, se prezintd valorile lui A si A/3 pentru lungimile laturilor medii
ale retelei de triangulatie pentru B,m=46° si A1=508 (tab.7.1).

Tabelul 7.1

S A AI3 A

(km] [cc] [cc]

2 0.000051 0.000017

4 0.000203 | 0.000068

7 0.000621 | 0.000207

15 0.002852 | 0.000951

25 0.007923 | 0.002641

30 0.011409 | 0.003803

100 0.126771 0.042257

7.5 Corectia de reducere la linia geodezica

Corectia de reducere la linia geodezica se aplica pentru a efectua trecerea de la sectiunea
normald directd, prin care se reprezinta linia de observatie pe suprafata elipsoidului, la linia

geodezica.
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O linie de observatie realizatd intre doud puncte situate pe suprafata terestra se
reprezinta pe suprafata elipsoidului prin sectiunea normald AB. Azimutul acestei linii este “Am”

si rezultd din masuratori(fig.7.4):

__Ecuator

Fig. nr. 7.4 Azimutul liniei geodezice

Azimutul liniei geodezice fiind “Ac”, este necesar a fi corectat azimutul sectiunii

normale directe cu o corectie “C;”, numita corectie de reducere la linia geodezica , astfel incat:
A.=A, -C, (7.2)

Expresia de calcul a corectiei “C;” a fost demonstratd in functie de azimutul sectiunii normale
directe calculat din coordonatele ecuatiei parametrice Puiseaux-Weingarteh-Gauss ale liniei

geodezice pe elipsoidul de referintd, prin dezvoltari in serie:

C& = p® e’s” cos’B_sin?2 7.3
T m A, (7.3)

m
in care :
e — prima excentricitate;
s — distanta intre punctele “S1” si “S>”, in km ;
B, — latitudinea medie ;

R — raza medie pentru latitudinea medie.
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Corectia de reducere la linia geodezica trebuie luatd in calcul numai in cazul

triangulatiilor de ordinul I (cand distantele sunt de marimea 20 — 60 km).

O expresie de calcul mai precisa a fost stabilita de Jordan 1958:

e _ | Siflm o UL
Clf=p [%stAﬁ%tsmA (7.4)

unde: t=tgB

Nm =€¢’cosBm

7.6 Calculul liniei geodezice
In practica, linia geodezica intre doud puncte pe elipsoid este calculati folosind:

A. Formule de Vincenty: O metoda iterativa precisd pentru calculul distantei si
azimutului (directiei) Intre doua puncte de pe elipsoid. Aceasta este utilizata pentru

elipsoizi de rotatie si ofera rezultate precise.

Formula Iui Vincenty este o metoda precisa de calcul pentru determinarea distantei si a directiei
(azimutului) intre doud puncte pe suprafata elipsoidului de rotatie. Aceasta este frecvent
utilizatd in geodezie si cartografie pentru aplicatii care necesita masuratori de mare precizie pe

suprafata Pamantului, care este aproximata printr-un elipsoid de referinta.
Vincenty a dezvoltat doua seturi de formule:

1. Formula directd (Direct problem): Calculul coordonatelor punctului final, date

fiind coordonatele punctului de pornire, distanta si azimutul.

2. Formula inversa (Inverse problem): Calculul distantei si azimutului intre doua

puncte cunoscute (date prin coordonate).
Parametrii utilizati

Pentru a aplica formula lui Vincenty, sunt necesari urmatorii parametri ai elipsoidului de

referinta:

. a = semiaxa mare a elipsoidului.
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. f =turtirea sau aplatizarea elipsoidului,

Formula lui Vincenty - Problema inversa

Pentru a calcula distanta si azimutul dintre doud puncte cunoscute S; si S:
1. Se calculeaza diferenta de longitudine L = A, — A4

2. Se calculeaza urmatorii parametri iterativi:

. U, = arctag((1 — f) = tg(¢1))

. U, = arctag((1 — f) * tg(¢2))

3. Se intializeaza valoarea pentru unghiul de azimut la longitudinea diferentiala 2,

apoi iterati folosind urmatoarele formule:

. Se calculeaza sinc si cos o, unde ¢ este unghiul pe elipsoid dintre cele doud

puncte.

. Se actualizeaza valorile pana cand convergenta este obtinutd (sub o eroare de

aproximare acceptabild).
4. Se calculeaza lungimea arcului (distanta) si azimuturile initiale si finale.
Formula lui Vincenty - Problema directa

Pentru a calcula coordonatele punctului final S;, cunoscand punctul de pornire Sy, distanta s si

azimutul o;:

1. Se calculeaza unghiul redus.

U, = arctag((1 — f) * tg(¢1))

2. Se calculeaza parametrii intermediari, precum sinc si cos &, in functie de azimut

s distanta.

3. Se determind coordonatele punctului final si azimutul final oy iterand formula

pana la convergenta.

B. Formulele lui Helmert si alte metode aproximative: Folosite pentru calcule mai

rapide, Insd pot fi mai putin precise, in functie de necesitatile aplicatiei.
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7.7 Importanta liniei geodezice

Linia geodezica permite realizarea de masuratori precise si riguroase, care sunt

fundamentale in domenii precum:

e Cartografiere de precizie: Realizarea hartilor topografice, cadastrale si de
infrastructura.

e Monitorizarea terenului: Masuratori necesare pentru studiile de deformare a crustei
terestre.

e Sisteme de pozitionare globala (GPS): Calculul precis al distantelor si directiilor dintre

puncte GPS, imbunatatind acuratetea pozitionarii.

Linia geodezicad este esentiald pentru a Intelege si a descrie exact distantele si relatiile
spatiale intre puncte pe suprafata curbatd a Pamantului, sustinand astfel numeroase aplicatii

geodezice si cartografice.
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CAPITOLUL 8.

REDUCEREA OBSERVATIILOR GEODEZICE PE SUPRAFATA
ELIPSOIDULUI DE REFERINTA

Este foarte important de retinut cd inainte de a fi folosite in calcule, observatiile
geodezice se reduc la suprafata elipsoidului de referinta.

Aceasta operatie este necesara intrucat observatiile de teren sunt raportate la verticala
pe geoid, data de pozitia firului cu plumb, in timp ce calculele se efectueazd pe elipsoid dupa
ce observatiile instrumentale au fost proiectate pe elipsoidul de referinta, dupa normala la
acesta.

Pentru calculul corectiilor de reducere pe elipsoid a observatiilor geodezice este
necesard determinarea prealabila a ondulatiilor geoidului ,,N” si a componentelor deviatiei
verticalei

Aducerea retelelor geodezice de sprijin, existente pe suprafata fizicd a Pamantului, pe
suprafata elipsoidului de referinta se poate realiza dupa mai multe metode, dintre care se vor
mentiona cele mai importante.

Metoda desfasurarii. Elementele masurate pe suprafata fizicd a Pamantului se reduc la
suprafata geoidului (la nivelul marii) urmand sa fie supuse unei compensari, in functie de
geometria retelei de triangulatie.

Pentru calcule se alege un punct fundamental, in care se considerd ca elipsoidul de
referintd este tangent la geoid. De asemenea, se accepta identitatea dintre coordonatele
astronomice si cele geodezice, precum si coincidenta normalei la elipsoid cu verticala la geoid.

Rezulta astfel datele initiale ale triangulatiei: coordonatele geodezice ale punctului
fundamental, lungimea si azimutul unei laturi care uneste acest punct cu un punct oarecare al
retelei de triangulatie. Calculele se efectueazd in continuare prin desfasurare; pornind din
punctul fundamental se determind coordonatele tuturor punctelor retelei, folosindu-se
elementele reduse la suprafata geoidului, fara a se mai realiza trecerea lor la suprafata
elipsoidului de referinta.

Metoda desfasurarii introduce erori sistematice de calcul, care se maresc pe masura
indepartarii de punctul fundamental si, ca urmare, poate fi utilizata numai pentru teritorii relativ

mici, pentru care se poate admite ca elipsoidul de referinta infagsoara optim suprafata geoidului.
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In acest mod s-a calculat triangulatia primordiald de ordinul I din tara noastra, dinaintea celui
de-al doilea razboi mondial, pe elipsoidul international Hayford. Punctul fundamental s-a
considerat n observatorul astronomic militar din Dealul Piscului cu vizd de orientare spre
Foisorul de foc.

Metoda proiectarii- consta in aducerea elementelor masurate(unghiuri, directii,
lungimi s.a.) pe suprafata elipsoidului de referintd, prin aplicarea unor corectii. In cadrul

metodei proiectdrii se cunosc variantele Pizzetti si Bruns-Helmert.

SEE Y | 717 (Suprafata terestra)

A . (Elipsoid)

a0\ T (Geoid)

Fig. nr. 8.1 Metode de proiectare a observatiilor pe elipsoid

Metoda Pizzetti — constd in proiectarea punctului ,,P” de pe suprafata fizicd a
Pamantului (fig.1.16 ) pe suprafata geoidului,in punctul ,,P1”, dupa tangenta la linia de forta (
cu ajutorul verticalei).Din punctul ,,P1” se proiecteaza, apoi, in punctul ,,P,”, cu ajutorul
normalei la elipsoid .Datorita faptului ca la aplicarea corectiei In prima etapa ar necesita
cunoasterea curburilor verticalelor, metoda nu a cunoscut o aplicabilitate practicd.

Metoda Bruns- Helmert — constd in proiectarea punctului ,,P” de pe suprafata fizicd a
Padmantului in punctul P’ dupd normala la elipsoid. Metoda a cunoscut o aplicabilitate mai larga,
fiind utilizata la realizarea triangulatiei Rusiei, a farii noastre si la alte mari retele de
triangulatie. “S1” (fig.1.16).

Diferentele care se obtin prin utilizarea celor doua metode sunt mici.
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8.1 Reducerea observatiilor azimutale

Pentru reducerea directiilor si a unghiurilor azimutale pe suprafata de referintd se aplica

urmatoarele corectii:

» corectia de reducere de la sectiunea normala directa la linia geodezica
» corectia datoratd altitudinii punctului vizat;

» corectia datorata deviatiei verticalei.

8.1.1 Corectia datorati altitudinii punctului vizat

Corectia datorata altitudinii punctului vizat este un element important in diverse
aplicatii, cum ar fi geodezia, topografia sau navigatia, si se refera la ajustarea masuratorilor
pentru a tine cont de diferentele de altitudine intre punctul de observatie si punctul vizat.
Aceasta poate afecta unghiurile, distantele si alte calcule necesare pentru precizia

masuratorilor.

Definitie: Corectia datorata altitudinii punctului vizat se calculeaza pentru a corecta
distanta masurata pe baza diferentei de altitudine intre puncte, luind in considerare

curbura Pamantului si refractia atmosferica.

Punctele situate pe suprafata topografica au indltimi diferite deci liniile de observatie,
in general, nu sunt continute de suprafetele de nivel.

Consideram ca punctul “S;” este situat pe suprafata elipsoidului de referintd, iar punctul
“S>2” pe o suprafata de nivel oarecare .

In aceasta situatie punctul “S,” va avea o inaltime “H” fata de punctul “S;”.
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Fig. nr. 8.2 Corectia de altitudine

Proiectia punctului “S;” pe suprafata elipsoidului, se face cu ajutorul normalei la

aceastd suprafati. Normala din “S,” la elipsoid determina punctul S, .

Masurand azimutul directiei S1 Sz, obtinem unghiul pe care-1 face sectiunea normala

directd S,S, cu meridianul punctului “S;”.

In consecintd, se masoard “An” si trebuie determinat “A.”. Trecerea de la azimutul
“Am” la azimutul “A.” se face introducand o corectie “C,”, numita corectia datorita inaltimii

punctului vizat, relatia utilizata fiind :

Ae=Am + Cs (8.1)
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Pentru calculul valorii corectiei “C,” a fost stabilita relatia:

cc

CS = cos’ B,sin2A (8.2)

He’p
2

2

in care :

H — inaltimea punctului “B” in Km;

M; — raza mica de curbura in punctul “S,”, de latitudine “B>”;

Corectia datorita indlfimii punctului vizat are importanta practicd numai pentru cazurile

in care H > 20 m.

8.2 Corectia datorata deviatiei verticalei

Corectia datorata deviatiei verticalei este un aspect fundamental in geodezie, utilizat
pentru a lua in considerare abaterea verticalei reale fatd de verticala teoreticd definitd de
elipsoidul de referintd. Aceasta deviatie apare din cauza neregularitatilor gravitationale ale
Pamantului, care determind ca directia gravitatiei locale sd nu fie perfect perpendiculard pe
suprafata elipsoidului.

Definitie

Deviatia verticalei reprezintd unghiul dintre directia verticalei fizice (determinata de
gravitatie la un punct specific)si directia normala la elipsoidul de referinta.

Corectia datorata deviatiei verticalei este necesard pentru a ajusta coordonatele
masurate, unghiurile si alte elemente geodezice astfel incat sa fie compatibile cu modelul

matematic utilizat (elipsoidul).

Componentele deviatiei verticalei
Deviatia verticalei are doud componente:
1. Componenta est-vest ({): determind abaterea in plan longitudinal.

2. Componenta nord-sud (1): determina abaterea 1n plan latitudinal.

Corectia datorata deviatiei verticalei

Corectia se aplica unghiurilor si coordonatelor si se calculeazd utilizand valorile deviatiei
verticalei (§, ).

Formula generala:

Corectia unghiului orizontal este aproximativ:

89



Geodezie Elipsoidala

AH = ¢tan(B) + 1

unde:
. AH = corectia datoratd deviatiei verticalei (secunde de arc sau radiani),
. £, n = componentele deviatiei verticalei,
. B = latitudinea punctului vizat.

Intrucat instrumentele topografice se pozitioneaza, in procesul de masurare, dupa
verticala locului, iar procesele de calcul se executd pe elipsoid, dupa ce 1n prealabil masuratorile
au fost proiectate pe acesta, corectia datorata abaterii de la verticald apare ca necesara prin
aceea ca intr-un punct oarecare situat pe suprafata terestra verticala locului nu coincide cu
normala la elipsoidul de referinta.

Fie in acest sens punctul “S;” in care sunt cunoscute coordonatele geografice
elipsoidale “B” si,,L.”” si coordonatele astronomice ,,®” si ,,A”.

Sunt notate de asemenea azimutul geodezic cu “A” catre un alt punct “S>” si azimutul
astronomic o catre acelasi punct.

Construim o sferd auxiliarad cu raza egala cu unitatea, suprafata careia va fi intersectata
de normala la elipsoid in punctul “Zs” si de verticala punctului “A” in “Z," .

O paralela la axa de rotatie a Pamantului ,determina pe sfera auxiliara punctul “P”, iar

directia SiS> punctul S, .

Este cunoscut cd normala la elipsoid in punctul “S;” determina fatd de planul
ecuatorului unghiul de latitudine geodezica “B”. Acelasi lucru in cazul verticalei din punctul
“S1”,planul ecuatorului determind unghiul de latitudine astronomica “®”. Unghiurile “B” si
@ le gisim si pe sfera auxiliard.Pe sfera auxiliard se mai gisesc unghiul zenital aparent Z° si
corespondentul acestuia unghiul zenital redus la normala la elipsoid “Z*”. Cunoscand

799

longitudinile in punctele “Z;” s1 “Z."” situate pe sferd, unghiul din “P” va fi A — L.
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Fig. nr. 8.3 Abaterea de la verticald

Fata de directia nordului proiectat prin “P”, directia SiS, va avea
azimutul geodezic “A” si azimutul astronomic “o”.
Se proiecteaza punctul “Z,” pe directia ZgP si se obtine punctul z'. Catetele triunghiului
sferic Zy, Z ' Z, notate cu “€ ,,51,,n” se numesc componentele abaterii de la verticala “u”.

Unde: “n” si “E” se obtin rezolvand triunghiul geodezic P Z'Z, dupd cum urmeaza:

sinp_ sin(90° - @)

= 8.3
sin(A-L) sin90° (83)
Sau:
sinp _ cos® (8.4)
sin(A—L) 1 '

Deoarece termenii din membrul sting al relatiei (8.4) sunt foarte mici se asimileaza

functia cu valoarea argumentului, rezultand:

n=(A-L)cosd (8.5)

Componenta “£” se determina in acelasi triunghi sferic transformat dupa regula lui
Neper.Aceasta consta in inlocuirea laturilor adiacente unghiului drept “A” prin complementele
lor 90%b, 90°%c, dupi care, cosinusul fiecirui element este egal cu produsul elementelor
neadiacente sau cu produsul cotangentelor adiacente. Triunghiul transformat este prezentat in

fig.8.3, pe baza cdruia rezulta:
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cos(A — L) = ctg(90° — d)ctg (B + &) (8.6)

Datorita valorii mici a diferentei dintre latitudinea astronomica “A” si cea geodezica

“L” se aproximeazd cosinusul acestei diferente cu “1”, astfel se poate scrie:
tg(B+¢) =tgd (8.7)

sau:

E=D-B (8.8)

Corectia datorita abaterii de la verticala “Cs*, ce se aplicd masurdtorilor azimutale, se
calculeaza in functie de componentele “£” si “n”, de azimutul geodezic “A” si de unghiul
zenital aparent “Z% si rezulti dintr-o componenti corectivi de reducere a azimutelor

astronomice:
C5* = (" cos A— &% sin A)ctgZ° (8.9)
Unghiul zenital din (8.9) se calculeazad cu relatia:

Z° =arc ctg (%) (8.10)

unde:

-AH -diferenta de nivel se calculeaza prin nivelment geometric sau trigonometric
(pentru lungimi de panad la 4km).

Comparativ cu celelalte doud corectii examinate anterior, corectia datoritd deviatiei

verticalei este mai semnificativa si deci este justificatd aplicarea ei.
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8.3 Reducerea determindrilor astronomice pe elipsoidul de referint:i

Reducerea determinarilor astronomice se refera la reducerea coordonatelor si

azimutelor astronomice.

8.3.1 Reducerea coordonatelor astronomice

Cunoscand componentele astronomo — geodezice ale deviatiei verticalei, prezentate in
§1.11.1.2, se pot calcula coordonatele geodezice pe suprafata elipsoidului, din relatiile (8.8) si
(8.5):

B=0-¢& (8.11)

L=A-nsecd (8.12)

Intrucat coordonatele astronomice sunt determinate cu erori de pozitie mult mai mari
decat erorile impuse coordonatelor geodezice, relatiile (8.11) si (8.12) sunt utilizate numai
pentru controlul unor puncte amplasate la distante de ordinul sutelor de kilometri.

Pentru reducerea observatiilor astronomice la suprafata geoidului, Heiskanen si Moritz

(1967), utilizeaza relatiile:

D
A

=®-0.171H,_sin 2B
=A

geoid

(8.13)

geoid
unde:

Him-altitudinea aproximativd a punctului considerat, in km.

8.3.2 Reducerea azimutelor astronomice

Pentru a reduce azimutul astronomic “a” la azimutul geodezic “A” in fig.8.3, se observa

A= +R

o= f+R, (8.14)

Scazand a doua relatie din prima si trecand pe ,,a”” in membrul drept se poate scrie:
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A=a+(f-p)+(R-R) (8.15)

Pentru a determina (f— /) in functie de elementele cunoscute, in triunghiul sferic

Z,PZ., se aplica formula cosinusului de unghi :
cos 3 = cos(180 — f3,) cos(A — L) +sin(180 — B,) sin(A — L) cos(90° — @) (8.16)

Tinand cont de functiile complementare si suplimentare, in limita aproximatiilor

admisibile, relatia (1.106) devine:
p—pF =—(A-L)sin® =-ntgd (8.17)
In mod analog in triunghiul Z¢Z.S’> se poate scrie:
cos R = cos(180— R,) cos g +sin(180—R,)sinqcos Z° (8.18)

de unde :
R-R, =-singcosZ’ (8.19)
Marimea unghiului “q” se determind din acelasi triunghi sferic prin aplicarea formulei

sinusului:

sing sinR . usin R
sing=———5
sinZ

sinu sinZ°

(8.20)

Inlocuind (8.20) in (8.19) si exprimand pe “u” in functie de componentele deviatiei

verticalei “£” si “n” se obtine:

R—R, = (£cosA+nsin A)ctgZ® (8.21)

Inlocuind relatiile (8.7) si (8.21) in (8.5) se obtine azimutul geodezic in functie de

azimutul astronomic:
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A=a—(A-L)cosd + (£cos A+ nsin A)ctgZ° (8.22)

Intrucat diferentele de nivel, dintre punctele in care se determina lungimea unei baze si
azimutul astronomic al acesteia, sunt mici, in relatia (8.22) Z° —90°,iar ctgZ° ~ 0.In aceste

conditii (8.22) devine:

A=a—-(A-L)SIN® =a —ntgd (8.23)

Relatia (8.23) se utilizeaza in retelele de ordin superior §i este cunoscuta sub denumirea

de ecuatia Laplace.
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CAPITOLUL 9.

PROBLEME GEODEZICE FUNDAMENTALE

In retelele geodezice de ordin I, cu lungimea laturilor cuprinsa intre 30 = 60 km, pentru
diversele calcule care se fac este nevoie de coordonatele punctelor pe suprafata elipsoidului de
referintd. Pentru a determina aceste coordonate, in raport cu situatia specifica, se pun doua

probleme fundamentale §i anume:

- problema geodezica directd, apare atunci cand se cunosc coordonatele geodezice ale
unui punct, lungimea liniei geodezice catre alt punct si azimutul acestei directii si se
cere determinarea coordonatelor geodezice ale celui de-al doilea punct, precum si
valoarea azimutului invers;

- problema geodezicd inversa, apare atunci cand se cunosc coordonatele geodezice a
doud puncte si se cere determinarea lungimii liniei geodezice dintre cele doud puncte si
a azimutelor (direct si invers).

Cu problema geodezicad directd sunt calculate coordonatele geografice ale punctelor
geodezice din retelele de ordin I, iar cu problema geodezica inversd sunt calculate
elementele geodezice initiale (distante si azimute) si se verificd in acelasi timp calculele

efectuate la problema geodezica directa.

Datorita scopului pe care-1 urmareste si anume determinarea coordonatelor, problema
geodezicd directd se intilneste in literatura de specialitate sub numele de problema

transportului de coordonate.

Precizia de calcul urmareste ca valoarea erorilor de calcul sa fie de circa 10 ori mai

mica fata de erorile medii ale marimilor masurate.

La retelele geodezice de ordinul I, este nevoie ca aproximatia de calcul sa meargd pana
la urmatoarele valori:
- pentru coordonatele ¢ si A 0‘1'0001 (zecimi de miimi de secunda) se stie ca un arc de

meridian de 1' =30m.
- pentru azimute: * 0"' 001 (miime de secunda);

- pentru distante: = 0.001mm.
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Deoarece distantele in retelele de triangulatie de ordinul I sunt relativ mici (30 + 60 km), la
rezolvarea problemelor geodezice se aplica metode in care se accepta unele aproximatii, cum

ar fi: dezvoltarile 1n serie, inlocuirea suprafetei elipsoidului cu sfera de raza medie.

9.1 Problema geodezica directa

Se considerd doud puncte Si si Sz pe elipsoidul de rotatie. Se cunosc coordonatele ¢;
si A,, ale punctului Sy, lungimea s a liniei geodezice dintre cele doua puncte si azimutul A; al

liniei geodezice (fig. 9.1).

b)

Fig. nr. 9.1 Metoda transportului de coordonate.
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Metoda dezvolarilor 1n serie

La aceastd problema diferentele de latitudine (¢, — @, ), longitudine (4, — 4, ) si azimut

(A2 - Al) ale punctelor S; si Sz, depind de lungimea liniei geodezice, se accepta urmatoarele

dezvoltari in serie Mac Laurin:

o o’p S* G%p S°
=0, +—-S+ —t — . 9.1
V2= T s P T e 2 T st e e-h

2 2 3 3
12:11+%-S+a?-8—+9?-8 + .. 9.2)
0S oS° 2 91 6

2 2 3 3
oA 0°A S $°A S . 9.3)

A, =A £200° + —-S+ —+ —
2= A oS 52 2 92 6

Termenii pani la S? inclusiv, din aceste dezvoltiri au fost determinati de Legendre, de
aceea metoda se mai numeste M. Legendre.
Pentru calculul derivatelor de ordinul I din relatiile de mai sus, se va considera triunghiul

elipsoidic elementar S,S'S! (fig. 9.1) in care:

cosA;  VE

¢
Sls”=dS‘C05A1=M1'd¢:E=M_1=?COSA1 9.4)

C X |2 2 X a
Ml:\/_f’ V, =41-¢"-cos’ ¢ ; C=F 9.5)
S'S”:ds-sinAlzr-d/lzN-COSgo-dr:>%:& (9.6)
0S N, cose,
V, sin
o4 Vi, A 9.7)
oS C cosg,
Plecand de la relatia lui Clairaut:
dA=sing-dAi (9.8)
d_A:S"qu/d_ﬂ:)d_Ad_i: m(pﬂ:tggoﬂ (99)
di ds dA ds N - cos ¢ N
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Daca se noteaza tgp =t se poate scrie:

d—A:isin A=t-\isinA (9.10)
ds N C
In continuare se vor determina derivatele de ordinul II, derivand in raport cu S expresiile de

mai sus se va obtine:

2

0 f:i 3v2~cosA%—v3sin Ad—A

os° C ds dsS

) i .

0 f‘:i smA.ﬂ_d_(p v -sin Ad—A+V szA ~Sing0d—¢ (9.11)
0s° Clcosep dep ds cose dsS Cos” @ ds

2

0 ’S‘=£ tge - sin Aﬂ.d_(er VZ -sinAd—(erV-tggo-cosAd—A

oS C dp ds cos® @ ds ds

Daci se noteazi 77 =e€' c0S¢, prin derivarea functiei V si prin inlocuirea lui M -N =C?/V *

se va obtine:

e _ -t
6> MN,

(37712 -cos® A, +sin? Ai) (9.12)

Cunotatiile u=s-cosA -107° si $=s-sin A -107°, in limitele aproximatiilor facute, se obtin

expresiile restranse ale coordonatelor geodezice ale punctului Sz si a azimutului invers:

P =0 +(b10 “U+byy -Uu? +Dy, -v? +...)"
Ay =2y + (g -v)' +.. (9.13)
A, =A £200° +(ay, -v) +...

in care:
b10=105\%3 Pl by =100 3.V f'tl.pﬂ,bw: 1010.%/—;2-5 I..(9.14)
l,, =10° - pl — 2 (9.15)
C-COS ¢,
a, =10° - p! Vlc—tl (9.16)
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Precizia rezultatelor depinde de numarul termenilor luati in considerare la dezvoltarea in serie,

cu cat intra mai multi termeni in calcul cu atat precizia este mai buna.
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9.2. Problema geodezica inversa

Metoda argumentelor medii ( Moldoveanu Constatin)

Pentru rezolvarea problemei geodezice inverse prin metoda argumentelor medii, se considera
doua puncte S; si S situate pe elipsoidul de rotatie (figura 9.1). Se cunosc coordonatele
geodezice Bi,L; ale punctului S; si coordonatele geodezice B2,L> ale punctului S,. Trebuie sa
se determine, prin rezolvarea problemei geodezice inverse, lungimea s a liniei geodezice

dintre cele doua puncte precum si azimutul direct A si invers A» al liniei geodezice.

Cu elementele cunoscute se pot determina direct valorile functiilor A1, A2,A3,[1]m,[2] din

relatia (9.17) precum si valorile argumentelor
b" = (B, —By)" =scosAy [1],,(1 + A1) + -\

"= (Lz _ Ll)” = ssin4,, [Z]m sec By, 1+ AZ) + -\ 9.17)
AA" = (A2 £200 — Ay)" = ssinAy, [2] tan By (14 A3) + -

In care

si A1, Az, Az, [1]m, [2]m sunt functii de b, 1, Br, adica de necunoscutele cautate.

Aceasta Inseamna ca determinarea lor este posibila printr-un proces iterativ.

b = (BZ - Bl)”;l = (Lz - Ll)”; Bm = (Bl + Bz)/z (918)

Rezolvarea problemei geodezice inverse prin metoda argumentelor medii consta in calculul,

pentru Inceput, a valorilor

co

s-sin Ay, =1 S]B’” (1+4,)" (9.19)
m

[2

b
s-cos Ay =—— (1 +A)7?
[1]m !

dupa care se poate determina, prin impartirea celor douad relatii de mai sus, valoarea

azimutului mediu:

= L [Mm 1+4,
A,, = arctan {b 21 100, Bm}.

(9.20)

In continuare, cu una din relatiile (9.18) sau, pentru control, cu ambele, se poate calcula

lungimea liniei geodezice.
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In final, cu ultima relatie din (9.17), se calculeaza diferenta de azimut si apoi azimutul direct si

Invers:

AA

A1=Am >

(9.21)

AA
Ay = A+~ %200

Formule diferentiale.

Formulele diferentiale, in geodezia elipsoidala, sunt acele relatii prin care se exprima variatia
coordonatelor geodezice ale unui punct S, cu cantitatile dB: si dL;, precum si a azimutului 4, a
unei linii geodezice, care trece prin punctul considerat, cu cantitatea dA4:. Aceste variatii se
datoreaza unor modificari care intervin in datele initiale, adica modificarea coordonatelor
geodezice ale punctului initial S; si a azimutului initial 4; ale liniei geodezice s;, cu marimile

dBI, sz, dAl, dsi.

Coordonatele punctului S: si azimutul sunt functie de datele initiale ale retelei si de elipsoidul
de rotatie utilizat (elipsoidul de referintd), caracterizat prin parametrii sdi: semiaxa mare $i

turtirea geometrica.
B;=B;+AB;L; =L, + AL; A; = A; + AA + 200°. (9.22)

Formulele diferentiale pot fi exprimate sub forma generala ca diferentiale totale in functie de

variabilele specificate:

dsy + 520 dAy + 5 da+ Z2 df

dL, = dL, + aAL(;1L1+"’ﬂaz +2 dA1+"’ﬂd +"’ﬂdf (9.23)

dB1 = dB1 dB1

JAA 6AA

o AAds aAAdA1+—d +52df

dA1 = dA1 dB1

in functie de unde apar modificiiri, formulele diferentiale pot fi:

e de categoria I — cand apar modificari in datele initiale (lungimea si azimutul laturii de
plecare, si coordonatele geodezice ale punctului initial);
e de categoria a II-a — cand apar modificari in parametrii elipsoidului de rotatie

(trecerea de la un elipsoid la altul).
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Formule diferentiale de categoria I-a.

Formule diferentiale de categoria a I-a in cazul distantelor de pana la 200-250 km.

Se considera doua puncte pe elipsoidul de rotatie S1(B1,L1)si S2(B2,L>) situate la distanta s
unul de celalalt (figura F.9.2), cu Ai1=Ai1—> si A»=A>-1 notandu-se azimutul direct si,

respectiv, invers pentru directia considerata.

Figura 9.2 Triunghi elipsoidal

Pentru inceput, se presupune ca existd modificari in datele initiale, adica latitudinea, azimutul
si lungimea laturii s-au modificat cu niste cantititi mici dB;,dA; si  ds.
Trebuie sa se determine care este influenta acestor modificdri survenite in coordonatele
punctului S; si a azimutului invers A>.Cu alte cuvinte, trebuie sa se determine valorile dB2, dL

si dA..

In conditiile date si prin particularizarea i=2, relatiile (9.23) devin:

dB; =22 S dB, + 22 2% s, + 222 = dd,
dL, = dL1 n azL1 T d51 22 44,. (9.24)
1

dA, =222 dB1 + 245 + gjz dA1
1

Pentru deducerea elementelor mentionate, se considerd punctul Si" de latitudine B1+dB1, si

longitudine L1, situat deci pe acelasi meridian ca si punctul initial (figura F.9.2). Se roteste linia
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geodezica SiS» pana cand trece prin punctul Si’. In urma acestei rotatii, punctul S, va ocupa
pozitia Sy'.

In continuare se deplaseaza punctul Si" in Si”, pe linia S1'S,’, pastrandu-se lungimea liniei
geodezice s. In acest fel, punctul S; se deplaseazd in S,". Se roteste acum linia geodezica S1"S,"”

pana cand se obtine o valoare a azimutului egala cu cel initial A;.

- e T Can dB
In aceasta situatie, diferenta de latitudine dintre punctele S» si S>” va fi 6_32 -dB,
1

si ea reprezinta contributia modificarii latitudinii punctului initial in corectia totala care

trebuie aplicata punctului.

Din figura F.9.2 se poate deduce ca:
sté, = S{’S{ = MldBl Ccos Al
$1S; = M;dB; sin A; (9.25)

Diferentele de latitudine dintre punctele S2'S>" si, respectiv, S1S1’, pot fi determinate cu
ajutorul relatiilor utilizate la rezolvarea problemei geodezice directe (9.1) +(9.10) si a

relatiilor de mai sus (9.25);

M,
— Bsél =— EdBl cos A; cos A,

M, :
— By = — EdBl sinA; cos 4,

In ipotezele prezentate, se poate considera egalitatea S1S1'=S,"S,, deci

&dBl = —ﬂdBl(cosAl cos A, + sin A sin 4,) (9.26)
aB, M,

Se considera, in continuare, ca triunghiul S;PS; este un triunghi sferic. Din teorema

cosinusului, rezulta
cosl = —cosA; cosA, —sinA; sinA, coso
unde cu ¢ a fost notata latura S;S,.

Daci se considera coso=1, atunci relatia (9.26), care exprima contributia variatiei latitudinii,

devine:
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082 yp =Moo
6_BldBl = cosl-dB; (9.27)

In continuare, in mod asemanitor, se poate determina care este contributia modificarii
latitudinii punctului initial in coordonatele celui de-al II-lea punct considerat (in longitudine).
Se poate observa, din aceeasi figura F.9.2, ca Lo=Li+l si deci dLo=dL;+dl. Prin analogie cu

relatiile precedente, utilizand relatiile (9.1) , (9.2) (9.3) si (9.4) se poate deduce

dL, Lo M;dB; cos A; sin A, N M,dB; sin A; cos A,
B, 7 N, cos B, N, cos B,
M,

=— mdBl(cos A;sin A, — sin A, cos A,)

Din acelasi triunghi sferic rezulta

sin B, sinl = —sin A, cos A; + cos A, sin A, cos o

sau
—sin B, sinl = cos A; sin A, — sin A; cos A, cos o

In conditiile 1n care se considerd, ca si in cazul precedent, cosc=1, se obtine relatia de calcul a

valorii contributiei in longitudinea punctului Sz a modificarii In latitudine.
al My .
35, dl, = N—i sinltan B; dB, (9.28)

Ultima contributie a modificarii latitudinii punctului initial, cu o cantitate mica ce trebuie
calculata, este cea in azimutul invers.
Se stie ca azimutul invers diferd de azimutul direct cu 200°, la care se adauga o valoare

datorata convergentei meridianelor, notata cu t in relatiile de mai jos, adica:
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Fig. 9.3 Triunghi elipsoidal
A, =A; £200°+t
Intr-un triunghi elipsoidal mic, ca cel din figura din stinga, se poate scrie relatia:
sinB; = cotltant
de unde rezulta
tant = tanlsin B,

Prin diferentierea acestei relatii se obtine:

dt i
cos?t cos?l

sin B, + tanlcos B, dB,

Presupunand cos’*t=1, relatia de mai sus devine
dt = dlsinB, + tanlcos B, dB,

sau prin considerearea relatiilor (9.28) s1 (9.27)

dA, _ sinl
dB; ' cosB,

[(1 — e? cos? B;) sin? B, + cos? B,|dB;

In final, prin efectuarea calculelor dintre paranteze, se ajunge la expresia:

sinl

942 1p. —
1=

2 w2 2
35, “osB. (1 — e*sin“ B, cos” B;)dB, (9.29)
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In cele prezentate pand acum s-a determinat influenta pe care o are modificarea latitudinii
punctului initial Sy in coordonatele punctului S, si in azimutul invers. In continuare se cauti si
se determine influenta modificdrii lungimii liniei geodezice cu o cantitate mica dsdsds
(ds=8,S,"), latitudinea punctului initial si azimutul direct rdmanand neschimbate, in
coordonatele punctului S, si azimutul invers. In aceste ipoteze, variatia latitudinii celui de-al

doilea punct este egala cu diferenta de latitudine dintre punctele S si S>".

Azimutul liniei S2S>" este egal cu A2—200° si conform rezolvarii problemei geodezice directe,

relatia (3.17) in care se considera numai primii termeni ai dezvoltarii

952 4s = — cos A, 7 4s = — cos A, [1],ds (9.30)
as Mz

Asemanator se face rationamentul si pentru determinarea influentelor in longitudine si

azimutul invers, rezultand:

dL, _ sin A,

gd&' = —COSBZ [Z]ZdS (931)
04, :

—5 ds = —sinA; tan B, [2],ds (9.32)

Ultimul pas care mai trebuie facut este acela al determinarii influentei modificarii azimutului

A cu valoarea dA, aceastd modificare producand deplasarea punctului S;" in S,”.
In plan, lungimea curbei S>'S,"” se determini cu o relatie de forma:
S;8;) =s-dA;

Pe elipsoidul de rotatie, cazul prezentat, aceasta relatie de determinare a lungimii curbei se

transforma in:

SISV =du=m-d4, (9.33)

in care m reprezinta lungimea redusa a liniei geodezice, adica o valoare pentru care relatia de
mai sus este adevarata.

Avand in vedere faptul ca valorile corectiilor diferentiale ce se calculeaza sunt mici se poate,
in continuare, pentru zona aflatad in studiu, aproxima figura Pamantului cu o sfera de raza

medie R. In aceasta situatie se poate aplica, in triunghiul sferic considerat, teorema sinusului:
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() sn(3)

sindA; sin100°

iar daca se are in vedere faptul cd pe langa corectia diferentiald dA4,, si valoarea du/R are o

valoare mica se deduce ca

du=R-dA; - sin( ) (9.44)

s

R
Prin egalarea relatiilor (3.180) si (3.181) se obtine expresia cu care se poate calcula valoarea
redusa a liniei geodezice:

m = Rsin () (9.45)

Variatia latitudinii punctului S, datorita variatiei azimutului A1, va fi egala cu diferenta de

latitudine dintre punctele S2"'S2’, si prin considerarea relatiei As2s2=A2+300° rezultd

0B,

EdAl =m - sin A2 [1]2dA1 (946)
1
si analog
92 14 ——Mdfl (9.47)
0A, 1= cos B, 1 )

dA D " . g e .
a—AZ dA,adica influenta In azimutul invers provocata de variatia in azimutul direct, se deduce
1

plecand de la constatarea ca ea este alcdtuita din doud componente:

w din corectia dA1, raportatd la lungimea corectatd a liniei geodezice
am
- dA, (9.48)

= din corectia datorata variatiei convergentei meridianelor, variatie provocata de deplasarea

punctului S: ca urmare a variatiei azimutului direct.

Se considera linia geodezica S;S: (figura F.9.3). Prin variatia azimutului direct A; cu

cantitatea dA, punctul S se va deplasa in pozitia S2’ (S2S2'=m-dA)).
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L=const \HIf=Cﬂﬂlst

\ \ A,+200°

Figura 9.3 Corectia datorata variatiei convergentei meridianelor
In situatia in care
A=A4A=A,+2009 -4,

Rezulta

dA = dAA =

oL
1

deci 1n final calculul corectiei totale se poate efectua printr-o relatie de forma:

24,

Z2dA; = T dA; — mcos 4, [2], tan B, dA, (9.49)
1

Avand in vedere relatia (3.182), expresia de mai sus se mai poate scrie sub forma:

dam s
75 = C0Sp
si deci
04, s .S
—2dA, = cos=dA,; — Rsin=cos A, [2], tan B, dA, (9.50)
94, R R
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O expresie simplificata se poate obtine daca se fac urmatoarele aproximatii:

s _ 1 s?
C0s 5 = VL

R

IR
=2

%)

Rsin—=s
R

In acest caz relatia (9.45) se mai poate scrie sub forma:

0A 2
S Ay = dA; - Zs—szalA1 — s[2], tan B, dA, (9.51)

Prin inlocuirea relatiilor (9.27), (9.28), (9.28), (9.29), (9.30), (9.31), (9.32), (9.47) 51 (9.51) in
relatia (9.24) se obtin expresiile de calcul a diferentialelor in coordonate geodezice ale

punctului S: si a azimutului invers:

M, cosA, R _ . s .
dB, = M_ZCOSl -dB; — i, p~ds +Ep smﬁsmA2 dA;
_ & . . _ sin 4, oo _ i o = icosAz
dL, = dL, + % sinltanB, - dB, Nocoss, P ds N P sing-dA,
(9.52)
dA, = Czi:; (1 — e%sin? B, cos? B,)dB, — sind, p®tanB, -
2

2
ds (1 — S—Z — Nizcos A, tan Bz) dAy

Formule diferentiale de categoria I-a in cazul distantelor mici (40—50 km).

In cazul distantelor mici formulele diferentiale de categoria I-a, date de relatiile (9.52), pot fi
simplificate prin aproximarea figurii Pdmantului cu o sfera si prin considerarea egalitatii intre
lungimea redusa a liniei geodezice si lungimea liniei geodezice (m = s). Conform acestor

aproximadri, se deduc urmatoarele:

In cazul unei sfere razele de curbura a elipselor meridiane (acum cercuri) in cele doua puncte

considerate sunt egale (M: = M:), deci relatia (9.24) devine:

98 4B, = cosl - dB, (9.53)
0B,

Relatia (9.28) devine:
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9% 41, = sinl tan B, dB, (9.54)

Considerand ca Pamantul este aproximat cu o sferd inseamna ca prima excentricitate

numericd este zero (e = () deci relatia (9.29) se va scri astfel:

sinl

942 4B —
0B, 1 cos B,

dB, (9.55)

In situatia acceptirii aproximatiilor propuse, raza de curburi a elipsei meridiane ce trece prin
cel de-al doilea punct este egald cu raza sferei (M: = R), relatia (9.30) transformandu-se in
relatia:

- pe
s ds = —cos A, A ds (9.56)

Din aceleasi considerente, relatiile (9.31) si (9.32) devin:

L, _ _sin4, p®

a5 ds = —COSBZR ds (957)
A , 00

a—; ds = —sinA, tanB, p? ds (9.58)

Daca in relatia (9.46) se considera, in baza acelorasi aproximatii,

M = R se obtine:

0B, s .
a_/lldAl = ESlnAZ . dAl

Se considera triunghiul sferic S1S2P. Pe meridianul punctului S; se alege un punct C astfel
incat linia geodezica ce trece prin punctele Sz si C sd aiba in punctul C azimutul egal cu 1002

(figura de mai jos).
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Figura nr. 9.4 Triunghiul sferic

Daca se noteaza o = % din triunghiul S;S;P rezulta

S
o= —

Din triunghiul CPS; se poate deduce ca
sinc = cos B, sin
sau
¢ = cos B, sinl

Cu aceste relatii se calculeaza:

0B, ) c ]
a_AldAl = O'SlIlAz dAl = mSlﬂAz dA1
sau
g%dAl = —sinlcos B, dA, (9.59)
1

112



Geodezie Elipsoidala

In relatia (3.184) daci se consider T=g= si ¢ = sin [ cos B, aceasta devine

Ny sin 4,
0L, dn =g OS2, € cosdy sin [ cos B, cos 4, A
04, e acos B, 1= sin A; cos B, 1 sin A; cos B, !
Deci
0L, i ]S0S4
6_.41dA1 = —sinl Sna. dA; (9.60)

Prin aproximatiile acceptate si utilizarea notatiilor de mai sus, relatia (3.187) mai poate fi

scrisa sub forma:

aAsz = —( , A, tan B,)dA _COSO‘COSBZ—SinacosAzsinBsz
a4, 1 = cos o — sino cos 4, tan B,)dA; = 5B, )

Din triunghiul S1SoPS 1S 2PS;S:P, prin teorema cosinusului, se obtine:
cos B; cos | = cos g cos B, — sino cos A, sin B,
deci

dA, _ cosB;cosl
94, ' cosB,

dA,
Avand in Vedere egalitatile

cosB; sin(90° —B;)  sin4,
cosB, sin(90°—B,)  sin4,

Se obtine relatia finala

S1

'nAz
oAy, 9.61)

94, _
24, dA; = —cosl

Prin considerarea acestor ultime expresii, se pot deduce, pentru cazul studiat, formulele

diferentiale de ordinul I:

dB, = cosl dB, — cos B; sinl dA; — -+

dL, = dL, + sinltan B, dB, — sin! ‘;":jz dA, — - (9.62)
1
sin ( sin A,
dA, = dB; — cosl— dA; — -
cos B, sin A,
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Formule diferentiale de categoria a II-a

Aceste formule se utilizeaza atunci cand trebuie sa se treaca de la coordonatele B si L de pe
un elipsoid definit de parametri a; si fi, la aceleasi coordonate dar pe un alt elipsoid
caracterizat de parametri a; si f>. Ca si in cazul formulelor diferentiale de categoria a I-a, se
cunosc relatiile aplicabile in cazul distantelor de pana la 6000 Km (deduse de Krasovski), la
distante de 600-800 Km (deduse de Helmert) si relatii, in care aproximatiile acceptate sunt

mai mari, pentru distante la 40-50 Km.

In cazul schimbarii elipsoidului de referintd, formulele se determina prin diferentierea

primilor termeni din relatiile (9.17). Din prima expresie a acestor relatii se poate scrie:

cos A scosA,, (1 — e, sin?B,,)3/2
(Bm _ Bl)” — bII =3 mpn — m( 2 : m) 17
M,, a(l—e?)
Prin diferentiere se obtine
. (1 (1—e?sin?By,)%? 1
db" =scosApyp iz 1oz da+a

-(1-€?)32(1 — e?sin? B,,)/?sin? B,,, de? +

(1 — e?sin?B,,)3/? e
1—e?

Sau

scosA,, (1 —e?sin?B,,)3?( da 3 de? de?
db' = m ( m) ———=sin?B,, - . +
a(l —e?) a 2 1—e?sin?B,, 1—e?

Tinand cont de relatia initiald si de aproximatiile e?=2f, de’=2e df, rezulti ca:

da 2 3sin? B,,
db" = —b* | — — + df

2 2 qin2
a 1—e 1 —e*sin“ By,

Prin eliminarea numitorilor 1—e? si 1—e’sin’Bm, din relatia de mai sus, se face o eroare de

ordinul e’b, acelasi ordin ca la formulele diferentiale de categoria I-a

db' = —b’ {d—“ — [2 + 3 sin? Bm]df}

a

(9.63)

Se procedeaza in mod asemanator cu cea de-a doua relatie din formulele (9.17)
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_ ssinAp, (1 —e?sin? Bn)%?

lll
acos By,

prin diferentiere obtinandu-se:

ssind,, ( (1 —e?sin?B,,) 1(1 — e?sin?B,)Y/?sin? B,,
l” — 124 _ da —_—— dez

cos B,, a? 2 a
- 2 gin2 1/2 2
=p,,ssmAm(1—e sin® Bpy,) {E_ 1 sin®Bp 6’2}
acosBpy a 21-e?sin2 By,

iar in final, prin aceleasi eliminari se obtine relatia

dl" = —1"{£ + sin? B,,, df}

(9.64)
Pentru diferenta de azimut se pleaca de la relatia
A=AA=IsinB,
care prin diferentiere devine
dA" = dlsinB,,

prin intermediul expresiei (9.64) obtindndu-se relatia generala de calcul:

dA" = -1" {(Z—a + sin? B, df} sin B,,

(9.65)
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CAPITOLUL 10.

REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR GEODEZICE ELIPSOIDICE MICI

10.1 Generalitati

Triangulatiile geodezice sunt constituite din triunghiuri elipsoidice, deoarece acestea

sunt definite pe suprafata elipsoidului de referinta.

Pentru retelele geodezice de ordinul I, lungimea laturilor triunghiurilor variaza intre

limitele 30 + 50 km si rareori pana la 60 km.

Deoarece pe suprafete relativ mici elipsoidul de referinta se poate aproxima cu o sfera
de raza medie, rezolvarea triunghiurilor geodezice elipsoidice se poate reduce la rezolvarea

unor triunghiuri sferice.

Aceastd rezolvare constd in calculul lungimii laturilor triunghiurilor din reteaua de
triangulatie, plecand de la o baza (laturd) cunoscuta si avand determinate toate unghiurile in

varfurile triunghiului.

La rezolvarea triunghiurilor geodezice sferice nu este recomandat sd se utilizeze
formulele cunoscute ale trigonometriei sferice, deoarece excesele sferice (plusurile peste 2002)

sunt mici.
Se vor utiliza n acest scop metode speciale adecvate si anume:

- metoda Soldner (metoda aditamentelor);
- metoda Legendre (metoda dezvoltariilor in serie).
Inainte de a prezenta metodele de rezolvare a triunghiurilor elipsoidice mici, trebuie

determinat excesul sferic.
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10.2 Excesul sferic al unui triunghi elipsoidic mic

Fig. nr. 10.1 Determinarea excesului sferic.

Prin excesul sferic elipsoidic al unui triunghi geodezic mic ABC, pe sfera medie Gauss,

se Intelege plusul peste 200# al sumei unghiurilor triunghiului.

&=A+B+C-200° (10.1)

Se considerd triunghiul elipsoidic mic ABC (fig. 10.1), adica un triunghi a carui laturi

nu depadsesc 60 km, cu unghiurile neafectate de erori. Se pot calcula din figurd suprafetele

fusurilor sferice AA!, BB' si CC!, tinand cont de suprafata S a triunghiului sferic considerat.

(AA|)=S +SA‘BC
(BB')=S+S .. (10.2)
(ccl)=s+5,, =5+S,,.

Prin adunarea suprafetelor celor trei fusuri, din punct de vedere geometric se va obtine

suprafata emisferei din fata desenului, plus de doua ori suprafata S a triunghiului sferic ABC.
(AA)+ (BB')+(CC!)=3S +2TTR? — S = 25 + 2ITR? (10.3)

Suprafetele fusurilor sferice AA!, BB! si CC!, se obtin cu ajutorul relatiilor in care intra

marimea unghiurilor A, B, C:

(AA')=4A—02-4HR2;(BB')=%~4HR2;(CC')=%~4HR2 (10.4)
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4TIR?

(Aa)+(BB!)+(cC')= 105 (A+B+C)

Egaland cele doua expresii rezulta:

2 g
4R (A+B+C)=2I1R? +2S = A+ B +C=200° + 400 iz (10.5)
400 21T R
Excesul sferic va fi notat cu ¢ si este dat de relatia:
£ = p* oy incare; p = w — 636620 (10.6)

In cazurile triunghiurilor geodezice sferice mici, excesele sferice sunt in general de
ordinul zecilor de secunde, pentru ci suprafata S a triunghiului este mici in raport cu R? (raza
medie Gauss). Considerand un triunghi sferic aproximativ echilateral, de latura 1=60 km, se

poate determina excesul sferic:

2

~ 5% (10.7)

o l|2.£'636620
2 63702

In cele mai multe situatii intalnite in practica geodezica, suprafata S a triunghiului

elipsoidic (sferic) mic se poate inlocui cu suprafata S! a triunghiului plan.

Notand cu a',b',c!, Al, B!, C!, elementele triunghiului plan corespondent se por obtine

urmatoarele relatii pentru determinarea excesului sferic:

p R2 p 2R2 p 2R2 p 2R2 .
Termenul £ n7” se poate nota cu f, care este dependent numai de latitudine (R =+JMN )’ sinu

depinde de triunghiul geodezic considerat.

e =f*.alb'sinC! = f“alc!sinB' = f“blc'sin A (10.9)
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10.3 Metoda Soldner (Aditamentelor)

Se considera un triunghi situat pe o sferd medie Gauss, in care sunt cunoscute valorile
unghiurilor A,B,C si lungimea liniei geodezice a (latura a). Trebuie determinate valorile

celorlalte doua laturi ale triunghiului b si ¢ (fig. 10.2).

Metoda folosita pentru rezolvarea triunghiului sferic consta in inlocuirea triunghiului
sferic cu un triunghi plan la care se pastreaza unghiurile aceleasi ca si la triunghiul sferic, dar

in care se modifica lungimile laturilor.

Rezolvarea implica determinarea relatiei de calcul care trebuie aplicata laturii
cunoscute, pentru a obtine valoarea ei in triunghiul plan, dupa care se rezolva triunghiul plan,

calculand si valorile celorlalte doua laturi.

Fig. nr. 10.2 Metoda SOLDNER de rezolvare a triunghiurilor geodezice.
Pe sfera medie, in triunghiul sferic ABC, se poate scrie teorema sinusurilor sub forma:

sind _sinb _sin¢

. - . - - B é:
sinA sinB sinC

; b

a b.¢2L0.10)
R R R

Din prima egalitate a relatiei de mai sus rezulta:

_a
sinA_siné_SmR (10.11)
sinB sinb ¢, P
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3 5

.oa a a a
SiN—=——-——+ 3
R R 6R® 120R
b b b b®
- = 4+ —
R R 6R® 120R®

sin

A ia .o.a . . b :
Dezvoltand in serie Sin R si sin R’ se obtine:

3

L2
sinA 6R2
: - 3
sin B b b2
6R

Aplicand teorema sinusurilor si 1n triunghiul plan obtinem:

al b! sinA a
- = — sau — =—
sinA sinB sinB D!

Comparand cele doua relatii, este evident ca vom avea egalitatile:

3 3
a‘:a—az; b':b—b2
6R 6R
sau in general:
SS
s! :S_6R2 =S-A

(10.12)

(10.13)

(10.14)

(10.15)

(10.16)

Marimea As se numeste aditamentul liniar al laturii S, de unde deriva si denumirea

metodei de rezolvare.

Etapele care trebuie parcurse la rezolvarea triunghiurilor elipsoidice mici prin metoda

Soldner (aditamentelor), constau 1n efectuarea, in ordine, a urmatoarelor calcule:

- calculul excesului sferic;

- compensarea unghiurilor in triunghiul elipsoidic mic prin calcularea neanchiderii si

repartizarea ei Tn mod egal, celorlalte unghiuri:

W = (A*B*C*)-(200° + )
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=

A=A+ B=B"+—; C=C*+— (10.18)

w
3 3

w
3

A*,B*,C* - unghiuri reduse pe suprafata elipsoidului de referinta.

- calculul aditamentului liniar Aa, al laturii a si apoi a valorii laturii a'in triunghiul plan;
- calculul celorlalte doua laturi ale triunghiului plan;
- cu aceste valori calculate se determina aditamentele liniare ale celorlalte doua laturi si

apoi marimea lor in triunghiul elipsoidic mic.

10.4 Metoda Legendre (dezvoltarii in serie)

Aceastd metoda de rezolvare presupune ca un triunghi elipsoidic mic se poate rezolva
ca un triunghi plan daca se pastreaza egalitatea laturilor celor doud triunghiuri, iar unghiurile
triunghiului plan se obtin prin micsorarea fiecaruia cu cate o treime din valoarea excesului

sferic.

Fig. nr. 10.3 Rezolvarea triunghiurilor geodezice prin Metoda Legendre.

Elementele care se cunosc sunt aceleasi ca si la metoda Soldner de rezolvare a
triunghiurilor elipsoidice mici. Pentru rezolvare se vor utiliza relatii specifice trigonometriei

sferice.

Astfel pentru un triunghi sferic ABC (fig. 10.1), cu unghiurile A, B, C si laturile a, b, ¢,
opuse unghiurilor si exprimate in valori unghiulare, cele mai importante formule care pot fi

scrise 1n triunghi cu aceste elemente sunt:
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- formula sinusurilor:
sina _sinb _ sinc
sinA sinB sinC

(10.19)

- formula cosinusurilor pentru laturi:

cosa=cosh-cosc+sinb-sinc-cos A
cosh=cosa-cosc+sina-sinc-cosB (10.20)
cosc =cosa-cosb+sina-sinb-cosC

- forma cosinusurilor pentru unghiuri:

cosA=-cosB-cosC +sinB-sinC-cosa
cosB =-cos A-cosC +sin A-sinC -coshb (10.21)
cosC =—-cos A-cosB+sin A-sinC -cosc

Pentru rezolvarea triunghiului elipsoidic mic prin metoda Legendre, se scrie teorema

cosinusului in triunghiul sferic considerat, tinand cont de notatiile din figura:
COSa =CO0S F-C0Sy +sin B -sin y -cos A (10.22)

COS & —COS f3-CoS y
sin g -siny

cos A = (10.23)

Se vor utiliza relatiile de dezvoltare in serie a functilor trigonometrice cos si sin date

mai jos:
2 4 6
cosx=1-2 X X o (10.24)
2 24 720
3 5 7
sinx=x——+X—— X +... (10.25)
6 120 5040

Dezvoltand in serie numaratorul relatiei cosA si neglijand termenii de gradul 5 si mai

mari, vom obtine:

2 4 2 4 2 4
COSa —COS f-COS y = 1-% % | 1—ﬂ—+ﬂ— 11-2 47 (10.26)
2 24 2 24 2 24

Prin efectuarea calculelor in conditiile propuse, rezulta:

S ey Nl At S ) 10 ST Y

COSa —COS b -COSy =
p-cosy 2 24
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Dezvoltand in serie si numitorul, relatia devine:

—a2+ﬂ2+]/2+6¥4—ﬁ4—}/4—6ﬂ2}/2
cos A= 2 24 (10.28)

Dar putem scrie ca:

1 [1—/32”2}_; 1 (1+ﬁ2+72] (10.29)
sing-siny  p-y 6 By 6

Introducand relatia in cosA si efectuand calculele se va obtine:

—0(2+ﬁ2+]/2+0(4+ﬂ4+]/4—26(2—}/2—2ﬂ2'}/2
2By 24y

cos A= (10.30)

Daca se au 1n vedere laturile triunghiului sferic exprimate prin valorile unghiulare,
relatia devine:
—a’+b*+c® a*+b*+c*-2a%-¢c®-2pb°.-c?

cos A= + 5 (10.31)
2-b-c 24-b-c-R

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul plan corespondent rezulta:

a2 2, N2
cos Al = 23 D +C (10.32)
2-b-c

~ a‘* +b* +¢* —2a%h? — 2a%c? — 2b3c?

sin? Al=1-cos? Al = —
4h° - ¢

(10.33)

Tin4nd cont de expresiile lui cos A' si sin? Al, relatia lui cos A se modifica dupa cum

urmeaza:

| -2 | b * C
cosA=cosA'—sin“ A"- 5 (10.34)

6-R

.c-sin? A
cos A—cos Al =_bcs—|r12A (10.35)
6-R
Considerand: A= A + (A— A‘) prin dezvoltari in serie rezulta:

cos A =cos A —(A—A')-sin Al+.. (10.36)
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sau:
- 2 |
cos A—cos Al = (A~ Al)Jsin Al = - 2¢SIN" A (10.37)
6R?
.c-sin Al [ .e.cin Al
A-pDCSNA 1S g becsinA (10.38)
6R 3 R 2
In mod analog se obtine:
a-c-sinB" 1 s
a-b-sinc' 1 s
Adunand cele trei relatii si tinand cont cd Al + B' +C! =200? =
SI SI
A+B+C:2009+?-p°°:>g°°:¥-p°° (10.41)

In acest fel afirmatia prealabila (excesul sferic este distribuit in mod egal celor trei

unghiuri) a fost demonstrata.

Etapele care trebuie sd fie parcurse pentru rezolvarea triunghiurilor elipsoidice mici

prin metoda dezvoltarilor in serie, constau in efectuarea succesiva a urmatoarelor calcule:

calculul excesului sferic cu una din relatiile determinate la excesul sferic, calculand

nigte valori provizorii pentru laturile triunghiului plan;

- compensarea unghiurilor in triunghiul elipsoidic mic prin calcularea neinchiderii si
repartizarea ei in mod egal, celor trei unghiuri;

- calculul unghiurilor in triunghiul plan prin corectarea celor de pe elipsoid cu o treime
din excesul sferic;

- calculul celorlalte laturi in triunghiul plan, care conform teoremei sunt egale cu cele din

triunghiul sferic.
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