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Prefață 

 

 
Prezentul curs intitulat Rezistenţa Materialelor I. Solicitări simple prezintă noţiunile şi conceptele de 

bază în domeniul disciplinei de Rezistenţa Materialelor, ramură a Mecanicii Aplicate, fiind destinat 

studenţilor de anul II, din cadrul facultăţilor cu profil mecanic şi nu numai.  

 

Materialul de curs este structurat pe 6 capitole şi vizează noţiunile fundamentale ale solicitărilor simple 

la care sunt supuse corpurile deformabile. În deducerea relaţiilor de calcul a stării de tensiuni şi 

deformaţii, fiecare solicitare simplă se analizează în mod individual. În fiecare capitol se propun aplicaţii 

practice rezolvate, cu caracter didactic, astfel încât noţiunile fundamentale prezentate să fie cât mai uşor 

de înţeles.  
 

Acest material de curs debutează cu un Capitol de Noţiuni Introductive, care are în vedere explicarea şi 

definirea termenilor, respectiv a mărimilor mecanice specifice disciplinei de Rezistenţa Materialelor, 

astfel încât să faciliteze parcurgerea următoarelor capitole. În Capitolul 2 se analizează starea de tensiuni 

şi deformaţii în cazul pieselor (barelor) solicitate axial (întindere şi compresiune), respectiv se prezintă 

soluţiile teoretice de rezolvare a unor cazuri de aplicaţii static nedetermiate solicitate axial. Fenomenul 

de forfecare sau de tăiere a barelor plane este prezentat în Capitolul 3, în care se învestighează, din 

punctul de vedere al dimensionării şi verificării la rezistenţă, diferite elemente de îmbinare întâlnite uzual 

în componenţa sistemelor mecanice.  
 

În Capitolul 4 se prezintă caracteristicile geometrice ale suprafeţelor plane (secţiunilor transversale), 

caracteristici care sunt necesare pentru rezolvarea problemelor de încovoiere plană a grinzilor drepte. În 

Capitolul 5 se analizează variaţia eforturilor produse în secţiunea transversală a grinzilor, se prezintă 

deducerea relaţiilor de calcul pentru starea de tensiuni iar, prin exemple teoretice la încovoiere, se 

prezintă metode uzuale de calcul a deformaţiilor (deplasări şi rotiri) în cazul grinzilor drepte.  
 

Capitolul 6 este dedicat torsiunii barelor cu secţiune circulară constantă în care se expun relaţiilor de 

calcul uzuale ale tensiunii care iau naştere în secţiunea barei, se detaliază calculul teoretic al arborilor 

de transmisie solicitați la torsiune, respectiv se propune un set de aplicaţii specifice rezolvate. La finalul 

suportului de curs se prezintă lista bibliografică consultată.   

 

Unele imagini grafice, definiţii/formulări respectiv relaţiile teoretice ale unor aplicaţii au fost preluate 

de pe site-uri oficiale, respectiv din cărţile de specialitate publicate, fără alterarea conţinutului pentru a 

nu se pierde esenţa, făcându-se trimitere la referiţa bibliografică.  

 

Pentru asigurarea clarităţii și corectitudinii tehnice a materialului prezentat în paginile acestui material 

didactic, Rezistența Materialelor I. Solicitări simple, recenzia a fost realizată de cadre didactice cu 

experiență vastă în domeniul disciplinei de Rezistența Materialelor și al ingineriei mecanice. 
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1. NOŢIUNI INRODUCTIVE 

    ÎN REZISTENȚA MATERIALELOR 
 

 

1.1. Obiectivul disciplinei de Rezistenţa Materialelor 
 

Disciplina de Rezistența Materialelor face parte din domeniul Mecanicii și se ocupă cu studiul 

comportamentului mecanic al corpurilor deformabile în diferite condiții de rezemare și solicitare 

exterioară. Disciplina stabileşte metodele și algoritmii de calcul pentru determinarea eforturilor, 

tensiunilor și deformațiilor care apar în diferite secțiuni transversale ale corpului studiat ca urmare a 

solicitărilor exterioare, respectiv furnizează instrumentele teoretice necesare calculului dimensional în 

scopul prevenirii modificării semnificative a formei geometrice a corpurilor sub acţiunea sarcinilor 

externe. 

 

În procesul de proiectare a unei piese sau a unei structuri mecanice, disciplina de Rezistenţa Materialelor 

operează cu condiţii fundamentale pentru rezolvarea unei problematici specifice (probleme 

fundamentele), ambele detaliate în Figura 1.1. 
 

  
Fig. 1.1. Condiții și probleme fundamentale în Rezistența Materialelor 

 

În rezolvarea problemelor Rezistenței Materialelor se au în vedere:  
 

▪ Aspectul static - se stabilesc relații de legătură între sarcinile exterioare (aplicate) și eforturi interioare 

(forțe  sau cupluri de forțe interioare), respectiv între eforturi și tensiuni. 

▪ Aspectul geometric - se analizează deformațiile corpului sub acțiunea sarcinilor exterioare. 

▪ Aspectul fizic - se determină pe cale experimentală relațiile de legătură (legile) dintre forțe și 

deformații, precum și caracteristicile mecanico-elastice ale materialului respectiv. 

 

 

1.2. Clasificarea materialelor și a corpurilor solide 

 

Dimensiunea geometrică a corpurilor, respectiv deformaţiile sau stabilitatea acestora nu depind doar de 

eforturile interioare care se produc datorită solicitărilor mecanice exterioare, ci şi de tipul materialului 

din care sunt confecționate. Dintre cele mai utilizate materiale din domeniul ingineriei mecanice se 

PROBLEME FUNDAMENTALE ÎN REZISTENŢA MATERIALELOR

Dimensionarea

Se stabilește dacă o piesă dată rezistă 

sau nu sarcinilor exterioare aplicate.

Verificarea

Constă în determinarea valorii maxime a 

sarcinilor ce pot acţiona asupra unei 

piese, având dimensiunile şi materialul 

cunoscute, astfel încât piesa să lucreze în 

bune condiţii şi în siguranţă deplină.

Determinarea capacităţii de rezistenţă 

(sau a sarcinii capabile) 

Presupune calculul dimensiunilor 

geometrice minime ale secţiunii 

transversale în cazul unei piese date, 

astfel încât să nu să se producă 

deformaţii permanente, pierderea 

stabilităţii elastice sau ruperea acesteia.

CONDIŢII FUNDAMENTALE ÎN REZISTENŢA MATERIALELOR

Condiţia de rezistenţă 

Deformaţiile corpului trebuie să nu 

depășească anumite limite impuse, astfel 

încât, funcționalitatea sa mecanică să nu 

fie influenţată.

Condiţia de rigiditate

Sub acţiunea sarcinilor exterioare  

corpul trebuie să își  menţină 

stabilitatea, starea de echilibru.  

Condiţia de stabilitate

Corpul trebuie să fie suficient de 

rezistent pentru a suporta acţiunea 

sarcinilor aplicate asupra lui.

https://ro.wikipedia.org/wiki/Elasticitate
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amintesc: oţelul și aliajele de oțel, fonta, aliajele de aluminiu, cuprul şi aliajelele lui, materialele 

compozite, materiale naturale (lemn, piatră), artificiale etc. Aceste materiale sunt caracterizate prin 

proprietăţi mecanice care depind atât de structura lor internă (structura cristalină, orientarea grăunților 

etc.), cât şi de procesul tehnologic de obținere a acestora. În Figura 1.2 este prezentată clasificarea 

generală a materialelor.    
 

 
Fig. 1.2. Clasificarea materialelor  

 

Corpurile deformabile sau piesele mecanice care intră în componenţa structurilor mecanice, de cele mai 

multe ori, prezintă o geometrie complexă şi sunt dificil de studiat. De aceea, din perspectiva disciplinei 

de Rezistenţa Materialelor pentru efectuarea calculelor teoretice se recurge la schematizări ale acestor 

piese, adică la corpuri solide deformabile cu geometrii simple, cunoscute.  Astfel, corpurile solide 

deformabile întâlnite în calculele de rezistenţă, se pot clasifica în trei categorii generale:  
 

(a) Bare (Figura 1.3), la care una din dimensiuni (lungimea, l) este mai mare în raport cu celelalte 

dimensiuni (lățimea, b și înălțimea, h) și sunt caracterizate prin:  

▪ axa longitudinală sau axa geometrică (axa x)  reprezentată prin dreapta OO’, care uneşte centrele de 

greutate ale secţiunilor normale pe lungimea barelor. După forma axei longitudinale barele pot fi 

drepte (grinzi), curbe în plan sau curbe în spațiu. 

▪ secțiune longitudinală, care se obține prin secționarea barei cu un plan (planul xOz), care cuprinde 

sau este paralelă cu axa longitudinală sau geometrică a acesteia.  

▪ secţiune transversală, rezultată în urma intersecției barei cu un plan normal sau perpendicular pe axa 

longitudinală. O secțiune transversală dreptunghiulară este definită de lățimea (b) și înălțimea (h). 

Exemple: țevi, profile etc.  
 

 
 

a) b) 

Fig. 1.3. a) Bară dreaptă cu secţiunea dreptunghiulară: Forma schematizată; b) Profil IPN [27] 

CLASIFICAREA MATERIALELOR

Plastice - deformaţiile sunt permanente 

iar dupa îndepărtarea solicitărilor 

exterioare corpurile nu revin la forma 

iniţială.

Exemple: argilă umedă, plastilină

Elasto-plastice - în urma solicitărilor 

exterioare, deformaţiile sunt parţial 

elastice, respectiv parţial plastice.

Exemple: oţel, lemn, fontă

După modul de comportare 

Tenace - deformaţiile sunt mari înainte 

de rupere.

Exemple: Oţel de rezistenţă mică, cupru

Casante sau fragile - ruperea se produce 
brusc sub acţiunea sarcinilor exterioare.
Exemple: oţel de mare rezistenţă, fontă, 
beton, sticlă

După mărimea deformaţiilor 

înainte de rupere

Izotrope - constantele elastice sunt 

identice în toate direcţiile.

Exemple: Oţel, sticlă, cauciuc

Anizotrope - constantele elastice sunt 
diferite în toate direcţiile.
Exemple: lemn, roci sedimentare

După valorile constantelor elastice

(E, G, ν) 

Elastice - deformaţiile dispar după 

îndepărtarea solicitărilor exterioare 

corpul revenind la forma iniţială.

Exemple: cauciuc, materiale textile 

elastice

l
x

y

y’

z’

z

b

h

axa longitudinală

sec iunea longitudinalţ ă

sec iunea transversalţ ăO’

O
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(b) Plăcile (Figura 1.4), care prezintă două dimensiuni (lățimea, b și lungimea, l) mai mari în raport cu 

o a treia (grosimea sau înălțimea, h) și sunt caracterizate de suprafața mediană (suprafaţa egal depărtată 

de feţele plăcii). Exemple: plăci din metale, lemn, beton, materiale compozite etc.  
 

 
 

a) b)  

Fig. 1.4. Placă dreaptă: a) Schematizare; b) Exemplu real: placă din beton [28] 
 

(c) Corpuri masive sau blocuri (Figura 1.5) la care toate cele trei dimensiuni (lungimea, lățimea și 

grosimea sau înălțimea) au același ordin de mărime. Exemple: fundaţii, bile, role de rulmenţi etc. 

  
a) b)  

Fig. 1.5. Corpuri masine sau blocuri: a) Schematizare; b) Batiul unei mașini unelte CNC [29] 

 

 

1.3. Ipoteze în Rezistența Materialelor 

 

În foarte multe situaţii corpurile sunt supuse unor solicitări mecanice complexe, astfel că este dificilă 

obținerea unor relații de calcul de dimensionare, verificare sau pentru determinarea deformațiilor. Pentru 

simplificarea abordărilor (cu menţinerea echivalenţei), în calculele specifice se utilizează anumite 

ipoteze simplificatoare care au în vedere proprietățile materialelor și comportarea mecanică a acestora 

lor sub acțiunea sarcinilor exterioare (Tabelul 1.1).  
 

Tabelul 1.1. Ipoteze simplificatoare în Rezistenţa Materialelor 

Nr.crt. 

 

Denumirea Ipotezei 

 

Definiție  

 

1. Ipoteza mediului continuu Întregul volum geometric al corpului este umplut cu materie, 

și care prezintă o structură internă continuă. 

2. Ipoteza omogenităţii Materialele au aceeaşi compoziţie în toate punctele. 

3. Ipoteza izotropiei Materialele au aceleaşi proprietăţi elastice în toate direcţiile. 

4. Ipoteza elasticităţii perfecte Până la o anumită limită a sarcinilor exterioare, deformaţiile 

dispar complet odată cu îndepărtarea acestora, iar corpul îşi 

reia forma şi dimensiunile iniţiale. 

5. Ipoteza deformaţiilor mici În domeniul elastic deformaţiile sunt mici în comparaţie cu 

dimensiunile corpului. 

6. Valabilitatea legii lui Hooke În domeniul elastic de solicitare se admite că tensiunile sunt 

direct proporționale cu deformaţiile și sunt exprimate de o 

funcţie liniară. 

xy

z O

y’

z’

l

O’

b

h

suprafa a medianţ ă

l

b

h
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7. Ipoteza lui Barre de Saint 

Vanant 

Efectul aplicării forţelor se neglijează la distanțe mari de 

locul aplicării. 

8. Ipoteza lui Bernoulli O secţiune transversală plană şi normală pe axa barei înainte 

de deformare rămâne tot plană şi normală pe axă şi după 

deformare. 

 

 

1.4. Solicitările corpurilor solide 

 

 

1.4.1. Sarcini exterioare şi eforturi interioare 

 

Sarcinile exterioare sunt solicitări aplicate corpurilor sau structurilor mecanice care conduc la apariția 

eforturilor şi tensiunilor, respectiv produc deformarea acestora. În Figura 1.6 se prezintă o clasificare 

sintetizată a sarcinilor exterioare, iar în Figura 1.7 se prezintă cele mai utilizate tipuri de sarcini 

exterioare aplicate unui corp plan în Rezistența Materialelor, respectiv modul de simbolizare a acestora. 

 

 
Fig. 1.6. Clasificarea sarcinilor exterioare 

 

 

 

 

În Figura 1.7 s-au notat: 

F1 – forță concentrată verticală (acționează 

după axa y) 

F2 – forță concentrată înclinată cu unghiul (φ) 

F2x, F2y – componetele forței concentrate (F2) 

q1 – sarcină uniform distribuită 

q2 – sarcină distribuită liniar 

Mi – moment încovoietor concentrat. 

Fig. 1.7. Sarcini exterioare (exemple şi simbolizări) 
 

▪ Forţa concentrată (F) reprezintă este o mărime vectorială ce exprimă o acțiune mecanică aplicată într-

un punct sau pe o zonă foarte mică a unui corp solid, generând un sistem de solicitări interne în material 

(tensiuni și deformații). Aceasta poate fi rezultatul contactului punctual între corpuri sau al unei sarcini 

aplicate local. Unitatea de măsură a forţei în S.I. este Newton, [N]. 

 

Forţa se poate calcula ca fiind produsul dintre masa şi acceleraţia (Principiul al II-lea a lui Newton):  

 

F = m·a  (sau F = m·g) (1.1) 
 

unde: g este acceleraţia gravitaţională, g = 9,81 m/s2.  

CLASIFICAREA SARCINILOR EXTERIOARE

Masice care pot fi greutatea proprie a 

corpului, respectiv forțele de inerție şi 

acționează în interiorul corpului.   

După locul de aplicare 

Concentrate, care pot fi forțe (F) și 

momente (M).

După mărimea suprafeței

Statice – sarcinile exterioare nu variază 

în timp.

Dinamice – variația sarcinilor exterioare 

se face în timp.

Exemplu: forța de inerție

După modul de acţiune în timp

De suprafață sau de contur şi 

acționează din exterior către corpul de 

solicitat.  

Distribuite:

 - liniar (q), acţiunea unei forţe pe o 

unitate de lungime

- pe suprafaţă  (Q), acţiunea unei forţe pe 

o arie.

F1

F2

F 2y

F2x

q1

q2

M i

x

y

φ
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Fig. 1.8. Elementele forței concentrate 

 

În mecanica generală, forţa (F) este descrisă ca un vector liniar caracterizat prin: mărime (valoare, 

modul), dreaptă suport (direcţie), sens (orientarea pe direcţie), punct de aplicaţie bine definit (Figura 

1.8). 

 

▪ Momentul unei forțe (M) este o mărime fizică vectorială care măsoară efectul de rotire în jurul unui 

punct sau axă pe care o forță îl are asupra unui corp, iar unitatea de măsură în S.I. este [N·mm].  
 

Prin definiţie, momentul este produsul dintre forţa aplicată şi braţul forţei: M = F∙bF. Braţul forţei (bF) 

reprezintă mărimea perpendicularei (distanţa) de la punctul faţă de care se calculează momentul la 

dreapta suport a forţei (Figura 1.9). 

 
 

  
Fig. 1.9. Evidențierea braţului forţei (bF)  și a momentului concentrat în punctul 2 

 

Dacă sub acţiunea unei forţe se produce o deformare prin îndoire în jurul unei axe perpendiculare pe 

planul forţei atunci  momentul se numeşte moment de încovoiere (Mi). Momentul de încovoiere produce 

curbarea (îndoirea) corpului. Spre exemplu, în Figura 1.10, forţa aplicată (F) la distanţa (bf) generează 

în punctul 1 (de sprijin) momentul de încovoiere (Mi). Momentul de încovoiere (Mi) este egal cu 

produsul dintre forţă (F) şi braţul forţei (bf), respectiv produce curbarea sau îndoirea piesei în jurul axei 

(z). 

 

Dacă forţa aplicată (F) produce rotirea unei secţiuni în raport cu o axă perpendiculară pe secţiune 

momentul se numeşte moment de torsiune (Mt). Momentul de torsiune produce răsucire sau rotire în 

jurul axei proprii. În Figura 1.11, momentul de torsiune (Mt) produce rotirea/răsucirea şurubului în raport 

cu axa (z).  

 

 

 

Fig. 1.10. Moment de încovoiere (exemplu) [30] Fig. 1.11. Moment de torsiune (exemplu) [30] 

Sens

Dreapta 

suport

(direcţie)

Punct de 

aplicație

F = 1 N

Mărime

(modul)

F

1 2

bF

M2 = F bF

Dreapta suport a 

forței F

F

1

2bF

Dreapta suport a 

forței F M2 = F bF

bf

1 2F
Mi

x

y

z

O

Piesă 

Punct de 

sprijin 

(fixare)

FMt

d

2
1

x

y

z

O

Piesă 
Şurub
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▪ Sarcina uniform distribuită (q) reprezintă forța uniform distribuită pe unitatea de lungime (l) (Figura 

1.12) sau distribuită pe suprafața cu aria (A) (Figura 1.13), iar unitatea de măsură în S.I. este [N/mm], 

respectiv [N/mm2]. 

  
Fig. 1.12. Sarcina (q) uniform distribuită  

pe lungimea (l) 

Fig. 1.13. Sarcina (Q) uniform distribuită  

pe suprafaţa (A) 

 

 

1.4.2. Reazeme și reacțiuni 

 

În legăturile corpului solid cu mediul extern, respectiv în punctele de sprijin ale acestuia numite reazeme, 

ca răspuns la încărcările externe aplicate se dezvoltă forţe şi momente numite reacţiuni. Reazemele sunt 

componente mecanice care au rolul de a asigura stabilitatea pieselor şi structurilor mecanice, respectiv 

de a transmite solicitările exterioare către baza structurii/piesei sau către alte părți ale structurii. În funcţie 

de construcţia mecanică a acestora, un reazem poate bloca (anula) mişcările de translaţie şi rotaţie după 

anumite axe (x,y,z). Într-un plan, un reazem poate anula mișcările de translație după două axe (axa x 

şi/sau axa y), respectiv mişcarea de rotaţie după a treia axă (axa z). Pe direcția mișcărilor de translaţie 

blocate apar forțe de reacțiune: reacțiunea orizontală (H) şi/sau reacţiunea verticală (V). În mod similar, 

dacă este blocată mișcarea de rotație (rotația după axa z), în reazem apare un moment ca reacţiune (M).  
 

În Tabelul 1.2 sunt prezentate reazemele în plan care introduc maxim trei necunoscute (reacţiuni) în 

aplicaţii, respectiv simbolizarea acestora, numărul de grade de mobilitate (libertate) permise şi 

reacțiunile specifice. 
Tabelul 1.2. Reazeme şi reacţiuni [31, 32]  

Reazem real Schematizare Observaţii 

1. Reazem simplu sau mobil 

  
a) 

▪ Permite: o rotaţie în jurul axei 

articulaţiei (Rz) şi o translaţie 

orizontală (Tx) sau verticală (Ty). 

 

▪ Necunoscute: introduce o singură 

necunoscută, reacţiunea verticală 

(V), dacă reazemul se montează în 

plan orizontal (reprezentarea a) sau 

orizontală (H), dacă reazemul se 

montează în plan vertical 

(reprezentarea b). 

 

  
b) 

2. Reazem fix sau articulat 

  

▪ Permite: o rotaţie în jurul axei 

articulaţiei (Rz). 

 

▪ Necunoscute: introduce două 

necunoscute, reacţiunea orizontală 

(H) şi verticală (V). 

 

q

l

Q

Suprafaţa 

cu aria (A)

V

x
y

Tx

Rz

x

y
Ty

RzH

xH

V

Rz

y
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3. Reazem încastrat  

  

▪ Permite: zero mişcări, toate 

gradele de mişcare/de libertate 

sunt blocate (anulate). 

 

▪ Necunoscute: introduce trei 

necunoscute, reacţiunea orizontală 

(H), reacţiunea verticală (V), 

respectiv momentul (M). 

 

 

1.4.3. Ecuaţii de echilibru 

 

În cazul general al corpurilor sau structurilor supuse legăturilor mecanice (reazeme) apare necesitatea 

determinării forţelor şi momentelor care apar în aceste legături (reacţiuni) sub efectul sarcinilor externe. 

Dacă un corp se află în stare de echilibru mecanic (stare de repaus), atunci suma tuturor forţelor, respectiv 

suma tuturor momentelor care acţionează asupra acestuia sunt nule. Astfel, în cazul problemelor plane, 

pentru determinarea necunoscutelor, care pot fi reacţiunile din reazeme  (H, V, M), se aplică ecuațiile 

de echilibru statice din Mecanica solidului rigid, exprimate prin relaţiile generale:  

 

∑F = 0;  ∑MO = 0  (1.2) 

 

În planul xOy, condiţiile de echilibru ale corpului solid se reduc la trei ecuaţii de echilibru: 

 

∑Fx = 0; ∑Fy = 0; ∑MO = 0  (1.3) 

 

Calculul reacţiunilor din ecuaţiile de echilibru (1.3) presupune în prealabil identificarea fiecărui tip de 

reazem, respectiv a numărului de necunoscute (reacţiuni) introduse de aceasta.  

 

Relațiile (1.2) reprezintă ecuațiile de echilibru generale, unde termenii ∑F, ∑Mo  reprezintă suma 

tuturor forțelor, respectiv suma tuturor momentelor ce acționează asupra corpului. Relațiile (1.3) sunt 

ecuațiile de echilibru valabile în planul vertical xOy, în care termenii reprezintă: ∑Fx , ∑ Fy – suma 

algebrică a forțelor ce acționează după axa (x), respectiv după axa (y); ∑Mo – suma algebrică a 

momentelor de încovoiere în raport cu un punct O. Cu ecuațiile de echilibru (1.3) se pot calcula trei 

necunoscute (reacţiunile): reacțiunea orizontală (H), reacţiunea verticală (V) şi momentul (M).     

 

Pentru calculul reacţiunilor se parcurg următoarele etape: 

 

a) Se introduce sistemul de axe plan, xOy, astfel: axa (x) – axa orizontală (sau axa longitudinală), axa 

(y) – axa verticală  (perpendiculară pe axa x) 
 

b) Se identifică sarcinile exterioare 
 

c) Se notează (numerotează) punctele de aplicaţie ale reazemelor şi ale sarcinilor exterioare 
 

d) Se identifică tipul reazemelor şi se introduc necunoscutele (reacţiunile în reazeme) 
 

e) Se stabileşte semnul forţelor şi momentelor 
 

f) Se aplică relaţiile de echilibru (1.3) pentru calculul reacţiunilor din reazeme 
 

g) Se efectuează calculul de verificare. 

x

V

H M

y
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 Aplicaţii rezolvate 
 

 

Aplicaţia 1-1. Pentru grinda încastrată din Figura 1.14, solicitată la încovoiere de forţa (F) (înclinată cu 

unghiul α), se cere calculul reacţiunilor (H1, V1, M1). Se cunosc: lungimea grinzii (l); valoarea forţei (F) 

şi unghiul de înclinare (α). 
 

 
Fig. 1.14. Grindă încastrată solicitată la încovoiere de o forţă înclinată 

 
 

Rezolvare. Pentru calculul reacţiunilor din încastrare (H1, V1, M1) se aplică etapele a÷g. 
 

Forţa înclinată (F) se descompune după cele două axe (x şi y), rezultând două componente (Fx şi Fy), care 

se pot calcula astfel: 

 

F𝑥 = F ∙ cosα;   F𝑦 = F ∙ sinα  
 

Pentru grinda încastrată, pentru calculul reacţiunilor (H1, V1, M1) se aplică ecuaţiile de echilibru: 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 + F𝑥 = 0; H1 + F ∙ cosα = 0 ⇒ H1 = −F ∙ cosα  
 

∑Fy = 0 ⇒ V1 − F𝑦 = 0; V1 − F ∙ sinα = 0 ⇒ V = F ∙ sinα  
 

∑M1 = 0 ⇒ −M1 + F𝑦 ∙ 𝑙 = 0; −M1 + F ∙ sinα ∙ 𝑙 = 0 ⇒ M1 = F ∙ sinα ∙ 𝑙  
 

 

Cunoscându-se reacţiunile, se efectuează calculul de verificare, astfel: 

∑
 

M2 = 0 ⇒ −M1 + V1 ∙ 𝑙 = 0; −F ∙ sinα ∙ 𝑙 + F ∙ sinα ∙ 𝑙 = 0 ⇒ 0 = 0  

                                  ⇒ reacţiunile s-au calculat în mod corect.  

 

 

Aplicaţia 1-2. Pentru grinda încastrată şi solicitată la încovoiere de sarcina uniform distribuită (q) (Figura 

1.15) se cere calculul reacţiunilor (H1, V1, M1). Se cunosc: lungimea grinzii (l); lungimea (a) pe care 

acţionează sarcina uniform distribuită, valoarea sarcinii uniform distribuite (q). 

 

 
Fig. 1.15. Grindă încastrată solicitată la încovoiere de o sarcină uniform distribuită 

 

Rezolvare. Pentru efectuarea cu uşurinţă a calculelor, sarcina uniform distribuită (q) se reduce la o forţă 

concentrată aplicată în centrul de greutate al dreptunghiului şi se calculează ca produsul dintre valoarea 

sarcinii uniform distribuite, (q) şi distanţa pe care acţionează (distanţa notată cu a în acest exemplu de 

calcul); adică: Q = q∙a. 
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Pentru grinda încastrată, pentru calculul reacţiunilor (H1, V1, M1) se aplică ecuaţiile de echilibru: 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0 
 

∑Fy = 0 ⇒ V1 − q ∙ 𝑎 = 0 ⇒ V1 = q ∙ 𝑎  
 

∑M1 = 0 ⇒ M1 + q ∙ 𝑎 (𝑙 −
𝑎

2
) = 0 ⇒  M1 = −q ∙ 𝑎 (𝑙 −

𝑎

2
)   

 

Observaţie: (1) Termenul (𝑙 −
𝑎

2
) reprezintă braţul forţei (q∙a), adică distanţa de la forţă (q∙a) la 

punctul 1 – punctul în care se calculează momentul. De asemenea, termenul (
𝑎

2
) apare 

deoarece când se reduce sarcina (q) la o forţa concentrată de valoare (q∙a), această 

forţă concentrată acţionează în centrul de greutate al dreptunghiului, adică la distanţa 

(
𝑎

2
)  faţă de punctele 2 şi 3 (care delimitează distanţa pe care acţionează q).       

 

După ce s-au obţinut reacţiunile, în mod obligatoriu se face un calcul de verificare, astfel: 
 

∑M2 = 0 ⇒ M1 + V1 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑎 ∙
𝑎

2
= 0;   

−q ∙ 𝑎 (𝑙 −
𝑎

2
) + q ∙ 𝑎 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑎 ∙

𝑎

2
= 0 ⇒ −q ∙ 𝑎 ∙ 𝑙 + q ∙ 𝑎 ∙

𝑎

2
+ q ∙ 𝑎 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑎 ∙

𝑎

2
= 0  

 

Rezultatele obţinute sunt confirmate, respectiv verifică ecuaţia de momente în raport cu punctul 2. 

 

 

Aplicaţia 1-3. Pentru grinda simplu rezemată din Figura 1.16, solicitată la încovoiere de sarcina uniform 

distribuită (q) şi de forţa concentrată (F), se cere calculul reacţiunilor din reazeme (H1, V1 şi V2). Se 

cunosc: lungimea grinzii (l); lungimea (a) pe care acţionează sarcina uniform distribuită, valorile 

solicitărilor exterioare (q) şi (F). 

 
Fig. 1.16. Grindă simplu rezemată solicitată la încovoiere de o sarcină uniform distribuită şi de o forţă  

 

Rezolvare. Se calculează cele două reacţiuni verticale (V1) şi (V2) scriind două ecuaţii de moment în 

raport cu punctele 1 şi 2, ce reprezintă reazemele. Se obţine: 

 
 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0  

∑M1 = 0 ⇒ q ∙ 𝑎 ∙
𝑎

2
+ F ∙ 𝑎 − V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 =

1

𝑙
(q ∙

𝑎2

2
+ F ∙ 𝑎)  

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −
𝑎

2
) − F ∙ (𝑙 − 𝑎) = 0   

V1 =
1

𝑙
[q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −

𝑎

2
) + F ∙ (𝑙 − 𝑎)] 

 

 

Se efectuează calculul de verificare: 
 

1 23 x

y

a

l

q
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F
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∑Fy = 0 ⇒ V1 + V2 − q ∙ 𝑎 − F = 0 
 

q ∙ 𝑎 −
q ∙ 𝑎2

𝑙
+ F −

F ∙ 𝑎

𝑙
+
q ∙ 𝑎2

𝑙
+  
F ∙ 𝑎

𝑙
− q ∙ 𝑎 − F = 0 ⇒ 0 = 0 

 

 

 

Aplicaţia 1-4. Pentru grinda simplu rezemată (Figura 1.17), solicitată la încovoiere de sarcina uniform 

distribuită (q) şi de momentul concentrat (M), se cere calculul reacţiunilor (H1, V1 şi V2). Se cunosc: 

lungimile (l, a, b), valorile solicitărilor exterioare (q) şi (M). 
 

 
Fig. 1.17. Grindă simplu rezemată solicitată la încovoiere de o sarcină uniform distribuită 

şi de un moment concentrat 

 

Ca şi în cazul exemplului anterior, se calculează reacţiunile verticale (V1) şi (V2) scriind două ecuaţii de 

moment în raport cu reazemele din punctele 1 şi 2, respectiv se efectuează la final calculul de verificare: 
 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0  

∑M1 = 0 ⇒ q ∙ 𝑎 ∙
𝑎

2
− M − V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 =

1

𝑙
(q ∙

𝑎2

2
− M)  

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −
𝑎

2
) − M = 0   

V1 =
1

𝑙
[q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −

𝑎

2
) + M] 

 

 

Verificare:  

∑Fy = 0 ⇒ V1 + V2 − q ∙ 𝑎 = 0 ⇒      q ∙ 𝑎 −
q∙𝑎2

2∙𝑙
+
M

𝑙
+
q∙𝑎2

2∙𝑙
−
M

𝑙
− q ∙ 𝑎 = 0 ⇒   0 = 0  

 

 

 

 

1.4.4. Metoda secţiunilor pentru calculul eforturilor 

 

Studiul şi calculul eforturilor (forţe şi/sau momente) dintr-o secțiune transversală a unui corp deformabil, 

supus solicitărilor exterioare în domeniul elastic, reprezintă una din problemele principale ale disciplinei 

de Rezistența Materialelor. 
 

Eforturile, care pot fi forţe şi/sau momente, se dezvoltă în interiorul corpurilor ca urmare a unor solicitări 

mecanice exterioare, având intensităţi variabile în diferite puncte.  
 

Pentru studiul eforturilor, se consideră corpul solid din Figura 1.18 solicitat de forțele exterioare (F1÷F5), 

aflat într-o stare de echilibru static. Eforturile care iau naştere în interiorul corpului solid pot fi 

investigate prin aplicarea unei tehnici fundamentale în domeniul Rezistenţei Materialelor, denumită 

metoda secţiunilor. Aplicarea metodei implică următoarele etape: 
 

(1) Secţionarea corpului: presupune aplicarea unui plan imaginar, numit planul secțiunii, perpendicular 

pe axa longitudinală a corpului solid supus solicitărilor exterioare, în zona de interes în care se dorește 

1 23 x

y

a

l

q

q a

V1

H1

V2

M
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b
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determinarea eforturilor. Se realizează secționarea imaginară a acestuia, rezultând două secțiuni: 

Secțiunea A și Secțiunea B (Figura 1.18). Se îndepărtează una din cele două secțiuni (Secțiunea A), 

rămânând spre studiu celalaltă secţiune, Secțiunea B. 
 

(2) Se înlocuieşte acţiunea forţelor exterioare corespunzătoare secţiunii înlăturate (forțele F1 și F2 care 

solicită Secțiunea A) cu forţe distribuite echivalente, astfel încât să se păstreze starea de echilibru a 

secțiunii rămase (Secțiunea B) (Figura 1.19). 
 

(3) Evidenţierea eforturilor: eforturile corespunzătoare secţiunii rămase (Secţiunea B) se reduc în centrul 

de greutate al secţiunii transversale la un torsor de eforturi (forţă FR şi moment MR), care echivalează 

acţiunea forţelor exterioare ce solicită secţiunea înlăturată (Figura 1.20). 
 

 

 
Fig. 1.18.  Corp secționat cu un planul vertical  

(Planul secţiunii) 

▫ Corpul solicitat de sistemul de forţe (F1÷F5) 

se secţionează cu un plan perpendicular pe 

axa sa longitudinală rezultând două secţiuni, 

notate în Figura 1.18 cu A şi B. 
 

▫ Înainte de secţionare, corpul se află în 

echilibru static. 

 
Fig. 1.19. Forțe echivalente distribuite în Secțiunea B. 

Torsorul de eforturi: FR și MR 

▫ Se păstrează una din cele două secţiuni, 

adică Secţiunea B. 
 

▫ Acţiunea Secţiunii A asupra lui B se reduce 

la un torsor de eforturi aplicat în centrul de 

greutate al secţiunii, pentru menţinerea stării 

de echilibru iniţial. 
 

Torsorul de eforturi este format din forţa 

rezultantă (FR) şi momentul rezultant (MR). 

 
Fig. 1.20. Componentele torsorului eforturilor 

▫ Forţa rezultantă (FR) se descompune în 

componentele: 

  - Forţa axială (Nx) 

  - Forţa tăietoare (T), cu componentele (Ty) 

şi (Tz) 

▫ Momentul rezultant (MR) se descompune în 

componentele: 

  - Momentul de încovoiere (Mi) (cu 

componentele Miz; Miy) 

  - Momentul de torsiune (Mt). 

 

 

(4) Torsorul (FR) şi (MR) (Figura 1.20) se descompune în următoarele componente (Tabelul 1.3): 

B
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Tabelul 1.3. Componentele torsorului de eforturi  

Componenta FR Componenta MR 

Forţa axială  

(N) 

Forţa tăietoare  

(T) 

Momentul de 

torsiune (Mt) 

Momentul de 

încovoiere (Mi) 

Este normală la 

secţiune, fiind dirijată 

după axa (x) și care 

solicită corpul la 

întindere/compresiune.  

Este cuprinsă în planul 

secţiunii și are 

componentele (Ty) şi (Tz); 

solicită corpul la forfecare  

sau tăiere. 

Este normal 

(perpendicular) la 

secţiune și solicită 

corpul la torsiune  sau 

răsucire. 

Este cuprins în planul 

secţiunii și are 

componentele (Miy) şi 

(Miz); solicită corpul la 

încovoiere (după axa z 

și y). 

 

 

1.5. Tensiuni  

 

Se consideră un corp solid supus solicitărilor de forțele exterioare (F1 ÷ F3) având secțiunea transversală 

cu aria (A), formată din arii elementare (ΔA), perpendiculară pe axa longitudinală (x), (Figura 1.21). 

Pentru studiul eforturilor și al tensiunilor, se consideră că materialul din care este realizat corpul este un 

mediu continuu, adică materia internă este uniform distribuită în toate direcțiile, iar eforturile care 

acționează în secțiunile transversale ale corpului sunt, la rândul lor, uniform repartizate. În centrul de 

greutate al suprafeței elementare (ΔA) acționează forța internă elementară (ΔF).  
 

 

 
Fig. 1.21. Tensiuni în secțiunea transversală 

 

Se definește efortul ce revine unității de suprafață prin relația: 

 

p = lim
∆A→0

∆F

∆A
 (1.4) 

 

În contextul disciplinei de Rezistența Materialelor, o definiţie uzuală a tensiunii sau a efortului unitar 

este prezentată astfel: efortul care revine unităţii de suprafaţă, exprimat matematic ca limita raportului 

dintre efortul (ΔF) și aria elementară (ΔA) când aceasta tinde către zero (relația 1.4). Cu alte cuvinte, 

tensiunea este o mărime mecanică ce exprimă distribuția forțelor interioare, numite eforturi, care apar 

într-un corp atunci când acesta este supus unei solicitări exterioare. Aceste eforturi acționează pentru a 

împiedeca deformarea materialului, „rezistând” la schimbările de formă sau dimensiuni cauzate de 

forțele exterioare. Tensiunea măsoară cât de mult se opune materialul deformării atunci când este 

solicitat și se definește în termeni generali ca fiind raportul dintre efortul care acționează pe o suprafață 

internă a materialului și aria acelei suprafețe. Tensiunea într-o secţiune oarecare a unui corp nu poate 

fi măsurată experimental în mod direct, ci se obţine indirect, prin măsurarea experimentală a altor mărimi 

mecanice (de regulă, deformaţiile specifice) şi prin utilizarea relaţiilor teoretice de calcul care definesc 

tensiunea în acea secţiune.  
 

Cunoașterea tensiunii totale (p) depinde de cunoașterea efortului din care s-a dedus (adică mărimea, 

direcția și sensul vectorului ∆F) și de orientarea suprafeței elementare (ΔA), definită de cele trei 

cosinusuri  directoare ale normalei la element. Tensiunea totală (p) are o direcție oarecare și se 

descompune în (Tabelul 1.4):   
 

F3

F1

F2

x

y

z

n

σ

τ
p

ΔF

ΔA

A



21 | 1 8 0  
 

Tabelul 1.4. Componentele tensiunii totale 

Tensiunea totală (p) 

Tensiunea normală (σ) Tensiunea tangenţială (τ) 

Este tensiunea normală sau perpendiculară la 

secțiunea transversală și are direcția axei 

longitudinale sau geometrice a corpului solid. 

Efectul tensiunii normale este de întindere (dacă 

tensiunea iese/trage de secțiunea transversală) sau 

de compresiune (dacă tensiunea normală intră în 

secțiune).  

Unitatea de măsură în SI: [MPa] sau [N/mm2]   

Este tensiunea tangentă la secțiunea transversală, 

respectiv tensiunea aflată în planul secțiunii 

transversale, iar direcția tensiunii este 

perpendiculară pe axa longitudinală a corpului 

solid. Efectul tensiunii tangențiale este de 

forfecare (tăiere sau lunecare). 

 

Unitatea de măsură în SI: [MPa] sau [N/mm2]   

 

Între cele trei tensiuni (p, σ, τ) există relația geometrică:  

 

p2 = σ2 + τ2 (1.5) 

 

În studiul corpurilor deformabile, cunoașterea stării de tensiuni (σ, τ) este necesară pentru a evalua 

capacitatea unui material de a se opune solicitărilor mecanice, astfel încât să se evite deformarea peste 

anumite limite admisibile sau chiar ruperea acestora.  

 

 

1.6. Deformaţii şi deplasări 

 

Deformaţia este o mărime mecanică care descrie modificarea formei sau a dimensiunilor unui corp sub 

acţiunea forţelor exterioare, fără a altera cantitatea de material şi este o caracteristică mecanică 

importantă în înțelegerea comportamentului materialelor în diferite condiții de solicitare şi rezemare.  
 

Deformaţiile depind de forma şi de dimensiunile piesei, de mărimea, de modul de aplicare a sarcinilor 

exterioare şi de caracteristicile mecanice ale materialului din care este confecţionată piesa. Deformaţiile 

se pot clasifica (Tabelul 1.5): 
Tabelul 1.5. Clasificarea deformaţiilor 

Deformații 

Deformaţii liniare (Δl)  Deformaţii unghiulare (γ) 

Constau în modificarea lungimii  corpurilor 

(lungiri sau scurtări) supuse la solicitări exterioare 

(Figura 1.22). 

Unitatea de măsură în SI: [mm]   

Constau în modificarea unghiurilor datorită 

sarcinilor exterioare (Figura 1.23).  

  

Unitatea de măsură în SI: [rad] 

 

În Figura 1.22 a) se consideră o bară cu lungimea inițială (li) solicitată la întindere de forța axială (F). 

Sub acțiunea forței aplicate, bara se deformează, respectiv se lungește cu valoarea (Δl). Astfel că bară 

va avea lungimea finală (lf). 
 

 

 

a) b) 

Fig. 1.22. Deformații liniare ale copurilor solide: a) la întindere; b) la compresiune 
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Cunoscând lungimea inițială și cea finală, se poate calcula deformația liniară sau lungirea (Δl) cu relația: 
 

∆𝑙 =  𝑙𝑓 − 𝑙𝑖 (1.6) 
 

unde:  Δl reprezintă lungirea barei sau lungirea totală, [mm]. 
 

Raportul dintre lungirea barei (Δl)  și lungimea inițială a barei (li) determină cu cât s-a lungit unitatea de 

lungime (ε): 

ε =
∆𝑙

𝑙𝑖
=
𝑙𝑓 − 𝑙𝑖

𝑙𝑖
 (1.7) 

unde:  ε  reprezintă deformaţia specifică (mărime adimensională), însă se poate exprima şi în [%]. 

 

În cazul solicitării axiale de compresiune, mărimile (Δl) și (ε) nu își schimbă semnificația, ci doar semnul 

(vor fi negative), (Figura 1.22 b). Deformaţiile specifice liniare (lungirea sau scurtarea specifică) sunt 

cauzate de acţiunea forţelor exterioare care produc tensiuni normale. 
 

Se consideră un corp de formă paralelipipedică cu grosimea unitară prezentat în Figura 1.23, pe fețele 

căruia iau naştere tensiuni tangențiale egale, având sensul indicat pe desen. Baza paralelipipedului (fața 

ABEF) este fixă, iar sub acțiunea tensiunilor tangențiale (τ), fața CDGH alunecă paralel cu ea însăși 

ajungând în poziția finală C’D’G’H’. 

 
Fig. 1.23. Deformații unghiulare și deplasarea punctului C  

 

Această alunecare poate fi măsurată prin unghiul (γ) format între fețele AECG și AEC’G’, reprezentând 

variația unghiului drept ca urmare a solicitării elementului. Astfel, se poate scrie: 
  

tgγ ≈ γ =
CC′

AC
 (1.8) 

  

unde:  γ reprezintă lunecarea specifică, fiind pozitivă (prin convenţie) atunci când unghiul drept se 

micşorează, şi se măsoară în [°] sau [rad]. 
 

Pe lângă deformarea corpului solicitat, majoritatea punctelor sale îşi schimbă poziţia. Drumul pe care îl 

parcurge un punct al corpului în timpul deformării şi pe direcţia solicitării exterioare se numeşte 

deplasare (se notează cu u după axa x; cu v după axa y; cu w după axa z). De exemplu, segmentul de 

dreaptă CC’ este drumul parcurs de punctul C din poziția inițială în punctul C’ (poziția finală) şi 

reprezintă deplasarea punctului C după axa Ox (Figura 1.23). 

 
 

1.7. Încercări mecanice. Legea lui Hooke 

 

Caracteristicile mecanice ale materialului, relevante pentru studiul tensiunilor și deformațiilor, se 

determină prin încercări mecanice, experimentale, cum ar fi cele de tracțiune, compresiune sau 

încovoiere (efectuată în trei sau patru puncte). Prin încercarea la tracţiune se obţin caracteristicele 

mecanice care intervin în studiul solicitărilor de întindere simplă. Condiţiile de efectuare a încercării la 

tracţiune (întindere) a metalelor şi modul de interpretare al rezultatelor sunt prevăzute în SR EN ISO 

6892-1:2020: Materiale metalice – Încercarea la tracțiune – Partea 1: Metodă de încercare la 
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temperatura ambiantă [37]. Pentru realizarea acestor încercări sunt necesare: epruvete (Figura 1.24), 

maşină de testat (Figura 1.25) şi aparatură pentru măsurarea deformaţiilor. 

 

Reprezentarea variaţiei tensiunii normale (σ) în funcţie de deformaţia specifică (ε) pe parcursul încercării 

la tracţiune a unui anumit material defineşte curba caracteristică a materialului respectiv. 

 

Pe baza experimentelor (încercări la tracţiune sau la compresiune), Robert HOOKE a arătat că, până la 

anumite limite, tensiunile sunt proporţionale cu deformaţiile corespunzătoare, adică tensiunile variază 

liniar în raport cu deformaţiile specifice. Se defineşte modulul de elasticitate longitudinală (E) (modulul 

lui Young)  ca fiind coeficientul unghiular al dreptei sau tangenta la dreapta liniară  (σ-ε),  deci  E = tgα. 

Astfel, legea lui HOOKE este definită de relaţia: 

 

σ = E ∙ ε (1.9) 

 

 

 

a) 

 
b) 

Fig. 1.24. Tipuri de epruvete pentru încercarea metalelor la întindere 

a) epruvetă cilindrică; b) epruvetă plană 

Fig. 1.25.  Maşina de încercări mecanice Instron 

3366 din laboratorul UTCN [26, 34] 

 

Legea lui Hooke definită de relația (1.9) este valabilă în cazul materialelor care se situează în domeniul 

elastic de solicitare. Curba caracteristică a materialului este indepedentă de dimensiunile epruvetei și se 

obţine reprezentând în abscisă (axa x) deformaţia specifică liniară (ε) iar în ordonată (axa y) tensiunea 

normală (σ), determinate experimental. 

 

În cazul solicitării de forfecare, legea lui Hooke, între tensiunea tangenţială (τ) şi deformaţia specifică 

unghiulară (γ), are forma:  
 

τ = G ∙ γ (1.10) 

unde: G se numeşte modul de elasticitate transversală, N/mm2.  

 

Între modulul de elasticitate longitudinală (E), modulul de elasticitate transversală (G) şi coeficientul de 

contracţie transversală (ν) există următoarea relaţie de legătură [2]:  
 

G =
E

2 ∙ (1 + ν)
 (1.11) 

 

Modulul de elasticitate longitudinală (E), transversală (G) şi coeficientul de contracție transversală (ν) 

sunt constante elastice de material, determinate experimental pentru fiecare material în parte. Pentru 

oţeluri aceste constante se situează în jurul valorilor: ν = 0,3;  E = 2,1⋅105 N/mm2; G = 8⋅104 N/mm2. 
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Fig. 1.26.  Etapele prin care trece o epruvetă solicitată la tracțiune pentru obținerea curbei caracteristice 

 
 

 

a) 

 

b) 

 

c) 

Fig. 1.27.  Epruvete solicitate la tracţiune: 

a) epruvetă metalică; b) epruvetă din aluminiu; c) epruvetă din plastic 
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În Figura 1.28 s-au notat: 

 

σp – limita de proporționalitate,     

       [N/mm2] 

σe – limita de elasticitate, [N/mm2] 

σc – limita de cugere, [N/mm2] 

σr – limita de rupere, [N/mm2] 

εp, εr, εe, εt – deformația specifică în 

domeniul plastic (sau de rupere), 

elastic, respectiv deformația 

specifică totală, [mm/mm] sau [%] 

E – modulul de elasticitate 

longitudinală sau modului lui 

Young, [N/mm2]. 

Fig. 1.28. Reprezentarea generală a curbei caracteristice pentru oțel moale 
 

În Figura 1.28 se prezintă curba caracteristică obținută prin tracțiune pentru un oțel moale, în forma sa 

generală. 
 

Pe curba caracteristică se disting trei zone importante: 
 

1. Zona de elasticitate  

   (zona 0P) 

▪ Îi corespunde tensiunea (σp) numită limita de proporţionalitate.                                              

Până în punctul P există o proporţionalitate directă între tensiuni şi 

deformaţii specifice (σ = E·ε iar tgα = E este modului lui Young), 

ceea ce înseamnă că modulul de elasticitate are o variație liniară.  

▪ Punctului B de pe curbă îi corespunde tensiunea (σe) – limita de 

elasticitate şi reprezintă nivelul maxim al tensiunii până la care 

materialul îşi păstrează comportarea elastică. 

2. Zona de plasticitate  

    (porţiunea BCM) 

▪ Punctului C îi corespunde (σc) limita (tensiunea, rezistenţa) de 

curgere. 

▪ Materialul se comportă plastic, iar deformațiile specifice cresc în 

raport cu tensiunile normale (σ) rămând aproximativ constante. 

3. Zona gâtuirii şi ruperea      

    epruvetei 

   (porţiunea MN) 

▪ Punctului M îi corespunde (σr)  limita (tensiunea, rezistenţa) de                                                                            

rupere şi este dată de tensiunea maximă pe care o poate suporta 

epruveta. 

▪ Ruperea epruvetei are loc la o forță mai mică decât cea maximă, 

ca urmare a apariției fenomenului de gâtuire. Forța, respectiv 

tensiunea de rupere sunt mai dificil de determinat experimental, 

motiv pentru care se consideră de obicei forța maximă (Fmax). 

▪ Tensiunea de rupere se calculează cu raportul dintre forţa 

maximă suportată de epruvetă (Fmax) şi aria iniţială a secţiunii 

transversale a acesteia [2,16]: 

 
σr = σmax =

Fmax
A0 

,   [N/mm2] (1.12) 

 

Curba caracteristică este utilă pentru înțelegerea comportamentului mecanic al materialului supus 

testelor mecanice (vezi Figura 1.2) și pentru determinarea parametrilor necesari în calculele de 

dimensionare şi verificare: limita elastică, rezistența la tracțiune, deformația la rupere, modulul de 

elasticitate longitudinală etc. 
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Observaţii: (1) În Figura 1.28 curba notată Cc se numește curba convențională (sau curba 

inginerească) și se obține experimental (tracțiune) prin puncte primite/dobândite 

împărţind forţa de întindere variabilă cu secţiunea iniţială A0 a epruvetei ca şi cum ar 

rămâne constantă.   

(2) Curba punctată Cr se numește curba caracteristică reală și se obține împărțind 

valoarea forței reale (care este variabilă) la secțiunea transversală reală a pruvetei.   

(3) Materialele ductile prezintă deformaţii plastice mari înainte de rupere, iar 

materialele fragile nu prezintă fenomenul de curgere. 

 

În Figura 1.29 se prezintă mai multe exemple de curbe caracteristice obţinute prin tracţiune pentru 

diferite tipuri de materiale..6.a) poate fi mult diferită de aceea pr 

 
Fig. 1.29. Curbe caracteristice pentru diferite materiale obţinute experimental la tracțiune [35] 

 

 

1.8. Rezistența admisibilă și coeficienți de siguranță 

 

Se consideră critice acele niveluri de solicitare care depăşesc limitele acceptabile şi care produc efecte 

negative mari, cum ar fi deformaţii permanente, fenomenul de rupere etc.  În calculele inginereşti se 

impune întotdeauna condiţia de rezistenţă, adică tensiunile efective maxime (σef) ce rezultă din calcule 

să fie mai mici sau cel mult egale cu o valoare limită denumită rezistenţă admisibilă sau tensiune 

admisibilă (σa sau τa), adică: 

 

σef ≤ σa,     [N/mm
2] (1.13) 

 

Definiție: Valoarea convențională aleasă în calcul, pe baza practicii și experimentelor, pentru tensiunea 

maximă care se poate produce într-o piesă, în condițiile specifice ale materialului și solicitării, fără riscul 

apariției deformațiilor permanente sau a ruperii, se numește rezistența admisibilă a materialului. 

Rezistenţa admisibilă se calculează din rezistenţa de rupere (pentru materiale fragile) sau din tensiunea 

de curgere (pentru materiale tenace) prin împărţirea cu un coeficient de siguranţă (c): 

 

σa =
σr
c
   sau   σa =

σc
c
,     [N/mm2] (1.14) 

 

În cazul solicitărilor simple de întindere ale pieselor pentru care ruperea ar reprezenta starea critică se 

defineşte coeficientul de siguranţă:    

 

cr =
σr
σef
,     [N/mm2] (1.15) 
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unde: σr este tensiunea normală de rupere, [N/mm2] 

 σef este tensiunea normală efectivă sau calculată, [N/mm2]. 
 

Coeficienţii (c, cr)  sunt supraunitari şi se numesc coeficienţi de siguranţă. Valorile lor, ca şi ale 

rezistenţelor admisibile, se aleg în funcţie de mai mulţi factori, cum ar fi: natura materialului, 

tratamentele termice aplicate materialului, durata de folosire a piesei, modul de acţionare a sarcinilor în 

timp, tipul solicitării, temperatura de funcţionare etc.         
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2. SOLICITAREA AXIALĂ 
 

 

2.1. Noţiuni generale 

 

Solicitarea axială se produce atunci când o bară este solicitată de un sistem de forţe concentrate, aplicate 

în centrul de greutate al secţiunii transversale, acţionând de-a lungul axei longitudinale a barei şi 

determinând un efect de întindere sau de compresiune. În Figura 2.1 s-a reprezentat o bară cu secțiunea 

circulară constantă pe toată lungimea (l), solicitată de forța (F), care acționează în centrul de greutate al 

secţiunii transversale a barei, la întindere (Figura 2.1a), respectiv la compresiune (Figura 2.1b).  
 

 
 

a) b) 

Fig. 2.1. Solicitarea axială a unei bare circulare: a) întindere; b) compresiune 

 

 

2.2. Reacţiuni şi eforturi la solicitarea axială 

 

Pentru efectuarea calculelor de rezistenţă (verificare, dimensionare, forţa capabilă, calculul tensiunilor 

şi deformaţiilor), este necesară determinarea reacţiunilor şi eforturilor din secţiunile transversale. În 

acest scop, pentru bara solicitată axial de forţele concentrate (F), (2F), (3F) (Figura 2.2), se vor 

determina: reacţiunile din reazem, respectiv forţele axiale (eforturile) (N) din secţiunile transversale şi 

se va trasa diagrama de variaţie a eforturilor pentru identificarea efortului maxim, respectiv a secţiunii 

maxim solicitată.  
 

 
Fig. 2.2. Bară solicitată axial 

 

(a) Calculul reacţiunilor 

 

Se introduc puncte notate cu 1÷ 4 acolo unde sunt punctele de aplicație ale forțelor exterioare, respectiv 

în reazem (punct de sprijin, încastrarea), rezultând trei tronsoane cu lungimile (a, b, c), unde lungimea 

(l = a + b + c) este lungimea totală a barei (Figura 2.3). Se introduc în încastrare reacţiunile (H1, V1 şi 

M1) şi se calculează aplicând ecuaţiile de echilibru statice. Se alege semnul pozitiv al forţelor aplicate 

dacă au aceeaşi direcţie cu axa longitudinală (x). Se obţine: 
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Fig. 2.3. Bară solicitată axial: calculul reacţiunilor 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 + F + 3F − 2F = 0 (2.1) 

H1 = −F − 3F + 2F ⇒ H1 = −2F (2.2) 

∑Fy = 0 ⇒ V1 = 0 (2.3) 

∑M1 = 0 ⇒ M1 = 0 (2.4) 
 

 

Observaţii: (1) Deoarece reacţiunea (H1) este negativă, rezultă că acţionează în sens opus orientării 

introduse pe schiţă.  

(2) Nu se va modifica sensul forţei (H1) pe schiţă. 

(3) În calculele ulterioare se va utiliza (H1) cu semnul obţinut (negativ). 

 

(b) Calculul forţelor axiale (N) 
 

Forţele (eforturile) axiale se obțin aplicând metoda secțiunilor pe fiecare tronson al barei și se calculează 

ca suma algebrică a forțelor exterioare care acționează de-a lungul axei longitudinale a barei (axa x), 

Figura 2.4. Pentru calculul forţelor axiale în secţiunile transversale ale barei se ţine cont de convenţia de 

semne descrisă în Tabelul 2.1. 
Tabelul 2.1. Convenţia de semne pentru forţa axială în secţiune 

 

Forţa axială (N) este pozitivă dacă forţele exterioare ies din 

secţiune, producând întinderea acesteia. 

 

Forţa axială (N) este negativă dacă forţele exterioare intră din 

secţiune, producând compresiunea acesteia. 

 

Ca să se poată identifica mai uşor semnul forţelor axiale, metoda secţiunii se aplică pornind de la capătul 

liber (punctul 4) către încastrarea barei (punctul 1), astfel poziţia secţiunilor (distanţa x) se va raporta la 

punctul 4. 
 

 
Fig. 2.4. Aplicarea metodei secţiunii pentru calculul eforturilor axiale 
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Pentru exemplul propus, forţele axiale pe fiecare interval s-au calculat astfel: 

 

 

Intervalul 4 – 3:  N4-3 = F 

 

 

Intervalul 3 – 2:  N3-2 = F+3F = 4F 

 

Intervalul 2 – 1:  N2-1 = F+3F-2F = 2F 

 

Observaţie: (1) Forţa axială calculată pe intervalul 2 -1  (intervalul de lângă încastrare) are aceeaşi 

valoare ca şi reacţiunea orizontală (H1), dar cu semn opus. Astfel, dacă încărcarea se 

reduce în punctul 1, aceasta va fi în echilibru, adică: 

 

 
 

Pe baza rezultatelor obţinute în cazul forţelor axiale (N) se construieşte diagrama de variaţie ale forţelor 

axiale pe fiecare interval. Diagrama de variație a forțelor axiale are rolul de a furniza informaţii (vizuale) 

cu privire la distribuția forțelor axiale pe întrega lungime a barei, respectiv permite identificarea cu 

ușurință a secțiunii maxim solicitată. Pentru construirea diagramei de variaţie, valorile pozitive se 

trasează deasupra liniei de referinţă, iar cele negative sub linia de referinţă.  

 
Fig. 2.5. Diagrama de variatie ale forţelor axiale (N) 

 

Pe baza diagramei obţinute în Figura 2.5, se observă că în secţiunile transversale forţele axiale (N) sunt 

constante pe intervale (diagrama are aceeaşi înălţime pe un anumit interval), iar forţa axială maximă se 

obţine pe intervalul 2 – 3, Nmax = N3-2 = 4F.  
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Pentru bara dată, forţele axiale sunt pozitive în secţiune, deformațiile axiale (Δl) sunt pozitive iar bara 

este supusă la întindere în urma solicitarilor exterioare.  
 

Pe baza acestor rezultate, se poate parcuge diagrama pornind din capătul liber, astfel: diagrama începe 

cu saltul de valoare (F) produs de forţa aplicată (F), apoi în punctul 3 diagrama are un salt crescător de 

la (F) la (4F); în punctul 2 diagrama scade prin saltul de la (4F) la (2F), şi se închide diagrama cu saltul 

produs de reacţiunea (H1). 
 

În punctele în care sunt aplicate forţele concentrate, pe diagrama de variaţie trebuie să se regăsească 

valorile acestora sub formă de salt. Aceste salturi se calculează ca sumă sau diferenţă în valoare absolută 

a valorilor de pe diagramă în punctul respectiv. În cazul dat, în punctele 2, 3 şi 4 în care s-au aplicat 

forţele axiale, se calculează saltul pe diagramă ca fiind diferenţa în valoare absolută a valorilor din acel 

punct, astfel: 
 

▪ În punctul 4 |0 − F| = |F| (2.5) 

▪ În punctul 3 |F − 4F| = |3F| (2.6) 

▪ În punctul 2 |4F − 2F| = |2F| (2.7) 
 

Acest procedeu de parcurgere a diagramei de variaţie a forţelor, respectiv calculul salturilor în puncte 

este şi o metodă de verificare a rezultatelor obţinute.  
 

În baza acestui exemplu analizat, rezultă următoarele concluzii: 
 

(1) Punctele în care se aplică forţe axiale determină salturi corespunzătoare pe diagramă 

(2) Sensul forţelor aplicate trebuie să fie în concordanţă cu reprezentarea lor în diagrama de variaţie a 

forţelor 

(3) Forţa axială calculată pe intervalul de lângă încastrare este egală şi de semn opus cu reacţiunea 

orizontală 

(4) În fiecare secţiune transversală forţele externe sunt echilibrate de forţele axiale (forţele interne).  

 

 

2.3. Tensiuni și deformații la solicitarea axială 

 

La solicitarea axială, forţele axiale (N) produc în secţiunea transversală doar tensiuni normale (σ). Pentru 

calculul tensiunilor normale în secțiunea transversală, se ține cont de ipoteza lui Bernouli: secțiunile 

paralele, plane și normale la axa barei înainte de deformare, rămân paralele, plane și normale axa 

barei și după deformare. Conform aceste ipoteze, deformațiile (lungirile sau scurtările) sunt aceleași în 

întreaga secțiune. De asemenea, comportarea materialului este guvernată de legea lui Hooke (σ = E·ε ).   

 
 

  
Fig. 2.6. Tensiunea normală (σ) într-o secțiune oarecare (x) 

 

Pentru deducerea relației de calcul a tensiunii normale (σ) în secțiune, se consideră bara de lungime (l) 

solicitată axial (la întindere) de forța (F) și care este secționată la o anumită distanţă (x) față de centrul 

secţiunii (punctul O, originea sistemului de referinţă xOy) (Figura 2.6). Tensiunile normale (σ) sunt 

constante și uniform distribuite pe secțiunea transversală a barei cu aria (A). Forța din secțiunea (x) va 

fi rezultanta forțelor (σ·dA) pe toate elementele secțiunii. Astfel se obține relația de calcul a tensiunii 

normale în secțiune:  

x

x dx
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N = ∫ dN =
A

∫ σ ∙ dA = σ∫ dA = σ ∙ A
AA

 (2.8) 

  

σ =  
N

A
 (2.9) 

 

unde: N este forța axială,  [N] 

 A este aria secţiunii transversale a barei, [mm2] 

 σ este tensiunea normală în secțiunea transversală a barei, [N/mm2]. 
 

Din relația (2.9) se pot deduce relații de dimensionare, verificare și capacitatea de încărcare (forţa axială 

capabilă) ale barei (Tabelul 2.2): 

 
Tabelul 2.2. Relații de calcul la solicitarea axială 

Dimensionare Verificare Forţa axială capabilă 

Anec =
N

σa
 σef =

N

Aef
≤ σa 

Ncap = Aef ∙ σa 

 

unde: N, Ncap este forța axială din secțiunea transversală, respectiv forța axială capabilă să o suporte 

bara fără a se rupe (sau să nu să se producă deformații permanente),  [N] 

 Aef, Anec este aria efectivă (calculată), respectiv necesară (minimă) a secţiunii transversale a 

barei, [mm2] 

 σef, σa  este tensiunea normală efectivă, respectiv tensiunea admisibilă, [N/mm2]. 
 

Pentru obținerea relației de calcul a deformației pentru bara solicitată axial se cunosc: 
 

a) Deformația specifică liniară  

    (la întindere) 
ε =  

∆𝑙

𝑙
 (2.10) 

b) Legea lui Hooke: σ = E ∙ ε (2.11) 

c) Tensiunea normală în 

secțiunea transversală: 
σ =

N

A
 (2.12) 

 

Din relația (2.11) rezultă deformația specifică (ɛ) de forma: 

ε =
σ

E
 (2.13) 

 Înlocuind expresia (2.12) în (2.13) se obține: 

ε =
N

E ∙ A
 (2.14) 

Deformația liniară (Δl) se poate scrie sub forma utilizând relația (2.10): 

∆𝑙 = ε ∙ 𝑙 (2.15) 

 

Se introduce relația (2.14) în expresia (2.15) şi se obține relația de calcul a deformației liniare la 

solicitarea axială: 

∆𝑙 =
N ∙ 𝑙

E ∙ A
 (2.16) 

 

unde: N este forța axială din secțiunea transversală, [N] 

 A este aria secţiunii transversale a barei, [mm2] 

 l este lungimea barei, [mm] 

 Δl este deformația liniară, [mm] 

 ɛ este deformația specifică liniară, [mm/mm] sau [%] 

 E este modulul de elasticitate longitudinală, [N/mm2] 

 σ  este tensiunea normală din secțiunea transversală a barei, [N/mm2] 

 E·A reprezintă modulul de rigiditate la solicitarea axială. Deformarea barei este cu atât mai 

mică cu cât modulul de rigiditate al acesteia este mai mare şi invers. 
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Pe baza relației (2.16) se fac următoarele observații: 
 

(1) Dacă bara solicitată axial este compusă din porţiuni de secţiuni şi lungimi diferite (numite intervale), 

deformaţia totală a barei este egală cu suma algebrică a deformaţiilor fiecărui interval, respectiv: 

 

∆𝑙total =∑∆𝑙i;       ∆𝑙total =∑ =
Ni ∙ 𝑙i
Ei ∙ Ai

n

i=1

n

i=1

 (2.17) 

 

unde: Δltotal  este deformația (sau deplasarea) totală a barei, [mm] 

 n este numărul porțiunilor de secțiuni și lungimi diferite, adică a intervalelor ce compun bara. 
 

(2) Dacă bara este supusă unui sistem de forţe axiale (normale) de întindere şi compresiune, deformaţia 

totală a barei este egală cu suma algebrică a deformaţiilor produse de fiecare forţă a sistemului. 
 

(3) Formula (2.16) este aplicabilă numai în domeniul elastic de solicitare. 

 

 

Aplicaţie rezolvată 

 

 

Aplicaţia 2-1. Pentru bara solicitată de forţele axiale (F1 ÷ F3), având secţiunea constantă, se cer: 
 

(a) Calculul reacţiunii orizontale (H) din încastrare 

(b) Calculul forţelor axiale (N) pentru fiecare interval şi trasarea diagramei de variaţie ale forţelor axiale 

(c) Calculul de dimensionare (d) 

(d) Calculul tensiunilor normale (σ) pentru fiecare interval 

(e) Calculul deplasării capătului liber (Δltotal) al barei. 

 

 

Pentru efectuarea calculelor teoretice, 

se cunosc următoarele date: 

 

F1 = 2 kN; F2 = 8 kN; F3 = 5 kN;  

a = 60 mm; b = 100 mm;  

c = 30 mm; 

σa = 120 N/mm2;  

E = 2,1∙105 N/mm2.   
Fig. 2.7. Bară solicitată axial 

 

Rezolvare. (a) Calculul reacţiunii orizontale (H) din încastrare 
 

Pentru efectuarea calculelor teoretice, este necesar să se definească intervalele prin numerotarea 

punctelor de aplicaţie ale forţelor exterioare, respectiv a reazemului. Se obţin patru puncte rezultând trei 

intervale. Apoi, în încastrare se introduc cele trei reacţiuni: reacţiunea orizontală (H) şi cea verticală (V) 

ca urmare a anulării mişcărilor de translaţie după cele două direcţii (x, y), respectiv momentul de 

încovoiere (M) datorită anulării mişcării de rotaţie în planul xOy, originea O a sistemului de referinţă 

fiind în încastrare (Figura 2.8). 
 

 
Fig. 2.8. Calculul reacţiunii (H) din încastrare 

F3 xF2 F1

abc

y

4 3 2 1

F3 xF2 F1

abc
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y
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Având în vedere că bara este solicitată doar axial şi se neglijează greutatea proprie, rezultă că, atât 

reacţiunea verticală (V), cât şi momentul de încovoiere (M) sunt nule. Drept consecinţă, se calculează 

doar reacţiunea orizontală (H) aplicând ecuaţia de echilibru: 

 

∑Fx = 0 ⇒ H + F3 − F2 + F1 = 0 
 

H = −F3 + F2 − F1  

H = −5 + 8 − 2 ⇒ H = 1 kN  

 

(b) Calculul forţelor axiale (N) şi trasarea diagramei de variaţie  
 

Se calculează forţa axială (N) în secţiune pe fiecare interval ţinând cont de convenţia de semne pentru 

forţa axială prezentată în Tabelul 2.1, respectiv aplicând metoda secţiunii, parcurgând bara de la capătul 

liber (punctul 1) către încastrare (punctul 4). Se obţine: 
 

 

Intervalul 1 – 2 :  

N1 - 2 = F1 = 2 kN 

 

 

Intervalul 2 – 3 :  

N2 - 3 = F1 – F2 = 2 – 8 = – 6 kN 

 

 

Intervalul 3 – 4 :  

N3 - 4 = F1 – F2 + F3 = 2 – 8 + 5 = – 1 kN 

 

 

Cunoscând faptul că, într-o anumită secţiune transversală sau pe un interval, forţa axială este întotdeauna 

constantă, se trasează diagrama de variaţie a forţelor axiale pe fiecare interval (Figura 2.9). Pe baza 

diagramei obţinute, se observă ca pe intervalul 1 – 2 forţa axială este pozitivă (bara cuprinsă în acest 

interval este supusă întinderii), respectiv forţa axială de pe intervalele 2 – 3 şi 3 – 4 este negativă (bara 

cuprinsă între punctele 2 – 4 este supusă compresiunii).  
 

 
Fig. 2.9. Calculul şi trasarea diagramei de variaţie forţelor axiale (N) 
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(c) Dimensionare  

 

Având în vedere faptul că bara are secţiunea constantă pe toată lungimea sa, pentru determinarea valorii 

diametrului (d) al secţiunii transversale, se ia în calcul valoarea maximă a forţei axiale (valoarea absolută 

a forţei axiale de pe diagramă).  

În aceste condiţii, rezultă că forţa axială maximă este:  Nmax = N2 – 3 = – 6 kN. 

 

Pentru dimensionare se utilizează relaţiile de calcul uzuale a ariilor necesare: 

Anec =
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

2

4
; Anec =

|Nmax|

σa
 (A2-1.1) 

 

Se egalează relaţiile (A2-1.1) şi se obţine formula de calcul a diametrului necesar: 

π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐
2

4
=
|Nmax|

σa
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = √

4 ∙ |Nmax|

π ∙ σa
  (A2-1.2) 

 

Se aplică relaţia (A2-1.3) pentru calculul diametrului necesar (dnec): 
 

 

𝑑𝑛𝑒𝑐 = √
4 ∙ |N2−3|

π ∙ σa
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = √

4 ∙ 6 ∙ 103

π ∙ 120
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = 7,97 mm 

 

 

Valoarea necesară a diametrului se rotunjeşte, întotdeauna către o valoarea mai mare decât cea estimată 

din calcule (dnec) şi se obţine diametrul efectiv sau real al secţiunii transversale (def > dnec): 

 

dnec = 7,97 mm ⇒ def = 8 mm  

 

Cu valoarea efectivă a diametrului se calculează aria efectivă a secţiunii transversale. 

 

Aef =
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

2

4
⇒ Aef =

π ∙ 82

4
⇒ Aef = 50,26 mm

2 
 

 

 

d) Calculul tensiunilor normale (σ) pentru fiecare interval 

 

 

La calculul tensiunilor normale se utilizează relaţia de verificare din Tabelul 2.2, în care forţa axială se 

introduce cu semnul rezultat din calcule. Semnul pozitiv al tensiunilor semnifică faptul că porţiunea 

respectivă este întinsă, iar semnul negativ spune că porţiunea este comprimată. Se obţine: 

 

Intervalul 1 – 2: 
σ1−2 =

N1−2
Aef

=
2 ∙ 103

50,26
= 39,79

N

mm2
 < σa ⇒ tronsonul rezistă 

 

Intervalul 2 – 3: 
σ2−3 =

N2−3
Aef

= −
6 ∙ 103

50,26
= −119,37

N

mm2
 < σa ⇒ tronsonul rezistă 

 

Intervalul 3 – 4: 
σ3−4 =

N3−4
Aef

= −
1 ∙ 103

50,26
= −19,89

N

mm2
 < σa ⇒ tronsonul rezistă. 

 

 
 

 

 

Pe baza valorilor tensiunilor se construieşte diagrama de variaţie ale tensiunilor prezentată în Figura 

2.10. 
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Fig. 2.10. Calculul şi trasarea diagramei de variaţie ale tensiunilor normale (σ) 

 

Pe baza diagramei de variaţie a tensiunilor normale (σ) se constată că secţiunea 2 – 3 este secţiunea 

maxim solicitată: σmax = σ2-3 = 33,95 N/mm2. 

 

e) Calculul deplasării capătului liber (Δltotal) a barei 

 

Pentru determinarea deplasării capătului liber (Δltotal) este necesar să se calculeze deformaţia axială 

pentru fiecare interval, utilizând formulele (2.17). Deplasarea capătului liber se obţine prin însumarea 

algebrică a deplasărilor axiale corespunzătoare fiecărui interval în parte.  

 
 

Intervalul 1 – 2: 
∆𝑙1−2 =

N1−2 ∙ 𝑎

E ∙ Aef
=

2 ∙ 103 ∙ 60

2,1 ∙ 105 ∙ 176,72
= 0,0032 mm 

 

Intervalul 2 – 3: 
∆𝑙2−3 =

N2−3 ∙ 𝑏

E ∙ Aef
= −

6 ∙ 103 ∙ 100

2,1 ∙ 105 ∙ 176,72
= −0,0161 mm 

 

Intervalul 3 – 4: 
∆𝑙3−4 =

N3−4 ∙ 𝑐

E ∙ Aef
= −

1 ∙ 103 ∙ 30

2,1 ∙ 105 ∙ 176,72
= −0,000808 mm 

 

 

 

Calculul deplasării capătului liber: 

 

∆𝑙total = ∆𝑙1−2 + ∆𝑙2−3 + ∆𝑙3−4 
∆𝑙total = 0,0032 − 0,0161 − 0,000808 ⇒ ∆ltotal = −0,0137 mm 

 

 
Fig. 2.11. Calculul deplasării capatului liber (Δltotal)  

 

În urma calculului, rezultă că deformaţia axială totală (Δltotal) este negativă, respectiv bara se scurtează 

cu cantitatea 0,0137 mm (Figura 2.11). 
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2.4. Tensiuni şi deformaţii la solicitări axiale ţinând seama şi de greutatea proprie a barei  

 

Până acum, în calculul barelor solicitate axial s-au luat în considerare doar sarcinile (forţe concentrate, 

momente concentrate, sarcini uniform distribuite) care acţionează din exterior, neglijându-se efectul 

greutăţii proprii acestora. Însă, în cazul pieselor lungi solicitate axial, greutatea proprie a acestora 

constituie o încărcare mecanică, având acelaşi ordin de mărime cu forţele aplicate, sau chiar mai mare, 

influenţând valorile tensiunilor şi a deformaţiilor. Din acest considerent, în unele cazuri, este important 

să se ia în calcul şi greutatea proprie a piesei sau sistemului, pe lângă solicitarea mecanică exterioară 

(sarcinile aplicate).  
  

În continuare, se va analiza un caz simplu de solicitare exterioară pentru care se consideră şi greutatea 

proprie alături de solicitarea exterioară, iar influenţa acesteia va fi regăsită în valoarea tensiunii (σ) şi, 

implicit, în diagrama de variaţie a acesteia. În acest scop, în Figura 2.12 se consideră o bară încastrată 

în punctul 2 solicitată la întindere de forța (F) aplicată în capătul liber al barei (punctul 1). La distanţa 

(x) față de capătul liber se secționează bara și se detașează secțiunea obținută. Rezultă astfel forța axială 

în secțiune (Nx) produsă de forța exterioară (F), respectiv şi de greutatea proprie a secțiunii (Gx). 

        

 
Fig. 2.12. Tensiunile și deformațiile barei solicitate axial ținând cont şi de greutatea propriea a ei 

                                                                                      

Într-o secţiune oarecare, aflată la distanţa (x) faţă de capătul liber al barei (punctul 1), efortul axial (Nx) 

este: 

      Nx = F + Gx (2.18) 
 

Greutatea (Gx) a porţiunii de bară de lungime (x), se poate calcula în funcţie de greutatea specifică (γ), 

de secţiunea barei (A) şi de lungimea (x): 

Gx = γ ∙ A ∙ 𝑥 (2.19) 
 

Efortul axial (Nx) se rescrie sub forma: 

Nx = F + γ ∙ A ∙ 𝑥 (2.20) 
 

 

Tensiunea normală din această secţiune (x) este dată de relația: 

 

σx =
Nx
A
;       σx =

F

A
+ γ ∙ 𝑥 (2.21) 

 

 

 

Se observă că tensiunea normală variază liniar în lungul barei (variază în funcţie de valoarea lui x), având 

valorile: 

▪ pentru x = 0 σmin =
F

A
 (2.22) 

l

dx

x

F F

Gx

Nx

1

2

+

σmax = F/A+γ l

σmin = F/A
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▪ pentru x = l σmax =
F

A
+ γ ∙ 𝑙 (2.23) 

 

Din relația generală (2.23) se pot deduce relații de dimensionare, verificare și capacitatea de încărcare a 

barei (Tabelul 2.3): 
 

 

Tabelul 2.3. Relații de calcul la solicitarea axială când se ia în considerare greutatea proprie a barei 

Dimensionare Verificare Forţa axială  

capabilă 

Deformații 

Anec =
F

σa − γ ∙ 𝑙
 σef =

F

Aef
+ γ ∙ 𝑙 ≤ 𝜎𝑎 

Fcap = (σa−γ ∙ 𝑙) ∙ Aef ∆𝑙 =
𝑙

E ∙ A
(F +

G

2
) 

 

unde: G este greutatea proprie a barei și se calculează cu relația: 

 G = γ ∙ 𝑙 ∙ A (2.24) 

 

Deformaţia (lungirea barei). Pentru determinarea deformaţiilor se consideră un element de lungime (dx) 

situat la distanţa (x) de capătul barei, lungirea lui fiind notată cu (Δdx), valoarea acestuia fiind dată de 

relaţia (2.16): ∆d𝑥 =
Nx

E∙A
∙ d𝑥 =

F+γA∙𝑥

E∙A
∙ d𝑥. Prin integrare pe lungimea (l) se obţine lungirea totală a 

barei (Δl): 
 

∆𝑙 = ∫ ∆d𝑥 = ∫
F + γA ∙ 𝑥

E ∙ A
∙ d𝑥 = ∫

F

E ∙ A
d𝑥 + ∫

γ ∙ A

E ∙ A
∙ 𝑥 ∙ d𝑥

𝑙

0

𝑙

0

𝑙

0

𝑙

0

 (2.25) 

  
 

∆𝑙 =
F

E ∙ A
∙ 𝑥 |

𝑙

0
+
γ ∙ A

E ∙ A
∙
𝑥2

2
|
𝑙

0
=
F ∙ 𝑙

E ∙ A
+
γ ∙ A

E ∙ A
∙
𝑙2

2
=

𝑙

E ∙ A
(F +

γ ∙ A ∙ 𝑙

2
) 

 

(2.26) 

 

∆𝑙 =
𝑙

E ∙ A
(F +

G

2
) (2.27) 

 

 

2.5. Bara de egală rezistenţă la solicitarea axială: Soluţia teoretică şi soluţia practică 

 

În cazul barelor cu aceeași secțiune transversală de-a lungul lor, tensiunea normală (σ) la solicitarea 

axială se determină ca raport între efortul axial (forța axială, N) și aria acelei secțiuni (A), respectiv: 
 

σ =
N

A
 (2.28) 

 

iar în calculele de dimensionare, aria secțiunii transversale se determină astfel: 
 

A =
N

σa
 (2.29) 

unde: σa este tensiunea admisibilă a materialului, [N/mm2].  

 

În această situație, condiția de rezistență a barei este îndeplinită (σef  ≤ σa), însă nu și condiția de 

economicitate, deoarece aria calculată este cea necesară în secțiunea cea mai solicitată, fiind 

supradimensionată în restul barei. Pentru utilizarea la maximum a capacităţii de rezistență a materialului, 

se recurge la soluția folosirii barei de egală rezistență. 

 

Definiție: Bara de egală rezistență este un element structural a cărui rezistență la solicitarea mecanică 

este constantă de-a lungul întregii sale lungimi, în condițiile în care este supusă unei forțe axiale (de 
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întindere sau compresiune). Cu alte cuvinte, distribuția secțiunii transversale este concepută astfel încât, 

atât efortul axial (N) cât și tensiunea normală (σ) să rămână constante în secţiune, respectiv: 
 

σ = constant = σa (2.30) 

 

Rezultă că: 

A =
N

σa
 (2.31) 

 

 Pe baza relaţiei (2.31), se scriu următoarele observaţii: 
 

▪ Dacă forța axială crește de-a lungul barei (de exemplu, din cauza unei sarcini distribuite), atunci aria 

secțiunii transversale trebuie să crească proporțional cu forţa aplicată 
 

▪ Dacă forța axială scade, atunci aria secțiunii se reduce corespunzător. 

 

În concluzie, forma barei, respectiv aria secțiunii transversale se adaptează continuu în funcție de variația 

forței axiale (N), astfel încât în orice secţiune transversală tensiunea normală (σ) să fie constantă și să 

nu depășească valoarea admisibilă a materialului (σa). 
 

Exemple de aplicaţii practice unde se poate aplica principiul barei de egală rezistenţă: elemente de mașini 

(axe, biele, tije) unde greutatea este critică; structuri aeronautice și auto, unde optimizarea masei este 

esențială; construcții metalice speciale sau piese turnate, etc. 

 

Soluţia teoretică: Legea de variație a secțiunii transversale pentru bara de egală rezistență se deduce prin 

analiza barei prezentată în Figura 2.13 [1, 2,13,15]. Bara este încastrată în partea superioară iar pe capătul 

liber se aplică o forţă concentrată axială (F) şi care solicită bara la întindere. La distanţa (x) faţă de 

capătul liber se detaşează elementul de volum cu lungimea (dx), fiind mărginit de secţiunile transversale 

având ariile (Ax) şi (Ax + dAx). Elementul se află în stare de echilibru static sub acţiunea forţelor care 

acţionează asupra lui: eforturile (forţele axiale interioare) pe cele două secţiuni transversale (σ·Ax), 

(σ·(Ax + dAx)), respectiv greutatea sa (dGx = γ·Ax·dx).  

 

 
Fig. 2.13. Bară de egală rezistenţă: soluţia teoretică 

 

Pentru calculul greutăţii (dGx) se consideră aria medie astfel: 
A𝑥+A𝑥+dA𝑥

2
≅ A𝑥. Pentru elementul 

considerat se scrie ecuaţia de echilibru: 
 

σ ∙ (A𝑥 + dA𝑥) − σ ∙ A𝑥 − γ ∙ A𝑥 ∙ d𝑥 = 0 (2.32) 

σ ∙ A𝑥 + 𝜎 ∙ dA𝑥 − σ ∙ A𝑥 − γ ∙ A𝑥 ∙ d𝑥 = 0 (2.33) 

 

În relaţia (2.33) se reduc termenii (σ ∙ A𝑥) şi se obţine ecuaţia diferenţială: 
 

F

A0

Amax

Ax
Ax

Ax +dAx

Ax +dAx σ 

σ 

dGx = γ·Ax·dx

x

x

x

dxl
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σ ∙ dA𝑥 = γ ∙ A𝑥 ∙ d𝑥 ⇒
dA𝑥
A𝑥

=
γ

σ
𝑑𝑥   (2.34) 

 

Integrând ambii membrii din relaţia (2.34) rezultă: 

∫
dA𝑥
A𝑥

= ∫
γ

σ
𝑑𝑥 + C (2.35) 

respectiv:           

𝑙𝑛Ax =
γ

σ
∙ 𝑥 + C (2.36) 

 

Constanta de integrare C din relaţia (2.36) se determină impunând condiţia pentru încastrare: pentru x = 

0 rezultă Ax = A0. Din relaţia (2.36) se obţine: C = 𝑙𝑛A0. Se înlocuieşte expresia constantei de integrare 

în relaţia (2.36) şi se obţine: 

 

𝑙𝑛A𝑥 =
γ ∙ 𝑥

σ
+ 𝑙𝑛A0   sau    𝑙𝑛

A𝑥
A0
=
γ ∙ 𝑥

σ
 (2.37) 

 

Relaţia (2.37) se scrie sub formă exponenţială, în care (e = 2,7182) reprezintă baza logaritmilor naturali: 

 

A𝑥 = A0 ∙ 𝑒
γ∙𝑥
σ  (2.38) 

 

Secţiunea transversală (A0) corespunzătoare capătului liber al barei se poate calcula astfel: 

 

A0 =
F

σa
 (2.39) 

 

Se înlocuieşte expresia (2.39) în (2.38) şi se obţine: 

 

A𝑥 =
F

σa
∙ 𝑒
γ∙𝑥
σ  (2.40) 

 

Rezultă că, secţiunea transversală a barei variază după o curbă exponenţială, iar secţiunea maximă a 

barei se obţine în încastrare, pentru x = l, respectiv: 

 

Amax =
F

σa
∙ 𝑒
γ∙𝑙
σ  (2.41) 

 

Realizarea practică a unei bare de egală rezistență cu profil exponențial şi a cărei arie tranversală este 

definită de relaţia (2.40) este dificil din punct de vedere tehnologic și presupune costuri ridicate, ceea ce 

nu satisface cerința de economicitate. În acest context, devine necesară identificarea unei soluții 

constructive echivalente, care să reproducă comportamentul mecanic al barei de egală rezistenţă, dar 

într-o formă mai ușor de fabricat. 

 

O soluție practică adoptată în inginerie a fost împărțirea profilului exponențial în mai multe tronsoane, 

în trepte, cu secţiuni transversale diferite, care se circumscriu barei de egală rezistenţă – soluţia teoretică 

(Figura 2.14). Acest tip de profil are avantajul unui calcul matematic relativ simplu, geometria profilului, 

respectiv a secţiunii transversale poate fi realizat ușor cu mijloace tehnologice convenționale și permite 

o utilizare eficientă a materialului. Astfel, se obține un compromis optim între rezistență și 

economicitate. 
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Fig. 2.14. Grinda de egală rezistenţă: soluţia teoretică şi soluţia practică  

 

În Figura 2.14 s-au notat cu (A1÷ A4) ariile secţiunilor transversale pentru fiecare tronson, respectiv cu 

(l1 ÷ l4) lungimile acestora. Începând de la primul tronson, ariile tronsoanelor care alcătuiesc soluţia 

tehnică se calculează astfel: 

 

▪ Tronsonul 1: Aria secţiunii transversale se calculează ţinându-se cont de greutatea proprie. Rezultă: 
 

A1nec =
F

(σa − γ ∙ 𝑙1)
 (2.42) 

 

▪ Tronsonul 2: Aria secţiunii transversale se calculează ţinându-se cont de greutatea primului tronson, 

(G1 = γ·A1·l1) şi se obţine: 
 

A2 =
F + γ ∙ A1 ∙ 𝑙1
(σa − γ ∙ 𝑙2)

=
F + γ ∙ 𝑙1 ∙

F
(σa − γ ∙ 𝑙1)

(σa − γ ∙ 𝑙2)
=

F ∙ σa
(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2)

 
(2.43) 

 

▪ Tronsonul 3: Aria secţiunii transversale se calculează ţinându-se cont de greutatea primelor două 

tronsoane (G1 = γ·A1·l1; G2 = γ·A2·l2). Se obţine: 

 
   

A3 =
F + (γ ∙ A1 ∙ 𝑙1) + (γ ∙ A2 ∙ 𝑙2)

(σa − γ ∙ 𝑙2)
 (2.44) 

A3 =
F + γ ∙ 𝑙1 ∙

F
(σa − γ ∙ 𝑙1)

+
F ∙ σa

(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2)

(σa − γ ∙ 𝑙2)
 

(2.45) 

A3 =
F ∙ σa

2

(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙3)
 (2.46) 

 

▪ Tronsonul 4: Aria secţiunii transversale se calculează ţinându-se cont de greutatea primelor trei 

tronsoane astfel (G1 = γ·A1·l1; G2 = γ·A2·l2; G3 = γ·A3·l3). Se obţine: 
 
 

A4 =
F + (γ ∙ A1 ∙ 𝑙1) + (γ ∙ A2 ∙ 𝑙2) + (γ ∙ A3 ∙ 𝑙3)

(σa − γ ∙ 𝑙4)
 (2.47) 

A4 =
F + γ ∙ 𝑙1 ∙

F
(σa − γ ∙ 𝑙1)

+
F ∙ σa

(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2)
+

F ∙ σa
2

(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙3)

(σa − γ ∙ 𝑙3)
 

(2.48) 

F

x

Soluţia teoretică 

l

F

x

Soluţia practică 

A1

A2

A3

A4

l

l1

l2

l3

l4
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A4 =
F ∙ σa

3

(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙3) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙4)
 (2.49) 

  

În cazul general, când bara de egală rezistenţă cu profil exponenţial se echivalează cu un număr de (n) 

tronsoane, aria secţiunii transversale corespunzătoare tronsonului (n) se poate calcula cu relaţia generală: 
 

A𝑛 =
F ∙ σa

(𝑛−1)

(σa − γ ∙ 𝑙1) ∙ (σa − γ ∙ 𝑙2) ∙   ⋯   ∙ (σa − γ ∙ 𝑙𝑛)
 (2.50) 

 

În mod similar, calculul deformaţiei axiale a barei echivalente din mai multe tronsoane se face separat 

pentru fiecare tronson, ţinând cont de greutatea proprie a tronsonului. Astfel, relaţia generală care 

permite calculul deplasării pentru tronsonul (n) este: 

 

∆𝑙𝑛 =
𝑙𝑛

E ∙ A𝑛
∙ (F + G1 + G2 +⋯+ G(𝑛−1) +

G𝑛
2
) (2.51) 

 

Deformaţia axială totală a barei este egală cu suma deformaţiilor axiale corespunzătoare fiecărui tronson, 

astfel: 
 

∆𝑙𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∆𝑙1 + ∆𝑙2 +⋯+ ∆𝑙𝑛 (2.52) 

 

 

2.6. Energia potenţială de deformare la solicitarea axială 

 

Energia de deformare este un concept fundamental în mecanica aplicată, iar principiile energiei de 

deformare sunt utilizate pe scară largă pentru a determina răspunsul mașinilor și structurilor la solicitările 

statice și dinamice. 

 

Pentru a explica conceptul de bază (Figura 2.15), se consideră o bară cu aria secţiunii transversale (A) 

şi lungimea (l) solicitată static prin forţa (F). O astfel de forţă se numește forţă statică deoarece nu există 

efecte dinamice sau inerțiale datorate mișcării barei.  În timp ce forţa (F) creşte încet şi gradual, de la 

valoarea 0 la valoarea finală (Fmax), se dezvoltă un lucru mecanic exterior (Le), care se transformă în:  

energie potenţială de deformare, cumulată de materialul barei şi în energie cinetică a maselor în mişcare, 

care se neglijează (fiind aproximativ nulă) solicitarea fiind în domeniul static. Considerând bara un 

sistem conservativ, întreg lucru mecanic (Le) generat de forţa (F) se transformă în energie potenţială de 

deformare (Ud). 

 

 
Fig. 2.15. Exprimarea grafică a lucrului mecanic exterior 

 

Pentru un sistem conservativ, energia potenţială de deformare (sau lucrul mecanic interior) va fi egală 

cu lucrul mecanic exterior, adică: 
 

Ud  = Le (2.53) 
 

xF

l Δl

O

A

A1

B

B1

F

dF

F

d(Δl)Δl

Δl
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În studiul energiei potenţiele de deformare se iau în considerare următoarele ipoteze de lucru: 
 

▪ Este valabilă legea lui Hooke, conform căreia deformaţiile sunt direct proporţionale cu tensiunile  
 

▪ Forţele exterioare sunt aplicate static, adică acţionează cu aceeaşi intensitate/valoare pe durata întregii 

solicitări mecanice 
 

▪ Se neglizează efectul forţelor de frecare şi de inerţie. 
 

Lucrul mecanic exterior este reprezentat grafic în Figura 2.15. Astfel, la o forţă aplicată (F), bara se va 

deforma cu cantitatea (Δl). Prin creşterea forţei de la (F) la (F+dF), lungirea barei va creşte cu Δl+d(Δl). 

Ca urmare a deplasării punctului de aplicaţie al forţei pe direcţia acesteia, se efectuează un lucru mecanic 

exterior (Le), care se transformă în energie potenţială de deformare (Ud), acumulată de materialul barei.  
 

Variaţia lucrului mecanic produsă de creşterea (dF) a forţei (aria ABA1B1), poate fi exprimată ca 

produsul dintre forţa (F+dF) şi deplasarea d(Δl): 
 

dLe = (F + dF) ∙ d(∆𝑙) ≅ F ∙ d(∆𝑙) (2.54) 
 

Lucrul mecanic exterior efectuat de forţa (F) aplicată static, definită de aria AOA1 este: 

Le = ∫ dLe = ∫ F ∙ d(∆𝑙) = ∫ F ∙
dF ∙ 𝑙

E ∙ A
=

𝑙

E ∙ A
∫ F ∙ dF ⇒ Le =

F2 ∙ 𝑙

2 ∙ E ∙ A

F

0

F

0

F

0

F

0

 (2.55) 

Le =
F

2
∙ ∆𝑙 (2.56) 

  

Pe baza relaţiei (2.55) respectiv pentru F = N, energia potenţială de deformare (Ud) se poate calcula cu 

formula: 

    Ud =
N2∙𝑙

2∙E∙A
     (2.57) 

 

Din relația (2.57) se exprimă energia potențială de deformare (Ud) în funcție de forţa axială (N) și de 

deformația liniară (Δl), astfel: 
 

Ud =
1

2
∙ N ∙ Δ𝑙 (2.58) 

 

Pe baza relaţiei (2.58) se obține relația de calcul a deplasării liniare (∆𝑙) în funcţie de energia potenţială 

de deformare (Ud) astfel: 
 

∆𝑙 =
2 ∙ Ud
N

 (2.59) 

 

Înlocuind expresia energiei potenţiale (2.57) în (2.59) se obţine expresia deplasării liniare (∆𝑙) dedusă 

anterior (2.16): 
 

∆𝑙 =
2

N
∙
N2 ∙ 𝑙

2 ∙ E ∙ A
⇒ ∆𝑙 =

N ∙ 𝑙

E ∙ A
 (2.60) 

 

 

2.7. Bare și sisteme de bare static nedeterminate la solicitări axiale  

 

Un sistem plan, o bară plană sau o grindă este static nedeterminată dacă numărul necunoscutelor 

(reacțiuni, eforturi) nu se pot calcula cu ajutorul ecuțiilor de echilibru în plan: ∑Fx =
0; ∑ Fy = 0;∑MO = 0. 
 

Sau, cu alte cuvinte, dacă numărul necunoscutelor este mai mare decât numărul ecuațiilor de echilibru 

valabile în plan atunci sistemul sau bara plană este static nedeterminată. În acest caz, este necesar 

calculul gradului de nedeterminare (n) astfel: 
 

n = r − s (2.61) 
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unde: n este gradul de nedeterminare 

 r este numărul necunoscutelor (reacțiuni, eforturi) 

 s este numărul ecuațiilor de echilibru, iar în plan s = 3. 

 

În general, nedeterminarea sistemelor poate fi: (a) exterioară – dacă necunoscutele sunt reacţiunile din 

reazeme şi nu pot fi calculate utilizând doar ecuaţiile de echilibru statice; (b) interioară – dacă 

necunoscutele sunt eforturile din secţiunea transversală; (c) exterioară şi interioară – când 

necunoscutele sunt atât reacţiunile, cât şi eforturile.  Pentru rezolvarea acestor categorii de sisteme sau 

bare şi pentru obţinerea soluţiilor este necesar să se scrie un număr de ecuaţii matematice egal cu numărul 

total al necunoscutelor. De regulă, ecuaţiile matematice sunt: cele trei ecuații de echilibru aplicabile în 

plan, respectiv ecuații suplimentare ce definesc condițiile de deformare ale barei sau ale elementelor din 

cadrul sistemului. În continuare se analizează câteva cazuri de sisteme (bare) static nedeterminate supuse 

solicitărilor axiale și se are în vedere principiul de rezolvare a acestor categorii de probleme.  

 

 

2.7.1. Bară dublu articulată  

 
În Figura 2.16 este prezentată o bară cu secțiunea constantă și lungimea (l), dublu articulată în punctele 

0 și 3 şi solicitată de forțele axiale (F1) și (F2) aplicate în punctele 1 și 2. Pentru cunoașterea stării de 

tensiuni și deformații este necesar să se determine valorile reacțiunilor din cele două reazeme. Având în 

vedere că bara este solicitată axial, se iau în calcul doar reacținile orizontale, (H0) și (H3). 
 

 

 
Fig. 2.16. Bară dublu articulată solicitată axial 

 

Pentru bara studiată se scrie ecuația de echilibru care exprimă suma forțelor ce acționează de-a lungul 

axei longitudinale a barei (axa x): 

 

∑Fx = 0 ⇒ −H0 + F1 − F2 + H3 = 0 (2.62) 
 

 

În ecuația de echilibru (2.62) (H0) și (H3) sunt necunoscute. Una din ele este necunoscuta static 

nedeterminată, astfel că este necesar scrierea unei ecuații suplimentare ce ține seama de deformațiile 

axiale ale barei. Deformațiile axiale din cele două reazeme articulate sunt nule, astfel rezultă condiția: 

 

∆𝑙 =  ∆𝑙1 + ∆𝑙2 + ∆𝑙3 = 0 (2.63) 

∆𝑙 =  
N0−1 ∙ 𝑙1
E ∙ A

+
N1−2 ∙ 𝑙2
E ∙ A

+
N2−3 ∙ 𝑙3
E ∙ A

= 0 
 

(2.64) 

 

unde (N0-1, N1-2, N2-3) sunt forțele axiale pe intervalele cu lungimile (l1, l2, l3) și au expresiile:  

 

N0−1 = H0 (2.65) 

N1−2 = H0 − F1 (2.66) 

N2−3 = H0 − F1 + F2 (2.67) 

Expresia (2.64) devine: 

∆𝑙 =  
H0 ∙ 𝑙1
E ∙ A

+
(H0 − F1) ∙ 𝑙2

E ∙ A
+
(H0 − F1 + F2) ∙ 𝑙3

E ∙ A
= 0 (2.68) 

 

Cu ajutorul expresiei (2.68) rezultă necunoscuta static nedeterminată (H0): 

0 1 2 3F1
x

F2

l1

H0 H3

l2 l3
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H0 =
1

𝑙
[F1 ∙ (𝑙2 + 𝑙3) − F2 ∙ 𝑙3] (2.69) 

 

Şi apoi celalată necunoscută, reacţiunea (H3) rezultă din ecuaţia de echilibru (2.62): 

H3 =
1

𝑙
[F1 ∙ (𝑙2 + 𝑙3) − F2 ∙ 𝑙3] − F1 + F2 (2.70) 

 

 

2.7.2. Sistem cu două bare articulate paralele  
 

În Figura 2.17 se prezintă un sistem format din: bara rigidă orizontală (OD) articulată în punctul O, şi 

două bare flexibile verticale paralele (CC1 şi DD1) articulate în punctele C1 şi D1. Cele două bare 

verticale sunt considerate flexibile, respectiv transmit doar forţe axiale şi nu transmit momente (de 

încovoiere sau de torsiune). Pentru cele două bare verticale se cunosc:  

 

(1) Rigiditatea la solicitarea axială definită de: forma geometrică a secţiunii transversale (secţiune 

circulară cu diametre diferite cu ariile A1, A2), respectiv de materialele din care sunt confecţionate barele 

cu modulele de elasticitate longitudinală - bara 1 (CC1) este confecţionată din oţel  cu modulul de 

elasticitate longitudinală (Eoţel), iar bara 2 (DD1) este din aluminiu cu (EAl) 

 

(2) Lungimile barelor: bara (OD) are lungimea totală (3·a), bara 1 are lungimea (1,5·a), iar bara 2 are 

lungimea (2,5·a).  

 

Sistemul este solicitat de forţa concentrată (F) aplicată în punctul B şi se propune să se determine: 
 

(a) Reacţiunile din reazemul articulat O, şi forţele axiale (N) din secţiunile barelor verticale  

(b) Tensiunile normale (σ) din secţiunea barelor verticale 

(c) Deformaţiile axiale (Δl) şi a deformaţiilor specifice (ɛ) a barelor verticale 

(d) Deplasarea verticală (δB) din punctul B produsă de forţa aplicată (F). 
 

 

 
Fig. 2.17. Sistem static nedeterminat 

 

Rezolvare. (a) Reacţiunile din reazemul articulat O şi forţele axiale (N) din secţiunea 

                  barelor verticale  

 

a

O

Bară rigidă   

D

D1

2,5a

Bara 2
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F
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C
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B
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Pentru obţinerea rezultatelor este necesar să se analizeze sistemul din punctul de vedere al 

necunoscutelor. În Figura 2.18 s-au introdus necunoscutele (reacţiunile) în cele 3 reazeme (articulaţii în 

punctele O, C1 şi D1), rezultând un număr total de 5 necunoscute, care sunt reacţiunile: V, HC1; VC1; 

HD1;VDI. Reacţiunea orizontală (H) din punctul O este nulă deoarece bara rigidă (OD) nu este solicitată 

axial. 
 

 
Fig. 2.18. Calculul gradului de nedeterminare 

 

Ştiind că în general, în cazul sistemelor plane, reacţiunile se pot determina cu cele trei ecuaţii de echilibru 

statice uzuale ( ∑Fx = 0 ; ∑ Fy = 0 ; ∑Mo = 0), în cazul aplicaţiei prezentate, nu se pot calcula cele 5 

necunoscute cu doar trei ecuaţii matematice. 
 

În continuare, se calculează  gradul de nedeterminare al sistemului dat cu relaţia 2.61 şi se obţine: 

 

n = 5 – 3 ⇒ n = 2 (2.71) 
 

După efectuarea calculelor, rezultă gradul de n = 2, respectiv sistemul dat este un sistem dublu static 

nedeterminat. De asemenea, rezultatul gradului de nedeterminare (n = 2) indică faptul că, alături de 

ecuaţiile de echilibru, mai sunt necesare încă 2 ecuaţii suplimentare pentru a putea fi calculate cele 5 

necunoscute (reacţiuni). În acest context, pentru rezolvarea sistemului (adică ridicarea nedeterminării) 

se apelează la un „artificiu” de rezolvare şi, totodată, se va ţine cont de următoarele aspecte: 
 

▪ Bara orizontală (OD) este perfect rigidă, adică în urma solicitării cu forţa (F), aceasta nu se va deforma 
 

▪ Barele verticale 1 şi 2 sunt bare deformabile, acestea sunt solicitate axial de forţa (F) şi vor suferi 

deformaţii axiale (se vor alungi în urma solicitării mecanice). 
 

Pentru ridicarea gradului de nedeterminare a sistemului se secţionează cele două bare verticale astfel 

încât, partea superioară a acestora care cuprinde articulaţiile din punctele C1 şi D1, respectiv cele 4 

reacţiuni (HC1; VC1; HD1; VD1) să fie înlăturate. Efectul secţiunilor îndepărtate sunt înlocuite de forţele 

axiale (N1) şi (N2), care apar datorită solicitării axiale, la rândul lor fiind necunoscute (Figura 2.19). 
 

Astfel, din situaţia iniţială în care au fost 5 necunoscute (reacţiunile V, HC1; VC1; HD1;VDI) s-a ajuns la 

situaţia finală în care au rămas doar 3 necunoscute: reacţiunea verticală (V) din articulaţia O, şi forţele 

axiale (N1) şi (N2) din cele două bare flexibile verticale. Astfel, problema s-a simplificat foarte mult şi e 

mai simplu de rezolvat. Având în vedere schema simplificată din Figura 2.19, se scriu ecuaţiile de 

echilibru: 
 

∑Fy = 0 ⇒ V + N1 + N2 − F = 0 (2.72) 

V + N1 + N2 = F (2.73) 

∑MO = 0 ⇒ F ∙ 𝑎 − N1 ∙ 2 ∙ 𝑎 − N2 ∙ 3 ∙ 𝑎 = 0/: 𝑎 (2.74) 

a

O
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D

D1

2,5a

Bara 2

a a

F

1,5a

C

C1
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B
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V

VC1

HC1

VD1

HD1

x

y
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Fig. 2.19. Schema simplificată a sistemului de bare paralele (schema de lucru) 

 

În figură s-au notat: δB – deplasarea produsă de forţa (F) pe direcţia ei 
 Δl1, Δl2 – deformaţia axială a barei 1, respectiv a barei 2. 

 

F − 2 ∙ N1 − 3 ∙ N2 = 0 (2.75) 

2 ∙ N1 + 3 ∙ N2 = F (2.76) 

 

Astfel s-au obţinut două ecuaţii (2.73) şi (2.76) cu trei necunoscute, însă pentru rezolvarea problemei 

mai e necesară încă o ecuaţie suplimentară. Ecuaţia suplimentară se va obţine în funcţie de deformaţiile 

axiale ale barelor verticale, astfel: bara perfect rigidă (OD) se roteşte în jurul articulaţiei O şi se va 

deplasa în direcţia forţei (F) şi din starea iniţială (nesolicitată) ajunge în starea finală după acţiunea forţei 

(F), iar barele flexibile verticale se vor deforma, se vor lungi cu cantităţile (Δl1, Δl2), Figura 2.19.  
 

Astfel, pentru deformaţii mici (Figura 2.19), triunghiurile ΔOBB’, ΔODD’ sunt asemenea, unghiurile B, 

C şi D sunt drepte, şi aplicând teorema de asemănare rezultă: 

 
∆𝑙1
∆𝑙2

=
2 ∙ 𝑎

3 ∙ 𝑎
⇒
∆𝑙1
∆𝑙2

=
2

3
 (2.77) 

∆𝑙1 =
2

3
∙ ∆𝑙2 (2.78) 

 

Expresia (2.78) reprezintă cea de-a treia ecuaţie şi, care împreună cu ecuaţiile (2.73) şi (2.76) permit 

determinarea celor trei necunoscute (V, N1 şi N2).  
 

În expresia (2.78) deformaţiile axiale (Δl1, Δl2) se rescriu având în vedere expresia cunoscută la 

solicitarea axială: ∆𝑙 =
N∙𝑙

E∙A
. Se obţine: 

Bara rigidã  OD în 

poziția inițialã 

Bara rigidã  OD  în poziția finalã 

(dupã deformarea axialã a barelor verticale)

a

O
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D

D1

2,5a
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a a

F
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C

C1
Bara 1
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B
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y

N1 N2

O D

F

CB

N1 N2

B Δl2

Δl1

δB 

C 

D 

V



51 | 1 8 0  
 

 
N1 ∙ 1,5 ∙ 𝑎

Eoţel ∙ A1
=
2 ∙ N2 ∙ 2,5 ∙ 𝑎

3 ∙ EAl ∙ A2
⇒ N1 =

2 ∙ 2,5 ∙ 𝑎 ∙ Eoţel ∙ A1

1,5 ∙ 𝑎 ∙ 3 ∙ EAl ∙ A2
∙ N2 (2.79) 

N1 =
5 ∙ Eoţel ∙ A1

4,5 ∙ EAl ∙ A2
∙ N2 ⇒ N1 = 1,11 ∙

Eoţel ∙ A1

EAl ∙ A2
∙ N2 (2.80) 

 

În relaţia (2.80) se notează cu constanta (κ):   

κ = 1,11 ∙
Eoţel ∙ A1

EAl ∙ A2
 (2.81) 

 

Forţa axială (N1) va avea expresia: 

N1 = κ ∙ N2 (2.82) 

 

Expresia forţei axiale (N1)  în forma scrisă (2.82) se înlocuieşte în ecuaţia de echilibru (2.76). Se obţine: 

 

2 ∙ κ ∙ N2 + 3 ∙ N2 = F ⇒ N2 ∙ (2 ∙ κ + 3) = F (2.83) 

N2 =
F

(2 ∙ κ + 3)
 (2.84) 

 

Cunoscând valoarea forţei axiale (N2) sub forma (2.84), aceasta se introduce în expresia (2.82) şi se 

obţine ce-a de-a doua necunoscută, (N1). 

 

Cunoscând forţele axiale (N1) şi (N2) se poate determina reacţiunea verticală (V) utilizând ecuaţia de 

echilibru (2.73): 

 

V = F − N2 − N1 (2.85) 

 

Odată ce se obţin cele trei necunoscute (V, N1 şi N2), sistemul static nedeterminat devine static 

determinat şi se pot determina celelalte mărimi mecanice (tensiuni, deformaţii etc).  

 

(b) Tensiunile normale (σ) din secţiunea barelor verticale 

 

Având în vedere că barele verticale sunt solicitate axial, pentru determinarea tensiunilor normale (σ) se 

utilizează formula de calcul uzuală de la solicitarea axială: 

 

σ1 =
N1
A1
;  σ2 =

N2
A2
    [N mm2]⁄    (2.86) 

 

(c) Deformaţiile axiale (Δl) şi a deformaţiilor specifice (ɛ) a barelor verticale 

 

Se calculează deplasările (Δl) (sau lungirile), respectiv deformaţiile specifice (ɛ) a barelor verticale cu 

relaţiile uzuale: 

∆𝑙1 =
N1 ∙ 𝑙1
EOţel ∙ A1

;  ∆𝑙2 =
N2 ∙ 𝑙2
EAl ∙ A2

    [mm]   (2.87) 

𝜀1 =
∆𝑙1
𝑙1
;  𝜀2 =

∆𝑙2
𝑙2
   [%]   (2.88) 

 

(d) Deplasarea verticală (δB) din punctul B produsă de forţa aplicată (F) 

 

Pentru deducerea formulei de calcul a deplasării verticale (δB) produsă de forţa (F) se are în vedere schiţa 

realizată în Figura 2.17 şi, se aplică teorema de asemănare dintre  ΔOBB’ ~  ΔOCC’. Se obţine: 
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𝛿𝐵
∆𝑙1

=
𝑎

2 ∙ 𝑎
 (2.89) 

𝛿𝐵 =
∆𝑙1
2

 (2.90) 

 

Calcul teoretic: Pentru sistemul de bare paralele din Figura 2.17 se cunosc următoarele mărimi: F = 5 

kN; a = 1 m; A1 = 50,26 mm2; A2 = 28,27 mm2; Eoţel = 2·105 N/mm2, EAl = 0,69·105 N/mm2. Aceste 

valori s-au introdus în relaţiile (2.81÷2.90) iar rezultatele sunt prezentate în Tabelul 2.4. 

 
Tabelul 2.4. Rezultatele teoretice obţinute pentru sistemul studiat 

Mărimea 

calculată 

Ecuaţia 

utilizată 

Efectuarea calculelor.  

Rezultate 

Constanta κ 

(2.75) 
κ = 1,11 ∙

2 · 105  ∙ 50,26

0,69 · 105 ∙ 28,27
 

κ = 5,72 

Forţa axială, (N2) 

 (2.78) 
N2 =

5

(2 ∙ 5,72 + 3)
 

N2 = 0,34 kN 

Forţa axială, (N1) 

 
(2.76) 

N1 = 5,72 ∙ 0,34 

N1 = 1,94 kN 

Reacţiunea 

verticală, (V) 
(2.79) 

V = 5 − 0,34 − 1,94 

V = 2,72 kN 

Tensiunile 

normale, (σ) 
(2.80) 

σ1 =
1,94 ∙ 103

50,26
= 38,59 N mm2⁄  

σ2 =
0,34 ∙ 103

28,27
= 12,02 N mm2⁄  

Deformaţiile 

axiale, (Δl) 
(2.81) 

∆𝑙1 =
1,94 ∙ 103 ∙ 1,5 ∙ 103

2 · 105 ∙ 50,26
= 0,28 mm 

∆𝑙2 =
0,34 ∙ 103 ∙ 2,5 ∙ 103

0,69 · 105 ∙ 28,27
= 0,43 mm 

Deformaţiile 

specifice, (ɛ) 
(2.82) 

ε1 =
0,28

1,5 ∙ 103
∙ 100 = 0,0186 % 

ε2 =
0,43

2,5 ∙ 103
∙ 100 = 0,0172 % 

Deplasarea 

produsă de F,  

(δB) 

(2.84) 
δB =

0,28

2
 

δB = 0,14 mm 

 

 

2.7.3. Sistem de trei bare articulate concurente 

 

Se consideră un sistem de bare simetric dispuse faţă de axa (y), format din 3 bare concurente în punctul 

O, coplanare și solicitate axial de forța exterioară (F) aplicată în punctul O (Figura 2.20). Pe baza ipotezei 

deformațiilor mici, unghiul (α) format între bara 1, respectiv bara 3 cu axa (y) (sau bara 1) rămâne același 

și după deformarea axială a acestora. 

 

În secțiunea transversală a celor trei bare se produc forțele axiale (N1, N2, N3). Forțele axiale (N1) și (N3) 

se descompun după direcțiile axelor (x) și (y) rezultând componentele: (N1x, N1y, N3x, N3y) care sunt 

definite în funcție de unghiul (α) astfel: 
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Fig. 2.20. Sistem de bare concurente articulate în punctul O 

 

N1x = N1 ∙ sinα;    N1y = N1 ∙ cosα  
(2.91) 

N3x = N3 ∙ sinα;    N3y = N3 ∙ cosα 
  

Conform Figurii 2.20, se scriu următoarele ecuații de echilibru (de forţe): 

 

∑Fx = 0 ⇒ −N1x + N3x = 0 ⇒  −N1 ∙ sinα + N3 ∙ sinα = 0 ⇒  N1 = N3   (2.92) 

∑Fy = 0 ⇒ N1y +N2 + N3y − F = 0 ⇒  N1 ∙ cosα + N2 + N3 ∙ cosα = F   (2.93) 

2 ∙ N1 ∙ cosα + N2 = F (2.94) 

unde:                                                      N1 ∙ cosα =  N3 ∙ cosα (2.95) 
 

 

Ecuația suplimentară de deformații este: 

 

Δ𝑙1(= Δ𝑙3) = Δ𝑙2 ∙ cosα (2.96) 
N1 ∙ 𝑙

2 ∙ E1 ∙ A1 ∙ cos2α
=

N2 ∙ 𝑙

2 ∙ E2 ∙ A2
⇒

N1
E1 ∙ A1 ∙ cos2α

=
N2

E2 ∙ A2
 (2.97) 

 

 

Cu ecuațiile (2.95) și (2.97) se pot determina expresiile necunoscutelor (N1=N3) și (N2) sub forma: 

 

N1 =
F

E2 ∙ A2
E1 ∙ A1 ∙ cos

2α
+ 2 ∙ cosα

; N2 =
F

1 + 2 ∙
E1 ∙ A1
E2 ∙ A2

∙ cos3α
    

(2.98) 

 
 

Din relaţiile (2.98) rezultă că, eforturile din barele înclinate 1 şi 3 depind de rigidităţile la solicitările 

axiale ale acestora (specifică problemelor static nedeterminate), respectiv de înclinarea lor cu unghiul 

(α). 

 

 

2.7.4. Tensiuni în bare supuse variației de temperatură 

 

Se consideră bara din Figura 2.21 pentru care se cunoaște lungimea acesteia (l), coeficientul de dilatare 

termică (α) şi rigiditatea (E·A = constant) dată de: aria secțiunii transversale (A) și materialul din care 

este confecționată bara (modulul de elasticitate E).  

 

N2N1

N3

N1y

N3y

N1x N3x

F

F

x

y

l

Δl2

α α 

α α 

O 

O
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Δl1 = Δl3 

A1  E1=A3  E3
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Fig. 2.21. Bară solicitată de variația de temperatură: dilatare liberă 

 

În acest caz, solicitarea axială a barei nu este produsă de o sarcină exterioară, ci de o variație de 

temperatură, care crește de la valoarea inițială (t1) la cea finală (t2), cele două valori fiind cunoscute. 
 

Sub acțiunea creșterii uniforme a temperaturii, o bară considerată dintr-un material metalic pentru care 

se cunoaște coeficientul termic (α), suferă o deformaţie axială: 

 
∆𝑙 =  α ∙ 𝑙 ∙ (t2 − t1)  (2.99) 

∆T =  (t2 − t1) (2.100) 

  

unde: Δl este deformația liniară a urmare a variației de temperatură, [mm] 

 ΔT este diferența de temperatură, [°C] 

 t1 este temperatura inițială, [°C] 

 t2  este temperatura finală, [°C]. 

 

Dacă aceeași bară se încastrează în ambele capete (bara dublă încastrată din Figura 2.22), atunci dilatarea 

termică este blocată, și drept consecință asupra barei vor acționa reacțiunile (H1) și (H2). În acest caz, 

ecuația de echilibru este sub forma: 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 − H2 = 0 ⇒ H1 = H2 = H (2.101) 
 

 
Fig. 2.22. Bară dublu încastrată solicitată de variația de temperatură (dilatare blocată) 

 

Din relația (2.101) rezultă că reacțiunea orizontală (H) este mărimea static nedeterminată și este necesară 

o ecuație suplimentară dată de deformațiile axiale ale barei. Deformația totală a barei (Δt) este compusă 

din lungirea datorită dilatației (Δld) produsă de variația de temperatură și de scurtarea (Δlc) produsă de 

efectul reacțiunii (H). Reazemele fiind rigide (încastrări), în care deplasările pe axele (x) și (y), respectiv 

rotirea în jurul axei (z) sunt nule, se scrie condiția: 

 

∆lt = 0 ⇒   ∆lt = ∆ld − ∆lc = 0 (2.102) 

∆lt = α ∙ 𝑙 ∙ (t2 − t1) −
H ∙ 𝑙

E ∙ A
= 0 (2.103) 

E ∙ A ∙  α ∙ 𝑙 ∙ (t2 − t1) =  H ∙ 𝑙 ⇒  H = E ∙ A ∙  α ∙ (t2 − t1) (2.104) 
 

Pentru calculul de verificare se utilizează: 

 

σ =
H

A
 (2.105) 

x

l Δl

A, E ,α 

constante 

x

l

A, E ,α 

constante 

1 2

H1 H2
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σ =
E ∙ A ∙  α ∙ (t2 − t1)

A
 (2.106) 

σ =  E ∙  α ∙ (t2 − t1) ≤ σa (2.107) 

 

Din relația (2.107) rezultă că tensiunea normală depinde de tipul materialului (E și α) și de variaţia de 

temperatură (ΔT). 

 

Un alt studiu este și cazul  unei bare dublu încastrată, dar cu joc de montare (δ), prezentată în Figura 

2.23. În acest caz, sub influența variației de temperatură bara se va lungi cu deformaţia axială (Δl), adică 

cu cantitatea (δ). 

 

 
Fig. 2.23. Bară cu rost de dilatatre solicitată de variația de temperatură  

 

Și în acest caz, se impune condiția de deformare: 

 

∆lt = α ∙ 𝑙 ∙ (t2 − t1) −
H ∙ 𝑙

E ∙ A
= δ (2.108) 

 

Pentru calculul necunoscutei (H) se utilizează relația (2.108) și rezultă: 

 

α ∙ 𝑙 ∙ (t2 − t1) −
H ∙ 𝑙

E ∙ A
= δ ⇒ H = E ∙ A ∙ α ∙ ∆T (2.109) 

 

 

Dacă, în urma efectuării calculelor, valoarea reacţiunii (H) are semn negativ, înseamnă că rostul de 

dilatare (δ) nu se umple şi, ca urmare, nu se produc tensiuni normale (σ). Dacă reacţiunea (H) va fi 

pozitivă, atunci rostul se va umple şi se vor produce tensiuni normale. 
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3. FORFECAREA 
 

 

3.1. Noțiuni generale 

 

Solicitarea de forfecare sau de tăiere se produce atunci când asupra unei bare acţionează două forţe 

transversale (F), egale şi de sens contrar, aplicate perpendicular pe axa longitudinală a acesteia, iar în 

secţiunea transversală se dezvoltă un efort situat în planul secţiunii, care se numește forţă tăietoare sau 

efort tăietor (T) (Figura 3.1). 
 

 
Fig. 3.1. Bară dreptunghiulară solicitată la forfecare (tăiere) 

 

Tensiunile care iau naştere în secțiunea transversală sunt cuprinse în planul secţiunii transversale și 

poartă denumirea de tensiuni tangenţiale (τ) şi se opun forţei tăietoare, căutând să echilibreze corpul. 

Sub acţiunea forţelor exterioare bara suferă deformaţii unghiulare (sau lunecări) (γ).  
 

Forfecarea pură se obține atunci când tensiunile tangenţiale (τ) sunt repartizate uniform pe înălţimea şi 

pe lăţimea secţiunii transversale (Figura 3.1), iar tensiunile normale (σ) sunt nule. În practica 

inginerească, fenomenul de forfecare pură se găsește foarte rar, fiind însoţit de o solicitare de încovoiere 

care de cele mai multe ori se neglijează (respectiv de o solicitare de compresiune sau strivire). 
 

Între forţa tăietoare (T) şi tensiunea tangenţială (τ) există relaţia de legătură: 

T = ∫ τ ∙ dA = τ ∙ A
A

 (3.1) 

unde: T reprezintă forța tăietoare din secțiunea transversală, [N]  

 dA, A este aria elementară, respectiv aria secțiunii transversale, [mm2]  

 τ este tensiunea tangențială, [N/mm2].  
 

Din expresia (3.1) rezultă relația de calcul a tensiunii tangențiale: 

 

τ =
T

A  
 (3.2) 

 

Relația (3.2) exprimă faptul că tensiunea tangențială se distribuie uniform pe secțiunea transversală. Pe 

baza relației (3.2) se pot deduce relațiile de dimensionare, verificare și a forţei tăietoare capabile pentru 

o bară supusă solicitării de forfecare (Tabelul 3.1): 
 

Tabelul 3.1. Relații de calcul la solicitarea axială 

Dimensionare Verificare Forţa tăietoare capabilă 

Anec =
T

τa
 τef =

T

Aef
≤ τa 

Tcap = Aef ∙ τa 

 

unde: T, Tcap este forța tăietoare din secțiunea transversală, respectiv forța tăietoare capabilă să o 

suporte bara fără a se rupe (sau să nu să se producă deformații permanente),  [N] 

 Aef, Anec este aria efectivă, respectiv necesară (minimă) a secţiunii transversale a barei, [mm2] 

 τef, τa  este tensiunea tangențială efectivă, respectiv admisibilă, [N/mm2]. 
 

F

F

s

F = T

dA

τ

s

e
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3.2. Determinarea deformaţiilor la forfecare. Legea lui Hooke.  

       Energia de deformare la forfecare 

 

 

Pentru studiul deformaţiei la solicitarea de forfecare s-a reprezentat în Figura 3.2 un segment al unei 

plăci pe care acționează două forțe egale și de sens opus, având distanța (l) între ele. Se observă că, în 

zona de forfecare, două secţiuni transversale alăturate se deplasează una în raport cu cealaltă, astfel încât 

se produce o deformaţie unghiulară. Segmentul AD al elementului dreptunghiular ABCD este fix, iar 

sub acţiunea tensiunilor tangențiale (τ) care acţionează în planul segmentelor AB-BC-CD şi AD, latura 

BC a secţiunii se deplasează în planul tensiunii (τ) până în poziţia finală, B’C’. 

 
 

 
Fig. 3.2. Deformații la forfecare 

 

În Figura 3.2 s-a notat cu (Δs) deplasarea punctului B în punctul B’, iar cu (γ) deformația specifică 

unghiulară și reprezintă unghiul format între latura AB (starea inițială, nesolicitată) și latura AB’ (după 

solicitare). Se definesc următoarele mărimi: 
 

▪ Lunecarea absolută (Δs) este dată de segmentul BB’ = Δs și este o mărime ce depinde de dimensiunile 

elementului considerat. 
 

▪ Lunecarea specifică unghiulară (γ) este definită de raportul dintre lunecarea absolută (Δs) şi distanţa 

(l) dintre feţele ce alunecă:  

tgγ =  
∆s

𝑙
 (3.3) 

 

La forfecare, modificarea unghiului drept al paralelipipedului este mică (în baza ipotezei deformaţiilor 

mici), respectiv:       
     

tgγ ≅  γ =  
∆s

𝑙
 (3.4) 

 

Legătura dintre tensiunile tangenţiale (τ) şi deformaţiile unghiulare (lunecările specifice γ), care iau 

naştere în piesele solicitate la forfecare, se poate stabili în urma unor încercări experimentale la forfecare 

pură. Analog cu încercarea la tracţiune, experimental se obţine o curbă caracteristică pentru forfecarea 

pură prezentată în Figura 3.3, unde porţiunea liniară OA de pe curbă exprimă legătura între tensiunile 

tangenţiale (τ) şi lunecările specifice (γ). Astfel,  legea lui Hooke la solicitarea de forfecare este definită 

de relația:   

 

τ = G ∙ γ (3.5) 
  

unde: τ este tensiunea tangențială, [N/mm2]  

 G reprezintă modulul de elasticitate transversală, [N/mm2] și, care se determină în mod 

experimental pentru fiecare tip de material 
 

 γ reprezintă deformațiile specifice unghiulare.  

T

T

τ

l

τ

τ

τ

τ

γ Δs
A

D

B

B 

C

C 

l
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Fig. 3.3. Curba caracteristică a materialului la forfecare 

 

În cazul forfecării, forţa tăietoare (T), care cauzează o lunecare absolută (Δs), produce lucrul mecanic 

exterior: 

Le =
1

2
T ∙ ∆s (3.6) 

 

Coeficientul ½ din relația (3.6) apare datorită variaţiei liniare a forţei tăietoare (T) în raport cu 

deformarea (Δs), variaţie de la valoarea 0 la valoarea maximă (T), valoarea medie fiind 
0+T

2
=
1

2
∙ T.  

Având în vedere legea lui Hooke pentru solicitarea de forfecare (3.5), respectiv definiţia lunecării 

specifice unghiulare (3.4), se poate exprima lunecarea absolută (Δs) ca fiind:  
 

∆s = γ ∙ 𝑙 =
τ

G
∙ 𝑙 (3.7) 

 

În relaţia (3.7) se introduce expresia (3.2) a tensiunii tangenţiale (τ) și se obţine deformarea absolută: 

 

∆s =
T ∙ 𝑙

G ∙ A
 (3.8) 

  

unde: Δs reprezintă deformarea/deplasarea sau lunecarea absolută, [mm]  

 T este forța tăietoare din secțiunea transversală, [N]  

 l este lungimea barei supusă la forfecare, [mm]  

 G este modulul de elasticitate transversală, [N/mm2]  

 A este aria secțiunii transversale, [mm2]  

 G·A reprezintă modulul de rigiditate la forfecare.   

 

Având în vedere faptul că lucrul mecanic exterior (3.6) se transformă în energie potenţială de deformare 

(Ud), expresia lunecării absolute (Δs) din relaţia (3.8) şi expresia tensiunii tangenţiale (3.2), se obţine: 

 

Ud =
1

2
∙
T2 ∙ 𝑙

G ∙ A
=
τ2 ∙ 𝑙 ∙ A

2 ∙ G
= Le (3.9) 

 

În relația (3.9), produsul (l·A) reprezintă volumul elementului considerat. Pe de altă parte, energia 

potenţială specifică de deformare (Us) este definită de următoarea relaţie: 

 

Us =
Ud
V
=
τ2

2 ∙ G
=
τ ∙ γ

2
 (3.10) 

 

Relația de calcul a energiei potențiale specifice de deformare (3.10) la solicitarea de forfecare reprezintă 

aria haşurată a triunghiului OAA’ prezentată în Figura 3.3. 

 

 

A

P

C

A’γ

τ
τp

τc
τr = τmax

γ

τ

O
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3.3. Aplicaţiile forfecării: Calculul îmbinărilor 

 

 

Într-o structură mecanică, îmbinarea elementelor componente se realizează prin intermediul unor organe 

(piese) de asamblare sau de îmbinare (bolțuri, șuruburi, nituri, pene etc.). De regulă, în aceste piese de 

asamblare, cea mai importantă solicitare este cea de forfecare, ea fiind determinantă în apariţia stării 

periculoase (a fenomenului de rupere) prin lunecările ce le provoacă. Alături de forfecare pot să apară şi 

alte solicitări, în special întinderea şi strivirea, efectul încovoierii fiind, de regulă, neglijat. În Figura 3.4 

se prezintă clasificarea îmbinărilor, având în vedere tipul acestora. 

 

 
Fig. 3.4. Clasificarea îmbinărilor  

 

 Pentru realizarea calculului elementelor de îmbinare se ține cont de următoarele ipoteze simplificatoare: 
 

(1) Tensiunile tangenţiale (τ) sunt considerate repartizate uniform în secţiunea forfecată 

(2) Sarcinile exterioare sunt distribuite uniform asupra elementelor de asamblare 

(3) Transmiterea eforturilor de la o piesă la alta se realizează prin intermediul elementelor de asamblare. 
 

 

La calculul îmbinărilor se definesc următoarele tipuri de secțiuni transversale:  
 

▪ Secţiunea brută, este suprafața totală măsurată a secţiunii transversale fără a ține cont de prelucrări 

tehnologice sau eventuale zone reduse (precum găuri, caneluri, sau alte defecte geometrice) 

▪ Secțiunea netă, reprezintă secțiunea micșorată prin procese tehnologice de prelucrare (strunjire, frezare, 

găurire etc.). Cea mai mică secțiune transversală netă se numește secțiune critică. Ea se utilizează de 

obicei în calculul de rezistență a îmbinărilor.  

 

Spre exemplificare, în Figura 3.5 se prezintă o piesă plană cu secțiunea transversală dreptunghiulară, 

asupra căreia se realizează de-a lungul piesei, patru secțiuni transversale (secțiunile A – A, B – B, C – 

C,  D – D).  

     

 
Fig. 3.5. Piesa supusă secționării transversale 

CLASIFICAREA ÎMBINĂRILOR

Demontabile

Obținute cu şuruburi, bolţuri,  

pene, caneluri etc., solicitate în 

principal la forfecare şi strivire.

Nedemontabile

Obținute prin nituire, sudură, lipire 

etc., solicitate în principal la 

forfecare şi strivire.

R

R

Ød

ØD
B

A

A B

B C

C D

D

b
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În urma secționării se obțin următoarele secțiuni transversale (Tabelul 3.2): 

 
Tabelul 3.2. Calculul ariei în diferite secţiuni transversale ale piesei 

Secţiunea  

A – A: 

 

Secţiunea  

B – B: 

 

Secţiunea  

C – C: 

 

Secţiunea  

D – D: 

 

Aria A – A: Aria critică B – B: Aria critică C – C: Aria critică D – D: 
A = 𝐵 ∙ 𝐻 Acritică = 𝐵 ∙ 𝐻 − 2𝑅 ∙ 𝐻 Acritică = 𝐵 ∙ 𝐻 − (𝐷 + 𝑑) ∙ 𝐻 Acritică = 𝐵 ∙ 𝐻 − 𝑑 ∙ 𝐻 

 Acritică = 𝐻 ∙ (𝐵 − 2𝑅) Acritică = 𝐻 ∙ [𝐵 − (𝐷 + 𝑑)] Acritică = 𝐻 ∙ (𝐵 − 𝑑) 
 

Observaţie: (1) În calculul de rezistență al piesei se ia în considerare aria critică cu valoarea cea 

mai mică. 

 

 

Aplicaţie rezolvată 

 

 

Aplicaţia 3-1. Să se determine lățimea efectivă (bef) pentru bara din figura de mai jos, știind că aceasta 

este solicitată de forța axială F = 12 kN. Se cunosc: valoarea grosimii hef = 5 mm, diametrul găurii def = 

12 mm şi rezistenţa admisibilă a materialului σa = 130 N/mm2. 
 

 
Fig. 3.6. Bară cu secțiune dreptunghiulară solicitată axial 

 

Rezolvare: Pentru calculul de dimensionare (lățimea bef), se ia în considerare aria critică (sau aria 

minimă, aria transversală cea mai mică), care se calculează cu relația:        
    Acritică = (𝑏𝑛𝑒𝑐 − 𝑑𝑒𝑓) ∙ ℎ𝑒𝑓  

 

Știind că bara este supusă unei solicitări de întindere de forța axială (F), atunci, aria necesară se poate 

calcula cu relația: 

Anec =
F

σa
  

 

Egalând  aria critică cu aria necesară se obţine relația de calcul a lățimii necesare (bnec): 
  

(𝑏𝑛𝑒𝑐 − 𝑑𝑒𝑓) ∙ ℎ𝑒𝑓 =
F

σa
⇒ 𝑏𝑛𝑒𝑐 =

1

ℎ𝑒𝑓
∙ (
F

σa
+ 𝑑𝑒𝑓 ∙ ℎ𝑒𝑓)  

unde: F reprezintă forța aplicată, [N]  
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 def  este diametrul efectiv al găurii, [mm]  

 hef  este grosimea efectivă a secțiunii transversale, [mm]  

 bnec  este lățimea necesară a secțiunii transversale, [mm].  

 

Se înlocuiesc datele cunoscute în formula obţinută (bnec) şi se obţine: 

𝑏𝑛𝑒𝑐 =
1

5
∙ (
12 ∙ 103

130
+ 12 ∙ 5) ⇒ 𝑏𝑛𝑒𝑐 = 30, 46 mm  

 

După efectuarea calculelor teoretice, s-a obţinut valoarea necesară a lăţimii secţiunii critice transversale. 

Pentru obţinerea valorii efective (bef), valoarea necesară (sau calculată) se rotunjeşte astfel încât bef > 

bnec. Valoarea efectivă reprezintă valoarea dimensională reală a piesei obţinută prin procesul de 

prelucrare tehnologică. Astfel, se obţine: 
 

𝑏𝑛𝑒𝑐 = 30, 46 mm ⇒ 𝑏𝑒𝑓 = 32 mm  

 

 

3.3.1. Îmbinări demontabile  

 

 

3.3.1.1. Îmbinări cu bolţuri  

 
Spre analiză, în Figura 3.7 se prezintă un ansamblu format din Piesa 1 şi Piesa 2, îmbinarea realizându-

se prin intermediul unui singur bolţ cu cap. Ansamblul este solicitat de forţele (F), egale şi de sens 

contrar, aplicate pe axa geometrică (x) a ansamblului. Se cunoaşte valoarea forţelor aplicate (F), 

respectiv grosimea (h1) a Piesei 1, şi se propune calculul diametrului efectiv a bolţului (db) şi a grosimii 

(h) a Piesei 2. La final, se va face calculul de verificare la rezistenţă al bolţului şi al Piesei 2.  

 

 
Fig. 3.7. Asamblare demontabilă cu bolț 

 

În figură s-au notat: F – forța aplicată care solicită axial ansamblul dat, [N] 

 db – diametrul bolțului, [mm] 

 dg – diametrul găurii de asamblare, [mm] 

 h, h1 – grosimea Piesei 2, respectiv a brațelor Piesei 1, [mm] 

 σstr. – tensiunea normală de strivire, [N/mm2] 

 τf – tensiunea tangențială de forfecare, [N/mm2]. 
  

Conform figurii, forţa (F) acţionează perpendicular pe axa bolţului, acesta fiind solicitat la forfecare 

(având două arii de forfecare, cele două secţiuni transversale ale bolţului cuprinse între piesele 1 şi 2), 

respectiv la strivire ale elementelor în contact. Calculele de dimensionare şi de verificare se vor efectua 

h1

h1

h
F F

db

Bolț cu cap 

Piesa 1

τf

τf

x

Piesa 2 

Axa geometrică 

a ansamblului

dg

Axa geometrică 

a bolţului

σstr

σstr
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ţinând cont de aceste solicitări. Ca regulă generală, după efectuarea calculelor de dimensionare se obţine 

valoarea necesară (sau minimă) a piesei dimensionate, urmând ca apoi această valoare necesară (val.nec.) 

să se rotunjească la valoarea superioară (sau se va alege din standard) şi să se obţină valoarea efectivă 

(val.ef.), adică:  val.ef. >  val.nec.. 

 

a) Calcule de dimensionare 

 

▪ Dimensionarea bolţului se efectuează considerând solicitarea de forfecare, astfel că este necesar să se 

ia în calcul aria de forfecare pentru un bolţ scrisă sub forma expresiilor:  
 

Af =
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

2

4
∙ 𝑛 ∙ 𝑖 (3.11) 

Af =
F

τa
 (3.12) 

 

Din egalarea relaţiilor (3.11) şi (3.12) se obţine formula generală care permite determinarea diametrului 

necesar (dnec) a unui bolţ: 
 

𝑑𝑛𝑒𝑐 = √
4 ∙ F

π ∙ τa ∙ 𝑛 ∙ 𝑖
 (3.13) 

unde: F reprezintă forța aplicată, [N]  

 dnec  este diametrul necesar al găurii, [mm]  

 
τa   este tensiunea tangenţială admisibilă a materialului la forfecare şi se calculează 

astfel: τa_f = 0,8 ∙ σa, [N/mm2] 
 

 n  reprezintă numărul total al ariilor de forfecare pentru un bolţ  

 i  reprezintă numărul total de bolţuri din ansamblu.  
 

Observaţie: (1) Cu dnec  se rotunjeşte/ se alege def a bolţului (def > dnec). De regulă, montajul cu 

bolţuri se face cu joc, astfel că diametrul găurii de asamblare (dg) se obţine: dg = def + 

(0,5÷1 mm), [mm]. 

 

▪ Pentru calculul grosimii necesare (hnec) a Piesei 2 se consideră solicitarea de strivire care se produce 

între bolţ şi Piesa 2 atunci când acţionează forţa (F). Pentru calculul de dimensionare, aria de strivire se 

echivalează cu o arie dreptunghiulară cu înălţimea (hnec) şi lăţimea (dg). Astfel, se scriu următoarele 

relaţii de calcul pentru ariile de strivire: 

 

Astr = ℎ𝑛𝑒𝑐 ∙ 𝑑𝑔 ∙ 𝑚 ∙ 𝑖 (3.14) 

Astr =
F

σastr
 (3.15) 

 

Din egalarea relaţiilor (3.14) şi (3.15) se obţine relaţia generală care permite determinarea grosimii 

necesare (hnec) a Piesei 2: 
 

ℎ𝑛𝑒𝑐 =
F

σastr ∙ 𝑑𝑔 ∙ 𝑚 ∙ 𝑖
 (3.16) 

unde: F reprezintă forța aplicată, [N]  

 hnec  este grosimea necesară a Piesei 2, [mm]  

 

σastr  este tensiunea normală admisibilă la strivire a materialului şi se poate calcula 

cunoscând  tensiunea normală admisibilă la tracţiune a materialului, astfel: 

                                σastr = (1,5 ÷ 2) ∙ σa , [N/mm2] 

 

 m  reprezintă numărul total al ariilor de strivire pentru un bolţ  

 i  reprezintă numărul total de bolţuri din ansamblu.  
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Observaţie: (1) Valoarea hnec se rotunjeşte/se alege hef  a grosimii piesei 2 (hef > hnec). 

 

b) Calcule de verificare la rezistenţă 

      

Calculul de dimensionare este urmat întotdeauna de calculul de verificare la rezistenţă a pieselor. Pentru 

ansamblul propus, se vor efectua calculele de verificare pentru bolţ, respectiv pentru Piesa 2. Ca regulă 

generală, pentru ca piesa dimensionată să reziste la solicitarea exterioară trebuie ca tensiunea calculată 

(sau efectivă) trebuie să fie mai mică sau cel puţin egală cu tensiunea admisibilă a materialului din care 

este confecţionată, adică σef ≤ σa. Relaţiile de verificare sunt următoarele: 

 

a) Pentru bolţ: 
τef =

F

Aef
≤ τa (3.17) 

b) Pentru Piesa 2: 
σefstr =

F

Aef
≤ σastr. (3.18) 

 

Observaţie: (1) În expresiile (3.17), (3.18) ariile efective (Aef) se calculează utilizând dimensiunile 

efective şi cu expresiile (3.11) şi (3.14). 

 

 

3.3.1.2. Îmbinări cu şuruburi  

 
Îmbinarea cu şuruburi este una dintre cele mai utilizate îmbinări din domeniul ingineriei mecanice (şi 

nu numai) întâlnindu-se la prinderea carcaselor din componenţa sistemelor mecanice, fixarea 

elementelor mecanice pe diferite suprafeţe etc.  
 

În Figura 3.8 se prezintă un ansamblu format din două plăci cu grosimile (t1, t2) fixate prin intermediul 

unui şurub de prindere cu cap hexagonal cu diametrul (ds). Montajul se realizează cu joc astfel că, plăcile 

sunt prevăzute cu o gaură de asamblare cu diametrul (dg). Conform figurii, ansamblul este solicitat la 

întindere de două forţe (F), egale şi de sens contrar. Reducând acţiunea forţei (F) pe fiecare element din 

cadrul ansamblului, rezultă că: plăcile sunt solicitate la întindere de forţa aplicată (F); tija şurubului este 

solicitată la forfecare de forţa (F) care acţionează perpendicular pe axa tijei surubului şi la strivire la 

contactul dintre tija şurubului şi cele două plăci.  

 

Pentru ansamblul prezentat se propune dimensionarea tijei şurubului (ds) (şi implicit a găurii de 

asamblare, dg) şi efectuarea calculelor de verificare.  

 

 
Fig. 3.8. Îmbinare cu șurub  

 

În figură s-au notat: F – forța aplicată, [N] 

 ds – diametrul șurubului, [mm] 

 dg – diametrul găurii de asamblare, [mm] 

F F

ds

τf

F
t1
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σstr
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 t1, t2  – grosimea plăcilor 1 și 2, [mm] 

 B – lățimea plăcilor, [mm] 
 e - distanța de la axele geometrice ale șurubului la marginile plăcilor, [mm] 
 e1, e2 – distanța de la axele geometrice ale șurubului la muchiile laterale ale 

plăcilor, [mm] 
 σstr – tensiunea normală de strivire, [N/mm2] 

 τf – tensiunea tangențială de forfecare, [N/mm2]. 

 

a) Dimensionarea şurubului de prindere 

 

Ca şi în cazul bolţului, dimensionarea şurubului de prindere se realizează ţinând cont de solicitarea de 

forfecare, astfel: 

Af =
π ∙ 𝑑𝑠_𝑛𝑒𝑐

2

4
∙ n ∙ i (3.19) 

Af =
F

τa
 (3.20) 

 

Din egalarea relaţiilor (3.19) şi (3.20) se obţine relaţia generală care permite determinarea diametrului 

necesar (ds_nec) al şurubului: 

 

𝑑𝑠_𝑛𝑒𝑐 = √
4 ∙ F

π ∙ τa ∙ 𝑛 ∙ 𝑖
 (3.21) 

unde: F reprezintă forța aplicată, [N]  

 ds_nec  este diametrul necesar al şurubului, [mm]  

 τa   este tensiunea tangenţială admisibilă a materialului, [N/mm2]  

 n  reprezintă numărul total al ariilor de forfecare pentru un şurub  

 i  reprezintă numărul total de şuruburi din ansamblu.  

 

Observaţii: (1) Şurubul de fixare fiind un element de fixare standardizat, cu valoarea calculată 

(ds_nec), valoarea diametrului efectiv al şurubului (ds_ef) se alege din standarde, (ds_ef > 

ds_nec). 
 

La îmbinarea cu un număr de (n) şuruburi de prindere, forţa aplicată se consideră uniform distribuită pe 

fiecare şurub. Astfel, pentru un şurub, sarcina sau forţa repartizată se calculează: 

F1 =
F

𝑛
 (3.22) 

 

b) Calculul dimensiunilor (e) şi (e1)  

 

▪ Dimensiunea (e) reprezintă distanţa de la şurub şi până la marginea plăcii, măsurată pe direcţia axială, 

iar pentru calculul acesteia se ia în considerare aria de forfecare din Figura 3.9. 

 

 
Fig. 3.9. Aria de forfecare (secţiune longitudinală) 

 

Conform Figurii 3.9, aria de forfecare se poate scrie sub forma: 

ds/2

e

tmin
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Af = (𝑒𝑛𝑒𝑐 −
𝑑𝑠
2
) ∙ 2 ∙ 𝑡𝑚𝑖𝑛 (3.23) 

Af =
F

τa
 (3.24) 

unde:  tmin reprezintă grosimea cea mai mică a plăcii, [mm]  

 coeficientul 2 se referă la două arii de forfecare de-a lungul plăcii (vezi Figura 3.8).  

 

Din egalarea expresiilor (3.23) şi (3.24) se obţine relaţia de calcul a valorii necesare (enec): 

𝑒𝑛𝑒𝑐 =
1

2 ∙ 𝑡𝑚𝑖𝑛
(
F

τa
+
𝑑𝑠
2
∙ 𝑡𝑚𝑖𝑛) (3.25) 

 

Observaţie: (1) Valoarea enec se rotunjeşte şi se obţine distanţa eef  (eef > enec). 
 

Calculul de verificare se efectuează utilizând expresia: 

τef =
F

2 ∙ 𝑡𝑚𝑖𝑛(𝑒𝑒𝑓 −
𝑑𝑠
2 )
≤ τa_f (3.26) 

 

▪ Dimensiunea (e1) reprezintă distanţa de la şurub şi până la marginea plăcilor, măsurată pe direcţia 

transversală, iar pentru calculul acesteia se ia în considerare aria de forfecare din Figura 3.10. 
 

 
Fig. 3.10. Aria de forfecare (secţiune transversală) 

 

Aria de forfecare prezentată în Figura 3.10 se poate scrie astfel: 

 

Af = 𝑡𝑚𝑖𝑛 ∙ (𝐵 − 𝑑𝑠) (3.27) 

Af = 2 ∙ 𝑒1_𝑛𝑒𝑐 ∙ 𝑡𝑚𝑖𝑛 (3.28) 

 

Din egalarea expresiilor (3.27) şi (3.28) se obţine formula de calcul a valorii necesare (𝑒1_𝑛𝑒𝑐): 
 

𝑒1_𝑛𝑒𝑐 =
(𝐵 − 𝑑𝑠)

2
 (3.29) 

 

Observaţie: (1) Valoarea e1_nec se rotunjeşte şi se obţine distanţa e1_ef  (e1_ef > e1_nec). 

 

c) Calculul de verificare la rezistenţă 

 

Calculul de verificare a tensiunii de strivire care apare în zona de contact dintre tija şuruburilor şi pereţii 

găurii de asamblare, presupune evaluarea raportului dintre forţa aplicată (F) şi aria de strivire (Astr):  
 

σstr =
F

𝑡𝑚𝑖𝑛 ∙ 𝑑𝑠 ∙ 𝑛
≤ σa_str (3.30) 

 

 

unde: Astr = 𝑡𝑚𝑖𝑛 ∙ 𝑑𝑠 ∙ 𝑛 (3.31) 

ds

tmin

e1

e1

B
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3.3.1.3. Îmbinări prin pene paralele  

 

Pana paralelă (sau longitudinală) este un element de îmbinare întâlnit în general la montajul elementelor 

care transmite o mişcare de rotaţie sau un cuplu, cum ar fi asamblarea roţilor dinţate pe arbori de 

transmisie. Ca atare, pana paralelă are dublu rol: de fixare pentru transmiterea cuplului şi de siguranţă 

pentru sarcini accidentale (suprasarcini).  

 

Penele paralele sunt solicitate la forfecare în zona de separare a elementelor asamblate şi la strivire pe 

suprafaţa de contact a penei cu fiecare din elementele pe care le îmbină (Figura 3.11). 
 

 
Fig. 3.11. Asamblare cu pană paralelă 

 

În figură s-au notat: Mt – momentul de torsiune aplicat, [N·mm] 

 d – diametrul arborelui, [mm] 

 l, b, h – lungimea, lățimea respectiv înălțimea penei paralele, [mm]. 
 

Forţa (F) care solicită pana la forfecare se poate calcula cunoscând momentul de torsiune (Mt) şi 

diametrul arborelui (d) astfel: 

Mt = F ∙
𝑑

2
⇒ F =

2 ∙ Mt
𝑑

   [N] (3.32) 

Momentul de torsiune (Mt) se poate determina dacă se cunoaşte puterea motorului (P) în [kW] şi turaţia 

(n) în [rot/min] a motorului de acţionare: 

Mt = 9550 ∙
P [kW]

𝑛 [
rot
min]

   [N · m]     (3.33) 

 

Lungimea penei (l) se poate calcula: 

F = 𝑙𝑛𝑒𝑐 ∙ 𝑏𝑒𝑓 ∙ τaf ⇒ 𝑙𝑛𝑒𝑐 =
F

𝑏𝑒𝑓 ∙ τaf
⇒ 𝑙𝑒𝑓 > 𝑙𝑛𝑒𝑐 (3.34) 

 

Calculul de verificare a penei se face la solicitarea de strivire astfel: 

σstr =
F

𝑙𝑒𝑓 ∙
ℎ𝑒𝑓
2

≤ σa_str (3.35) 

Observaţie: (1) În practică, pana paralelă este definită de parametrii dimensionali b x h x l (lăţimea 

x înălţimea x lungimea). Lăţimea penei (b) se alege în funcţie de diametrul arborelui şi 

are o valoare standardizată. 

 

 

3.3.2. Calculul îmbinărilor nedemontabile 

 

Îmbinările nedemontabile asigură rigiditatea structurilor. Tehnologic sunt utilizate îmbinările nituite şi 

îmbinările sudate, însă în ultima perioadă se utilizează tot mai des îmbinările prin lipire. La îmbinările 

nedemontabile se admite ipoteza inexistenţei lunecărilor relative între piese (deşi în realitate nu e aşa). 

Roatã  

dințatã 
Arbore 

Panã  

paralelã 

Mt

b

h

l
d

τf
τf

σstr

σstr
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Din categoria îmbinărilor nedemontabile fac parte îmbinările nituite, sudate, lipite etc. În continuare se 

vor analiza, din punctul de vedere al calculelor rezistenţiei materialelor, câteva cazuri din această 

categorie. 

 

 
3.3.2.1. Îmbinări nituite 

 

Îmbinările nituite sunt îmbinări nedemontabile care se desfac doar prin distrugerea elementului de 

legătură, adică nitul. Îmbinările nituite sunt des întâlnite în cazul construcţii metalice, cum ar fi: cazane 

de înaltă presiune, centrale termice, la construcţia navală, aeronautică, construcţia podurilor, îmbinarea 

a două materiale diferite, îmbinarea materialelor nesudabile etc. 
 

Pentru realizarea nituirii se execută în prealabil găurirea pieselor care se îmbină. Pentru introducerea 

uşoară a nitului în montaj, diametrul găurii este mai mare cu (0,5 ÷ 1 mm) decât diametrul nitului. Ca 

urmare, prin baterea la rece sau la cald, tija nitului va umple complet gaura de asamblare astfel că, în 

calculele de rezistenţă se va considera diametrul găurii de asamblare. În cazul acestor asamblări, în nituri, 

poate apărea un proces mecanic numit curgere lentă sau fluaj, specific materialelor supuse la sarcini 

constante pe o perioadă lungă de timp. Prin deformare plastică, orice material îşi pierde o parte din 

capacitatea de rezistenţă, motiv pentru care numărul niturilor se suplimentează. 
 

În general se pot întâlni două proceduri de îmbinări nituite: îmbinări directe – îmbinări prin nituri fără 

elemente intermediare; îmbinări indirecte – utilizând elemente intermediare de legătură numite eclise.  

 

 

3.3.2.1.1 Îmbinări directe 

 

▪ Calculul de rezistenţă al nitului 

 
Din punct de vedere mecanic, solicitarea niturilor este una complexă, pentru calculul acestora se 

neglijează: forţa de strângere, aplicarea neuniformă a forţelor exterioare pe nituri, distribuţia neuniformă 

a tensiunilor de strivire pe secţiunea transversală a niturilor. 

 

În Figura 3.12 se consideră un asamblu format din două table cu grosimi diferite (s1 şi s2) şi lăţimea (B), 

prinse prin intermediul a două nituri, cu diametrul (dn). Asupra ansamblului acţionează un sistem de 

două forţe egale şi de sens contrar, perpendicular pe axa longitudinală a niturilor. Conform Figurii 3.12, 

niturile sunt solicitate la forfecare, rezultând tensiunea tangenţială (τf), respectiv la strivire, în zonele de 

contact dintre tijele niturilor şi table, luând naştere tensiunile de strivire (σstr.).  
 

 
Fig. 3.12. Asamblare cu nit  

 

În figură s-au notat: F – forța aplicată, [N] 

 dnit – diametrul nitului, [mm] 

 B, s1, s2  – lățimea, respectiv grosimea tablelor, [mm] 

F

e=2d

F

tmin=3d

B
dnit dnit

F

F
dnit

s1

dnit
s2

τf

σstr σstr

σstrσstr

Nit
Axa geometrică 

a nitului Tabla 1

Tabla 2

τf
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 σstr. – tensiunea normală de strivire, [N/mm2] 

 τf – tensiunea tangențială de forfecare, [N/mm2]. 
 

▪ Numărul necesar de nituri (nnec) se calculează cu relaţia: 

𝑛𝑛𝑒𝑐 = 1,2 ∙
F

F1_min
 (3.36) 

 

unde, coeficientul 1,2 ţine seama de faptul că forţa (F) nu se distribuie uniform pe nituri. 
 

În relaţia (3.36), forţa (F1_min) reprezintă forţa minimă capabilă de a fi preluată de un nit solicitat la 

forfecare sau strivire (cu peretele găurii de asamblare). Forţa (F1_min) se alege ca fiind valoarea minimă 

dintre: 
 

F1_f =
π ∙ 𝑑2

4
∙ 𝑖 ∙ τa_f (3.37) 

F1_str = 𝑑𝑛𝑖𝑡 ∙ 𝑠𝑚𝑖𝑛 ∙ σa_str (3.38) 
  

unde: i  reprezintă numărul secţiunilor de forfecare pentru un nit 

 smin  este grosimea minimă a tablelor nituite, [mm] 

 dnit∙smin  este aria de strivire, [mm2]. 

 

▪ Diametrul nitului se alege în funcţie de grosimea minimă a tablei îmbinate şi se poate calcula cu relaţia 

aproximativă (3.39) sau cu cea expirică formulată de C. Bach, relaţiile (3.40): 

 

𝑑𝑛𝑖𝑡 = (1,8 ÷ 2) ∙ 𝑠𝑚𝑖𝑛 (3.39) 

𝑑𝑛𝑖𝑡 = √5 ∙ ℎ𝑚 − 𝑎  [cm]    sau   𝑑𝑛𝑖𝑡 = 7 ∙ √ℎ𝑚 − 𝑎 [mm] (3.40) 

 

unde: hm reprezintă grosimea medie a tablelor (pieselor) de îmbinat, [cm] 

 a reprezintă un coeficient care se va alege astfel: a = 0,2 cm, respectiv a = 2 mm pentru 

îmbinări nitute de rezistenţă; a = 0,4 cm, respectiv a = 4 mm  pentru îmbinări nitute de etanşare 

obţinute prin suprapunere; a = 0,6 cm, respectiv a = 6 mm  pentru îmbinări nitute de etanşare 

realizată cu ajutorul ecliselor. 

 

▪ Pasul nituirii se poate calcula, ţinând cont de condiţia ca între două nituri consecutive, tabla să reziste 

la forfecare, respectiv nitul să reziste la strivire: 
 

𝑡𝑛𝑖𝑡_𝑛𝑒𝑐 = 3 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 (3.41) 

 

▪ Presupunând o rezistență egală la forfecare a tablelor (având în vedere existența a două secțiuni de 

forfecare) și a nitului la strivire, se poate determina distanța (e) față de marginea piesei (Figura 3.12), 

după cum urmează: 

𝑑𝑛𝑖𝑡 ∙ 𝑠𝑚𝑖𝑛 ∙ σa_str = 2 ∙ (𝑒 −
𝑑𝑛𝑖𝑡
2
) ∙ 𝑠𝑚𝑖𝑛 ∙ τa_f (3.42) 

 

După efectuarea calculelor, rezultă expresia de calcul a distanţei (e) sub forma: 

𝑒 =
𝑑𝑛𝑖𝑡
2
∙ (1 +

σa_str
τa_f

) (3.43) 

 

Totodată, literatura de specialitate oferă o relație practică ce permite determinarea facilă a distanței (e): 

𝑒 = 2 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 (3.44) 
 

▪ Distanţa minimă dintre nituri se calculează cu relaţiile aproximative : 

𝑒2 = 2 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡;      𝑒1 = 3 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 (3.45) 
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3.3.2.1.2. Îmbinarea indirectă  

 

La îmbinarea indirectă se folosesc nişte elemente de legătură denumite eclise. În cazul acestor tipuri de 

îmbinări indirecte cu eclise, efectul încovoierii este anulat, deoarece forţele acţionează pe aceeaşi dreaptă 

suport, care de regulă, este axa longitudinală a ansamblului. Calculul de dimensionare a elementelor care 

compun asamblul trebuie să se efectueze astfel încât condiţia de rezistenţă să fie îndeplinită [2]. 
 

În Figura 3.13 se prezintă un astfel de ansamblu format din două eclise cu grosimea (h1) şi două platbenzi 

având grosimea (h), care sunt prinse prin intermediul a două nituri cu diametrul (dnit). De asemenea, pe 

figură se specifică distanţa (e), care este distanţa de la tija nitului la capătul tablei, respectiv pasul nitului 

(t), distanţa dintre două nituri consecutive. Asupra ansamblului acţionează două forţe egale şi de sens 

contrar, aplicate pe axa longitudinală a ansamblului. Având în vedere direcţia de acţiune a forţelor 

aplicate (F), rezultă că platbenzile şi eclisele sunt solicitate la întindere în secţiunea normală şi la 

forfecare pe distanţa (e), iar niturile sunt solicitate la forfecare şi la strivire. 
 

În literatura de specialitate, se recomandă câteva reguli privind calculul unor astfel de îmbinări indirecte, 

şi anume [2]:  

- Prinderea cu nituri să fie centrată, astfel încât excentricitatea dintre eforturi să fie cât mai redusă 

pentru a nu se introduce momente de încovoiere mari 

- Lungimea îmbinării şi slăbirile secţiunilor pieselor îmbinare să fie cât mai reduse 

- Este necesară respectarea distanţelor minime şi maxime dintre nituri. 

 

Datorită solicitărilor complexe care apar în cazul acestor îmbinări, literatura de specialitate propune 

abordări echivalente, însă într-o formă simplificată, astfel: 
 

▪  Calculul diametrului necesar al unui nit: 

𝑑𝑛𝑖𝑡_𝑛𝑒𝑐 =
5

π
∙ ℎ (3.46) 

 

 

▪ Calculul pasului nituirii, (t) presupune impunerea condiţiei ca între două nituri consecutive tabla să 

reziste la forfecare la fel ca nitul la strivire (cu peretele găurii), respectiv: 

 

2 ∙ (𝑡 − 𝑑𝑛𝑖𝑡) ∙ ℎ1 ∙ τaf = ℎ1 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 ∙ σastr. (3.47) 

 

 
Fig. 3.13. Asamblare nituită cu eclise 

 

În figură s-au notat: F – forța aplicată, [N] 

 h1, h – grosimea ecliselor, respectiv a platbenzilor, [mm] 
 σstr. – tensiunea normală de strivire, [N/mm2] 

 τf  – tensiunea tangenţială de forfecare, [N/mm2]  
 e – distanţa de la tija nitului la capătul tablei, [mm] 
 t – distanţa dintre două nituri consecutive, [mm]. 
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Se obţine pasul minim necesar al nituirii  (t)  utilizând relaţia: 

𝑡min _𝑛𝑒𝑐 ≅ 2,25 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 (3.48) 

 

însă, practica recomandă utilizarea şi expresiei sub forma:   
 

𝑡 = (3 ÷ 8) ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 (3.49) 
 

▪ Pentru calculul distanţei (e) se utilizează relaţia: 

𝑒 = 2 ∙ 𝑑𝑛𝑖𝑡 (3.50) 

  

 

3.3.2.2. Calculul îmbinărilor sudate 

 

Operaţia tehnologică de sudare presupune unirea permanentă a două sau mai multor piese metalice, 

realizate din materiale identice sau similare. Sudarea se realizează cu sau fără adaos de material auxiliar, 

de regulă obţinându-se prin topirea locală a suprafeţelor de îmbinat. Sudarea se realizează utilizând 

aparate de sudură manevrate de operatorul uman sau cu roboţi industriali de sudură specifici [3, 37].  

 

În funcţie de poziţia relativă a pieselor care se sudează, îmbinările sudate se pot clasifica în: îmbinări 

cap la cap (Figura 3.14a) şi îmbinări de colţ (Figura 3.14b). 
 

  
a) b) 

Fig. 3.14. Exemple de sudură: a) cap la cap; b) de colț 
 

În figură s-au notat: F – forța aplicată, [N] 

 b, b1, s  – lățimile, respectiv grosimea tablelor, [mm] 

 a – parametru ce ţine seama de suprafaţa finală a secţiunii de forfecare a 

cordonului de sudură, [mm]. 
 

 

Pentru calculul îmbinărilor sudate, rezistenţele admisibile ale materialelor se calculează astfel: 

σa_s = 0,8 ∙ σa;         τa_s = 0,8 ∙ σa_s = 0,64 ∙ σa (3.51) 

  

▪ În cazul îmbinărilor cap la cap calculul de rezistenţă vizează în general solicitarea de întindere sau de 

compresiune, respectiv: 

σ =
F

𝑠 ∙ 𝑙𝑠
⇒ σ =

F

𝑠 ∙ (𝑏 − 2𝑠)
≤ σa_s (3.52) 

 

unde, ls = b-2s reprezintă lungimea cordonului de sudură micşorată cu (2s) faţă de lăţimea (b) a tablei. 

 

▪ Îmbinări de colţ 

 

În Figura 3.15, se consideră un ansamblu format dintr-o placă cu grosimea (s1) şi un cornier cu aripi 

egale şi cu grosimea constantă (s). Cele două elemente sunt sudate în două zone rezultând două cordoane 

FF

s = (1÷4) mm

Cordon de sudurã

Tabla 1

FF b

Tabla 2 F

F

a

s

s

F F
b

b1

Cordon de sudurãTablã
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de sudură cu lungimi diferite (l1) şi (l2). În acest caz, se doreşte dimensionarea şi verificarea de rezistenţă 

a cordoanelor de sudură, ştiind că asupra ansamblului acţionează forţa (F) (aplicată pe cornier) pe axa 

sa longitudinală. La distanţele (e1) şi (e2) faţă de axa longitudinală, se produc forţele (F1) şi (F2) care se 

opun acţiunii forţei (F).  

 

Calculul de dimensionare al coordonului de sudură 

 

Ca şi în cazurile precedente, este important să se identifice solicitările la care sunt supuse fiecare element 

din componenţa ansamblului. Astfel, placa şi cornierul sunt solicitate la întindere de forţele axiale (F), 

(F1) şi (F2), iar cordonul de sudură este solicitat numai la forfecare de forţa aplicată (F). 
 

 
Fig. 3.15. Îmbinare sudată de colț 

 

Dimensionarea cordoanelor de sudură constă în determinarea lungimii acestora. Pentru calculul de 

dimensionare a cordoanelor de sudură se scriu ecuaţiile (3.53). Cunoscând valoarea forţei aplicate (F), 

respectiv distanţele (e1) şi (e2) se pot calcula forţele (F1) şi (F2) cu expresiile (3.54). 
 

 

{
F1 + F2 = F
F1 ∙ 𝑒1 = F2 ∙ 𝑒2

 (3.53) 
 

Cu soluţia (3.54): 

F1 =
F ∙ 𝑒2

(𝑒1 + 𝑒2)
;      F2 =

F ∙ 𝑒1
(𝑒1 + 𝑒2)

    (3.54) 

 

Ariile secţiunilor de rupere pentru sudură sunt: 
 

A1_s =
F1
τa_s

=
F ∙ 𝑒2

(𝑒1 + 𝑒2) ∙ 𝜏𝑎_𝑠
;     (3.55) 

A1_s = 𝑙1𝑠𝑛𝑒𝑐. ∙ 𝑎           (3.56) 

A2_s =
F2
τa_s

=
F ∙ 𝑒1

(𝑒1 + 𝑒2) ∙ τa_s
;     (3.57) 

A2_s = 𝑙2𝑠𝑛𝑒𝑐. ∙ 𝑎           (3.58) 
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Din egalarea expresiilor (3.55) cu (3.56), respectiv (3.57) cu (3.58), rezultă relaţiile de calcul a 

lungimilor cordoanelor de sudură necesare (relaţiile 3.59 şi 3.60), fără a lua în calcul adaosul de material 

la capetele cordoanelor de sudură. Adaosul de material la capetele cordoanelor de sudură se aproximează 

cu valoarea (2·a). 

 

𝑙1𝑠𝑛𝑒𝑐. =
F ∙ 𝑒2

(𝑒1 + 𝑒2) ∙ τa_s ∙ 𝑎
 (3.59) 

𝑙2𝑠𝑛𝑒𝑐. =
F ∙ 𝑒1

(𝑒1 + 𝑒2) ∙ τa_s ∙ 𝑎
 (3.60) 

 

În relaţiile de mai sus: 
 

𝑙1𝑠𝑛𝑒𝑐. = 𝑙1 − 2𝑎;    𝑙2𝑠𝑛𝑒𝑐. = 𝑙2 − 2𝑎    (3.61) 
 

 

Lungimile cordoanelor de sudură (cu adaos de material pe capete) se calculează: 

𝑙1𝑒𝑓. = 𝑙1𝑠𝑛𝑒𝑐. + 2𝑎;    𝑙2𝑒𝑓. = 𝑙2𝑠𝑛𝑒𝑐. + 2𝑎    (3.62) 

 

Calculul de verificare a cordoanelor de sudură se face la forfecare astfel: 
 

τ1s =
F1

𝑙1𝑠𝑛𝑒𝑐. ∙ 𝑎
=

F ∙ 𝑒2
(𝑒1 + 𝑒2) ∙ 𝑙1𝑠𝑛𝑒𝑐. ∙ 𝑎

≤ τa_s (3.63) 

τ2s =
F2

𝑙2𝑠𝑛𝑒𝑐. ∙ 𝑎
=

F ∙ 𝑒1
(𝑒1 + 𝑒2) ∙ 𝑙2𝑠𝑛𝑒𝑐. ∙ 𝑎

≤ τa_s (3.64) 

 

 
Aplicaţii rezolvate 

 

 

Aplicaţia 3-2. Să se determine forţa necesară (sau capabilă) pentru ştantarea piesei din Figura 3.16 

realizată din tablă de oţel cu rezistenţa admisibilă a materialului σa = 140 N/mm2. Pentru piesa dată se 

cunosc: a = 20 mm; h = 8 mm; d = 10 mm. 

 
Fig. 3.16. Şaibă 

 

Rezolvare. Operaţia tehnologică de ştantare reprezintă decuparea sau tăierea unor piese pe un contur 

prestabilit prin intermediul unor scule de ştantare. De regulă, se realizează foi de tablă cu grosimi de 

până la 10 mm. Ştantarea are loc atunci când forţa tăietoare din secţiunea transversală egalează sau 

depăşeşte rezistenţa admisibilă a materialului.  

 

Forţa capabilă se calculează cu relaţia generală: 

Fcap = Af ∙ τa_f  
 

unde: Af reprezintă aria secţiunii de forfecare, [mm2] 

a

a

Ø d

h
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 τa_f reprezintă rezistenţa admisibilă la forfecare a materialului şi se poate calcula în funcţie 

de rezistenţa admisibilă la întindere a materialului, astfel: 

                         τa_f = 0,8·σa,     [N/mm2] 

 

Aria secţiunii de forfecare reprezintă aria în care se produce ruperea materialul în procesul de decupare 

sau ştanţare, iar pentru piesa dată se calculează ca suma ariilor forfecate, astfel: 
 

Af = 4 ∙ 𝑎 ∙ ℎ + π ∙ 𝑑 ∙ ℎ =  

= ℎ ∙ (4 ∙ 𝑎 + π ∙ 𝑑) (A3-2.1) 
 

Expresia (A3-2.1) se introduce în expresia forţei capabile şi se obţine: 

Fcap = ℎ ∙ (4 ∙ 𝑎 + π ∙ 𝑑) ∙ τa_f (A3-2.2) 
 

Se înlocuiesc datele în relaţia (A3-2.2) şi se calculează forţa capabilă: 

Fcap = 8 ∙ (4 ∙ 20 + π ∙ 10) ∙ 0,8 · σa  

Fcap = 99814,4 N = 99,82 kN  

 
 

Aplicaţia 3-3. Se dă placa plană cu secţiunea dreptunghiulară din Figura 3.17, încastrată la capătul din 

stânga şi solicitată la întindere de forţa (F), aplicată la capătul liber. Se cunosc: F = 15 kN; B = 100 mm; 

d = 60 mm; σa = 120 N/mm2.   

 

 
Fig. 3.17. Placă plană găurită solicitată axial 

 

 

Se cere: 

(a) Să se calculeze grosimea efectivă a plăcii (H) 

(b) Să se efectueze calculul de verificare la rezistenţă 

(c) Să se determine forţa capabilă pe care o poate suporta placa fără să se rupă. 

 

Rezolvare. (a) Placa plană este solicitată axial (forţa F acţionează de-a lungul axei x), astfel este 

important ca dimensionarea să se realizeze în secţiunea transversală critică A – A. Pentru deducerea 

relaţiei de calcul pentru grosimea plăcii (H), se exprimă aria critică (aria necesară), astfel: 
 

Anec = 𝐻𝑛𝑒𝑐  ∙ (𝐵 − 𝑑)  

Anec = 
F

σa
 

 

 

Se egalează expresiile ariilor necesare scrise anterior şi se obţine: 

 

𝐻𝑛𝑒𝑐  ∙ (𝐵 − 𝑑) =  
F

σa
 

 

𝐻𝑛𝑒𝑐 =
F

σa ∙ (𝐵 − 𝑑)
 

 

 

xF

A

A

H

B

Aria critică A-A

Ød Ød
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Înlocuind datele cunoscute în relaţia dedusă anterior, se calculează valoarea necesară a grosimii plăcii, 

respectiv se obţine valoarea efectivă: 

𝐻𝑛𝑒𝑐 =
15 ∙ 103

120 ∙ (100 − 60)
⇒ 𝐻𝑛𝑒𝑐 = 3,125 mm 

 

𝐻𝑒𝑓 = 4 mm  

 

Rezultă că, placa plană are secţiunea dreptunghiulară cu lăţimea de 100 mm şi grosimea de 4 mm. 

 

(b) Calculul de verificare la rezistenţă  

 

Calculul de verificare la rezistenţă se efectuează la solicitarea de întindere de forţa (F) şi, ţinând cont de 

secţiunea critică A – A. Ca secţiunea transversală critică să reziste la solicitarea dată, trebuie să fie 

îndeplinită condiţia de rezistenţă, σef  ≤ σa: 

σef =
F

Aef
≤ σa 

 

σef =
F

𝐻𝑒𝑓  ∙ (𝐵 − 𝑑)
≤  σa 

 

 

După calcule se obţine: 

σef =
15 ∙ 103

4 ∙ (100 − 60)
= 93,75 N/mm2 ≤ σa 

 

 

Rezultatul obţinut (σef) confirmă că bara verifică condiţia de rezistenţă. 

 

(c) Calculul forţei capabile 

 

Forţa capabilă la întindere a plăcii se calculează cu formula generală: 

Fcap = Aef ∙ σa  
 

unde: Af reprezintă aria efectivă critică, [mm2] 

 σa reprezintă rezistenţa admisibilă la întindere a materialului, [N/mm2]. 
 

Cunoscând aria efectivă se calculează forţa capabilă: 

 

Fcap = 𝐻𝑒𝑓  ∙ (𝐵 − 𝑑) ∙ σa  

Fcap = 4 ∙ (100 − 60) ∙ 120 = 19200 N = 19,2 kN  

 

Rezultă că, placa poate fi solicitată axial cu forţa maximă de 19,2 kN fără să se producă ruperea în 

sectiunea transversală critică. 

 

 

Aplicaţia 3-4. Se dă ansamblul format din Bara 1 şi Bara 2, asamblate prin intermediul unui ştift cilindric 

cu diametrul (d) (Figura 3.18). Ansamblul este solicitat de forţa F = 25 kN. Piesele sunt realizate din oţel 

pentru care se cunosc următoarele: rezistenţa admisibilă la întindere, σa = 120 N/mm2; rezistenţa 

admisibilă la strivire, σa_str = 240 N/mm2; rezistenţa admisibilă la forfecare, τa_f = 96 N/mm2.  

 

Se cere: 

 

(a) Dimensionarea ştiftului cilindric 

(b) Să se calculeze grosimea (h) şi lăţimea (B) pentru Bara 1 

(c) Să se verifice rezistenţa ştiftului, şi respectiv a Barei 1.  
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Fig. 3.18. Îmbinare cu ştift cilindric 

 

Rezolvare. Pentru efectuarea calculelor de dimensionare este important să se identifice solicitările la care 

sunt supuse piesele din componenţa ansamblului.   

 

 
Fig. 3.19. Îmbinare cu ştift cilindric: secţiunea critică A – A  

  

Având în vedere Figura 3.19, rezultă că ştiftul este solicitat la forfecare şi prezintă două secţiuni de 

forfecare (forfecarea sau ruperea se produce în secţiunile transvesale ale ştiftului aflate la îmbinarea 

barelor 1 şi 2). Strivirea se produce în zona de contact dintre piese şi ştift. Piesele (barele) 1 şi 2 sunt 

supuse solicitării de întindere de forţa (F) şi strivire la contactul cu ştiftul.  

 

(a) Dimensionarea ştiftului cilindric 

 

Pentru calculul de dimensionare a ştiftului se ţine cont de solicitarea de forfecare a acestuia, respectiv 

de numărul secţiunilor de forfecare (în acest caz, ştiftul prezintă două secţiuni de forfecare). Se scriu 

două relaţii de calcul al secţiunii de forfecare, iar din egalarea lor se obţine formula de calcul a 

diametrului necesar al ştiftului: 

 

Af = 2 ∙
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

2

4
;  Af = 

F

τa_f
 

 

  

2 ∙
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

2

4
=
F

τa_f
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = √

2 ∙ F

π ∙ τa_f
 

 

 

Înlocuind datele cunoscute în relaţia anterioară, se calculează valoarea numerică necesară a diametrului, 

respectiv valoarea efectivă a diametrului a ştiftului. 

 

𝑑𝑛𝑒𝑐 = √
2 ∙ 25 ∙ 103

π ∙ 96
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = 12,87 mm 

 

⇒ 𝑑𝑒𝑓 = 14 mm  

 

xFF

Bara 1Bara 2

Știft 

cilindric

BØdA A

σstr

σstr

σstr

τf

τf

F F x
h

d

Aria critică A-A
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(b) Calculul grosimii (h) şi lăţimii (B) pentru Bara 1 

 

Deoarece Bara 1 este solicitată la întindere şi la strivire, dimensionarea se face având în vedere calculele 

specifice celor două solicitări. Bara 1 prezintă doar o singură secţiune de strivire, secţiune care se poate 

echivala cu aria unui dreptunghi cu lăţimea egală cu diametrul efectiv al ştiftului (def) şi înălţime (hnec). 

Se scriu relaţiile pentru secţiunea de strivire, astfel: 

 

Astr = ℎ𝑛𝑒𝑐 ∙ 𝑑𝑒𝑓;   

Af = 
F

σa_str
 

 

Prin egalarea expresiilor, se obţine relaţia de calcul a grosimii necesare:  

ℎ𝑛𝑒𝑐 ∙ 𝑑𝑒𝑓 = 
F

σa_str
⇒ ℎ𝑛𝑒𝑐 = 

F

σa_str∙𝑑𝑒𝑓
  

Înlocuind datele cunoscute în (hnec) se obţine valoarea necesară a grosimii Barei 1, respectiv valoarea 

efectivă a acesteia:  

ℎ𝑛𝑒𝑐 = 
25 ∙ 103

240 ∙ 14
⇒ ℎ𝑛𝑒𝑐 =  7,44 mm ⇒ ℎ𝑒𝑓 = 8 mm  

 

  

 
Fig. 3.20. Secţiunea critică a Barei 1 

 

Pentru determinarea grosimii (Bef) se ia în considerare secţiunea critică (Figura 3.20) în care se poate 

produce ruperea atunci când Bara 1 este solicitată la întindere de forţa (F). Pentru secţiunea critică, se 

scriu următoarele relaţii: 

Acrt = 𝐵𝑛𝑒𝑐 ∙ ℎ𝑒𝑓 − 𝑑𝑒𝑓 ∙ ℎ𝑒𝑓  

Acrt = 
F

σa
 

 

Se obţine relaţia de calcul a lăţimii necesare prin egalarea expresiilor celor două arii:  

 

𝐵𝑛𝑒𝑐 ∙ ℎ𝑒𝑓 − 𝑑𝑒𝑓 ∙ ℎ𝑒𝑓 = 
F

σa
⇒ 𝐵𝑛𝑒𝑐 =

1

ℎ𝑒𝑓
∙ (
F

σa
+ 𝑑𝑒𝑓 ∙ ℎ𝑒𝑓) 

 

 

Înlocuind datele cunoscute în relaţia de mai sus, se obţine valoarea necesară a lăţimii Barei 1, respectiv 

valoarea efectivă a acesteia: 

 

𝐵𝑛𝑒𝑐 = 40,04 mm ⇒ 𝐵𝑒𝑓 = 42 mm  

 

(c) Calculul de verificare la rezistenţă a ştiftului, respectiv a Barei 1 

 

Calculul de verificare constă în determinarea tensiunii efective şi compararea ei cu rezistenţa admisibilă 

a materialului. Pentru acest ansamblu, se verifică ştiftul la forfecare, iar Bara 1 la strivire şi la întindere 

utilizând următoarele relaţii: 

Ødef Bef

hef

Aria critică Bara 1



80 | 1 8 0  
 

τef_f =
F

Aef_f
=

F

2 ∙
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

2

4

≤ τa_f 
 

σef_str =
F

Aef_str
=

F

ℎ𝑒𝑓 ∙ 𝑑𝑒𝑓
≤ σa_str 

 

σef =
F

Aef
=

F

ℎ𝑒𝑓 ∙ (𝐵𝑒𝑓 − 𝑑𝑒𝑓)
≤ σa 

 

 

După efectuarea calculelor se obţine: 

 

τef_f =
25 ∙ 103

2 ∙
π ∙ 142

4

= 81,20 N mm2⁄ ≤ τa_f 
 

σef_str =
25 ∙ 103

8 ∙ 14
= 223,21 N mm2⁄  ≤ σa_str 

 

σef =
25 ∙ 103

8 ∙ (42 − 14)
= 111,60N mm2⁄ ≤ σa 

 

 

În urma calculelor, rezultă că atât ştiftul cilindric cât şi cele două bare rezistă la solicitările produse de 

forţa aplicată (F).   
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4. CARACTERISTICI    

    GEOMETRICE ALE SUPRAFEŢELOR PLANE 
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Iz = ∫ y2 ∙ dA  
A

 Wz =
Iz

ymax
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4. CARACTERISTICI GEOMETRICE  

   ALE SUPRAFEŢELOR PLANE 

 

 
În studiul pieselor plane (bare, grinzi) caracteristicile geometrice ale secţiunilor transversale sunt 

importante deoarece acestea influențează modul în care piesele se deformează şi reacţionează sub 

acţiunea sarcinilor exterioare. Caracteristicile geometrice intervin în calculul tensiunilor şi deformaţiilor, 

respectiv în calculele de dimensionare.  
 

În cazul solicitării axiale, respectiv la forfecare, tensiunile din secţiunea transversală se calculează în 

funcţie de efort şi de aria secţiunii transversale, însă la încovoiere şi torsiune, la calculul tensiunilor se 

iau în considerare alte mărimi geometrice ale secţiunii transversale, cum ar fi: momente statice, momente 

de inerţie, module de rezistenţă. 
 

În acest capitol se prezintă caracteristicile geometrice uzuale ale suprafeţelor plane (secţiunilor 

transversale), pentru analiza tensiunilor şi deformaţiilor.  

 

 

4.1. Mărimi geometrice ale suprafeţelor plane 

 

a) Aria (A) [mm2] unei suprafeţe geometrice plane este definită astfel: 
 

A = ∫dA (4.1) 

unde:  dA reprezintă aria elementară având coordonatele (y) şi (z), iar (A) este aria totală a suprafeţei 

plane, [mm2]. 

 

b) Momente statice (S) [mm3] 
 

Definiţie: Momentul static al unei suprafeţe în raport cu o axă este egal cu produsul dintre suprafaţă şi 

distanţa de la centrul de greutate al acesteia la axă, iar unitatea de măsură este: [L3] → [mm3]; [cm3]. 
 

 
Fig. 4.1. Secţiune plană pentru determinarea caracteristiclor geometrice 

 

În figură s-au notat: y, z – coordonatele suprafeței (dA) în raport cu sistemul de axe yOz , [mm] 

 
yC, zC – coordonatele centrului de greutate C a corpului oarecare în raport cu 

sistemul de axe yOz, [mm]. 
 

Momentul static poate fi după axa (z) şi după axa (y) şi se calculează cu relaţiile: 

 

Sz = ∫ 𝑦 ∙ dA
A

;     Sz = 𝑦𝑐 ∙ A (4.2) 

Sy = ∫ 𝑧 ∙ dA
A

;     Sy = 𝑧𝑐 ∙ A (4.3) 

A

dA

C

z

zC

y

yC

y

z

O
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Observaţii: (1) Dacă axele în raport cu care se calculează momentele statice trec prin centrul de 

greutate al suprafeţei, atunci momentele statice sunt zero, axele numindu-se axe 

centrale. 

(2) Momentul static poate fi pozitiv sau negativ, după semnul coordonatelor centrului 

de greutate în raport cu sistemul de coordonate ales. 

 

c) Momente de inerţie (I) [mm4] 

 

Momentele de inerţie pot fi: 

 

■  Axiale, în raport cu axele (y) sau (z): 

Iz = ∫ 𝑦2 ∙ dA;   Iy = ∫ 𝑧2 ∙ dA;     
A

  
A

 (4.4) 

 

■  Centrifugale, în raport cu sistemul de axe zOy: 

Izy = ∫ 𝑧 ∙ y ∙ dA  
A

 (4.5) 

 

■  Polare, în raport cu un punct sau pol O: 

Ip = ∫ 𝑟2 ∙ dA =  ∫ (𝑧2 + 𝑦2) ∙ dA =  Iy + Iz 
A

 
A

 (4.6) 

 

Observaţii: (1) Momentele de inerţie axiale, respectiv polar Iz, Iy, Ip sunt întotdeauna pozitive şi 

diferite de zero. 

(2) Momentul de inerţie centrifugal Izy poate fi pozitiv, negativ sau nul. Este nul dacă 

una sau ambele axe în raport cu care se calculează sunt axe de simetrie al suprafeţei 

plane. 

(3) Atunci când sistemul de axe yOz trece prin centrul de greutate al suprafeței, 

momentele de inerție determinate față de aceste axe se numesc momente de inerție 

centrale. 

 

d) Raza de inerţie (de giraţie) (i) [mm] 

iz = √
Iz
A
;  iy = √

Iy

A
;   ip = √

Ip

A
 (4.7) 

 

e) Modul de rezistenţă (W) [mm3] 

Wz =
Iz
𝑦𝑚𝑎𝑥

;     Wy =
Iy

𝑧𝑚𝑎𝑥
;    Wp =

Ip

𝑟𝑚𝑎𝑥
 (4.8) 

unde: ymax, zmax, rmax reprezintă distanţa, pe o anumită direcţie, de la o axă sau un pol până la fibrele 

cele mai îndepărtate ale secţiunii. 
 

Caracteristicile geometrice pentru secţiunile transversale simple şi pentru profilele standardizate care 

sunt uzual folosite în rezolvarea problemelor de încovoiere plană a grinzilor drepte sunt prezentate 

detaliat în literatura de specialitate [1,2,4,6,8,14,16,19,20].  

 

În Tabelul 4.1 sunt date relaţiile generale pentru calculul caracteristicilor geometrice în cazul secţiunilor 

transversale simple, iar în Tabelul 4.2 sunt date dimensiunile şi unele caracteristici geometrice după axa 

de încovoiere (z – z)  pentru profilul IPN (dimensiunile sunt conform EN 10365) [26]. 

 



85 | 1 8 0  
 

Tabelul 4.1. Caracteristici geometrice pentru secţiuni transversale simple (exemple) 

Secţiunea dreptunghiulară Secţiunea pătrată Secţiunea circulară plină 

 
 

 

A = 𝑏 ∙ ℎ,mm2 
 

A = 𝑎2, mm2 
 

A =
π ∙ 𝑑2

4
,mm2 

 

Wz =
𝑏 ∙ ℎ2

6
; Wy =

𝑏2 ∙ ℎ

6
 ,mm3 Wz = Wy =

𝑎3

6
 ,mm3 

Wz = Wy =
π ∙ 𝑑3

32
 ,mm3 

Wp =
π ∙ 𝑑3

16
 ,mm3 

 

Iz =
𝑏 ∙ ℎ3

12
; Iy =

𝑏3 ∙ ℎ

12
 ,mm4 

 

Iz = Iy =
𝑎4

12
 ,mm4 

 

Iz = Iy =
π ∙ 𝑑4

64
 ,mm4 

 

Ip =
π ∙ 𝑑4

32
 ,mm4 

  

 
Fig. 4.2. Profilul IPN: schiţă simplificată după [17] 

 

 

Tabelul 4.2. Dimensiuni şi caracteristici geometrice pentru profilul IPN (extras din [2])  

Simbolul 

profi- 

lului 

Dimensiunile secțiunii 

transversale, 

[mm] 

Aria 

secț. 

transv. 

Mărimi geometrice 

pentru axa de 

încovoiere z - z 

Momentul 

static 

 

h b tf tw 
A 

 x 102 

Iz    

x 104
 

Wz  

x 103 

iz  

x 10 

Sz   

x 103 

[mm] [mm2] [mm4] [mm3] [mm] [mm3] 

IPN   80 80 42 5,90 3,9 7,58 77,8 19,3 3,20 11,4 

IPN 100 100 50 6,80 4,5 10,6 171 34,2 4,01 19,9 

y

z
h

b

y

z
a

a

y

z
d

y

zOh

b

tw

tf
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IPN 120 120 58 7,70 5,1 14,2 328 54,6 4,81 31,8 

IPN 140 140 66 8,60 5,7 18,3 573 81,9 5,61 47,7 

IPN 160 160 74 9,50 6,3 22,8 935 117 6,40 68,0 

IPN 180 180 82 10,40 6,9 27,9 1450 161 7,20 93,4 

IPN 200 200 90 11,30 7,5 33,5 2140 214 8,00 125 

IPN 240 240 106 13,10 8,7 46,1 4250 354 9,59 206 

IPN 300 300 125 16,20 10,8 69,1 9800 653 11,9 381 

IPN 400 400 155 21,60 14,4 118 29210 460 15,7 857 

 

 

4.2. Variaţia momentelor de inerţie în raport cu axe paralele 

 

În Figura 4.3 se dă o secţiune plană raportată la sistemul propriu de referinţă yOz şi, pentru care se cunosc 

momentele de inerţie (Iz, Iy, Izy), respectiv aria sa (A). Pentru un element de pe suprafaţă cu aria 

elementară (dA) se cunosc distanţele (z) şi (y) faţă de sistemul de referinţă zOy.  

 

  
Fig. 4.3. Variaţia momentelor de inerţie în raport cu axe paralele 

 

În figură s-au notat: y, z – coordonatele suprafeţei (dA) în raport cu sistemul de axe zOy , [mm] 

 y1, z1 – coordonatele suprafeţei (dA) în raport cu sistemul de axe z1O1y1, [mm] 

 a, b – distanțele dintre sistemele de axe zOy și z1O1y1, [mm]. 
 

La distanţele (a) şi (b) de sistemul de referinţă zOy se introduce un sistem de axe z1O1y1 paralel cu cel 

iniţial, zOy. Distanţele (z1, y1) se pot calcula: 
 

{
𝑧1  =  𝑎 +  𝑧
𝑦1  =  𝑏 +  𝑦

 (4.9) 
 

Se doreşte determinarea momentelor de inerţiale axiale (Iz1, Iy1) şi momentului centrifugal (Iz1y1), pentru 

suprafaţa dată, în raport cu sistemul de axe z1O1y1. În acest scop, se definesc momentele de inerţie având 

în vedere relaţiile (4.4, 4.5): 
 

Iz1 = ∫ 𝑦1
2 ∙ dA = ∫ (𝑏 + 𝑦)2 ∙ dA ⇒ Iz1 = Iz + 2 ∙ 𝑏 ∙ Sz + 𝑏

2 ∙ A
AA

 (4.10) 

Iy1 = ∫ 𝑧1
2 ∙ dA = ∫ (𝑎 + 𝑧)2 ∙ dA ⇒ Iy1 = Iy + 2 ∙ 𝑎 ∙ Sy + 𝑎

2 ∙ A
AA

 (4.11) 

Iz1y1 = ∫ 𝑧1 ∙ 𝑦1 ∙ dA =
A

∫ (𝑎 + 𝑧)(𝑏 + 𝑦) ∙ dA ⇒ Iz1y1 = Izy + 𝑎 ∙ Sz + 𝑏 ∙ Sy + 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ A
A

 (4.12) 

A

dA

z

y

y

z

O

y1

z1

O1

b

a

z1

y1
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4.2.1. Formulele lui Steiner  

 
 

  
Fig. 4.4. Originea sistemului iniţial de axe zOy coincide cu centrul de greutate (G) al secţiunii 

 

Când originea sistemului iniţial de axe de coordonate zOy coincide cu centrul de greutate al suprafeţei 

(sau a secţiunii) considerate (G) (Figura 4.4), adică:  

 

a = zG1;  b = yG1 şi Sz = Sy = 0 (4.13) 

 

atunci expresiile (4.10 ÷ 4.12) devin formulele lui Steiner: 

 

Iz1 = Iz + 𝑦G1
2 ∙ A (4.14) 

Iy1 = Iy + 𝑧G1
2 ∙ A (4.15) 

Iz1y1 = Izy + 𝑧G1 ∙ 𝑦G1 ∙ A (4.16) 

 

Formulele lui Steiner (4.14  ÷4.16) permit determinarea momentelor de inerţie axiale şi centrifugale în 

cazul secţiunilor transversale plane compuse. 

 

 

4.3. Variaţia momentelor de inerţie în raport cu axe concurente 

 

Geometria unei secţiuni plane, respectiv simetria acesteia în raport cu un sistem de coordonate permite 

calculul momentelor de inerţie axiale pe baza relaţiilor (4.4). Totuşi, în practică apar situaţii în care se 

impune calculul acestor momente de inerţie în raport cu axe rotite cu un anumit unghi faţă de axele de 

simetrie ale secţiunii plane. În continuare se descrie modul de calcul al momentului de inerţie faţă de o 

axă oarecare, concurentă cu axa faţă de care se cunoaşte momentul de inerţie. 

 

Se consideră suprafaţa plană din Figura 4.5 raportată la sistemul de referinţă iniţial yOz, având originea 

în punctul O. Se introduce un alt sistem de referinţă y1Oz1 cu originea în punctul O, rotit faţă de sistemul 

iniţial cu unghiul (α) cunoscut. Pentru suprafaţa considerată se cunosc momentele de inerţie axiale (Iz, 

Iy), respectiv momentul de inerţie centrifugal (Izy) determinate faţă de sistemul de referinţă iniţial şi se 

propune determinarea momentelor de inerţie axiale şi centrifugal (Iz1; Iy1; Iz1y1) faţă de sistemul de 

referinţă, y1Oz1. 

 

Pe suprafaţa plană se consideră elementul de arie (dA) având coordonatele (z,y) faţă de sistemul de 

referinţă iniţial zOy, respectiv coordonatele (z1,y1) faţă de sistemul de referinţă z1Oy1. Coordonatele 

(z1,y1) ale elementului considerat se pot calcula astfel: 

 

𝑧1 = CD + OB ⇒ 𝑧1 = 𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑧 ∙ cosα (4.17) 

𝑦1 = CE − BE ⇒ 𝑦1 = 𝑦 ∙ cosα − 𝑧 ∙ sinα (4.18) 

G

a = zG1 

y1

z1

O1

y

z

b = yG1 
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Fig. 4.5. Variaţia momentelor de inerţie în raport cu axe concurente (rotite) 

 

În figură s-au notat: y, z – coordonatele elementului (dA) în raport cu sistemul de axe xOy, [mm] 

 y1, z1 – coordonatele elementului (dA) în raport cu sistemul de axe x1O1y1, [mm]. 

 

Pentru determinarea momentelor de inerţie faţă de sistemul de referinţă  z1Oy1 se ţinând seama de relaţiile 

generale (4.4) şi (4.5). Se obţine: 

 

Iz1 = ∫ 𝑦1
2 ∙ dA = ∫ (𝑦 ∙ cosα − 𝑧 ∙ sinα)2 ∙ dA

AA

 (4.19) 

Iz1 = cos
2α∫ 𝑦2 ∙ dA + sin2α∫ 𝑧2 ∙ dA − 2 ∙ sinα ∙ cosα∫ 𝑦 ∙ 𝑧 ∙ dA

𝐴AA

 (4.20) 

Iy1 = ∫ 𝑧1
2 ∙ dA = ∫ (𝑦 ∙ sinα + 𝑧 ∙ cosα)2 ∙ dA

AA

 (4.21) 

Iy1 = sin
2α∫ 𝑦2 ∙ dA + cos2α∫ 𝑧2 ∙ dA + 2 ∙ sinα ∙ cosα∫ 𝑦 ∙ 𝑧 ∙ dA

𝐴AA

 (4.22) 

Iz1y1 = ∫ 𝑧1 ∙ 𝑦1 ∙ dA = ∫ (𝑦 ∙ sinα + 𝑧 ∙ cosα) ∙ (𝑦 ∙ cosα − 𝑧 ∙ 𝑠inα) ∙ dA
AA

 (4.23) 

Iz1y1 = sinα ∙ cosα∫ 𝑦2 ∙ dA − sinα ∙ cosα
𝐴

∫ 𝑧2 ∙ dA + (cos2α − sin2α)∫ 𝑦 ∙ 𝑧 ∙ dA
𝐴𝐴

 (4.24) 

 

Ştiind că momentele de inerţie axiale şi momentul de inerţie centrifugal faţă de sistemul de referinţă 

iniţial zOy sunt exprimate de relaţiile: 

∫ 𝑦2 ∙ dA = Iz
A

;  ∫ 𝑧2 ∙ dA = Iy;       ∫ 𝑦 ∙ 𝑧 ∙ dA = Izy
AA

   
(4.25) 

 

Atunci, relaţiile (4.20; 4.22; 4.24) devin: 

 

Iz1 = Iz ∙ cos
2α + Iy ∙ sin

2α − Izy ∙ sin (2α) (4.26) 

Iy1 = Iz ∙ sin
2α + Iy ∙ cos

2α + Izy ∙ sin (2α) (4.27) 

Iz1y1 =
Iz − Iy

2
∙ sin(2α) + Izy ∙ cos (2α) (4.28) 

 

Relaţiile (4.26 ÷ 4.28) reprezintă momentele de inerţie axiale, respectiv momentul de inerţie centrifugal 

faţă de un sistem de axe rotit cu unghiul (α) în raport cu un sistem de referinţă iniţial.  
 

Însumând algebric momentele de inerţie axiale (Iz1) şi (Iy1) exprimate prin relaţiile (4.26) şi (4.27), 

respectiv ştiind că sin2α + cos2α = 1,  se obţine: 

y

z

y

z

α 
α 

α 

α 

D
C

O
B

dA
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   Iz1 + Iy1 = [Iz ∙ cos
2α + Iy ∙ sin

2α − Izy ∙ sin (2α)] + [Iz ∙ sin
2α + Iy ∙ cos

2α + Izy ∙ sin (2α)] (4.29) 

Iz1 + Iy1 = Iz ∙ (cos
2α + sin2α) + Iy ∙ (cos

2α + sin2α) (4.30) 

⇒ Iz1 + Iy1 = Iz + Iy (= Ip) (4.31) 

 

Relaţia (4.31) evidenţiază că suma momentelor de inerţie axiale, în raport cu orice pereche de axe 

ortogonale care trec printr-un punct (pol) dat, este constantă şi egală cu momentul de inerţie polar (Ip), 

indiferent de poziţia ce ar ocupa aceste axe prin rotirea lor în jurul polului. Suma reprezintă un invariant 

al momentelor de inerţie axiale [4]. 

 

În formulele (4.26), (4.27) se înlocuiesc (cos2α) şi (sin2α) în funcţie de (cos2α), şi după efectuarea 

calculelor în relaţii, se obţine: 

 

Iz1 =
Iz + Iy

2
+
Iz − Iy

2
∙ cos(2α) − Izy ∙ sin (2α) (4.32) 

Iy1 =
Iz + Iy

2
−
Iz − Iy

2
∙ cos(2α) + Izy ∙ sin (2α) (4.33) 

 

 

4.4. Momente de inerţie principale şi direcţii principale 

 

Momentele de inerţie maxime, respectiv minime se numesc momente de inerţie principale, iar axele faţă 

de care momentele de inerţie au valori extreme se numesc axe principale de inerţie, direcţiile lor fiind 

direcţii principale. Pentru calculul lor se utilizează relaţiile următoare: 

 

■ Momente de inerţie principale: 
 

I1,2 =
Iz + Iy

2
±
1

2
√(Iz − Iy)2 + 4 ∙ Izy2  (4.34) 

 

■ Direcţii principale: 

 

tg(2α) =
(−2 ∙ Izy)

(Iz − Iy)
 (4.35) 

 

Relaţia (4.35) exprimă poziţia axelor principale de inerţie. Expresia (4.35) dă două valori ale lui (2α), 

diferind între ele cu (π), respectiv două valori ale unghiului (α), reprezentând direcţiile principale. Se 

consideră prima dată direcţia principală (1), iar direcţia principală (2) este perpendiculară pe direcţia 

principală (1) şi are valoarea: 𝛼 +
𝜋

2
  sau α + 90°. 

 

 

Aplicaţii rezolvate 

 

 

Pentru secţiunile transversale plane din Tabelul 4.3 se cere: 
 

1. Determinarea centrului de greutate, G (yG; zG) 

2. Calculul momentelor statice (Syo; Szo) 

3. Calculul momentelor de inerţie axiale (Iyo; Izo)  

4. Calcului modulelor de rezistenţă (Wy, Wz) 

5. Calculul razelor de inerţie (iy, iz) 
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Tabelul 4.3. Secţiuni plane compuse – Aplicaţii  

Aplicaţia A4-1 Aplicaţia A4-2 Aplicaţia A4-3 

 

 
 

 

 
 

 

 

Rezolvare Aplicaţia A4-1.  1. Pentru determinarea centrului de greutate al secţiunii date, se parcurg 

următoarele etape: 
 

(a) Se împarte secţiunea compusă în figuri geometrice simple şi se notează figurile simple, (Figura 4.6) 

(b) Se ataşează secţiunii complexe un sistem de referinţă iniţial (zoOoyo), (Figura 4.6) 
 

 
Fig. 4.6. Secţiune pătrată cu pereţi subţiri 

 

(c) Pentru fiecare figură simplă, se determină centrul de greutate  şi se ataşează sistemul de axe (z1O1y1’ 

z2O2y2), (Figura 4.6) 

(d) Pentru fiecare figură simplă se calculează coordonatele centrului de greutate (zi; yi), respectiv aria 

(Ai), astfel: 
 

Figura 1 Figura 2 

z1 = 25 mm z2 = 25 mm 

y1 = 25 mm y2 = 25 mm 

A1 = 502 = 2500 mm2 A2 = 402 = 1600 mm2 
 

 

(e) Se calculează coordonatele centrului de greutate G(zG; yG) al secţiunii complexe cu relaţiile: 

{
 
 

 
 𝑧𝐺 =

∑ 𝑧𝑖 ∙ Ai
𝑛
𝑖=1

∑ Ai
𝑛
𝑖=1

𝑦𝐺 =
∑ 𝑦𝑖 ∙ Ai
𝑛
𝑖=1

∑ Ai
𝑛
𝑖=1

 

 

{
 

 𝑧𝐺 =
𝑧1 ∙ A1 − 𝑧2 ∙ A2

A1 − A2
=
25 ∙ 2500 − 25 ∙ 1600

(2500 − 1600)
⇒ 𝑧𝐺 = +25 mm

𝑦𝐺 =
𝑦1 ∙ A1 − 𝑦2 ∙ A2

A1 − A2
=
25 ∙ 2500 − 25 ∙ 1600

(2500 − 1600)
⇒ 𝑦𝐺 = +25 mm
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Fig. 4.7. Centrul de greutate al secţiunii pătrate cu pereţi subţiri 

 

După efectuarea calculelor, rezultă că centrul de greutate al secţiunii plane are coordonatele: G(zG; yG) 

⇒ G(+25;+25), (Figura 4.7). 

 

2. Momentele statice faţă de sistemul de axe y0O0z0 se calculează cu relaţiile: 

{
 
 

 
 Szo =∑(𝑦𝑖 ∙ Ai)

n

i=1

Syo =∑(𝑧𝑖 ∙ Ai)

n

i=1

 

 

respectiv: 

{
Szo = 𝑦1 ∙ A1 − 𝑦2 ∙ A2
Syo = 𝑧1 ∙ A1 − 𝑧2 ∙ A2

 

{
Szo = 25 ∙ 2500 − 25 ∙ 1600 = 22500 mm

3

Syo = 25 ∙ 2500 − 25 ∙ 1600 = 22500 mm
3 

 
3. Pentru calculul momentelelor de inerţie (Iyo; Izo) în raport cu sistemul y0O0z0 se utilizează relaţiile lui 

Steiner: 

{
 
 

 
 Izo =∑(Izi + yGi

2 ∙ Ai)

n

i=1

Iyo =∑(Iyi + zGi
2 ∙ Ai)

n

i=1

 

 

unde: 

▪ Izi; Iyi     - momentele de inerţie după axa (z) şi (y) al figurii simple; 

 - pentru secţiunea pătrată: Izi = Iyi =
𝑎4

12
 

▪ yGi; zGi   se calculează distanţele: 

{
𝑦𝐺𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝐺
𝑧𝐺𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑧𝐺

 
 

Pentru fiecare figură geometrică simplă, se calculează distanţele (yGi, zGi) şi momentele de inerţie axiale 

(Izi, Iyi): 
 

Figura 1 Figura 2 

𝑦𝐺1 = 𝑦1 − 𝑦𝐺 = 0 𝑦𝐺2 = 𝑦2 − 𝑦𝐺 = 0 

𝑧𝐺1 = 𝑧1 − 𝑧𝐺 = 0 𝑧𝐺2 = 𝑧2 − 𝑧𝐺 = 0 

1

2

y1

z1

y2

z2

z1

z2

y1y2

yG

zG

G (+25;+25)
50 

mm

50 mm

y0

z0

5 

mm

O0

O1,2
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Iz1 = Iy1 =
504

12
= 520833,34 mm4 Iz2 = Iy2 =

404

12
= 213333,33 mm4 

 

Având toate datele, se pot calcula momentele de inerţie axiale pentru secţiunea complexă faţă de sistemul 

xoOozo: 
 

{
 
 

 
 Izo = (Iz1 + 𝑦𝐺1

2 ∙ A1) − (Iz2 + 𝑦𝐺2
2 ∙ A2) ⇒ Izo = Iz1 − Iz2

Izo = 520833,33 − 213333,33 = 307500 mm
4

Iyo = (Iy1 + 𝑧𝐺1
2 ∙ A1) − (Iy2 + 𝑧𝐺2

2 ∙ A2) ⇒ Iyo = Iy1 − Iy2

Izo = 520833,33 − 213333,33 = 307500  mm
4

 

 

4. Modulele de rezistenţă a secţiunii compuse se calculează cu relaţiile: 

 

{
 

 Wy =
Iy0

𝑧𝑚𝑎𝑥

Wz =
Iz0
𝑦𝑚𝑎𝑥

 

unde: 
(zmax) şi (ymax) reprezintă distanţele maxime pe direcţia axelor (y) şi (z) de la centrul de greutate 

al secţiunii până la fibrele cele mai îndepărtate, adică: zmax = ymax = 25 mm. 

 

Modulele de rezistenţă sunt: 

{
Wy =

307500

25
= 12300 mm3

Wz =
307500

25
= 12300 mm3

 

 

5. Razele de inerţie a secţiunii compuse se calculează cu relaţiile: 

{
 
 

 
 
𝑖𝑦 = √

Iyo

Ao

𝑖𝑧 = √
Izo
Ao

 

 

unde: Iyo, Izo, Ao reprezintă momentele de inerţie, respectiv aria secţiunii compuse. 
 

După efectuarea calculelor se obţin: 

{
 
 

 
 
𝑖𝑦 = √

307500

(2500 − 1600)
= 5,84  mm

𝑖𝑧 = √
307500

(2500 − 1600)
= 5,84 mm

 

 

Observaţii: (1) Secţiunea complexă este compusă din două figuri geometrice simple: un pătrat plin 

cu latura de 50 mm (Figura 1) şi, respectiv un pătrat cu latura de 4  mm (Figura 2).  

(2) Pentru determinarea caracteristicilor geometrice pentru secţiunea plană complexă, 

se face diferenţa caracteristicilor geometrice calculate pentru figurile geometrice 

simple, deorece se elimină material (adică pătratul notat pe schiţă cu 2) din Figura 4.6. 

(3) Eliminarea unei cantităţi specifice de material, conduce la micşorarea ariei secţiunii 

transversale plane, respectiv la creşterea valorilor tensiuniilor şi a deformaţiilor.  
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Rezolvare Aplicaţia A4-2.  1. Pentru determinarea centrului de greutate al secţiunii date, se parcurg 

următoarele etape: 
 

Etape de lucru: 
 

(a) Se împarte secţiuna complexă în figuri geometrice simple şi se numerotează (Figura 4.8) 

(b) Se ataşează secţiunii complexe un sistem de referinţă iniţial (zoOyo), (Figura 4.8) 

(c) Pentru fiecare figură simplă, se determină centrul de greutate  în raport cu sistemul iniţial ales zoOyo 

(Figura 4.8) 

 
Fig. 4.8. Secţiune circulară cu decupaj în formă pătrată 

 

(d) Pentru fiecare figură simplă se calculează coordonatele centrului de greutate (zi; yi), respectiv aria 

(Ai), astfel: 
 

Figura 1 Figura 2 

z1 = 0 mm z2 = +19 mm 

y1 = 0 mm y2 = -19 mm 

A1 =
π ∙ 𝑑2

4
=
π ∙ 802

4
= 5026,54 mm2 

A2 = 102 = 100 mm2 

 

 

(e) Se calculează coordonatele centrului de greutate G(zG; yG) al secţiunii complexe cu relaţiile 

prezentate la exemplu anterior. După efectuarea calculelor se obţine: 
 

{
 

 𝑧𝐺 =
𝑧1 ∙ A1 − 𝑧2 ∙ A2

A1 − A2
=

0 − 19 ∙ 100

(5026,54 − 100)
⇒ zG = −0,38 mm

𝑦𝐺 =
𝑦1 ∙ A1 − 𝑦2 ∙ A2

A1 − A2
=
0 − (−19 ∙ 100)

(5026,54 − 100)
⇒ yG = +0,38 mm

 

 

Centrul de greutate are coordonatele: G(zG; yG) ⇒ G(-0,38; +0,38), Figura 4.9. 

 

2. Momentele statice faţă de sistemul de axe y0O0z0 se calculează cu relaţiile uzuale conform exemplului 

anterior, respectiv: 

 

{
 
 

 
 Szo = 𝑦1 ∙ A1 − 𝑦2 ∙ A2
Szo = 0 − (−19) ∙ 100 = 1900 mm

3

Syo = 𝑧1 ∙ A1 − 𝑧2 ∙ A2

Syo = 0 − 19 ∙ 100 = −1900 mm
3
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Fig. 4.9. Centrul de greutate al secţiunii compuse 

 

 

3. Pentru calculul momentelelor de inerţie (Iyo; Izo) se utilizează relaţiile lui Steiner. Momentele de inerţie 

axiale (axa z şi y) pentru figurile simple, se calculează utilizând relaţiile uzuale: 
 

 - pentru secţiunea pătrată: Izi = Iyi =
𝑎4

12
 

 - pentru secţiunea circulară plină: Izi = Iyi =
π∙𝐷4

64
 

 

▪ yGi; zGi   se calculează: 

{
𝑦𝐺𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝐺
𝑧𝐺𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑧𝐺

 
 

Figura 1 Figura 2 

𝑦𝐺1 = 𝑦1 − 𝑦𝐺 = 0 + 0,38 = +0,38 mm 𝑦𝐺2 = 𝑦2 − 𝑦𝐺 = −19 + 0,38 = −18,62 mm 

𝑧𝐺1 = 𝑧1 − 𝑧𝐺 = 0 − 0,38 = −0,38 mm 𝑧𝐺2 = 𝑧2 − 𝑧𝐺 = +19 − (−0,38)
= +19,38 mm 

Iz1 = Iy1 =
π ∙ 804

64
= 1073 ∙ 104 mm4 Iz2 = Iy2 =

104

12
= 833,34 mm4 

 

Se obţine: 

{
  
 

  
 

Izo = (Iz1 + 𝑦𝐺1
2 ∙ A1) − (Iz2 + 𝑦𝐺2

2 ∙ A2)

Izo = (1073 ∙ 10
4 + 0,382 ∙ 5026,54) − (833,34 + (−18,62)2 ∙ 100)

= 10733686,9576 = 1073,3687 ∙ 104    mm4

Iyo = (Iy1 + 𝑧𝐺1
2 ∙ A1) − (Iy2 + 𝑧𝐺2

2 ∙ A2)

Iyo = (1073 ∙ 10
4 + (−0,38)2 ∙ 5026,54) − (833,34 + 19,382 ∙ 100)

= 10692334,052376 = 1069,2335 ∙ 104    mm4

 

 

4. Modulele de rezistenţă ale secţiunii compuse se calculează cu expresiile aplicate şi în exemplul 

anterior, în care distanţele maxime pe direcţia axelor (y) şi (z) de la centrul de greutate al secţiunii până 

la fibrele cele mai îndepărtate sunt: zmax = ymax = 40,38 mm. 

Modulele de rezistenţă axiale sunt: 

 

{
 
 

 
 Wy =

1069,2335 ∙ 104

40,38
= 264,79 ∙ 103 mm3

Wz =
1073,3687 ∙ 104

40,38
 =  265,81 ∙ 103 mm3
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5. Razele de inerţie ale secţiunii compuse se calculează cu expresiile uzuale, obţinându-se: 

{
 
 

 
 
𝑖𝑦 = √

1069,2335 ∙ 104

(2025,54 − 100)
= 46,59  mm

𝑖𝑧 = √
1073,3687 ∙ 104

(2025,54 − 100)
= 46,68 mm

 

 

Rezolvare Aplicaţia A4-3. 1. Pentru determinarea centrului de greutate al secţiunii date, se parcurg 

următoarele etape: 

 

(a) Se împarte secţiuniea complexă în figuri geometrice simple şi se numerotează figurile simple (Figura 

4.10) 

(b) Se ataşează secţiunii complexe un sistem de referinţă iniţial (zoOyo), (Figura 4.10)  

(c) Pentru fiecare figură simplă, se determină centrul de greutate  şi se ataşează sistem de axe, (Figura 

4.10) 

 
Fig. 4.10. Secţiune compusă în formă de L 

 

(d) Pentru fiecare figură simplă se calculează coordonatele centrului de greutate (zi; yi), respectiv aria 

(Ai): 
 

Figura 1 Figura 2 

z1 = 5 mm z2 = 35 mm 

y1 = 50 mm y2 = 5 mm 

A1 = 100 ∙ 10 = 1000 mm
2 A2 = 50∙10 = 500 mm2 

 

(e) Se calculează coordonatele centrului de greutate G(zG; yG) al secţiunii complexe: 
 

{
 

 𝑧𝐺 =
𝑧1 ∙ A1 + 𝑧2 ∙ A2

A1 + A2
=
5 ∙ 1000 + 35 ∙ 500

(1000 + 500)
⇒ zG = +15 mm

𝑦𝐺 =
𝑦1 ∙ A1 + 𝑦2 ∙ A2

A1 + A2
=
50 ∙ 1000 + 5 ∙ 500

(1000 + 500)
⇒ yG = +35 mm

 

 

În Figura 4.11 se prezintă secţiunea compusă sub formă de L, cu centrul de greutate de  coordonate: 

G(zG; yG) ⇒ G(+15; +35). 
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Fig. 4.11. Centrul de greutate al secţiunii compuse 

 

2. Momentele statice faţă de sistemul de axe y0O0z0 se calculează cu relaţiile uzuale: 
 

{
 
 

 
 Szo = 𝑦1 ∙ A1 + 𝑦2 ∙ A2
Szo = 50 ∙ 1000 + 5 ∙ 500 = 52500 mm

3

Syo = 𝑧1 ∙ A1 + 𝑧2 ∙ A2

Syo = 5 ∙ 1000 + 35 ∙ 500 = 67500 mm
3

 

 

3. Pentru calculul momentelor de inerţie (Iyo; Izo) se utilizează relaţiile lui Steiner, pentru care s-au 

determinat momentele de inerţie după axa (z) şi (y) pentru fiecare figură simplă: 

 

 - pentru secţiunea dreptunghiulară: Izi =
𝐵∙𝐻3

12
;   Iyi =

𝐵3∙𝐻

12
   

▪ yGi; zGi   se calculează: 

{
𝑦𝐺𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝐺
𝑧𝐺𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑧𝐺

 
 

Figura 1 Figura 2 

𝑦𝐺1 = 𝑦1 − 𝑦𝐺 = 50 − 35 = +15 mm 𝑦𝐺2 = 𝑦2 − 𝑦𝐺 = 5 − 35 = −30 mm 

𝑧𝐺1 = 𝑧1 − 𝑧𝐺 = 5 − 15 = −10 mm 𝑧𝐺2 = 𝑧2 − 𝑧𝐺 = 35 − 15 = +20 mm 

Iz1 =
100 ∙ 103

12
= 8333,34 mm4 Iz2 =

10 ∙ 503

12
= 10,42 ∙ 104 mm4 

Iy1 =
1003 ∙ 10

12
= 83,34 ∙ 104 mm4 Iy2 =

103 ∙ 50

12
= 4166,67 mm4 

 

 

{
  
 

  
 

Izo = (Iz1 + 𝑦𝐺1
2 ∙ A1) + (Iz2 + 𝑦𝐺2

2 ∙ A2)

Izo = (8333,34 + 15
2 ∙ 1000) + (10,42 ∙ 104 + (−30)2 ∙ 500)

= 10733686,9576 = 78,75 ∙ 104    mm4

Iyo = (Iy1 + 𝑧𝐺1
2 ∙ A1) + (Iy2 + 𝑧𝐺2

2 ∙ A2)

Iyo = (83,34 ∙ 10
4 + (−10)2 ∙ 1000) + (4166,67 + 202 ∙ 500)

= 10692334,052376 = 113,76 ∙ 104    mm4

 

 

4. Modulele de rezistenţă ale secţiunii compuse se calculează cu expresiile uzuale. Distanţele maxime 

pe direcţia axelor (y) şi (z) de la centrul de greutate al secţiunii până la fibrele cele mai îndepărtate, sunt: 

zmax = 45 mm; ymax = 65 mm. 
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Modulele de rezistenţă sunt: 

 

{
 

 Wy =
113,76 ∙ 104

45
= 25,28 ∙ 103 mm3

Wz =
78,75 ∙ 104

65
 = 12,11 ∙ 103 mm3

 

 

5. Razele de inerţie ale secţiunii compuse sunt: 

 

{
 
 

 
 
𝑖𝑦 = √

113,76 ∙ 104

(1000 + 500)
= 27,53  mm

𝑖𝑧 = √
78,75 ∙ 104

(1000 + 500)
= 22,91 mm

 

 

Observaţii: (1) Pentru acest exemplu, secţiunea plană complexă s-a considerat că este compusă din 

două figuri geometrice simple (două dreptunghiuri, notate pe schiţă cu 1 şi 2), respectiv 

prin adăugarea de material.  

(2) În acest caz, pentru determinarea caracteristicilor geometrice ale secţiunii 

complexe, s-a efectuat însumarea algebrică a caracteristicilor geometrice calculate 

pentru fiecare figură geometrică simplă.   
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5. ȊNCOVOIEREA PLANĂ A GRINZILOR DREPTE 
 

 

5.1. Noţiuni generale. Reazeme. Eforturi 

 

O grindă dreaptă este solicitată la încovoiere plană dacă asupra ei acţionează forţe transversale 

exterioare, perpendiculare pe axa longitudinală a grinzii, sau cupluri de forţe aflate în acelaşi plan cu axa 

longitudinală a grinzii (axa x), deformarea producându-se în planul forţelor. Conform Figurii 5.1a), 

planul forţelor este planul în care acţionează forţele, adică planul vertical, xOy.  

 

În general, încovoierea plană este însoţită de forfecare, iar în secţiunea transversală apar următoarele 

eforturi: forţa axială (N), forţa tăietoare (T) şi momentul încovoietor (Mi). La încovoiere, sarcinile 

exterioare (F, M, q etc.) sunt cuprinse în planul forţelor. 
 

Atunci când în secţiunea transversală a grinzii se dezvoltă numai momente încovoietoare (Mi) 

încovoierea este pură. 

Piesele solicitate la ȋncovoiere se numesc grinzi, caracterizate prin axa lor longitudinală și secțiunea 

normală sau transversală. 

 

 

 

a) b) 

Fig. 5.1. Grindă solicitată la încovoiere: a) Reprezentare 3D; b) Reprezentare schematizată 

 
 

În figură s-au notat: F1, F2, F3 – forțe concentrate, [N] 

 M – moment de încovoiere concentrat, [N·mm] 
 q – sarcină uniform distribuită pe unitatea de lungime, [N/mm]. 

 

Ȋn studiul ȋncovoierii grinzilor se admit următoarele ipoteze simplificatoare:  

 

▪ Pentru calculul teoretic, grinzile reale pot fi reprezentate schematizat prin axa lor longitudinală (axa 

x), iar solicitările exterioare acționează direct pe această axă, în planul perpendicular pe grindă ce 

cuprinde axa centrelor de greutate ale secţiunii transversale 
 

▪ Grinda are secţiunea transversală constantă pe toată lungimea sa, iar dimensiunile secţiunii sunt mici 

comparativ cu lungimea sa 
 

▪ Deformațiile (săgeți, rotiri) sunt mici, fiind valabilă ipoteza deformaţiilor mici 
 

▪ Distanţele dintre sarcinile exterioare se păstrează și după deformarea grinzii 
 

▪ Tensiunile care apar ȋn grindă datorită solicitărilor nu depășesc limita de proporționalitate a 

materialului (σp pe curba caracteristică a materialului), materialul fiind guvernat de legea lui Hooke 

M
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F3q
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▪ Ipoteza lui Saint – Venant care afirmă că, dacă un sistem de forțe este înlocuit cu un altul echivalent 

din punct de vedere static, diferențele în distribuția tensiunilor apar doar local, în zona de aplicare, 

iar la distanță devin nesemnificative 
 

▪ Ipoteza lui Bernoulli care susţine că, în timpul deformării unei bare solicitate la încovoiere, secțiunile 

plane și perpendiculare pe axa barei înainte de deformare rămân plane și perpendiculare pe axa 

deformată. 

 

Pentru a putea prelua sarcinile exterioare care le revin, grinzile se sprijină pe alte elemente de susținere 

sau puncte de sprijin, denumite reazeme, iar forțele de legătură din reazeme se numesc reacțiuni. În 

Tabelul 5.1 sunt date cele mai uzuale tipuri de reazeme în plan (planul xOy) întâlnite în practica 

inginerească. 
 

Tabelul 5.1. Clasificarea reazemelor 

1. Reazem simplu sau mobil 2. Reazem fix sau articulaţie 3. Încastrare 

  
 

Introduce o necunoscută: 

reacțiunea verticală (V). 

Introduce două necunoscute: 

reacțiunea orizontală (H) 

respectiv verticală (V). 

Introduce trei necunoscute: 

reacțiunea orizontală (H) și 

verticală (V), respectiv 

momentul de încovoiere (Mi). 
 

Observaţie: (1) Grinzile la care numărul necunoscutelor introduse ȋn reazeme (numărul 

reacțiunilor) este egal cu numărul de ecuații date de Statica în plan (trei ecuații de 

echilibru static: ΣFx =  ; ΣFy =  ; ΣMi = 0) se numesc grinzi static determinate. Dacă 

numărul necunoscutelor depășeste numărul ecuațiilor de echilibru în plan, atunci 

grinzile sunt static nedeterminate şi se rezolvă aplicând metode de calcul specifice.  

 

 

5.2. Calculul eforturilor în secțiunea transversală a grinzilor 

 

Aşa cum s-a menţionat anterior, în secţiunea transversală a unei grinzi solicitată la încovoiere plană, pot 

exista trei tipuri de eforturi: forţa axială (N); forţa tăietoare (T); momentul de încovoiere (Mi). Pentru 

determinarea eforturilor, se aplică metoda secţiunilor, precedată de calculul reacţiunilor în reazeme 

(aplicând ecuaţiile de echilibru: ∑Fx = 0;  ∑ Fy = 0;  ∑Mo = 0). 

 

 

 .2.1. Convenţia de semne ale eforturilor 

 

a) Forţa axială (N) reprezintă suma tuturor forţelor care acţionează în stânga sau în dreapta secţiunii, 

orientate după normala la secţiune. 

 

Nx = ∑ Fstânga  sau    Nx = ∑ Fdreapta (5.1) 

 

V

x
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Forţa axială (N) este pozitivă dacă forţele 

exterioare ies din secţiune, producând întinderea 

(fibrele care compun secţiunea se lungesc). Dacă 

forţele exterioare intră în secţiunea transversală 

producând comprimarea sau scurtatea fibrelor 

acesteia, forţa axială în secţiune va fi negativă 

(Figura 5.2). 

Fig. 5.2. Convenţia de semne pentru forţa axială (N)  
 

b) Forţa tăietoare (T) reprezintă suma tuturor forţelor din planul secţiunii care acţionează în stânga sau 

în dreapta secţiunii şi au efect de tăiere, forfecare.  
 

Ty = ∑ Fstânga  sau    Ty = ∑Fdreapta (5.2) 
 

 

Forţa tăietoare (T) are semnul pozitiv dacă forţele 

tind să rotească secţiunea în sens orar, respectiv 

are semnul negativ dacă acestea tind să rotească 

secţiunea în sens antiorar (Figura 5.3). 

Fig. 5.3. Convenţia de semne pentru forţa tăietoare (T)   
 

c) Momentul încovoietor (Mi) reprezintă suma momentelor şi/sau a cuplurilor de forţe din stânga sau din 

dreapta secţiunii transversale. 

 Mz = ∑F(𝑥 − 𝑎𝑖)   (5.3) 
 

 

Momentul încovoietor (Mi)  în 

secţiunea transversală este pozitiv 

dacă, în urma solicitării, fibrele 

superioare sunt comprimate (se 

scurtează), iar cele inferioare sunt 

întinse (se lungesc), respectiv este 

negativ în secţiune dacă fibrele 

superioare sunt întinse, iar cele 

inferioare sunt comprimate (Figura 

5.4). 
Fig. 5.4. Convenţia de semne pentru momentul încovoietor (Mi)  

 

 

 .2.2. Relaţii diferenţiale între eforturi 

 

Eforturile (Ty) şi (Mi_z) nu acţionează cu aceeaşi intensitate pe toată lungimea unei grinzi drepte. Pentru 

stabilirea celor mai solicitate secţiuni, este necesară cunoaşterea variaţiei eforturilor de-a lungul grinzii 

şi să se traseze diagramele de variaţie ale acestora. Astfel, se poate identifica secţiunea în care eforturile 

sunt minime, respectiv secţiunea în care eforturile au valori maxime. Acest aspect este important în 

studiul grinzilor, pentru a putea identifica în final secţiunea în care solicitarea este maximă, în care se 

produc tensiunile şi deformaţiile maxime. 
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În acest scop, se consideră o grindă simplu rezemată şi încărcată cu o sarcină uniform distribuită (qx) şi 

mai multe forţe concentrate (F1, F2, F3), Figura 5.5.  
 

Din grindă se detaşează un element de lungime (dx), pe care sarcina (qx) se consideră constantă. Pe 

suprafeţele celor două secţiuni ale elementului se reprezintă forţele tăietoare şi momentele încovoietoare, 

ambele considerate pozitive.  

Pentru elementul detaşat se scriu ecuaţiile de echilibru: 

 

∑Fy = 0 ⇒ Ty − (Ty + dTy) − qx ∙ 𝑑𝑥 = 0 (5.4) 

Ty − Ty − dTy − qx ∙ 𝑑𝑥 = 0/: 𝑑𝑥  

dTy

𝑑𝑥
= −qx (5.5) 

 

Expresia (5.5) este prima ecuaţie diferenţială între eforturi, adică derivata forţei (Ty) tăietoare în raport 

cu abscisa secţiunii (dx) este egală cu sarcina distribuită (qx) normală pe axa longitudinală a grinzii, 

luată cu semnul schimbat [2]. 

 

 

a) 

 

b) 

Fig. 5.5. (a) Grindă solicitată la încovoiere; b) Element detaşat din grindă 

 
 

În figură s-au notat: F1÷3, qx – solicitări exterioare (forțe concentrate, sarcină uniform distribuită),     

                 [N], [N/mm] 

 H1,V1,V2, – reacțiunea orizontală, respectiv cele verticale din reazeme, [N] 

 dx – lungimea unui element oarecare aflat la distanța (x) față de punctul 1 şi de 

lungime (dx) 
 Ty, Mz, – eforturile din stânga secțiunii (dx), [N], [N·mm] 
 Ty+dTy, Mz+dMz, – eforturile aflate în dreapta secțiunii având creșterile 

elementare (dTy), respectiv (dMz), [N], [N·mm]. 

 

∑Mo = 0 ⇒ Mz + Ty ∙ 𝑑𝑥 − qx ∙
(𝑑𝑥)2

2
− (Mz + dMz) = 0 (5.6) 

Mz + Ty ∙ 𝑑𝑥 − qx ∙
(𝑑𝑥)2

2
− Mz − dMz = 0/: 𝑑𝑥 
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dMz
𝑑𝑥

= Ty (5.7) 

 

Expresia (5.7) este a doua ecuaţie diferenţială între eforturi, adică derivata momentului încovoietor (Mz) 

în raport cu abscisa (dx) este egală cu forţa tăietoare din acea secţiune (Ty) [2]. Se derivează încă o dată 

expresia (5.7) şi se obţine: 

 

d2Mz
𝑑𝑥2

=
dTy

𝑑𝑥
= −qx (5.8) 

 

Relaţiile (5.5), (5.7) sau (5.8) sunt utile pentru construcţia diagramelor de eforturi (Ty şi Mz) a grinzilor 

solicitate la încovoiere plană. Pe baza lor, se fac următoarele observaţii importante:  

 

Observaţii: (1) Diagramele de eforturi se construiesc pentru a putea observa evoluţia eforturilor 

de-a lungul grinzii, respectiv secţiunile transversale în care eforturile sunt pozitive sau 

negative. 

 (2) În punctele de pe grindă în care acţionează forţe concentrate, normale la axa grinzii, 

diagrama forţei tăietoare va avea un salt pe direcţia forţei, egal cu mărimea forţei 

concentrate. 

 (3) Diagrama de variaţie a momentelor încovoietoare va avea un salt în dreptul 

momentelor concentrate de pe grindă. 

 (4) Sarcina distribuită (q) măsoară panta diagramei de variaţie a forţelor tăietoare 

(dacă q =  , atunci Ty este constant), respectiv mărimea forţei tăietoare măsoară panta 

diagramei de momente încovoietoare. 

 (5) Momentul încovoietor (Mz) va avea o valoare extremă (maximă sau minimă) dacă 

forţele tăietoare se anulează sau îşi schimbă semnul într-un punct, numit punct critic 

 (6) Funcţia forţei tăietoare este cu un grad superioară funcţiei sarcinii uniform 

distribuite, iar cea a momentului încovoietor cu un grad superioară celei a forţei 

tăietoare, adică:  
 

(*) dacă momentul încovoietor este nul, atunci forţa tăietoare este constantă;  

(**) dacă forţa tăietoare este constantă, atunci momentul încovoietor variază liniar 

(exprimat printr-o ecuaţie de gradul I);  

(***) dacă forţa tăietoare variază liniar, atunci momentul încovoietor variază după o 

parabolă (exprimat printr-o ecuaţie de gradul al II-lea). 
 

 (7) Pe intervalele pe care forţa tăietoare este pozitivă, momentul încovoietor creşte, 

respectiv scade pe intervalele în care forţa tăietoare (Ty) este negativă. 

 
 

 .2.3. Construcţia diagramelor de eforturi: Etape de calcul 

 

Etapa de 

lucru 

Descriere 

(1) Se introduce sistemul de referinţă în plan (sistemul xOy). 

(2) Se stabileşte un sens de parcurgere al grinzii. 

(3) Se identifică reazemele şi se introduc reacţiunile aferete tipului de reazem. În mod 

uzual, reacţiunile (V) şi (H) se introduc intrând în nod. În urma calculelor, valorile lor 

pot fi pozitive sau negative (dacă sunt pozitive înseamnă că se iau aşa cum s-au pus). 

(4) Se calculează reacţiunile din reazeme, aplicând ecuaţiile de echilibru date de Statică în 

plan: 

                                          ∑Fx = 0;  ∑ Fy = 0;  ∑Mo = 0   
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(5) Se scriu expresiile eforturilor (Nx, Ty, Mi_z) pentru fiecare interval, ţinându-se cont de 

convenţia de semne pentru eforturi. Se calculează eforturile în punctele (secţiunile) care 

definesc fiecare interval. În urma calculelor, eforturile pot avea valori negative sau 

pozitive. 

(6) Cu valorile obţinute ale eforturilor şi ţinând cont de ecuaţiile obţinute pentru fiecare 

interval se construiesc diagramele de variaţie ale acestora. 

(7) Se identifică secţiunea maxim solicitată şi se notează valorile maxime ale eforturilor. 

 

 

Aplicaţii rezolvate 

 

 

Aplicaţia 5-1. Pentru grinda simplu rezemată şi solicitată la încovoiere plană de forţa concentrată (F), 

(Figura 5.6) se cere să se calculeze: 
 

(a) Reacţiunile din reazeme 

(b) Eforturile (T) şi (Mi) pe fiecare interval cu trasarea diagramelor de variaţie ale acestora 

(c) Să se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi_max) şi să se specifice punctele (secţiunile), respectiv 

intervalele pe care acestea acţionează. 
 

 
Fig. 5.6. Grindă simplu rezemată solicitată la încovoiere plană 

 

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se aplică etapele de calcul prezentate la punctul 5.2.3., 

astfel: se ataşează sistemul de referinţă xOy, în care axa (x) este axa longitudinală a grinzii. Se 

numerotează reazemele, respectiv punctul de aplicaţie al forţei (F), obţinându-se trei puncte, respectiv 

două intervale (1 – 3; 3 – 2). Se identifică tipul de reazem şi se introduc următoarele reacţiuni: în punctul 

1 e un reazem fix sau articulat care anulează translaţiile după cele două axe şi drept consecinţă apar două 

necunoscute (reacţiunea orizontală, H1 şi cea verticală, V1), iar în punctul 2 e un reazem simplu sau 

mobil care anulează doar translaţia verticală şi introduce o singură necunoscută, reacţiunea verticală 

(V2), Figura 5.7.    

 

(a) Calculul reacţiunilor 
  

 
Fig. 5.7. Introducerea reacţiunilor în reazemele simple 

 

Pentru calculul reacţiunilor din reazeme (H1, V1 şi V2) se alege semnul pozitiv al forţelor şi al 

momentelor şi se aplică ecuaţiile de echilibru date de Statică în plan: 
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∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0  

∑M1 = 0 ⇒ F ∙ 𝑎 − V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 = F ∙
𝑎

𝑙
  

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − F ∙ (𝑙 − 𝑎) = 0 ⇒ V1 = F ∙
(𝑙 − 𝑎)

𝑙
 

 

 

Pentru verificarea reacţiunilor, se efectuează un calcul de verificare aplicând ecuaţia de echilibru: 

∑Fy = 0 ⇒ V1 + V2 − F = 0 ⇒ F ∙
(𝑙 − 𝑎)

𝑙
+ F ∙

𝑎

𝑙
− F = 0 

 

F − F ∙
𝑎

𝑙
+ F ∙

𝑎

𝑙
− F = 0 ⇒ 0 = 0  

Calculul de verificare validează rezultatele obţinute, respectiv suma reacţiunilor verticale (V1, V2) este 

egală cu forţa aplicată (F), iar grinda se află în echilibru static.   

 

(b) Calculul eforturilor (T) şi (Mi) 
 

Pentru calculul eforturilor (forţa tăietoare T şi momentul de încovoiere Mi) din secţiunea transversală a 

grinzii, se aplică metoda secţiunilor pe fiecare interval şi se ţine cont de convenţia de semne pentru 

eforturile prezentate la punctul 5.2.1. Se obţine: 
 

Tabelul 5.2.  Calculul eforturilor 

 

Intervalul 1 – 3: x ϵ [0; a) 

N1−3 = H1 = 0 

T1−3 = V1 
M1−3 = V1 ∙ 𝑥 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ M1 = 0 

▪ pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M3 = V1 ∙ 𝑎 

 

Intervalul 3 – 2: x ϵ [a; l) 

N3−2 = H1 = 0 

T3−2 = V1 − F 

M3−2 = V1 ∙ 𝑥 − F(𝑥 − 𝑎) 
▪ pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M3 = V1 ∙ 𝑎 

▪ pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑙 − F(𝑙 − 𝑎) 
                                M2 = 0 

 

 
Fig. 5.8. Diagramele de variaţie ale eforturilor (T) şi (Mi) 
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Pe baza expresiilor obţinute, se construiesc diagramele de variaţie ale eforturilor (Figura 5.8). Se observă 

că, pentru acest caz de încărcare şi rezemare, forţa tăietoare (T) este constantă pe ambele intervale (pe 

intervalul 1 – 3 este pozitivă şi negativă pe celalalt interval), iar momentul de încovoiere este pozitiv şi 

variază liniar de la valoarea zero (pe capetele grinzii) spre valoarea maximă (în punctul de aplicaţie al 

forţei F). Forţa tăietoare este constantă în secţiune deoarece expresia nu depinde de variabila (x), iar 

momentul variază liniar pentru că este definit de o ecuaţie de gradul I.   

 

(c) Eforturile maxime 
 

Având în vedere diagramele de variaţie,  eforturile maxime se identifică astfel: (a) pentru forţa tăietoare 

maximă (Tmax) - se compară forţele tăietoare în valoarea absolută şi se consideră valoarea maximă, iar 

la scrierea rezultatului final se consideră şi semnul aferent valorii maxime; (b) în mod similar, pentru 

momentul încovoietor maxim (Mi_max) se compară momentele încovoietoare în valoare absolută şi se 

consideră valoarea maximă (la scrierea rezultatului final se consideră şi semnul aferent valorii maxime). 

Astfel, rezultă: 
 

Tabelul 5.3. Valorile maxime ale eforturilor în secţiunea transversală a grinzii 

Efort maxim Intervalul / punctul 

maxim solicitat 

Expresia efortului maxim 

 

Forţa tăietoare (Tmax) Intervalul 1 – 3 Tmax = T1 – 3 =V1 

Momentul încovoietor maxim (Mi_max) Punctul 3 Mi_max = M3 = V1∙a 
 

 

 

Aplicaţia 5-2. Pentru grinda simplu rezemată şi solicitată la încovoiere plană de sarcina uniform 

distribuită pe unitatea de lungime (q) din Figura 5.9, se cere să se calculeze: 
 

(a) Reacţiunile din reazeme 

(b) Eforturile (T) şi (Mi) cu trasarea diagramelor de variaţie ale acestora 

(c) Să se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi_max) şi să se specifice secţiunile sau intervalele pe 

care acestea acţionează. 
  

 
Fig. 5.9. Grindă simplu rezemată solicitată la încovoiere plană de sarcina uniform distribuită (q) 

 

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se procedează ca şi în cazul anterior, astfel: se ataşează 

sistemul de referinţă xOy; se numerotează reazemele, obţinând un interval (1 – 2); se introduc reacţiunile 

în fiecare reazem, rezultând în total trei reacţiuni: reacţiunea orizontală, (H1) şi cea verticală, (V1) în 

punctul 1 şi reacţiunea verticală (V2) din punctul 2. Pentru efectuarea calculelor teoretice, sarcina 

uniform distribuită (q) se reduce în centru de greutate la o forţă concentrată (q·l), şi reprezintă produsul 

dintre valoarea sa şi lungimea pe care acţionează (Figura 5.10) 
 

 
Fig. 5.10. Introducerea reacţiunilor în reazemele simple 
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(a) Calculul reacţiunilor 

 

Pentru calculul reacţiunilor din reazeme (H1, V1 şi V2) se alege semnul pozitiv al forţelor şi al 

momentelor şi se aplică ecuaţiile statice de echilibru uzuale: 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0 
 

∑M1 = 0 ⇒ q ∙ 𝑙 ∙
𝑙

2
− V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 =

q ∙ 𝑙

2
 

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑙 ∙
𝑙

2
= 0 ⇒ V1 =

q ∙ 𝑙

2
 

 

 

Pentru verificarea reacţiunilor, se efectuează un calcul de verificare aplicând ecuaţia de proiecţii pe 

verticală: 
 

∑Fy = 0 ⇒ V1 + V2 − q ∙ 𝑙 = 0 ⇒
q ∙ 𝑙

2
+
q ∙ 𝑙

2
− q ∙ 𝑙 = 0 

 

2 ∙ q ∙ 𝑙

2
− q ∙ 𝑙 = 0 ⇒ 0 = 0 

 

 

În urma calculului, rezultă că verificarea este validă, respectiv suma reacţiunilor verticale (V1, V2) este 

egală cu forţa (q·l), iar grinda se află în echilibru static. 

 

(b) Calculul eforturilor (T) şi (Mi) 
 

Pentru calculul eforturilor (forţa tăietoare T şi momentul de încovoiere Mi) din secţiunea transversală a 

grinzii, se aplică metoda secţiunilor şi se ţine cont de convenţia de semne pentru eforturi prezentată în 

sub-capitolul 5.2.1. Se menţionează că reacţiunea orizontală (H1) este zero, respectiv grinda nu este 

solicitată axial, rezultând că forţa axială (N1-2) este nulă. Se obţine: 
Tabelul 5.4.  Calculul eforturilor 

 

Intervalul 1 – 2: x ϵ [0; l) 

T1−2 = V1 − q ∙ 𝑥 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ T1 = V1 =
q ∙ 𝑙

2
 

▪ pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ T2 = V1 − q ∙ 𝑙 = −
q ∙ 𝑙

2
 

Observaţie: (1) Dacă forţa tăietoare îşi schimbă semnul,  

atunci va exista un punct critic în care forţa tăietoare se 

anulează, T = 0, iar momentul încovoietor este maxim, Mi 

= max (sau minim, Mi = min). Se calculează abcisa (x0) a 

punctului critic. 

Pentru grinda dată abcisa (x0) se calculează astfel: 

T1−2 = 0 ⇒ V1 − q ∙ 𝑥0 = 0 ⇒ 𝑥0 =
V1
q
=
𝑙

2
 

M1−2 = V1 ∙ 𝑥 − q ∙ 𝑥 ∙
𝑥

2
 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ M1 = 0 

▪ pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑙 − q ∙
𝑙2

2
= 0 

▪ pentru 𝑥0 =
V1
q
⇒ Mimax =

q ∙ 𝑙

2
∙
𝑙

2
−
q ∙ 𝑙2

4
∙
𝑙

2
  

                                        Mi_max =
q ∙ 𝑙2

8
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Fig. 5.11. Diagramele de variaţie ale eforturilor (T) şi (Mi) 

 

Pe baza expresiilor obţinute, se trasează diagramele de variaţie ale eforturilor pentru fiecare interval 

(Figura 5.11). Se observă că forţa tăietoare este definită de o ecuaţie de gradul I şi variază liniar şi îşi 

schimbă semnul prin punctul critic aflat la abcisa (x0), fiind maximă pe capetele grinzii, iar momentul 

de încovoiere variază după o parabolă (ecuaţia de gradul II), iar valoarea maximă este chiar în punctul 

critic. 

 

(c) Eforturile maxime 

 

Se pocedează la fel ca în cazul anterior, iar pentru grinda studiată, conform diagramelor de variaţie ale 

eforturilor se obţin următoarele eforturi maxime: 

 
Tabelul 5.5. Valorile maxime ale eforturilor în secţiunea transversală a grinzii 

Efort maxim Intervalul / punctul 

maxim solicitat 

Expresia efortului maxim 

 

Forţa tăietoare (Tmax) Punctul 1 (şi 2) Tmax = T1 = T2 = ±
q∙𝑙

2
 

Momentul încovoietor maxim (Mi_max) Pentru 𝑥 = 𝑥0 =
𝑙

2
 

(în punctul critic) 
Mi_max =

q ∙ 𝑙2

8
 

 

 

Aplicaţia 5-3. Pentru grinda simplu rezemată şi solicitată la încovoiere plană de momentul de încovoiere 

concentrat (M) din Figura 5.12, se cere să se calculeze: 
 

(a) Reacţiunile din reazeme 

(b) Eforturile (T) şi (Mi) pe fiecare interval cu trasarea diagramelor de variaţie ale acestora 

(c) Să se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi_max) şi să se specifice secţiunile şi/sau intervalele pe 

care acestea acţionează. 
 

 
Fig. 5.12. Grindă simplu rezemată solicitată la încovoiere plană de un moment de încovoiere concentrat (M) 
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Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se parcurg etapele următoare: se ataşează sistemul de 

referinţă xOy; se numerotează reazemele şi punctul de aplicaţie al momentului concentrat (M), 

obţinându-se trei puncte, respectiv două intervale (1 – 3; 3 – 2); se introduc reacţiunile în fiecare reazem, 

rezultând trei reacţiuni: reacţiunea orizontală (H1) şi cea verticală, (V1) în reazemul 1 şi reacţiunea 

verticală (V2) din reazemul 2 (Figura 5.13).  

  
 

 
Fig. 5.13. Introducerea reacţiunilor în reazemele simple 

 

(a) Calculul reacţiunilor 

 

Pentru calculul reacţiunilor din reazeme (H1, V1 şi V2) se alege semnul pozitiv al forţelor şi al 

momentelor şi se aplică ecuaţiile de echilibru date de Satică în plan: 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0  

∑M1 = 0 ⇒ M− V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 =
M

𝑙
 

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 + M = 0 ⇒ V1 = −
M

𝑙
 

 

 

Se observă că cele două reacţiuni verticale sunt egale şi de semn contrar. Se efectuează calculul de 

verificare, utilizând ecuaţia de echilibru: 

 

∑Fy = 0 ⇒ V1 + V2 = 0 ⇒
M

𝑙
−
M

𝑙
= 0 ⇒ 0 = 0 

 

 

După efectuarea calculului de verificare, rezultă că cele două reacţiuni s-au determinat corect, respectiv 

grinda se află în echilibru static. 
 

(b) Calculul eforturilor (T) şi (Mi) 

 

Pentru calculul eforturilor (forţa tăietoare T şi momentul de încovoiere Mi) din secţiunea transversală a 

grinzii, se aplică metoda secţiunii pe fiecare interval şi se ţine cont de convenţia de semne ale eforturilor 

prezentate la punctul 5.2.1. Se obţin următoarele expresii ale eforturilor: 

 
Tabelul 5.6.  Calculul eforturilor 

 

Intervalul 1 – 3: x ϵ [0; a) 

T1−3 = V1 = −
M

𝑙
 

M1−3 = V1 ∙ 𝑥 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ M1 = 0 

▪ pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M3 = V1 ∙ 𝑎 ⇒ M1 = −M ∙
𝑎

𝑙
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Intervalul 3 – 2: x ϵ [a; l) 

T3−2 = V1 = −
M

𝑙
 

M3−2 = V1 ∙ 𝑥 + M 

▪ pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M3 = −
M ∙ 𝑎

𝑙
+ M

= −
M ∙ (𝑎 + 𝑙)

𝑙
 

▪ pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ M2 = −
M ∙ 𝑙

𝑙
+ M 

                                M2 = 0 
 

 
Fig. 5.14. Diagramele de variaţie ale eforturilor (T) şi (Mi) 

 

Pe baza rezultatelor obţinute s-au trasat diagramele de variaţie ale eforturilor pentru fiecare interval 

prezentate în Figura 5.14. Analizând diagramele de mai sus, rezultă că forţa tăietoare este constantă şi 

negativă pe toată lungimea grinzii, iar momentul încovoietor variază liniar şi se obţine saltul produs de 

acţiunea momentului concentrat (M) din dreptul secţiunii aferent punctului 3. 

 

(c) Eforturile maxime 

 

Se pocedează la fel ca în cazurile anterioare, iar pentru grinda dată, conform diagramelor de variaţie ale 

eforturilor se obţin următoarele eforturi maxime: 
 

Tabelul 5.7. Valorile maxime ale eforturilor în secţiunea transversală a grinzii 

Efort maxim Intervalul / punctul 

maxim solicitat 

Expresia efortului maxim 

 

Forţa tăietoare (Tmax) Intervalul 1 – 2  
Tmax = T1−3 = T3−2 = −

M

𝑙
 

Momentul încovoietor maxim (Mi_max) Punctul 3 Mi_max = M3 = −M ∙
𝑎

𝑙
 

 

 

Aplicaţia 5-4.  Se dă grinda încastrată în capătul din stânga şi solicitată la încovoiere plană de forţa 

concentrată (F) aplicată pe capătul liber, (Figura 5.15). Se cere să se calculeze: 

(a) Reacţiunile din reazem 

(b) Eforturile (T) şi (Mi) pe fiecare interval cu trasarea diagramelor de variaţie ale acestora 

(c) Să se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi_max) şi să se specifice secţiunea şi/sau intervalul pe 

care acestea acţionează. 
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Fig. 5.15. Grindă încastrată la un capăt şi solicitată la încovoiere plană  

de forţa (F) aplicată pe capătul liber 

 

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se procedează ca şi în cazurile precedente, astfel: se 

ataşează sistemul de referinţă xOy; se numerotează reazemul şi capătul liber grinzii, obţinându-se două 

puncte, respectiv un interval (1 –  2); se introduc reacţiunile în încastrare, ştiind că în plan, încastrarea 

anulează toate cele trei grade de libertate. Rezultă trei reacţiuni: reacţiunea orizontală (H1), cea verticală 

(V1) şi momentul încovoietor (M1), Figura 5.16.  

 
Fig. 5.16. Introducerea reacţiunilor în încastrare 

 

(a) Calculul reacţiunilor 
 

Pentru calculul reacţiunilor din încastrare (H1, V1 şi M1) se alege semnul pozitiv al forţelor şi al 

momentelor şi se aplică ecuaţiile de echilibru date de Statica în plan: 
 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0  

∑Fy = 0 ⇒ V1 − F = 0 ⇒ V1 = F 
 

∑M1 = 0 ⇒ M1 + F ∙ 𝑙 = 0 ⇒M1 = −F ∙ 𝑙 
 

 

Se efectuează calculul de verificare apelând la ecuaţia de echilibru: 

∑M2 = 0 ⇒ M1 + V1 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ −F ∙ 𝑙 + F ∙ 𝑙 = 0 ⇒ 0 = 0 
 

 

În urma calculului rezultă că verificarea este validată şi, deci expresiile reacţiunilor s-au dedus în mod 

corect iar grinda se află în stare de echilibru static. 

 

(b) Calculul eforturilor (T) şi (Mi) 

 

Pentru calculul eforturilor (forţa tăietoare T şi momentul de încovoiere Mi) din secţiunea transversală a 

grinzii, se aplică metoda secţiunilor pe intervalul 1 – 2 şi se ţine cont de convenţia de semne pentru 

eforturile prezentate în sub-capitolul 5.2.1. Ştiind că H1 = 0, se obţine: 
Tabelul 5.8.  Calculul eforturilor 

 

Intervalul 1 – 2: x ϵ [0; l) 

T1−2 = V1 = F 

M1−2 = V1 ∙ 𝑥 + M1 
▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ M1 = M1 = −F ∙ 𝑙 
▪ pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑙 + M1 
                                   M2 = F ∙ 𝑙 − F ∙ 𝑙 = 0 
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Fig. 5.17. Diagramele de variaţie ale eforturilor (T) şi (Mi) 

 

Pe baza expresiilor obţinute, se construiesc diagramele de variaţie ale eforturilor şi sunt prezentate în 

Figura 5.17. Se obţine faptul că, forţa tăietoare (T) este constantă şi pozitivă pe toată lungimea (l) a 

grinzii, iar momentul încovoietor variază liniar (ecuaţie de gradul I), fiind nul pe capătul liber şi maxim 

în încastrare. 

 

(c) Eforturile maxime 

 

Pentru grinda dată, conform diagramelor de variaţie ale eforturilor se obţin următoarele eforturi maxime: 
 

 

Tabelul 5.9. Valorile maxime ale eforturilor în secţiunea transversală a grinzii 

Efort maxim Intervalul / punctul 

maxim solicitat 

Expresia efortului maxim 

 

Forţa tăietoare (Tmax) Intervalul 1 – 2  Tmax = T1−2 = F 

Momentul încovoietor maxim (Mi_max) Punctul 1 Mi_max = M1 = −F ∙ 𝑙 

 

 

5.3. Tensiuni normale ȋn grinzile solicitate la ȋncovoiere 

 

În cazul încovoierii plane, eforturile care apar într-o secţiune sunt: forţa normală (Nx) care de regulă este 

nulă, forţa tăietoare (Ty) şi momentul încovoietor după axa (z), (Mi_z). Pentru a determina tensiunile 

produse de momentul încovoietor, se va analiza un caz particular al încovoierii plane, şi anume cazul 

încovoierii pure, când singurul efort în secţiunea transversală este momentul încovoietor (Mi_z). Rezultă 

că, în cazul încovoierii pure, în secţiunea transversală se vor produce doar tensiuni normale (σ) generate 

de acţiunea momentului încovoietor (Mi_z).  

 

În acest scop se consideră grinda simplu rezemată pe capete (în punctele 1 şi 2), de lungime (l), solicitată 

la încovoiere de două forţe concentrate egale (F), aplicate în secţiunile 3 şi 4, la egală distanţă faţă de 

cele două reazeme (distanţa a), respectiv simetric dispuse faţă de mijlocul deschiderii grinzii, Figura 

5.18. Pentru această grindă se calculează reacţiunile verticale din reazeme V1 = V2 = F (neexistând 

solicitare axială, atunci rezultă că reacţiunea orizontală este nulă, H1 = 0). Se calculează eforturile (Ty) 

şi (Mi_z) pentru fiecare interval şi se construiesc diagramele de variaţie ale acestora.  
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Fig. 5.18. Grindă solicitată la încovoiere pură pe intrevalul 3 – 4 (exemplu) 

 

În figură s-au notat: F – forțele concentrate egale, [N] 

 l, a – lungimea totală a grinzii, respectiv distanţa de la forţele aplicate la cele 

două reazeme,  [mm] 
 T3-4; Mi_3-4 – eforturile pe intervalul 3 – 4, [N]; [N·mm]. 

 

Aşa cum se poate observa, în diagramele de eforturi din Figura 5.18, în secţiunea transversală aflată pe 

intervalul 3 – 4, forţa tăietoare este nulă (T3-4 = 0), iar momentul încovoietor este constant şi pozitiv (Mi 

= F·a). Rezultă că, pe intervalul 3 – 4 încovoierea este pură şi este produsă doar de acţiunea momentului 

încovoietor din această secţiune transversală, iar fibrele superioare sunt comprimate (se scurtează), iar 

fibrele inferioare sunt întinse (se lungesc). În Figura 5.19b) se evidenţiază solicitarea grinzii în planul 

vertical xOy (sau planul forţelor), respectiv se prezintă modul de deformare al grinzii înainte şi după 

solicitare. 
 

  
a) b) 

Fig. 5.19. Grindă solicitată la încovoiere pură  

(a) Solicitarea iniţială; (b) Reprezentarea grinzii înainte şi după solicitare 

 

Aşadar, pe porţiunea 3-4, grinda este solicitată de un moment încovoietor pozitiv şi constant, fibrele 

superioare sunt comprimate, iar fibrele inferioare sunt întinse (Figura 5.19b)). La trecerea de la lungiri 

la scurtări, va exista o suprafaţă în care fibrele nici nu se scurtează dar nici nu se lungesc, numită 

suprafaţă neutră, şi este cuprinsă în planul neutru. Din intersecţia suprafeţei neutre cu planul forţelor 

(planul vertical xOy) se obţine fibra medie deformată (f.m.d.) a grinzii sau fibra neutră (Figura 5.20a)). 
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Din intersecţia suprafeţei neutre cu secţiunea transversală a grinzii va rezulta axa neutră a grinzii (Figura 

5.20b)) sau a secţiunilor transversale succesive. 
 

Observaţii: (1) Secţiunea transversalã este definitã de sistemul de axe yOz şi se introduce în centrul 

de greutate al acesteia. 

 (2) Pentru secţiunile transversale care prezintă simetrie după axele (z) şi/sau (y), axa 

neutră coincide cu axa (z) sau axa (y). Atunci când încovoierea plană are loc după axa 

(z), (Mi dupã axa z), axa neutrã a grinzii coincide cu axa (z). 

 

 

a) 

 

b) 

Fig. 5.20. Grindă solicitată la încovoiere pură  

(a) Planul sau suprafaţa neutră a grinzii; (b) Secţiunea transversală a grinzii cu axa neutră 

 

Pe intervalul 3-4 al grinzii prezentată în Figura 5.18 se face o secţiune la distanţa (x) faţă de reazemul 

din stânga (punctul 1). Se consideră elementul de grindă de lungime (dx), mărginit de secţiunile 

transversale (A1) şi (A2) având centrele de greutate (O1) şi (O2), separat din grinda solicitată la încovoiere 

plană. Elementul de grindă este solicitat la încovoiere pură, iar în Figura 5.21 s-a reprezentat înainte şi 

după solicitare.  

Conform ipotezei lui Bernoulli, secţiunile (A1) şi (A2) plane şi normale la axa grinzii înainte de 

deformare, rămân plane şi normale şi după solicitare. După solicitare, cele două secţiuni transversale fac 

între ele unghiul (dφ), iar (ρ) reprezintă raza de curbură a fibrei medii deformate. 
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a) b) 

Fig. 5.21. Element de lungime mică reprezentat înainte de deformare (a), respectiv după deformare (b) 
 

În figuri s-au notat: Mi_z –  momentul de încovoiere constant în secțiunea transversală, [N·mm] 

 h – înălțimea secțiunii transversale, [mm] 

 A1, A2 – ariile transversale a secţiunii elementare, [mm2] 

 O1O2, O’1, O’2  – centrele de greutate ale secţiunilor transversale cu ariile (A1) 

şi (A2) 

 MN; M’N’ – o fibră oarecare aflată la distanța (y) față de axa neutră, având 

lungimea (dx) înainte de solicitare, respectiv (dx1) după solicitare 

 N1N’ = Δ(dx) – lungirea fibrei M’N’  
 dφ – unghiul format între secțiunile transversale (A1, A2), după solicitare 
 ρ – raza de curbură a fibrei medii deformate. 

 

Pe elementul de lungime (dx), se consideră o fibră oarecare (MN) egală cu lungimea elementului, situată 

la distanţa (y) faţă de f.m.d sau fibra neutră (Figura 5.21a)). Această fibră oarecare va avea înainte de 

deformare aceeaşi lungime cu cea a fibrei neutre, adică: 
 

▪ înainte de deformare:                                  𝑑𝑥 = ρ ∙ dφ (5.9) 
 

 

După deformare, fibra devine (M’N’) şi va avea lungimea (dx1): 

▪ după deformare:                                  𝑑𝑥1 = (ρ + 𝑦) ∙ dφ (5.10) 
 

▪ Lungirea fibrei va fi: 

∆(𝑑𝑥) = 𝑑𝑥1 − 𝑑𝑥 ⇒ ∆(𝑑𝑥) = (ρ + 𝑦) ∙ dφ − ρ ∙ dφ  (5.11) 

∆(𝑑𝑥) = ρ ∙ dφ + 𝑦 ∙ dφ − ρ ∙ dφ (5.12) 

∆(𝑑𝑥) = 𝑦 ∙ dφ (5.13) 
 

▪ Deformaţia specifică a fibrei va fi: 

ε =
∆(𝑑𝑥)

𝑑𝑥
=
𝑦 ∙ dφ

ρ ∙ dφ
 (5.14) 

ε =
𝑦

ρ
 (5.15) 

sau                                                                       ε =  θ ∙ y (5.16) 

θ =
1

ρ
=
dφ

𝑑𝑥
 (5.17) 

 

unde: θ reprezintă rotirea specifică, adică unghiul cu care se rotesc, una faţă de cealaltă două secţiuni 

transversale pe grindă, distanţate cu unitatea (adică distanţa egală cu 1). 
 

▪ Pentru materialele elastice guvernate de legea lui Hooke: 

σ = E ∙ ε ⇒ σ =
E ∙ 𝑦

ρ
 (5.18) 

sau 1

ρ
=

σ

E ∙ 𝑦
 (5.19) 
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Relaţia (5.19) arată că valoarea tensiunii normale (σ) este proporţională cu distanţa fibrei oarecare (y). 
 

▪ În cazul încovoierii pure, relaţiile dintre tensiunile normale (σ) şi eforturile în secţiunea transversală 

faţă de fibra medie deformată sunt: 

N = ∫ σ ∙ dA = 0
A

 (5.20) 

Mi_y = ∫ σ ∙ 𝑧 ∙ dA = 0
A

 (5.21) 

Mi_z = ∫ σ ∙ 𝑦 ∙ dA = M
A

 (5.22) 

 

Observaţii: (1) Ca relaţia (5.20) să fie valabilă, trebuie că axa neutră a secțiunii transverale să fie 

axă centrală de inerție (Sz =  ). Axa neutră coincide cu axa geometrică a grinzii. 

 (2) Pe baza relației (5.21), rezultă că axa (y) este axă principală de inerție (Izy=0). 
 

Având în vedere relaţia (5.18), din relaţia (5.22) se obţine: 
 

Mi_z = ∫ σ ∙ 𝑦 ∙ dA ⇒ Mi_z =
E

ρ
∫ 𝑦2dA ⇒ Mi_z =

E

ρ
∙ Iz

AA

 (5.23) 

1

ρ
=
Mi_z
E ∙ Iz

 (5.24) 

 

unde: Iz este momentul de inerţie axial al secţiunii transversale, în raport cu axa (z) care coincide cu 

axa neutră a secţiunii transversală 

E∙Iz  reprezintă modulul de rigiditate la încovoiere. 

 

Se egalează expresiile (5.19) şi (5.24) şi se obţine: 
Mi_z
E ∙ Iz

=
σ

E ∙ 𝑦
 (5.25) 

σ =
Mi_z
Iz
∙ 𝑦 (5.26) 

 

Expresia (5.26) reprezintă Formula lui Navier, în care (y) este coordonata  unui punct oarecare luat pe 

înălţimea secţiunii transversale în care se calculează tensiunea normală (σ).  
 

Cu această formulă se pot calcula valorile tensiunilor normale în orice punct al secţiunii transversale. De 

asemenea, relaţia (5.26) exprimă faptul că, în secţiunea transversală, tensiunile normale (σ) variază liniar 

pe înălţinea şi lăţimea secţiunii, variabila fiind distanţa (y). Conform diagramei de variaţie a tensiunilor 

normale prezentată în Figura 5.22, se poate observă că, pe axa neutră tensiunile normale sunt întotdeauna 

nule, iar pe măsură ce distanţa (y) se îndepărtează de axa neutră, tensiunile normale cresc odată cu 

creşterea acestei distanţe, fiind maxime ȋn fibrele extreme (la distanţa ymax față de axa neutră), şi sunt 

egale și de semn contrar. 
 

 
Fig. 5.22. Variaţia tensiunilor normale pentru moment încovoietor pozitiv 
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Conform Figurii 5.22 valorile maxime al tensiunii normale se produc în fibrele extreme, pentru y = ± 

ymax iar tensiunile normale maxime (σmax) în secţiunea transversală pot fi determinate cu relaţia:  

 

σmax =
Mi_z
Iz
∙ (±𝑦𝑚𝑎𝑥) (5.27) 

 

Relaţia (5.27) poate fi scrisă sub forma: 

 

σmax =
Mi_z
Wz

 (5.28) 

 

Expresia (5.28) reprezintă Forma a 2-a a relaţiei lui Navier, în care (Wz) este modulul de rezistenţă 

axial, raportat la axa neutră (z) şi se calculează:  Wz =
Iz

𝑦𝑚𝑎𝑥
 . 

Relaţia lui Navier scrisă sub forma (5.28) permite efectuarea calculelor de dimensionare, verificare și de 

rezistență a grinzilor solicitate la încovoiere plană (Tabelul 5.10).  
 

Tabelul 5.10. Relații de calcul la solicitarea axială 

Dimensionare Verificare Momentul încovoietor capabil 

Wz_nec =
Mi_z_max
σa

 σef =
Mi_z_max
Wz_ef

≤ σa 
Mi_z_cap. = Wz_ef ∙ σa 

 

unde: Mi_z_max, Mi_z_cap. este momentul de încovoiere maxim din secțiunea transversală, respectiv 

momentul încovoietor capabil să-l suporte grinda fără să se producă ruperea (sau să nu se 

producă deformații permanente),  [N·mm] 

 Wz_nec, Wz_ef  reprezintă modulul de rezistenţă necesar (sau minim), respectiv efectiv (calculat 

sau furnizat de standarde) al secţiunii transversale a grinzii, [mm3] 

 σef, σa este tensiunea normală efectivă (sau calculată) în secţiunea transversală, respectiv 

admisibilă a materialului, [N/mm2]. 
 

Observaţii: (1) O secţiune transversală  a unei grinzi va fi cu atât mai economică cu cât raportul 

𝑘 =
𝑊𝑧_𝑒𝑓

𝐴∙ℎ
 este mai mare, în care: (k) este un coeficient de economicitate, (A) este aria 

secţiunii transversale, (h) este înălţimea secţiunii transversale. Pentru diferite secţiuni, 

coeficientul este: k = 0,123 pentru secţiunea circulară; k = 0,167 pentru secţiunea 

dreptunghiulară; k = 0,29÷0,32 pentru profilul I; k = 0,27÷0,31 pentru profile U etc. 

 (2) La încovoiere rezistă mai bine secţiunea a cărei moment de inerţie axial (Iz) este 

mai mare, dar nu are fibre extreme prea îndepărtate de axă. Din acest motiv, în 

construcţiile inginereşti se preferă secţiunile de profil I sau U, având aria secţiunii 

transversală egală cu cea dreptunghiulară, însă au (Iz) şi (Wz) mai mari. Acest lucru se 

datorează repartizării unei părţi mai mari a suprafeţei spre fibrele extreme, tocmai 

acolo unde şi tensiunile normale au valorile extreme. 

 

 

5.4. Tensiuni tangențiale ȋn grinzile solicitate la ȋncovoiere 

 

 

 .4.1. Principiul dualităţii tensiunilor tangenţiale 

 

Un corp supus acţiunii unui sistem de forţe exterioare coplanare, se află în stare plană de tensiuni dacă 

tensiunile în fiecare punct al corpului sunt situate într-un plan, oricare ar fi planul de secţionare. Starea 

plană de tensiuni se obţine pentru diferite piese, cum ar fi: în grinzi solicitate la încovoiere de forţe 

situate într-un plan, în plăci subţiri având grosimea constantă solicitate de un sistem de forţe coplanare 

în echilibru etc. 
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În Figura 5.23 s-a reprezentat starea plană de 

tensiuni a unui corp elementar plan, unde: 
 

▪ (σx), (σy) sunt tensiunile normale la secţiune 
 

▪ (τxy) este tensiunea tangenţială, în care primul 

indice (x) este axa după care (τ) este paralelă, iar al 

doilea indice (y) este axa după care (τ) este 

perpendiculară.  

Fig. 5.23. Starea plană de tensiuni 

 

Principiul dualităţii (reciprocităţii) tensiunilor tangenţiale se defineşte astfel: tensiunile tangenţiale pe 

două feţe ortogonale sau muchii ortogonale sunt egale între ele şi de semn contrar, orientate spre sau 

dinspre muchia comună feţelor [2], respectiv: 
 

     τxy = τyx         `(5.29) 
τzx = τxz 

 

 

 .4.2. Tensiuni tangenţiale. Deducerea Formulei lui Juravschi  

 

În mod obişnuit, în grinzile solicitate la încovoiere plană apar atât momente încovoietoare (Mi) cât şi 

forţe tăietoare (T) variabile în lungul grinzii. Ca urmare, în secţiunile grinzii se produc atât tensiuni 

normale (σ) cât şi tensiuni tangenţiale (τ). Forţele tăietoare produc deformaţii unghiulare, astfel că 

secţiunile plane, normale pe axa grinzii, nu mai rămân plane şi normale la axă, ci se deformează (Figura 

5.24 b). Deci, ipoteza lui Bernoulli nu mai este valabilă. În consecinţă, formula lui Navier pentru calculul 

tensiunilor normale dedusă în baza acestei ipoteze nu mai este exactă. 
 

 
 

a) b) 

Fig. 5.24. Deformarea unui element: a) înainte de solicitare; b) după solicitare 
 

Totuşi, la grinzile la care lungimea este mult mai mare decât înălţimea, abaterea de la planeitate pentru 

secţiuni este neglijabilă şi, deci, formula lui Navier dă o aproximaţie destul de bună în calculul 

tensiunilor normale [2,4,8,16]. 
 

Pentru studiul variaţiei tensiunilor tangenţiale (τxy) în secţiunea transversală a grinzii solicitate la 

încovoiere plană, se separă din grindă un element cuprins între două secţiuni transversale aflate la 

distanţa (dx), plane şi perpendiculare pe axa longintudinală a grinzii (axa x) şi un plan paralel cu planul 

xOz, aflat la distanţa (y) faţă de planul longitudinal (Figura 5.25). Se obţine elementul de volum având 

lăţimea (by) şi lungimea (dx), fiind evidenţiat în Figura 5.25 cu haşură roşie. Elementul de volum haşurat 
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tinde să „lunece” de-a lungul axei longitudinale paralelă cu axa (x) datorită tensiunilor tangenţiale (τxy), 

respectiv a forţei de lunecare (dL), iar elementul de volum nehaşurat se consideră, teoretic, fix. 
 

 
Fig. 5.25. Grindă solicitată la încovoiere plană şi diagramele de variaţie alte eforturilor Mi şi T 

 

Aşa cum se observă din diagramele de variaţie ale eforturilor din Figura 5.25, acestea variază diferit pe 

lungimea grinzii. Eforturile din secţiunile transversale dau naştere tensiunilor normale (σ) şi (σ+dσ) 

cauzate de momentele de încovoiere variabile în secţiunile transversale, (Mz) şi (Mz+dMz), respectiv 

tangenţiale (τxy) cauzate de forţa tăietoare (Ty) constantă în cele două secţiuni. 

 

Conform principiului dualităţii tensiunilor tangenţiale dată de relaţia (5.29), în secţiunea longitudinală a 

elementului analizat (de dimensiuni by şi dx) iau naştere tensiunile tangenţiale (τxy). Se admite ipoteza 

lui Juravski conform căreia tensiunile tangenţiale (τxy) se distribuie uniform în lungul lăţimii (by) (Figura 

5.26).  
 

 
Fig. 5.26. Element separat din grindă 

 

În Figurile 5.25 şi 

5.26 s-au notat: 
F – forță concentrată, [N] 

 V1, V2 – reacțiunile verticale din cele două reazeme, [N] 
 l – lungimea grinzii, [mm] 
 h – înălțimea secțiunii transversale, [mm] 
 by – lățimea secțiunii care lunecă, [mm] 
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 dx – secțiune transversală elementară aflată la distanța (x) [mm] față de        

reazemul din punctul 1  
 Ty, Mz, Mz+dMz – forța tăietoare, momentul încovoietor (în secțiunea AB), 

respectiv momentul încovoietor cu creșterea elementară (dMz) (în secțiunea 

A’B’), [N], [N·mm] 
 N, N+dN – forța axială, respectiv forța axială cu creșterea elementară (dN), [N]  
 dL    – forța de lunecare longitudinală rezultată ca urmare a acțiunii tensiunii 

tangențiale (τxy) în planul elementului aflat la distanța (y) față de axa neutră, [N] 

 At, Al – aria transversală, respectiv longitudinală a secțiunii care lunecă,            

[mm2] 
 τxy, τyx – tensiunile tangențiale produse în aria transversală,  respectiv             

longitudinală a secțiunii care lunecă, [N/mm2]. 
 

Pe baza Figurii 5.26, se poate scrie o ecuaţie de proiecţii după axa (x):   

 

∑Fx = 0 ⇒ −N− dL + (N + dN) = 0 (5.30) 

Termenii din relaţia (5.30) au expresiile: 
 

N = ∫ σ ∙ dA = ∫
Mz
Iz
∙ 𝑦 ∙ dA =

Mz
IzAtAt

∫ 𝑦 ∙ dA =
Mz
Iz
∙ Sz

At

 (5.31) 

(N + dN) = ∫ (σ + dσ) ∙ dA = ∫
(Mz + dMz)

Iz
∙ 𝑦 ∙ dA =

(Mz + dMz)

IzAtAt

∫ 𝑦 ∙ dA
At

=
(Mz + dMz)

Iz
∙ Sz 

(5.32) 

dL = τxy ∙ dA𝑙 = τxy ∙ 𝑏𝑦 ∙ 𝑑𝑥 (5.33) 
 

unde: dL  este forţa de lunecare longitudinală rezultată ca urmare a acţiunii tensiunii tangenţiale (τxy) 

în planul elementului aflat la distanţa (y) faţă de axa neutră 

 dAl este aria longitudinală elementară 

 At este aria secţiunii transversale a elementului studiat (secţiunea care lunecă) 

 Sz este momentul static al secţiunii care lunecă în raport cu axa (z) 

 Iz este momentul de inerţie axial al întregii secţiuni transversale a grinzii, în raport cu axa (z). 
  

În ecuaţia (5.30) se înlocuiesc expresiile (5.31)÷(5.33) şi se obţine:  
 

−
Mz
Iz
∙ Sz − τxy ∙ 𝑏𝑦 ∙ dx +

Mz + dMz
Iz

∙ Sz = 0 (5.34) 

−
Mz
Iz
∙ Sz − τxy ∙ 𝑏𝑦 ∙ 𝑑𝑥 +

Mz
Iz
∙ Sz +

dMz
Iz
∙ Sz = 0/: 𝑑𝑥 (5.35) 

−τxy ∙ 𝑏𝑦 +
dMz
𝑑𝑥

∙
Sz
Iz
= 0 (5.36) 

τxy = τyx =
Ty ∙ Sz

𝑏𝑦 ∙ Iz
 (5.37) 

 

Relaţia (5.37) reprezintă formula lui Juravski şi permite calculul tensiunilor tangenţiale. În această relaţie 

s-au notat: 
 

Ty =
dMz
𝑑𝑥

 este forţa tăietoare în secţiunea transversală, [N] 

Sz este momentul static al părţii de secţiune care lunecă, [mm3] 

by este lăţimea secţiunii care lunecă, [mm] 

Iz este momentul de inerţie al întregii secţiuni transversale după axa neutră (aza z), [mm4]. 
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Observaţii: (1) Pe baza formulei lui Juravski (5.37) se observă că tensiunea tangenţială din 

secţiunea transversală a grinzii solicitate este proporţională cu forţa tăietoare din 

secţiune (T) şi cu momentul static al secţiunii care alunecă (Sz), fiind invers 

proporţională cu lăţimea secţiunii (by) care alunecă la distanţa (y) de axă precum şi cu 

momentul de inerţie al întregii secţiuni (Iz) în raport cu axa neutră. 
 

Forţa tăietoare (Ty) şi momentul de inerţie (Iz) fiind constante în secţiune, legea de 

variaţie a tensiunii tangenţiale (τxy) pe secţiune, în lungul axei Oy, este dată de raportul 
𝑆𝑧

𝑏
. 

 (2) Tensiunile tangenţiale (τ) în secţiunea transversală unei grinzi sunt nule în fibrele 

extreme şi maxime pe axa neutră (acestă observaţie este valabilă pentru solicitarea de 

încovoiere a grinzilor drepte cu secţiuni simple - secţiune dreptunghiulară, circulară -  

şi/sau pentru secţiunile compuse simetrice, cum ar fi profilul I etc.). 

 

 

 .4.3. Variaţia tensiunilor tangenţiale pentru diferite secţiuni transversale ale grinzii 

 

a) Secţiunea dreptunghiulară 

 

 
Fig. 5.27. Variaţia tensiunilor tangenţiale pe înălţimea secţiunii pentru o secțiune dreptunghiulară  

 

În figură s-au notat: h, b – înălțimea, respectiv lățimea secțiunii transversale, [mm] 
 y – distanța de la secțiunea care lunecă la axa neutră, [mm] 

 
(
ℎ

2
−
(
ℎ

2
−𝑦)

2
)  reprezintă distanţa de la centrul de greutate al secţiunii haşurate  

                   până la axa (z) faţă de care se calculează momentul static (Sz), [mm] 

 
τmax, τ – tensiunea tangențială maximă, respectiv tensiunea tangenţială la o  

             fibră oarecare aflată la cota (y) față de axa neutră, [N/mm2]. 

 

 

Se aplică formula lui Juravski (5.37), în care mărimile geometrice ale secţiunii transversale se determină 

astfel: 

A = 𝑏 ∙ ℎ      

(5.38) 
    Sz = 𝑏 ∙ (

ℎ

2
− 𝑦) ∙ (

ℎ

2
−
(
ℎ
2 − 𝑦)

2
) ⇒ Sz =

𝑏

2
∙ (
ℎ

2
− 𝑦) ∙ (

ℎ

2
+ 𝑦) 

b

h

y

z

y

G

O

+ymax

-ymax

τ=  

axa 

neutră  

τ=  

τ 

τmax 

h
2

h
2

y

h
2

h

2
y

2
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⇒ Sz =
𝑏

2
∙ (
ℎ2

4
− 𝑦2) 

 Iz =
𝑏∙ℎ3

12
  

 

Din (5.38) rezultă că momentul static al secţiunii transversale (Sz) are o variaţie parabolică, respectiv şi 

tensiunile tangenţiale (τyx) variază parabolic. Se calculează momentul static atât pe fibrele extreme cât 

şi axa neutră, astfel: 
 

▪ pentru: 𝑦 = ±
ℎ

2
⇒ Sz = 0 ⇒ pe fibrele extreme ale secţiunii transversale. 

▪ pentru: 𝑦 = 0 ⇒ Sz =
𝑏∙ℎ2

8
⇒ pe axa neutră a secţiunii transversale. 

  

Înlocuind relaţiile (5.38) în formula lui Juravski (5.37), în care by = b şi Sz =
𝑏∙ℎ2

8
, se obţine:  

τyx =
Ty ∙

𝑏 ∙ ℎ2

8

𝑏 ∙
𝑏 ∙ ℎ3

12

⇒ τyx = Ty ∙
𝑏 ∙ ℎ2

8
∙
12

𝑏2 ∙ ℎ3
 ⇒ τyx =

3

2
∙
Ty

𝑏 ∙ ℎ
    (5.39) 

 

Valorile maxime ale tensiunile tangenţiale se obţin pe axa neutră a secţiunii transversale (pentru y = 0) 

se obţine relaţia de calcul a tensiunii tangenţiale maxime pentru secţiunea dreptunghiulă având forma 

simplificată:  
 

τyx_max =
3

2
∙
Ty

A
     (5.40) 

 

b) Secţiunea circulară 

 

Pentru secţiunea transversală circulară nu mai poate fi acceptată ipoteza că în orice punct a secţiunii 

tensiunea tangenţială este paralelă cu forţa tăietoare. Însă, pentru deducerea formulei de calcul a 

tensiunilor tangenţiale pentru secţiunea circulară, se admit cele două ipoteze ale lui Juravski referitoare 

la tensiunile tangenţiale:   
 

(1) Direcţiile tuturor tensiunilor tangenţiale (τ) aflate de-a lungul unei drepte (coarda BC din Figura 

5.28) paralelă la axa neutră a secţiunii sunt concurente într-un punct. 

       

 
Fig. 5.28. Variaţia tensiunilor tangenţiale pe înălţimea secţiunii circulare 

 

În figură s-au notat: r – raza de la centrul de greutate la secțiunea elementară (dy), [mm] 

 α – unghiul format între axa (y) și raza curentă (r) a secţiunii, [°] 

 d – diametrul secțiunii transversale, [mm] 
 dy – lungimea secțiunii elementare 
 y – distanța de la secțiunea care lunecă la axa neutră, [mm] 

 τmax, τ – tensiunea tangențială maximă, respectiv tensiunea la o fibră oarecare     

             aflată la cota (y) față de axa neutră, [N/mm2]. 

d

y

z

+ymax

-ymax

τ=  

axa 

neutră  

τ=  

O

τ 

Db = 2·z

r α 
Bdy

y
τ τyx 

τzx 

τ 

CE

dA

τmax 



125 | 1 8 0  
 

 

(2) Componenta  (τyx)  se distribuie constant în toate punctele de pe coarda BC, iar formula lui Juranski 

dedusă anterior (expresia 5.37) rămâne valabilă. 
 

Direcţiile tensiunilor tangenţiale (τ) din punctele B şi C trebuie să fie tangente la conturul exterior al 

secţiunii, iar din motive de simetrie, în punctul E direcţia tensiunii tangenţiale (τ) trebuie să coincidă cu 

axa Oy. Tensiunile (τ) se descompun după cele două axe ale secţiunii transversale (y şi z), rezultând 

componentele: (τzx) paralele cu axa (z), şi (τyx) paralele cu axa (y). 
 

Din motive de simetrie, suma tuturor forţelor elementare (τzx·dA) pe întreaga secţiune este nulă, 

respectiv  ∫ τxy ∙ dA = TA
, deci forţa tăietoare se consideră constantă în secţiune. 

 

Se dă coordonatei (y) o creştere elementară (dy), rezultând elementul de arie (dA) (dreptunghiul 

curbiliuniu dublu haşurat din Figura 5.28). Dimensiunile elementului (dA) s-au scris în funcţie de raza 

(r) a secţiunii şi de jumătatea (α) a unghiului la centrul de greutate a secţiunii ce corespunde coardei AB, 

astfel:  
 

𝑦 = 𝑟 ∙ cosα 

 

𝑧 = 𝑟 ∙ sinα 

𝑑𝑦 = −𝑟 ∙ sinα 
𝑏 = 2 ∙ 𝑧 = 2 ∙ 𝑟 ∙ sinα 

dA = 𝑏 ∙ 𝑑𝑦 = 2 ∙ 𝑟 ∙ sinα ∙ (−𝑟 ∙ sinα) ⇒ dA = −2 ∙ 𝑟2 ∙ sin2α ∙ dα 
 

 

Momentul static al suprafeţei haşurate BCD, se calculează ca o integrală pentru fâşia de suprafaţă (dA) 

(Figura 5.28), când cota (y) variază de la OE la OD, respectiv unghiul variază de la (α) la 0. Se obţine: 

 

Sz = ∫ 𝑦 ∙ dA
A

  

Sz = ∫ (𝑟 ∙ cosα) ∙ (−2 ∙ 𝑟2 ∙ sin2α) ∙ dα
A

 
 

⇒ Sz = ∫ −2 ∙ 𝑟3 ∙ cosα ∙ sin2α ∙ dα
𝛼

0

⇒ Sz = −2 ∙ 𝑟
3∫ cosα ∙ sin2α ∙ dα

𝛼

0

 (5.41) 

 

Pentru rezolvarea integralei (5.41) se fac următoarele substituţii: sinα = 𝑢;  cosα ∙ dα = d𝑢. Se obţine: 

Sz = −2 ∙ 𝑟
3∫ 𝑢2 ∙ d𝑢

𝑢

0

⇒ Sz = −2 ∙ 𝑟
3 ∙
𝑢3

3
|
0

𝑢=𝑠𝑖𝑛𝛼

 
 

⇒ Sz = −
2

3
∙ 𝑟3 ∙ sin3α  sau Sz = +

2

3
∙ 𝑟3 ∙ sin3α   

(5.42) 

 

Momentul static (Sz) (5.42), respectiv tensiunea tangenţială (τyx) variază în funcţie de unghiul (α), astfel: 

▪ pentru α = 0 ⇒ Sz = 0   pe fibrele extreme ale secţiunii transversale. 

▪ pentru α = 90° ⇒ Sz = −
2

3
∙ 𝑟3    pe axa (z) a secţiunii transversale. 

 

Momentul de inerţie axial al întregii secţiuni se poate calcula: 

Iz =
π ∙ 𝑑4

64
=
π ∙ 𝑟4

4
 (5.43) 

 

Cunoscând forţa tăietoare maximă (Tmax) în secţiunea transversală, tensiunea tangenţială maximă 

(τyx_max) se obţine pentru unghiul α = 90° (Sz ≠ 0), respectiv: 
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τyx_max =
Tmax ∙ (

2
3 ∙ 𝑟

3)

2 ∙ 𝑟 ∙
π ∙ 𝑟4

4

⇒ τyx_max =
4

3
∙
Tmax
π ∙ 𝑟2

 (5.44) 

 

Astfel, tensiunea tangenţială maximă (pe axa neutră, pentru α = 90° sau pentru y = 0) pentru secţiunea 

circulară se poate calcula cu formula simplificată: 

 

τyx_max =
4

3
∙
T

A
 (5.45) 

unde: s-a notat cu A = π·r2, aria secţiunii circulare.  

 

Tensiunea (τyx) variază în secţiunea transversală circulară după aceeaşi lege ca momentul static (Sz), 

fiind nulă în fibrele extreme (pentru α = 0 sau α = π sau y = r, respectiv y = -r) şi maximă în axa neutră, 

pentru α =
π

2
 sau y = 0. 

 

 

c) Secţiunea transversală în formă de I 

 

Secţiunea transversală în formă de I (profilul I, standardinzat sau nestandardinat)  se poate descompune 

în trei zone distincte: inima profilului (partea din mijloc) şi talpa superioară, respectiv talpa inferioară. 

De regulă la problemele de încovoiere plană, profilul I este considerată o secţiune transversală complexă, 

însă pentru simplificarea modelulul de calcul teoretic a tensiunilor tangenţiale în secţiune, inima şi tălpile 

pot fi aproximate cu figuri geometrice simple, figuri dreptunghiulare (reprezentarea simplificată a 

profiului I în Figura 5.29).  
 

 
Fig. 5.29. Variaţia tensiunilor tangenţiale pe înălţimea secţiunii pentru o secțiune din profil I 

 

În figură s-au notat: h, b, hw, tw, tf  – dimensiuni care definesc profilul I, [mm] 
 y – distanța de la secțiunea care lunecă la axa neutră, [mm] 
 τmax – tensiunea tangențială maximă, [N/mm2].             

 

Pentru obţinerea relaţiilor de calcul ale tensiunilor tangenţiale, se aplică formula lui Juravski (5.37), 

astfel: prima dată pentru dreptunghiul tălpii, de lăţime (b), apoi pentru dreptunghiul inimii, de lăţime 

mult mai mică (tw). Se obţin:  
 

(a) În talpa profilului, tensiunea tangenţială pentru o fibră oarecare aflată la distanţa (y) se poate calcula 

cu formula generală: 

τyx =
T

𝑏 ∙ Iz
∙
𝑏

2
(
ℎ2

4
− 𝑦2) =

T

2Iz
(
ℎ2

4
− 𝑦2) (5.46) 

y

-ymax

+ymax

O

y

zh

b

tw

tf

y

O

y

zaxa 

neutră  

τmax hw

τ=  

τ=  
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(b) În inima profilului, tensiunea tangenţială pentru o fibră oarecare aflată la distanţa (y) se poate calcula 

cu formula generală: 
 

τyx =
T

2 ∙ 𝑡𝑤 ∙ Iz
[𝑏 (

ℎ2

4
−
ℎ𝑤
2

4
) + 𝑡𝑤 (

ℎ𝑤
2

4
− 𝑦2)] (5.47) 

 

Observaţii: (1) Tensiunea tangenţială din secţiune (τyx) are o variaţie parabolică pe întreaga 

înălţime a acesteia, dar diagrama acesteia prezintă un salt (pentru 𝑦 = ±
ℎ𝑖

2
 )  din cauza 

trecerii bruşte de la lăţimea tălpii (bt) la cea a inimii (bi). 

 (2) Valoarea maximă a tensiunii tangenţiale se obţine tot în axa neutră a secţiunii ca şi 

în cazul secţiunilor prezentate anterior. 

 

 

Aplicaţii rezolvate 

 

 

Aplicaţia 5-5. Pentru grinda simplu rezemată dată în Figura 5.30 se cunosc: M = 12 kN∙m; q = 5 kN/m; 

a = 0,7 m; b = 1,2 m; l = 2,5 m. Se cere: 

 

(a) Calculul reacţiunilor din reazeme 

(b) Calculul eforturilor (T şi Mi) din secţiunea transversală şi trasarea diagramelor de variaţie 

(c) Dimensionarea secţiunii transversale (secţiune pătrată) 

(d) Trasarea diagramei de variaţie a tensiunii normale (σ) în secţiunea maxim solicitată. 
 

 
Fig. 5.30. Grindă simplu rezemată solicitată la încovoiere plană 

 

Rezolvare. (a) Calculul reacţiunilor din reazeme 
  

Pentru calculul reacţiunilor din cele două reazeme (H1, V1, V2) se aplică ecuaţiile de echilibru uzuale 

valabile pentru planul xOy (Figura 5.31). Reacţiunea orizontală este nulă, deoarece grinda nu este 

solicitată axial, iar reacţiunile verticale se obţin scriind două ecuaţii de momente, în raport cu punctele 

1 şi 2. Pentru efectuarea calculului de verificare se scrie ecuaţia de proiecţie a forţelor verticale (ce 

acţionează după axa y). 

 
Fig. 5.31. Introducerea reacţiunilor în reazeme 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0 
 

∑M1 = 0 ⇒ q ∙ 𝑎 ∙
𝑎

2
+ M − V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 =

1

𝑙
∙ (q ∙ 𝑎 ∙

𝑎

2
+ M) 

 

x

y

l

a

b

q M
1

2

3 4

x

y

l

a

b
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V2 =
1

2,5
∙ (5 ∙ 0,7 ∙

0,7

2
+ 12) ⇒ V2 = 5,29 kN 

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −
𝑎

2
) + M = 0 

V1 =
1

𝑙
∙ [q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −

𝑎

2
) −M] 

 

V1 =
1

2,5
∙ [5 ∙ 0,7 ∙ (2,5 −

0,7

2
) − M] ⇒ V1 = −1,79 kN 

 

Verificare:                           ∑Fy = 0 ⇒ q ∙ 𝑎 − V1 − V2 = 0  

5 ∙ 0,7 + 1,79 - 5,29 = 0 ⇒ 0 = 0 se verifică, deci reacţiunile s-au calculat corect.  
 

(b) Calculul eforturilor (T şi Mi) din secţiunea transversală 

   Construcţia diagramelor de variaţie ale eforturilor 
 

Pentru calculul eforturilor (forţa tăietoare T şi momentul încovoietor Mi) se aplică metoda secţiunii pe 

fiecare interval şi se ţine cont de convenţia de semne pentru eforturi. 

 
Fig. 5.32. Calculul eforturilor pe fiecare interval 

 

Tabel 5.11. Calculul eforturilor pe fiecare interval 

Intervalul 1 – 3: x ϵ [0; a); x ϵ [0; 0,7) 

 

T1−3 = V1 − q ∙ 𝑥 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ T1 = V1 ⇒ T1 =  −1,79 kN 

▪pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ T3 = V1 − q ∙ 𝑎 

𝑥 = 0,7 ⇒ T3 = −1,79 − 5 ∙ 0,7 

                     T3 = −5,29 kN 

M1−3 = V1 ∙ 𝑥 − q ∙ 𝑥 ∙
𝑥

2
 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ M1 = 0 

▪pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M3 = V1 ∙ 𝑎 − q ∙ 𝑎 ∙
𝑎

2
 

𝑥 = 0,7 ⇒ M3 = −1,79 ∙ 0,7 − 5 ∙ 0,7 ∙
0,7

2
 

                     M3 = −2,47 kN ∙ m 

Intervalul 3 – 4: x ϵ [a; b); x ϵ [0,7; 1,2) 

 

T3−4 = V1 − q ∙ 𝑎 

T3−4 = −1,79 − 5 ∙ 0,7 

T3−4 = −5,29 kN 

M3−4 = V1 ∙ 𝑥 − q ∙ 𝑎 ∙ (𝑥 −
𝑎

2
) 

▪pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M3 = V1 ∙ 𝑎 − q ∙ 𝑎 ∙ (𝑎 −
𝑎

2
) 

𝑥 = 0,7 ⇒ M3 = −1,79 ∙ 0,7 − 5 ∙ 0,7 ∙ (0,7 −
0,7

2
) 

                     M3 = −2,47 kN ∙ m 

x
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▪pentru 𝑥 = 𝑏 ⇒ M4 = V1 ∙ 𝑏 − q ∙ 𝑎 ∙ (𝑏 −
𝑎

2
) 

𝑥 = 1,2 ⇒ M4 = −1,79 ∙ 1,2 − 3 ∙ 0,7 ∙ (1,2 −
0,7

2
) 

                     M4 = −5,12 kN ∙ m 

Intervalul 2 – 4: x ϵ [0; l-b);  x ϵ [0; 1,3) 

 

T2−4 = −V2 
T2−4 = −5,29 kN 

M2−4 = V2 ∙ 𝑥 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ M2 = 0 

▪pentru 𝑥 = (𝑙 − 𝑏) ⇒ M4 = V2 ∙ (𝑙 − 𝑏) 
                 M4 = 5,29 ∙ 1,3 ⇒ M4 = 6,87 kN ∙ m 

 

Pe baza rezultatelor obţinute se trasează diagramele de variaţie ale eforturilor, prezentată în Figura 5.33. 
 

 
Fig. 5.33. Construcţia diagramelor de variaţie ale eforturilor 

 

(c) Dimensionarea secţiunii transversale 
 

Grinda se consideră a fi o bară cu secţiunea pătrată cu latura (e), realizată din oţel pentru care se cunoşte 

rezistenţa admisibilă a materialului, σa = 150 N/mm2.  Pentru efectuarea calculului de dimensionare, se 

ia în considerare secţiunea maxim solicitată, adică secţiunea transversală în care momentul de încovoiere 

are valoarea maximă, deoarece grinda trebuie dimensionată, astfel încât condiţia de rezistenţă să fie 

îndeplinită.  

 

În urma analizei diagramei de variaţie a momentelor, rezultă că secţiunea maxim solicitată este în dreptul 

punctului 4, în care momentul maxim are valoarea: |Mi_max| = |M4| = 6,87 kN∙m. Ştiind forma 

geometrică a secţiunii transversale, pentru aceasta se scriu două expresii ale ariilor secţiunii, astfel: 
 

 

Wznec =
|Mi_max|

σa
  

x2

V2x

x

y

l

a

b

q M

V2

H1

V1

1

2

3 4

q a

+

-

T

[kN]

+
-

Mi

[kN m]

- - -

T1 = 1,79 
T3 = 5,29 T3-4 = 5,29 T2 = 5,29 

V1  
V2  

-
-

+
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M 

x
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 Wznec =
𝑒𝑛𝑒𝑐
3

6
  

 Din egalarea relaţiilor pentru Wznec, se obţine formula de calcul a laturii necesare (enec) a secţiunii 

tranversale:     

 

𝑒𝑛𝑒𝑐
3

6
=
|Mi_max|

σa
⇒ 𝑒𝑛𝑒𝑐 = √

6 ∙ |Mi_max|

σa

3

 

 

 

𝑒𝑛𝑒𝑐 = √
6 ∙ 6,87 ∙ 103 ∙ 103

150

3

⇒ 𝑒𝑛𝑒𝑐 = 65,01 mm 

 

 

Valoarea necesară a laturii secţiunii transversale se rotunjeşte către valoarea superioară şi se obţine 

valoarea efectivă a laturii:  

 

𝑒𝑛𝑒𝑐 = 65,01 mm ⇒ 𝑒𝑒𝑓 = 66 mm  

 

Cu valoarea efectivă (aef ) se calculează următoarele elemente geometrice ale secţiunii transversale: 

 

Aef = 𝑒
2 ⇒ Aef = 66

2 ⇒ Aef = 4356 mm
2 

 

 

Wz_ef =
𝑒3

6
⇒Wz_ef =

663

6
⇒Wz_ef = 47,91 ∙ 10

3 mm3 

 

 

Iz_ef =
𝑒4

12
⇒ Iz_ef =

664

12
⇒ Iz_ef = 158,12 ∙ 10

4 mm4 
 

 

(d) Reprezentarea grafică a diagramelor de variație a tensiunilor normale efective  

în secțiunea maxim solicitată 

 

Pentru calculul tensiunii normale în secţiunea maxim solicitată (σmax) se utilizează formula lui Navier: 
 

σef =
Mi_max
Iz_ef

∙ 𝑦𝑚𝑎𝑥 ≤ σa 
 

unde: 𝑦𝑚𝑎𝑥 = ±
𝑒𝑒𝑓

2
 mm 

 

 

Se obţine:  

 
 

σef = −
6,87 ∙ 103 ∙ 103

158,12 ∙ 104
∙ (±33) 

𝑦𝑚𝑎𝑥 = ±33 mm 

 

 

 

⇒ pentru 𝑦
𝑚𝑎𝑥

= +33 mm ⇒ σef_1 = −
6,87 ∙ 103 ∙ 103

158,12 ∙ 104
∙ (+33) 

 

e

e
z

y
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                                                          σef_1 = −143,48
N

mm2
≤ σa 

 

⇒ pentru 𝑦
𝑚𝑎𝑥

= −33 mm ⇒ σef_2 = −
6,87 ∙ 103 ∙ 103

158,12 ∙ 104
∙ (−33) 

    σef_2 = +143,48  
N

mm2
≤ σa 

 

 

Pe baza rezultatelor obţinute se construieşte diagrama de variaţie a tensiunilor normale prezentată în 

Figura 5.34.   

 
Fig. 5.34. Diagrama de variaţie a tensiunilor normale (σ) în secţiunea maxim solicitată 

 

Pe baza diagramei se observă că: valoarea maximă a tensiunii normale (σmax) se obţine în fibrele extreme 

ale secţiunii transversale; secţiunea aflată deasupra axei neutre se lungeşte (valoarea tensiunii este 

pozitivă, vectorul tensiune normală iese din secţiune), iar secţiunea aflată sub axa neutră se scurtează 

(valoarea tensiunii normale este negativă, tensiunea intră în secţiune).  
 

 

Aplicaţia 5-6. Pentru grinda încastrată din Figura 5.35 se cunosc F = 10 kN; q = 4 kN/m; a = 0,5 m; l = 

1 m şi  se cere: 

 

(a) Calculul reacţiunilor din reazem 

(b) Calculul eforturilor (T şi Mi) din secţiunile transversale şi trasarea diagramelor de variaţie 

(c) Dimensionarea secţiunii transversale (secţiune circulară) 

(d) Calculul de verificare a secţiunii maxim solicitate 

(e) Calculul momentului încovoietor capabil. 

 

 

Fig. 5.35. Grindă încastrată la un capăt solicitată la încovoiere plană 

 

Rezolvare. (a) Calculul reacţiunilor din reazem 

 

Ca şi în cazul aplicaţiei anterioare, reacţiunile se calculează utilizând ecuaţiile de echilibru date de Statică 

în plan. Şi în acest caz nu există solicitare axială (după axa x) şi atunci reacţiunea orizontală (H1) este 

66 mm

66

mm

z

y

+ ymax

- ymax

+-

σ [N/mm2]
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nulă. Reacţiunea verticală se obţine luând în calcul doar forţele ce acţionează vertical (au orientarea axei 

y), iar momentul concentrat (M1) se obţine scriind o ecuaţie de moment în raport cu încastrarea (punctul 

1). Ecuaţia de verificare în acest caz va fi o ecuaţie de moment scrisă în raport cu capătul liber (punctul 

3).  
 

 
Fig. 5.36. Introducerea reacţiunilor în reazeme 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0  

∑Fy = 0 ⇒ −V1 − q ∙ 𝑎 + F = 0 ⇒ V1 = −q ∙ 𝑎 + F 
 

V1 = −4 ∙ 0,5 + 10 ⇒ V1 = 8 kN  

∑M1 = 0 ⇒ M1 − q ∙ 𝑎 ∙
a

2
+ F ∙ 𝑙 = 0 ⇒  M1 = q ∙ 𝑎 ∙

𝑎

2
− F ∙ 𝑙   

 M1 = 4 ∙ 0,5 ∙
0,5

2
− 10 ∙ 1 ⇒ M1 = −9,5  kN ∙ m 

 

Verificare:    

∑M3 = 0 ⇒  M1 + V1 ∙ 𝑙 + q ∙ 𝑎 ∙ (𝑙 −
𝑎

2
) = 0 

 

−9,5 + 8 ∙ 1 + 4 ∙ 0,5 ∙ (1 −
0,5

2
) = 0 

 

                                0 = 0 se verifică; reacţiunile s-au calculat corect.  

 

 

(b) Calculul eforturilor (T şi Mi) din secţiunea transversală. 

    Construcţia diagramelor de variaţie ale eforturilor 
 

Pentru calculul eforturilor (forţa tăietoare T şi momentul încovoietor M1) se aplică metoda secţiunii pe 

fiecare interval şi se ţine cont de convenţia de semne pentru eforturi. Expresiile eforturilor pe fiecare 

interval sunt date în Tabelul 5.12. 

 
Fig. 5.37. Calculul eforturilor pe fiecare interval 

 
Tabel 5.12. Calculul eforturilor pe fiecare interval 

Intervalul 1 – 2: x ϵ [0; a); x ϵ [0; 0,5) T1−2 = V1 + q ∙ 𝑥 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ T1 = V1 ⇒ T1 =  8 kN 

▪pentru 𝑥 = a ⇒ T2 = V1 + q ∙ 𝑎 

x = 0,5 ⇒ T2 = 8 + 10 ∙ 0,5 

x

y

l

1

2
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3
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                     T2 = 10 kN 
 
 

M1−2 = V1 ∙ 𝑥 + q ∙ 𝑥 ∙
𝑥

2
+M1 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ M1 = M1 = −9,5 kN ∙ m 

▪pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑎 − q ∙ 𝑎 ∙
𝑎

2
+ M1 

𝑥 = 0,5 ⇒ M2 = 8 ∙ 0,5 + 4 ∙ 0,5 ∙
0,5

2
− 9,5 

                     M2 = −5 kN ∙ m 

Intervalul 2 – 3: x ϵ [a; l)  

                          x ϵ [0,5; 1) 

 

T2−3 = V1 + q ∙ 𝑎 

T2−3 = 8 + 4 ∙ 0,5 ⇒ T2−3 = 10 kN 

 

M2−3 = V1 ∙ 𝑥 + q ∙ 𝑎 (𝑥 −
𝑎

2
) + M1 

▪pentru 𝑥 = 𝑎 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑎 + q ∙ 𝑎 (𝑎 −
𝑎

2
) +M1 

𝑥 = 0,5 ⇒ M2 = 8 ∙ 0,5 + 4 ∙ 0,5 (0,5 −
0,5

2
) − 9,5 

                     M2 = −5 kN ∙ m 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ M3 = V1 ∙ 𝑙 + q ∙ 𝑎 (𝑙 −
𝑎

2
) + M1 

𝑥 = 1 ⇒ M3 = 8 ∙ 1 + 4 ∙ 0,5 ∙ (1 −
0,5

2
) − 9,5 

                 M3 = 0 kN ∙ m 
 

Pe baza rezultatelor se trasează diagramele de variaţie ale eforturilor, prezentată în Figura 5.38. 
 

 
Fig.5.38.  Construcţia diagramelor de variaţie ale eforturilor 

 

(c) Dimensionarea secţiunii transversale 

 

Grinda se consideră a fi o bară cu secţiunea circulară cu diametrul (d), realizată din oţel pentru care se 

cunoaşte rezistenţa admisibilă a materialului, σa = 160 N/mm2. Pentru efectuarea calculului de 

dimensionare, se ia în considerare secţiunea maxim solicitată pentru care momentul de încovoiere are 

valoarea maximă, deoarece condiţia de rezistenţă trebuie să fie îndeplinită.  

În urma analizei diagramei de variaţie a momentelor de încovoiere, rezultă că secţiunea maxim solicitată 

este în încastrare (punctul 1), în care momentul maxim are valoarea: |Mi_max| = |M1| = 9,5 kN∙m. 
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Ştiind forma geometrică a secţiunii transversale, pentru aceasta se scriu două expresii ale modulelor de 

rezistenţă, astfel: 
 

 

Wznec =
|Mi_max|

σa
  

Wznec =
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

3

32
  

  

Se egalează cele două relaţii (Wznec) şi se obţine formula de calcul a diametrului necesar: 

 

π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐
3

32
=
|Mi_max|

σa
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = √

32 ∙ |Mi_max|

π ∙ σa

3

 

 

 

După efectuarea calculelor se obţine valoarea necesară, respectiv efectivă a diametrului: 

𝑑𝑛𝑒𝑐 = √
32 ∙ 9,5 ∙ 103 ∙ 103

π ∙ 160

3

⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = 84,56 mm 

 

𝑑𝑛𝑒𝑐 = 84,56  mm ⇒ 𝑑𝑒𝑓 = 85 mm  
 

Cu valoarea efectivă  (def)  se calculează elementele geometrice ale secţiunii transversale: 
 

 

Aef =
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

2

4
⇒ Aef =

π ∙ 852

32
⇒ Aef = 5674,50 mm

2 
 

Wz_ef =
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

3

32
⇒ Wz_ef =

π ∙ 853

32
= 60,29 ∙ 103 mm3 

 

Iz_ef =
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

4

64
⇒ Iz_ef =

π ∙ 854

64
⇒ Iz_ef = 256,23 ∙ 10

4 mm4 
 

 

(d) Calculul de verificare a secţiunii maxim solicitate 

 

Pentru calculul de verificare se utilizează formula lui Navier scrisă sub forma: 

 

σef =
Mimax
Wz_ef

≤ σa 
 

 

După efectuarea calculelor se obţine: 

                                             σef = −
9,5∙103∙103

60,29∙103
⇒ σef = −157,56 N mm2⁄   

 

 

Rezultă că tensiunea normală calculată (efectivă) este mai mică decât cea admisibilă, ceea ce înseamnă 

că se respectă condiţia de verificare, respectiv dimensionarea s-a efectuat corect iar grinda rezistă la 

solicitările date. 

  

(e) Calculul momentului încovoietor capabil  

 

Pentru calculul momentului încovoietor capabil (Mi_cap) se utilizează relaţia generală: 
 

Mi_cap = Wz_ef ∙ σa  

d

y

z
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Înlocuind datele în expresia momentului capabil (Mi_cap) se obţine: 
 

Mi_cap = 60,29 ∙ 10
3
∙ 160 ⇒ Mi_cap = 9,65 ∙ 10

6  kN ∙ m  

 

 

Aplicaţia 5-7. Se dă grinda încărcată şi solicitată ca în Figura 5.39, pentru care se cunosc: q = 8 kN/m;  

l = 1 m; a = 0,5 m; σa = 150 N/mm2. Se cere: 
 

(a) Calculul reacţiunilor din reazeme 

(b) Calculul eforturilor (T şi Mi) şi trasarea diagramelor de variaţie  

(c) Dimensionarea grinzii pentru o secţiune dreptunghiulară cu H = 3·B 

(d) Variaţia tensiunilor normale (σ) şi tangenţiale (τ) pe secţiunea transversală. 
 

 
Fig. 5.39. Grindă solicitată la încovoiere plană 

 

Rezolvare. (a) Calculul reacţiunilor din reazeme 

 

Pentru calculul reacţiunilor din cele două reazeme se introduc reacţiunile în reazeme astfel: rezemul 

mobil din punctul 1 anulează translaţiile după cele două axe (y şi z) şi se introduc ca şi necunoscute două 

reacţiuni verticale (forţe) (H1 şi V1) pe direcţiile axelor (y) şi (x), iar reazemul simplu (punctul 2) 

anulează doar translaţia verticală şi atunci se introduce doar reacţiunea verticală (V2). 

Pentru calculul celor trei reacţiuni se apelează la ecuaţiile de echilibru uzuale. Pentru calculul reacţiunii 

verticale se scriu ecuaţii de momente în raport cu punctele 1 şi 2, reacţiunea orizontală (H1) este nulă 

pentru că nu există solicitare după axa (x). La final, verificarea valorilor se face utilizând ecuaţia de 

proiecţii pe verticală ∑Fy = 0. 
 

 
Fig. 5.40. Introducerea reacţiunilor în reazeme 

 

 

∑Fx = 0 ⇒ H1 = 0 
 

∑M1 = 0 ⇒ q ∙ (𝑙 + 𝑎)
(𝑙 + 𝑎)

2
− V2 ∙ 𝑙 = 0 

 

V2 =
1

𝑙
∙
q ∙ (𝑙 + 𝑎)2

2
 

 

V2 =
1

1
∙
8 ∙ 1,52

2
⇒ V2 = 9 kN 

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − q ∙ 𝑙 ∙
𝑙

2
+ q ∙ 𝑎 ∙

𝑎

2
= 0 

 

V1 =
1

𝑙
(q ∙

𝑙2

2
− q ∙

𝑎2

2
) 

 

V1 =
1

1
(8 ∙

12

2
− 8 ∙

0,52

2
) ⇒ V1 = 3  kN 

 

x

y

q
1

3

l

2

a
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Verificare:  

∑F𝑦 = 0 ⇒ V1 + V2 − q ∙ (𝑙 + 𝑎) = 0 
 

3 + 9 − 8 ∙ (1 + 0,5) = 0 ⇒ 0 = 0 ⇒ reacţiunile s − au calculat corect.  

 

(b) Calculul eforturilor (T şi Mi) şi trasarea diagramelor de variaţie 

 

Pentru calculul eforturilor în secţiunea transversală a grinzii (forţa tăietoare T şi momentul de încovoiere 

Mi) se aplică metoda secţiunii pe fiecare interval. La acest calcul se ţine cont de convenţia de semne 

pentru eforturi (Figura 5.41), iar expresiile eforturilor pe fiecare interval sunt date în Tabelul 5.13. 

 

 
Fig. 5.41. Calculul eforturilor pe fiecare interval cu metoda secţiunii 

 

Tabel 5.13. Calculul eforturilor pe fiecare interval 

Intervalul 1-2: 𝑥 ∈ [0; 𝑙) → 𝑥 ∈ [0; 1) T1−2 = V1 − q ∙ 𝑥 

 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ T1 = V1 = 3 kN 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ T2 = V1 − q ∙ 𝑙 
                           T2 = 3 − 8 = −5 kN 

Observaţie: (1) Forţa tăietoate T1-2 îşi schimbă 

semnul, respectiv există un punct critic în care: T1-2 

=  şi M1-2 este maxim (sau minim). Este necesar să 

se calculeaze abscisa (x0) aferentă punctului critic. 

T1−2 = 0 ⇒ V1 − q ∙ 𝑥0 = 0                           

x0 =
V1
q
⇒ 𝑥0 =

3

8
⇒ 𝑥0 = 0,375 m 

M1−2 = V1 ∙ 𝑥 − q ∙
𝑥2

2
 

▪pentru x = 0 ⇒ M1 = 0 kN ∙ m 

▪pentru x = 𝑙 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑙 − q ∙
𝑙2

2
 

M2 = 3 ∙ 1 − 8 ∙
12

2
⇒ M2 = −1 kN ∙ m 

▪pentru 𝑥 = 𝑥0 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑥0 − q ∙
𝑥0
2

2
 

M1−2max = 3 ∙ 0.375 − 8 ∙
0.3752

2
 

 M1−2_max = 0,562 kN ∙ m 

Observaţie: (1) M1-2_max > M2 pentru că, pe axa 

numerelor naturale, valoarea M1-2_max este mai 

aproape de origine (sau de valoarea 0 a axei).  

Intervalul 2-3: 𝑥 ∈ [𝑙; 𝑙 + 𝑎) → 𝑥 ∈ [1; 1,5) T2−3 = V1 − q ∙ 𝑥 + V2 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ T2 = V1 − q ∙ 𝑙 + V2 
T2 = 3 − 8 ∙ 1 + 9 ⇒ T2 = 4 kN 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 + 𝑎 

T3 = V1 − q ∙ (𝑙 + 𝑎) + V2 

x
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T3 = 3 − 8 ∙ 1,5 + 9 ⇒ T2 = 0 kN 

M2−3 = V1 ∙ 𝑥 − q ∙
𝑥2

2
+ V2 ∙ (𝑥 − 𝑙) 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ M2 = V1 ∙ 𝑙 − q ∙
𝑙2

2
 

M2 = 3 ∙ 1 − 4 ∙
12

2
⇒ M2 = −1 kN ∙ m 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 + 𝑎 

M3 = V1 ∙ (𝑙 + 𝑎) − q ∙
(𝑙 + 𝑎)2

2
+ V2 ∙ 𝑎 

M3 = 3 ∙ 1,5 − 8 ∙
1,52

2
+ 9 ∙ 0,5 

M3 = 0 kN ∙ m 

 

Cu valorile obţinute, se trasează diagramele de variaţie ale eforturilor (T) şi (Mi). Dacă efortul este definit 

de o ecuaţie de gradul întâi, atunci diagrama prezintă o variaţie liniară, iar dacă este definit de o ecuaţie 

de gradul 2, atunci variaţia va fi după o parabolă. Dacă efortul este constant, atunci nu prezintă variaţie 

pe intervalul respectiv (este constant). 

 

 
Fig. 5.42. Diagramele de variaţie ale eforturilor (T şi Mi) 

 

Pe baza diagramelor de variaţie ale eforturilor, se identifică secţiunea maxim solicitată. Astfel, s-au 

obţinut: |Tmax| = T2 = 5 kN (în punctul 2), |Mimax| = M2 = 1 kN∙m, rezultă că secţiunea maxim 

solicitată este secţiunea transversală din dreptul punctului 2. 

  

(c) Dimensionarea secţiunii transversale 

 

Grinda are secţiunea transversală dreptunghiulară (BxH), realizată din oţel pentru care se cunoşte 

rezistenţa admisibilă a materialului, σa = 150 N/mm2.  Pentru efectuarea calculului de dimensionare, se 

ia în considerare secţiunea maxim solicitată pentru care momentul de încovoiere are valoarea maximă, 

deoarece condiţia de rezistenţă trebuie să fie îndeplinită.  

 

În urma analizei diagramei de variaţie a momentelor de încovoiere, rezultă că secţiunea maxim solicitată 

este în punctul 2, în care momentul maxim are valoarea: |Mi_max| = |M2| = 1  kN∙m. 

x

y

q

V2

H1

V1

1

l

q l

2

q  x-l)

x

x

y

q

V2

H1

V1

1
3

l

+

-
T

+
-

x

T1=3
T1-2 =0

T2=5

Mi +
-

M1-2_max=0,562

q l

2

a

q l

T2=4

V1

V2

+

-

M2=1

[kN]

[kN m]

x

x0 = 0,375 

+



138 | 1 8 0  
 

Ştiind forma geometrică a secţiunii transversale, pentru aceasta se scrie două expresii ale ariilor secţiunii, 

astfel: 
 

 

Wz =
|Mi_max|

σa
 

 

Wz =
𝐵 ∙ 𝐻2

6
⇒ pentru secţiunea dreptunghiulară 

 

Wz =
𝐵 ∙ (3𝐵)2

6
⇒
9 ∙ 𝐵3

6
 

 

Se egalează cele două expresii şi se obţine:  

9 ∙ 𝐵𝑛𝑒𝑐
3

6
=
|Mi_max|
σa

⇒ 𝐵𝑛𝑒𝑐 = √
6 ∙ |Mi_max| ∙ 10

3 ∙ 103

9 ∙ σa

3

 
 

 

 

După efectuarea calculelor, rezultă lăţimea necesară a secţiunii transversale, iar apoi valoarea efectivă a 

lăţimii secţiunii:  

 

𝐵𝑛𝑒𝑐 = √
6 ∙ 1 ∙ 103 ∙ 103

9 ∙ 150

3

⇒ 𝐵𝑛𝑒𝑐 = 16,44 mm ⇒ 𝐵𝑒𝑓 = 17 mm 

 

𝐻𝑒𝑓 = 3 ∙ 𝐵𝑒𝑓 = 51 mm  

 

(d) Variaţia tensiunilor normale (σ) şi tangenţiale (τ) 

 

Tensiunea normală (σ) se calculează utilizând formula lui Navier scrisă sub forma: 
 

σef =
Mi_max
Iz_ef

∙ (±𝑦𝑚𝑎𝑥),       𝑦𝑚𝑎𝑥 = ±
𝐻𝑒𝑓

2
 𝑚𝑚      

 

  

Pentru calculul tensiunii normale, este necesar să se calculeze momentul de inerţie după aza (z) a 

secţiunii transversale astfel: 

 

Izef =
17 ∙ 513

12
⇒ Izef = 0,187922 ∙ 10

6  mm4 
 

 

După efectuarea calculelor se obţine:  

 

𝑦𝑚𝑎𝑥 = ±
51

2
⇒ 𝑦𝑚𝑎𝑥 = ±25,5 mm 

 

σef =
(−1) ∙ 103 ∙ 103

0,187922 ∙ 106
∙ (±22,5) ⇒ σef = (−5,32135) ∙ (±22,5) 

 

▪pentru 𝑦𝑚𝑎𝑥 = +22,5 mm ⇒ σef_1 = −5,32135 ∙ 22,5 = −135,7 N/mm
2  

      ▪pentru 𝑦𝑚𝑖𝑛 = −22,5 mm ⇒ σef_2 = −5,32135 ∙ (−22,5) = +135,7 N/mm
2  

 

Tensiunea tangenţială maximă (τmax) se calculează utilizând formula generală pentru secţiunea 

dreptunghiulară: 
 

τmax =
3

2
∙
Tmax
Aef

 
 

τmax =
3

2
∙ (−

5 ∙ 103

17 ∙ 51
) ⇒ τmax = −8,65 N/mm

2 
 

B

H = 3B

y

z
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Fig. 5.43. Diagramele de variaţie ale tensiunilor normale (σ) şi tangenţiale (τ) 

 

În Figura 5.43 se prezintă diagramele de variaţie ale tensiunilor normale (σ) şi tangenţiale (τ) calculate 

pentru secţiunea maxim solicitată. Se observă că, tensiunile normale variază liniar şi sunt maxime în 

fibrele extreme ale secţiunii transversale şi nule în axa neutră, iar cele tangenţiale sunt maxime în axa 

neutră a secţiunii şi nule în fibrele extreme. Tensiunile tangenţiale variază după o parabolă. De asemenea, 

comparând tensiunile din punct de vedere numeric, rezultă că tensiunea tangenţială este mult mai mică 

decât cea normală. 

 

 

5.5. Deformaţiile grinzilor solicitate la încovoiere  

 

Datorită tensiunilor normale care iau naştere în secţiunea transversală a unei grinzi solicitate la 

încovoiere plană, grinda se deformează curbându-se, deformarea producându-se în planul solicitărilor 

exterioare (planul vertical xOy). În majoritatea cazurilor, grinzile solicitate la încovoiere trebuie să 

satisfacă, suplimentar condiţiei de rezistenţă şi condiţia de rigiditate, respectiv grinzile trebuie 

dimensionate astfel încât deformaţiile maxime să nu depăşească anumite limite impuse de condiţiile de 

exploatare. În acest context, studiul deformaţiilor este important pentru analiza tensiunilor și a 

comportamentului materialului supus solicitărilor externe.  

 

În calculul deformaţiilor produse la încovoiere plană se admit următoarele ipoteze simplificatoare: 
 

▪ Secțiunile transversale rămân plane după deformare, ceea ce face ca deplasările acestora să nu fie 

afectate semnificativ de forțele tăietoare (valabilă ipoteza lui Bernoulli). Se neglijează efectul forțelor 

de forfecare, deoarece acestea au o influență redusă asupra deformării.  

▪ Deformațiile se produc în domeniul elastic iar materialul din care este confecţionată grinda se comportă 

conform legii lui Hooke. Deformaţiile sunt direct proporționale cu forțele aplicate iar materialul revine 

la forma inițială odată ce solicitările sunt eliminate, atâta timp cât nu se depășește limita elasticității. 

▪ Contracțiile transversale nu sunt luate în considerare, deoarece efectele acestora sunt neglijabile în 

comparație cu deformaţiile (alungirile) longitudinale, iar ipoteza lui Bernoulli presupune că dimensiunile 

secțiunilor transversale nu suferă modificări semnificative. 
 

În aceste condiții, în cazul solicitărilor de încovoiere plană, secțiunile transversale ale grinzilor sunt 

rigide, având deplasări transversale în planul de încovoiere (care corespunde planului forțelor sau 

planului vertical) și rotiri față de axele de încovoiere (axa momentului de încovoiere, axa z). 
 

Definiţie: Forma pe care o ia axa neutră a unei grinzi după solicitarea acesteia la încovoiere plană, 

poartă numele de fibră medie deformată (sau, prescurtat, f.m.d.) [2]. 
 

Axa neutră a unei grinzi reprezintă linia imaginară care, pentru secţiunile simetrice faţă de axele (y) şi 

(z), trece prin centrul de greutate al secțiunii transversale, separând zonele aflate în compresiune de 

zonele aflate în tracțiune în timpul încovoierei. Axa neutră este importantă în analiza tensiunilor și 

deformaţiilor şi se presupune că rămâne neschimbată în lungime pe parcursul deformării. Astfel, 

+-

σ [N/mm2]B=17 mm

H=51 mm

y

z

+ymax

-ymax

σef_2=137,5 

σ=  axa 

neutră  

τ=  
+ -

τ [N/mm2] 

τ=  

τmax = 8,65

1 σef_1=137,5 

+

-

2
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materialul aflat deasupra axei neutre este fie comprimat, fie suspus întinderii, în funcţie de semnul 

momentului încovoietor din secţiunea transversală respectivă.  

 

 

 . .1. Ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate 

 

La studiul deformaţiilor grinzilor plane este suficient să se cunoască ecuaţia fibrei medii deformate 

(prescurtat f.m.d.), deplasările altor puncte rezultând din ipoteza secţiunilor plane şi normale pe axa 

grinzii. Ecuaţia fibrei medii deformate se deduce ţinând cont de modul de rezemare şi  de încărcare al 

grinzii. 
 

 
Fig. 5.44. Studiul deformaţiilor unei grinzi solicitată la încovoiere 

 

În figură s-au notat: F1  ÷ F3 – sistem de forţe care solicită grinda la încovoiere, [N] 

 l – lungimea grinzii, [mm] 

 x – distanţa de la reazemul 1 până la o secţiune oarecare, [mm] 
 ρ – raza de curbură a f.m.d. 
 v – săgeată sau deplasarea verticală, [mm]  
 φ – rotirea, [°]. 

 

 

Se consideră grinda dreaptă simplu rezemată la capete, supusă acţiunii unui sistem de forţe (F1÷F3) pe 

axa sa longitudinală, conform Figurii 5.44. Pentru definirea stării de deformaţii la solicitarea de 

încovoiere, este valabilă ipoteza lui Bernoulli şi se neglijează deplasările axiale ale punctelor aflate pe 

fibra medie deformată. 

 

Starea de deformaţie din dreptul unei secţiuni transversale oarecare, situată la distanţa (x), este 

caracterizată de următoarele mărimi geometrice: 
 

- Deplasarea normală pe axa grinzii (pe direcţia Oy), numită săgeată, care rezultă direct din ecuaţia 

fibrei medii deformate ca fiind ordonata (v) corespunzătoare unei abscise (x): 

𝑣 = f(𝑥) (5.48) 

 

- Unghiul tangentei la f.m.d., faţă de axa nedeformată (x), denumit rotire (φ), care se obţine prin 

derivarea ecuaţiei fibrei medii deformate: 

φ ≅ tgφ =
d𝑣

d𝑥
 (5.49) 

- Curbura (1/𝜌)  a f.m.d. este definită prin relaţia 
1

𝜌
=

𝑑2𝑣 𝑑𝑥2⁄

[1+(𝑑𝑣 𝑑𝑥⁄ )2]3 2⁄
. Având în vedere relaţia (5.49), 

pentru unghiuri mici de deformare termenul (𝑑𝑣 𝑑𝑥⁄ )2 este neglijabil în raport cu unitatea. În 

consecinţă, curbura (1/𝜌) poate fi aproximată prin relaţia următoare: 

1

𝜌
≅
d2𝑣

d𝑥2
=
dφ

d𝑥
 (5.50) 

Pe de altă parte, în conformitate cu relaţia (5.24), curbura f.m.d. a unei grinzi este:  

x

y

F3

1 2

l

F1 F2

v
φ 

ρ 

Fibra medie

deformatã 

x

Fibra medie

nedeformatã 
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1

𝜌
=
Mz
E · Iz

 (5.51) 

 

unde produsul (E·Iz) care exprimă produsul dintre caracteristica elastică a materialului (modulul de 

elasticitate longitudinală, E) şi caracteristica geometrică a secţiunii transversale (momentul de inerţie 

axial, Iz) poartă denumirea de modul de rigiditate la încovoiere a grinzii. 
 

Observaţie: (1) Grinda este cu atât mai rigidă la încovoiere cu cât modulul de rigiditate (E·Iz) are 

o valoare mai mare. 

 

Prin egalarea relaţiilor (5.50) şi (5.51) rezultă ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate:  

    

d2𝑣

d𝑥2
=
Mz
E ∙ Iz

 (5.52) 

 

Având în vedere faptul că, în rezolvarea aplicaţiilor de încovoiere plană, sistemul de coordonate se alege 

de regulă cu axa (y) orientată în jos, ecuaţia fibrei medii deformate  (5.52) se rescrie sub forma: 

 

d2𝑣

d𝑥2
= −

Mz
EIz

 (5.53) 

 

Asadar, relaţia scrisă în forma (5.53) reprezintă ecuaţia diferenţală a fibrei medii deformate, care 

exprimă ecuaţia axei deformate a grinzii plane. În Tabelul 5.14 sunt prezentate ambele forme ale ecuaţiei 

f.m.d., în funcţie de modul de alegere al sistemului de coordonate.  

 
Tabelul 5.14. Semnul momentului încovoietor din ecuaţia f.m.d. în funcţie de direcţia pozitivă a axei verticale 

Axa Oy pozitivă cu orientarea în jos Axa Oy pozitivă cu orientarea în sus 

  

Pentru:    M > 0 Pentru:    M < 0 Pentru:    M < 0 Pentru:    M > 0 

1

ρ
< 0;      

d2𝑣

d𝑥2
< 0 

1

ρ
> 0;      

d2𝑣

d𝑥2
> 0 

1

ρ
< 0;      

d2𝑣

d𝑥2
< 0 

1

ρ
> 0;      

d2𝑣

d𝑥2
> 0 

d2𝑣

d𝑥2
= −

M(x)

E ∙ Iz
 

d2𝑣

d𝑥2
=
M(x)

E ∙ Iz
 

 

Observaţie: (1) Semnul plus sau minus al membrului din dreapta al ecuaţiei ( .52) depinde atât de 

orientarea sistemului de axe xOy la care se raportează grinda, cât şi de semnul 

momentului încovoietor în secţiunea (x), M(x): 

▪ când axa Oy este orientată în jos, membrul drept a ecuaţiei ( .52) va fi luat cu minus, 

rezultând că semnul momentului încovoietor este opus celui ce dă curbura grinzii.  

▪ când axa Oy este orientată în sus, iar semnul momentului încovoietor coincide cu cel 

al curburii, membrul drept al ecuaţiei ( .52) va fi luat cu plus. 
 

 

Studiul deformaţiei grinzilor solicitate presupune integrarea ecuaţiei diferenţiale de forma (5.53), 

obţinându-se după prima integrare tangenta la f.m.d. sau unghiul de rotire al secţiunii (φ), iar după a 

doua integrare, săgeata sau deplasarea verticală (v). 

ρ 

ρ 
1/ρ < 0 

Mi > 0

1/ρ > 0 

Mi < 0 x

+y

-y

O

ρ 

ρ 
1/ρ > 0 

Mi > 0

1/ρ < 0 

Mi < 0 x

- y

+y

O
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În literatura de specialitate [2,13,15,18,19÷23] sunt prezentate, într-o manieră detaliată, numeroase 

metode analitice, grafice sau grafo-analitice privind calculul deformaţiilor (rotirea şi săgeata/deplasare 

verticală) şi care au la bază ecuaţia diferenţială a f.m.d., dintre care se amintesc: metoda generală de 

integrare directă; metoda identificării constantelor de integrare sau metoda Clebsch, metoda suprapunerii 

efectelor pentru calculul deformaţiilor (metode analitice); metoda Mohr, metoda grinzilor conjugate 

(metode grafo-analitice); metoda cu distanţa polară variabilă, respectiv unică (metode grafice) etc. 

 

În cazul determinării stării de deformaţii a grinzilor static determinate solicitate la încovoiere plană de 

mai multe sarcini exterioare care acţionează simultan, metodele enumerate anterior sunt destul de dificil 

de aplicat. Aceste metode se utilizează doar pentru cazuri simple de încărcare, respectiv în cazul grinzilor 

ce prezintă un număr redus de intervale.  

 

În continuare se prezintă câteva dintre metodele uzuale de calcul al deformaţiilor (deplasări şi rotiri) în 

cazul grinzilor solicitate la încovoiere.  

 

 

 . .2. Studiul deformaţiilor grinzilor utilizând metode de integrare a f.m.d.  

 

 

 . .2.1. Metoda de integrare directă 

 

Etape în aplicarea metodei: 

 

a) Se alege originea sistemului de axe (xOy) 

b) Se calculează reacţiunile din reazeme şi se scrie expresia momentului încovoietor pentru fiecare 

interval al grinzii 

c) Se integrează succesiv ecuaţia diferenţială a f.m.d. obţinându-se expresiile rotirii şi săgeţii: 

 

▪ Rotirea 
φ =

d𝑣

d𝑥
= −∫

M(𝑥)

E ∙ Iz
∙ d𝑥 + C (5.54) 

▪ Săgeata 
𝑣 = −∫ [∫

M(𝑥)

E ∙ Iz
∙ d𝑥] + C ∙ 𝑥 + D (5.55) 

 

d) Se determină constantele de integrare (C şi D) din condiţii la limită (pe reazem) şi de continuitate a 

f.m.d.: 

     ▪ în rezemul simplu şi în articulaţii, săgeata verticală este nulă (v = 0) 

     ▪ în încastrare, rotirea şi săgeata verticală sunt nule (φ = 0; v = 0) 

     ▪ în punctul comun dintre două intervale succesive (punct de hotar), săgeţile verticale şi rotirile au 

aceleaşi valori pe ambele intervale. 
 

Observaţie: (1) Constantele de integrare C şi D nu sunt mărimi adimensionale. Având în vedere că 

se calculează prin intermediul unor ecuaţii în care intervin sarcini exterioare (forţe, 

momente, sarcini uniform distribuite) şi lungimi (abscise x), aceste constante de 

integrare vor avea următoarele unităţi de măsură: C [kN∙m2] şi D [kN∙m3]. 

 

Dezavantajul acestei metode constă în faptul că, pentru fiecare interval al grinzii se obţine un sistem de 

de două ecuaţii (o ecuaţie pentru rotire şi o ecuaţie pentru săgeată) cu două constante de integrare (C, 

D). Astfel, pentru o grindă cu (n) intervale se introduc un număr de (2·n) constante de integrare, care se 

determină impunând condiţii la limită, astfel că pentru grinzi cu încărcare mecanică complexă, modelul 

matematic de calcul devine dificil de rezolvat. 
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În continuare, se exemplifică calculul deformaţiilor maxime, săgeata maximă (vmax) şi rotirea maximă 

(φmax), pentru câteva cazuri de grinzi solicitate la încovoiere plană, cunoscându-se sarcinile exterioare, 

lungimile grinzilor şi rigiditatea (E·Iz). 

 

 

(a)  Grindă încastrată la un capăt şi solicitată de o forţă concentrată în capătul liber 

 

Se consideră grinda încastrată în capătul din stânga (în punctul 1) care este solicitată la încovoiere plană 

de forţa concentrată (F) aplicată pe capătul liber (punctul 2), Figura 5.45. Pentru această grindă se doreşte 

determinarea rotirii şi a săgeţii maxime în capătul liber (vmax; φmax). Pentru rezolvarea aplicaţiei, se 

cunoaşte lungimea grinzii (l), forţa aplicată (F), momentul de inerţie axial al secţiunii transversale (Iz) şi 

modulul de elasticitate longitudinală al materialului (E). 
 

 
Fig. 5.45. Grindă încastrată 

 

Se calculează reacţiunile (V1) şi (M1) din încastrare aplicând ecuaţiile de echilibru: 

∑Fy = 0 ⇒ V1 − F = 0 ⇒ V1 = F (5.56) 

∑M1 = 0 ⇒ M1 + F ∙ 𝑙 = 0 ⇒M1 = −F ∙ 𝑙 (5.57) 

 

Se scrie expresia momentului încovoietor (M(x)) în secţiunea (x): 

M(𝑥) = V1 ∙ 𝑥 + M1 (5.58) 

   M(𝑥) = F ∙ 𝑥 − F ∙ 𝑙     (5.59) 
 

Ecuaţia diferenţială a f.m.d.în formă generală este: 

d2𝑣

d𝑥2
= −

Mz
E ∙ Iz

⇒ EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= −M(𝑥) (5.60) 

în care rigiditatea la încovoiere (EIz) este constantă.  

 

În relaţia (5.60) se înlocuieşte expresia momentului M(x) scrisă sub forma (5.59) şi se obţine ecuaţia 

diferenţială a f.m.d. pentru grinda studiată: 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= F ∙ 𝑙 − F ∙ 𝑥 (5.61) 

 

Se integrează succesiv expresia (5.61) şi se obţine ecuaţia rotirii şi a săgeţii pentru grinda studiată: 
 

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
= F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 −

F ∙ 𝑥2

2
+ C (5.62) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥2

2
−
F ∙ 𝑥3

6
+ C ∙ 𝑥 + D (5.63) 

  

Pentru calculul constantelor de integrare C şi D, se scriu condiţiile pentru încastrare: 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒
d𝑣

d𝑥
= 0 

(𝑒𝑐.  5.62)
→       C = 0 (5.64) 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ 𝑣 = 0     
(𝑒𝑐.  5.63)
→       D = 0      (5.65) 

F

x

l

x

y

vmax

φmax 

1 2

2'
V1

M1
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Expresiile constantelor de integrare se introduc în relaţiile generale ale rotirii şi săgeţii (5.62; 5.63). Se 

obţine: 

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
= F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 −

F ∙ 𝑥2

2
 (5.66) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥2

2
−
F ∙ 𝑥3

6
 (5.67) 

 

Valorile maxime ale rotirii şi săgeţii au loc la capătul liber a grinzii, pentru x = l: 
 

▪ Rotirea maximă  

(din expresia 5.66): φmax =
F ∙ 𝑙2

2 ∙ EIz
 (5.68) 

▪ Săgeata 

(din expresia 5.67): 𝑣max =
F ∙ 𝑙3

3 ∙ EIz
 (5.69) 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda dată se cunosc următoarele mărimi: F = 5 kN; l = 1 m; Iz = 85,75·104 mm4; 

E = 2·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori în formulele (5.151) şi (5.152) s-au determinat rotirea şi săgeata 

maximă pe capătul liber al grinzii, iar rezultatele sunt prezentate în Tabelul 5.15. 
 

Tabelul 5.15. Rezultate teoretice pentru grinda solicitată de forţa (F)  

Modul de rezemare şi de încărcare a grinzii Rezulate teoretice 

 

Reacţiuni  V1 = 5 kN;    

 M1 = −5 kN · m 

Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 

M(𝑥) = 5 ∙ 𝑥 − 5 

Ecuaţia f.m.d. 
EIz ∙

d2𝑣

d𝑥2
= 5 − 5 ∙ 𝑥 

Rotirea 

maximă 
(expresia 5.68) 

 

φmax =
5 ∙ 103 + (1 ∙ 103)2

2 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 85,75 ∙ 104
 

φmax = 0,0145 rad 

φmax = 0,83° 

Săgeata 

maximă 
(expresia 5.69) 

𝑣max =
5 ∙ 103 + (1 ∙ 103)3

3 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 85,75 ∙ 104
 

𝑣max = 9,71 mm 
 

 
 

(b) Grindă simplu rezemată şi solicitată de o sarcină uniform distribuită 
 

Fie o grinda simplu rezemată (punctele 1 şi 2), solicitată la încovoiere plană de o sarcină uniform 

distribuită (q) care acţionează pe toată lungimea grinzii (l), Figura 5.46. Pentru această grindă se doreşte 

determinarea rotirii la capetele grinzii (φ1, φ2) şi a săgeţii maxime (vmax) care se produce la jumătatea 

deschiderii grinzii (la distanţa l/2). Pentru rezolvarea aplicaţiei, se cunosc: lungimea grinzii (l), sarcina 

uniform distribuită (q), momentul de inerţie axial al secţiunii transversale (Iz) şi modulul de elasticitate 

longitudinală al materialului (E). 

 
Fig. 5.46. Grindă simplu rezemată 

F 

x

l 

x

y

vmax = 9,71 mm

φmax =0,83°   

1 2

2'
V1 = 5

 kN

M1 = - 5 

kN·m

x

y

V2
V1

1
2

l

x

l/2

vmax

φ2max φ1max 

q
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Se calculează reacţiunile din cele două reazeme simple: 

∑M1 = 0 ⇒ q ∙
𝑙2

2
− V2 ∙ 𝑙 = 0 ⇒ V2 =

q ∙ 𝑙

2
 (5.70) 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 − q ∙
𝑙2

2
= 0 ⇒ V1 =

q ∙ 𝑙

2
 (5.71) 

 

Se scrie expresia momentului încovoietor (M(x)) în secţiunea (x): 

M(𝑥) = V1 ∙ 𝑥 − q ∙
𝑥2

2
;  (5.72) 

M(𝑥) =
q ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥 − q ∙

𝑥2

2
 (5.73) 

 

Ecuaţia diferenţială a f.m.d.în formă generală este: 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= −M(𝑥) (5.74) 

Modulul de rigiditate la încovoiere (EIz) este constant.  

 

Expresia momentului încovoietor (5.73) se înlocuieşte în expresia (5.74) şi se obţine ecuaţia diferenţială 

a f.m.d. pentru grinda studiată: 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= q ∙

𝑥2

2
−
q ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥 (5.75) 

 

Se integrează succesiv expresia (5.75) şi se obţine ecuaţia rotirii şi a săgeţii pentru grinda studiată: 

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
q ∙ 𝑥3

6
−
q ∙ 𝑙

2
∙
𝑥2

2
+ C (5.76) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

q ∙ 𝑥4

24
−
q ∙ 𝑙

2
∙
𝑥3

6
+ C ∙ 𝑥 + D (5.77) 

Pentru calculul constantelor de integrare C şi D, se scriu condiţiile pe reazeme: 

 

▪ pentru 𝑥 = 0 ⇒ 𝑣 = 0 
(𝑒𝑐.  5.77)
→       D = 0 (5.78) 

▪ pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ 𝑣 = 0     
(𝑒𝑐.  5.77)
→       

q ∙ 𝑙4

24
−
q ∙ 𝑙

2
∙
𝑙3

6
+ C ∙ 𝑙 = 0 (5.79) 

iar după efectuarea calculelor se obţine expresia constantei de integrare C: 

 

C =
q ∙ 𝑙3

24
 (5.80) 

 

Constantele de integrare (C, D) se introduc în relaţiile generale ale rotirii şi săgeţii (5.76, 5.77). Se obţine: 

 

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
q ∙ 𝑥3

6
−
q ∙ 𝑙

2
∙
𝑥2

2
+
q ∙ 𝑙3

24
 (5.81) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

q ∙ 𝑥4

24
−
q ∙ 𝑙

2
∙
𝑥3

6
+
q ∙ 𝑙3

24
∙ 𝑥  (5.82) 

 

Valorea maximă a săgeţii este la mijlocul grinzii, pentru x = l/2 , iar a rotirilor sunt în reazeme, pentru x 

= 0. Se înlocuiesc distanţele pentru care se doreşte determinarea deformaţiilor maxime în expresiile 

(5.81) şi (5.82) şi se obţine: 
 

pentru x = 0: 

▪ Rotirea  

(din expresia 5.81): φ1max = −φ2max =
q ∙ 𝑙3

24 ∙ EIz
 (5.83) 

 

pentru x = l/2: 



146 | 1 8 0  
 

▪ Săgeata  

(din expresia 5.82): 𝑣max =
5 ∙ q ∙ 𝑙4

384 ∙ EIz
 (5.84) 

 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda simplu rezemată se cunosc următoarele mărimi: q = 4 kN/m; l = 1 m;    

Iz = 10,66·104 mm4; E = 2·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori în relaţiile (5.166) şi (5.167) s-au 

determinat rotirea maximă în punctele 1 şi 2, respectiv săgeata maximă la mijlocul grinzii. Rezultatele 

sunt prezentate în Tabelul 5.16. 
 

Tabelul 5.16. Rezultate teoretice pentru grinsa simplu rezemată solicitată de sarcina (q) 

Modul de rezemare şi de încărcare a grinzii Rezulate  

 

Reacţiuni V1 = V2 = 4 kN 

Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 

M(𝑥) = 2 ∙ 𝑥 − 2 ∙ 𝑥2 

Ecuaţia f.m.d. 
EIz ∙

d2𝑣

d𝑥2
= 2 ∙ 𝑥2 − 2 ∙ 𝑥 

Rotirea 

maximă 

(expresia 5.83) 

 

φ1max = − φ2max

=
4 ∙ (1 ∙ 103)3

24 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 10,66 ∙ 104
 

φ1max = − φ2max = 0,00781 rad 

φ1max = − φ2max = 0,44° 
Săgeata 

maximă 

(expresia 5.84) 

 

𝑣max =
5 ∙ 4 ∙ (1 ∙ 103)4

384 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 10,66 ∙ 104
 

𝑣max = 4,87 mm 
 

 

 

(c)  Grindă încastrată la un capăt şi solicitată de o sarcină uniform distribuită  

      şi de o  forţă concentrată aplicată pe capătul liber 

 

Fie grinda încastrată în capătul din stânga (punctul 1), solicitată la încovoiere plană de forţa concentrată 

(F) aplicată pe capătul liber (punctul 2), respectiv de sarcina uniform distribuită (q) care acţionează pe 

toată lungimea (l) a grinzii (Figura 5.47). Pentru rezolvarea aplicaţiei, se cunoasc: lungimea grinzii (l), 

forţa aplicată (F), sarcina uniform distribuită (q), momentul de inerţie axial al secţiunii transversale (Iz) 

şi modulul de elasticitate longitudinală al materialului (E). Se cere determinarea rotirii şi a săgeţii 

maxime (vmax; φmax) pe capătul liber. 

 

 
Fig. 5.47. Grindă încastrată 

 

Se calculează reacţiunile din încastrare aplicând ecuaţiile de echilibru: 

∑Fy = 0 ⇒ V1 − q ∙ 𝑙 − F = 0 ⇒ V1 = q ∙ 𝑙 + F (5.85) 

∑M1 = 0 ⇒ M1 +
q ∙ 𝑙2

2
+ F ∙ 𝑙 = 0 ⇒M1 = −

q ∙ 𝑙2

2
− F ∙ 𝑙 (5.86) 

 

x

y

V2 = 4 

kN
V1 = 4 

kN

1
2

l

x

l/2

vmax = 4,87 

mm

φ1max =0,44° 

q

φ2max  

x

l

x

y

vmax

φmax 

1
2

2'
V1

M1
q
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Se scrie expresia momentului încovoietor (M(x)) în secţiunea (x): 

M(𝑥) = V1 ∙ 𝑥 + M1 −
q ∙ 𝑙2

2
 

 

(5.87) 

M(𝑥) = q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 + F ∙ 𝑥 −
q ∙ 𝑙2

2
− F ∙ 𝑙 −

q ∙ 𝑥2

2
 (5.88) 

 

Ecuaţia diferenţială a f.m.d.în formă generală este: 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= −M(𝑥) (5.89) 

unde modulul de rigiditate la încovoiere (EIz) este constant.  

 

 Expresia momentului încovoietor (5.88) se înlocuieşte în ecuaţia diferenţială a f.m.d. şi se obţine ecuaţia 

diferenţială a f.m.d. pentru grinda studiată: 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
=
q ∙ 𝑥2

2
− q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 − F ∙ 𝑥 +

q ∙ 𝑙2

2
+ F ∙ 𝑙 (5.90) 

 

Se integrează succesiv expresia (5.90) şi se obţin: 
 

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
q ∙ 𝑥3

6
−
q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥2

2
−
F ∙ 𝑥2

2
+
q ∙ 𝑙2 ∙ 𝑥

2
+ F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 + C (5.91) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

q ∙ 𝑥4

24
−
q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥3

6
−
F ∙ 𝑥3

6
+
q ∙ 𝑙2 ∙ 𝑥2

4
+
F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥2

2
+ C ∙ 𝑥 + D (5.92) 

 

 Pentru calculul constantelor de integrare C şi D, se scriu condiţiile la limită (în încastrare): 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 0 

(𝑒𝑐.  5.91)
→       C = 0 (5.93) 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ 𝑣 = 0     
(𝑒𝑐.  5.92)
→       D = 0      (5.94) 

 

Expresiile constantelor de integrare se introduc în relaţiile generale ale rotirii şi săgeţii. Se obţine: 
 

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
q ∙ 𝑥3

6
−
q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥2

2
−
F ∙ 𝑥2

2
+
q ∙ 𝑙2 ∙ 𝑥

2
+ F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 (5.95) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

q ∙ 𝑥4

24
−
q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥3

6
−
F ∙ 𝑥3

6
+
q ∙ 𝑙2 ∙ 𝑥2

4
+
F ∙ 𝑙 ∙ 𝑥2

2
 (5.96) 

 

Valorile maxime ale rotirii şi săgeţii au loc la capătul liber al grinzii, pentru x = l. Se obţin: 
 

▪ Rotirea  

(din expresia 5.95): 
d𝑣

d𝑥
= φmax =

1

EIz
∙ (
q ∙ 𝑙3

6
−
q ∙ 𝑙3

2
−
F ∙ 𝑙2

2
+
q ∙ 𝑙3

2
+ F ∙ 𝑙2) (5.97) 

 
φmax =

q ∙ 𝑙3 + 3 ∙ F ∙ 𝑙2

6 ∙ EIz
 (5.98) 

▪ Săgeata 

(din expresia 5.96): 𝑣max =
1

EIz
∙ (
q ∙ 𝑙4

24
−
q ∙ 𝑙4

6
−
F ∙ 𝑙3

6
+
q ∙ 𝑙4

4
+
F ∙ 𝑙3

2
) (5.99) 

 
𝑣max =

3 ∙ q ∙ 𝑙4 + 8 ∙ F ∙ 𝑙3

24 ∙ EIz
 (5.100) 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda încastrată se cunosc următoarele mărimi: q = 6 kN/m; F = 14 kN; l = 1 

m; Iz = 328·104 mm4; E = 2·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori în formulele (5.181) şi (5.183) s-au 

determinat rotirea şi săgeata maximă la capătul liber al grinzii, iar rezultatele sunt prezentate în Tabelul 

5.17. 
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Tabelul 5.17. Rezultate teoretice pentru grinda încastrată solicitată de forţa (F) şi sarcina (q) 

Modul de rezemare şi de încărcare a grinzii Rezulate  

 

Reacţiuni V1 = 20 kN 

M1 = −16 kN ∙ m 

Momentul 

încovoietor 

în secţiunea 

(x) 

M(𝑥) = 20 ∙ 𝑥 − 3 ∙ 𝑥2 − 17 

Ecuaţia 

f.m.d. EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= 3 ∙ 𝑥2 − 20 ∙ 𝑥 + 17 

Rotirea 

maximă 

(expresia 

5.98) 

 

φmax =
6 ∙ (1 ∙ 103)3 + 3 ∙ 14 ∙ 103 ∙ (1 ∙ 103)2

6 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 328 ∙ 104
 

φmax = 0,0121 rad 

φ1max = 0,69° 

Săgeata 

maximă 

(expresia 

5.100) 

𝑣max =
3 ∙ 6 ∙ (1 ∙ 103)4 + 8 ∙ 14 ∙ 103 ∙ (1 ∙ 103)3

24 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 328 ∙ 104
 

𝑣max = 8,25 mm 

 

În Tabelul 5.18 s-au centralizat câteva cazuri sugestive de grinzi supuse unor încărcări simple pentru 

care s-au evidenţiat formulele de calcul a rotirii şi săgeţii (sau deplasarea) maxime. 

 
 Tabelul 5.18. Formule de calcul a deformaţiilor pentru grinzi simplu solicitate la încovoiere plană (extras din [2]) 

Modul de rezemare şi de încărcare a grinzii Ecuaţii necesare 

 

Reacţiuni  V1 = F;    M1 = −F ∙ 𝑙; 
Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 

M(𝑥) = F ∙ 𝑥 − F ∙ 𝑙 

Ecuaţia f.m.d. 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= F ∙ 𝑙 − F ∙ 𝑥 

Rotirea maximă 

(pentru x = l) φmax =
F ∙ 𝑙2

2 ∙ EIz
 

Săgeata 

maximă 

(pentru x = l) 

vmax =
F ∙ 𝑙3

3 ∙ EIz
 

 

Reacţiuni 
V1 = V2 =

F

2
 

Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 
M(𝑥) =

F

2
∙ 𝑥 

Ecuaţia f.m.d. 
EIz ∙

d2𝑣

d𝑥2
=
F ∙ 𝑙3

16
(
𝑥

𝑙
−
4 ∙ 𝑥3

3 ∙ 𝑙3
) 

Rotirea maximă 

(pentru x = 0) φ1max = − φ2max =
F ∙ 𝑙2

16 ∙ EIz
 

Săgeata 

maximă 

(pentru x = l/2) 
𝑣max =

F ∙ 𝑙3

48 ∙ EIz
 

 

Reacţiuni V1 = q ∙ 𝑙;    M1 = −
q∙𝑙

2
; 

Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 
M(𝑥) = q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 − q ∙

𝑥2

2
− q ∙

𝑙2

2
 

Ecuaţia f.m.d. 
EIz ∙

d2𝑣

d𝑥2
= q ∙

𝑥2

2
− q ∙ 𝑙 ∙ 𝑥 +

q ∙ 𝑙2

2
 

F

x

l

x

y

vmax = 1,73 

mm

1
2

2'
V1 = 20 

kN

M1 = -16 

kN·m

q

φmax= 14,05°

F

x

l

x

y

vmax

φmax 

1 2

2'
V1

M1

x

y

V2
V1

1

2

l

x

l/2

vmax

φ2 φ1 

F

3

3'
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Rotirea maximă 

(pentru x = l) φmax =
q ∙ 𝑙3

6 ∙ EIz
 

Săgeata 

maximă 

(pentru x = l) 
𝑣max =

q ∙ 𝑙4

8 ∙ EIz
 

 

Reacţiuni 
V1 = V2 =

q ∙ 𝑙

2
 

Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 
M(𝑥) =

q ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥 − q ∙

𝑥2

2
 

Ecuaţia f.m.d. 
EIz ∙

d2𝑣

d𝑥2
= q ∙

𝑥2

2
−
q ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥 

Rotirea maximă 

(pentru x = l/2) φ1max = − φ2max =
q ∙ l3

24 ∙ EIz
 

Săgeata 

maximă 

(pentru x = 0) 
𝑣max =

5 ∙ q ∙ 𝑙4

384 ∙ EIz
 

 

Reacţiuni V1 = 0;    M1 = −Mi 
Momentul 

încovoietor în 

secţiunea (x) 

M(𝑥) = Mi 

Ecuaţia f.m.d. 
Iz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= Mi 

Rotirea maximă 

(pentru x = l) φmax =
M ∙ 𝑙

EIz
 

Săgeata 

maximă 

(pentru x = l) 
𝑣max =

M ∙ 𝑙2

2 ∙ EIz
 

 

 

 . .2.2. Metoda identificării constantelor arbitrare (sau metoda Clebsch) 

 

Avantajul metodei constă în faptul că numărul constantelor de integrare se reduce la 2, indiferent de 

numărul intervalelor existente pe grindă. Aplicarea metodei necesită respectarea cu stricteţe a 

următoarelor reguli: 
 

(a) Abscisele secţiunilor se măsoară de la aceeaşi origine, de regulă capătul din stânga al grinzii 
 

(b) Expresia momentului încovoietor dintr-un interval oarecare trebuie să conţină toţi termenii din 

expresia momentului încovoietoar din intervalul anterior 
 

(c) Un moment concentrat (Mo) se introduce în expresia momentului încovoietor sub forma  Mo ∙ (x – 

li)
o 

 

(d) La integrarea ecuaţiei diferenţiale a fibrei medii deformate, parantezele de forma (x – li)
n nu se desfac, 

ci se integrează ca şi o nouă variabilă. 

 

 

 

 

 

x

l

x

y

vmax

φmax 

1
2
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q

x

y
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1
2

l

x
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Aplicaţii rezolvate 

 

 

Aplicaţia 5-8. Pentru grinda simplu rezemată cu lungimea (l) şi solicitată la încovoiere plană de forţa 

concentrată (F) aplicată în punctul 3, respectiv de sarcina uniform distribuită (q) care acţionează pe 

lungimea totală a grinzii (Figura 5.48). Utilizând metoda Clebsch, se propune să se calculeze 

deformaţiile: rotirile maxime (φ1max, φ2max) care se produc pe capetele grinzii şi, respectiv, săgeata 

maximă (vmax) care se produce la mijlocul deschiderii grinzii. 

 

 

 
Fig. 5.48. Grindă solicitată la încovoiere plană 

 

 

Rezolvare. Pentru aplicarea acestei metode, este necesar să se calculeze  reacţiunile din reazeme utilizând 

ecuaţiile de echilibru statice: 

 

∑M1 = 0 ⇒
F ∙ 𝑙

2
+
q ∙ 𝑙2

2
− V2 ∙ 𝑙 = 0 

 

V2 =
F

2
+
q ∙ 𝑙

2
 

 

∑M2 = 0 ⇒ V1 ∙ 𝑙 −
F ∙ 𝑙

2
−
q ∙ 𝑙2

2
= 0 

 

V1 = V2 =
F

2
+
q ∙ 𝑙

2
 

 

 

Conform regulilor metodei Clesch, pe fiecare interval se scriu expresiile momentelor de încovoiere M(x), 

parcurgând grinda de la stânga la dreapta, păstrându-se astfel aceaşi origine a secţionării grinzii (punctul 

1), Figura 5.48. Se obţine: 

M(𝑥)1−3 = V1 ∙ 𝑥 −
q ∙ 𝑥2

2
 (A5.8-1) 

M(𝑥)3−2 = V1 ∙ 𝑥 −
q ∙ 𝑥2

2
− F (𝑥 −

𝑙

2
) (A5.8-2) 

 

Ecuaţia diferenţială a f.m.d. în formă generală este: 

 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= −M(𝑥) 

 

unde modulul de rigiditate la încovoiere (EIz) este constant. 

 

 

Expresiile momentelor (A5.8-1) şi (A5.8-2) se introduc în ecuaţia diferenţială generală a f.m.d. şi se 

obţin ecuaţiile diferenţiale a fibrei medii deformate pentru grinda dată: 

 

x

y

1
2

l

l/2

vmax 

φ1max  

q

φ2max  

F

3'

3

V1 V2

x
x
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EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
=
q ∙ 𝑥2

2
− V1 ∙ 𝑥 (A5.8-3) 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
=
q ∙ 𝑥2

2
− V1 ∙ 𝑥 + F (𝑥 −

𝑙

2
) (A5.8-4) 

 

Se integrează succesiv ecuaţiile diferenţiale (A5.8-3) şi (A5.8-4) şi se obţin expresiile rotirii şi săgeţii 

pentru intervalale 1 – 3 şi 3 – 2, astfel: 
 

Pentru intervalul 1 – 3: 
 

 

▪ Expresia rotirii: 
           EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
q ∙ 𝑥3

6
− V1 ∙

𝑥2

2
+ C1 (A5.8-5) 

▪ Expresia săgeţii: 
           EIz ∙ 𝑣 =

q ∙ 𝑥4

24
− V1 ∙

𝑥3

6
+ C1 ∙ 𝑥 + D1 (A5.8-6) 

 

Pentru intervalul 3 – 2:  

▪ Expresia rotirii: 

          EIz ∙
d𝑣

d𝑥
=
q ∙ 𝑥3

6
− V1 ∙

𝑥2

2
+
F ∙ (𝑥 −

𝑙
2)
2

2
+ C2 

(A5.8-7) 

▪ Expresia săgeţii: 

          EIz ∙ 𝑣 =
q ∙ 𝑥4

24
− V1 ∙

𝑥3

6
+
F ∙ (𝑥 −

𝑙
2)
3

6
+ C2 ∙ 𝑥 + D2 

(A5.8-8) 

 

Pentru determinarea constantelor de integrare C1, C2, D1, D2 se impune condiţia de continuitate şi 

netezime a fibrei medii deformate, astfel: 

 

(a) În punctul de hotar dintre două intervale succesive, rotirile sunt egale: 

▪ pentru x = l/2: 
(
d𝑣

d𝑥
)
1−3

= (
d𝑣

d𝑥
)
3−2

 
 

Se egalează expresiile (A5.8-5) şi (A5.8-7). Se obţine: 

q ∙ 𝑥3

6
− V1 ∙

𝑥2

2
+ C1 =

q ∙ 𝑥3

6
− V1 ∙

𝑥2

2
+
F ∙ (𝑥 −

𝑙
2)
2

2
+ C2 

(A5.8-9) 

 

Prin egalarea celor două expresii se obţine: 

C1 = C2 = C  

 

(b) În punctul de hotar dintre două intervale succesive, săgeţiile sunt egale: 

▪ pentru x = l/2: (𝑣)1−3 = (𝑣)3−2  

 

Se egalează expresiile (A5.8-6) şi (A5.8-8). Se obţine: 

 

q ∙ 𝑥4

24
− V1 ∙

𝑥3

6
+ C1 ∙ 𝑥 + D1 =

q ∙ 𝑥4

24
− V1 ∙

𝑥3

6
+
F ∙ (𝑥 −

𝑙
2)
3

6
+ C2 ∙ 𝑥 + D2 

 

 

Prin egalarea celor două expresii se obţine: 

D1 = D2 = D  
 

Astfel, prin aplicarea aceastei metode, cele patru constante de integrare C1, C2, D1, D2  se reduc la doar 

două constante de integrare, C şi D. Pentru determinarea acestora se impun condiţiile la limită, respectiv 

următoarele condiţii pe reazeme:  
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(c) Pentru x = 0 rezultă că deplasarea verticală din punctul 1 este nulă (este adevărat pentru că reazemul 

fix nu permite deplasarea pe direcţie verticală, după axa y): 

 

▪pentru 𝑥 = 0 ⇒ 𝑣 = 0     
(𝑒𝑥𝑝.  A5.8−6)
→          D = 0       

 

(d) Pentru x = l rezultă că deplasarea verticală din punctul 2 este nulă (este adevărat pentru că reazemul 

mobil nu permite deplasarea pe direcţie verticală, după axa y): 

▪pentru 𝑥 = 𝑙 ⇒ 𝑣 = 0     
(𝑒𝑥𝑝.  A5.8−8)
→          se obţine:       

q ∙ 𝑙4

24
− V1 ∙

𝑙3

6
+
F ∙ (

𝑙
2)
3

6
+ C ∙ 𝑙 = 0 

 

C =
1

𝑙
∙ (V1 ∙

𝑙3

6
−
q ∙ 𝑙4

24
−
F ∙ (

𝑙
2)
3

6
) (A5.8-10) 

 

În expresia (A5.8-10) se înlocuieşte expresia reacţiunii verticale (V1). După efectuarea calculelor se 

obţine relaţia de calcul pentru constanta de integrare C sub forma: 

C =
F ∙ 𝑙2

16
+
q ∙ 𝑙3

24
 

 

 

Odată cunoscute constantele de integrare, C şi D, se pot determina deformaţiile maxime pentru grinda 

dată. Valoarea maximă a rotirilor este în cele două reazeme simple (punctele 1 şi 2) pentru x = 0, iar 

valorea maximă a săgeţii este la mijlocul grinzii, pentru x = l/2 (punctul 3). Se obţine: 
 

▪ pentru x = 0: 

▪ Rotirea  

(din ecuaţia A5.8-6): φ1max = −φ2max =
1

EIz
(
q ∙ 𝑥3

6
−
V1 ∙ 𝑥

2

2
+ C) 

 

 

 
φ1max = −φ2max =

1

EIz
(
F ∙ 𝑙2

16
+
q ∙ 𝑙3

24
) (A5.8-11) 

 

▪ pentru x = l/2: 

▪ Săgeata  

(din ecuaţia A5.8-7): 𝑣max =
1

EIz
(
q ∙ 𝑥4

24
−
V1 ∙ 𝑥

3

6
+ C ∙ 𝑥) 

 

 

 
𝑣max =

1

EIz
(
5 ∙ q ∙ 𝑙4

384
+
F ∙ 𝑙3

48
) (A5.8-12) 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda simplu rezemată din Figura 5.48 se cunosc următoarele mărimi: q = 6 

kN/m; F = 14 kN; l = 1 m; Iz = 15,63·104 mm4; E = 2·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori în relaţiile 

deduse anterior, s-au determinat rotirea şi săgeata maximă iar rezultatele sunt prezentate în Tabelul 5.19. 
 

Tabelul 5.19. Rezultatele teoretice obţinute pentru grinda reală 

Rotirea maximă 

 
φ1max = − φ2max =

1

2 ∙ 105 ∙ 15,63 ∙ 104
(
14 ∙ 103 ∙ (103)2

16
+
6 ∙ (103)3

24
) 

 

φ1max = − φ2max = 0,0359 rad 

φ1max = − φ2max = 2,06° 
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Săgeata maximă 

 
𝑣max =

1

2 ∙ 105 ∙ 15,63 ∙ 104
(
5 ∙ 6 ∙ (103)4

384
+
14 ∙ 103 ∙ (103)3

48
) 

 

𝑣max = 11,81 mm 
 

 

 

Aplicaţia 5-9. Pentru grinda simplu rezemată şi solicitată la încovoiere plană ca în Figura 5.49 se cere 

să se calculeze rotirea şi săgeata în capătul liber (punctul 3) utilizând metoda Clebsch.  

 

 
Fig. 5.49. Grindă solicitată la încovoiere plană 

 

Rezolvare. Ca şi în exemplul anterior, este necesar să se calculeze reacţiunile din reazeme utilizând 

ecuaţiile de echilibru static: 

∑M1 = 0 ⇒ M−
F ∙ 𝑙

2
+ q ∙

𝑙

2
∙
𝑙

4
− V2 ∙ 𝑙 = 0 

 

V2 =
1

𝑙
(M −

F ∙ 𝑙

2
+
q ∙ 𝑙2

8
) 

 

∑M2 = 0 ⇒ M− F(
𝑙

2
+ 𝑙) + V1 ∙ 𝑙 − q ∙

𝑙

2
(𝑙 −

𝑙

2
) = 0 

 

V1 =
1

𝑙
[F (

𝑙

2
+ 𝑙) − M + q ∙

𝑙

2
(𝑙 −

𝑙

4
)] 

 

 

 
Fig. 5.50. Grindă solicitată la încovoiere plană – Momentele de încovoiere în secţiuni 

 

Se scriu expresiile momentelor de încovoiere M(x), pentru fiecare interval, parcurgând grinda de la 

stânga la dreapta, păstrând-se astfel aceeaşi origine a secţionării grinzii (punctul 3). Se ţine cont de 

regulile impuse de metodă şi se obţine: 

 

M(𝑥)3−1 = −F ∙ 𝑥 +M ∙ 𝑥
0 (A5.9-1) 

M(𝑥)1−4 = −F ∙ 𝑥 + M ∙ 𝑥
0 + V1(𝑥 − 𝑙 2⁄ ) − q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )2

2
 (A5.9-2) 

M(𝑥)4−2 = −F ∙ 𝑥 + M ∙ 𝑥
0 + V1(𝑥 − 𝑙 2⁄ ) − q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )2

2
+ q ∙

(𝑥 − 𝑙)2

2
 (A5.9-3) 
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Observaţie: (1) Una din regulile metodei mentionează că, expresia momentului de încovoiere de pe 

intervalul curent trebuie să conţină expresia momentului de încovoiere de pe intervalul 

anterior. Astfel, ca expresia momentului pe intervalul 1-4 să se regăsească în expresia 

momentului pe intervalul 4-2, sarcina (q) se prelungeşte până în secţiune, apoi se scade 

cantitatea adăugată, fiind reprezentată cu linii întrerupte în Figura  .  , respectiv, este 

ultimul termen din expresia A5.9-3, tinându-se cont de convenţia de semn pentru 

momentul încovoietor.  
 

Ecuaţia diferenţială a f.m.d. în formă generală este: 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= −M(𝑥) 

 

unde, rigiditatea la încovoiere (EIz) este constantă.  
 

Expresiile momentelor (A5.9-1÷A5.9-3) se introduc în ecuaţia diferenţială a f.m.d. şi se obţin ecuaţiile 

diferenţiale ale fibrei medii deformate pentru grinda dată: 
 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= F ∙ 𝑥 − M ∙ 𝑥0 (A5.9-4) 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= F ∙ 𝑥 − M ∙ 𝑥0 − V1 ∙ (𝑥 − 𝑙 2⁄ ) + q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )2

2
 (A5.9-5) 

EIz ∙
d2𝑣

d𝑥2
= F ∙ 𝑥 − M ∙ 𝑥0 − V1(𝑥 − 𝑙 2⁄ ) + q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )2

2
− q ∙

(𝑥 − 𝑙)2

2
 (A5.9-6) 

 

Se integrează succesiv ecuaţiile diferenţiale (A5.9-4÷A5.9-6) şi se obţin expresiile rotirii şi săgeţii 

corespunzătoare celor trei intervale, astfel: 
 

Pentru intervalul 3 – 1:  

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
F ∙ 𝑥2

2
−M ∙ 𝑥 + C (A5.9-7) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

F ∙ 𝑥3

6
− M ∙

𝑥2

2
+ C ∙ 𝑥 + D (A5.9-8) 

 

Pentru intervalul 1 – 4:  

▪ Expresia 

 rotirii: EIz ∙
d𝑣

d𝑥
=
F ∙ 𝑥2

2
−M ∙ 𝑥 − V1 ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )2

2
+ q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )3

6
+ C (A5.9-9) 

▪ Expresia 

 săgeţii: EIz ∙ 𝑣 =
F ∙ 𝑥3

6
− M ∙

𝑥2

2
− V1 ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )3

6
+ q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )4

24
+ C ∙ 𝑥 + D (A5.9-10) 

 

Pentru intervalul 4 – 2:  

▪ Expresia rotirii: 
EIz ∙

d𝑣

d𝑥
=
F ∙ 𝑥2

2
−M ∙ 𝑥 − V1 ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )2

2
+ q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )3

6
− q ∙

(𝑥 − 𝑙)3

6
+ C (A5.9-11) 

▪ Expresia săgeţii: 
EIz ∙ 𝑣 =

F ∙ 𝑥3

6
− M ∙

𝑥2

2
− V1 ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )3

6
+ q ∙

(𝑥 − 𝑙 2⁄ )4

24
− 

−q ∙
(𝑥 − 𝑙)3

6
+ C ∙ 𝑥 + D 

(A5.9-12) 

 

Observaţie: (1) Ştiind că vor rămâne doar două constante de intergrare indiferent de numărul 

intervalelor, în expresiile (5.223÷5.228) constantele de integrare s-au înlocuit direct cu 

notaţiile C şi D. 
 

Pentru determinarea constantelor de integrare (C, D) se impun condiţii la limită, adică condiţii pentru 

reazeme:  
 

(a) Pentru x = 0,5·l  rezultă că deplasarea verticală din punctul 1 este nulă:  
 

▪pentru 𝑥 = 0,5 · 𝑙 ⇒ 𝑣 = 0     
(exp.  A5.9−8)
→                 
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F ∙ (0,5 ∙ 𝑙)3

6
−
M ∙ (0,5 ∙ 𝑙)2

2
+ 0,5𝑙 ∙ C + D = 0 

 

0,5𝑙 ∙ C + D =
M ∙ (0,5 ∙ 𝑙)2

2
−
F ∙ (0,5 ∙ 𝑙)3

6
 (A5.9-13) 

 

(b) Pentru x = 1,5·l rezultă că deplasarea verticală din punctul 2 este nulă:  
 

▪pentru 𝑥 = 1,5 ∙ 𝑙 ⇒ 𝑣 = 0     
(exp.  A5.9−12)
→                 

 

 

F ∙ (1,5 ∙ 𝑙)3

6
−
M ∙ (1,5 ∙ 𝑙)2

2
−
V1 ∙ (1,5 ∙ 𝑙 − 0,5 ∙ 𝑙)

3

6
+
q ∙ (1,5 ∙ 𝑙 − 0,5 ∙ 𝑙)4

24
−
q ∙ (1,5 ∙ 𝑙 − 𝑙)4

24
+ 1,5𝑙 ∙ C + D = 0 

 

1,5𝑙 ∙ C + D =
M ∙ (1,5 ∙ 𝑙)2

2
+
F ∙ (1,5 ∙ 𝑙)3

6
+
V1 ∙ (1,5 ∙ 𝑙 − 0,5 ∙ 𝑙)

3

6
−
q ∙ (1,5 ∙ 𝑙 − 0,5 ∙ 𝑙)4

24
+
q ∙ (1,5 ∙ 𝑙 − 𝑙)4

24
 (A5.9-14) 

 

Cu expresiile (A5.9-13) şi (A5.9-14) rezultă un sistem cu două ecuaţii de gradul I cu necunoscutele C şi 

D, şi cu ajutorul cărora se pot calcula cele două constante de integrare.  

Odată cunoscute constantele C şi D, se determină rotirea şi săgeata corespunzătoare punctului 3: 
 

▪ pentru x = 0: 

▪ Rotirea  

(din ecuaţia A5.9-7): 
φ3 =

C

EIz
 (A5.9-15) 

 

▪ pentru x = 0: 

▪ Săgeata  

(din ecuaţia A5.9-8): 
𝑣3 =

D

EIz
 (A5.9-16) 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda simplu rezemată din Figura 5.50 se cunosc următoarele mărimi: q = 15 

kN/m; F = 3 kN; M = 7 kN·m; l = 1 m; Iz = 207·104 mm4; E = 2,1·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori 

în formulele (A5.9-13) şi (A5.9-14) se calculează constantele de integrare C şi D, apoi cu expresiile 

(A5.9-15) şi (A5.9-16) deformaţiile din punctul 3. Rezultatele sunt prezentate în Tabelul 5.20. 
 

Tabelul 5.20. Rezultatele teoretice obţinute pentru grinda reală 

Constantele de 

integrare 

(din ecuaţiile A5.9-

13 şi A5.9-14) 

C = 5,31 kN·m2 

D = −1,8425 kN·m3  

Rotirea maximă 

 
φ3 =

5,31 ∙ 103 ∙ (103)2

2,1 ∙ 105 ∙ 207 ∙ 104
 

 

φ3 = 0,01221 rad 

φ3 = 0,699° 
 

Săgeata maximă 

 
𝑣3 = −

1,8425 ∙ 103 ∙ (103)3

2,1 ∙ 105 ∙ 207 ∙ 104
 

𝑣3 = −4,23 mm 
 

 

 . .2.3. Metoda suprapunerii efectelor 

 

Comparativ cu metodele prezentate anterior,  principiul suprapunerii efectelor este o tehnică practică 

care permite determinarea săgeţiilor şi rotirilor într-o manieră mai rapidă şi cu erori de calcul minime. 

Conceptul ce stă la baza principiului suprapunerii efectelor este unul simplu şi anume: deformaţiile într-

un anumit punct al unei grinzi produsă de acţiunea simultană a diferitor sarcini exterioare se obţine 

însumând algebric deformaţiile din acelaşi punct produse de fiecare sarcină exterioară determinate 

separat (expresiile generale 5.101, Figura 5.51) [2]: 
 

δtotal = δ1 + δ2 + δ3 +⋯+ δn 

φtotal = φ1 + φ2 + φ3 +⋯+ φn 
(5.101) 



156 | 1 8 0  
 

 

 
Fig. 5.51. Principiul suprapunerii efectelor pentru calculul deformaţiilor la încovoiere plană 

 

Pentru aplicarea acestei metode trebuie să fie îndeplinite următoarele condiţii:  
 

▪ Să existe o relaţie liniară între sarcinile aplicate şi deformaţiile grinzii  (deplasările/săgeţile şi rotirile), 

adică solicitarea grinzii să fie în domeniul elastic pentru care este valabilă legea lui Hooke (σ = E·ɛ) 

▪ Condiţiile la limită (condiţiile în reazeme) pentru cazurile simple trebuie să fie identice cu cele ale 

problemei reale, complexe. 

 

 

Aplicaţii rezolvate 

 

 

Aplicaţia 5-10. Pentru grinda simplu rezemată cu lungimea (l) şi solicitată la încovoiere plană de forţa 

concentrată (F) aplicată în punctul 3, respectiv de sarcina uniform distribuită (q) ce acţionează pe 

lungimea totală a grinzii (Figura 5.52), se cere să se calculeze deformaţiile maxime (φ1max, φ2max, vmax).  
 

 
Fig. 5.52. Grinda reală 

 

Rezolvare. Conform principiului suprapunerii efectelor, grinda cu încărcare complexă (grinda reală) se 

descompune în două cazuri simple: Solicitarea simplă I în care pe grinda simplu rezemată acţionează 

doar sarcina uniform distribuită (q); Solicitarea simplă II în care pe aceeaşi grindă acţionează doar forţa 

concentrată (F), (Figura 5.52).  

 

Având în vedere Figura 5.53, se observă că pentru fiecare solicitare simplă deformaţiile maxime se obţin 

astfel: rotirile maxime (φ1max, φ2max) pe capetele grinzii, iar săgeata maximă (vmax) este la mijlocul grinzii.   
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Fig. 5.53. Descompunerea solicitării reale în două solicitări (cazuri) simple 

 

Pentru deducerea relaţiilor de calcul a deformaţiilor maxime totale corespunzătoare grinzii reale, se 

consideră expresiile deformaţiilor date în Tabelul 5.18, respectiv se scriu relaţiile de calcul pentru grinda 

şi solicitarea dată: 
 

Tabelul 5.21. Formule de calcul a deformaţiilor maxime pentru solicitările simple 

 Rotirea maximă Săgeata/deplasarea maximă 

Solicitarea simplă I 
φ1max−I = − φ2max−I =

q ∙ 𝑙3

24 ∙ EIz
 𝑣max−I =

5 ∙ q ∙ 𝑙4

384 ∙ EIz
 

Solicitarea simplă II 
φ1max−II = − φ2max−II =

F ∙ 𝑙2

16 ∙ EIz
 𝑣max−II =

F ∙ 𝑙3

48 ∙ EIz
 

 

Având în vedere (5.101), deformaţiile totale în cazul grinzii reale se calculează cu relaţiile generale: 

φ1max = φ1max−I + φ1max−II;     φ2max = φ2max−I + φ2max−II (A5.10-1) 

𝑣max = 𝑣max−I + 𝑣max−II (A5.10-2) 

 

Înlocuind în expresiile (A5.10-1) şi (A5.10-2) relaţiile din Tabelul 5.21 se obţin deformaţiile maxime 

pentru grinda cu încărcarea reală din Figura 5.51: 

 

φ1max = − φ2max =
q ∙ 𝑙3

24 ∙ EIz
+
F ∙ 𝑙2

16 ∙ EIz
 

 

φ
1max

= − φ
2max

=
𝑙2

8 ∙ EIz
(
q ∙ 𝑙

3
+
F

2
) (A5.10-3) 

𝑣max =
5 ∙ q ∙ 𝑙4

384 ∙ EIz
+
F ∙ 𝑙3

48 ∙ EIz
 

 

𝑣max =
𝑙3

48 ∙ EIz
(
5 ∙ q ∙ 𝑙

8
+ F) (A5.10-4) 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda reală din Figura 5.52 se cunosc următoarele mărimi: q = 6 kN/m; F = 14 

kN; l = 1 m; Iz = 15,63·104 mm4; E = 2·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori în formulele (A5.10-3) şi 

(A5.10-4) s-au determinat rotirea şi săgeata maximă ale grinzii, iar rezultatele sunt prezentate în Tabelul 

5.22. 
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Tabelul 5.22. Rezultatele teoretice obţinute pentru grinda reală 

Rotirea maximă 

 
φ1max = − φ2max =

1 ∙ (103)2

8 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 15,63 ∙ 104
(
6 ∙ 1 ∙ 103

3
+
14 ∙ 103

2
) 

 

φ1max = 0,0359 rad 

φ1max = 2,06° 

Săgeata maximă 

 
𝑣max =

1 ∙ (103)3

48 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 15,63 ∙ 104
(
5 ∙ 6 ∙ 1 ∙ 103

8
+ 14 ∙ 103) 

 

𝑣max = 11,82 mm 
 

Observaţie: (1) Relaţiile de calcul ale deformaţiilor pentru acest caz de încărcare şi rezemare au 

fost deduse şi prin Metoda Clebsch. Prin ambele metode analitice se obţin relaţii 

teoretice identice al deformaţiilor maxime. De asemenea, valorile teoretice ale 

deformaţiilor sunt identice.  
 

 

Aplicaţia 5-11. Pentru grinda încastrată cu lungimea (l) şi solicitată la încovoiere plană de forţa 

concentrată (F) aplicată pe capătul liber (punctul 2), respectiv de sarcina uniform distribuită (q) care 

acţionează pe lungimea totală a grinzii (Figura 5.54), se cere să se calculeze deformaţiile maxime (φmax, 

vmax).  

 

 
Fig. 5.54. Grinda reală 

 

Rezolvare. Ca şi în cazul precedent, grinda cu încărcare complexă (grinda reală) se descompune în două 

cazuri simple: Solicitarea simplă I în care pe grindă acţionează doar sarcina uniform distribuită (q); 

Solicitarea simplă II în care pe aceeaşi grindă acţionează doar forţa concentrată (F), (Figura 5.55). Se 

observă că, pentru fiecare solicitare simplă deformaţiile maxime (φmax, vmax) se obţin pe capătul liber al 

grinzii. 

 

Pentru deducerea relaţiilor de calcul al deformaţiilor maxime totale corespunzătoare grinzii reale şi 

având în vedere Tabelul 5.18, se scriu relaţiile de calcul: 

 

 

 
Tabelul 5.23. Formule de calcul a deformaţiilor maxime pentru solicitările simple 

 Rotirea maximă Săgeata/deplasarea maximă 

Solicitarea simplă I 
φmax−I =

q ∙ 𝑙3

6 ∙ EIz
 𝑣max−I =

q ∙ 𝑙4

8 ∙ EIz
 

Solicitarea simplă II 
φmax−II =

F ∙ 𝑙2

2 ∙ EIz
 𝑣max−II =

F ∙ 𝑙3

3 ∙ EIz
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Fig. 5.55. Descompunerea solicitării reale în două solicitări (cazuri) simple 

 

Având în vedere (5.101), deformaţiile totale în cazul grinzii reale se calculează cu relaţiile generale: 

φmax = φmax−I +φmax−II (A5.11-1) 

𝑣max = 𝑣max−I + 𝑣max−II (A5.11-2) 
 

 

Înlocuind în expresiile (A5.11-1) şi (A5.11-2) formulele din Tabelul 5.23, se obţin deformaţiile maxime 

pentru grinda cu încărcarea reala din Figura 5.53: 
 

φmax =
q ∙ 𝑙3

6 ∙ EIz
+
F ∙ 𝑙2

2 ∙ EIz
 

 

φmax = 
𝑙2

2∙EIz
(
q∙𝑙

3
+ F) (A5.11-3) 

𝑣max =
q ∙ 𝑙4

8 ∙ EIz
+
F ∙ 𝑙3

3 ∙ EIz
 

 

𝑣max =
𝑙3

EIz
(
q ∙ 𝑙

8
+
F

3
) (A5.11-4) 

 

Calcul teoretic: Pentru grinda reală din Figura 5.54 se cunosc următoarele mărimi: q = 6 kN/m; F = 14 

kN; l = 1 m; Iz = 328·104 mm4; E = 2·105 N/mm2. Înlocuind aceste valori în relaţiile (A5.11-3) şi (A5.11-

4) s-au determinat rotirea şi săgeata maximă la capătul liber al grinzii, iar rezultatele sunt prezentate în 

Tabelul 5.24. 
 

Tabelul 5.24. Rezultatele teoretice obţinute pentru grinda reală 

Rotirea maximă 

 
φmax =

1 ∙ (103)2

8 ∙ 2 ∙ 105 ∙ 328 ∙ 104
(
6 ∙ 1 ∙ 103

3
+
14 ∙ 103

2
) 

 

φ1max = 0,0129 rad 

φ1max = 0,74° 
 

Săgeata maximă 

 
𝑣max =

1 ∙ (103)3

2 ∙ 105 ∙ 328 ∙ 104
(
6 ∙ 1 ∙ 103

8
+
14 ∙ 103

3
) 

 

𝑣max = 8,28 mm 
 

 

Observaţie: (1) Relaţiile de calcul ale deformaţiilor pentru acest caz de încărcare şi rezemare au 

fost deduse şi prin Metoda de integrare directă. Rezultă că, relaţiile teoretice sunt 

identice, respectiv rezultatele teoretice s-au obţinut aproximativ egale, erorile fiind sub 

1  % (erorile sunt datorită efectuării calculelor). 
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6. TORSIUNEA (RĂSUCIREA) BARELOR CU SECŢIUNEA  

     CIRCULARĂ ŞI INELARĂ 
 

 

6.1. Noţiuni generale 

 
 

Torsiunea barelor cu secțiunea circulară apare atunci când se aplică un moment de torsiune sau un cuplu 

determinând răsucirea barei în jurul axei sale longitudinale. Secțiunea transversală rămâne simetrică faţă 

de axa sa longitudinală, respectiv nu se deformează în timpul torsiunii, păstrându-și forma circulară. În 

secțiunea transversală a unei bare circulare supuse la torsiune pură, momentul de torsiune (Mt) reprezintă 

singurul efort care se produce. Acesta generează tensiuni tangențiale (τ), care sunt maxime la suprafața 

barei și minime la centru și deformări unghiulare, adică bara se rotește în jurul axei sale longitudinale, 

în funcție de momentul aplicat și caracteristicile materialului. 

 

În cazul secțiunilor circulare, vectorul tensiunilor tangențiale (τ) este orientat pe direcția tangențială a 

unui cerc imaginar dispus pe secțiunea exterioară a barei. Distribuția tensiunilor tangenţiale variază de 

la valoarea maximă aflată la suprafața exterioară a secţiunii transversale (este tangentă la conturul 

secțiunii) până la valoarea zero în axa longitudinală (care coincide cu centrul de greutate al secțiunii). 

 

În Figura 6.1a) se prezintă o bară dreaptă cu secțiunea circulară, ȋncastrată la un capăt și ȋncărcată de 

două sisteme de forțe. Fiecare pereche de două forțe care acţionează tangent pe secţiunea transversală a 

barei, formează un cuplu care tinde să răsucească bara ȋn jurul axei sale longitudinale (axa x). Momentele 

de torsiune (Mt1) şi (Mt2) se pot calcula ca produsul dintre forţă şi braţul forţei, adică distanţa de la forţă 

la centrul de greutate al secţiunii transversale: 

 

Mt1 = F1 ∙
𝑑1
2
   

(6.1) 

Mt2 = F2 ∙
𝑑2
2

 
 

 

Pentru simplificare se vor simboliza momentele de torsiune (răsucire) cu săgeţi curbilinii (Figura 6.1b) 

sau cu vectori (Figura 6.1c). 

 

 

 

a) 

 

 
 

x

y

F1

F1

F2

F2

d1

d2

O
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b) 

 

c) 

Fig. 6.1. Reprezentarea momentelor de răsucire (torsiune): a) prin forțe concentrate aplicate;  

b) prin momente de torsiune concentrate aplicate; c) prin vectorul moment de răsucire (torsiune) 
 

În figură s-au notat: d1, d2 – brațul forței F1, brațul forței F2, [mm] 

 Mt1, Mt2 – momente de răsucire sau torsiune, [N·mm]. 
 

Exemple de bare solicitate şi la torsiune: arborii şi axele de transmisie ale maşinilor, arborii de antrenare 

ale elicelor vapoarelor, sculele aşchietoare (freza, burghiul, şurubelniţa), axul volantului etc. 

 

 

6.2. Calculul momentelor de torsiune şi construcţia diagramelor de variaţie 

 

În general, momentul de torsiune (Mt) nu rămâne constant în lungul unei bare solicitate la torsiune. 

Pentru stabilirea secţiunii transversale cea mai solicitată a barei, este necesar să se cunoască diagrama 

de variaţie a momentelor de torsiune (Mt) de-a lungul barei. Momentele de torsiune se calculează ca 

suma algebrică a tuturor momentelor de torsiune din stânga sau din dreapta secţiunii transversale luate 

cu semn schimbat. Semnul momentului de torsiune se stabileşte alegând un anume sens de rotire a 

secţiunii ca fiind pozitiv, iar în sens opus se va considera negativ. 
 

Exemplu: Pentru bara circulară solicitată la torsiune, se cere să se calculeze momentele de torsiune din 

fiecare secţiune transversală şi să se traseze diagrama de variaţie a acestora (Figura 6.2). 
 

x

y

Mt1

O

Mt2

x

y

Mt1
O

Mt2
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Fig. 6.2. Exemplu de calcul al momentelor de torsiune din secţiune 

 

▪ Calculul momentelor de torsiune din secţiunile transversale: 

Intervalul 1-2 Mt1−2 = −4  kN ∙ m 

Intervalul 2-3 Mt2−3 = −4 − 2 = −6  kN ∙ m 

Intervalul 3-4 Mt3−4 = −4 − 2 + 10 = +4  kN ∙ m 

Intervalul 4-5 Mt4−5 = −4 − 2 + 10 − 3 = +1  kN ∙ m 
 

Pe baza diagramei de variaţie din Figura 6.2. se observă că momentul de torsiune (Mt) este constant între 

două puncte succesive. De asemenea, se menţionează că în punctele în care acţionează momentele de 

torsiune (Mt1÷Mt2), valorile lor se regăsesc sub formă de salt pe diagrama de variaţie. Semnele (±) 

obţinute pentru momentele (Mt) se referă la sensul de rotire al arborelui şi al deformaţiei unghiulare pe 

care îl produc aceste momente de torsiune.  
 
 

6.3. Tensiuni şi deformaţii la torsiunea barelor drepte cu secţiune circulară  

 

Se consideră bara circulară dreaptă din Figura 6.3 reprezentată înainte şi după solicitarea la torsiune de 

două momente de torsiune (Mt), egale şi de sens constrar şi aplicate la capetele libere ale barei. După 

solicitarea la răsucire a barei de către momentul de torsiune (Mt)  figura abcd se deformează, 

transformându-se în a’b’c’d’. Pe baza acestei afirmaţii, respectiv a Figurii 6.3, se poate concluziona: 

 

(a) Deoarece bara nu îşi modifică dimensiunile (lungimea şi secţiunea), rezultă că în secţiunile 

transversale nu apar tensiuni normale (σ) 

 
 

(b) În cazul răsucirii barelor cu secţiune circulară sau inelară, este valabilă ipoteza lui Bernoulli: 

secţiunile transversale plane şi normale pe axa barei înainte de solicitare, rămân normale şi plane şi 

după solicitare 

 

(c) Deoarece după torsiune figura abcd s-a transformat în a’b’c’d’, rezultă că în bară se produc numai 

lunecări specifice (γ). Aceste lunecări sunt produse de tensiunile tangenţiale (τ), care acţionează în planul 

celor două secţiuni transversale şi sunt perpendiculare pe raza secţiunilor transversale. 

Mt

+
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+
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a) b) 

Fig. 6.3. Deformaţia unei bare drepte de secţiune circulară supusă la solicitarea de torsiune: 

a) înainte de solicitare; b) după solicitare 
 

 

 
a) 

  

b) c) 

Fig. 6.4. Studiul tensiunilor tangenţiale şi a deformaţiilor la torsiune: 

a) bară supusă torsiunii; b) element de bară; c) deformaţiile specifice la torsiune 

 

Datorită răsucirii, capetele barei se vor roti, unul în raport cu celălalt, cu un unghi notat cu (φ), numit 

unghi de răsucire sau de rotire (Figura 6.4a). Datorită acestei rotiri, o fibră (linia generatoare mn în 

Figura 6.4.a) va ajunge în poziţia finală mn’, definită de unghiul de înclinare (γ).  
 

Din bara de lungime (l) se extrage un element aflat între două secţiuni transversale, aflate la distanţa (dx) 

între ele. Elementul este solicitat la forfecare pură, iar deformaţia unghiulară este: 
 

γ ≅ tgγ =
𝑏𝑏′

𝑎𝑏
 (6.2) 

unde: 𝑏𝑏′ = 𝑅 ∙ tgφ 

𝑎𝑏 = d𝑥 
(6.3) 

 

Relaţia (6.2) devine: 

d = 2R
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γ = 𝑅 ∙
𝑑φ

d𝑥
 (6.4) 

unde: 𝑑φ

d𝑥
 

reprezintă unghiul cu care se rotesc, una faţă de cealaltă, două secţiuni transversale ale 

barei, situate la o distanţă egală cu unitatea şi se numeşte răsucire specifică (θ). 
 

𝑑φ

d𝑥
= θ (6.5) 

 

Deformaţia unghiulară (γ) devine: 

γ = 𝑅 ∙ θ ⇒ γ =
𝑅 ∙ φ

𝑙
 (6.6) 

 

Pentru un material elastic, valoarea tensiunii tangenţiale se obţine din Legea lui Hooke la forfecare: 

 

τ = G ∙ γ ⇒ τ = G ∙ R ∙ θ (6.7) 

unde, G este modulul de elasticitate transversală, [N/mm2]. 

 

Răsucirea specifică se mai poate calcula cu relaţia [2]: 

 

θ =
Mt
G ∙ Ip

 (6.8) 

unde: Mt este momentul de torsiune, [N·mm] 

G∙Ip este modulul de rigiditate la torsiune a barei. 

 

Pentru bara de lungime totală (l) unghiul total de răsucire devine: 

 

φ = θ ∙ 𝑙 (6.9) 

  

φ =
Mt ∙ 𝑙

G ∙ Ip
 (6.10) 

unde, momentul de inerţie polar pentru secţiunea circulară plină se calculează: 

Ip =
π ∙ 𝑑4

32
 (6.11) 

 

Relaţia de calcul a tensiunii tangenţiale se obţine înlocuind expresia (6.8) în relaţia (6.7): 

 

τ =
Mt
Ip
∙ 𝑅 (6.12) 

  

Pentru obţinerea variaţiei tensiunilor tangenţiale, se consideră o fibră oarecare aflată la distanţa (r) pentru 

care se scrie relaţia de calcul a tensiunii tangenţiale (Figura 6.5). Tensiunea tangenţială sub forma (6.12) 

se calculează: 

 

τ =
Mt
Ip
∙ 𝑟 (6.13) 

  

∎ pentru 𝑟 = 0 ⇒ τ = 0 

 
(6.14) 

∎ pentru 𝑟 = 𝑅𝑚𝑎𝑥 ⇒ τmax =
Mt
Ip
∙ 𝑅𝑚𝑎𝑥 (6.15) 
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Fig. 6.5. Variaţia tensiunii tangenţiale 

 

Pe baza Figurii 6.5, respectiv a expresiilor (6.14) şi (6.15), se observă că tensiunea tangenţială (τ) variază 

liniar, valorile maxime obţinându-se pe conturul secţiunii (adică la distanţa Rmax), tensiunea tangenţială 

fiind nulă în centrul de greutate al secţiunii transversale. 
 

În relaţia (6.15) raportul 
Ip

𝑅𝑚𝑎𝑥
= Wp şi reprezintă modulul de rezistenţă polar. Astfel, relaţia (6.14) se 

mai poate scrie sub forma: 

 

τ =
Mt
Wp

 (6.16) 

 

Relaţia (6.16) permite efectuarea calculelor de dimensionare, verificare și de capacitate de încărcare a 

barelor circulare solicitate la torsiune (Tabelul 6.1).  

 
Tabelul 6.1. Relații de calcul la torsiunea barelor circulare 

Dimensionare Verificare Momentul de torsiune capabil 

Wp_nec =
Mt
τa

 τef =
Mt
Wp

≤ τa 
Mt_cap = Wp_ef ∙ τa 

 

unde: Mt, Mt_cap este momentul de torsiune din secțiunea transversală, respectiv momentul capabil 

pentru o bară circulară fără să se producă ruperea (sau fără producerea deformațiilor 

permanente),  [N·mm] 

 Wp_nec, Wp_ef  reprezintă modulul de rezistenţă polar necesar (sau minim), respectiv efectiv 

(calculat) a secţiunii transversale a barei, [mm3] 

 τef, τa  este tensiunea tangenţială efectivă (sau calculată) în secţiunea transversală, respectiv 

admisibilă a materialului, [N/mm2]. 

 

 

6.4. Calculul arborilor de transmisie solicitați la torsiune 

 

Arborii de transmisie sunt componente critice într-o varietate de mecanisme și sisteme industriale, cum 

ar fi: motoare, vehicule, echipamente de producție etc. Calculul arborilor de transmisie solicitați la 

torsiune este util pentru asigurarea rezistenței acestora la momentele de torsiune, prevenirea 

deformațiilor excesive și a distrugerilor, precum și pentru optimizarea dimensiunii secţiunilor 

transversale ale arborilor.  
 

Studiul tensiunilor tangenţiale (τ) şi al deformaţiilor unghiulare este condiţionat de cunoaşterea 

momentului de torsiune (de răsucire). Cunoscând expresia puterii transmise (P), se poate determina 

momentul de torsiune (Mt) astfel: 
 

P = Mt ∙ ω ⇒ Mt ∙ 2π
n

60
 (6.17) 

P = Mt ∙
π ∙ n

30
 (6.18) 

Rmax

r

τ τmax 

τ=0 

Mt
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unde ω =
2π∙n

60
 este viteza unghiulară măsurată ȋn [rad/s], iar (n) reprezintă turația arborelui 

măsurată ȋn [rot/min]. 
 

Avȃnd ȋn vedere relația (6.18), momentul de torsiune (Mt) se poate calcula cu relația: 

 

Mt =
P

ω
=
30

π
∙
P

n
    [N ∙ m] (6.19) 

 

Dacă se exprimă puterea ȋn cai putere (1CP = 75
Kgf∙m

s
= 735,45

N∙m

s
) relația (6.19) devine: 

 

Mt = 7027
30

π

PCP
n
    [N ∙ m] (6.20) 

 

Dacă în relaţia (6.20) se introduce puterea (P) în [kW] (1kW = 1,36 CP = 103 N·m/s), respectiv turaţia 

(n) în [rot/min], atunci (Mt) devine: 

 

Mt = 9550
P [kW]

n [rot/min]
      [N ∙ m] (6.21) 

 

În proiectarea și dimensionarea arborilor de transmisie, pentru asigurarea funcționării corecte, sigure și 

durabile a ansamblului este necesară respectarea unor criterii fundamentale. Astfel, dimensionarea 

arborilor de transmisie poate fi realizată fie pe baza condiției de rezistență, fie pe baza condiției de 

deformație. 

 

 

6.4.1. Dimensionarea arborilor în funcţie de condiția de rezistență  

 

Această condiție are în vedere capacitatea arborelui de a rezista solicitărilor mecanice (în special 

momentului de torsiune, dar și momentelor de încovoiere și altor solicitări compuse) fără a ceda 

structural. Este important ca în orice secțiune a arborelui, tensiunile generate de solicitări să nu 

depășească limitele admise ale materialului (τa) la torsiune. Din acestă condiţie impusă arborelui rezultă 

diametrul necesar al acestuia (dnec):  
 

τ =
Mt
Wpnec

 ≤  τa     
(6.22) 

Wpnec =
Mt
τa
=
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

3

16
 

(6.23) 

⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐(𝜏𝑎) = √
16 ∙ Mt
π ∙ τa

3

    sau   𝑑𝑛𝑒𝑐(𝜏𝑎) = 𝑘𝜏𝑎√
P

n

3

 

(6.24) 

 

În relaţia (6.24) (𝑘𝜏𝑎) este o constantă a cărei valoare este în funcţie de momentul de torsiune (Mt) şi de 

rezistenţa admisibilă a materialului (τa). Spre exemplu, pentru un material cu τa = 20 N/mm2 atunci 𝑘𝜏𝑎 ≅
122 dacă (Mt) s-a determinat cu relaţia (6.20), respectiv 𝑘𝜏𝑎 ≅ 135 dacă (Mt) s-a determinat cu relaţia 

(6.21). 

 

 

6.4.2. Dimesionarea arborilor în funcţie de condiția de deformație 
 

Această condiție urmărește ca arborii să nu se deformeze excesiv sub acțiunea sarcinilor aplicate, în 

special în ceea ce privește torsiunea (deformarea unghiulară) și încovoierea. Chiar dacă arborele nu se 

rupe, o deformație unghiulară peste limita admisibilă poate afecta negativ funcționarea sa în cadrul unui 
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ansamblu. Astfel, se impune să fie respectată condiţia de deformație: θ ≤ θa , unde (θ) reprezintă unghiul 

de răsucire specifică şi valorile admise sunt [2]:  
 

θa = (0,25 ÷ 2,5)
°
m⁄  

 

(6.25) 

 

Pornind de la relaţia θ =
Mt

G∙Ip
 , respectiv cu ajutorul relaţiilor (6.20) şi (6.21) se deduce relaţia de 

dimensionare a arborelor ţinând cont de deformaţii, astfel: 

 
 

Ipnec =
Mt
G ∙ θa

=
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

4

32
 

(6.26) 

⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐(𝜃𝑎) = √
32 ∙ Mt
π ∙ G ∙ θa

4

    sau   𝑑𝑛𝑒𝑐(𝜃𝑎) = 𝑘𝜃𝑎√
P

n

4

 

(6.27) 

 

În relaţia (6.27) (𝑘𝜃𝑎) este o constantă a cărei valoare este în funcţie de momentul de torsiune (Mt), de 

modulul de elasticitate transversală (G) şi de răsucirea specifică admisibilă (θa). Spre exemplu, pentru 

arbore din oţel cu G = 0,81·105 N/mm2 şi (θa) conform cu (6.25),  atunci 𝑘𝜃𝑎 = 120~68 dacă (Mt) s-a 

determinat cu relaţia (6.20), respectiv 𝑘𝜃𝑎 = 129~73 dacă (Mt) s-a determinat cu relaţia (6.21). 
 

Valorile diametrelor obţinute pe baza criteriului de rigiditate (determinată prin limita de deformație 

unghiulară) sunt mai mari comparativ cu cele determinate pe baza criteriului de rezistență, deoarece 

condiția de rigiditate impune restricții mai stricte (respectiv constrângerea este situată în interiorul 

domeniului de deformare elastică). Alegerea diametrelor efective trebuie realizată în funcție de condiția 

specifică care este determinantă în proiectare. 

 

 

6.5. Energia de deformare la solicitarea de torsiune 

 

Energia potenţială specifică de deformare (lucrul mecanic specific interior, Ls) poate fi scrisă sub forma: 
 

Ls =
τ ∙ γ

2
=
τ2

2G
 (6.28) 

 

Energia potenţială totală de deformare înmagazinată în bara solicitată la torsiune, care este egală cu 

lucrul mecanic interior (Li), se poate calcula: 
 

Ud = Li = ∫ Ls ∙ dV =
V

∫
τ2

2G
∙ dV

V

 (6.29) 

 

Ştiind că tensiunea tangenţială se poate calcula cu relaţia generală τ =
Mt∙𝑟

Ip
 , iar dV = dA·dx, atunci 

relaţia (6.29) devine: 

 

 Ud = Li = ∫
Mt
2 ∙ 𝑟2

2G ∙ Ip2
∙ dA ∙ d𝑥 =

Mt
2

2G ∙ Ip2
∫ 𝑟2 ∙ dA ∙ ∫ d𝑥

lAV

 (6.30) 

 

După efectuarea calculelor, pentru o bară cu secţiune circulară energia de deformare (Ud) în cazul 

solicitării de torsiune se poate calcula cu relaţia generală, în care produsul (GIp) poartă denumirea de 

modul de rigiditate la torsiune: 
 

Ud =
Mt
2 ∙ 𝑙

2 ∙ G ∙ Ip
 

(6.31) 
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Aplicaţii rezolvate 
 

 

Aplicaţia 6-1. O bară din oţel de secţiune circulară, formată din două tronsoane cu diametre diferite, este 

încastrată la un capăt şi liberă la celălalt capăt, este supusă acţiunii unor momente de torsiune cu valorile 

date în Figura 6.6. Se cere: 
 

(a) Calculul momentelor de torsiune pe fiecare interval 

(b) Calculul de verificare al barei, având rezistenţa admisibilă a materialului τa = 55 N/mm2 

(c) Deformaţia la răsucire pe intervalele barei, respectiv deformaţia totală a barei. 

 

 

Rezolvare. (a) Calculul momentelor de torsiune pe fiecare interval 

 

Pentru efectuarea calculelor de verificare al barei, respectiv pentru calculul deformaţiilor este necesar să 

se calculeze momentele de torsiune (Mt) din secţiunea transversală a secţiunii, respectiv pe fiecare 

interval, astfel: 

 

Intervalul 1-2 Mt1−2 = 800  N ∙ m 

Intervalul 2-3 Mt2−3 = 800 − 100 = 700  N ∙ m 

Intervalul 3-4 Mt3−4 = 800 − 100 + 320 = 1020  N ∙ m 

 

Pe baza rezultatelor teoretice, s-a trasat diagrama de variaţie a momentelor de torsiune (Mt) (Figura 6.6) 

şi se observă că, secţiunea transversală aferentă intervalului  4 – 3 este maxim solicitată la torsiune. 
 

 
Fig. 6.6. Diagrama de variaţie a momentelor de torsiune 

 

 

 

(b) Calculul de verificare – se utilizează relaţia generală: 
 

τef =
Mt
Wp

≤ τa 
unde, pentru secţiunea circulară plină: 

Wp_ef =
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

3

16
,    mm3 

 

 

 

Având în vedere că bara studiată este formată din două tronsoane cu diametre diferite (d1, d2), modulul 

de rezistenţă polar (Wp) se calculează pentru fiecare interval: 
 

Wp_1 =
π ∙ 503

16
= 24543,7   mm3 

 

Mt1=800 N m

Mt
+

-
[N m]

+
+ +

1234

Mt2=100 N mMt3=320 N m

Mt1-2=800 
Mt2-3=700 

Mt3-4=1020 

100 mm 150 mm 300 mm

d1=50d2=60 x
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Wp_2 =
π ∙ 603

16
= 42411,5   mm3 

 

 

Cunoscând modulele de rezistenţă polare, se face calculul de verificare pentru fiecare tronson solicitat 

la torsiune: 

 

Intervalul 1-2 
τef1−2 =

Mt1−2
Wp1

=
800 ∙ 103

24543,7
= 32,6

N

mm2
< τa ⇒ tronsonul rezistă 

 

Intervalul 2-3 
τef2−3 =

Mt2−3
Wp2

=
700 ∙ 103

42411,5
= 16,5

N

mm2
< τa ⇒ tronsonul rezistă 

 

Intervalul 3-4 
τef3−4 =

Mt3−4
Wp2

=
1020 ∙ 103

42411,5
= 24,05

N

mm2
< τa ⇒ tronsonul rezistă. 

 

 

(c) Calculul deformaţiei la răsucire – se utilizează relaţia: 
 

φ =
Mt ∙ 𝑙

G ∙ Ip
 

 

pentru care se dă: G = 8,1∙104 N/mm2.  

 

Se calculează momentele de inerţie polare pentru fiecare diametru al barei circulare: 

 

Ip_1 =
π ∙ 504

32
= 613592,31   mm4 

 

    Ip_2 =
π ∙ 604

32
= 1272345,025   mm4 

 

 

Deformaţia totală a barei (φtotal) se calculeză ca suma algebrică a deformaţiilor obţinute pe fiecare 

interval: 

 

φtotal = φ1−2 + φ2−3 + φ3−4 
 

 

φtotal =
Mt1−2 ∙ 𝑙1−2
G ∙ Ip1

+
Mt2−3 ∙ 𝑙2−3
G ∙ Ip2

+
Mt3−4 ∙ 𝑙3−4
G ∙ Ip2

 

 

 

φtotal =
800 ∙ 103 ∙ 300

8,1 ∙ 104 ∙ 613592,31
+

700 ∙ 103 ∙ 150

8,1 ∙ 104 ∙ 1272345,025
+

1020 ∙ 103 ∙ 150

8,1 ∙ 104 ∙ 1272345,025
 

 

 

φtotal = 0,0073322 [rad] 
 

 

φtotal =
0,0073322[rad] ∙ 180o

π
⇒ φtotal = 0,42 [°] 

 

 

 

Aplicaţia 6-2. Care este diametrul minim al unui arbore de secţiune circulară plină necesar pentru 

transmiterea unei puteri P = 40 kW la turaţia de n = 700 rot/min fără a depăşi tensiunea tangenţială 

admisibilă, τa = 30 N/mm2. 

 

Rezolvare: Se calculează momentul de torsiune transmis, în funcţie de puterea (P) şi turaţia (n), astfel: 
 

Mt = 9550 ∙
P[kW]

n [
rot
min]

     [N · m] 
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Mt = 9550 ∙
40

700
⇒ Mt = 545,72 N ∙ m 

 

 

Pentru dimensionarea arborelui se utilizează expresiile: 

 

Wp_nec =
Mt
τa
   

 

Wp_nec =
π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐

3

16
 

 

 

Se egalează expresiile (Wp_nec) şi se obţine relaţia de calcul a diamentrului necesar (dnec): 

 

π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐
3

16
=
Mt
τa
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = √

16 ∙ Mt
π ∙ τa

3

 

 

 
După înlocuirea valorilor teoretice în relaţia de mai sus, se obţine valoarea diametrului minim necesar: 
 

𝑑𝑛𝑒𝑐 = √
16 ∙ 545,72 ∙ 103

π ∙ 30

3

⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = 45,24 mm 

 

 
Valoarea efectivă a diametrului secţiunii transversale se obţine alegând valoarea imediat superioară (def 

> dnec) şi rezultă o bară circulară cu diametrul efectiv: 
 

𝑑𝑒𝑓 = 46 mm  

 

După dimensionarea barei, se face calculul de verificare: 

 

τef =
Mt
Wp

≤ τa 
unde, pentru secţiunea circulară plină: 

Wp =
π ∙ 𝑑𝑒𝑓

3

16
,    [𝑚𝑚3] 

 

Modulul de rezistenţă polar este: 

 

Wp =
π ∙ 463

16
⇒Wp = 19,11 ∙ 10

3   mm3 
 

    

Se efectuează calculul de verificare:     

                                                                     

τef =
545,72 ∙ 103

19,11 ∙ 103
= 28, 66 

N

mm2
≤ τa 

 

 

Din calculul de verificare rezultă că bara cu diametrul efectiv def  = 46 mm rezistă la momentul de 

torsiune aplicat. 

 

 

Aplicaţia 6-3. Pentru o bară circulară încastrată la un capăt, cu lungimea de 2 m şi având secţiunea 

constantă cu def = 50 mm, se cere să se calculeze: 

 

(a) Momentul de torsiune capabil care poate fi aplicat pe capătul liber al barei. Se cunoaşte rezistenţa 

admisibilă a materialului, τa = 96 N/mm2 



174 | 1 8 0  
 

(b) Energia potenţială de deformare cumulată de bară. Se cunoaşte modulul de elasticitate transversală 

al materialului, G = 0,81·105 N/mm2. 

 

Rezolvare: (a) Calculul momentului de torsiune capabil  

 

Momentul de torsiune capabil se calculează utilizând formula dată în Tabelul 6.1, Mt_cap = Wp_ef ∙ τa. 

Este necesar să se calculeze modulul rezistenţă polar: 

 

Wp_ef =
π ∙ 503

16
⇒Wp_ef = 24,54 ∙ 10

3   mm3 
 

 

Se calculează momentul de torsiune capabil: 

 

Mt_cap = 24,54 ∙ 10
3 ∙ 96 ⇒ Mtcap =  2,35 kN ∙ m  

 

(b) Calculul energiei potenţiale de deformare 

 

Energia potenţială de deformare se calculează utilizând relaţia (6.24) în care, pentru această aplicaţie, 

momentul de torsiune (Mt) se înlocuieşte cu cel capabil calculat la punctul anterior. Se obţine expresia 

generală: 

 

Ud =
Mtcap
2 ∙ 𝑙

2 ∙ G ∙ Ip
 

 

 

Se calculează momentul de inerţie polar al secţiunii transversale: 

 

Ip =
π ∙ 504

32
⇒ Ip = 61,35 ∙ 10

4   mm3 
 

 

Energia potenţială de deformare din bară se calculează: 

 

Ud =
(2,35 ∙ 103 ∙ 103)2 ∙ 2 ∙ 103

2 ∙ 0,81 ∙ 105 ∙ 61,35 ∙ 104
= 112,52 ∙ 103 N ∙ mm = 112,52 N ∙ m (sau J) 

 

 

 

Aplicaţia 6-4 [22]. Se consideră un arbore cu secţiune circulară plină prin intermediul căruia se transmite 

puterea P = 50 kW a unui motor electric de acţionare la o roată dinţată. Rezistenţa admisibilă a 

materialului la torsiune este τa = 45 N/mm2. Se cere să se determine diametrul efectiv al arborelui dacă 

acesta se roteşte cu turaţia n1 = 600 rot/min (Cazul 1), respectiv cu n2 = 3500 rot/min (Cazul 2). 

 

Rezolvare. Cazul 1. Se calculează momentul de torsiune transmis, în funcţie de puterea (P) şi turaţia n1 

= 600 rot/min, astfel: 
 

Mt = 9550 ∙
P[kW]

n[
rot
min]

 
 

Mt1 = 9550 ∙
50

600
⇒ Mt1 = 795,83 N ∙ m 

 

 

 

Pentru calculul diamentrului necesar (dnec) al arborelui se utilizează expresiile: 
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Wp_nec =
Mt
τa
;    Wp_nec =

π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐
3

16
 

 

  

Se egalează expresiile (Wp_nec) şi se obţine relaţia de calcul a diamentrului necesar (dnec): 

 

π ∙ 𝑑𝑛𝑒𝑐
3

16
=
Mt
τa
⇒ 𝑑𝑛𝑒𝑐 = √

16 ∙ Mt
π ∙ τa

3

 

 

 
După înlocuirea datelor teoretice în relaţia de mai sus, se obţine valoarea diametrului minim necesar: 

𝑑1𝑛𝑒𝑐 = √
16 ∙ 795,83 ∙ 103

π ∙ 45

3

⇒ 𝑑1𝑛𝑒𝑐 = 44,82 mm 

 

 
Valoarea efectivă a diametrului secţiunii transversale se obţine alegând valoarea imediat superioară (def 

> dnec) şi rezultă diametrul efectiv: 

𝑑1𝑒𝑓 = 45 mm  

 

Cazul 2. În mod similar, se calculează momentul de torsiune (Mt2) în funcţie de puterea motorului (P), 

însă arborele se roteşte cu turaţia n2 = 3500 rot/min.  

 

Mt2 = 9550 ∙
50

3500
⇒ Mt2 = 136,42 N ∙ m 

 

 

Se calculează diametrul necesar minim al arborelui: 

 

𝑑2𝑛𝑒𝑐 = √
16 ∙ 136,42 ∙ 103

π ∙ 45

3

⇒ 𝑑2𝑛𝑒𝑐 = 24,90 mm 

 

 

Valoarea efectivă a diametrului secţiunii transversale se obţine alegând valoarea imediat superioară (def 

> dnec) şi rezultă diametrul efectiv: 

 

𝑑2𝑒𝑓 = 25 mm  

 

În urma efectuării calculelor, rezultă că d1ef > d2ef, respectiv cu cât viteaza de turaţie (n) este mai mare 

cu atât dimensiunea arborelui (secţiunea transversală) este mai mică. Acest fapt se datorează 

următoarelor aspecte: 

 

a) Puterea transmisă (P) este constantă, respectiv nu se modifică caracteristicile mecanice ale 

materialului (τa) 
 

b) Momentul de torsiune (Mt) scade la turaţii mari, conform relaţiei (6.20) 
 

c) Diametrul necesar (sau minim) al arborelui depinde de momentul de torsiune (Mt) şi de caracteristica 

geometrică (Wp), nu direct de puterea motorului (P) 
 

d) Când momentul de torsiune scade, solicitarea mecanică (torsiunea) asupra arborelui este mai redusă. 

În aceste condiții, pentru ca arborele să reziste la torsiune fără a depăși limita admisibilă (τa), nu mai este 

necesar un diametru mare. Astfel, un arbore cu diametru mai mic poate asigura în continuare rezistența 

cerută, conform relației dintre momentul de torsiune (Mt) și diametrul arborelui (d): 𝜏 =
16∙𝑀𝑡

𝜋∙𝑑3
. 
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