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Prefata

Prezentul curs intitulat Rezistenta Materialelor I. Solicitari simple prezinta notiunile si conceptele de
baza in domeniul disciplinei de Rezistenta Materialelor, ramura a Mecanicii Aplicate, tiind destinat
studentilor de anul II, din cadrul facultatilor cu profil mecanic si nu numai.

Materialul de curs este structurat pe 6 capitole si vizeaza notiunile fundamentale ale solicitarilor simple
la care sunt supuse corpurile deformabile. In deducerea relatiilor de calcul a stirii de tensiuni si
deformatii, fiecare solicitare simpla se analizeaza in mod individual. In fiecare capitol se propun aplicatii
practice rezolvate, cu caracter didactic, astfel incat notiunile fundamentale prezentate sa fie cat mai usor
de inteles.

Acest material de curs debuteaza cu un Capitol de Notiuni Introductive, care are in vedere explicarea si
definirea termenilor, respectiv a marimilor mecanice specifice disciplinei de Rezistenta Materialelor,
astfel incat sa faciliteze parcurgerea urmatoarelor capitole. in Capitolul 2 se analizeaza starea de tensiuni
si deformatii in cazul pieselor (barelor) solicitate axial (intindere si compresiune), respectiv se prezinta
solutiile teoretice de rezolvare a unor cazuri de aplicatii static nedetermiate solicitate axial. Fenomenul
de forfecare sau de taiere a barelor plane este prezentat in Capitolul 3, in care se Investigheaza, din
punctul de vedere al dimensionarii i verificarii la rezistenta, diferite elemente de imbinare Intalnite uzual
in componenta sistemelor mecanice.

In Capitolul 4 se prezinta caracteristicile geometrice ale suprafetelor plane (sectiunilor transversale),
caracteristici care sunt necesare pentru rezolvarea problemelor de incovoiere plani a grinzilor drepte. In
Capitolul 5 se analizeaza variatia eforturilor produse 1n sectiunea transversald a grinzilor, se prezinta
deducerea relatiilor de calcul pentru starea de tensiuni iar, prin exemple teoretice la Incovoiere, se
prezinta metode uzuale de calcul a deformatiilor (deplasari si rotiri) in cazul grinzilor drepte.

Capitolul 6 este dedicat torsiunii barelor cu sectiune circulard constanta in care se expun relatiilor de
calcul uzuale ale tensiunii care iau nastere in sectiunea barei, se detaliaza calculul teoretic al arborilor
de transmisie solicitati la torsiune, respectiv se propune un set de aplicatii specifice rezolvate. La finalul
suportului de curs se prezinta lista bibliografica consultata.

Unele imagini grafice, definitii/formulari respectiv relatiile teoretice ale unor aplicatii au fost preluate
de pe site-uri oficiale, respectiv din cartile de specialitate publicate, fara alterarea continutului pentru a
nu se pierde esenta, facdndu-se trimitere la referita bibliografica.

Pentru asigurarea claritatii si corectitudinii tehnice a materialului prezentat in paginile acestui material

didactic, Rezistenta Materialelor 1. Solicitari simple, recenzia a fost realizata de cadre didactice cu
experientd vastd in domeniul disciplinei de Rezistenta Materialelor si al ingineriei mecanice.

Autorul
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1. NOTIUNI INRODUCTIVE
iIN REZISTENTA MATERIALELOR

1.1. Obiectivul disciplinei de Rezistenta Materialelor

Disciplina de Rezistenta Materialelor face parte din domeniul Mecanicii si se ocupd cu studiul
comportamentului mecanic al corpurilor deformabile in diferite conditii de rezemare si solicitare
exterioard. Disciplina stabileste metodele si algoritmii de calcul pentru determinarea eforturilor,
tensiunilor si deformatiilor care apar in diferite sectiuni transversale ale corpului studiat ca urmare a
solicitarilor exterioare, respectiv furnizeaza instrumentele teoretice necesare calculului dimensional in
scopul prevenirii modificarii semnificative a formei geometrice a corpurilor sub actiunea sarcinilor
externe.

In procesul de proiectare a unei piese sau a unei structuri mecanice, disciplina de Rezistenta Materialelor
opereaza cu conditii fundamentale pentru rezolvarea unei problematici specifice (probleme
fundamentele), ambele detaliate in Figura 1.1.

CONDITII FUNDAMENTALE IN REZISTENTA MATERIALELOR

Conditia de rezistenta Conditia de rigiditate Conditia de stabilitate

Deformatiile corpului trebuie sa nu
depdseasca anumite limite impuse, astfel
incat, functionalitatea sa mecanica sa nu
fie influentata.

Corpul trebuie sa fie suficient de
rezistent pentru a suporta acfiunea
sarcinilor aplicate asupra lui.

Sub  actiunea  sarcinilor exterioare
corpul  trebuie sa isi mentind
stabilitatea, starea de echilibru.

PROBLEME FUNDAMENTALE iN REZISTENTA MATERIALELOR

Determinarea capacitatii de rezistenta

Dimensionarea Verificarea . . .
(sau a sarcinii capabile)

Presupune  calculul  dimensiunilor| |Se stabileste dacd o piesd datd rezistd| |Constd in determinarea valorii maxime a

geometrice  minime  ale  sectiunii| |sau nu sarcinilor exterioare aplicate. sarcinilor ce pot actiona asupra unei
transversale in cazul unei piese date, piese, avand dimensiunile §i materialul
astfel incdt sa nu sda se producd cunoscute, astfel incat piesa sd lucreze in
deformatii  permanente,  pierderea bune conditii si in sigurantd deplind.

stabilitatii elastice sau ruperea acesteia.

Fig. 1.1. Conditii si probleme fundamentale in Rezistenta Materialelor
In rezolvarea problemelor Rezistentei Materialelor se au in vedere:

» Aspectul static - se stabilesc relatii de legatura intre sarcinile exterioare (aplicate) si eforturi interioare
(forte sau cupluri de forte interioare), respectiv intre eforturi si tensiuni.

»  Aspectul geometric - se analizeaza deformatiile corpului sub actiunea sarcinilor exterioare.

» Aspectul fizic - se determind pe cale experimentala relatiile de legatura (legile) dintre forte si
deformatii, precum si caracteristicile mecanico-elastice ale materialului respectiv.

1.2. Clasificarea materialelor si a corpurilor solide

Dimensiunea geometrica a corpurilor, respectiv deformatiile sau stabilitatea acestora nu depind doar de
eforturile interioare care se produc datorita solicitarilor mecanice exterioare, ci i de tipul materialului
din care sunt confectionate. Dintre cele mai utilizate materiale din domeniul ingineriei mecanice se
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amintesc: otelul si aliajele de otel, fonta, aliajele de aluminiu, cuprul si aliajelele lui, materialele
compozite, materiale naturale (lemn, piatrd), artificiale etc. Aceste materiale sunt caracterizate prin
proprietdti mecanice care depind atit de structura lor internd (structura cristalind, orientarea grauntilor
etc.), ct si de procesul tehnologic de obtinere a acestora. In Figura 1.2 este prezentata clasificarea
generald a materialelor.

CLASIFICAREA MATERIALELOR

< Dupa marimea deformatiilor Dupa valorile constantelor elastice
Dupa modul de comportare .
Inainte de rupere (E, G, V)
Elastice - deformatiile dispar dupd| |Tenace - deformatiile sunt mari inainte| |Izotrope - constantele elastice sunt
indepartarea  solicitarilor  exterioare| | de rupere. identice in toate directiile.
corpul revenind la forma inifiala. Exemple: Otel de rezistenta micd, cupru Exemple: Otel, sticld, cauciuc
Exemple: cauciuc, materiale textile
elastice

Casante sau fragile - ruperea se produce| | Anizotrope - constantele elastice sunt
brusc sub actiunea sarcinilor exterioare. diferite in toate directiile.
Exemple: otel de mare rezistentd, fontd,| |Exemple: lemn, roci sedimentare

Plastice - deformatiile sunt permanente
iar dupa indepartarea  solicitarilor

beton, sticld

exterioare corpurile nu revin la forma
initiala.
Exemple: argila umeda, plastilina

Elasto-plastice - in urma solicitarilor
exterioare, deformatiile sunt partial
elastice, respectiv partial plastice.
Exemple: otel, lemn, fontd

Fig. 1.2. Clasificarea materialelor

Corpurile deformabile sau piesele mecanice care intrd in componenta structurilor mecanice, de cele mai
multe ori, prezintd o geometrie complexa si sunt dificil de studiat. De aceea, din perspectiva disciplinei
de Rezistenta Materialelor pentru efectuarea calculelor teoretice se recurge la schematizari ale acestor
piese, adica la corpuri solide deformabile cu geometrii simple, cunoscute. Astfel, corpurile solide
deformabile intalnite in calculele de rezistenta, se pot clasifica in trei categorii generale:

(a) Bare (Figura 1.3), la care una din dimensiuni (lungimea, /) este mai mare 1n raport cu celelalte

dimensiuni (latimea, b si indltimea, /) si sunt caracterizate prin:

* axa longitudinald sau axa geometrica (axa x) reprezentata prin dreapta OO’, care uneste centrele de
greutate ale sectiunilor normale pe lungimea barelor. Dupa forma axei longitudinale barele pot fi
drepte (grinzi), curbe in plan sau curbe in spatiu.

= sectiune longitudinald, care se obtine prin sectionarea barei cu un plan (planul xOz), care cuprinde
sau este paraleld cu axa longitudinald sau geometrica a acesteia.

= sectiune transversala, rezultata in urma intersectiei barei cu un plan normal sau perpendicular pe axa
longitudinala. O sectiune transversald dreptunghiulara este definita de latimea (b) si indltimea (/).

Exemple: tevi, profile etc.

axa longitudinala

sectiunea longitudinala

7 o7 sectiunea transversali

b)
Fig. 1.3. a) Bara dreapta cu sectiunea dreptunghiulara: Forma schematizata; b) Profil IPN [27]
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(b) Placile (Figura 1.4), care prezintd doud dimensiuni (1atimea, b si lungimea, /) mai mari in raport cu
o0 a treia (grosimea sau indltimea, /) si sunt caracterizate de suprafata mediana (suprafata egal departata
de fetele placii). Exemple: placi din metale, lemn, beton, materiale compozite etc.

suprafata mediand

z o’
\A Wil
(3 ] T
S \ 4
vy \v
< b 3
a) b)

Fig. 1.4. Placa dreapta: a) Schematizare; b) Exemplu real: placa din beton [28]

(c) Corpuri masive sau blocuri (Figura 1.5) la care toate cele trei dimensiuni (lungimea, latimea si
grosimea sau indltimea) au acelasi ordin de marime. Exemple: fundatii, bile, role de rulmenti etc.

a) b)
Fig. 1.5. Corpuri masine sau blocuri: a) Schematizare; b) Batiul unei masini unelte CNC [29]

1.3. Ipoteze in Rezistenta Materialelor

In foarte multe situatii corpurile sunt supuse unor solicitiri mecanice complexe, astfel ci este dificila
obtinerea unor relatii de calcul de dimensionare, verificare sau pentru determinarea deformatiilor. Pentru
simplificarea abordarilor (cu mentinerea echivalentei), in calculele specifice se utilizeaza anumite
ipoteze simplificatoare care au in vedere proprietdtile materialelor si comportarea mecanica a acestora
lor sub actiunea sarcinilor exterioare (Tabelul 1.1).

Tabelul 1.1. Ipoteze simplificatoare in Rezistenta Materialelor

Nr.crt. | Denumirea Ipotezei Definitie
1. Ipoteza mediului continuu Intregul volum geometric al corpului este umplut cu materie,
si care prezinta o structurd internd continua.
2. Ipoteza omogenitatii Materialele au aceeasi compozitie in toate punctele.
3. Ipoteza izotropiei Materialele au aceleasi proprietati elastice in toate directiile.
4. Ipoteza elasticitatii perfecte | Pana la o anumita limita a sarcinilor exterioare, deformatiile

dispar complet odatd cu indepartarea acestora, iar corpul isi
reia forma si dimensiunile initiale.

5. Ipoteza deformatiilor mici In domeniul elastic deformatiile sunt mici in comparatie cu
dimensiunile corpului.
6. Valabilitatea legii lui Hooke | In domeniul elastic de solicitare se admite ca tensiunile sunt

direct proportionale cu deformatiile si sunt exprimate de o
functie liniara.
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Efectul aplicarii fortelor se neglijeaza la distante mari de
locul aplicarii.

O sectiune transversala plana si normala pe axa barei Tnainte
de deformare ramane tot pland si normald pe axd si dupa
deformare.

7. Ipoteza lui Barre de Saint
Vanant
8. Ipoteza lui Bernoulli

1.4. Solicitarile corpurilor solide

1.4.1. Sarcini exterioare §i eforturi interioare

Sarcinile exterioare sunt solicitari aplicate corpurilor sau structurilor mecanice care conduc la aparitia
eforturilor si tensiunilor, respectiv produc deformarea acestora. In Figura 1.6 se prezinti o clasificare
sintetizatad a sarcinilor exterioare, iar in Figura 1.7 se prezintd cele mai utilizate tipuri de sarcini
exterioare aplicate unui corp plan in Rezistenta Materialelor, respectiv modul de simbolizare a acestora.

CLASIFICAREA SARCINILOR EXTERIOARE

Dupa locul de aplicare Dupé marimea suprafetei Dupi modul de actiune in timp

De suprafati sau de contur si

Concentrate, care pot fi forte (F) si| |Statice — sarcinile exterioare nu variaza

actioneaza din exterior cdtre corpul de
solicitat.

momente (M).

in timp.

Masice care pot fi greutatea proprie a
corpului, respectiv fortele de inertie si
actioneaza 1n interiorul corpului.

Distribuite:
- liniar (q), actiunea unei forte pe o
unitate de lungime

Dinamice — variatia sarcinilor exterioare
se face in timp.
Exemplu: forta de inertie

- pe suprafata (Q), actiunea unei forte pe
o arie.

Fig. 1.6. Clasificarea sarcinilor exterioare

In Figura 1.7 s-au notat:

Fi — fortd concentratd verticald (actioneaza
dupa axa y)

F, — forta concentrata inclinata cu unghiul (o)
Fax, F2, — componetele fortei concentrate (F»)
qi — sarcind uniform distribuita

gz — sarcina distribuita liniar

M; — moment Incovoietor concentrat.

Fig. 1.7. Sarcini exterioare (exemple si simbolizari)

» Forta concentratdi (F) reprezintd este o marime vectoriald ce exprima o actiune mecanicd aplicata intr-
un punct sau pe o zona foarte mica a unui corp solid, generand un sistem de solicitari interne in material
(tensiuni si deformatii). Aceasta poate fi rezultatul contactului punctual intre corpuri sau al unei sarcini
aplicate local. Unitatea de masura a fortei in S.I. este Newton, [N].

Forta se poate calcula ca fiind produsul dintre masa si acceleratia (Principiul al II-lea a lui Newton):
F=m-a (sauF=m-g)

(1.1)

unde: | g este acceleratia gravitationala, g = 9,81 m/s?.
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Dreapta
suport \I Sens

(directie) |
F=1N
Marime
(modul)
Punct de
aplicatie

Fig. 1.8. Elementele fortei concentrate

In mecanica generald, forta (F) este descrisd ca un vector liniar caracterizat prin: mdrime (valoare,
modul), dreapta suport (directie), sens (orientarea pe directie), punct de aplicatie bine definit (Figura
1.8).

» Momentul unei forte (M) este o marime fizicd vectoriala care masoara efectul de rotire in jurul unui
punct sau axa pe care o fortd il are asupra unui corp, iar unitatea de masura in S.I. este [N-mm)].

Prin definitie, momentul este produsul dintre forta aplicata si bratul fortei: M = F-br. Bratul fortei (br)
reprezinta marimea perpendicularei (distanta) de la punctul fatd de care se calculeaza momentul la
dreapta suport a fortei (Figura 1.9).

Dreapta suport a Dreapta suport a
.~ fortei F fortei F M, =F-b
}

F g ,:/ br k@
@ K@ F
br :.T @

Fig. 1.9. Evidentierea bratului fortei (br) si a momentului concentrat in punctul 2

&
€

Daca sub actiunea unei forte se produce o deformare prin indoire in jurul unei axe perpendiculare pe
planul fortei atunci momentul se numeste moment de incovoiere (M;). Momentul de incovoiere produce
curbarea (indoirea) corpului. Spre exemplu, in Figura 1.10, forta aplicata (F) la distanta (by) genereaza
in punctul 1 (de sprijin) momentul de incovoiere (M;). Momentul de incovoiere (M;) este egal cu
produsul dintre forta (F) si bratul fortei (b)), respectiv produce curbarea sau indoirea piesei in jurul axei

(2).

Daca forta aplicatd (F) produce rotirea unei sectiuni in raport cu o axa perpendiculard pe sectiune
momentul se numeste moment de torsiune (M;). Momentul de torsiune produce rdsucire sau rotire in
jurul axei proprii. In Figura 1.11, momentul de torsiune (M) produce rotirea/rasucirea surubului in raport
cu axa (z).

Punct de
sprijin

Fig. 1.10. Moment de incovoiere (exemplu) [30] Fig. 1.11. Moment de torsiune (exemplu) [30]
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= Sarcina uniform distribuita (q) reprezinta forta uniform distribuitd pe unitatea de lungime (/) (Figura
1.12) sau distribuitd pe suprafata cu aria (A) (Figura 1.13), iar unitatea de masura in S.I. este [N/mm)],
respectiv [N/mm?].

q Suprafata
: cu aria (A) 0
T TS W
A L
€ l >
Fig. 1.12. Sarcina (q) uniform distribuita Fig. 1.13. Sarcina (Q) uniform distribuita
pe lungimea (/) pe suprafata (A)

1.4.2. Reazeme si reactiuni

In legaturile corpului solid cu mediul extern, respectiv in punctele de sprijin ale acestuia numite reazeme,
ca raspuns la incarcarile externe aplicate se dezvolta forte si momente numite reactiuni. Reazemele sunt
componente mecanice care au rolul de a asigura stabilitatea pieselor si structurilor mecanice, respectiv
de a transmite solicitarile exterioare citre baza structurii/piesei sau citre alte parti ale structurii. In functie
de constructia mecanica a acestora, un reazem poate bloca (anula) miscarile de translatie si rotatie dupa
anumite axe (x,y,z). Intr-un plan, un reazem poate anula miscarile de translatie dupa doua axe (axa x
si/sau axa y), respectiv migcarea de rotatie dupa a treia axa (axa z). Pe directia miscarilor de translatie
blocate apar forte de reactiune: reactiunea orizontala (H) si/sau reactiunea verticala (V). In mod similar,
daca este blocata miscarea de rotatie (rotatia dupa axa z), in reazem apare un moment ca reactiune (M).

In Tabelul 1.2 sunt prezentate reazemele in plan care introduc maxim trei necunoscute (reactiuni) in
aplicatii, respectiv simbolizarea acestora, numarul de grade de mobilitate (libertate) permise si

reactiunile specifice.
Tabelul 1.2. Reazeme si reactiuni [31, 32]

Reazem real | Schematizare \ Observatii
1. Reazem simplu sau mobil

= Permite: o rotatie in jurul axei
articulatiei (R:) si o translatie
orizontala (Ty) sau verticala (T)).

= Necunoscute: introduce o singura
necunoscuta, reactiunea verticala
(V), daca reazemul se monteaza in
plan orizontal (reprezentarea a) sau
orizontala (H), dacd reazemul se
monteaza in  plan  vertical
(reprezentarea b).

2. Reazem fix sau articulat

: (Ll = Permite: o rotatie in jurul axei

articulatiei (R;).

= Necunoscute: introduce doua
necunoscute, reactiunea orizontala
(H) si verticala (V).
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3. Reazem incastrat

S VA = Permite: zero miscari, toate
gradele de miscare/de libertate
T sunt blocate (anulate).
H M x » Necunoscute: introduce trei
necunoscute, reactiunea orizontala
(H), reactiunea wverticala (V),
\V4 respectiv momentul (M).

1.4.3. Ecuatii de echilibru

In cazul general al corpurilor sau structurilor supuse legiturilor mecanice (reazeme) apare necesitatea
determindrii fortelor si momentelor care apar in aceste legéturi (reactiuni) sub efectul sarcinilor externe.
Daca un corp se afla in stare de echilibru mecanic (stare de repaus), atunci suma tuturor fortelor, respectiv
suma tuturor momentelor care actioneaza asupra acestuia sunt nule. Astfel, in cazul problemelor plane,
pentru determinarea necunoscutelor, care pot fi reactiunile din reazeme (H, V, M), se aplica ecuatiile
de echilibru statice din Mecanica solidului rigid, exprimate prin relatiile generale:

D F=0; ) Mg=0 (1.2)

In planul xOy, conditiile de echilibru ale corpului solid se reduc la trei ecuatii de echilibru:

Zszo;ZFyzo;ZMozo (13)

Calculul reactiunilor din ecuatiile de echilibru (1.3) presupune in prealabil identificarea fiecarui tip de
reazem, respectiv a numarului de necunoscute (reactiuni) introduse de aceasta.

Relatiile (1.2) reprezinta ecuatiile de echilibru generale, unde termenii ), F, ) M, reprezinta suma
tuturor fortelor, respectiv suma tuturor momentelor ce actioneaza asupra corpului. Relatiile (1.3) sunt
ecuatiile de echilibru valabile in planul vertical xOy, in care termenii reprezintd: ), Fy, F, — suma

algebrica a fortelor ce actioneaza dupa axa (x), respectiv dupa axa (y); ). M, — suma algebrica a
momentelor de Tncovoiere in raport cu un punct O. Cu ecuatiile de echilibru (1.3) se pot calcula trei
necunoscute (reactiunile): reactiunea orizontala (H), reactiunea verticald (V) si momentul (M).

Pentru calculul reactiunilor se parcurg urmatoarele etape:

a) Se introduce sistemul de axe plan, xOy, astfel: axa (x) — axa orizontala (sau axa longitudinald), axa
(v) — axa verticala (perpendiculara pe axa x)

b) Se identifica sarcinile exterioare

¢) Se noteaza (numeroteaza) punctele de aplicatie ale reazemelor si ale sarcinilor exterioare
d) Se identifica tipul reazemelor si se introduc necunoscutele (reactiunile in reazeme)

e) Se stabileste semnul fortelor si momentelor

f) Se aplica relatiile de echilibru (1.3) pentru calculul reactiunilor din reazeme

g) Se efectueaza calculul de verificare.
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Aplicatii rezolvate

Aplicatia 1-1. Pentru grinda incastratd din Figura 1.14, solicitatd la ncovoiere de forta (F) (inclinata cu

unghiul a), se cere calculul reactiunilor (Hi, Vi, M1). Se cunosc: lungimea grinzii (/); valoarea fortei (F)
si unghiul de inclinare (o).

P /
Vll‘ 4
Y

Fig. 1.14. Grinda incastrata solicitatd la incovoiere de o forta inclinata

Rezolvare. Pentru calculul reactiunilor din incastrare (Hi, Vi, M1) se aplica etapele a+g.

Forta inclinata (F) se descompune dupa cele doud axe (x si ), rezultdind doud componente (F, si F,), care
se pot calcula astfel:

Fy =F-cosa; F, =F-sina

Pentru grinda incastrata, pentru calculul reactiunilor (Hi, Vi, M1) se aplica ecuatiile de echilibru:

ZFX=0=>H1+FX=0; H; + F-cosa =0 = H; = —F - cosa
ZFy=0:>V1—Fy=O; Vi —F:sina=0=V=F-sina

ZMle:—M1+Fy-l=0; —M; +F-sina-l=0= M; =F-sina-l

Cunoscandu-se reactiunile, se efectueaza calculul de verificare, astfel:

ZMZ =0=>-M;+V,:l=0; =F-sina- [+ F-sina-l=0=>0=0
= reactiunile s-au calculat 1n mod corect.

Aplicatia 1-2. Pentru grinda Incastrata si solicitata la incovoiere de sarcina uniform distribuita (q) (Figura
1.15) se cere calculul reactiunilor (Hi, Vi, M1). Se cunosc: lungimea grinzii (/); lungimea (a) pe care
actioneaza sarcina uniform distribuitd, valoarea sarcinii uniform distribuite (q).

y+€ >
Fig. 1.15. Grinda incastrata solicitata la incovoiere de o sarcina uniform distribuita

Rezolvare. Pentru efectuarea cu usurinta a calculelor, sarcina uniform distribuita (q) se reduce la o forta
concentrata aplicata in centrul de greutate al dreptunghiului si se calculeaza ca produsul dintre valoarea
sarcinii uniform distribuite, (q) si distanta pe care actioneaza (distanta notata cu a in acest exemplu de
calcul); adica: Q =q-a.
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Pentru grinda incastrata, pentru calculul reactiunilor (Hi, Vi, M) se aplica ecuatiile de echilibru:
z F,=0>H, =0

ZFyzOzvl—q-a=0:>V1=q-a

M1:0:>M1+Q'a(l_%):0:> M1=—q-a(l—%)

Observatie: (1) Termenul (l — %) reprezinta bratul fortei (q-a), adica distanta de la forta (q-a) la
punctul 1 — punctul in care se calculeaza momentul. De asemenea, termenul (%) apare

deoarece cand se reduce sarcina (q) la o forta concentrata de valoare (q-a), aceasta
forta concentrata actioneaza in centrul de greutate al dreptunghiului, adica la distanta

(%) fata de punctele 2 si 3 (care delimiteaza distanta pe care actioneaza q).

Dupa ce s-au obtinut reactiunile, iIn mod obligatoriu se face un calcul de verificare, astfel:
a
ZMZ =O=>M1+V1-l—q-a-§=0;
a a
)+q-a-l—q-a-§=0:>—q-a-l+q-a-E

a

a
> t+q-a'l—q-a--=0

—q-a(l >

Rezultatele obtinute sunt confirmate, respectiv verifica ecuatia de momente in raport cu punctul 2.

Aplicatia 1-3. Pentru grinda simplu rezemata din Figura 1.16, solicitata la incovoiere de sarcina uniform
distribuita (q) si de forta concentrata (F), se cere calculul reactiunilor din reazeme (Hi, Vi si V2). Se
cunosc: lungimea grinzii (/); lungimea (a) pe care actioneazd sarcina uniform distribuitd, valorile
solicitarilor exterioare (q) si (F).

=
\ 4

V,

g

Yv

Fig. 1.16. Grinda simplu rezemata solicitata la incovoiere de o sarcind uniform distribuita si de o forta

Rezolvare. Se calculeazd cele doud reactiuni verticale (V1) si (V2) scriind doud ecuatii de moment in
raport cu punctele 1 si 2, ce reprezinta reazemele. Se obtine:

ZFX=0:>H1=0

a 1 az
ZMl:0=>q-a.E+F.a_V2.l:0:>V2:T q-7+F-a
ZMZ=0:>V1-l—q-a-(l—g)—F-(l—a):0

2

1 a
\'A =7[q-a-(l—z)+F-(Z—a)]
Se efectueaza calculul de verificare:
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ZFy=0:>V1+V2—q-a—F=O

q-a? F-a q'a® F-a
q-a-— ; +F— ] + 7 + 7 —q'a—-F=0=0=0

Aplicatia 1-4. Pentru grinda simplu rezemata (Figura 1.17), solicitata la incovoiere de sarcina uniform
distribuita (q) si de momentul concentrat (M), se cere calculul reactiunilor (Hi, Vi si V2). Se cunosc:
lungimile (/, a, b), valorile solicitarilor exterioare (q) si (M).

=<
x
) 4
<
[ 5]

A
Y

Vv
Fig. 1.17. Grinda simplu rezemata solicitatd la incovoiere de o sarcind uniform distribuita

si de un moment concentrat

Ca si in cazul exemplului anterior, se calculeaza reactiunile verticale (V1) si (V2) scriind doud ecuatii de
moment in raport cu reazemele din punctele 1 si 2, respectiv se efectueaza la final calculul de verificare:

ZF =0=>H; =0
aZ
ZM1—0:>C1 a- E_M V, - l=0=V,= <q-7—M>
M,;=0=V, l—q-a (1-5)-M=0
2

Hava(-5) 4

2 2
qa M qa M

+ = —=~—qra=0> 0=0
2:1 l 2:1 l q

Nl’—\

Verificare:
YF,=0=>V,+V,—q:a=0=> q-a-

1.4.4. Metoda sectiunilor pentru calculul eforturilor

Studiul si calculul eforturilor (forte si/sau momente) dintr-o sectiune transversald a unui corp deformabil,
supus solicitarilor exterioare in domeniul elastic, reprezintd una din problemele principale ale disciplinei
de Rezistenta Materialelor.

Eforturile, care pot fi forte si/sau momente, se dezvolta in interiorul corpurilor ca urmare a unor solicitari
mecanice exterioare, avand intensitati variabile in diferite puncte.

Pentru studiul eforturilor, se considera corpul solid din Figura 1.18 solicitat de fortele exterioare (F1+Fs),
aflat intr-o stare de echilibru static. Eforturile care iau nastere in interiorul corpului solid pot fi
investigate prin aplicarea unei tehnici fundamentale in domeniul Rezistentei Materialelor, denumita
metoda sectiunilor. Aplicarea metodei implicd urmatoarele etape:

(1) Sectionarea corpului: presupune aplicarea unui plan imaginar, numit planul sectiunii, perpendicular
pe axa longitudinala a corpului solid supus solicitdrilor exterioare, in zona de interes in care se doreste
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determinarea eforturilor. Se realizeazd sectionarea imaginara a acestuia, rezultdnd doud sectiuni:
Sectiunea A si Sectiunea B (Figura 1.18). Se indeparteaza una din cele doud sectiuni (Sectiunea A),
ramanand spre studiu celalaltad sectiune, Sectiunea B.

(2) Se inlocuieste actiunea fortelor exterioare corespunzatoare sectiunii inlaturate (fortele Fi si F» care
solicita Sectiunea A) cu forte distribuite echivalente, astfel incat sa se pastreze starea de echilibru a
sectiunii ramase (Sectiunea B) (Figura 1.19).

(3) Evidentierea eforturilor: eforturile corespunzatoare sectiunii ramase (Sectiunea B) se reduc in centrul
de greutate al sectiunii transversale la un forsor de eforturi (fortd Fr si moment Mr), care echivaleaza
actiunea fortelor exterioare ce solicitd sectiunea inlaturata (Figura 1.20).

= Corpul solicitat de sistemul de forte (Fi+Fs)
se sectioneaza cu un plan perpendicular pe
axa sa longitudinala rezultand doua sectiuni,
notate in Figura 1.18 cu A si B.

= |nainte de sectionare, corpul se afla in
echilibru static.

Fig. 1.18. Corp sectionat cu un planul vertical
(Planul sectiunii)

s Se pastreazd una din cele doud sectiuni,

Forte distribuite adica Sectiunea B.

echivalente
V- = Actiunea Sectiunii A asupra lui B se reduce

la un torsor de eforturi aplicat in centrul de
Fr “ _ ’ ~ greutate al sectiunii, pentru mentinerea starii
= de echilibru initial.

Torsorul de eforturi este format din forfa
rezultanta (Fr) si momentul rezultant (MR).

Fig. 1.19. Forte echivalente distribuite In Sectiunea B.
Torsorul de eforturi: Fr $1 MR

= Forta rezultanta (Fr) se descompune in
componentele:

- Forta axiala (Ny)

- Forta taietoare (T), cu componentele (Ty)
si (T2)
= Momentul rezultant (MRr) se descompune in
componentele:

- Momentul de incovoiere (Mi) (cu
componentele Miz; Miy)

- Momentul de torsiune (My).

Fig. 1.20. Componentele torsorului eforturilor

(4) Torsorul (Fr) si (MRr) (Figura 1.20) se descompune in urmatoarele componente (Tabelul 1.3):
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Tabelul 1.3. Componentele torsorului de eforturi

Componenta Fr Componenta Mr
Forta axiala Forta taietoare Momentul de Momentul de
N) (T) torsiune (My) incovoiere (M)
Este  normald la | Este cuprinsd in planul | Este normal | Este cuprins in planul
sectiune, fiind dirijata | sectiunii si are | (perpendicular) la | sectiunii s are

dupad axa (x) si care | componentele (Ty) si (Tz); | sectiune si solicitd | componentele (Miy) si
solicita ~ corpul  la | solicita corpul la forfecare | corpul la torsiune sau | (Miz); solicita corpul la
intindere/compresiune. | sau tdiere. rasucire. incovoiere (dupd axa z

$1Y).

1.5. Tensiuni

Se considera un corp solid supus solicitarilor de fortele exterioare (Fi + F3) avand sectiunea transversala
cu aria (A), formata din arii elementare (AA), perpendiculara pe axa longitudinala (x), (Figura 1.21).
Pentru studiul eforturilor si al tensiunilor, se considera ca materialul din care este realizat corpul este un
mediu continuu, adicd materia interna este uniform distribuitd in toate directiile, iar eforturile care
actioneazi in sectiunile transversale ale corpului sunt, la randul lor, uniform repartizate. in centrul de
greutate al suprafetei elementare (AA) actioneaza forta internd elementara (AF).

Fig. 1.21. Tensiuni in sectiunea transversala

Se defineste efortul ce revine unitdtii de suprafata prin relatia:

im 2F 1.4
P=limAa (14)
In contextul disciplinei de Rezistenta Materialelor, o definitie uzuali a tensiunii sau a efortului unitar
este prezentatd astfel: efortul care revine unitatii de suprafata, exprimat matematic ca limita raportului
dintre efortul (AF) si aria elementara (AA) cdand aceasta tinde catre zero (relatia 1.4). Cu alte cuvinte,
tensiunea este 0 marime mecanicd ce exprima distributia fortelor interioare, numite eforturi, care apar
intr-un corp atunci cand acesta este supus unei solicitdri exterioare. Aceste eforturi actioneaza pentru a
impiedeca deformarea materialului, ,,rezistand” la schimbarile de forma sau dimensiuni cauzate de
fortele exterioare. Tensiunea masoard cat de mult se opune materialul deformarii atunci cand este
solicitat si se defineste in termeni generali ca fiind raportul dintre efortul care actioneaza pe o suprafata
interna a materialului si aria acelei suprafete. Tensiunea intr-o sectiune oarecare a unui corp nu poate
fi masurata experimental in mod direct, ci se obtine indirect, prin masurarea experimentala a altor marimi
mecanice (de regula, deformatiile specifice) si prin utilizarea relatiilor teoretice de calcul care definesc
tensiunea in acea sectiune.

Cunoasterea tensiunii totale (p) depinde de cunoasterea efortului din care s-a dedus (adicd marimea,
directia si sensul vectorului AF) si de orientarea suprafetei elementare (AA), definita de cele trei
cosinusuri directoare ale normalei la element. Tensiunea totald (p) are o directie oarecare si se
descompune in (Tabelul 1.4):
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Tabelul 1.4. Componentele tensiunii totale

Tensiunea totala (p)
Tensiunea normala (o) Tensiunea tangentiala (t)

Este tensiunea normald sau perpendiculara la | Este tensiunea tangenta la sectiunea transversala,
sectiunea transversald si are directia axei | respectiv tensiunea aflatd in planul sectiunii
longitudinale sau geometrice a corpului solid. | transversale, 1iar directia tensiunii  este
Efectul tensiunii normale este de intindere (daca | perpendiculard pe axa longitudinald a corpului
tensiunea iese/trage de sectiunea transversald) sau | solid. Efectul tensiunii tangentiale este de
de compresiune (daca tensiunea normala intrd in | forfecare (tdiere sau lunecare).

sectiune).
Unitatea de misurd in SI: [MPa] sau [N/mm?] Unitatea de misurd in SI: [MPa] sau [N/mm?]

Intre cele trei tensiuni (p, o, T) exista relatia geometrica:
p? =o0?+ 12 (1.5)

In studiul corpurilor deformabile, cunoasterea starii de tensiuni (o, T) este necesard pentru a evalua
capacitatea unui material de a se opune solicitarilor mecanice, astfel incat sa se evite deformarea peste
anumite limite admisibile sau chiar ruperea acestora.

1.6. Deformatii si deplasari

Deformatia este o marime mecanica care descrie modificarea formei sau a dimensiunilor unui corp sub
actiunea fortelor exterioare, fara a altera cantitatea de material si este o caracteristicd mecanica
importanta 1n intelegerea comportamentului materialelor in diferite conditii de solicitare si rezemare.

Deformatiile depind de forma si de dimensiunile piesei, de marimea, de modul de aplicare a sarcinilor
exterioare si de caracteristicile mecanice ale materialului din care este confectionata piesa. Deformatiile
se pot clasifica (Tabelul 1.5):

Tabelul 1.5. Clasificarea deformatiilor

Deformatii
Deformatii liniare (Al) Deformatii unghiulare (y)
Constau in modificarea lungimii  corpurilor | Constau in modificarea unghiurilor datorita
(lungiri sau scurtari) supuse la solicitari exterioare | sarcinilor exterioare (Figura 1.23).
(Figura 1.22).
Unitatea de masura in SI: [mm] Unitatea de masura in SI: [rad]

In Figura 1.22 a) se considera o bari cu lungimea initiala (/;) solicitati la intindere de forta axiala (F).
Sub actiunea fortei aplicate, bara se deformeaza, respectiv se lungeste cu valoarea (A/). Astfel cd bara
va avea lungimea finala (/).

1+
1 -I—
a| c . _
_____ 9 - 1T 71T — ?_______-I I
ay | I F «x Lo =1 <_F_x>
.......... ,T____-__ ’_______.T_>__> ~ ~ ~ ~ ~ I
SN o N [ S [ I
b d L=1- Al Al
. ; Al )
If=l,'+A]
a) b)

Fig. 1.22. Deformatii liniare ale copurilor solide: a) la intindere; b) la compresiune
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Cunoscand lungimea initiala si cea finala, se poate calcula deformatia liniara sau lungirea (A/) cu relatia:
unde: ’ Al reprezinta lungirea barei sau lungirea totala, [mm].

Raportul dintre lungirea barei (A/) si lungimea initiald a barei (/;) determina cu cat s-a lungit unitatea de
lungime (¢):

Al L1
_2 1.7

unde: ’ ¢ reprezintd deformatia specifica (marime adimensionald), insa se poate exprima si in [%].

In cazul solicitarii axiale de compresiune, marimile (A/) si (€) nu isi schimba semnificatia, ci doar semnul
(vor fi negative), (Figura 1.22 b). Deformatiile specifice liniare (lungirea sau scurtarea specificd) sunt
cauzate de actiunea fortelor exterioare care produc tensiuni normale.

Se considera un corp de forma paralelipipedica cu grosimea unitara prezentat in Figura 1.23, pe fetele
caruia iau nastere tensiuni tangentiale egale, avand sensul indicat pe desen. Baza paralelipipedului (fata
ABEF) este fixa, iar sub actiunea tensiunilor tangentiale (t), fata CDGH aluneca paralel cu ea insasi
ajungand in pozitia finala C’D’G’H’.

YA
Au
G ’ H H’
7 1
'C \‘ C ’ 'D \‘ D’
l’ l; U l’ ------I)
H RN
T v : 4
1 : v T J/
/ e v
' . i .
r 1 H :
EL F ’ X

v“\
=
¢’L

w I

Fig. 1.23. Deformatii unghiulare si deplasarea punctului C

Aceasta alunecare poate fi masuratd prin unghiul (y) format intre fetele AECG si AEC’G’, reprezentand
variatia unghiului drept ca urmare a solicitarii elementului. Astfel, se poate scrie:
CC'
toy x y = — (1.8)
unde: | y reprezintd lunecarea specifica, fiind pozitiva (prin conventie) atunci cand unghiul drept se
micsoreaza, si se masoara in [°] sau [rad].

Pe langa deformarea corpului solicitat, majoritatea punctelor sale 1si schimba pozitia. Drumul pe care il
parcurge un punct al corpului in timpul deformarii si pe directia solicitarii exterioare se numeste
deplasare (se noteaza cu u dupa axa x; cu v dupa axa y; cu w dupa axa z). De exemplu, segmentul de
dreapta CC’ este drumul parcurs de punctul C din pozitia initiala in punctul C’ (pozitia finald) si
reprezinta deplasarea punctului C dupa axa Ox (Figura 1.23).

1.7. Incercari mecanice. Legea lui Hooke

Caracteristicile mecanice ale materialului, relevante pentru studiul tensiunilor si deformatiilor, se
determind prin incercdri mecanice, experimentale, cum ar fi cele de tractiune, compresiune sau
incovoiere (efectuata in trei sau patru puncte). Prin incercarea la tractiune se obfin caracteristicele
mecanice care intervin in studiul solicitarilor de intindere simpla. Conditiile de efectuare a incercarii la
tractiune (intindere) a metalelor si modul de interpretare al rezultatelor sunt prevazute in SR EN ISO
6892-1:2020: Materiale metalice — Incercarea la tractiune — Partea 1: Metodd de incercare la
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temperatura ambianta [37]. Pentru realizarea acestor Incercari sunt necesare: epruvete (Figura 1.24),
masind de testat (Figura 1.25) si aparatura pentru masurarea deformatiilor.

Reprezentarea variatiei tensiunii normale (o) in functie de deformatia specifica (€) pe parcursul incercarii
la tractiune a unui anumit material defineste curba caracteristica a materialului respectiv.

Pe baza experimentelor (incercari la tractiune sau la compresiune), Robert HOOKE a aratat ca, pana la
anumite limite, tensiunile sunt proportionale cu deformatiile corespunzatoare, adica tensiunile variaza
liniar in raport cu deformatiile specifice. Se defineste modulul de elasticitate longitudinala (E) (modulul
lui Young) ca fiind coeficientul unghiular al dreptei sau tangenta la dreapta liniard (c-¢), deci E = tga.
Astfel, legea lui HOOKE este definita de relatia:

c=E-¢ (1.9)

b} 8
B XTI i

LB I, Sectiunea B - B
< ) L ' >
b)
Fig. 1.24. Tipuri de epruvete pentru incercarea metalelor la intindere  Fig. 1.25. Masina de incercéri mecanice Instron
a) epruveta cilindrica; b) epruveta plana 3366 din laboratorul UTCN [26, 34]

Legea lui Hooke definita de relatia (1.9) este valabila in cazul materialelor care se situeaza in domeniul
elastic de solicitare. Curba caracteristica a materialului este indepedentd de dimensiunile epruvetei si se
obtine reprezentand in abscisd (axa x) deformatia specifica liniard (¢) iar in ordonatd (axa y) tensiunea
normald (o), determinate experimental.

In cazul solicitarii de forfecare, legea lui Hooke, intre tensiunea tangentiala (t) si deformatia specifica
unghiulara (y), are forma:
T=G"y (1.10)
unde: \ G se numeste modul de elasticitate transversald, N/mm?.

Intre modulul de elasticitate longitudinali (E), modulul de elasticitate transversala (G) si coeficientul de
contractie transversald (v) existd urmatoarea relatie de legatura [2]:

E

=T aew

(1.11)

Modulul de elasticitate longitudinala (E), transversald (G) si coeficientul de contractie transversala (v)
sunt constante elastice de material, determinate experimental pentru fiecare material in parte. Pentru
oteluri aceste constante se situeazi in jurul valorilor: v=0,3; E =2,1-10° N/mm?; G = 8-10* N/mm?.
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Epruveta

Falca de prindere | Falcd de prindere
|
| F
dy !
Iy
|
l
|
: F
di]
I
Wi 1 I >1 Zona elastica (valabila
] =2 legea lui Hooke)
i d; <d,
|
|

F
d I Zona plastica
(are loc fen. de curgere

a materialului)

Fenomenul de
gdtuire

(d,<d;)

|
—l

Zona gdtuirii §i ruperii
. : Ruperea epruvetei (continua gdtuirea pdna
Axa de referintd (de zero) — la rupere)

Fig. 1.26. Etapele prin care trece o epruveta solicitata la tractiune pentru obtinerea curbei caracteristice

a)

b)

Fig. 1.27. Epruvete solicitate la tractiune:
a) epruveta metalicd; b) epruveta din aluminiu; ¢) epruveta din plastic
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In Figura 1.28 s-au notat:

CA . AN
[N/mm?] /ﬁ -
- Ce op— limita de proportionalitate,
I ~ ™ [N/mm?]
C
x N o.— limita de elasticitate, [N/mm?]
B ! o.— limita de cugere, [N/mm?]
P ! or— limita de rupere, [N/mm?]
/ €p, &, €, & — deformatia specifica in
Oy ' domeniul plastic (sau de rupere),
G.| G.| Gp / elastic,  respectiv  deformatia
/ specifica totald, [mm/mm] sau [%]
/ E — modulul de elasticitate

o tga=E i longitudinald sau modului lui
€% Young, [N/mm’].

Ep (&) €e |

&t

Fig. 1.28. Reprezentarea generald a curbei caracteristice pentru otel moale

In Figura 1.28 se prezinta curba caracteristica obtinuta prin tractiune pentru un otel moale, in forma sa

generala.
Pe curba caracteristica se disting trei zone importante:

= [i corespunde tensiunea (op) numitd limita de proportionalitate.
Pana in punctul P existd o proportionalitate directa intre tensiuni si
deformatii specifice (¢ = E-¢ iar tga = E este modului lui Young),
ceea ce inseamna ca modulul de elasticitate are o variatie liniara.
* Punctului B de pe curba ii corespunde tensiunea (ce) — limita de
elasticitate si reprezintd nivelul maxim al tensiunii pand la care

1. Zona de elasticitate
(zona OP)

materialul isi pastreaza comportarea elastica.
* Punctului C ii corespunde (o¢) /imita (tensiunea, rezistenta) de

2. Zona de plasticitate
(portiunea BCM) curgere.
= Materialul se comporta plastic, iar deformatiile specifice cresc in
raport cu tensiunile normale (c) rAmand aproximativ constante.

= Punctului M 1i corespunde (o;) /imita (tensiunea, rezistenta) de
rupere $1 este data de tensiunea maxima pe care o poate suporta

3. Zona gdtuirii §i ruperea
epruvetei
(portiunea MN) epruveta.

* Ruperea epruvetei are loc la o fortd mai mica decat cea maxima,
ca urmare a aparitiei fenomenului de gétuire. Forta, respectiv
tensiunea de rupere sunt mai dificil de determinat experimental,
motiv pentru care se considera de obicei forta maxima (Fmax).
= Tensiunea de rupere se calculeazd cu raportul dintre forta
maxima suportatd de epruvetd (Fmax) §1 aria initiald a sectiunii

transversale a acesteia [2,16]:
F
=—"% [N/mm?] (1.12)

Or = Omax = A,
0

Curba caracteristicd este utild pentru intelegerea comportamentului mecanic al materialului supus
testelor mecanice (vezi Figura 1.2) si pentru determinarea parametrilor necesari in calculele de
dimensionare §i verificare: limita elastica, rezistenta la tractiune, deformatia la rupere, modulul de

elasticitate longitudinala etc.
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Observatii: | (1) In Figura 1.28 curba notatd C. se numeste curba conventionald (sau curba
inginereasca) si se obtine experimental (tractiune) prin puncte primite/dobandite
impartind forta de intindere variabila cu sectiunea initiala Ao a epruvetei ca §i cum ar
ramdne constanta.

(2) Curba punctata C, se numeste curba caracteristica reala si se obtine impartind
valoarea fortei reale (care este variabild) la sectiunea transversala reala a pruvetei.
(3) Materialele ductile prezinta deformatii plastice mari inainte de rupere, iar
materialele fragile nu prezinta fenomenul de curgere.

In Figura 1.29 se prezinti mai multe exemple de curbe caracteristice obtinute prin tractiune pentru

diferite tipuri de materiale.

o A
Material
ceramic

Otel
inoxidabil
316
Ligament
Plastic
(UHMW-PE)

>
>

&
Fig. 1.29. Curbe caracteristice pentru diferite materiale obtinute experimental la tractiune [35]

-

1.8. Rezistenta admisibila

si coeficienti de siguranta
Se considera critice acele niveluri de solicitare care depadsesc limitele acceptabile si care produc efecte
negative mari, cum ar fi deformatii permanente, fenomenul de rupere etc. In calculele ingineresti se
impune intotdeauna conditia de rezistenta, adica tensiunile efective maxime (cer) ce rezulta din calcule
sa fie mai mici sau cel mult egale cu o valoare limita denumita rezistenta admisibila sau tensiune
admisibila (o, sau 1a), adica:

Oef < 05, [N/mm?] (1.13)

Definitie: Valoarea conventionala aleasa in calcul, pe baza practicii si experimentelor, pentru tensiunea
maxima care se poate produce intr-o piesd, in conditiile specifice ale materialului si solicitarii, fara riscul
aparitiei deformatiilor permanente sau a ruperii, se numeste rezistenta admisibila a materialului.
Rezistenta admisibila se calculeaza din rezistenta de rupere (pentru materiale fragile) sau din tensiunea
de curgere (pentru materiale tenace) prin impartirea cu un coeficient de siguranta (c):

— — Ve N 2
O =— sau 0, =—, [N/mm*] (1.14)

In cazul solicitarilor simple de intindere ale pieselor pentru care ruperea ar reprezenta starea critica se
defineste coeficientul de siguranta:

_0r 2
cr =—, [N/mm*] (1.15)
Oef
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unde: | o; este tensiunea normald de rupere, [N/mm?]
Gef este tensiunea normala efectiva sau calculatd, [N/mm?].

Coeficientii (c, ¢;) sunt supraunitari si se numesc coeficienti de siguranga. Valorile lor, ca si ale
rezistentelor admisibile, se aleg in functie de mai multi factori, cum ar fi: natura materialului,
tratamentele termice aplicate materialului, durata de folosire a piesei, modul de actionare a sarcinilor in
timp, tipul solicitarii, temperatura de functionare etc.
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2. SOLICITAREA AXIALA

2.1. Notiuni generale

2.2. Reactiuni si eforturi la solicitarea axiala

2.3. Tensiuni si deformatii la solicitarea axiala

2.4. Tensiuni si deformatii la solicitari axiale tinand
seama si de greutatea proprie a barei

2.5. Bara de egala rezistenta la solicitarea axiala: Solutia teoretica si
solutia practica

2.6. Energia potentiala de deformare la solicitarea axiala

2.7. Bare si sisteme de bare static nedeterminate la solicitari axiale
2.7.1. Bara dublu articulata
2.7.2. Sistem cu doua bare articulate paralele
2.7.3. Sistem de trei bare articulate concurente
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2. SOLICITAREA AXIALA

2.1. Notiuni generale

Solicitarea axiala se produce atunci cand o bara este solicitata de un sistem de forte concentrate, aplicate
in centrul de greutate al sectiunii transversale, actiondnd de-a lungul axei longitudinale a barei si
determinand un efect de intindere sau de compresiune. In Figura 2.1 s-a reprezentat o bard cu sectiunea
circulara constanta pe toatd lungimea (/), solicitata de forta (F), care actioneaza in centrul de greutate al
sectiunii transversale a barei, la intindere (Figura 2.1a), respectiv la compresiune (Figura 2.1b).

Axa longitudinala Axa longitudinala
| (de simetrie) | (de simetrie)

| |

: ! F : . |

I \ ! | |
0 0 X IO s\ F X
‘ e - | - ? e QI — =

(4 : i / 1

! ! i :

: | ] |

|

. : ! . z ;

y P g

y vy y'v vy
a) b)

Fig. 2.1. Solicitarea axiala a unei bare circulare: a) intindere; b) compresiune

2.2. Reactiuni si eforturi la solicitarea axiala

Pentru efectuarea calculelor de rezistenta (verificare, dimensionare, forta capabila, calculul tensiunilor
si deformatiilor), este necesara determinarea reactiunilor si eforturilor din sectiunile transversale. In
acest scop, pentru bara solicitatd axial de fortele concentrate (F), (2F), (3F) (Figura 2.2), se vor
determina: reactiunile din reazem, respectiv fortele axiale (eforturile) (N) din sectiunile transversale si
se va trasa diagrama de variatie a eforturilor pentru identificarea efortului maxim, respectiv a sectiunii
maxim solicitata.

r:
2F | 3F F X
-t - - oo e —>---->
€ c > b >l a »

Fig. 2.2. Bara solicitata axial
(a) Calculul reactiunilor

Se introduc puncte notate cu 1+ 4 acolo unde sunt punctele de aplicatie ale fortelor exterioare, respectiv
in reazem (punct de sprijin, Incastrarea), rezultdnd trei tronsoane cu lungimile (a, b, ¢), unde lungimea
(I =a + b+ c) este lungimea totala a barei (Figura 2.3). Se introduc in incastrare reactiunile (Hi, Vi si
M) si se calculeaza aplicand ecuatiile de echilibru statice. Se alege semnul pozitiv al fortelor aplicate
daca au aceeasi directie cu axa longitudinala (x). Se obtine:
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Fig. 2.3. Bara solicitata axial: calculul reactiunilor

ZFX=0:>H1+F+3F—2F=0 2.1)
ZFy=0:>V1=0 (2.3)
ZM1=O=>M1=0 (2.4)

Observatii: | (1) Deoarece reactiunea (H;) este negativa, rezultd ca actioneaza in sens opus orientarii
introduse pe schita.
(2) Nu se va modifica sensul fortei (H1) pe schita.
(3) In calculele ulterioare se va utiliza (H;) cu semnul obtinut (negativ).

(b) Calculul fortelor axiale (N)

Fortele (eforturile) axiale se obtin aplicind metoda sectiunilor pe fiecare tronson al barei si se calculeaza
ca suma algebrica a fortelor exterioare care actioneaza de-a lungul axei longitudinale a barei (axa x),
Figura 2.4. Pentru calculul fortelor axiale in sectiunile transversale ale barei se tine cont de conventia de

semne descrisa in Tabelul 2.1.
Tabelul 2.1. Conventia de semne pentru forta axiald in sectiune

X x' Forta axiala (N) este pozitiva daca fortele exterioare ies din
—> D — . ~ A . .
N+ sectiune, producdnd intinderea acesteia.
F F x
—— — - —— *—>— >
¥ X' Forta axiala (N) este negativa daca fortele exterioare intra din
—> - D — . A . .
N sectiune, producdnd compresiunea acesteia.
F F x
—-) ............ ‘— . _>

Ca sa se poata identifica mai usor semnul fortelor axiale, metoda sectiunii se aplica pornind de la capatul
liber (punctul 4) catre incastrarea barei (punctul 1), astfel pozitia sectiunilor (distanta x) se va raporta la
punctul 4.

Fig. 2.4. Aplicarea metodei sectiunii pentru calculul eforturilor axiale
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Pentru exemplul propus, fortele axiale pe fiecare interval s-au calculat astfel:

X Intervalul 4 —3: N43=F
O]
F X
|- *—> >
x Intervalul 3 —2: N3, =F+3F =4F

x Intervalul 2 — 1: Np.; = F+3F-2F = 2F

Observatie: | (1) Forta axiala calculata pe intervalul 2 -1 (intervalul de ldnga incastrare) are aceeasi
valoare ca si reactiunea orizontala (H;), dar cu semn opus. Astfel, daca incarcarea se
reduce in punctul 1, aceasta va fi in echilibru, adica:

H1=-2F @N2_1=+2F X
< ® > - >

Pe baza rezultatelor obtinute in cazul fortelor axiale (N) se construieste diagrama de variatie ale fortelor
axiale pe fiecare interval. Diagrama de variatie a fortelor axiale are rolul de a furniza informatii (vizuale)
cu privire la distributia fortelor axiale pe intrega lungime a barei, respectiv permite identificarea cu
usurintd a sectiunii maxim solicitatd. Pentru construirea diagramei de variatie, valorile pozitive se
traseazd deasupra liniei de referintd, iar cele negative sub linia de referinta.

>

—————— oo —> - -->»

3

3F
F

F
LY

Fig. 2.5. Diagrama de variatie ale fortelor axiale (N)

Pe baza diagramei obtinute 1n Figura 2.5, se observa ca in sectiunile transversale fortele axiale (N) sunt
constante pe intervale (diagrama are aceeasi indl{ime pe un anumit interval), iar forta axiald maxima se
obtine pe intervalul 2 — 3, Nmax = N3.2 = 4F.
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Pentru bara data, fortele axiale sunt pozitive in sectiune, deformatiile axiale (A/) sunt pozitive iar bara
este supusa la Intindere in urma solicitarilor exterioare.

Pe baza acestor rezultate, se poate parcuge diagrama pornind din capatul liber, astfel: diagrama incepe
cu saltul de valoare (F) produs de forta aplicata (F), apoi In punctul 3 diagrama are un salt crescator de
la (F) la (4F); in punctul 2 diagrama scade prin saltul de la (4F) la (2F), si se inchide diagrama cu saltul
produs de reactiunea (Hy).

In punctele in care sunt aplicate fortele concentrate, pe diagrama de variatie trebuie si se regiseasca
valorile acestora sub forma de salt. Aceste salturi se calculeaza ca suma sau diferenta in valoare absoluta
a valorilor de pe diagrama in punctul respectiv. In cazul dat, in punctele 2, 3 si 4 in care s-au aplicat
fortele axiale, se calculeaza saltul pe diagrama ca fiind diferenta in valoare absoluta a valorilor din acel
punct, astfel:

= In punctul 4 | |0 — F| = |F| (2.5)
*» In punctul 3 | |F — 4F| = |3F]| (2.6)
= In punctul 2 | |4F — 2F| = |2F| 2.7)

Acest procedeu de parcurgere a diagramei de variatie a fortelor, respectiv calculul salturilor in puncte
este si 0 metoda de verificare a rezultatelor obtinute.

In baza acestui exemplu analizat, rezulta urmatoarele concluzii:

(1) Punctele in care se aplica forte axiale determina salturi corespunzatoare pe diagrama

(2) Sensul fortelor aplicate trebuie sa fie in concordantd cu reprezentarea lor in diagrama de variatie a
fortelor

(3) Forta axiald calculatd pe intervalul de langa incastrare este egald si de semn opus cu reactiunea
orizontala

(4) In fiecare sectiune transversala fortele externe sunt echilibrate de fortele axiale (fortele interne).

2.3. Tensiuni si deformatii la solicitarea axiala

La solicitarea axiala, fortele axiale (N) produc in sectiunea transversala doar tensiuni normale (). Pentru
calculul tensiunilor normale in sectiunea transversala, se tine cont de ipoteza lui Bernouli: sectiunile
paralele, plane si normale la axa barei inainte de deformare, ramdn paralele, plane si normale axa
barei si dupa deformare. Conform aceste ipoteze, deformatiile (lungirile sau scurtdrile) sunt aceleasi in
intreaga sectiune. De asemenea, comportarea materialului este guvernata de legea lui Hooke (o = E-¢).

yv Vv

Fig. 2.6. Tensiunea normala (o) intr-o sectiune oarecare (x)

Pentru deducerea relatiei de calcul a tensiunii normale (o) 1n sectiune, se considera bara de lungime (/)
solicitata axial (la intindere) de forta (F) si care este sectionata la o anumita distantd (x) fatd de centrul
sectiunii (punctul O, originea sistemului de referintd xOy) (Figura 2.6). Tensiunile normale (o) sunt
constante si uniform distribuite pe sectiunea transversald a barei cu aria (A). Forta din sectiunea (x) va
fi rezultanta fortelor (c-dA) pe toate elementele sectiunii. Astfel se obtine relatia de calcul a tensiunii
normale in sectiune:
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sz szf G-dAch dA=o0"-A (2.8)
A A A

o ; (2.9)

unde: | N este forta axiala, [N]
A este aria sectiunii transversale a barei, [mm?]
o este tensiunea normali in sectiunea transversald a barei, [N/mm?].

Din relatia (2.9) se pot deduce relatii de dimensionare, verificare si capacitatea de incarcare (forta axiala
capabild) ale barei (Tabelul 2.2):

Tabelul 2.2. Relatii de calcul la solicitarea axiala

Dimensionare Verificare Forta axiala capabila
N N Neap = Aef* O
Apec = — Oef = < 0Oa cap of a
a ef

unde: | N, Negp este forta axiald din sectiunea transversald, respectiv forta axiala capabila sa o suporte
bara fara a se rupe (sau sa nu sa se produca deformatii permanente), [N]
Aet, Anec este aria efectiva (calculatd), respectiv necesard (minima) a sectiunii transversale a
barei, [mm?]
Oef, Ga este tensiunea normald efectivi, respectiv tensiunea admisibild, [N/mm?].

Pentru obtinerea relatiei de calcul a deformatiei pentru bara solicitata axial se cunosc:

a) Deformatia specifica liniara _ Al
(la intindere) E=T (2.10)
b) Legea lui Hooke: c=E-¢ (2.11)
¢) Tensiunea normala 1in N 2.12)
sectiunea transversala: 0= A ’
Din relatia (2.11) rezulta deformatia specifica (¢) de forma:
o
e=t (2.13)
Inlocuind expresia (2.12) in (2.13) se obtine:
N
=— 2.14
e=r (2.14)
Deformatia liniara (A/) se poate scrie sub forma utilizand relatia (2.10):
Al=¢-1 (2.15)

Se introduce relatia (2.14) in expresia (2.15) si se obtine relatia de calcul a deformatiei liniare la
solicitarea axiala:
N-1
E-A
unde: | N este forta axiald din sectiunea transversala, [N]
A este aria sectiunii transversale a barei, [mm?]
[ este lungimea barei, [mm]
Al este deformatia liniara, [mm]
¢ este deformatia specifica liniara, [mm/mm] sau [%]
E este modulul de elasticitate longitudinald, [N/mm?]
o este tensiunea normalid din sectiunea transversali a barei, [N/mm?]
E-A reprezintd modulul de rigiditate la solicitarea axiald. Deformarea barei este cu atit mai
mica cu cat modulul de rigiditate al acesteia este mai mare si invers.

Al (2.16)
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Pe baza relatiei (2.16) se fac urmatoarele observatii:

(1) Daca bara solicitata axial este compusa din portiuni de sectiuni si lungimi diferite (numite intervale),
deformatia totala a barei este egala cu suma algebrica a deformatiilor fiecarui interval, respectiv:

n n N l
Mleggar = ) Al Alygggy = ) == 2.17)
i=1 b

i=1

unde: | Al este deformatia (sau deplasarea) totald a barei, [mm)]
n este numarul portiunilor de sectiuni si lungimi diferite, adica a intervalelor ce compun bara.

(2) Daca bara este supusa unui sistem de forte axiale (normale) de intindere si compresiune, deformatia
totald a barei este egala cu suma algebrica a deformatiilor produse de fiecare forta a sistemului.

(3) Formula (2.16) este aplicabild numai in domeniul elastic de solicitare.
Aplicatie rezolvata

Aplicatia 2-1. Pentru bara solicitata de fortele axiale (Fi + F3), avand sectiunea constanta, se cer:

(a) Calculul reactiunii orizontale (H) din incastrare

(b) Calculul fortelor axiale (N) pentru fiecare interval si trasarea diagramei de variatie ale fortelor axiale
(c) Calculul de dimensionare (d)

(d) Calculul tensiunilor normale (c) pentru fiecare interval

(e) Calculul deplasarii capatului liber (Alioral) al barei.

yi Pentru efectuarea calculelor teoretice,
se cunosc urmatoarele date:

,,,,,, — —e g p F1=2kN; F» =8 kN; F3 =5 kN;
a=60mm; b=100 mm;

¢ =30 mm;

62 = 120 N/mm?;

E =2,1-10° N/mm>.

A
A

Fig. 2.7. Bari solicitatd axial

Rezolvare. (a) Calculul reactiunii orizontale (H) din incastrare

Pentru efectuarea calculelor teoretice, este necesar sd se defineasca intervalele prin numerotarea
punctelor de aplicatie ale fortelor exterioare, respectiv a reazemului. Se obtin patru puncte rezultand trei
intervale. Apoi, in Incastrare se introduc cele trei reactiuni: reactiunea orizontalad (H) si cea verticala (V)
ca urmare a anuldrii miscarilor de translatie dupd cele doua directii (x, y), respectiv momentul de
incovoiere (M) datoritd anularii miscarii de rotatie in planul xOy, originea O a sistemului de referinta
fiind in Incastrare (Figura 2.8).

Fig. 2.8. Calculul reactiunii (H) din incastrare
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Avand in vedere ca bara este solicitata doar axial si se neglijeaza greutatea proprie, rezultd ca, atat
reactiunea verticala (V), cat si momentul de incovoiere (M) sunt nule. Drept consecinta, se calculeaza
doar reactiunea orizontala (H) aplicand ecuatia de echilibru:

ZFX:0:>H+F3_F2+F1:0
H:_F3+F2_F1
H=-54+8-2=H=1KkN

(b) Calculul fortelor axiale (N) si trasarea diagramei de variatie

Se calculeaza forta axiala (N) in sectiune pe fiecare interval tinand cont de conventia de semne pentru
forta axiala prezentatad in Tabelul 2.1, respectiv aplicaind metoda sectiunii, parcurgand bara de la capatul
liber (punctul 1) catre incastrare (punctul 4). Se obtine:

 x Intervalul 1 -2 :
@ Ni-2=F1=2kN
F,
S *—>-->»
y x R Intervalul 2 — 3 :
@ @ No.3=F1—F,=2-8=—6kN
F, | F,
- —>-->
) X N Intervalul 3 — 4 :
N3.4=F1—F2+F3=2—-8+5=—1kN
©) ©) @
| | O F, | Fi
|- — - - +—>->

Cunoscand faptul cd, intr-o anumita sectiune transversald sau pe un interval, forta axiald este intotdeauna
constanta, se traseaza diagrama de variatie a fortelor axiale pe fiecare interval (Figura 2.9). Pe baza
diagramei obtinute, se observa ca pe intervalul 1 — 2 forta axiald este pozitiva (bara cuprinsa 1n acest
interval este supusa intinderii), respectiv forta axiald de pe intervalele 2 — 3 si 3 — 4 este negativa (bara
cuprinsd intre punctele 2 — 4 este supusd compresiunii).

yT ) < X |
ORNS, ® g
H | F; F, ! F, .
] e —p = |- - el = - = =l e — >
o b o
Ni,=2
N + Fy .
Ni4=1
F; Ny3=6

Fig. 2.9. Calculul si trasarea diagramei de variatie fortelor axiale (N)
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(c) Dimensionare

Avand 1n vedere faptul ca bara are sectiunea constanta pe toata lungimea sa, pentru determinarea valorii
diametrului (d) al sectiunii transversale, se ia in calcul valoarea maxima a fortei axiale (valoarea absoluta
a fortei axiale de pe diagrama).

In aceste conditii, rezulti ca forta axiald maxima este: Nmax =Nz 3=— 6 kN.

Pentru dimensionare se utilizeaza relatiile de calcul uzuale a ariilor necesare:

- d? IN paxl
Apec = %; nec — ;naax (A2-1.1)
Se egaleaza relatiile (A2-1.1) si se obtine formula de calcul a diametrului necesar:
. 2 .
T dTlEC _ |Nmaxl dnec — 4 |NmaX| (Az_l.z)

4 N ' 0,

Se aplica relatia (A2-1.3) pentru calculul diametrului necesar (dec):

’4' IN2_3]
d = |——————>=d =
nec o, nec

Valoarea necesara a diametrului se rotunjeste, intotdeauna cétre o valoarea mai mare decat cea estimata
din calcule (dnec) si se obtine diametrul efectiv sau real al sectiunii transversale (des > dpec):

= dypec = 7,97 mm

dpec = 7,97 mm = der= 8 mm
Cu valoarea efectiva a diametrului se calculeaza aria efectiva a sectiunii transversale.

- dg; T - 82
Aer = ef =

= A = 50,26 mm?

d) Calculul tensiunilor normale (o) pentru fiecare interval

La calculul tensiunilor normale se utilizeaza relatia de verificare din Tabelul 2.2, in care forta axiala se
introduce cu semnul rezultat din calcule. Semnul pozitiv al tensiunilor semnifica faptul ca portiunea
respectiva este intinsa, iar semnul negativ spune cd portiunea este comprimata. Se obtine:

Intervalul 1 —2: N,_, 2-103 .
O1_p = A = 50,26 = 39,79 - < 0, = tronsonul rezista
Intervalul 2 — 3: N,_3 6-103 s
023 = Acs - 50.26 = —119,37rrlmz < 0, = tronsonul rezista
Intervalul 3 — 4: N3_g 1-103 .
O3_4 = A = — 50.26 = —19,89 — < 0, = tronsonul rezista.

Pe baza valorilor tensiunilor se construieste diagrama de variatie ale tensiunilor prezentatda in Figura
2.10.
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Fig. 2.10. Calculul si trasarea diagramei de variatie ale tensiunilor normale (o)

Pe baza diagramei de variatie a tensiunilor normale (o) se constatd ca sectiunea 2 — 3 este sectiunea
maxim solicitatd: omax = 623 = 33,95 N/mm?.

e) Calculul deplasarii capatului liber (Alww) a barei

Pentru determinarea deplasarii capatului liber (Alwtl) este necesar sa se calculeze deformatia axiala
pentru fiecare interval, utilizand formulele (2.17). Deplasarea capatului liber se obtine prin Insumarea
algebrica a deplasarilor axiale corespunzatoare fiecarui interval in parte.

Intervalul 1 —2: Ni_,-a 2-103-60

Ao = = o105 176,72 20032 mm
Intervalul 2 — 3: N,_3-b 6-103-100

Aoy = = o1 105 17672 0161 mm
Intervalul 3 — 4: N3_4-cC 1-10%-30

Aot = A, T 21105 17672 000808 MM

Calculul deplasarii capdtului liber:

Algoral = Al + Al 3+ Al3_,

@ &
: F3 Fz : : Fl
—. . . . _'._>. _

Alora) = 0,0032 — 0,0161 — 0,000808 = Alyry = —0,0137 mm

X

—— — — — . —. L g — - >»

Al =-0,0137 mm

c b

Fig. 2.11. Calculul deplasirii capatului liber (Aliotal)

In urma calculului, rezult ca deformatia axiala totald (Aliotl) este negativa, respectiv bara se scurteazd
cu cantitatea 0,0137 mm (Figura 2.11).
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2.4. Tensiuni si deformatii la solicitari axiale tinand seama si de greutatea proprie a barei

Pana acum, in calculul barelor solicitate axial s-au luat in considerare doar sarcinile (forte concentrate,
momente concentrate, sarcini uniform distribuite) care actioneaza din exterior, neglijandu-se efectul
greutatii proprii acestora. Insd, in cazul pieselor lungi solicitate axial, greutatea proprie a acestora
constituie o Incarcare mecanicd, avand acelasi ordin de marime cu fortele aplicate, sau chiar mai mare,
influentand valorile tensiunilor si a deformatiilor. Din acest considerent, in unele cazuri, este important
sd se ia in calcul si greutatea proprie a piesei sau sistemului, pe langa solicitarea mecanica exterioara
(sarcinile aplicate).

In continuare, se va analiza un caz simplu de solicitare exterioard pentru care se considera si greutatea
proprie alaturi de solicitarea exterioara, iar influenta acesteia va fi regasita in valoarea tensiunii (o) si,
implicit, in diagrama de variatie a acesteia. In acest scop, in Figura 2.12 se considera o bara incastrati
in punctul 2 solicitatd la Intindere de forta (F) aplicata in capatul liber al barei (punctul 1). La distanta
(x) fata de capatul liber se sectioneaza bara si se detaseaza sectiunea obtinuta. Rezulta astfel forta axiala
in sectiune (Nx) produsa de forta exterioara (F), respectiv si de greutatea proprie a sectiunii (Gx).

Omax = F/A+y:l

+

A @

Fig. 2.12. Tensiunile si deformatiile barei solicitate axial tinind cont si de greutatea propriea a ei

Intr-o sectiune oarecare, aflata la distanta (x) fat de capatul liber al barei (punctul 1), efortul axial (Nx)
este:
Ny = F+ Gy (2.18)

Greutatea (Gx) a portiunii de bard de lungime (x), se poate calcula in functie de greutatea specifica (y),
de sectiunea barei (A) si de lungimea (x):
Gy=v-A-x (2.19)

Efortul axial (Nx) se rescrie sub forma:
Ny=F+vy-A-x (2.20)

Tensiunea normala din aceastd sectiune (x) este data de relatia:

N F
0X=KX; 0X=K+y-x (2.21)

Se observa ca tensiunea normald variaza liniar in lungul barei (variaza in functie de valoarea lui x), avand

valorile:
F
Omin — K

= pentru x =0 (2.22)
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F
= pentru x =/ Omax = 1 +vy-l (2.23)

Din relatia generala (2.23) se pot deduce relatii de dimensionare, verificare si capacitatea de incarcare a
barei (Tabelul 2.3):

Tabelul 2.3. Relatii de calcul la solicitarea axiald cand se ia in considerare greutatea proprie a barei

Dimensionare Verificare Forta axiala Deformatii
capabila
F F Feap = (0,—y- D) -A [ G
Apec = ———— = —4y-l< cap — A “ Al:—<F _>
nec = o —Y'l Oef Aef Y Oq E-A +2
unde: | G este greutatea proprie a barei si se calculeaza cu relatia:
G=vy-l-A (2.24)

Deformatia (lungirea barei). Pentru determinarea deformatiilor se considera un element de lungime (dx)
situat la distanta (x) de capatul barei, lungirea lui fiind notata cu (Adx), valoarea acestuia fiind datd de

relatia (2.16): Adx = ST);' dx = 22 dx. Prin integrare pe lungimea (/) se obtine lungirea totald a
barei (Al):
L 'F+yA-x
Al=fAdx=f—-dx=f—dx+f—xdx (2.25)
0 o E-A

F I y-A x?*1l F-l y-Al [ y-A-l
— . 2 == 2.26
=g 2 o 5 a 20 EaTEA 2 E-A(F+ 2 ) (2.26)

l G

_ 2 2.27
Al E_A(F+2) (2.27)

2.5. Bara de egala rezistenta la solicitarea axiala: Solutia teoretica si solutia practica

In cazul barelor cu aceeasi sectiune transversala de-a lungul lor, tensiunea normala (o) la solicitarea
axiald se determind ca raport intre efortul axial (forta axiald, N) si aria acelei sectiuni (A), respectiv:

N
= _ 2.28
o= (2.28)

iar in calculele de dimensionare, aria sectiunii transversale se determina astfel:

A—N 2.29
= (2.29)

unde: ’ Ga este tensiunea admisibild a materialului, [N/mm?].

In aceasta situatie, conditia de rezistentd a barei este indepliniti (cer < Ga), insd nu si conditia de
economicitate, deoarece aria calculatd este cea necesard in sectiunea cea mai solicitatd, fiind
supradimensionata in restul barei. Pentru utilizarea la maximum a capacitatii de rezistentd a materialului,
se recurge la solutia folosirii barei de egala rezistenta.

Definitie: Bara de egala rezistenta este un element structural a cdrui rezistentd la solicitarea mecanica
este constantd de-a lungul intregii sale lungimi, in conditiile in care este supusa unei forte axiale (de
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intindere sau compresiune). Cu alte cuvinte, distributia sectiunii transversale este conceputa astfel incat,
atat efortul axial (N) cat si tensiunea normala (c) sd ramana constante in sectiune, respectiv:

o = constant = o, (2.30)
Rezulta ca:
A= N 2.31
= 231)

Pe baza relatiei (2.31), se scriu urmatoarele observatii:

= Daca forta axiald creste de-a lungul barei (de exemplu, din cauza unei sarcini distribuite), atunci aria
sectiunii transversale trebuie sa creasca proportional cu forta aplicata

= Daca forta axiald scade, atunci aria sectiunii se reduce corespunzator.

In concluzie, forma barei, respectiv aria sectiunii transversale se adapteaza continuu in functie de variatia
fortei axiale (N), astfel incat in orice sectiune transversalad tensiunea normala (o) sd fie constanta si sa
nu depaseasca valoarea admisibila a materialului (ca).

Exemple de aplicatii practice unde se poate aplica principiul barei de egala rezistenta: elemente de masini
(axe, biele, tije) unde greutatea este critica; structuri aeronautice si auto, unde optimizarea masei este
esentiald; constructii metalice speciale sau piese turnate, etc.

Solutia teoretica: Legea de variatie a sectiunii transversale pentru bara de egala rezistentd se deduce prin
analiza barei prezentatd in Figura 2.13 [1, 2,13,15]. Bara este incastrata in partea superioara iar pe capatul
liber se aplica o fortd concentrata axiala (F) si care solicita bara la intindere. La distanta (x) fata de
capatul liber se detaseaza elementul de volum cu lungimea (dx), fiind marginit de sectiunile transversale
avand ariile (Ax) si (Ax + dAx). Elementul se afla in stare de echilibru static sub actiunea fortelor care
actioneaza asupra lui: eforturile (fortele axiale interioare) pe cele doua sectiuni transversale (c-Ax),
(o'(Ax + dAy)), respectiv greutatea sa (dG, = y-Ax-dx).

Fig. 2.13. Bara de egala rezistenta: solutia teoretica

Ay+Ay+dA
% = A,. Pentru elementul

Pentru calculul greutatii (dGy) se considerd aria medie astfel:
considerat se scrie ecuatia de echilibru:
o-(Ay+dAy) —0-A,—y-A,-dx=0 (2.32)
oA, +0-dA, —0-A,—Vy-A,-dx =0 (2.33)

In relatia (2.33) se reduc termenii (o - A,) si se obtine ecuatia diferentiala:
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dA, v

c-dA, =vy-A,-dx = A, de (2.34)
Integrand ambii membrii din relatia (2.34) rezulta:
fdA"—fyd +C 235
A, ) oY (2.35)
respectiv:
InA, = g x+C (2.36)

Constanta de integrare C din relatia (2.36) se determind impunand conditia pentru incastrare: pentru x =
0 rezultd A, = Ao. Din relatia (2.36) se obtine: C = [nA,. Se inlocuieste expresia constantei de integrare
in relatia (2.36) si se obtine:

Y- x Ay y'x
A =—— A =1 )
InA, S + InA, sau In ) S (2.37)

Relatia (2.37) se scrie sub forma exponentiald, in care (e = 2,7182) reprezinta baza logaritmilor naturali:

yx
A, =Ay €0 (2.38)
Sectiunea transversald (Ao) corespunzatoare capatului liber al barei se poate calcula astfel:
Ay = d 2.39
=1 (2.39)
Se Tnlocuieste expresia (2.39) in (2.38) si se obtine:
Fyx
A, =—-eoc (2.40)
Ga

Rezulta ca, sectiunea transversald a barei variazd dupd o curba exponentiala, iar sectiunea maxima a
barei se obtine 1n incastrare, pentru x = /, respectiv:

A d
= —- e
max Ga

vyl
s (2.41)

Realizarea practica a unei bare de egala rezistentd cu profil exponential si a carei arie tranversala este
definita de relatia (2.40) este dificil din punct de vedere tehnologic si presupune costuri ridicate, ceea ce
nu satisface cerinta de economicitate. In acest context, devine necesari identificarea unei solutii
constructive echivalente, care sd reproduca comportamentul mecanic al barei de egald rezistenta, dar
intr-o forma mai usor de fabricat.

O solutie practica adoptata in inginerie a fost impartirea profilului exponential in mai multe tronsoane,
in trepte, cu sectiuni transversale diferite, care se circumscriu barei de egala rezistenta — solutia teoretica
(Figura 2.14). Acest tip de profil are avantajul unui calcul matematic relativ simplu, geometria profilului,
respectiv a sectiunii transversale poate fi realizat usor cu mijloace tehnologice conventionale si permite
o utilizare eficientd a materialului. Astfel, se obtine un compromis optim intre rezistentd si
economicitate.
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Solufia teoreticd Solufia practicd
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Fig. 2.14. Grinda de egala rezistenta: solutia teoretica si solutia practica

In Figura 2.14 s-au notat cu (A= A4) ariile sectiunilor transversale pentru fiecare tronson, respectiv cu
(I1 = 14) lungimile acestora. Incepand de la primul tronson, ariile tronsoanelor care alcatuiesc solutia
tehnica se calculeaza astfel:

= Tronsonul 1: Aria sectiunii transversale se calculeaza tinandu-se cont de greutatea proprie. Rezulta:
F

a7 L) (242)

Ainec =

= Tronsonul 2: Aria sectiunii transversale se calculeaza tinandu-se cont de greutatea primului tronson,
(G1=v-A11h) s1 se obtine:

F
=F+y-A1-11=F+V Iy (O'a_Y'll)= F-o, (2.43)
2 (=Y L) (0a—v-13) (Ga—v 1) (0a—v-1l2)

= Tronsonul 3: Aria sectiunii transversale se calculeazad tinandu-se cont de greutatea primelor doua
tronsoane (G1 =v-A1-l1; G2 =y Ax-L2). Se obtine:

=F+(Y'A1'l1)+(Y'A2'lz)

(2.44)
’ e

"0

Ft+y-l- + a
RSN AR RO M A RN AR D) (2.45)

’ (00 —v-1)
F.

A, = %a (2.46)

(Ca=V 1) (Ca—V-l2) (0a—Y-l3)

» Tronsonul 4: Aria sectiunii transversale se calculeaza tinandu-se cont de greutatea primelor trei
tronsoane astfel (G =vy-A1-li; G2 =v-Az-b; Gz =v-A3-13). Se obtine:

:F+(Y'A1'l1)+(Y'A2'lz)+(Y'A3'l3)

A (2.47)
! (0a—V- L) 2
F F-o, F-of
AFF” oy D G D Gy ) Gy L) v L) eyl (249
(0a—vL3)
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.3
F-o3

M =Y ) (a7 1) @a—v 15 (0a—v o)

(2.49)

In cazul general, cand bara de egala rezistentd cu profil exponential se echivaleaza cu un numar de (n)
tronsoane, aria sectiunii transversale corespunzatoare tronsonului () se poate calcula cu relatia generala:

L ng_l)

(2.50)
(ca—v L) (Ca—v L) = (ca—V-ly)

A, =

In mod similar, calculul deformatiei axiale a barei echivalente din mai multe tronsoane se face separat
pentru fiecare tronson, t{indnd cont de greutatea proprie a tronsonului. Astfel, relatia generalda care
permite calculul deplasarii pentru tronsonul (n) este:

I

“E-A,

G
(F+G1+G2 +’“+G(n_1)+7n> (251)

Al,
Deformatia axiala totald a barei este egala cu suma deformatiilor axiale corespunzatoare fiecarui tronson,
astfel:

Aliotqr = Aly + Al + -+ Al (2.52)

2.6. Energia potentiala de deformare la solicitarea axiala

Energia de deformare este un concept fundamental in mecanica aplicata, iar principiile energiei de
deformare sunt utilizate pe scara larga pentru a determina raspunsul masinilor si structurilor la solicitarile
statice si dinamice.

Pentru a explica conceptul de baza (Figura 2.15), se considera o bara cu aria sectiunii transversale (A)
si lungimea (/) solicitata static prin forta (F). O astfel de fortd se numeste forfa statica deoarece nu exista
efecte dinamice sau inertiale datorate miscarii barei. In timp ce forta (F) creste incet si gradual, de la
valoarea 0 la valoarea finald (Fmax), se dezvoltd un lucru mecanic exterior (L), care se transforma in:
energie potentiala de deformare, camulata de materialul barei si in energie cinetica a maselor in miscare,
care se neglijeaza (fiind aproximativ nuld) solicitarea fiind in domeniul static. Considerand bara un
sistem conservativ, intreg lucru mecanic (L.) generat de forta (F) se transforma in energie potentiala de

deformare (Uy).
FA

dF

ARSI B, A
o W d(AD

Fig. 2.15. Exprimarea grafica a lucrului mecanic exterior

Pentru un sistem conservativ, energia potentiala de deformare (sau lucrul mecanic interior) va fi egala
cu lucrul mecanic exterior, adica:

Ug =L, (2.53)
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In studiul energiei potentiele de deformare se iau in considerare urmatoarele ipoteze de lucru:

= Este valabila legea lui Hooke, conform careia deformatiile sunt direct proportionale cu tensiunile

= Fortele exterioare sunt aplicate static, adica actioneaza cu aceeasi intensitate/valoare pe durata intregii
solicitari mecanice

= Se neglizeaza efectul fortelor de frecare si de inertie.

Lucrul mecanic exterior este reprezentat grafic in Figura 2.15. Astfel, la o forta aplicata (F), bara se va
deforma cu cantitatea (A/). Prin cresterea fortei de la (F) la (F+dF), lungirea barei va creste cu A/+d(A/).
Caurmare a deplasarii punctului de aplicatie al fortei pe directia acesteia, se efectueaza un lucru mecanic
exterior (Le), care se transforma in energie potentialda de deformare (Uq), acumulatd de materialul barei.

Variatia lucrului mecanic produsd de cresterea (dF) a fortei (aria ABAB1), poate fi exprimata ca
produsul dintre forta (F+dF) si deplasarea d(A/):

dLe = (F + dF) - d(Al) = F - d(AD (2.54)
Lucrul mecanic exterior efectuat de forta (F) aplicata static, definita de aria AOA; este:
L—deL —fFF d(Al)—jFF -l ! [ gpor = (2.55)
e ), ), ~J, E-A E-AJ, * T 2-E-A '
F
L, = 3 Al (2.56)

Pe baza relatiei (2.55) respectiv pentru F = N, energia potentiala de deformare (Uq) se poate calcula cu

formula:
U, = N 2.57)
d = 5EA :

Din relatia (2.57) se exprima energia potentiala de deformare (Ug) 1n functie de forta axiald (N) si de
deformatia liniara (A/), astfel:

1
Ug=5N-Al (2.58)

Pe baza relatiei (2.58) se obtine relatia de calcul a deplasarii liniare (Al) in functie de energia potentiald
de deformare (Ug) astfel:
2-Uq

Al =
: N

(2.59)

Inlocuind expresia energiei potentiale (2.57) in (2.59) se obtine expresia deplasarii liniare (Al) dedusa
anterior (2.16):

=z

NZ -1
2-E-A

= Al = (2.60)

Z|

Al =

Tl
>

2.7. Bare si sisteme de bare static nedeterminate la solicitari axiale

Un sistem plan, o bara plana sau o grindd este static nedeterminatd dacd numarul necunoscutelor
(reactiuni, eforturi) nu se pot calcula cu ajutorul ecutiilor de echilibru in plan: ) F, =
0; XFy, =0; X Mg = 0.

Sau, cu alte cuvinte, dacd numarul necunoscutelor este mai mare decat numarul ecuatiilor de echilibru
valabile in plan atunci sistemul sau bara plana este static nedeterminatd. In acest caz, este necesar
calculul gradului de nedeterminare (n) astfel:

n=r—s (2.61)
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unde: | n este gradul de nedeterminare
r este numarul necunoscutelor (reactiuni, eforturi)
s este numarul ecuatiilor de echilibru, iar in plan s = 3.

In general, nedeterminarea sistemelor poate fi: (a) exterioard — daca necunoscutele sunt reactiunile din
reazeme si nu pot fi calculate utilizind doar ecuatiile de echilibru statice; (b) interioara — daca
necunoscutele sunt eforturile din sectiunea transversald; (c) exterioara si interioara — cand
necunoscutele sunt atat reactiunile, cat si eforturile. Pentru rezolvarea acestor categorii de sisteme sau
bare si pentru obtinerea solutiilor este necesar sa se scrie un numar de ecuatii matematice egal cu numarul
total al necunoscutelor. De reguld, ecuatiile matematice sunt: cele trei ecuatii de echilibru aplicabile n
plan, respectiv ecuatii suplimentare ce definesc conditiile de deformare ale barei sau ale elementelor din
cadrul sistemului. In continuare se analizeaza cateva cazuri de sisteme (bare) static nedeterminate supuse
solicitarilor axiale si se are n vedere principiul de rezolvare a acestor categorii de probleme.

2.7.1. Bara dublu articulata

In Figura 2.16 este prezentati o bara cu sectiunea constanta si lungimea (), dublu articulata in punctele
0 si 3 si solicitatd de fortele axiale (F1) si (F2) aplicate in punctele 1 si 2. Pentru cunoasterea starii de
tensiuni si deformatii este necesar sd se determine valorile reactiunilor din cele doud reazeme. Avand in
vedere ca bara este solicitata axial, se iau in calcul doar reactinile orizontale, (Ho) si (H3).

W @ ®Orn KR @O O

..... —— — —— — — —- ‘._.)
[ L

P < P

Fig. 2.16. Bara dublu articulata solicitata axial

Pentru bara studiata se scrie ecuatia de echilibru care exprima suma fortelor ce actioneaza de-a lungul
axei longitudinale a barei (axa x):

ZFX=0:—H0+F1_F2+H3=O (2.62)

In ecuatia de echilibru (2.62) (Ho) si (H3) sunt necunoscute. Una din ele este necunoscuta static
nedeterminata, astfel cd este necesar scrierea unei ecuatii suplimentare ce tine seama de deformatiile
axiale ale barei. Deformatiile axiale din cele doua reazeme articulate sunt nule, astfel rezulta conditia:

Al= Al +Al, + Al; =0 (2.63)
No-1-li  Nio-lp Ny 3zl
A=A E-A E-A (2.64)

unde (No-1, Ni-2, N2.3) sunt fortele axiale pe intervalele cu lungimile (/1, /2, /3) si au expresiile:

NO—l == HO (265)
N1_2 = HO - F1 (2.66)
N2_3 == HO - Fl + FZ (267)

Expresia (2.64) devine:
_Horly (Ho—Fp)- (HO_F1+F2)'I3:0

= 2.68
Al E-A E-A E-A (2.68)

Cu ajutorul expresiei (2.68) rezultd necunoscuta static nedeterminata (Ho):
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H0=

1
T [Fl ’ (lz + l3) —F;- 13] (2.69)

Si apoi celalatd necunoscuta, reactiunea (Hs) rezultd din ecuatia de echilibru (2.62):

1
H; = 7 [F1 ’ (lz + l3) —F;- l3] —F+F; (2.70)

2.7.2. Sistem cu doua bare articulate paralele

In Figura 2.17 se prezinti un sistem format din: bara rigida orizontald (OD) articulata in punctul O, si
doud bare flexibile verticale paralele (CC; si DDy) articulate in punctele C; si Di. Cele doua bare
verticale sunt considerate flexibile, respectiv transmit doar forte axiale si nu transmit momente (de
incovoiere sau de torsiune). Pentru cele doua bare verticale se cunosc:

(1) Rigiditatea la solicitarea axiald definitd de: forma geometricd a sectiunii transversale (sectiune
circulara cu diametre diferite cu ariile A1, A2), respectiv de materialele din care sunt confectionate barele
cu modulele de elasticitate longitudinald - bara 1 (CCj) este confectionatd din otel cu modulul de
elasticitate longitudinala (Eol), iar bara 2 (DDy) este din aluminiu cu (Eai)

(2) Lungimile barelor: bara (OD) are lungimea totala (3-a), bara 1 are lungimea (1,5-a), iar bara 2 are
lungimea (2,5-a).

Sistemul este solicitat de forta concentrata (F) aplicatd in punctul B si se propune sa se determine:

(a) Reactiunile din reazemul articulat O, si fortele axiale (N) din sectiunile barelor verticale
(b) Tensiunile normale (o) din sectiunea barelor verticale

(c) Deformatiile axiale (Al) si a deformatiilor specifice (¢) a barelor verticale

(d) Deplasarea verticala (o) din punctul B produsa de forta aplicata (F).

D,
Bara 2

v E\\‘Ag\

|
|
|
I
|
|
Bara 1 ! : i
l;‘ulcl'Al\—‘ ‘
’ ! : 2, 5a
l i
: 1,5a !
| |
| |
l |
|
0 B Cll Dl
,,,,,,,,,,, ",,,,,,,,,,,,2,1,,,,,,,,,,2,_117,
vF Bara rigida
e d >ie d »>i< d >

Fig. 2.17. Sistem static nedeterminat

Rezolvare. (a) Reactiunile din reazemul articulat O §i fortele axiale (N) din sectiunea
barelor verticale
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Pentru obtinerea rezultatelor este necesar sda se analizeze sistemul din punctul de vedere al
necunoscutelor. In Figura 2.18 s-au introdus necunoscutele (reactiunile) in cele 3 reazeme (articulatii in
punctele O, C; si D1), rezultand un numar total de 5 necunoscute, care sunt reactiunile: V, Hc1; Vci;
Hpi;Vpr. Reactiunea orizontald (H) din punctul O este nuld deoarece bara rigida (OD) nu este solicitata
axial.

VDI

) A
’ V(‘l
Bara 2
—
. EarrAy
Her N

Baral :
Eoerr A \*‘
|
I
I
I
|
|
|
I
I
I

HDI

1,5a

yF

»le
»i€ »i€

Fig. 2.18. Calculul gradului de nedeterminare

Stiind ca in general, In cazul sistemelor plane, reactiunile se pot determina cu cele trei ecuatii de echilibru
statice uzuale (X Fx = 0; X Fy, = 0; ¥ M, = 0), in cazul aplicatiei prezentate, nu se pot calcula cele 5

necunoscute cu doar trei ecuatii matematice.

In continuare, se calculeaza gradul de nedeterminare al sistemului dat cu relatia 2.61 si se obtine:

n=5-3=>n=2 (2.71)

Dupa efectuarea calculelor, rezulta gradul de n = 2, respectiv sistemul dat este un sistem dublu static
nedeterminat. De asemenea, rezultatul gradului de nedeterminare (n = 2) indica faptul ca, alaturi de
ecuatiile de echilibru, mai sunt necesare inca 2 ecuatii suplimentare pentru a putea fi calculate cele 5
necunoscute (reactiuni). In acest context, pentru rezolvarea sistemului (adica ridicarea nedeterminarii)
se apeleaza la un ,,artificiu” de rezolvare si, totodata, se va tine cont de urmatoarele aspecte:

= Bara orizontala (OD) este perfect rigida, adicd in urma solicitdrii cu forta (F), aceasta nu se va deforma

= Barele verticale 1 si 2 sunt bare deformabile, acestea sunt solicitate axial de forta (F) si vor suferi
deformatii axiale (se vor alungi in urma solicitarii mecanice).

Pentru ridicarea gradului de nedeterminare a sistemului se sectioneaza cele doua bare verticale astfel
incat, partea superioard a acestora care cuprinde articulatiile din punctele C; si D1, respectiv cele 4
reactiuni (Hci; Ver; Hpi; Vi) sa fie inlaturate. Efectul sectiunilor indepartate sunt inlocuite de fortele
axiale (N1) si (N2), care apar datorita solicitarii axiale, la randul lor fiind necunoscute (Figura 2.19).

Astfel, din situatia initiald n care au fost 5 necunoscute (reactiunile V, Hc1; Vci; Hpi; Vi) s-a ajuns la
situatia finald in care au ramas doar 3 necunoscute: reactiunea verticala (V) din articulatia O, si fortele
axiale (N1) st (N2) din cele doua bare flexibile verticale. Astfel, problema s-a simplificat foarte mult si e
mai simplu de rezolvat. Avand in vedere schema simplificatd din Figura 2.19, se scriu ecuatiile de
echilibru:

ZFy=0:>V+N1+N2—F:O (2.72)
V+N;+N,=F (2.73)
ZMO=0:>F-a—N1-2-a—N2-3-a=O/:a (2.74)
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Fig. 2.19. Schema simplificata a sistemului de bare paralele (schema de lucru)

In figura s-au notat: | &g — deplasarea produsi de forta (F) pe directia ei
AL, Al; — deformatia axiald a barei 1, respectiv a barei 2.

F—2:N;—3-N, =0 (2.75)
2N, +3-N,=F (2.76)

Astfel s-au obtinut doua ecuatii (2.73) si (2.76) cu trei necunoscute, Insa pentru rezolvarea problemei
mai e necesara inca o ecuatie suplimentara. Ecuatia suplimentara se va obfine in functie de deformatiile
axiale ale barelor verticale, astfel: bara perfect rigidd (OD) se roteste in jurul articulatiei O si se va
deplasa in directia fortei (F) si din starea initiald (nesolicitatd) ajunge in starea finald dupa actiunea fortei
(F), 1ar barele flexibile verticale se vor deforma, se vor lungi cu cantitétile (Al;, Al2), Figura 2.19.
Astfel, pentru deformatii mici (Figura 2.19), triunghiurile AOBB’, AODD’ sunt asemenea, unghiurile B,
C si D sunt drepte, si aplicand teorema de asemanare rezulta:

All 2'a All 2
—_——— s — = -
Alz 3'a Alz 3

2
Al = 3 Al (2.78)

(2.77)

Expresia (2.78) reprezinta cea de-a treia ecuatie si, care Tmpreund cu ecuatiile (2.73) si (2.76) permit
determinarea celor trei necunoscute (V, N1 si N2).

In expresia (2.78) deformatiile axiale (Al;, Al se rescriu avand in vedere expresia cunoscuti la

.. . N-l )
solicitarea axiala: Al = A Se obtine:
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N;-15'a 2:N;-25-a 2:2,5-a-Eoel - A

= = N, = .
Eogel - A 3-Ep- A, YT 1,5-a3 Byt Ay 2.79)
5+ Egpel * A1 Eotel " Aq
Ny=—N,=>N;,=111-———-N 2.80
1745 - Ep-A, 2 1 Ea-4A, 2 (2.80)
In relatia (2.80) se noteaza cu constanta (k):
k= 1,11 - orel A 2.81)
’ Eal- Az .
Forta axiala (N1) va avea expresia:
Nl = K- NZ (2.82)

Expresia fortei axiale (N1) in forma scrisa (2.82) se inlocuieste in ecuatia de echilibru (2.76). Se obtine:

2-k-Ny+3Ny=F=>N, (2 k+3)=F (2.83)
F

Cunoscand valoarea fortei axiale (N2) sub forma (2.84), aceasta se introduce in expresia (2.82) si se
obtine ce-a de-a doua necunoscuta, (N1).

Cunoscand fortele axiale (N1) si (N2) se poate determina reactiunea verticald (V) utilizand ecuatia de
echilibru (2.73):

V == F - NZ - N1 (2.85)

Odatd ce se obtin cele trei necunoscute (V, Ni si Nz), sistemul static nedeterminat devine static
determinat si se pot determina celelalte marimi mecanice (tensiuni, deformatii etc).

(b) Tensiunile normale (o) din sectiunea barelor verticale

Avand 1n vedere ca barele verticale sunt solicitate axial, pentru determinarea tensiunilor normale (o) se
utilizeaza formula de calcul uzuala de la solicitarea axiala:

N, N,
A 0, = ™ [N/mm?] (2.86)

01 =
(c) Deformatiile axiale (Al) si a deformatiilor specifice (¢) a barelor verticale

Se calculeaza deplasarile (A/) (sau lungirile), respectiv deformatiile specifice (¢) a barelor verticale cu
relatiile uzuale:

=ty o Nl (2.87)
YT EoertAy’ 2 EalAg '
Al AL,
g =—; & =— [%] (2.88)
L L,

(d) Deplasarea verticala (o) din punctul B produsa de forta aplicata (F)

Pentru deducerea formulei de calcul a deplasarii verticale (o) produsa de forta (F) se are in vedere schita
realizata in Figura 2.17 si, se aplica teorema de asemédnare dintre AOBB’ ~ AOCC’. Se obtine:
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Op a
— = 2.89
All 2 a ( )

AL

= 2.90
8 == (2.90)

Calcul teoretic: Pentru sistemul de bare paralele din Figura 2.17 se cunosc urmatoarele marimi: F =5
kN; a = 1 m; Ay = 50,26 mm?; Az = 28,27 mm?; Eogel = 2:10° N/mm?, Ea; = 0,69-10° N/mm?. Aceste
valori s-au introdus in relatiile (2.81+2.90) iar rezultatele sunt prezentate in Tabelul 2.4.

Tabelul 2.4. Rezultatele teoretice obtinute pentru sistemul studiat

Mairimea Ecuatia | Efectuarea calculelor.
calculata utilizata | Rezultate
Constanta « 11 2-10° - 50,26
@75 | *T 069105 2827
k=5,72
Forta axiald, (N2) N, = 5
(2.78) 27 (2-572+3)
N, = 0,34 kN
Forta axiala, (N1) N, =5,72-0,34
276) | N = 1,94 kN
Reactiunea 2.79) V=5-0,34—-1,94
verticala, (V) ’ V =2,72 kN
Tensiunile 1,94 - 103 5
normale, (o) ™ 0 = 5026 = 38,59 N/mm
- _034 10T 5 02 N/mm?
%2798y _ ore /Ml
Deformatiile 1,94-10%-1,5- 103
axiale, (Al) oy | 00T T2 1055026 T

0,34-10%-2,5-103

Alz =
0,69 - 105 - 28,27
Deformatiile 0,28

= 0,43 mm

Speciﬁce, (8) & = W -100 = 0,0186 %
(2.82) )
2% 00 =00172%
2795100 " b
Deplasarea S = 0,28
produsa de F,| (2.84) BT
(38) 8g = 0,14 mm

2.7.3. Sistem de trei bare articulate concurente

Se considera un sistem de bare simetric dispuse fata de axa (y), format din 3 bare concurente in punctul
O, coplanare si solicitate axial de forta exterioara (F) aplicatd in punctul O (Figura 2.20). Pe baza ipotezei
deformatiilor mici, unghiul (o) format intre bara 1, respectiv bara 3 cu axa (y) (sau bara 1) raméane acelasi
si dupa deformarea axiala a acestora.

In sectiunea transversala a celor trei bare se produc fortele axiale (N, N2, N3). Fortele axiale (N1) si (N3)

se descompun dupa directiile axelor (x) si () rezultind componentele: (Nix, Niy, N3x, N3y) care sunt
definite in functie de unghiul (o) astfel:
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Al

Fig. 2.20. Sistem de bare concurente articulate in punctul O

Nix = Ny *sina; Nyy = Ny - cosa

N3y = N3 -sina; N3y = N3 - cosa (2.91)

Conform Figurii 2.20, se scriu urmatoarele ecuatii de echilibru (de forte):
Z FX = 0 = _N1X + N3X - O = _Nl " San( + N3 - Sll’lO( == O = Nl - N3 (2.92)
ZFy=0: Niy + Ny + N3, —F=0= N;-cosa+ N, +N3-cosa =F (2.93)
2+Ni-cosa+ N, =F (2.94)
unde: N; - cosa = Nj - cosa (2.95)

Ecuatia suplimentard de deformatii este:

Al (= Alg) = Al, - cosa (2.96)

Ny -1 \PRY/ N N
. & ! : (2.97)

= = =
Z'El'Al'COSZ(X 2'E2'A2 El'Al'COSZOL Ez'Az
Cu ecuatiile (2.95) si (2.97) se pot determina expresiile necunoscutelor (N1=N3) si (N2) sub forma:
F F

; N, =
. CcOSUL. E Ay
+ 2 - cosa 1+2 E, A,

Nl - Ez'Az

E, - A, - cos?a

. cos?a (2.98)

Din relatiile (2.98) rezulta ca, eforturile din barele inclinate 1 si 3 depind de rigiditatile la solicitarile
axiale ale acestora (specifica problemelor static nedeterminate), respectiv de inclinarea lor cu unghiul

(@)
2.7.4. Tensiuni in bare supuse variatiei de temperatura
Se considera bara din Figura 2.21 pentru care se cunoaste lungimea acesteia (/), coeficientul de dilatare

termica (o) si rigiditatea (E-A = constant) datd de: aria sectiunii transversale (A) si materialul din care
este confectionata bara (modulul de elasticitate E).
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Fig. 2.21. Bara solicitata de variatia de temperatura: dilatare libera

In acest caz, solicitarea axiald a barei nu este produsd de o sarcina exterioard, ci de o variatie de
temperaturd, care creste de la valoarea initiala (¢;) la cea finala (#2), cele doua valori fiind cunoscute.

Sub actiunea cresterii uniforme a temperaturii, o bard consideratd dintr-un material metalic pentru care
se cunoaste coeficientul termic (a), suferd o deformatie axiala:

Al = a-l-(t; —t7) (2.99)
AT = (t; —ty) (2.100)
unde: Al este deformatia liniard a urmare a variatiei de temperatura, [mm]

AT este diferenta de temperatura, [°C]
t; este temperatura initiala, [°C]
t> este temperatura finala, [°C].

Daca aceeasi bara se incastreaza in ambele capete (bara dubla incastrata din Figura 2.22), atunci dilatarea
termica este blocatd, si drept consecinta asupra barei vor actiona reactiunile (Hi) si (Hz). In acest caz,
ecuatia de echilibru este sub forma:

ZFX=O$ Hl_H2=O$H1=H2=H (2.101)
A E o

@ @
I constante I
H1 H 2 X
— - . — . — . — . . _)
< l >

Fig. 2.22. Bara dublu incastrata solicitata de variatia de temperatura (dilatare blocata)

Din relatia (2.101) rezulta ca reactiunea orizontala (H) este marimea static nedeterminata si este necesara
o ecuatie suplimentara data de deformatiile axiale ale barei. Deformatia totala a barei (At) este compusa
din lungirea datorita dilatatiei (Al4) produsa de variatia de temperaturd si de scurtarea (Alc) produsd de
efectul reactiunii (H). Reazemele fiind rigide (incastrari), in care deplasarile pe axele (x) si (), respectiv
rotirea in jurul axei (z) sunt nule, se scrie conditia:

Al,=0= Al =Aly— Al, =0 (2.102)
H-1

Pentru calculul de verificare se utilizeaza:

(2.105)

a
Il
>| =
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5= A °"A(t2_tl) (2.106)
co=E-a-(t,—t)) <o, (2.107)

Din relatia (2.107) rezulta ca tensiunea normala depinde de tipul materialului (E si o) si de variatia de
temperaturd (AT).

Un alt studiu este si cazul unei bare dublu incastrata, dar cu joc de montare (9), prezentatd in Figura
2.23. In acest caz, sub influenta variatiei de temperatura bara se va lungi cu deformatia axiala (A/), adica
cu cantitatea (J).

ALE o
constante

Fig. 2.23. Bara cu rost de dilatatre solicitatd de variatia de temperatura

Si 1n acest caz, se impune conditia de deformare:

H-1

Pentru calculul necunoscutei (H) se utilizeaza relatia (2.108) si rezulta:

H-1
al(tp=t) —gp=8=>H=E-A-a AT (2.109)

Daca, in urma efectuarii calculelor, valoarea reactiunii (H) are semn negativ, inseamna ca rostul de
dilatare (8) nu se umple si, ca urmare, nu se produc tensiuni normale (c). Daca reactiunea (H) va fi
pozitivd, atunci rostul se va umple si se vor produce tensiuni normale.
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3. FORFECAREA

3.1. Notiuni generale

Solicitarea de forfecare sau de tdiere se produce atunci cand asupra unei bare actioneaza doua forte
transversale (F), egale si de sens contrar, aplicate perpendicular pe axa longitudinald a acesteia, iar in
sectiunea transversald se dezvolta un efort situat in planul sectiunii, care se numeste forfa tdaietoare sau
efort taietor (T) (Figura 3.1).
|F =T
F

eI

e

—>

Fig. 3.1. Bara dreptunghiulara solicitata la forfecare (taiere)

Tensiunile care iau nastere in sectiunea transversala sunt cuprinse in planul sectiunii transversale si
poartd denumirea de tensiuni tangentiale (1) si se opun fortei taietoare, cautand sa echilibreze corpul.
Sub actiunea fortelor exterioare bara sufera deformatii unghiulare (sau lunecari) (y).

Forfecarea pura se obtine atunci cand tensiunile tangentiale (t) sunt repartizate uniform pe indlfimea si
pe latimea sectiunii transversale (Figura 3.1), iar tensiunile normale (o) sunt nule. In practica
inginereascd, fenomenul de forfecare pura se gaseste foarte rar, fiind insotit de o solicitare de incovoiere
care de cele mai multe ori se neglijeaza (respectiv de o solicitare de compresiune sau strivire).

Intre forta taietoare (T) si tensiunea tangentiald (1) exista relatia de legtura:
Tzf T-dA=1-A 3.1)
A

unde: | T reprezinta forta tdietoare din sectiunea transversala, [N]
dA, A este aria elementari, respectiv aria sectiunii transversale, [mm?]
T este tensiunea tangentiald, [N/mm?].

Din expresia (3.1) rezulta relatia de calcul a tensiunii tangentiale:

=1 (3.2)

Relatia (3.2) exprima faptul ca tensiunea tangentiala se distribuie uniform pe sectiunea transversala. Pe
baza relatiei (3.2) se pot deduce relatiile de dimensionare, verificare si a fortei tdietoare capabile pentru
o bara supusa solicitarii de forfecare (Tabelul 3.1):

Tabelul 3.1. Relatii de calcul la solicitarea axiala

Dimensionare Verificare Forta tiaietoare capabila
T T Teap = Aef* T
Apec = — Tef = A STy cap of "
Ta ef

unde: | T, Tcap este forta tdietoare din sectiunea transversala, respectiv forta tdietoare capabild sa o
suporte bara fard a se rupe (sau sa nu sa se producd deformatii permanente), [N]
Aet, Anec este aria efectivi, respectiv necesard (minimi) a sectiunii transversale a barei, [mm?]
Tet, Ta este tensiunea tangentiald efectivi, respectiv admisibild, [N/mm?].
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3.2. Determinarea deformatiilor la forfecare. Legea lui Hooke.
Energia de deformare la forfecare

Pentru studiul deformatiei la solicitarea de forfecare s-a reprezentat in Figura 3.2 un segment al unei
placi pe care actioneaza doud forte egale si de sens opus, avand distanta (/) intre ele. Se observa ca, in
zona de forfecare, douad sectiuni transversale alaturate se deplaseaza una in raport cu cealalta, astfel incat
se produce o deformatie unghiulara. Segmentul AD al elementului dreptunghiular ABCD este fix, iar
sub actiunea tensiunilor tangentiale (1) care actioneaza in planul segmentelor AB-BC-CD si AD, latura
BC a sectiunii se deplaseaza 1n planul tensiunii (t) pana in pozitia finala, B’C’.

Fig. 3.2. Deformatii la forfecare

In Figura 3.2 s-a notat cu (As) deplasarea punctului B in punctul B’, iar cu (y) deformatia specifica
unghiulara si reprezintd unghiul format intre latura AB (starea initiald, nesolicitatd) si latura AB’ (dupa
solicitare). Se definesc urmatoarele marimi:

» Lunecarea absoluta (As) este data de segmentul BB’ = As si este 0 marime ce depinde de dimensiunile
elementului considerat.

» Lunecarea specifica unghiulara (y) este definita de raportul dintre lunecarea absoluta (As) si distanta

(/) dintre fetele ce aluneca:

As
tgy = T (3.3)

La forfecare, modificarea unghiului drept al paralelipipedului este mica (in baza ipotezei deformatiilor
mici), respectiv:

gy = y= — (3.4)

Legatura dintre tensiunile tangentiale (t) si deformatiile unghiulare (lunecarile specifice y), care iau
nastere in piesele solicitate la forfecare, se poate stabili in urma unor Incercéri experimentale la forfecare
purd. Analog cu Incercarea la tractiune, experimental se obtine o curba caracteristica pentru forfecarea
pura prezentata in Figura 3.3, unde portiunea liniard OA de pe curba exprima legdtura intre tensiunile
tangentiale (7) si lunecarile specifice (y). Astfel, legea lui Hooke la solicitarea de forfecare este definita
de relatia:

1T=G-y (3.5)

unde: | T este tensiunea tangentiala, [N/mm?]
G reprezintd modulul de elasticitate transversald, [N/mm?] si, care se determini in mod
experimental pentru fiecare tip de material
vy reprezintd deformatiile specifice unghiulare.
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Tl‘ = Tmax TC

14

= _y,A,

Fig. 3.3. Curba caracteristica a materialului la forfecare

In cazul forfecarii, forta taietoare (T), care cauzeaza o lunecare absoluta (As), produce lucrul mecanic
exterior:

1
Le =ET-AS (3.6)

Coeficientul 2 din relatia (3.6) apare datoritd variatiei liniare a fortei tdietoare (T) in raport cu

.y . . e 04T 1
deformarea (As), variatie de la valoarea 0 la valoarea maxima (T), valoarea medie fiind — =3 T.

Avand in vedere legea lui Hooke pentru solicitarea de forfecare (3.5), respectiv definitia lunecarii
specifice unghiulare (3.4), se poate exprima lunecarea absoluta (As) ca fiind:

T
As=y-l==-1 3.7
s=y c (3.7
In relatia (3.7) se introduce expresia (3.2) a tensiunii tangentiale () si se obtine deformarea absoluti:

T-1
~G-A
unde: | As reprezintd deformarea/deplasarea sau lunecarea absolutd, [mm]
T este forta tdietoare din sectiunea transversala, [N]
[ este lungimea barei supusa la forfecare, [mm]
G este modulul de elasticitate transversald, [N/mm?]
A este aria sectiunii transversale, [mm?]
G-A reprezinta modulul de rigiditate la forfecare.

As (3.8)

Avand 1n vedere faptul ca lucrul mecanic exterior (3.6) se transforma 1n energie potentiala de deformare
(Uq), expresia lunecarii absolute (As) din relatia (3.8) si expresia tensiunii tangentiale (3.2), se obtine:

1 Tz-l_rz-l-A

—_. — =L 3.9
Va=3" G A~ "2.¢ e (39)

In relatia (3.9), produsul (I-A) reprezinti volumul elementului considerat. Pe de alta parte, energia
potentiala specifica de deformare (Us) este definitd de urmatoarea relatie:

Ug T 71y
= — = = — 3.10
b=y =235~ 619

Relatia de calcul a energiei potentiale specifice de deformare (3.10) la solicitarea de forfecare reprezinta
aria hagurata a triunghiului OAA’ prezentata in Figura 3.3.

611180



3.3. Aplicatiile forfecarii: Calculul imbinarilor

Intr-o structurd mecanica, imbinarea elementelor componente se realizeaza prin intermediul unor organe
(piese) de asamblare sau de imbinare (bolturi, suruburi, nituri, pene etc.). De reguld, in aceste piese de
asamblare, cea mai importantd solicitare este cea de forfecare, ea fiind determinanta in aparitia starii
periculoase (a fenomenului de rupere) prin lunecarile ce le provoaca. Alaturi de forfecare pot sa apara si
alte solicitari, in special intinderea si strivirea, efectul incovoierii fiind, de regula, neglijat. in Figura 3.4
se prezinta clasificarea Tmbindrilor, avand in vedere tipul acestora.

CLASIFICAREA IMBINARILOR

Demontabile Nedemontabile
Obtinute cu suruburi, bolturi, Obtinute prin nituire, sudura, lipire
pene, caneluri etc., solicitate in etc., solicitate in principal la
principal la forfecare si strivire. forfecare si strivire.

Fig. 3.4. Clasificarea imbinarilor

Pentru realizarea calculului elementelor de imbinare se tine cont de urmatoarele ipoteze simplificatoare:

(1) Tensiunile tangentiale (t) sunt considerate repartizate uniform in sectiunea forfecata
(2) Sarcinile exterioare sunt distribuite uniform asupra elementelor de asamblare
(3) Transmiterea eforturilor de la o piesa la alta se realizeaza prin intermediul elementelor de asamblare.

La calculul imbinarilor se definesc urmatoarele tipuri de sectiuni transversale:

= Sectiunea bruta, este suprafata totala masuratd a sectiunii transversale fara a tine cont de prelucrari
tehnologice sau eventuale zone reduse (precum gduri, caneluri, sau alte defecte geometrice)

= Sectiunea neta, reprezintd sectiunea micsorata prin procese tehnologice de prelucrare (strunjire, frezare,
gaurire etc.). Cea mai mica sectiune transversala neta se numeste sectiune critica. Ea se utilizeaza de
obicei in calculul de rezistenta a imbinarilor.

Spre exemplificare, in Figura 3.5 se prezinta o piesd pland cu sectiunea transversala dreptunghiulara,
asupra careia se realizeaza de-a lungul piesei, patru sectiuni transversale (sectiunile A — A, B—-B, C -
C, D-D).

Fig. 3.5. Piesa supusa sectionarii transversale
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In urma sectionarii se obtin urmatoarele sectiuni transversale (Tabelul 3.2):

Tabelul 3.2. Calculul ariei in diferite sectiuni transversale ale piesei

Sectiunea Sectiunea Sectiunea Sectiunea
A—A: B -B: C-C: D-D:
PN el H PELIN
'Y A tR A A
I@d
3 B B oD B b

| v R ;
Aria A — A: Aria critica B — B: Aria critica C — C: Aria critica D — D:
A=B-H AcriticézB'H_ZR'H AcriticézB'H_(D-I_d)'H Acriticé:B'H_d'H
Acriticé =H- (B - ZR) Acriticé =H- [B - (D + d)] Acriticé =H- (B - d)

Observatie: | (1) In calculul de rezistenta al piesei se ia in considerare aria critica cu valoarea cea
mai micd.

Aplicatie rezolvata

Aplicatia 3-1. Sa se determine latimea efectiva (bey) pentru bara din figura de mai jos, stiind cd aceasta
este solicitata de forta axialda F = 12 kN. Se cunosc: valoarea grosimii /4.r= 5 mm, diametrul gaurii der =
12 mm si rezistenta admisibild a materialului 6,= 130 N/mm?.

Aria critica A-A

Ay e
A A
ad, F x
1 (Yo L5y [T,
A 4

Fig. 3.6. Bara cu sectiune dreptunghiulara solicitata axial

Rezolvare: Pentru calculul de dimensionare (latimea b.y), se ia in considerare aria critica (sau aria
minima, aria transversald cea mai micd), care se calculeaza cu relatia:

Acritics — (bnec - def) ) hef

Stiind ca bara este supusa unei solicitari de intindere de forta axiald (F), atunci, aria necesara se poate

calcula cu relatia:

A = F
nec_o_a

Egaland aria critica cu aria necesara se obtine relatia de calcul a latimii necesare (byec):

F 1 F
(bnec - def) : hef = G_ = bpec = h_f(_+ def : hef)
a e

Ga
unde: | F reprezinti forta aplicati, [N]
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der este diametrul efectiv al gaurii, [mm]
her este grosimea efectiva a sectiunii transversale, [mm]
bnec este latimea necesara a sectiunii transversale, [mm].

Se inlocuiesc datele cunoscute in formula obtinuta (b,.) s1 se obtine:
1 [/12-103
bnec :g' W'*‘ 125 = bnec = 30,46 mm
Dupa efectuarea calculelor teoretice, s-a obtinut valoarea necesara a latimii sectiunii critice transversale.
Pentru obtinerea valorii efective (bes), valoarea necesard (sau calculatd) se rotunjeste astfel incat bes >
bnec. Valoarea efectiva reprezinta valoarea dimensionald reald a piesei obtinutd prin procesul de
prelucrare tehnologica. Astfel, se obtine:

brec = 30,46 mm = b,y = 32 mm
3.3.1. Imbinari demontabile

3.3.1.1. Imbinari cu bolturi

Spre analiza, In Figura 3.7 se prezinta un ansamblu format din Piesa 1 si Piesa 2, imbinarea realizidndu-
se prin intermediul unui singur bolf cu cap. Ansamblul este solicitat de fortele (F), egale si de sens
contrar, aplicate pe axa geometrica (x) a ansamblului. Se cunoaste valoarea fortelor aplicate (F),
respectiv grosimea (/;) a Piesei 1, si se propune calculul diametrului efectiv a boltului (dp) si a grosimii
(h) a Piesei 2. La final, se va face calculul de verificare la rezistenta al boltului si al Piesei 2.

Axa geometricd Cap bolt
a boltului \| Bolt cu cap
|
Piesa2 /1 & Qe 1E'f
'\f\/\/‘
F F x

|
! c
h - L str | > 7‘77>
|
|

Axa geometrica

P 1'_ a ansamblului
Gor f
! N \ !
I
|
T

d, “Bolt ~Piesa 1

4

Fig. 3.7. Asamblare demontabila cu bolt

In figura s-au notat: | F — forta aplicati care solicita axial ansamblul dat, [N]

dp — diametrul boltului, [mm]

dg — diametrul gaurii de asamblare, [mm]

h, h; — grosimea Piesei 2, respectiv a bratelor Piesei 1, [mm)]
Ostr. — tensiunea normali de strivire, [N/mm?]

¢ — tensiunea tangentiala de forfecare, [N/mm?].

Conform figurii, forta (F) actioneazd perpendicular pe axa boltului, acesta fiind solicitat la forfecare
(avand doua arii de forfecare, cele doud sectiuni transversale ale boltului cuprinse intre piesele 1 si 2),
respectiv la strivire ale elementelor in contact. Calculele de dimensionare si de verificare se vor efectua
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tinand cont de aceste solicitari. Ca reguld generala, dupa efectuarea calculelor de dimensionare se obtine
valoarea necesara (sau minima) a piesei dimensionate, urmand ca apoi aceasta valoare necesara (val. ec.)
sd se rotunjeasca la valoarea superioara (sau se va alege din standard) si sa se obtina valoarea efectiva
(val.er), adica: val.er > val. pec.

a) Calcule de dimensionare

» Dimensionarea boltului se efectueaza considerand solicitarea de forfecare, astfel ca este necesar sa se
ia n calcul aria de forfecare pentru un bolt scrisa sub forma expresiilor:

. A2
Afz%.n.i G.11)
F
Ap= — 3.12
S (3.12)

Din egalarea relatiilor (3.11) si (3.12) se obtine formula generala care permite determinarea diametrului
necesar (dnec) a unui bolt:

(3.13)

dnec

unde: | F reprezinta forta aplicata, [N]

dnec este diametrul necesar al gaurii, [mm]

T, este tensiunea tangentiald admisibild a materialului la forfecare si se calculeaza
astfel: T, ¢ = 0,8 - 0,, [N/mm?]

n reprezinta numarul total al ariilor de forfecare pentru un bolt

i reprezintd numarul total de bolfuri din ansamblu.

Observatie: | (1) Cu dnec se rotunjeste/ se alege der a boltului (dey > dnec). De regula, montajul cu
bolturi se face cu joc, astfel ca diametrul gaurii de asamblare (dg) se obtine: dg = deor +

(0,51 mm), [mm].

« Pentru calculul grosimii necesare (hqe) a Piesei 2 se considera solicitarea de strivire care se produce
intre bolt si Piesa 2 atunci cand actioneaza forta (F). Pentru calculul de dimensionare, aria de strivire se
echivaleaza cu o arie dreptunghiulara cu inélfimea (/) §1 latimea (dy). Astfel, se scriu urmatoarele
relatii de calcul pentru ariile de strivire:

Astr = hpec dg-m-i (3.14)
F
Ager = Km (3.15)

Din egalarea relatiilor (3.14) si (3.15) se obtine relatia generald care permite determinarea grosimii
necesare (/nec) a Piesei 2:

F
dym-i

(3.16)

hpec =
Astr
unde: | F reprezinta forta aplicata, [N]

hnpec este grosimea necesara a Piesei 2, [mm]
Oy, €Ste tensiunea normala admisibila la strivire a materialului §i se poate calcula
cunoscand tensiunea normala admisibila la tractiune a materialului, astfel:
Oayy = (1,5 +2) " 0, , [N/mm?]
m reprezintd numarul total al ariilor de strivire pentru un bolt
i reprezinta numarul total de bolturi din ansamblu.
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Observatie: ‘ (1) Valoarea hnec se rotunjeste/se alege her a grosimii piesei 2 (her> hnec).
b) Calcule de verificare la rezistenta

Calculul de dimensionare este urmat intotdeauna de calculul de verificare la rezistenta a pieselor. Pentru
ansamblul propus, se vor efectua calculele de verificare pentru bolt, respectiv pentru Piesa 2. Ca regula
generald, pentru ca piesa dimensionata sa reziste la solicitarea exterioara trebuie ca tensiunea calculata
(sau efectiva) trebuie sa fie mai mica sau cel putin egald cu tensiunea admisibila a materialului din care
este confectionata, adica o.r < 6a. Relatiile de verificare sunt urmatoarele:

Pentru bolt: F
a) Pentru bolf ‘ TefZA—fSTa (3.17)

e

b) Pentru Piesa 2: F
‘ Oefgr = A_ef < Oagyr. (3.18)

(1) In expresiile (3.17), (3.18) ariile efective (Aef) se calculeaza utilizand dimensiunile
efective si cu expresiile (3.11) si (3.14).

Observatie:

3.3.1.2. Imbinari cu suruburi

Imbinarea cu suruburi este una dintre cele mai utilizate Tmbinari din domeniul ingineriei mecanice (si
nu numai) intdlnindu-se la prinderea carcaselor din componenta sistemelor mecanice, fixarea
elementelor mecanice pe diferite suprafete etc.

In Figura 3.8 se prezinti un ansamblu format din doud placi cu grosimile (#;, t>) fixate prin intermediul
unui surub de prindere cu cap hexagonal cu diametrul (ds). Montajul se realizeaza cu joc astfel ca, placile
sunt prevdzute cu o gaurd de asamblare cu diametrul (dg). Conform figurii, ansamblul este solicitat la
intindere de doua forte (F), egale si de sens contrar. Reducand actiunea fortei (F) pe fiecare element din
cadrul ansamblului, rezulta ca: placile sunt solicitate la intindere de forta aplicata (F); tija surubului este
solicitatd la forfecare de forta (F) care actioneazad perpendicular pe axa tijei surubului si /a strivire la
contactul dintre tija surubului si cele doua placi.

Pentru ansamblul prezentat se propune dimensionarea tijei surubului (ds) (si implicit a gaurii de
asamblare, dy) si efectuarea calculelor de verificare.

Axa geometrica

Placa 1 a surubului ™, /— Surub o o
F [T T1 ) ) "
— A T ezl L e,
i F F : ~—1 F
Ostr : \ tg > < | B ‘@ ds
| e | y
I | | L€l
Placa 2 !
dg
dy

Fig. 3.8. Imbinare cu surub

In figura s-au notat: | F — forta aplicata, [N]
ds — diametrul surubului, [mm]
dg — diametrul gaurii de asamblare, [mm]
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t1, t> — grosimea placilor 1 si 2, [mm]

B — latimea placilor, [mm]

e - distanta de la axele geometrice ale surubului la marginile placilor, [mm)]
e, e2 — distanta de la axele geometrice ale surubului la muchiile laterale ale
placilor, [mm)]

Ostr — tensiunea normali de strivire, [N/mm?]

¢ — tensiunea tangentiald de forfecare, [N/mm?].

a) Dimensionarea surubului de prindere

Ca si 1n cazul boltului, dimensionarea surubului de prindere se realizeaza tinand cont de solicitarea de
forfecare, astfel:

. A2

Afzm.n.i (3.19)
F

Af=— 2

=0 (3.20)

Din egalarea relatiilor (3.19) si (3.20) se obtine relatia generald care permite determinarea diametrului
necesar (ds nec) al surubului:

(3.21)

ds_nec =

unde: | F reprezinta forta aplicata, [N]
ds nec este diametrul necesar al surubului, [mm]
T, este tensiunea tangentiald admisibild a materialului, [N/mm?]
n reprezintd numarul total al ariilor de forfecare pentru un surub
i reprezintad numarul total de suruburi din ansamblu.

Observatii: | (1) Surubul de fixare fiind un element de fixare standardizat, cu valoarea calculata
(ds nec), valoarea diametrului efectiv al surubului (ds o) se alege din standarde, (ds of >
dsﬁnec)-

La imbinarea cu un numar de (n) suruburi de prindere, forta aplicatd se considera uniform distribuita pe
fiecare surub. Astfel, pentru un surub, sarcina sau forta repartizata se calculeaza:

F
F, =— (3.22)
b) Calculul dimensiunilor (e) si (e;)

» Dimensiunea (e) reprezinta distanta de la surub si pana la marginea placii, masurata pe directia axiala,
iar pentru calculul acesteia se ia in considerare aria de forfecare din Figura 3.9.

e

772 I

Fig. 3.9. Aria de forfecare (sectiune longitudinald)

ds/2

Conform Figurii 3.9, aria de forfecare se poate scrie sub forma:
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d
Syt (3.23)

Af = -
f (enec 2
Af = i 3.24
S (3.24)
unde: | fmin reprezintd grosimea cea mai mica a placii, [mm]
coeficientul 2 se refera la doua arii de forfecare de-a lungul placii (vezi Figura 3.8).
Din egalarea expresiilor (3.23) si (3.24) se obtine relatia de calcul a valorii necesare (enec):
1 F dg
_ — S 3.25
enec 2 . tmln (Ta + 2 mln) ( )
Observatie: ‘ (1) Valoarea enec se rotunjeste si se obtine distanfa ecr (€ef > €nec).
Calculul de verificare se efectueaza utilizand expresia:
F
Tef = S Taf (3.26)

S

2- tmin(eef - 7)

- Dimensiunea (e;) reprezinta distanta de la surub si pana la marginea placilor, masurata pe directia
transversald, iar pentru calculul acesteia se ia in considerare aria de forfecare din Figura 3.10.

- Lmin
<

N

»l

»l

€]

N\

A A
Fig. 3.10. Aria de forfecare (sectiune transversala)

Aria de forfecare prezentatad in Figura 3.10 se poate scrie astfel:

Af = tiin - (B — ds) (3.27)
Ap=2- €1 nec " Umin (3.28)

Din egalarea expresiilor (3.27) si (3.28) se obtine formula de calcul a valorii necesare (€1 nec):
(B - ds)

el_nec - 2

(3.29)
Observatie: ‘ (1) Valoarea e nec se rotunjeste si se obtine distanta ej of (€1 ef > €1 nec).
¢) Calculul de verificare la rezistenta

Calculul de verificare a tensiunii de strivire care apare In zona de contact dintre tija suruburilor si peretii
gaurii de asamblare, presupune evaluarea raportului dintre forta aplicata (F) si aria de strivire (Asy):

F

tmin * ds 'n

Ostr = < Og str (3.30)

unde: ’ Agir = tin " ds ' (3.31)
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3.3.1.3. Imbinari prin pene paralele

Pana paralela (sau longitudinald) este un element de imbinare intalnit in general la montajul elementelor
care transmite o miscare de rotatie sau un cuplu, cum ar fi asamblarea rotilor dintate pe arbori de
transmisie. Ca atare, pana paralela are dublu rol: de fixare pentru transmiterea cuplului si de siguranta
pentru sarcini accidentale (suprasarcini).

Penele paralele sunt solicitate /a forfecare in zona de separare a elementelor asamblate si la strivire pe
suprafata de contact a penei cu fiecare din elementele pe care le Tmbina (Figura 3.11).

M,

/ Tf 3 l— Ostr i
Gstr ZA :— I h
; AN
- - = _: 2 - e A d ___________ -
Pana ]
Roati paralela
dintata Arbore

Fig. 3.11. Asamblare cu pana paralela

In figura s-au notat: | M; — momentul de torsiune aplicat, [N-mm]
d — diametrul arborelui, [mm]
[, b, h — lungimea, latimea respectiv indltimea penei paralele, [mm].

Forta (F) care solicitd pana la forfecare se poate calcula cunoscand momentul de torsiune (M) si

diametrul arborelui (d) astfel:
d 2 - Mt

M =F==F=-—— [N (3.32)

Momentul de torsiune (M) se poate determina daca se cunoaste puterea motorului (P) in [kW] si turatia
(n) In [rot/min] a motorului de actionare:

P [kW]
i)
Lungimea penei (/) se poate calcula:
F
F=lnec- bef "Ta = lnec = b T = lef > lnec (3.34)
ef " Tag
Calculul de verificare a penei se face la solicitarea de strivire astfel:
F
Ostr = _hf < Ogastr (3.35)
R .
e -

Observatie: | (1) In practicd, pana paraleld este definiti de parametrii dimensionali b x h x [ (Idtimea
x inaltimea x lungimea). Latimea penei (b) se alege in functie de diametrul arborelui si
are o valoare standardizata.

3.3.2. Calculul imbinarilor nedemontabile

Imbinarile nedemontabile asigura rigiditatea structurilor. Tehnologic sunt utilizate imbinarile nituite si
imbindrile sudate, insa in ultima perioada se utilizeaza tot mai des Imbindrile prin lipire. La imbinarile
nedemontabile se admite ipoteza inexistentei lunecarilor relative intre piese (desi in realitate nu e asa).
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Din categoria imbinarilor nedemontabile fac parte imbindrile nituite, sudate, lipite etc. In continuare se
vor analiza, din punctul de vedere al calculelor rezistentiei materialelor, cateva cazuri din aceasta
categorie.

3.3.2.1. Imbindri nituite

Imbinarile nituite sunt imbinari nedemontabile care se desfac doar prin distrugerea elementului de
legatura, adica nitul. Imbinarile nituite sunt des intalnite in cazul constructii metalice, cum ar fi: cazane
de inalta presiune, centrale termice, la constructia navala, aeronautica, constructia podurilor, imbinarea
a doua materiale diferite, imbinarea materialelor nesudabile etc.

Pentru realizarea nituirii se executd in prealabil gaurirea pieselor care se Imbind. Pentru introducerea
usoara a nitului In montaj, diametrul gaurii este mai mare cu (0,5 +~ 1 mm) decét diametrul nitului. Ca
urmare, prin baterea la rece sau la cald, tija nitului va umple complet gaura de asamblare astfel ca, in
calculele de rezistenta se va considera diametrul gaurii de asamblare. In cazul acestor asamblari, in nituri,
poate aparea un proces mecanic numit curgere lenta sau fluaj, specific materialelor supuse la sarcini
constante pe o perioadd lungd de timp. Prin deformare plastica, orice material isi pierde o parte din
capacitatea de rezistentd, motiv pentru care numarul niturilor se suplimenteaza.

In general se pot intalni doud proceduri de imbinari nituite: imbinari directe — imbindri prin nituri fara
elemente intermediare; imbinari indirecte — utilizand elemente intermediare de legaturd numite eclise.

3.3.2.1.1 Imbinari directe

« Calculul de rezistenta al nitului

Din punct de vedere mecanic, solicitarea niturilor este una complexd, pentru calculul acestora se
neglijeaza: forta de strangere, aplicarea neuniforma a fortelor exterioare pe nituri, distributia neuniforma
a tensiunilor de strivire pe sectiunea transversala a niturilor.

In Figura 3.12 se considera un asamblu format din doui table cu grosimi diferite (s; si s2) si latimea (B),
prinse prin intermediul a doud nituri, cu diametrul (d.). Asupra ansamblului actioneaza un sistem de
doua forte egale si de sens contrar, perpendicular pe axa longitudinala a niturilor. Conform Figurii 3.12,
niturile sunt solicitate /a forfecare, rezultand tensiunea tangentiald (tf), respectiv la strivire, in zonele de
contact dintre tijele niturilor si table, luand nastere tensiunile de strivire (Gs.).

Axa geometricd

a nituluiﬁ‘ Tabla % wq Nit
F 7
/ 7 Gty T Ot S F
NS VvV

G, Ot N
N\ Qi N\ i N )
)

‘ tmin=3d e=2d
Tabla 2

Fig. 3.12. Asamblare cu nit

it dy
7.
\% <

7

\r
|

A

A\

In figura s-au notat: | F — forta aplicati, [N]
dpir — diametrul nitului, [mm]
B, s1, s> — latimea, respectiv grosimea tablelor, [mm]

701180



Ostr. — tensiunea normald de strivire, [N/mm?]
¢ — tensiunea tangentiali de forfecare, [N/mm?].

» Numarul necesar de nituri (n..) se calculeaza cu relatia:
F

Moe = 1,2 (3.36)

F1_min
unde, coeficientul 1,2 tine seama de faptul cé forta (F) nu se distribuie uniform pe nituri.

In relatia (3.36), forta (F1 min) reprezinta forta minima capabild de a fi preluati de un nit solicitat la
forfecare sau strivire (cu peretele gaurii de asamblare). Forta (F1 min) se alege ca fiind valoarea minima
dintre:

- d?
Fl_f = 7 L Ta f (337)
Fi str = dnie * Smin * Oastr (3.38)
unde: | i reprezintd numarul sectiunilor de forfecare pentru un nit

Smin €Ste grosimea minima a tablelor nituite, [mm]
dpirsmin €ste aria de strivire, [mm?].

= Diametrul nitului se alege in functie de grosimea minima a tablei imbinate si se poate calcula cu relatia
aproximativa (3.39) sau cu cea expirica formulata de C. Bach, relatiile (3.40):

dnit = (1:8 - 2) * Smin (3'39)
it = /5 A —a [em] sau dyy = 7 \/hy, — @ [mm] (3.40)

unde: | 4, reprezinta grosimea medie a tablelor (pieselor) de imbinat, [cm]
a reprezinta un coeficient care se va alege astfel: a = 0,2 cm, respectiv a = 2 mm pentru
imbindri nitute de rezistentd; a = 0,4 cm, respectiv a = 4 mm pentru imbinari nitute de etansare
obtinute prin suprapunere; a = 0,6 cm, respectiv a = 6 mm pentru imbinari nitute de etansare
realizata cu ajutorul ecliselor.

= Pasul nituirii se poate calcula, tindnd cont de conditia ca intre doud nituri consecutive, tabla sa reziste
la forfecare, respectiv nitul sd reziste la strivire:

tnit nec = 3 dnit (3.41)

» Presupunand o rezistentd egald la forfecare a tablelor (avand in vedere existenta a doud sectiuni de

forfecare) si a nitului la strivire, se poate determina distanta (e) fata de marginea piesei (Figura 3.12),

dupd cum urmeaza:

dnit
2

Anit * Smin * Oa_str — 2 (e - ) *Smin " Taf (3.42)

Dupa efectuarea calculelor, rezulta expresia de calcul a distantei (e) sub forma:
dnit Oa_str

=1 423" 3.43
e > ( + _ ( )

Totodata, literatura de specialitate oferd o relatie practica ce permite determinarea facila a distantei (e):

e=2"dy (3.44)
» Distanta minima dintre nituri se calculeaza cu relatiile aproximative :
62 = 2 " dnit; 61 = 3 ) dnit (3.45)
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3.3.2.1.2. Imbinarea indirectd

La imbinarea indirecta se folosesc niste elemente de legitura denumite eclise. In cazul acestor tipuri de
imbindri indirecte cu eclise, efectul incovoierii este anulat, deoarece fortele actioneaza pe aceeasi dreapta
suport, care de regula, este axa longitudinala a ansamblului. Calculul de dimensionare a elementelor care
compun asamblul trebuie sa se efectueze astfel incat conditia de rezistenta sa fie indeplinita [2].

In Figura 3.13 se prezint un astfel de ansamblu format din doui eclise cu grosimea (/) si doua platbenzi
avand grosimea (%), care sunt prinse prin intermediul a doua nituri cu diametrul (d,i;). De asemenea, pe
figura se specifica distanta (e), care este distanta de la tija nitului la capatul tablei, respectiv pasul nitului
(), distanta dintre doud nituri consecutive. Asupra ansamblului actioneaza doua forte egale si de sens
contrar, aplicate pe axa longitudinald a ansamblului. Avand in vedere directia de actiune a fortelor
aplicate (F), rezultd ca platbenzile si eclisele sunt solicitate la intindere in sectiunea normala si la
forfecare pe distanta (e), iar niturile sunt solicitate la forfecare si la strivire.

In literatura de specialitate, se recomandi cateva reguli privind calculul unor astfel de imbindri indirecte,
si anume [2]:

- Prinderea cu nituri sa fie centrata, astfel incat excentricitatea dintre eforturi sd fie cat mai redusa
pentru a nu se introduce momente de incovoiere mari

- Lungimea imbinarii si slabirile sectiunilor pieselor imbinare sd fie cat mai reduse

- Este necesara respectarea distantelor minime si maxime dintre nituri.

Datorita solicitarilor complexe care apar in cazul acestor imbinari, literatura de specialitate propune
abordari echivalente, insa intr-o forma simplificata, astfel:
« Calculul diametrului necesar al unui nit:
5
=—-h (3.46)
T

dnit_nec

» Calculul pasului nituirii, (¢) presupune impunerea conditiei ca intre doua nituri consecutive tabla sa
reziste la forfecare la fel ca nitul la strivire (cu peretele gaurii), respectiv:

2-(t— dnit) “hy - Tar = Ry " dpie - Oagyr. (3.47)

.
|
Nit : .~
! 7(-:\ Eclisa m Platbanda
| \\\d

VAN N2
F ' RZ !
h I :Gstr Gstr : : F
I = =
N TS SNk \4

I !

0 .
N~ e N

Fig. 3.13. Asamblare nituita cu eclise

In figura s-au notat: | F — forta aplicati, [N]

hi1, h — grosimea ecliselor, respectiv a platbenzilor, [mm]
Ostr. — tensiunea normali de strivire, [N/mm?]

¢ — tensiunea tangentiala de forfecare, [N/mm?]

e — distanta de la tija nitului la capétul tablei, [mm)]

t — distanta dintre doua nituri consecutive, [mm].
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Se obtine pasul minim necesar al nituirii (¢t) utilizand relatia:
tmin _nec = 2,25 - dpy; (3.48)

insa, practica recomanda utilizarea si expresiei sub forma:
t=(3+8) dy (3.49)

» Pentru calculul distantei (e) se utilizeaza relatia:
e=2"dyu (3.50)

3.3.2.2. Calculul imbinarilor sudate

Operatia tehnologica de sudare presupune unirea permanenta a doud sau mai multor piese metalice,
realizate din materiale identice sau similare. Sudarea se realizeaza cu sau fara adaos de material auxiliar,
de reguld obtindndu-se prin topirea locala a suprafetelor de imbinat. Sudarea se realizeaza utilizand
aparate de sudurd manevrate de operatorul uman sau cu roboti industriali de sudura specifici [3, 37].

In functie de pozitia relativa a pieselor care se sudeaza, imbindrile sudate se pot clasifica in: imbindri
cap la cap (Figura 3.14a) si imbinari de colt (Figura 3.14b).

Cordon de sudura Tabli

S
Tabla 1 Tabla 2 F — ‘
X - < r//’/

Cordon de sudura

F 7/ m 0778
P —
//// N> &
s = (1+4) mm b

N I A ‘
F Q F F F
A —~ —_—t 1 b T

N\ v

¥~ | \

a) b)

Fig. 3.14. Exemple de sudura: a) cap la cap; b) de colt
In figura s-au notat: | F — forta aplicata, [N]
b, b1, s — latimile, respectiv grosimea tablelor, [mm]
a — parametru ce {ine seama de suprafata finald a sectiunii de forfecare a
cordonului de sudura, [mm].

Pentru calculul imbinarilor sudate, rezistentele admisibile ale materialelor se calculeaza astfel:
Oas = 0,8:0,; Tas =0,8:0,5=0,64"0, (3.51)

= In cazul imbinarilor cap la cap calculul de rezistenta vizeaza in general solicitarea de intindere sau de

compresiune, respectiv:
F F

- <
s 1, s-(b—2s) ~ as

unde, /s = b-2s reprezinta lungimea cordonului de sudurd micsorata cu (2s) fata de latimea (b) a tablei.

(3.52)

« [mbindri de colf

In Figura 3.15, se considerd un ansamblu format dintr-o placa cu grosimea (s;) $i un cornier cu aripi
egale si cu grosimea constanta (s). Cele doua elemente sunt sudate in doud zone rezultdnd doud cordoane
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de sudura cu lungimi diferite (1) si (%2). In acest caz, se doreste dimensionarea si verificarea de rezistenta
a cordoanelor de sudura, stiind ca asupra ansamblului actioneaza forta (F) (aplicatd pe cornier) pe axa
sa longitudinala. La distantele (e;) si (e2) fata de axa longitudinala, se produc fortele (F1) si (F2) care se
opun actiunii fortei (F).

Calculul de dimensionare al coordonului de sudura

Casiin cazurile precedente, este important sa se identifice solicitarile la care sunt supuse fiecare element
din componenta ansamblului. Astfel, placa si cornierul sunt solicitate la intindere de fortele axiale (F),
(F1) si (F2), iar cordonul de sudura este solicitat numai la forfecare de forta aplicata (F).

A4,|

Tabli ) [ .
F1 Cornier
— ([ |
(] F
s e —
€
2 (((
F,
Lo

Sectiunea
A-A

AN

Cordon
de sudura

S, |8

Fig. 3.15. imbinare sudata de colt

Dimensionarea cordoanelor de sudurd constd in determinarea lungimii acestora. Pentru calculul de
dimensionare a cordoanelor de sudurd se scriu ecuatiile (3.53). Cunoscand valoarea fortei aplicate (F),
respectiv distantele (e;) si (e2) se pot calcula fortele (F1) si (F2) cu expresiile (3.54).

Fi+F,=F
{F1 e =Fy-e (3:53)
Cu solutia (3.54):
P2 p,o_ IO 3.54
e te) P (ertey) (339
Ariile sectiunilor de rupere pentru sudura sunt:
Fl F - 62
A= = ; 3.55
s Tas (e +e)- Ta_s ( )
Ay s = lig,,,."a (3.56)
A, =z Fea (3.57)
28 Tas (e1+e)- Tas , ‘
Ars = b, (3.58)
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Din egalarea expresiilor (3.55) cu (3.56), respectiv (3.57) cu (3.58), rezultda relatiile de calcul a
lungimilor cordoanelor de sudura necesare (relatiile 3.59 si 3.60), fara a lua in calcul adaosul de material
la capetele cordoanelor de sudura. Adaosul de material la capetele cordoanelor de sudura se aproximeaza
cu valoarea (2-a).

Lo = Eez 3.59
Lonec: (81 +e)- Tas A (3:59)
lye = Fe 3.60
ZSnec: (e; + e;) "Tast A (3.60)
In relatiile de mai sus:
llsnec- = ll —_ Za, lzsnecl = lz - Za (361)
Lungimile cordoanelor de sudura (cu adaos de material pe capete) se calculeaza:
Ler. = lispee. T 205 Ly, = lys,,. +2a (3.62)
Calculul de verificare a cordoanelor de sudura se face la forfecare astfel:
_ Fl _ F " 82 < 3 63
s = Lispee = @ ICEXDE Lispee. " @ tas (3.63)
FZ F - 61
Tys = < Tas (3.64)

Lispee. @ (€1t €3) lys,,. "0

Aplicatii rezolvate

Aplicatia 3-2. Sa se determine forta necesard (sau capabild) pentru stantarea piesei din Figura 3.16
realizatd din tabla de otel cu rezistenta admisibild a materialului 6, = 140 N/mm?. Pentru piesa dati se
cunosc: a =20 mm; 2= 8 mm; d = 10 mm.

a h

Fig. 3.16. Saibi

Rezolvare. Operatia tehnologica de stantare reprezintd decuparea sau tdierea unor piese pe un contur
prestabilit prin intermediul unor scule de stantare. De regula, se realizeaza foi de tabla cu grosimi de
pana la 10 mm. Stantarea are loc atunci cand forta taietoare din sectiunea transversala egaleaza sau
depaseste rezistenta admisibila a materialului.

Forta capabila se calculeaza cu relatia generala:
l:cap =Af" Tas

unde: ‘ Arreprezinti aria sectiunii de forfecare, [mm?]
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T f reprezinta rezistenta admisibila la forfecare a materialului si se poate calcula in functie
de rezistenta admisibila la Intindere a materialului, astfel:
Ta r=0,8:Ca, [N/mm?]

Aria sectiunii de forfecare reprezinta aria in care se produce ruperea materialul in procesul de decupare
sau stantare, iar pentru piesa data se calculeaza ca suma ariilor forfecate, astfel:

Af=4-a-h+mn-d-h=

=h-(4-a+m-d) (A3-2.1)
Expresia (A3-2.1) se introduce in expresia fortei capabile si se obtine:
Fap=h-(4-a+m-d) 1,¢ (A3-2.2)

Se inlocuiesc datele in relatia (A3-2.2) si se calculeaza forta capabila:
Feap=8-(4-20+m-10):0,8- 0,
Feap = 99814,4 N = 99,82 kN

Aplicatia 3-3. Se da placa plana cu sectiunea dreptunghiulara din Figura 3.17, incastrata la capatul din
stanga si solicitata la intindere de forta (F), aplicata la capatul liber. Se cunosc: F =15 kN; B =100 mm;
d =60 mm; 6, = 120 N/mm?.

Aria critica A-A

Ay H,
‘ F x
1 o = -
[y

Fig. 3.17. Placa plana gaurita solicitata axial

Se cere:

(a) Sa se calculeze grosimea efectiva a placii (H)

(b) Sa se efectueze calculul de verificare la rezistenta

(c) Sa se determine forta capabild pe care o poate suporta placa fara sa se rupa.

Rezolvare. (a) Placa plana este solicitatd axial (forta F actioneaza de-a lungul axei x), astfel este
important ca dimensionarea sa se realizeze in sectiunea transversala critici A — A. Pentru deducerea
relatiei de calcul pentru grosimea plécii (), se exprima aria criticd (aria necesard), astfel:

Anec = Hpec - %B —d)
Apec = —

a

Se egaleaza expresiile ariilor necesare scrise anterior i se obtine:
H (B—4d) d
nec - Ga
0o F
nec — - (B _ d)
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Inlocuind datele cunoscute in relatia dedusa anterior, se calculeaza valoarea necesara a grosimii placii,
respectiv se obtine valoarea efectiva:

H 15-10° H 3.125
= = =
nec = 120- (100 — 60) | ‘mec — Heomm
Her = 4 mm

Rezulta ca, placa plana are sectiunea dreptunghiulara cu latimea de 100 mm si grosimea de 4 mm.
(b) Calculul de verificare la rezistenta

Calculul de verificare la rezistenta se efectueaza la solicitarea de intindere de forta (F) si, tindnd cont de
sectiunea criticd A — A. Ca sectiunea transversala critica sa reziste la solicitarea data, trebuie sa fie
indeplinita conditia de rezistenta, Ger < Ga:
— F <
Oef = At Oa
F

- <
T Hy B ™

Dupa calcule se obtine:
B 15-103
4 -(100 — 60)

Oef = 93,75 N/mm? < o,

Rezultatul obtinut (0ef) confirma ca bara verifica conditia de rezistenta.
(c) Calculul fortei capabile

Forta capabild la intindere a placii se calculeaza cu formula generala:
Feap = Aer* 0a

unde: | Arreprezinti aria efectivi criticd, [mm?]
Ga reprezinti rezistenta admisibili la intindere a materialului, [N/mm?].

Cunoscand aria efectiva se calculeaza forta capabila:

l:‘cap = Hef *(B—d)- o,
Fcap =4 -(100 —-60)-120 = 19200 N = 19,2 kN

Rezulta ca, placa poate fi solicitatd axial cu forta maxima de 19,2 kN féarad sd se producd ruperea in
sectiunea transversald critica.

Aplicatia 3-4. Se da ansamblul format din Bara 1 si Bara 2, asamblate prin intermediul unui stift cilindric
cu diametrul (d) (Figura 3.18). Ansamblul este solicitat de forta F =25 kN. Piesele sunt realizate din otel
pentru care se cunosc urmitoarele: rezistenta admisibild la intindere, 6, = 120 N/mm?; rezistenta
admisibila la strivire, 6, s = 240 N/mm?; rezistenta admisibili la forfecare, 1o =96 N/mm?.

Se cere:
(a) Dimensionarea stiftului cilindric

(b) Sa se calculeze grosimea (/) si latimea (B) pentru Bara 1
(c) Sa se verifice rezistenta stiftului, si respectiv a Barei 1.
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Stift
cilindric

Fig. 3.18. imbinare cu stift cilindric

Rezolvare. Pentru efectuarea calculelor de dimensionare este important sa se identifice solicitarile la care
sunt supuse piesele din componenta ansamblului.

Aria critica A-A
(¢ —
‘—\ e

Fig. 3.19. imbinare cu stift cilindric: sectiunea critici A — A

Avand 1n vedere Figura 3.19, rezulta ca stiftul este solicitat la forfecare si prezinta doud sectiuni de
forfecare (forfecarea sau ruperea se produce in sectiunile transvesale ale stiftului aflate la Tmbinarea
barelor 1 si 2). Strivirea se produce in zona de contact dintre piese si stift. Piesele (barele) 1 si 2 sunt
supuse solicitarii de intindere de forta (F) si strivire la contactul cu stiftul.

(a) Dimensionarea stiftului cilindric

Pentru calculul de dimensionare a stiftului se f{ine cont de solicitarea de forfecare a acestuia, respectiv
de numarul sectiunilor de forfecare (in acest caz, stiftul prezintd doud sectiuni de forfecare). Se scriu
doua relatii de calcul al sectiunii de forfecare, iar din egalarea lor se obtine formula de calcul a
diametrului necesar al stiftului:

Inlocuind datele cunoscute in relatia anterioara, se calculeaza valoarea numerica necesara a diametrului,
respectiv valoarea efectiva a diametrului a stiftului.

2-25-103
™96
= def = 14 mm

= dpec = 12,87 mm
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(b) Calculul grosimii (h) si latimii (B) pentru Bara 1

Deoarece Bara 1 este solicitata la intindere si la strivire, dimensionarea se face avand in vedere calculele
specifice celor doua solicitari. Bara 1 prezinta doar o singura sectiune de strivire, sectiune care se poate
echivala cu aria unui dreptunghi cu latimea egala cu diametrul efectiv al stiftului (dey) si Indltime (/sec).
Se scriu relatiile pentru sectiunea de strivire, astfel:

Agtr = Rpec - def;

F
Af =
Ga_str
Prin egalarea expresiilor, se obtine relatia de calcul a grosimii necesare:
F
heovd.,= >h ="
nec ef Oa_str nec O'a_str'def

Inlocuind datele cunoscute in (4,e.) se obtine valoarea necesard a grosimii Barei 1, respectiv valoarea
efectiva a acesteia:
25-103

hnec = m = hnec = 7,44 mm = hef = 8 mm

Aria critica Bara 1

her

<€

Dd s | By

A

Fig. 3.20. Sectiunea critica a Barei 1

Pentru determinarea grosimii (Be) se 1a in considerare sectiunea critica (Figura 3.20) in care se poate
produce ruperea atunci cand Bara 1 este solicitatd la intindere de forta (F). Pentru sectiunea critica, se
scriu urmatoarele relatii:

Acrt = Bpec hef ; def ’ hef

At = —
a
Se obtine relatia de calcul a 1d{imii necesare prin egalarea expresiilor celor doud arii:

F 1 F
Brec * hep — deg * hey = c_aiBnec =h_ef.<0_a+def'hef>

Inlocuind datele cunoscute in relatia de mai sus, se obtine valoarea necesara a latimii Barei 1, respectiv
valoarea efectiva a acesteia:

Bpec = 40,04 mm = B,y = 42 mm
(c) Calculul de verificare la rezistenta a stiftului, respectiv a Barei 1
Calculul de verificare consta in determinarea tensiunii efective si compararea ei cu rezistenta admisibila

a materialului. Pentru acest ansamblu, se verifica stiftul la forfecare, iar Bara 1 la strivire si la intindere
utilizand urmatoarele relatii:
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F F

Tef f = = S Tar
er_ Aef_f Zﬂdgf a
4
F F <
o = = =0
ef_str Aef_str hef . def a_str

F _ F
Aef  hey (BEf - def)

Oef = < O,

Dupa efectuarea calculelor se obtine:

25 - 10 ,
Tef f = W = 81,20 N/mm < Taf
2-—7
25-10° ,
Gef_str = W = 223,21 N/mm < Ga_str
_ 250 = 111,60 N/mm? <
Of TG4z —14) o /MM =0a

In urma calculelor, rezulti ci atat stiftul cilindric cat si cele doud bare rezista la solicitarile produse de
forta aplicata (F).
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4. CARACTERISTICI GEOMETRICE
ALE SUPRAFETELOR PLANE

In studiul pieselor plane (bare, grinzi) caracteristicile geometrice ale sectiunilor transversale sunt
importante deoarece acestea influenteaza modul in care piesele se deformeaza si reactioneaza sub
actiunea sarcinilor exterioare. Caracteristicile geometrice intervin in calculul tensiunilor si deformatiilor,
respectiv in calculele de dimensionare.

In cazul solicitarii axiale, respectiv la forfecare, tensiunile din sectiunea transversald se calculeaza in
functie de efort si de aria sectiunii transversale, insa la incovoiere si torsiune, la calculul tensiunilor se
iau in considerare alte marimi geometrice ale sectiunii transversale, cum ar fi: momente statice, momente
de inertie, module de rezistenta.

In acest capitol se prezintad caracteristicile geometrice uzuale ale suprafetelor plane (sectiunilor
transversale), pentru analiza tensiunilor si deformatiilor.

4.1. Marimi geometrice ale suprafetelor plane

a) Aria (A) [mm?] unei suprafete geometrice plane este definita astfel:

A=fdA (4.1)

unde: | dA reprezinta aria elementara avand coordonatele (y) si (z), iar (A) este aria totala a suprafetei
plane, [mm?].

b) Momente statice (S) [mm®]

Definitie: Momentul static al unei suprafete in raport cu o axa este egal cu produsul dintre suprafata si
distanta de la centrul de greutate al acesteia la axi, iar unitatea de misuri este: [L*] — [mm?]; [cm?].

A
4 dA

ye

A4

N

O zZc

Fig. 4.1. Sectiune plana pentru determinarea caracteristiclor geometrice

In figura s-au notat: | y, z— coordonatele suprafetei (dA) in raport cu sistemul de axe yOz , [mm]
y¢, zc — coordonatele centrului de greutate C a corpului oarecare in raport cu
sistemul de axe yOz, [mm)].

Momentul static poate fi dupa axa (z) si dupa axa () si se calculeaza cu relatiile:

Sz=f y-dA; S, = y.-A (4.2)
A

(4.3)

wn
<

Il

> D

N
Q.
>
wn
<

Il
N
o
>
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Observatii: | (1) Daca axele in raport cu care se calculeaza momentele statice trec prin centrul de
greutate al suprafetei, atunci momentele statice sunt zero, axele numindu-se axe
centrale.

(2) Momentul static poate fi pozitiv sau negativ, dupa semnul coordonatelor centrului
de greutate in raport cu sistemul de coordonate ales.

c) Momente de inertie (I) [mm?]
Momentele de inertie pot fi:

m Axiale, In raport cu axele (y) sau (z):

1, = f y2-dA; 1, = f 22 - dA; (4.4)
A A

m Centrifugale, in raport cu sistemul de axe zOy:

ly= [ 7y (.5)
A

m Polare, in raport cu un punct sau pol O:

Isz1"2-dA=fA(Zz+yz)-dA=Iy+IZ (4.6)

Observatii: | (1) Momentele de inertie axiale, respectiv polar I., 1,, I, sunt intotdeauna pozitive si
diferite de zero.

(2) Momentul de inertie centrifugal I, poate fi pozitiv, negativ sau nul. Este nul daca
una sau ambele axe in raport cu care se calculeaza sunt axe de simetrie al suprafetei
plane.

(3) Atunci cdnd sistemul de axe yOz trece prin centrul de greutate al suprafetei,
momentele de inertie determinate fata de aceste axe se numesc momente de inertie
centrale.

d) Raza de inertie (de giratie) (i) [mm]

: I . L, Ip

e) Modul de rezistentd (W) [mm°]
I, Iy I,
W, = ; Wy =——; W, = (4.8)
ymax Zmax rmax
unde: | Ymax, Zmax, 'max reprezintd distanta, pe o anumita directie, de la o axad sau un pol pana la fibrele

cele mai indepartate ale sectiunii.

Caracteristicile geometrice pentru sectiunile transversale simple si pentru profilele standardizate care
sunt uzual folosite in rezolvarea problemelor de incovoiere pland a grinzilor drepte sunt prezentate
detaliat in literatura de specialitate [1,2,4,6,8,14,16,19,20].

In Tabelul 4.1 sunt date relatiile generale pentru calculul caracteristicilor geometrice in cazul sectiunilor

transversale simple, iar in Tabelul 4.2 sunt date dimensiunile si unele caracteristici geometrice dupa axa
de incovoiere (z —z) pentru profilul IPN (dimensiunile sunt conform EN 10365) [26].
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Tabelul 4.1. Caracteristici geometrice pentru sectiuni transversale simple (exemple)

Sectiunea dreptunghiulara Sectiunea patrata Sectiunea circulara plina
b
; | < a >
A : I
I I yv
i rv
vy
- d?
A = b+ h,mm? A = a?, mm? A= Z  mm?
m-d3 5
W, = Wy = 32 , mm
b - h? b?-h 3 a3 3 43
= = = = — "
W, e Wy G , mm W, Wy G , mm Wp _ mm3
16
b-h®  bP-h a* T R S A—
— — 4 — 4 z y ’
= V= , mm IZ—IY—E,mm 24
m-d 4
Ip = 3 , mm
b N
tw i/
h Q.J: ,,,,,,,,,,,, z
s 2
’
Fig. 4.2. Profilul IPN: schita simplificata dupa [17]
Tabelul 4.2. Dimensiuni i caracteristici geometrice pentru profilul IPN (extras din [2])
Simbolul Dimensiunile sectiunii Aria Marimi geometrice Momentul
profi- transversale, sect. pentru axa de static
lului [mm] transv. incovoiere z - z
A Iz VVZ iz SZ
h b i ol x10? | x10t | x10° | x10 | x10°
[mm] [mm?] | [mm?] | [mm?] | [mm] [mm?]
IPN 80 80 42 5,90 3,9 7,58 77,8 19,3 3,20 11,4
IPN 100 100 50 6,30 4,5 10,6 171 34,2 4,01 19.9
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IPN 120 120 58 7,70 5,1 14,2 328 54,6 4,81 31,8
IPN 140 140 66 8,60 5,7 18,3 573 81,9 5,61 47,7
IPN 160 160 74 9,50 6,3 22,8 935 117 6,40 68,0
IPN 180 180 82 10,40 6,9 27,9 1450 161 7,20 93,4
IPN 200 200 90 11,30 7,5 33,5 2140 214 8,00 125
IPN 240 240 106 13,10 8,7 46,1 4250 354 9,59 206
IPN 300 300 125 16,20 10,8 69,1 9800 653 11,9 381
IPN 400 400 155 21,60 14,4 118 29210 460 15,7 857

4.2. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele

In Figura 4.3 se di o sectiune plana raportati la sistemul propriu de referinta yOz si, pentru care se cunosc
momentele de inertie (I, Iy, I,y), respectiv aria sa (A). Pentru un element de pe suprafatd cu aria
elementara (dA) se cunosc distantele (z) si (1) fata de sistemul de referinta zOy.

YiA VA
21 » dA
T E?
A Vi
Y z
4 >
0]
b z
0, "

Fig. 4.3. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele

¥, z — coordonatele suprafetei (dA) in raport cu sistemul de axe zOy , [mm]
vi1, z1 — coordonatele suprafetei (dA) in raport cu sistemul de axe z;0;y;, [mm]
a, b — distantele dintre sistemele de axe zOy si z;0;y;, [mm)].

In figura s-au notat:

La distantele (a) si (b) de sistemul de referintd zOy se introduce un sistem de axe z;O;y; paralel cu cel
initial, zOy. Distantele (z;, y;) se pot calcula:
zZy =a+ z
{yl =b+y
Se doreste determinarea momentelor de inertiale axiale (Iz1, Iy1) si momentului centrifugal (Iz1y1), pentru
suprafata datd, in raport cu sistemul de axe z;O;y;. In acest scop, se definesc momentele de inertie avand
in vedere relatiile (4.4, 4.5):

(4.9)

Izlzj ylz.dAzf (b+y)?-dA=>1,y=1,+2-b-S,+b* A (4.10)

A A
Iy1=JAzlz-dA=JA(a+z)2-dA=>Iy1=Iy+2-a-Sy+a2-A 4.11)

Iz1y1=j Zl'YI'dA=f (a+2z)(b+y) dA= 1y =1y +a S, +b-Sy+a-b-A (4.12)
A A
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4.2.1. Formulele lui Steiner

A 4 »
»

0,
Fig. 4.4. Originea sistemului initial de axe zOy coincide cu centrul de greutate (G) al sectiunii

Cand originea sistemului initial de axe de coordonate zOy coincide cu centrul de greutate al suprafetei
(sau a sectiunii) considerate (G) (Figura 4.4), adica:

a=z61; b=y615iS,=Sy=0 (4.13)

atunci expresiile (4.10 + 4.12) devin formulele lui Steiner:

I, =1, +y3 A (4.14)
ly; =1, + 24 -A 4.15)
Izlyl = Izy + 261" Y61 A (4.16)

Formulele lui Steiner (4.14 +4.16) permit determinarea momentelor de inertie axiale si centrifugale in
cazul sectiunilor transversale plane compuse.

4.3. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe concurente

Geometria unei sectiuni plane, respectiv simetria acesteia in raport cu un sistem de coordonate permite
calculul momentelor de inertie axiale pe baza relatiilor (4.4). Totusi, in practica apar situatii in care se
impune calculul acestor momente de inertie in raport cu axe rotite cu un anumit unghi fata de axele de
simetrie ale sectiunii plane. In continuare se descrie modul de calcul al momentului de inertie fatd de o
axa oarecare, concurenta cu axa fata de care se cunoaste momentul de inertie.

Se considera suprafata plana din Figura 4.5 raportata la sistemul de referinta initial yOz, avand originea
in punctul O. Se introduce un alt sistem de referintd y;Oz; cu originea in punctul O, rotit fata de sistemul
initial cu unghiul (o) cunoscut. Pentru suprafata consideratd se cunosc momentele de inertie axiale (I,
Iy), respectiv momentul de inertie centrifugal (I.y) determinate fatd de sistemul de referinta initial si se
propune determinarea momentelor de inertie axiale si centrifugal (I.1; Iyi; L.1y1) fatd de sistemul de
referinta, y;0z;.

Pe suprafata pland se considerd elementul de arie (dA) avand coordonatele (z,) fatd de sistemul de
referinga initial zOy, respectiv coordonatele (z;,y;) fatd de sistemul de referinta z;Oy;. Coordonatele
(z1,y1) ale elementului considerat se pot calcula astfel:
7z, =CD+ OB = z; =y-sina + z- cosa (4.17)
vy, =CE—BE =y, =y-cosa—z-sina (4.18)
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Fig. 4.5. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe concurente (rotite)

¥, z — coordonatele elementului (dA) in raport cu sistemul de axe xOy, [mm]
v1, z1 —coordonatele elementului (dA) 1n raport cu sistemul de axe x;O;y;, [mm)].

In figura s-au notat:

Pentru determinarea momentelor de inertie fata de sistemul de referinta z;Oy; se {indnd seama de relatiile
generale (4.4) si (4.5). Se obtine:

I, = f y2-dA = f (y - cosa — z - sina)? - dA (4.19)
A A
I, = cosza.f y?-dA + sinzocf z%-dA — 2 - sina - cosaf y-z-dA (4.20)
A A A
Iy, = f zZ2-dA = f (y - sina + z * cosa)? - dA 4.21)
A A
Iy, = sinzaf y?-dA + coszaf z%2-dA+ 2 - sina- cosaf y-z-dA (4.22)
A A A
l11y1 = f zy'y;-dA = f (y - sina + z - cosa) - (y * cosa — z - sina) - dA (4.23)
A A

y?-dA — sina - cosaf

z% - dA + (cos?a — sinza)f y-z-dA (4.24)
A A

I;1y1 = sina- cosaf
A

Stiind ca momentele de inertie axiale s1 momentul de inertie centrifugal fatd de sistemul de referinta
initial zOy sunt exprimate de relatiile:

(4.25)
j yz-dA=IZ;J z%-dA = I; J y z-dA =1,
A A A
Atunci, relatiile (4.20; 4.22; 4.24) devin:
I;1 =1, - cos?a + Iy - sin®a — Iy, - sin (2a) (4.26)
Iy; = I - sina + I - cos®a + Iy * sin (2a) (4.27)
ly1 = z > Y. sin(2a) + I,y - cos (2a) (4.28)

Relatiile (4.26 + 4.28) reprezintd momentele de inertie axiale, respectiv momentul de inertie centrifugal
fatd de un sistem de axe rotit cu unghiul (a) n raport cu un sistem de referinta initial.

Insumand algebric momentele de inertie axiale (I,1) si (Iy1) exprimate prin relatiile (4.26) si (4.27),
respectiv stiind cd sin?a + cos?a = 1, se obtine:
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I + 1y = [Ip - cos?a + Iy - sinfa — Iy - sin (2a)] + [I, - sin®a + I, - cos?a + Iy - sin (2a)] (4.29)
Ly +Iyy = 1, - (cos?a + sin®a) + I, - (cos?a + sin®a) (4.30)
S+l =L+L(=1) 4.31)
Relatia (4.31) evidentiaza ca suma momentelor de inertie axiale, in raport cu orice pereche de axe
ortogonale care trec printr-un punct (pol) dat, este constanta si egala cu momentul de inertie polar (1),

indiferent de pozitia ce ar ocupa aceste axe prin rotirea lor in jurul polului. Suma reprezinta un invariant
al momentelor de inertie axiale [4].

In formulele (4.26), (4.27) se inlocuiesc (cos’0) si (sin’e) in functie de (cos2a), si dupa efectuarea
calculelor in relatii, se obtine:

L+1, L -1

- cos(2a) — Iy - sin (2a) (4.32)

[ [
1=~ z 5 Y. cos(2a) + Iy - sin (2a) (4.33)

4.4. Momente de inertie principale si directii principale
Momentele de inertie maxime, respectiv minime se numesc momente de inerfie principale, iar axele fata
de care momentele de inertie au valori extreme se numesc axe principale de inertie, directiile lor fiind

directii principale. Pentru calculul lor se utilizeaza relatiile urmatoare:

m Momente de inertie principale:

I+, 1 5 5
L1, = > T E\/(IZ — )+ 415 (4.34)
m Directii principale:
(—2- Izy)
tg(2a) = ——— 4.35
(Iz - Iy) ( )

Relatia (4.35) exprima pozitia axelor principale de inertie. Expresia (4.35) da doua valori ale lui (2a),
diferind intre ele cu (m), respectiv doua valori ale unghiului (o), reprezentand directiile principale. Se
considerd prima data directia principald (1), iar directia principala (2) este perpendiculard pe directia
principala (1) si are valoarea: a + % sau o+ 90°.

Aplicatii rezolvate

Pentru sectiunile transversale plane din Tabelul 4.3 se cere:

1. Determinarea centrului de greutate, G (yG, zc)
2. Calculul momentelor statice (Syo; Szo)

3. Calculul momentelor de inertie axiale (Iyo; I20)
4. Calcului modulelor de rezistenta (Wy, W)

5. Calculul razelor de inertie (iy, 1)
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Tabelul 4.3. Sectiuni plane compuse — Aplicatii

Aplicatia A4-1 Aplicatia A4-2 Aplicatia A4-3

100

50 mm

10 10
60

Rezolvare Aplicatia A4-1. 1. Pentru determinarea centrului de greutate al sectiunii date, se parcurg
urmatoarele etape:

(a) Se imparte sectiunea compusa in figuri geometrice simple §i se noteaza figurile simple, (Figura 4.6)
(b) Se ataseaza sectiunii complexe un sistem de referinta initial (zoOoy,), (Figura 4.6)

Yo Vi
Z1
Y2
22
1
777 ]
51 ///
q 7
50 mmyp, 7, z z;
mm v Z
% 01’2 Z
7 Nz s 2 Y2 Wi
) Z0
O 50 mm

Fig. 4.6. Sectiune patrata cu pereti subtiri
(c) Pentru fiecare figura simpla, se determina centrul de greutate §i se ataseaza sistemul de axe (z;O01y1
2202y3), (Figura 4.6)

(d) Pentru fiecare figura simpla se calculeaza coordonatele centrului de greutate (zi; y;), respectiv aria
(4;), astfel:

Figura 1 Figura 2
z; =25 mm z2=25 mm
y1 =25 mm y2=25 mm
A1 =50%=2500 mm? Az = 40% = 1600 mm?

(e) Se calculeaza coordonatele centrului de greutate G(zg; yg) al sectiunii complexe cu relatiile:

2 = ?z;ZiAAi
i=144
Ve = ?z:l}’iAAi
i=144
2 A —7,-A, 25-2500 — 25 - 1600
%= A T A, (2500—1600) 2 = t2>mm
‘A —y,-A, 252500 —25-1600
ye =" Ai—izz = (2500 —1600) Y6 = T2omm
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Fig. 4.7. Centrul de greutate al sectiunii patrate cu pereti subtiri

Dupa efectuarea calculelor, rezulta ca centrul de greutate al sectiunii plane are coordonatele: G(zg, y:)
= G(+25;+25), (Figura 4.7).

2. Momentele statice fata de sistemul de axe y0Oozp se calculeaza cu relatiile:

n

S10= ) (- AD)
i=1
n

Syo = Z(Zi - Ap)

i=1
respectiv:
{Szo =y1 A1 — Y2 Ay
Syo =21 A1 — 23" Ay
Sz0 = 252500 — 25 - 1600 = 22500 mm?3
{Syo = 25-2500 — 251600 = 22500 mm?

3. Pentru calculul momentelelor de inertie (Iyo; I20) in raport cu sistemul y9oOozy se utilizeaza relatiile lui
Steiner:

n
IZo = Z(Izi + YCZ;i ' Ai)
i=1

n
Iyo = Z(Iyi + Z(z}i ’ Ai)
i=1

unde:
= Li; Lyi - momentele de inertie dupa axa (z) si (y) al figurii simple;
- pentru sectiunea patrata: I; = Iy; = %
" yGi; zGi se calculeaza distantele:
{yGi =Yi—Y¢
2Gi = Zj — Z¢g
Pentru fiecare figura geometrica simpla, se calculeaza distantele (yg;, zci) st momentele de inertie axiale
(L, Lyi):

Figura 1 Figura 2
Ye1=Y1 =Y =0 Y2 =Y2—Yc =0
ZGlzzl_ZG:O ZG2:ZZ_ZG:0
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50% . 40* \
I;1 = Iy = —- = 520833,34 mm Iz = Iy, = —- = 21333333 mm

Avand toate datele, se pot calcula momentele de inertie axiale pentru sectiunea complexa fata de sistemul
X()O()Z():

o = (I + 3’51 Ay — (I + ygz L e e
I,, = 520833,33 — 213333,33 = 307500 mm*

lyo = (Iy1 + 281 - Ay) — (Iyz + 28, - A) = Ly =1y — Iy
I, = 520833,33 — 213333,33 = 307500 mm*

4. Modulele de rezistenta a sectiunii compuse se calculeaza cu relatiile:

I

0
w, ==
Zmax
IzO
W, =
Ymax

(Zmax) $1 (Ymax) reprezintd distantele maxime pe directia axelor (») si (z) de la centrul de greutate

unde: al sectiunii pana la fibrele cele mai indepartate, adica: zmax = Ymar = 25 mm.

Modulele de rezistenta sunt:

307500 3
Wy = BT 12300 mm
307500 3
W, = T 12300 mm
5. Razele de inertie a sectiunii compuse se calculeaza cu relatiile:
ri [
y Ao
{
\ Ao

unde: | Iyo, Lo, Ao reprezinti momentele de inertie, respectiv aria sectiunii compuse.

Dupa efectuarea calculelor se obtin:

[ _|_307500 .,
Y= 2500 — 1600) ~ T MM
4
o |_307s00
|Z = J@500 —1600) ~ 7T

Observatii: | (1) Sectiunea complexd este compusa din doua figuri geometrice simple: un patrat plin
cu latura de 50 mm (Figura 1) si, respectiv un patrat cu latura de 40 mm (Figura 2).
(2) Pentru determinarea caracteristicilor geometrice pentru sectiunea plana complexa,
se face diferenta caracteristicilor geometrice calculate pentru figurile geometrice
simple, deorece se elimina material (adica patratul notat pe schita cu 2) din Figura 4.6.
(3) Eliminarea unei cantitati specifice de material, conduce la micsorarea ariei sectiunii
transversale plane, respectiv la cresterea valorilor tensiuniilor si a deformatiilor.
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Rezolvare Aplicatia A4-2. 1. Pentru determinarea centrului de greutate al sectiunii date, se parcurg
urmatoarele etape:

Etape de lucru:

(a) Se imparte sectiuna complexa in figuri geometrice simple si se numeroteaza (Figura 4.8)

(b) Se ataseaza sectiunii complexe un sistem de referinga initial (z,0y,), (Figura 4.8)

(c) Pentru fiecare figura simpla, se determina centrul de greutate in raport cu sistemul initial ales z,0y,
(Figura 4.8)

Yo

Y2

21 20

Fig. 4.8. Sectiune circulara cu decupaj in forma patrata

(d) Pentru fiecare figura simpla se calculeaza coordonatele centrului de greutate (zi; y;), respectiv aria

(4;), astfel:

Figura 1 Figura 2
z; =0 mm z> =+19 mm
v =0 mm y2 =-19 mm
m-d? - 802 Az =10%= 100 mm?
A = T T 5026,54 mm?

(e) Se calculeaza coordonatele centrului de greutate G(zg, yg) al sectiunii complexe cu relatiile
prezentate la exemplu anterior. Dupa efectuarea calculelor se obtine:

_Zl.Al_ZZIAZ_ 0_19100

- - = 75 = —0,38
%6 A — A, (5026,54 — 100) _ G m
y1'Ai—y; A, 0—(-19-100)
- - = ye = +0,38
% A — A, (5026,54 — 100) _ Y& = TOS6mm

Centrul de greutate are coordonatele: G(zg; y6) = G(-0,38; +0,38), Figura 4.9.

2. Momentele statice fata de sistemul de axe y9Oozo se calculeaza cu relatiile uzuale conform exemplului
anterior, respectiv:

Szo=Y1"A1— Y2 Az

S, =0—(=19)-100 = 1900 mm?3
Syo =21 A1 — 2" Ay

Syo =0—19-100 = —1900 mm?3
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b

Fig. 4.9. Centrul de greutate al sectiunii compuse

3. Pentru calculul momentelelor de inertie (Iyo; I,0) se utilizeaza relatiile lui Steiner. Momentele de inertie

axiale (axa z si y) pentru figurile simple, se calculeaza utilizand relatiile uzuale:

a?

- pentru sectiunea patrata: [,; = [; =

yi— 12
.n4
- pentru sectiunea circulard plina: I; = Iy; = %
" yGi; zGi se calculeaza:
{yGi =Yi— V¢
Z6i = Zj — Zg
Figura 1 Figura 2
Ye1=Y1— Y =0+0,38 = +0,38 mm Voo = V2 — Ve = —19+ 0,38 = —18,62 mm
Zgy =21 —Zg = 0—0,38 = —0,38 mm Zgy = Zy — Zg = +19 — (—0,38)
= +19,38 mm
- 80* A A 10* .
[ =1 = = 1073 - 10* mm Ly =15, = T = 833,34 mm
Se obtine:
( Lo = (z1 + Y61+ A1) — (I + ¥&2 - Ar)

I,, = (1073 - 10* + 0,382 - 5026,54) — (833,34 + (—18,62)? - 100)
= 10733686,9576 = 1073,3687 - 10* mm*
Iyo = (Iyl + 251 'A1) - (Iyz + Z?;z 'Az)
Iy, = (1073 - 10* + (—0,38)? - 5026,54) — (833,34 + 19,382 - 100)
\ = 10692334,052376 = 1069,2335 - 10* mm*

4. Modulele de rezistenta ale sectiunii compuse se calculeazd cu expresiile aplicate si Tn exemplul
anterior, in care distantele maxime pe directia axelor (y) si (z) de la centrul de greutate al sectiunii pana
la fibrele cele mai indepartate sunt: zuax = Vimax = 40,38 mm.

Modulele de rezistenta axiale sunt:

_1069,2335 - 10*

264,79 - 103 mm3

y - 40,38
10733687 - 10* _ 6581 105 3
z = 40,38 = e mm
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5. Razele de inertie ale sectiunii compuse se calculeaza cu expresiile uzuale, obfinandu-se:
( j 1069,2335 - 10*

= 46,59 mm

Y= (202554 — 100)

] 1073,3687 - 104
i, = = 46,68 mm

\ (2025,54 — 100)

Rezolvare Aplicatia A4-3. 1. Pentru determinarea centrului de greutate al sectiunii date, se parcurg
urmatoarele etape:

(a) Se imparte sectiuniea complexa in figuri geometrice simple si se numeroteaza figurile simple (Figura
4.10)

(b) Se ataseaza sectiunii complexe un sistem de referinta initial (z,0y,), (Figura 4.10)

(c) Pentru fiecare figura simpla, se determina centrul de greutate i se ataseaza sistem de axe, (Figura

4.10)

Yo
z | Vi
V) Y2
\\”/// Zl
100 0’” >
[ Vi
S s v D
()0 10 60 10
2

Fig. 4.10. Sectiune compusa in forma de L

(d) Pentru fiecare figura simpla se calculeaza coordonatele centrului de greutate (zi; yi), respectiv aria

(4:):

Figura 1 Figura 2
zi=5mm z>=35 mm
y1 =50 mm y2=5mm

A; =100-10 = 1000 mm? A>=50-10 = 500 mm?

(e) Se calculeaza coordonatele centrului de greutate G(zg, yg) al sectiunii complexe:
_Zl.Al +ZZ 'AZ _ 5'1000+35'500

= = = 7, = +15
% AL+ A, (1000 + 500) 2 = +l>mm
v Ay +y,A, 50-1000 + 5500
- = = ye = +35
Ya AL+ A, (1000 + 500) 76 mm

In Figura 4.11 se prezinta sectiunea compusa sub forma de L, cu centrul de greutate de coordonate:
G(zg; yo) = G(+15; +35).
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Fig. 4.11. Centrul de greutate al sectiunii compuse

2. Momentele statice fata de sistemul de axe ypOozp se calculeaza cu relatiile uzuale:

( Sio=y1 A1+ Y2 Ay

! S, =50-1000+5-500 = 52500 mm?3
Syo =Zl'A1+Zz'A2

Lsyo =5-1000 + 35-500 = 67500 mm?3

3. Pentru calculul momentelor de inertie (Iyo; I0) se utilizeaza relatiile lui Steiner, pentru care s-au
determinat momentele de inertie dupa axa (z) si (y) pentru fiecare figura simpla:

H3 3.
- pentru sectiunea dreptunghiulara: I,; = % ;L= Ble
" yGi; zGi se calculeaza:
{yGi =Yi—Ye
2Gi = Zj — Z¢g
Figura 1 Figura 2
Ye1=Y1— Y =50—35=+15mm Vo2 =V2 — Ve =5—35=-30mm
Zg1 =21 — 23 =5—15=-10mm Zgy =7, — 7 = 35— 15 = +20 mm
100-103 4 10 - 503 4 4
;1 = 5 - 8333,34 mm I, = 5= 10,42 - 10* mm
1003 - 10 4 4 103 - 50 4
Iy, = 1 - 83,34+ 10" mm Iy, = o - 4166,67 mm
( Lo = (z1 + ¥61 - A + (Iz + y&, - A2)

I, = (8333,34 + 152 - 1000) + (10,42 - 10* + (—30)2 - 500)
= 10733686,9576 = 78,75-10* mm*
lyo = (Iy1 + 281 - A1) + (Iy2 + 28, Ay)
Iyo = (83,34 -10* + (—10)? - 1000) + (4166,67 + 20% - 500)
\ = 10692334,052376 = 113,76 - 10* mm*

4. Modulele de rezistenta ale sectiunii compuse se calculeaza cu expresiile uzuale. Distantele maxime
pe directia axelor (y) si (z) de la centrul de greutate al sectiunii pana la fibrele cele mai indepartate, sunt:
Zmax = 45 Mm; Ymax = 65 mm.
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Modulele de rezistenta sunt:

( 113,76 - 10*
W, =——+w—
45
_78,75-10*
N 65

= 25,28 103 mm?3
W, =12,11-10%® mm?3

5. Razele de inertie ale sectiunii compuse sunt:

(_|376-10t
Y= (1000 +500) ~ <770 MM

o |7ersaaet
|~ @000 +500) ~ “77 T

(1) Pentru acest exemplu, sectiunea plana complexa s-a considerat ca este compusa din
doud figuri geometrice simple (doud dreptunghiuri, notate pe schita cu 1 §i 2), respectiv

prin adaugarea de material.
(2) In acest caz, pentru determinarea caracteristicilor geometrice ale sectiunii

complexe, s-a efectuat insumarea algebrica a caracteristicilor geometrice calculate
pentru fiecare figura geometrica simpld.

Observatii:
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5. INCOVOIEREA PLANA A GRINZILOR DREPTE

5.1. Notiuni generale. Reazeme. Eforturi

O grinda dreapta este solicitatd la incovoiere pland dacd asupra ei actioneazd forfe transversale
exterioare, perpendiculare pe axa longitudinald a grinzii, sau cupluri de forte aflate in acelasi plan cu axa
longitudinala a grinzii (axa x), deformarea producandu-se in planul fortelor. Conform Figurii 5.1a),
planul fortelor este planul in care actioneaza fortele, adica planul vertical, xOy.

In general, incovoierea pland este Insotita de forfecare, iar in sectiunea transversald apar urmatoarele
eforturi: forta axiala (N), forta taietoare (T) si momentul incovoietor (M;). La incovoiere, sarcinile
exterioare (F, M, q etc.) sunt cuprinse in planul fortelor.

Atunci cand in sectiunea transversala a grinzii se dezvoltd numai momente Incovoietoare (M;)
incovoierea este purd.

Piesele solicitate la Incovoiere se numesc grinzi, caracterizate prin axa lor longitudinala si sectiunea
normald sau transversala.

A ¥, ¥\
\ A o |
.................................. .:\ YVYVYVYYVY X

. & I A

Planul fortelor
(xOy)

\ 2% \Z
a) b)

Fig. 5.1. Grinda solicitata la incovoiere: a) Reprezentare 3D; b) Reprezentare schematizata

in figura s-au notat: | Fi, F», F3 — forte concentrate, [N]
M — moment de incovoiere concentrat, [N-mm]
q — sarcina uniform distribuita pe unitatea de lungime, [N/mm)].

In studiul incovoierii grinzilor se admit urmatoarele ipoteze simplificatoare:

= Pentru calculul teoretic, grinzile reale pot fi reprezentate schematizat prin axa lor longitudinald (axa
x), iar solicitdrile exterioare actioneaza direct pe aceasta axd, In planul perpendicular pe grinda ce
cuprinde axa centrelor de greutate ale sectiunii transversale

= (rinda are sectiunea transversald constanta pe toata lungimea sa, iar dimensiunile sectiunii sunt mici
comparativ cu lungimea sa

= Deformatiile (sdgeti, rotiri) sunt mici, fiind valabila ipoteza deformatiilor mici
= Distantele dintre sarcinile exterioare se pastreaza si dupa deformarea grinzii

= Tensiunile care apar In grindd datoritd solicitarilor nu depdsesc limita de proportionalitate a
materialului (cp pe curba caracteristica a materialului), materialul fiind guvernat de legea lui Hooke
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= Jpoteza lui Saint — Venant care afirma ca, daca un sistem de forte este inlocuit cu un altul echivalent
din punct de vedere static, diferentele in distributia tensiunilor apar doar local, in zona de aplicare,
iar la distanta devin nesemnificative

= Ipoteza lui Bernoulli care sustine cd, in timpul deformarii unei bare solicitate la Tncovoiere, sectiunile
plane si perpendiculare pe axa barei 1nainte de deformare raman plane si perpendiculare pe axa
deformata.

Pentru a putea prelua sarcinile exterioare care le revin, grinzile se sprijind pe alte elemente de sustinere
sau puncte de sprijin, denumite reazeme, iar fortele de legitura din reazeme se numesc reactiuni. In
Tabelul 5.1 sunt date cele mai uzuale tipuri de reazeme in plan (planul xOy) intdlnite in practica
inginereasca.

Tabelul 5.1. Clasificarea reazemelor

1. Reazem simplu sau mobil | 2. Reazem fix sau articulatie 3. incastrare

VA

~

y y

\% Vv v

Introduce o necunoscuta:
reactiunea verticala (V).

Introduce doud necunoscute:
reactiunea orizontala (H)
respectiv verticala (V).

Introduce trei necunoscute:
reactiunea orizontala (H) si
verticala (V), respectiv

momentul de incovoiere (M;).

(1) Grinzile la care numarul necunoscutelor introduse in reazeme (numarul
reactiunilor) este egal cu numarul de ecuatii date de Statica in plan (trei ecuatii de
echilibru static: 2F, = 0; 2F, = 0; 2M; = () se numesc grinzi static determinate. Daca
numarul necunoscutelor depaseste numarul ecuatiilor de echilibru in plan, atunci
grinzile sunt static nedeterminate si se rezolva aplicand metode de calcul specifice.

Observatie:

5.2. Calculul eforturilor in sectiunea transversala a grinzilor
Asa cum s-a mentionat anterior, in sectiunea transversald a unei grinzi solicitata la incovoiere plana, pot
exista trei tipuri de eforturi: forta axiala (N); forta taietoare (T); momentul de incovoiere (M;). Pentru

determinarea eforturilor, se aplicd metoda sectiunilor, precedata de calculul reactiunilor in reazeme
(aplicand ecuatiile de echilibru: ) F, = 0; X Fy, = 0; XM, = 0).

5.2.1. Conventia de semne ale eforturilor

a) Forta axiala (N) reprezintd suma tuturor fortelor care actioneaza in stanga sau in dreapta sectiunii,
orientate dupa normala la sectiune.

(5.1)

Ny =X Fstﬁnga sau Ny = X Fdreapta
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x o x Forta axiala (N) este pozitivd daca fortele
— Sy — . . . . A " .
N+ exterioare ies din sectiune, producand intinderea
F Fox (fibrele care compun sectiunea se lungesc). Daca
—- -7 —- > fortele exterioare intrd in sectiunea transversala
producand comprimarea sau scurtatea fibrelor
x . x acesteia, forta axiald in sectiune va fi negativa
N_ .
(Figura 5.2).
F F x
_> ..... _— ——. ‘__ _»
Fig. 5.2. Conventia de semne pentru forta axiald (N)

b) Forta taietoare (T) reprezinta suma tuturor fortelor din planul sectiunii care actioneaza in stanga sau
in dreapta sectiunii si au efect de tdiere, forfecare.

Ty = ) Fstanga sau Ty = ZFdreapta (5.2)
x o x' Forta taietoare (T) are semnul pozitiv daca fortele
e T+ . < - . N .
tind sa roteascd sectiunea in sens orar, respectiv
F x are semnul negativ daca acestea tind sd roteasca
1 T 'l‘F_ > sectiunea 1n sens antiorar (Figura 5.3).
X x'
—T e T.
F X
—_ - = = = = Ny )

F

Fig. 5.3. Conventia de semne pentru forta taictoare (T)

¢) Momentul incovoietor (M;) reprezintd suma momentelor si/sau a cuplurilor de forte din stdnga sau din
dreapta sectiunii transversale.

M, = LF(x —a) (5.3)

Momentul incovoietor (M;) in

Fibrele sunt sectiunea transversal.a. esj['e pozitiv
comprimate x  x' dacd, in urma solicitdrii, fibrele
Fibrele sunt superioare sunt comprimate (se

intinse scurteaza), iar cele inferioare sunt

/Y. | Intinse (se lungesc), respectiv este
A, negativ in sectiune dacd fibrele
: ; WX . A e .
Fibrele sunt Fibrele sunt superioare sunt intinse, iar cele
intinse comprimate . . . .
inferioare sunt comprimate (Figura
5.4).

Fig. 5.4. Conventia de semne pentru momentul incovoietor (M;)

5.2.2. Relatii diferentiale intre eforturi

Eforturile (Ty) si (M; ,) nu actioneaza cu aceeasi intensitate pe toatd lungimea unei grinzi drepte. Pentru
stabilirea celor mai solicitate sectiuni, este necesard cunoasterea variatiei eforturilor de-a lungul grinzii
si sa se traseze diagramele de variatie ale acestora. Astfel, se poate identifica sectiunea in care eforturile
sunt minime, respectiv sectiunea in care eforturile au valori maxime. Acest aspect este important in
studiul grinzilor, pentru a putea identifica in final sectiunea in care solicitarea este maxima, in care se
produc tensiunile si deformatiile maxime.
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In acest scop, se considera o grindd simplu rezemata si incarcata cu o sarcina uniform distribuita (qx) si
mai multe forte concentrate (F1, F2, F3), Figura 5.5.

Din grinda se detaseaza un element de lungime (dx), pe care sarcina (gx) se considera constanta. Pe
suprafetele celor doua sectiuni ale elementului se reprezinta fortele taietoare si momentele incovoietoare,
ambele considerate pozitive.

Pentru elementul detasat se scriu ecuatiile de echilibru:

D By =0T, - (T, +dTy) — gy dx =0 (5.4)
T, — Ty —dTy —qx-dx =0/:dx
dT
iy _ _ 55
o = 0 (5.5)

Expresia (5.5) este prima ecuatie diferentiald intre eforturi, adica derivata fortei (T,) taietoare in raport
cu abscisa sectiunii (dx) este egala cu sarcina distribuita (q.) normala pe axa longitudinala a grinzii,
luata cu semnul schimbat [2].

F
L le lF;
@v Y VVYY VIV Y @
H, I U S
a)
Vi
X | dx V2
. [ R
Vv
qx
T‘V \ 4 AR AR A 4 MZ +dMl
X | dx | TyHdTy

Fig. 5.5. (a) Grinda solicitatd la incovoiere; b) Element detasat din grinda

In figura s-au notat: | Fi-3, qx — solicitari exterioare (forte concentrate, sarcind uniform distribuita),
[N], [N/mm]

Hi,V1,V2, — reactiunea orizontala, respectiv cele verticale din reazeme, [N]

dx — lungimea unui element oarecare aflat la distanta (x) fata de punctul 1 si de

lungime (dx)

Ty, M, — eforturile din stanga sectiunii (dx), [N], [N-mm]

Ty+dTy, M;+dM,, — eforturile aflate in dreapta sectiunii avand cresterile

elementare (dTy), respectiv (dM;), [N], [N-mm)].

dx)?
ZMO=0:>MZ+Ty-dx—qX-(2) - (M, +dM,) =0 (5.6)
(dx)?
M, + T, dx—qy- > - M, —-dM, =0/:dx
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M, _

(5.7

dx Y
Expresia (5.7) este a doua ecuatie diferentiala intre eforturi, adica derivata momentului incovoietor (M-)
in raport cu abscisa (dx) este egala cu forta taietoare din acea sectiune (Ty) [2]. Se deriveaza inca o datd
expresia (5.7) si se obtine:

d2M, dT,
_4%y 5.8

Relatiile (5.5), (5.7) sau (5.8) sunt utile pentru constructia diagramelor de eforturi (Ty si M) a grinzilor
solicitate la incovoiere plana. Pe baza lor, se fac urmatoarele observatii importante:

Observatii: | (1) Diagramele de eforturi se construiesc pentru a putea observa evolutia eforturilor
de-a lungul grinzii, respectiv sectiunile transversale in care eforturile sunt pozitive sau
negative.

(2) In punctele de pe grindi in care actioneazd forte concentrate, normale la axa grinzii,
diagrama fortei taietoare va avea un salt pe directia fortei, egal cu marimea fortei
concentrate.

(3) Diagrama de variatie a momentelor incovoietoare va avea un salt in dreptul
momentelor concentrate de pe grinda.

(4) Sarcina distribuita (q) mdsoara panta diagramei de variatie a fortelor taietoare
(daca q = 0, atunci Ty este constant), respectiv marimea fortei tdietoare masoard panta
diagramei de momente incovoietoare.

(5) Momentul incovoietor (M) va avea o valoare extrema (maxima sau minima) daca
fortele taietoare se anuleaza sau isi schimba semnul intr-un punct, numit punct critic
(6) Functia fortei taietoare este cu un grad superioara functiei sarcinii uniform
distribuite, iar cea a momentului incovoietor cu un grad superioara celei a fortei
tdietoare, adica:

(*) daca momentul incovoietor este nul, atunci forta taietoare este constanta;

(**) daca forta taietoare este constantd, atunci momentul incovoietor variaza liniar
(exprimat printr-o ecuatie de gradul 1),

(***) daca forta taietoare variaza liniar, atunci momentul incovoietor variaza dupa o
parabola (exprimat printr-o ecuatie de gradul al Il-lea).

(7) Pe intervalele pe care forta taietoare este pozitiva, momentul incovoietor creste,
respectiv scade pe intervalele in care forta taietoare (T)) este negativa.

5.2.3. Constructia diagramelor de eforturi: Etape de calcul

Etapa de Descriere
lucru
(€)) Se introduce sistemul de referintd in plan (sistemul xOy).
2) Se stabileste un sens de parcurgere al grinzii.
A3) Se identifica reazemele si se introduc reactiunile aferete tipului de reazem. In mod

uzual, reactiunile (V) si (H) se introduc intrand in nod. In urma calculelor, valorile lor
pot fi pozitive sau negative (daca sunt pozitive inseamnad ca se iau aga cum s-au pus).
“4) Se calculeaza reactiunile din reazeme, aplicand ecuatiile de echilibru date de Statica in
plan:

YNF,=0; XF,=0; XM, =0
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o) Se scriu expresiile eforturilor (Nx, Ty, M; ;) pentru fiecare interval, tindndu-se cont de
conventia de semne pentru eforturi. Se calculeaza eforturile in punctele (sectiunile) care
definesc fiecare interval. In urma calculelor, eforturile pot avea valori negative sau

pozitive.

(6) Cu valorile obtinute ale eforturilor si {inand cont de ecuatiile obtinute pentru fiecare
interval se construiesc diagramele de variatie ale acestora.

(7) Se identifica sectiunea maxim solicitata si se noteaza valorile maxime ale eforturilor.

Aplicatii rezolvate

Aplicatia 5-1. Pentru grinda simplu rezemata si solicitatd la incovoiere pland de forta concentrata (F),
(Figura 5.6) se cere sa se calculeze:

(a) Reactiunile din reazeme

(b) Eforturile (T) si (M;) pe fiecare interval cu trasarea diagramelor de variatie ale acestora

(c) Saseidentifice eforturile maxime (Tmax, Mi max) $1 58 se specifice punctele (sectiunile), respectiv
intervalele pe care acestea actioneaza.

A A’

€
<€ P

<€
<

Vv

Fig. 5.6. Grinda simplu rezemata solicitata la incovoiere plana

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se aplica etapele de calcul prezentate la punctul 5.2.3.,
astfel: se ataseaza sistemul de referintd xOy, in care axa (x) este axa longitudinala a grinzii. Se
numeroteaza reazemele, respectiv punctul de aplicatie al fortei (F), obtinandu-se trei puncte, respectiv
doua intervale (1 — 3; 3 —2). Se identifica tipul de reazem si se introduc urmatoarele reactiuni: in punctul
1 e un reazem fix sau articulat care anuleaza translatiile dupa cele doud axe si drept consecinta apar doua
necunoscute (reactiunea orizontald, H; si cea verticala, V1), iar in punctul 2 e un reazem simplu sau
mobil care anuleazd doar translatia verticala si introduce o singurd necunoscuta, reactiunea verticala
(V2), Figura 5.7.

(a) Calculul reactiunilor

H,

A 4
O

\/ . v,

Vv

Fig. 5.7. Introducerea reactiunilor in reazemele simple

Pentru calculul reactiunilor din reazeme (Hi, Vi si V) se alege semnul pozitiv al fortelor si al
momentelor si se aplica ecuatiile de echilibru date de Statica in plan:
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ZFX=0:>H1=0

a
ZM1=O:>Fa—V2l=0:>V2=F—

l
(I—a)
l
Pentru verificarea reactiunilor, se efectueaza un calcul de verificare aplicand ecuatia de echilibru:

(l-a)
ZFy=O:>V1+V2—F=O:>F- l

ZMZ=0:>V1'Z_F'(l_a)=0:>V1=F'

a
+F7—F=0

a a
F_FT-I_FT_F:O:O:O

Calculul de verificare valideaza rezultatele obtinute, respectiv suma reactiunilor verticale (V1, V2) este
egala cu forta aplicata (F), iar grinda se afla in echilibru static.

(b) Calculul eforturilor (T) si (M;)

Pentru calculul eforturilor (forta taietoare T si momentul de incovoiere M;) din sectiunea transversala a
grinzii, se aplicad metoda sectiunilor pe fiecare interval si se tine cont de conventia de semne pentru
eforturile prezentate la punctul 5.2.1. Se obtine:

Tabelul 5.2. Calculul eforturilor
Intervalul 1 —3: x € [0, a)

m D 5 N;_3=H; =0
. T,3=V;
Vi M1_3 = Vl "X
y = pentrux=0=>M; =0
= pentrux =a=>M; =V, -a
F Intervalul 3—2: x € [a; ])
N;_ ,=H; =0
H, @ @ x 3-2 1
—3 ' > Ty o =Vy —F
M3_2 :V]_'X_F(x_a)
Vil a A »pentrux =a=>M; =V, a
’ x » pentrux =l=>M, =V, - [ —F(l —a)
b M, =0
< x N
X F
m O ® D ,
Vi . a 1 b %\Z
< ! >
Y Tis
T" @
Fy F?
Tzs
M; -
+ J/[/\/
W}
Mi_max

Fig. 5.8. Diagramele de variatie ale eforturilor (T) si (M;)
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Pe baza expresiilor obtinute, se construiesc diagramele de variatie ale eforturilor (Figura 5.8). Se observa
ca, pentru acest caz de incarcare si rezemare, forta taietoare (T) este constantd pe ambele intervale (pe
intervalul 1 — 3 este pozitiva si negativa pe celalalt interval), iar momentul de incovoiere este pozitiv si
variaza liniar de la valoarea zero (pe capetele grinzii) spre valoarea maxima (in punctul de aplicatie al
fortei F). Forta taietoare este constantd in sectiune deoarece expresia nu depinde de variabila (x), iar
momentul variaza liniar pentru ca este definit de o ecuatie de gradul I.

(c) Eforturile maxime

Avand in vedere diagramele de variatie, eforturile maxime se identifica astfel: (a) pentru forta taietoare
maxima (Tmax) - se compara fortele tdietoare In valoarea absoluta si se considerd valoarea maxima, iar
la scrierea rezultatului final se considera si semnul aferent valorii maxime; (b) in mod similar, pentru
momentul incovoietor maxim (Mj max) S€ compard momentele incovoietoare in valoare absoluta si se
considera valoarea maxima (la scrierea rezultatului final se considera si semnul aferent valorii maxime).
Astfel, rezulta:

Tabelul 5.3. Valorile maxime ale eforturilor in sectiunea transversald a grinzii

Efort maxim Intervalul / punctul Expresia efortului maxim
maxim solicitat
Forta taietoare (Tmax) Intervalul 1 — 3 Tmax =T1-3=V
Momentul incovoietor maxim (M max) Punctul 3 Mi max =Mz =Via

Aplicatia 5-2. Pentru grinda simplu rezematd si solicitatd la incovoiere pland de sarcina uniform
distribuita pe unitatea de lungime (q) din Figura 5.9, se cere sa se calculeze:

(a) Reactiunile din reazeme

(b) Eforturile (T) si (M) cu trasarea diagramelor de variatie ale acestora

(c) Sa se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi max) $1 sa se specifice sectiunile sau intervalele pe
care acestea actioneaza.

@

@VVVVVVVVVV

v

n ’

Fig. 5.9. Grinda simplu rezemata solicitata la incovoiere pland de sarcina uniform distribuita (q)

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se procedeaza ca si in cazul anterior, astfel: se atageaza
sistemul de referintd xOy; se numeroteaza reazemele, obtinand un interval (1 — 2); se introduc reactiunile
in fiecare reazem, rezultdnd in total trei reactiuni: reactiunea orizontala, (Hi) si cea verticala, (Vi) in
punctul 1 si reactiunea verticala (V2) din punctul 2. Pentru efectuarea calculelor teoretice, sarcina
uniform distribuita (q) se reduce in centru de greutate la o fortd concentrata (q-/), si reprezinta produsul
dintre valoarea sa si lungimea pe care actioneaza (Figura 5.10)

H v v v vV VvV V Vv X
l(l'/
Vi / V,

yf >

Fig. 5.10. Introducerea reactiunilor in reazemele simple
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(a) Calculul reactiunilor

Pentru calculul reactiunilor din reazeme (Hi, Vi si V2) se alege semnul pozitiv al fortelor si al
momentelor si se aplica ecuatiile statice de echilibru uzuale:

zFX:O:leo

l q-l
ZM1=0=>q'l'E—V2'l=O$V2=T
ZM 0oV, l—q-le=0oy =L

2=0U=V q 2= =V = 2

Pentru verificarea reactiunilor, se efectueaza un calcul de verificare aplicand ecuatia de proiectii pe
verticala:

q-l q-l
ZFY=O:>V1+V2—q-l=0:>T+T—q-l=O
2:q-1
> —-q'l=0=20=0

In urma calculului, rezulti ca verificarea este valida, respectiv suma reactiunilor verticale (Vi, V2) este
egala cu forta (q-/), iar grinda se afla in echilibru static.

(b) Calculul eforturilor (T) si (M;)

Pentru calculul eforturilor (forta taietoare T si momentul de incovoiere M;) din sectiunea transversala a
grinzii, se aplica metoda sectiunilor si se ine cont de conventia de semne pentru eforturi prezentata in
sub-capitolul 5.2.1. Se mentioneaza ca reactiunea orizontala (Hi) este zero, respectiv grinda nu este

solicitata axial, rezultand ca forta axiala (Ni.2) este nuld. Se obtine:
Tabelul 5.4. Calculul eforturilor

Intervalul 1 —2: x € [0, ])
Ti2=Vi—q-x

q-!
*pentrux=0=>T, =V, = —

-1
. per1trux=l=>T2=V1—q-l=_qT

Observatie: (1) Daca forta taietoare igi schimba semnul,
atunci va exista un punct critic in care forta tdietoare se
anuleaza, T = 0, iar momentul incovoietor este maxim, M;

@ - 1 — = max (sau minim, M; = min). Se calculeaza abcisa (xg) a
Hi ¢ o r>&<v\w x punctului critic.
0 l Pentru grinda data abcisa (xg) se calculeaza astfel:
v q-x Vl l
I T, ,=0=>Vi—-q'x=0=>x=—=7
< X > q 2
Vv X

M1_2=V1-x—q-x-§
= pentrux =0=>M; =0
2

-pentrux:l::»Mz:Vl-l—q-?:O
| q-l 1 q-1?2 1
'pentruxozqz imax = 3T a3
q-*
Mi_max 3
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Vi / v,
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T,
'MH ”
T*
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Mi B I T

+ \

M i_max

Fig. 5.11. Diagramele de variatie ale eforturilor (T) si (M;)

Pe baza expresiilor obtinute, se traseaza diagramele de variatie ale eforturilor pentru fiecare interval
(Figura 5.11). Se observa ca forta tdietoare este definitd de o ecuatie de gradul I si variaza liniar si isi
schimba semnul prin punctul critic aflat la abcisa (xy), fiind maxima pe capetele grinzii, iar momentul
de incovoiere variazd dupa o parabold (ecuatia de gradul II), iar valoarea maxima este chiar in punctul

critic.

(c) Eforturile maxime

Se pocedeaza la fel ca in cazul anterior, iar pentru grinda studiatd, conform diagramelor de variatie ale
eforturilor se obtin urmatoarele eforturi maxime:

Tabelul 5.5. Valorile maxime ale eforturilor in sectiunea transversald a grinzii

Efort maxim

Intervalul / punctul
maxim solicitat

Expresia efortului maxim

Forta taietoare (Thax)

Punctul 1 (si 2)

Thax =T1 = T, :+q7-l

Momentul incovoietor maxim (M; max)

Pentru x = x5 =

N~

(in punctul critic

_q-

Mi_max - )

Aplicatia 5-3. Pentru grinda simplu rezemata si solicitata la incovoiere plana de momentul de incovoiere
concentrat (M) din Figura 5.12, se cere sa se calculeze:

(2)
(b)
(©)

Reactiunile din reazeme

care acestea actioneaza.

M

@ .

Vv

>

/A&

Eforturile (T) si (M) pe fiecare interval cu trasarea diagramelor de variatie ale acestora
Sa se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi max) §1 sa se specifice sectiunile si/sau intervalele pe

Fig. 5.12. Grinda simplu rezemata solicitata la incovoiere pland de un moment de incovoiere concentrat (M)
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Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se parcurg etapele urmatoare: se atageaza sistemul de
referintd xOy; se numeroteazd reazemele si punctul de aplicatie al momentului concentrat (M),
obtinandu-se trei puncte, respectiv doud intervale (1 — 3; 3 — 2); se introduc reactiunile in fiecare reazem,
rezultdnd trei reactiuni: reactiunea orizontala (Hi) si cea verticald, (V1) in reazemul 1 si reactiunea
verticala (V2) din reazemul 2 (Figura 5.13).

X

/

A\ Vv,

Vv

Fig. 5.13. Introducerea reactiunilor in reazemele simple
(a) Calculul reactiunilor

Pentru calculul reactiunilor din reazeme (Hi, Vi si V2) se alege semnul pozitiv al fortelor si al
momentelor si se aplica ecuatiile de echilibru date de Satica in plan:

ZFX:O:leo

Z M
M1:O:>M_Vzl:O:>V2:_
2 lM

M2=O$V11+M=O=>V1=_T

Se observa ca cele doud reactiuni verticale sunt egale si de semn contrar. Se efectueaza calculul de
verificare, utilizand ecuatia de echilibru:

M M

ZFy=0=>V1+V2=O=>T—T=O=>O=O

Dupa efectuarea calculului de verificare, rezulta ca cele doua reactiuni s-au determinat corect, respectiv
grinda se afla in echilibru static.

(b) Calculul eforturilor (T) si (M;)

Pentru calculul eforturilor (forta taietoare T si momentul de Incovoiere M;) din sectiunea transversala a
grinzii, se aplica metoda sectiunii pe fiecare interval si se {ine cont de conventia de semne ale eforturilor
prezentate la punctul 5.2.1. Se obtin urméatoarele expresii ale eforturilor:

Tabelul 5.6. Calculul eforturilor

H, @ N Intervalul 1 — 3:N)[c €/0; a)
Ti3=Vi = T
M3 =V;-x

= pentrux =0=>M; =0
a
. pentrux=a=>M3=V1-a=>M1=_M.T
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Intervalul 3—2: x € [a, ])
M Ty =V, = — o
H, @ @ x 3-27 1T T
A / e M3_2:V1'X+M
a
v, . -pentrux=a:>M3=—T+M
) ] R _ _M(e+h
M-I
yv -pentrux=Z:>M2=—T+M
M2:0

Vil , Vv,
. !
y
Tk
Tl-3 M T2-3
3? Miima\'
Al B,

M; -

+

Fig. 5.14. Diagramele de variatie ale eforturilor (T) si (M;)

Pe baza rezultatelor obtinute s-au trasat diagramele de variatie ale eforturilor pentru fiecare interval
prezentate in Figura 5.14. Analizand diagramele de mai sus, rezulta ca forta tdietoare este constanta si
negativa pe toatd lungimea grinzii, iar momentul incovoietor variaza liniar si se obtine saltul produs de
actiunea momentului concentrat (M) din dreptul sectiunii aferent punctului 3.

(c) Eforturile maxime

Se pocedeaza la fel ca in cazurile anterioare, iar pentru grinda datd, conform diagramelor de variatie ale
eforturilor se obtin urmatoarele eforturi maxime:

Tabelul 5.7. Valorile maxime ale eforturilor in sectiunea transversald a grinzii

Efort maxim Intervalul / punctul Expresia efortului maxim
maxim solicitat
Forta taietoare (Tmax) Intervalul 1 —2 M

Thax = Ti—3 =Tz = ——

[

Momentul incovoietor maxim (M; max) Punctul 3

a
Mi_max =M3;=-M- T

Aplicatia 5-4. Se da grinda incastratd in capatul din stdnga si solicitata la incovoiere pland de forta
concentrata (F) aplicata pe capatul liber, (Figura 5.15). Se cere sa se calculeze:
(a) Reactiunile din reazem
(b) Eforturile (T) si (M) pe fiecare interval cu trasarea diagramelor de variatie ale acestora
(c) Sa se identifice eforturile maxime (Tmax, Mi max) $1 8@ se specifice sectiunea si/sau intervalul pe
care acestea actioneaza.

112]180




y

Fig. 5.15. Grinda incastrata la un capat si solicitata la incovoiere plana
de forta (F) aplicatd pe capatul liber

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei propuse, se procedeaza ca si in cazurile precedente, astfel: se
ataseaza sistemul de referintd xOy; se numeroteaza reazemul si capatul liber grinzii, obtinandu-se doua
puncte, respectiv un interval (1 — 2); se introduc reactiunile 1n incastrare, stiind ca in plan, incastrarea
anuleaza toate cele trei grade de libertate. Rezulta trei reactiuni: reactiunea orizontala (H1), cea verticala
(V1) si momentul incovoietor (M), Figura 5.16.

X

Fig. 5.16. Introducerea reactiunilor in incastrare

(a) Calculul reactiunilor

Pentru calculul reactiunilor din incastrare (Hi, Vi si Mi) se alege semnul pozitiv al fortelor si al
momentelor si se aplica ecuatiile de echilibru date de Statica in plan:

ZFX=0=>H1=O

ZFy=0=>V1—F=O=>V1=F

Se efectueaza calculul de verificare apeland la ecuatia de echilibru:
ZMZ=O=>M1+V1-l=O=>—F-l+F-l=O=>O=O

In urma calculului rezulta ca verificarea este validata si, deci expresiile reactiunilor s-au dedus in mod
corect iar grinda se afla 1n stare de echilibru static.

(b) Calculul eforturilor (T) si (M)

Pentru calculul eforturilor (forta taietoare T si momentul de Incovoiere M;) din sectiunea transversala a
grinzii, se aplica metoda sectiunilor pe intervalul 1 — 2 si se tine cont de conventia de semne pentru
eforturile prezentate in sub-capitolul 5.2.1. Stiind cd Hi = 0, se obtine:
Tabelul 5.8. Calculul eforturilor

Intervalul 1 —2: x € [0, 1)
T,.,=V, =F
M, =V, x+ M
* pentrux =0=>M; =M; =—-F-1
" pentrux=1[=>M,=V,- [+ M,

M, =F-l—F-1=0

v =
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Tia
T @
M, = Mi_nﬁ‘ \\H

Fig. 5.17. Diagramele de variatie ale eforturilor (T) si (M;)

Pe baza expresiilor obtinute, se construiesc diagramele de variatie ale eforturilor i sunt prezentate in
Figura 5.17. Se obtine faptul ca, forta taietoare (T) este constantd si pozitiva pe toatd lungimea (/) a
grinzii, iar momentul incovoietor variaza liniar (ecuatie de gradul I), fiind nul pe capatul liber si maxim
in Incastrare.

(c) Eforturile maxime

Pentru grinda datd, conform diagramelor de variatie ale eforturilor se obtin urmatoarele eforturi maxime:

Tabelul 5.9. Valorile maxime ale eforturilor in sectiunea transversald a grinzii

Efort maxim Intervalul / punctul Expresia efortului maxim
maxim solicitat
Forta taietoare (Tnax) Intervalul 1 —2 Thax = T1_2 =
Momentul incovoietor maxim (M; max) Punctul 1 M max = M; = —F-1

5.3. Tensiuni normale in grinzile solicitate la incovoiere

In cazul incovoierii plane, eforturile care apar intr-o sectiune sunt: forfa normald (Nx) care de regula este
nuld, forta taietoare (Ty) s1t momentul incovoietor dupa axa (z), (Mi ). Pentru a determina tensiunile
produse de momentul incovoietor, se va analiza un caz particular al incovoierii plane, si anume cazul
incovoierii pure, cand singurul efort In sectiunea transversald este momentul incovoietor (M; ). Rezulta
ca, in cazul Incovoierii pure, in sectiunea transversala se vor produce doar tensiuni normale (G) generate
de actiunea momentului incovoietor (M; ).

In acest scop se considera grinda simplu rezemati pe capete (in punctele 1 si 2), de lungime (7), solicitata
la incovoiere de doud forte concentrate egale (F), aplicate in sectiunile 3 si 4, la egala distanta fata de
cele doud reazeme (distanta a), respectiv simetric dispuse fatd de mijlocul deschiderii grinzii, Figura
5.18. Pentru aceastd grinda se calculeaza reactiunile verticale din reazeme Vi = V, = F (neexistand
solicitare axiald, atunci rezultd ca reactiunea orizontala este nuld, H; = 0). Se calculeaza eforturile (Ty)
si (M ) pentru fiecare interval si se construiesc diagramele de variatie ale acestora.
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X dx

H]Z
A IR
_a
V|=
[
Vv
T1_3=F
+ G T3_4=0
b ©
. f4_2=F
Incovoiere pura
M; - %D

Mi =F-a
constant
Fig. 5.18. Grinda solicitata la incovoiere pura pe intrevalul 3 — 4 (exemplu)

In figura s-au notat: | F — fortele concentrate egale, [N]
[, a — lungimea totala a grinzii, respectiv distanta de la fortele aplicate la cele
doua reazeme, [mm]
T3.4; Mi 3.4 — eforturile pe intervalul 3 — 4, [N]; [N-mm].

Asa cum se poate observa, in diagramele de eforturi din Figura 5.18, 1n sectiunea transversala aflata pe
intervalul 3 — 4, forta taietoare este nula (T34 = 0), iar momentul incovoietor este constant si pozitiv (M;
=F-a). Rezulta ca, pe intervalul 3 — 4 incovoierea este purd si este produsa doar de actiunea momentului
incovoietor din aceastd sectiune transversald, iar fibrele superioare sunt comprimate (se scurteaza), iar
fibrele inferioare sunt intinse (se lungesc). In Figura 5.19b) se evidentiazi solicitarea grinzii in planul

vertical xOy (sau planul fortelor), respectiv se prezintd modul de deformare al grinzii inainte si dupa
solicitare.

F F
F F ® @
(3) (1) o
§ 3 4 Inainte de O) @
solicitare &~ | [ g
® - . x
S, L. > o
1 I ! @ ® o Fi lb.l e
---------------------------------- ~ oment comprimate
N Y incovoietor (se scurteaza)
Dupi constant §i
upa ozitiv
a a solicitare poz
______ — = Fibre intinse
; \" Planul fortelor (xOy) (se lungesc)
J “ ~—~—
v )
a) b)

Fig. 5.19. Grinda solicitata la incovoiere pura
(a) Solicitarea initiald; (b) Reprezentarea grinzii inainte si dupa solicitare

Asadar, pe portiunea 3-4, grinda este solicitatd de un moment incovoietor pozitiv si constant, fibrele
superioare sunt comprimate, iar fibrele inferioare sunt intinse (Figura 5.19b)). La trecerea de la lungiri
la scurtdri, va exista o suprafatd in care fibrele nici nu se scurteaza dar nici nu se lungesc, numita
suprafata neutrad, si este cuprinsa in planul neutru. Din intersectia suprafetei neutre cu planul fortelor
(planul vertical xOy) se obtine fibra medie deformata (f.m.d.) a grinzii sau fibra neutra (Figura 5.20a)).
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Din intersectia suprafetei neutre cu sectiunea transversala a grinzii va rezulta axa neutrad a grinzii (Figura
5.20b)) sau a sectiunilor transversale succesive.

Observatii: | (1) Sectiunea transversald este definita de sistemul de axe yOz §i se introduce in centrul
de greutate al acesteia.
(2) Pentru sectiunile transversale care prezinta simetrie dupa axele (z) si/sau (v), axa
neutra coincide cu axa (z) sau axa (y). Atunci cand incovoierea plana are loc dupa axa
(z), (M; dupd axa z), axa neutrd a grinzii coincide cu axa (z).

Planul fortelor (xOy)

Plan/suprafati
neutrd N\ p—A————— @ ..................... @ ....... . Fibra medie deformata

....................................................................... ¢f.m.d.) sau fibra neutrd

a)
‘a‘l L“—.
Vv \Z
Planul de sectiunare al grinzii 1 pe xa
centrelor de greutate
Sectiunea
transversald \ Axa neutrd
F N F
R ALY ®
&/ &
T N ¥
IAIAN Y
© NN B
NN @ b)
I \\ \\\
| N
N
R NN
N
A / \\
\\

Fig. 5.20. Grinda solicitata la incovoiere pura
(a) Planul sau suprafata neutra a grinzii; (b) Sectiunea transversala a grinzii cu axa neutra

Pe intervalul 3-4 al grinzii prezentatd in Figura 5.18 se face o sectiune la distanta (x) fatd de reazemul
din stanga (punctul 1). Se considerd elementul de grinda de lungime (dx), marginit de sectiunile
transversale (A1) si (A2) avand centrele de greutate (O1) si (O2), separat din grinda solicitata la incovoiere
plana. Elementul de grinda este solicitat la incovoiere pura, iar in Figura 5.21 s-a reprezentat Tnainte si
dupa solicitare.
Conform ipotezei lui Bernoulli, sectiunile (A1) si (Az2) plane si normale la axa grinzii inainte de
deformare, raman plane si normale si dupa solicitare. Dupa solicitare, cele doud sectiuni transversale fac
intre ele unghiul (do), iar (p) reprezinta raza de curbura a fibrei medii deformate.
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fm.d.

a)

Fig. 5.21. Element de lungime mica reprezentat inainte de deformare (a), respectiv dupa deformare (b)

In figuri s-au notat: | Mi , — momentul de incovoiere constant in sectiunea transversala, [N-mm]

h — inaltimea sectiunii transversale, [mm]

A1, A, — ariile transversale a sectiunii elementare, [mm?]

0102,0’1, O’2 — centrele de greutate ale sectiunilor transversale cu ariile (A1)
si (A2)

MN; M’N’ — o fibrd oarecare aflata la distanta (y) fatd de axa neutra, avand
lungimea (dx) inainte de solicitare, respectiv (dx;) dupa solicitare

NiN’ = A(dx) — lungirea fibrei M’N’

dp — unghiul format intre sectiunile transversale (A1, Az), dupa solicitare

p —raza de curbura a fibrei medii deformate.

Pe elementul de lungime (dx), se considera o fibra oarecare (MN) egala cu lungimea elementului, situata
la distanta () fatd de f.m.d sau fibra neutra (Figura 5.21a)). Aceasta fibrd oarecare va avea inainte de
deformare aceeasi lungime cu cea a fibrei neutre, adica:

» inainte de deformare: dx =p-do (5.9
Dupa deformare, fibra devine (M’N’) si va avea lungimea (dx;):
* dupa deformare: dx, =(p+y)- -do (5.10)
= Lungirea fibrei va fi:
A(dx) =dx; —dx = A(dx) =(p+y)-de —p-de (5.11)
A(dx)=p-de+y-de —p-do (5.12)
A(dx) =y -do (5.13)

= Deformatia specificd a fibrei va fi:

A(dx) _y-de
€ = =

5.14
dx p-de .19
£=X (5.15)
0 .
sau e=0-y (5.16)
9_1_dcp 5.17
== (5.17)

unde: | O reprezinta rotirea specifica, adica unghiul cu care se rotesc, una fata de cealalta doua sectiuni
transversale pe grinda, distantate cu unitatea (adica distanta egala cu 1).

= Pentru materialele elastice guvernate de legea lui Hooke:

0=E-s=>c=E% (5.18)
1_° (5.19)
p E-y

sau
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Relatia (5.19) arata ca valoarea tensiunii normale (o) este proportionald cu distanta fibrei oarecare (y).

= In cazul incovoierii pure, relatiile dintre tensiunile normale (o) si eforturile in sectiunea transversala
fata de fibra medie deformata sunt:

N=f c-dA=0 (5.20)
A

Miy=f c-z-dA=0 (5.21)
) A

Mi_z=f c-y-dA=M (5.22)
A

Observatii: | (1) Ca relatia (5.20) sa fie valabila, trebuie ca axa neutra a sectiunii transverale sa fie
axa centrala de inertie (S: = (). Axa neutra coincide cu axa geometrica a grinzii.
(2) Pe baza relatiei (5.21), rezulta ca axa (y) este axa principala de inertie (I,,=0).

Avand in vedere relatia (5.18), din relatia (5.22) se obtine:

E E

Miz=f G-y-dA=>Miz=—f y2dA = M, =—"1, (5.23)
) A T PJa - P

- _ i 5.24

p_E-IZ (5.24)

unde: | I, este momentul de inertie axial al sectiunii transversale, in raport cu axa (z) care coincide cu
axa neutra a sectiunii transversala
E-I, reprezinta modulul de rigiditate la incovoiere.

Se egaleaza expresiile (5.19) si (5.24) si se obtine:

Lz _ 525
E-I, E-y (525)
y

— Mi_z .
I,

o (5.26)
Expresia (5.26) reprezintd Formula lui Navier, in care (y) este coordonata unui punct oarecare luat pe
inaltimea sectiunii transversale in care se calculeaza tensiunea normala (o).

Cu aceastd formuld se pot calcula valorile tensiunilor normale in orice punct al sectiunii transversale. De
asemenea, relatia (5.26) exprima faptul cd, in sectiunea transversald, tensiunile normale (o) variaza liniar
pe néltinea si latimea sectiunii, variabila fiind distanta (y). Conform diagramei de variatie a tensiunilor
normale prezentata in Figura 5.22, se poate observa ca, pe axa neutra tensiunile normale sunt intotdeauna
nule, iar pe masurd ce distanfa (y) se Indeparteaza de axa neutrd, tensiunile normale cresc odata cu
cresterea acestei distante, fiind maxime in fibrele extreme (la distanta yma. fatd de axa neutra), si sunt
egale si de semn contrar.

A
A4

UHILIX
<«

-V
," max

h| - ]
Y £ Y max
1/ EC=N

dA (;)]ILIX

Vv
Fig. 5.22. Variatia tensiunilor normale pentru moment incovoietor pozitiv
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Conform Figurii 5.22 valorile maxime al tensiunii normale se produc in fibrele extreme, pentru y = +
Vmax 1ar tensiunile normale maxime (omax) 1n sectiunea transversala pot fi determinate cu relatia:

M.
Omax = II_Z ’ (iymax) (5.27)
z

Relatia (5.27) poate fi scrisa sub forma:
M
Ormax = W—I-ZZ (5.28)

Expresia (5.28) reprezinta Forma a 2-a a relatiei lui Navier, in care (W;) este modulul de rezistenta
Iy

axial, raportat la axa neutra (z) si se calculeaza: W, = -
max

Relatia lui Navier scrisd sub forma (5.28) permite efectuarea calculelor de dimensionare, verificare si de
rezistenta a grinzilor solicitate la incovoiere pland (Tabelul 5.10).

Tabelul 5.10. Relatii de calcul la solicitarea axiala

Dimensionare Verificare Momentul incovoietor capabil
W, _ Mi_z_max _ Mi_z_max < Mi_z_cap. = WZ_ef "0y
z_nec — Oef = W, = 0y
Oa z_ef

unde: | Mi 2 max, Mi 2z cap. €ste momentul de incovoiere maxim din sectiunea transversald, respectiv
momentul incovoietor capabil sa-1 suporte grinda fara sa se produca ruperea (sau sa nu se
produca deformatii permanente), [N-mm]

W nee, Wz ef reprezintd modulul de rezistenta necesar (sau minim), respectiv efectiv (calculat
sau furnizat de standarde) al sectiunii transversale a grinzii, [mm?]

Oef, Oa €ste tensiunea normald efectivd (sau calculatd) in sectiunea transversald, respectiv
admisibild a materialului, [N/mm?].

Observatii: | (1) O sectiune transversala a unei grinzi va fi cu atdt mai economicd cu cat raportul

w . 4 . . . .
k = AZ—‘;f este mai mare, in care: (k) este un coeficient de economicitate, (4) este aria

sectiunii transversale, (h) este inaltimea sectiunii transversale. Pentru diferite sectiuni,
coeficientul este: k = 0,123 pentru sectiunea circulara; k = 0,167 pentru sectiunea
dreptunghiulara; k = 0,29+0,32 pentru profilul I; k = 0,27+0,31 pentru profile U etc.
(2) La incovoiere rezista mai bine sectiunea a carei moment de inertie axial (I.) este
mai mare, dar nu are fibre extreme prea indepartate de axd. Din acest motiv, in
constructiile ingineresti se prefera sectiunile de profil I sau U, avand aria sectiunii
transversala egala cu cea dreptunghiulara, insa au (I;) si (W) mai mari. Acest lucru se
datoreaza repartizarii unei parti mai mari a suprafetei spre fibrele extreme, tocmai
acolo unde §i tensiunile normale au valorile extreme.

5.4. Tensiuni tangentiale in grinzile solicitate la Incovoiere

5.4.1. Principiul dualitatii tensiunilor tangentiale

Un corp supus actiunii unui sistem de forte exterioare coplanare, se afla in stare pland de tensiuni daca
tensiunile in fiecare punct al corpului sunt situate intr-un plan, oricare ar fi planul de sectionare. Starea
plana de tensiuni se obtine pentru diferite piese, cum ar fi: In grinzi solicitate la incovoiere de forte
situate Intr-un plan, in pldci subtiri avand grosimea constanta solicitate de un sistem de forte coplanare
in echilibru etc.
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Ay In Figura 5.23 s-a reprezentat starea plani de
i tensiuni a unui corp elementar plan, unde:

Tuy * (0x), (oy) sunt tensiunile normale la sectiune

* (Txy) este tensiunea tangentiald, in care primul
o indice (x) este axa dupa care (t) este paralela, iar al
- doilea indice (y) este axa dupa care (t) este
perpendiculara.

Tyx

Fig. 5.23. Starea plana de tensiuni

Principiul dualitatii (reciprocitatii) tensiunilor tangentiale se defineste astfel: tensiunile tangentiale pe
doua fete ortogonale sau muchii ortogonale sunt egale intre ele §i de semn contrar, orientate spre sau
dinspre muchia comuna fetelor [2], respectiv:

Txy = Tyx '(5.29)

5.4.2. Tensiuni tangentiale. Deducerea Formulei lui Juravschi

In mod obisnuit, in grinzile solicitate la incovoiere plana apar atit momente incovoietoare (M;) cat si
forte taietoare (T) variabile in lungul grinzii. Ca urmare, in sectiunile grinzii se produc atat tensiuni
normale (o) cat si tensiuni tangentiale (t). Fortele taietoare produc deformatii unghiulare, astfel ca
sectiunile plane, normale pe axa grinzii, nu mai raman plane si normale la axa, ci se deformeaza (Figura
5.24b). Deci, ipoteza lui Bernoulli nu mai este valabila. In consecinta, formula lui Navier pentru calculul
tensiunilor normale dedusa in baza acestei ipoteze nu mai este exacta.

« dx s
p q
M,=0
p1< 7777777 c ”L
T,=0
r S
a) b)

Fig. 5.24. Deformarea unui element: a) inainte de solicitare; b) dupa solicitare

Totusi, la grinzile la care lungimea este mult mai mare decat inal{imea, abaterea de la planeitate pentru
sectiuni este neglijabild si, deci, formula lui Navier dd o aproximatie destul de buna in calculul
tensiunilor normale [2,4,8,16].

Pentru studiul variatiei tensiunilor tangentiale (txy) in sectiunea transversald a grinzii solicitate la
incovoiere pland, se separa din grinda un element cuprins intre doua sectiuni transversale aflate la
distanta (dx), plane si perpendiculare pe axa longintudinald a grinzii (axa x) si un plan paralel cu planul
x0z, aflat la distanta (y) fata de planul longitudinal (Figura 5.25). Se obtine elementul de volum avand
latimea (b)) s1 lungimea (dx), fiind evidentiat in Figura 5.25 cu hasura rosie. Elementul de volum hasurat
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tinde sd ,,lunece” de-a lungul axei longitudinale paralela cu axa (x) datorita tensiunilor tangentiale (txy),
respectiv a fortei de lunecare (dL), iar elementul de volum nehasurat se considera, teoretic, fix.

Oa & lF@

H|=0 by
>k it __ _____ I .
B - B’ k nAXt?a
eutrs
Vi |x dx J 12 z
2 l | Y I :
SV T I {\Secgiunea care
y T, s — luneci
J® »
_ : vy
M] - Ml Ml+dMl J/I/l/l/
aUliEn
~N

Fig. 5.25. Grinda solicitata la incovoiere plana si diagramele de variatie alte eforturilor M; si T

Asa cum se observa din diagramele de variatie ale eforturilor din Figura 5.25, acestea variaza diferit pe
lungimea grinzii. Eforturile din sectiunile transversale dau nastere fensiunilor normale (o) si (c+do)
cauzate de momentele de incovoiere variabile in sectiunile transversale, (M,) si (M;+dM,), respectiv
tangentiale (Txy) cauzate de forta taietoare (Ty) constantd in cele doud sectiuni.

Conform principiului dualitatii tensiunilor tangentiale data de relatia (5.29), in sectiunea longitudinala a
elementului analizat (de dimensiuni b, i dx) iau nastere tensiunile tangentiale (txy). Se admite ipoteza
lui Juravski conform céreia tensiunile tangentiale (txy) se distribuie uniform in lungul 1atimii (b)) (Figura
5.26).

Sectiunea care
luneca

Fig. 5.26. Element separat din grinda

?21:6131;3(:13 tits L o forta concentrata, [N]

Vi, V2 — reactiunile verticale din cele doua reazeme, [N]
[ — lungimea grinzii, [mm]

h — inaltimea sectiunii transversale, [mm]

b, — latimea sectiunii care luneca, [mm]
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dx — sectiune transversald elementara aflatd la distanta (x) [mm] fatd de
reazemul din punctul 1

Ty, Mz, M;+dM, — forta tdietoare, momentul Incovoietor (in sectiunea AB),
respectiv. momentul incovoietor cu cresterea elementard (dM,) (in sectiunea
A’B’), [N], [N-mm]

N, N+dN — forta axiala, respectiv forta axiald cu cresterea elementara (dN), [N]
dL —forta de lunecare longitudinala rezultata ca urmare a actiunii tensiunii
tangentiale (1xy) In planul elementului aflat la distanta (y) fatd de axa neutra, [N]
A:, A; — aria transversald, respectiv longitudinald a sectiunii care luneca,
[mm?’]

Txy, Tyx — tensiunile tangentiale produse in aria transversald, respectiv
longitudinala a sectiunii care lunec, [N/mm?].

Pe baza Figurii 5.26, se poate scrie o ecuatie de proiectii dupa axa (x):

ZFX=0:>—N—dL+(N+dN)=O (5.30)
Termenii din relatia (5.30) au expresiile:
M, M, M,
N=f O"dA=j —ydA=—| y-dA=-—-§, (5.31)
At At L, L, At L,

M, + dM M, + dM
(N +dN) = (0‘+d0)'dA=f M.y.dA:(Z—Z) y-dA
Ac A L Iz A (5.32)
(M + dM,)
=2 _Z.g
I
dL = Ty - dA; = Tyy * by, - dx (5.33)

unde: | dL este forta de lunecare longitudinala rezultatd ca urmare a actiunii tensiunii tangentiale (Txy)
in planul elementului aflat la distanta (y) fatd de axa neutra

dA; este aria longitudinald elementara

A este aria sectiunii transversale a elementului studiat (sectiunea care lunecd)

S, este momentul static al sectiunii care luneca in raport cu axa (z)

I, este momentul de inertie axial al intregii sectiuni transversale a grinzii, in raport cu axa (z).

In ecuatia (5.30) se inlocuiesc expresiile (5.31)+(5.33) si se obtine:

M, M,+dM, _
— TS~ Ty by rdx =85, =0 (5.34)
Z Z
M M dM
—I—Z-Sz—txy-by-dx+I—Z-SZ+I—Z-SZ=0/:dx (5.35)
Z Z Z
) dM, S, 3
Ty " y+W.E_O (5 )
T,-S
rxy=ryx=bi_1: (5.37)

Relatia (5.37) reprezinta formula lui Juravski si permite calculul tensiunilor tangentiale. In aceasti relatie
s-au notat:
dMm, .. . . «
Ty = 7 este forta tiietoare in sectiunea transversala, [N]
X
S, | este momentul static al partii de sectiune care lunecd, [mm?]
by | este latimea sectiunii care luneca, [mm]
I, | este momentul de inertie al intregii sectiuni transversale dupi axa neutri (aza z), [mm*].
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Observatii: | (1) Pe baza formulei lui Juravski (5.37) se observa ca tensiunea tangentiala din
sectiunea transversalda a grinzii solicitate este proportionala cu forta taietoare din
sectiune (T) si cu momentul static al sectiunii care aluneca (S:), fiind invers
proportionala cu latimea sectiunii (b,) care aluneca la distanta (y) de axa precum si cu
momentul de inertie al intregii sectiuni (I;) in raport cu axa neutra.

Forta taietoare (T,) si momentul de inertie (I.) fiind constante in sectiune, legea de
variatie a tensiunii tangentiale (tv,) pe sectiune, in lungul axei Oy, este data de raportul
Sz

-

(2) Tensiunile tangentiale (1) in sectiunea transversala unei grinzi sunt nule in fibrele
extreme §i maxime pe axa neutra (acesta observatie este valabila pentru solicitarea de
incovoiere a grinzilor drepte cu sectiuni simple - sectiune dreptunghiulara, circulara -
si/sau pentru sectiunile compuse simetrice, cum ar fi profilul I etc.).

5.4.3. Variatia tensiunilor tangentiale pentru diferite sectiuni transversale ale grinzii

a) Sectiunea dreptunghiulara

<& b »
=0
4 X
‘yum.\
e I 0 z oy axa C Tmax_)
0 ’ 3 " X neutra
L y <ﬁ _<5_ >> +V/m/\
2 < I >x - ‘ PR) Vma A
= - e
v 2 o v "'{:'r v
=0
vy

Fig. 5.27. Variatia tensiunilor tangentiale pe inaltimea sectiunii pentru o sectiune dreptunghiulara

In figura s-au notat: | 4, b — indltimea, respectiv latimea sectiunii transversale, [mm]
y — distanta de la sectiunea care luneca la axa neutra, [mm)]

h
I e e 1 o
(5 - (22—)> reprezintd distanta de la centrul de greutate al sectiunii hasurate
pana la axa (z) fata de care se calculeaza momentul static (S;), [mm]
Tmax, T — tensiunea tangentiald maxima, respectiv tensiunea tangentiala la o

fibra oarecare aflati la cota (v) fatd de axa neutrd, [N/mm?].

Se aplica formula lui Juravski (5.37), in care marimile geometrice ale sectiunii transversale se determina
astfel:

N|w>

b-h
= I
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Din (5.38) rezulta ca momentul static al sectiunii transversale (S;) are o variatie parabolica, respectiv si
tensiunile tangentiale (tyx) variaza parabolic. Se calculeazd momentul static atat pe fibrele extreme cat
si axa neutra, astfel:

h o
pentru: y =+ > S, = 0 = pe fibrele extreme ale sectiunii transversale.

K2
"pentru: y=0=S§, = b: = pe axa neutra a sectiunii transversale.
A h2
Inlocuind relatiile (5.38) in formula lui Juravski (5.37),in care b, = b i S, = %, se obtine:
b-h?
Ty —g— b-h* 12 3 Ty
ey Ty U A R A R o (5.39
12

Valorile maxime ale tensiunile tangentiale se obtin pe axa neutra a sectiunii transversale (pentru y = 0)
se obtine relatia de calcul a tensiunii tangentiale maxime pentru sectiunea dreptunghiuld avand forma
simplificata:

—J

y
L (5.40)

Tyx_ max =

N W

b) Sectiunea circulara

Pentru sectiunea transversala circulard nu mai poate fi acceptatd ipoteza ca in orice punct a sectiunii
tensiunea tangentiald este paraleld cu forta tiietoare. insd, pentru deducerea formulei de calcul a
tensiunilor tangentiale pentru sectiunea circulard, se admit cele doud ipoteze ale lui Juravski referitoare
la tensiunile tangentiale:

(1) Directiile tuturor tensiunilor tangentiale (t) aflate de-a lungul unei drepte (coarda BC din Figura
5.28) paralela la axa neutra a sectiunii sunt concurente Intr-un punct.

=0

“Vmax

z [ Tmax axa
>

A

neutra

X | TV max

vy

Fig. 5.28. Variatia tensiunilor tangentiale pe Tndlfimea sectiunii circulare

In figura s-au notat: | » — raza de la centrul de greutate la sectiunea elementara (dy), [mm]

o —unghiul format intre axa (y) si raza curentd (r) a sectiunii, [°]

d — diametrul sectiunii transversale, [mm]

dy — lungimea sectiunii elementare

y — distanta de la sectiunea care luneca la axa neutra, [mm]

Tmax, T — tensiunea tangentiala maxima, respectiv tensiunea la o fibra oarecare
aflati la cota (y) fatd de axa neutrd, [N/mm?].
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(2) Componenta (1yx) se distribuie constant in toate punctele de pe coarda BC, iar formula lui Juranski
dedusa anterior (expresia 5.37) rimane valabila.

Directiile tensiunilor tangentiale (t) din punctele B si C trebuie sa fie tangente la conturul exterior al
sectiunii, iar din motive de simetrie, in punctul E directia tensiunii tangentiale (1) trebuie sa coincida cu
axa Oy. Tensiunile (1) se descompun dupa cele doua axe ale sectiunii transversale (y si z), rezultand
componentele: (t.x) paralele cu axa (z), si (Tyx) paralele cu axa (y).

Din motive de simetrie, suma tuturor fortelor elementare (1.x°'dA) pe intreaga sectiune este nula,
respectiv [ A Txy "dA =T, deci forta taictoare se considera constanta in sectiune.

Se da coordonatei (y) o crestere elementara (dy), rezultaind elementul de arie (dA) (dreptunghiul
curbiliuniu dublu hasurat din Figura 5.28). Dimensiunile elementului (dA) s-au scris in functie de raza

() a sectiunii si de jumatatea (o) a unghiului la centrul de greutate a sectiunii ce corespunde coardei AB,
astfel:

y =71 cosa
Z =71 - sina
dy = —r - sina
b=2-z=2-r-sina
dA=b-dy=2-r-sina-(—r-sina) = dA = =2 -r? - sina - da

Momentul static al suprafetei hasurate BCD, se calculeaza ca o integrald pentru fasia de suprafata (dA)
(Figura 5.28), cand cota (y) variaza de la OE la OD, respectiv unghiul variaza de la (o) la 0. Se obtine:

Szzf y-dA

A

S, =f (r-cosa) - (=2 -r?-sina) - da
A

a a
=S, = ] —2-7r3-cosa-sina-da=S,=-2" r3f cosa - sina - da (5.41)
0 0

Pentru rezolvarea integralei (5.41) se fac urmatoarele substitutii: sina = u; cosa - da = du. Se obtine:

u u3 u=sina
SZ=—2-r3fuz-du:>SZ=—2-r3-?
0 0
2 2 542
:>SZ=—§-T3-sin3oc sauSZ=+§-r3-sin3a (542)

Momentul static (S;) (5.42), respectiv tensiunea tangentiald (Ty) variaza in functie de unghiul (), astfel:
=pentru e = 0 = S, = 0 pe fibrele extreme ale sectiunii transversale.
"pentrua =90° =g = —% 73 pe axa (z) a sectiunii transversale.

Momentul de inertie axial al intregii sectiuni se poate calcula:
n-d* mwert
=" =2
Cunoscand forta taietoare maxima (Tmax) In sectiunea transversald, tensiunea tangentiala maxima
(Tyx_max) s€ obtine pentru unghiul a = 90° (S, # 0), respectiv:

(5.43)
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e ()

k3
z_r.n4r

Tyx_ max =

= Tyx max — (5.44)

Astfel, tensiunea tangentiala maxima (pe axa neutrd, pentru a = 90° sau pentru y = 0) pentru sectiunea
circulara se poate calcula cu formula simplificata:

Tyx_max =

Wl
>

(5.45)

unde: | s-a notat cu A =772, aria sectiunii circulare.

Tensiunea (1yx) variaza in sectiunea transversald circulard dupa aceeasi lege ca momentul static (S,),

fiind nula in fibrele extreme (pentru o = 0 sau o = 7 sau y = r, respectiv y = -r) $i maxima 1n axa neutra,
T

pentru a = —sauy = 0.

¢) Sectiunea transversala in forma de 1

Sectiunea transversala in forma de I (profilul I, standardinzat sau nestandardinat) se poate descompune
in trei zone distincte: inima profilului (partea din mijloc) si talpa superioard, respectiv talpa inferioara.
De regula la problemele de incovoiere plana, profilul I este considerata o sectiune transversala complexa,
insa pentru simplificarea modelulul de calcul teoretic a tensiunilor tangentiale 1n sectiune, inima si talpile
pot fi aproximate cu figuri geometrice simple, figuri dreptunghiulare (reprezentarea simplificata a
profiului I in Figura 5.29).

5T ] T |

'yn 1ax

h hw O { axa C % Tm ax

4 neutra
Iy
y ::,..
+_Vmu X

| ST ey

b J =0
Yv Yy

Fig. 5.29. Variatia tensiunilor tangentiale pe inaltimea sectiunii pentru o sectiune din profil I

In figura s-au notat: | A, b, h, t, tr — dimensiuni care definesc profilul I, [mm]
y — distanta de la sectiunea care luneca la axa neutra, [mm]
Tmax — tensiunea tangentiald maxima, [N/mm?].

Pentru obtinerea relatiilor de calcul ale tensiunilor tangentiale, se aplica formula lui Juravski (5.37),

astfel: prima datd pentru dreptunghiul talpii, de latime (b), apoi pentru dreptunghiul inimii, de lafime
mult mai mica (¢,). Se obfin:

(a) In talpa profilului, tensiunea tangentiala pentru o fibra oarecare aflati la distanta (y) se poate calcula

cu formula generala:
T b (hz 2) T <h2 2) 546
T = ==y =—\——y .
Y b1, 2\ 4 21, \ 4

126|180




(b) In inima profilului, tensiunea tangentiald pentru o fibra oarecare aflata la distanta (y) se poate calcula

cu formula generala:
T h?  hZ h: o
T = m[b (Z‘T) t (T‘y )l Sl

Observatii: | (1) Tensiunea tangentiala din sectiune (t,x) are o variatie parabolica pe intreaga
inaltime a acesteia, dar diagrama acesteia prezinta un salt (pentruy = + % ) din cauza
trecerii bruste de la latimea talpii (b) la cea a inimii (b;).

(2) Valoarea maxima a tensiunii tangentiale se obtine tot in axa neutrd a sectiunii ca §i
in cazul sectiunilor prezentate anterior.

Aplicatii rezolvate

Aplicatia 5-5. Pentru grinda simplu rezemata data in Figura 5.30 se cunosc: M = 12 kN'm; q = 5 kN/m;
a=07m;b=1,2m;/=2,5m. Se cere:

(a) Calculul reactiunilor din reazeme

(b) Calculul eforturilor (T si M;) din sectiunea transversala si trasarea diagramelor de variatie
(c) Dimensionarea sectiunii transversale (sectiune patrata)

(d) Trasarea diagramei de variatie a tensiunii normale (o) in sectiunea maxim solicitata.

a O @m
®vvwww @ x
7 A

b
/

Vv
Fig. 5.30. Grinda simplu rezemata solicitata la incovoiere plana

Rezolvare. (a) Calculul reactiunilor din reazeme

Pentru calculul reactiunilor din cele doua reazeme (Hi, V1, V2) se aplica ecuatiile de echilibru uzuale
valabile pentru planul xOy (Figura 5.31). Reactiunea orizontala este nula, deoarece grinda nu este
solicitata axial, iar reactiunile verticale se obtin scriind doua ecuatii de momente, in raport cu punctele
1 si 2. Pentru efectuarea calculului de verificare se scrie ecuatia de proiectie a fortelor verticale (ce
actioneaza dupa axa y).

M+

@O « @ @m

>|</
H, ¥ |y
qd

@
1o y
Vi a V,
b
l J

y

X

»
>

o/

Fig. 5.31. Introducerea reactiunilor in reazeme

ZFX=0:>H1=0

a 1 a
ZM1=O=>q-a-E+M—V2-l=0:>V2=7-(q-a-

§+M)
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v, = — (5 072 112
2725 T2

ZM2=0:>V1-l—q-a-(l

) SV, = 529 kN

a

2)+M=0

=t fare (-9

1
2,5

0,7

V, =
1 2

[5 -0,7 - (2,5 —

Verificare:

)—M]:V1=—1,79kN
YFp=0=>qa-V; -V, =0

50,7+ 1,79 - 5,29 =0 = 0 =0 se verifica, deci reactiunile s-au calculat corect.

(b) Calculul eforturilor (T si M;) din sectiunea transversala

Constructia diagramelor de variatie ale eforturilor

Pentru calculul eforturilor (forta taietoare T si momentul incovoietor M;) se aplica metoda sectiunii pe
fiecare interval si se tine cont de conventia de semne pentru eforturi.

X

€ N

O

H, iEv Yy v.v

V] a

b

<

Ol
ﬁ@{
7

V)

/

»!

>
<€

Vv

Fig. 5.32. Calculul eforturilor pe fiecare interval

Tabel 5.11. Calculul eforturilor pe fiecare interval

Intervalul 1 — 3: x € [0; a); x € [0; 0,7)

My 3=V;'x—q-x"3

Ti3=Vi—q-x

*pentrux =0T, =V, =T, = —1,79kN
*pentrux =a=T; =V, —q-a
x=07=>T;=-179-5-0,7

T, = —5,29 kN
X

2

*pentrux =0=>M; =0

a
*pentrux = a = M; =V1-a—q-a-z
0,7
x =07 = M; =—1,79-0,7—5-0,7-7
M; =—2,47KkN-m
Intervalul 3 —4:x € [a; b);x€[0,7;1,2) | Ts_,=V;—q-a
q @ T3_4 == _1,79 - 5 ' 0,7
@ I~ L1 T3_4, = _5,29 kN
H, Jr/\/w?ﬁr\ 3 X a
€ ¢q'u M3—4=V1'X—Q'a'(x—f)
\ a a
x -pentrux=a=>M3=V1-a—q-a-(a—§)

0,7
x=07=M;= —1,79-0,7—5-0,7-(0,7—7)
My = —2,47kN-m
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a
-pentrux=b=>M4=V1-b—q-a-(b—§)

0,7
x=1,2:>M4=—1,79-1,2—3-0,7-(1,2— )

2
M4_ = _5,12 kN -m
Intervalul 2 — 4: x € [0; I-b); x€[0; 1,3) | T,y = =V,

@ «x T,_4 = —5,29 kN
A > M, , =V, x
*pentrux =0=>M, =0
x|V spentrux = (I —b) > M, =V, - (L —b)

M, =529-13 =M, = 687kN -m

Pe baza rezultatelor obtinute se traseaza diagramele de variatie ale eforturilor, prezentata in Figura 5.33.

X

>

qk@@M &
® /H@

H yvvwvvy x>
qa %
Vi a vV,
b
. [
Yy
T 4

R
Viy

T, = 1,79
T3=529 |T;4=529] T,=5,29
M, = 5,12
1
M; = 2,47,
M; W@
[KN-m] T
+
M
M, = 6,87

Fig. 5.33. Constructia diagramelor de variatie ale eforturilor

(c) Dimensionarea sectiunii transversale

Grinda se considera a fi o bara cu sectiunea patrata cu latura (e), realizata din otel pentru care se cunoste
rezistenta admisibild a materialului, 6, = 150 N/mm?. Pentru efectuarea calculului de dimensionare, se
ia in considerare sectiunea maxim solicitata, adica sectiunea transversala in care momentul de incovoiere
are valoarea maxima, deoarece grinda trebuie dimensionata, astfel incat conditia de rezistenta sa fie
indeplinita.

In urma analizei diagramei de variatie a momentelor, rezulta ca sectiunea maxim solicitatd este in dreptul
punctului 4, in care momentul maxim are valoarea: |Mi_max| = |M,| = 6,87 kN'm. Stiind forma
geometrica a sectiunii transversale, pentru aceasta se scriu doua expresii ale ariilor sectiunii, astfel:

|Mi_max|

Wanee = o
a
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|

vy
Din egalarea relatiilor pentru Wynee, se obtine formula de calcul a laturii necesare (enec) a sectiunii
tranversale:

= epec = 65,01 mm

316+ 6,87 - 103 - 103
Enec = 150

Valoarea necesara a laturii sectiunii transversale se rotunjeste catre valoarea superioard §i se obtine
valoarea efectiva a laturii:

enec = 65,01 mm = e,; = 66 mm
Cu valoarea efectiva (aer) se calculeaza urmatoarele elemente geometrice ale sectiunii transversale:

Aef = ez = Aef = 662 = Aef = 4356 mm2

e’ 66°

Wz_ef = Z = Wz_ef = T = Wz_ef =4791- 103 mm?3
e* 66*

Iz_ef = E = Iz_ef = E = Iz_ef = 158,12 - 10* mm*

(d) Reprezentarea grafica a diagramelor de variatie a tensiunilor normale efective
in sectiunea maxim solicitata

Pentru calculul tensiunii normale in sectiunea maxim solicitatd (omax) se utilizeaza formula lui Navier:

Ocf = %'Vmax <o,
unde: A e%f -
Se obtine:
(%f:'_6f;§f;?i;fg'(i33) Ymax = 35 mm
6,87 -10%-10°
= PRI gy = TSN 2 Ot = =g o ()
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N
Oef1 = _143’48W < 0,

6,87 - 103103
158,12 - 10*
N
Oef = +143,48 —— < 0,4

= pentruy

(=33)

e = —33 MM = Ogpy = —

Pe baza rezultatelor obtinute se construieste diagrama de variatie a tensiunilor normale prezentata in
Figura 5.34.

66 mm o [N/mm?]
| =+]4:
;@ _ +O",f72‘ ]4?,48
A 4 /
= Vmax —
66 z | ¢=0 axa
B g Rt S, duys outra
mm : neutra
! + Ymax S
v A «
: O',,L1=—]43,48
Vv

Fig. 5.34. Diagrama de variatie a tensiunilor normale (c) in sectiunea maxim solicitata

Pe baza diagramei se observa ca: valoarea maxima a tensiunii normale (Gmax) s€ obtine in fibrele extreme
ale sectiunii transversale; sectiunea aflatd deasupra axei neutre se lungeste (valoarea tensiunii este
pozitiva, vectorul tensiune normala iese din sectiune), iar sectiunea aflata sub axa neutra se scurteaza
(valoarea tensiunii normale este negativa, tensiunea intra in sectiune).

Aplicatia 5-6. Pentru grinda incastrata din Figura 5.35 se cunosc F=10 kN; =4 kN/m; a=0,5m; /=
I msi se cere:

(a) Calculul reactiunilor din reazem

(b) Calculul eforturilor (T si M;) din sectiunile transversale si trasarea diagramelor de variatie
(c) Dimensionarea sectiunii transversale (sectiune circulara)

(d) Calculul de verificare a sectiunii maxim solicitate

(e) Calculul momentului incovoietor capabil.

\4

Vv
Fig. 5.35. Grinda incastrata la un capat solicitata la incovoiere plana

Rezolvare. (a) Calculul reactiunilor din reazem

Casiin cazul aplicatiei anterioare, reactiunile se calculeaza utilizand ecuatiile de echilibru date de Statica
in plan. Si 1n acest caz nu existd solicitare axiald (dupa axa x) si atunci reactiunea orizontald (Hp) este
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nula. Reactiunea verticala se obtine luand in calcul doar fortele ce actioneaza vertical (au orientarea axei
y), iar momentul concentrat (M) se obtine scriind o ecuatie de moment in raport cu Incastrarea (punctul
1). Ecuatia de verificare in acest caz va fi o ecuatie de moment scrisa in raport cu capatul liber (punctul
3).
M+
O F
1
H, @ v@ X

K A A A A A

Vi

\4

y
Fig. 5.36. Introducerea reactiunilor in reazeme

ZFX=O=>H1=O

ZFy=O:>—V1—q-a+F=0=>V1=—q-a+F
V, = —4-0,5+10 =V, = 8kN
a a
ZM1=O=) Ml—q'a'§+F'l=0$ Mlzq-a-E_F.l

)

M, =4 050
1= ) 2

—10-1=> M; =-9,5 KN'm
Verificare:

ZM3=O=> M1+V1-l+q-a-(l—%)=0

0,5
—9,5+8-1+4-0,5-(1—7)=0

0 = 0 se verifica; reactiunile s-au calculat corect.

(b) Calculul eforturilor (T §i M;) din sectiunea transversala.
Constructia diagramelor de variatie ale eforturilor

Pentru calculul eforturilor (forta taietoare T si momentul Incovoietor M) se aplicd metoda sectiunii pe
fiecare interval si se tine cont de conventia de semne pentru eforturi. Expresiile eforturilor pe fiecare

interval sunt date in Tabelul 5.12.
X

< F
M >
H, / @ @ v@ X
A

A ATA i

>

Vi

Vv
Fig. 5.37. Calculul eforturilor pe fiecare interval

Tabel 5.12. Calculul eforturilor pe fiecare interval
Intervalul 1 — 2: x € [0; a); x € [0; 0,5) T,_,=V;+q-x
*pentrux=0=T; = V; > T; = 8kN
*pentrux=a=>T,=V;+q-a
x=05=>T,=8+4+10-0,5
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X 3 T2=10kN
@ «

X
M1_2=V1'x+q'x'E+M1

*pentrux=0=>M; =M; = —95kN-m

N
Ny
—>
v

a
*pentrux=a=>M,=Vra—-qra--+M;

y
0,5
x=0,5er2=8-0,5+4-0,5-7—9,5
M2=_5kN'm
Intervalul 2 — 3: x € [a; ]) T, 3=Vi+q-a
X € [0,5, 1) T2_3 =8+4+4- 0,5 = T2_3 = 10kN
X
a
M; ‘a M, 3=V, . —=)]+ M
'@ v @ . 2-3 1°x+q a(x 2) 1 )
:/j‘;léf”‘ -pentrux=a=>M2=V1-a+q-a(a—z)+M1
v, q 0,5
a x=0,5=>M2=8-0,5+4-0,5<0,5—7>—9,5
Y M, = —5kN-m

a
'pentrux:l:Mg=V1'l+q-a(l—5)+M1

0,5
x=1:>M3=8-1+4-O,5-(1—7>—9,5
M; = 0kN-m

Pe baza rezultatelor se traseaza diagramele de variatie ale eforturilor, prezentata in Figura 5.38.

< X > F
M1 >
H, @ @ V@ X
\ A A ATA 4 ”
\@ 1
a
/
Vv
T,-8 T,3=10
AL el
T + Y
[kN] =
M; =9,5 M, =5
M,
Mi ol Wm
[kN'm] &

Fig.5.38. Constructia diagramelor de variatie ale eforturilor
(c) Dimensionarea sectiunii transversale

Grinda se considera a fi o bard cu sectiunea circulara cu diametrul (d), realizata din otel pentru care se
cunoaste rezistenta admisibild a materialului, 6. = 160 N/mm?. Pentru efectuarea calculului de
dimensionare, se ia in considerare sectiunea maxim solicitatd pentru care momentul de incovoiere are
valoarea maxima, deoarece conditia de rezisten{a trebuie sa fie Indeplinita.

In urma analizei diagramei de variatie a momentelor de incovoiere, rezulta ca sectiunea maxim solicitatd
este in Incastrare (punctul 1), in care momentul maxim are valoarea: |Mi_max| = |M;| = 9,5 kN'm.
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Stiind forma geometrica a sectiunii transversale, pentru aceasta se scriu doud expresii ale modulelor de
rezistentd, astfel:

d
W, _ |Mi_max|
znec 0.
: / >
W T d?tec
znec 32
Z
yy

Dupa efectuarea calculelor se obtine valoarea necesara, respectiv efectiva a diametrului:

3(32-9,5-103-103
dnec = - 160 = dpec = 84,56 mm

dpec = 84,56 mm = d,r = 85 mm

Cu valoarea efectivd (des) se calculeaza elementele geometrice ale sectiunii transversale:

T dgf T 852 2
Aer = 4 = Agr = 37 = Aer = 5674,50 mm
" dgf T * 853 3 3
Wz_ef = 32 = Wz_ef = 32 = 60,29 -10° mm
T-dy - 85*%
Iz_ef = Tef = IZ_ef = T = IZ_ef = 256,23 - 10* mm*

(d) Calculul de verificare a sectiunii maxim solicitate

Pentru calculul de verificare se utilizeaza formula lui Navier scrisa sub forma:

Mimax
Oef = < 0,
z_ef
Dupa efectuarea calculelor se obtine:
9,5-103-103
Opf = ————— = 0. = —157,56 N/mm?
ef 60,29-103 ef ’ /

Rezulta ca tensiunea normala calculata (efectivd) este mai mica decat cea admisibild, ceea ce inseamna
ca se respectd condifia de verificare, respectiv dimensionarea s-a efectuat corect iar grinda rezista la
solicitarile date.

(e) Calculul momentului incovoietor capabil

Pentru calculul momentului Incovoietor capabil (M; cap) se utilizeaza relatia generala:
Mi_cap = Wz_ef "0y
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Inlocuind datele in expresia momentului capabil (M cap) e obtine:

M; cap = 60,29 - 10% - 160 = M; cop = 9,65 - 10° kN - m

Aplicatia 5-7. Se da grinda incarcata si solicitata ca in Figura 5.39, pentru care se cunosc: q = 8 kN/m;
[=1m;a=0,5m; ca= 150 N/mm?>. Se cere:

(a) Calculul reactiunilor din reazeme

(b) Calculul eforturilor (T si M) si trasarea diagramelor de variatie

(c) Dimensionarea grinzii pentru o sectiune dreptunghiulard cu H=3-B

(d) Variatia tensiunilor normale (o) si tangentiale (1) pe sectiunea transversala.

® @

Y VYVVVYVYVYVYVYY YV VY

® x

| / a
vy

Fig. 5.39. Grinda solicitata la incovoiere plana

Rezolvare. (a) Calculul reactiunilor din reazeme

Pentru calculul reactiunilor din cele doua reazeme se introduc reactiunile in reazeme astfel: rezemul
mobil din punctul 1 anuleaza translatiile dupa cele doua axe (y si z) si se introduc ca si necunoscute doua
reactiuni verticale (forte) (Hi si Vi) pe directiile axelor (y) si (x), iar reazemul simplu (punctul 2)
anuleaza doar translatia verticala si atunci se introduce doar reactiunea verticala (V).

Pentru calculul celor trei reactiuni se apeleaza la ecuatiile de echilibru uzuale. Pentru calculul reactiunii
verticale se scriu ecuatii de momente in raport cu punctele 1 si 2, reactiunea orizontala (Hi) este nuld
pentru cd nu existd solicitare dupa axa (x). La final, verificarea valorilor se face utilizand ecuatia de
proiectii pe verticald ), F, = 0.

® @

\\\\ //// I~
H, r’v/v/v)‘;r y Vv /\< @ x}
lq-l val
\ ; v, 4

1
"
Fig. 5.40. Introducerea reactiunilor in reazeme

zszo:leo

l+a
ZM1=O=>q-(l+a)( . ) _v,-1=0
1 q-(+a)?
L S
1 8-1,52
V2=I' 2 =>V2=9kN

l a
ZMZ—O:‘\G'Z—Q'Z'E*‘Q'Q'E—O

V_l 12 a?
=7\ 4574y

1 12 0,52
V1=I 8'7_8'7 :>V1=3kN
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Verificare:
ZFy=O:V1+V2_q'(l+a)=O
3+49-8-(1+0,5 =0 = 0= 0 = reactiunile s — au calculat corect.

(b) Calculul eforturilor (T si M;) §i trasarea diagramelor de variatie
Pentru calculul eforturilor in sectiunea transversala a grinzii (forta taietoare T $i momentul de Incovoiere

M) se aplica metoda sectiunii pe fiecare interval. La acest calcul se tine cont de conventia de semne
pentru eforturi (Figura 5.41), iar expresiile eforturilor pe fiecare interval sunt date in Tabelul 5.13.

O == E——
H;, ) MV"’W/\EV:,I-ﬁ\\ /n;>w< @ X
l(rl vaql
V1 / ‘VZ a
»

Fig. 5.41. Calculul eforturilor pe fiecare interval cu metoda sectiunii

Tabel 5.13. Calculul eforturilor pe fiecare interval
Intervalul 1-2: x € [0;]) - x € [0; 1) T, ,=V,—q'x
*pentrux =0=T; =V; =3 kN
"pentrux=I[=>T,=V;—q-1

T,=3—-8=-5kN

Observatie: (1) Forta taietoate T isi schimba
semnul, respectiv exista un punct critic in care: T.2
=0 si M;.> este maxim (sau minim). Este necesar sa
se calculeaze abscisa (xy) aferenta punctului critic.
T,.,=0=>V,—qx,=0

1
=— =— = 0,375
Xo a = Xo =g = X m

q
® — x?

H, r:w?hrm X M1_2=V1-x—q-7
lq-,\' *pentrux=0=M; =0KkN-m
Vi 2
x l
-pentrux=l=>M2=V1-l—q-E
Yy 2

1
M2=3-1—8-7=>M2=—1kN-m
2
X0
"pentrux =xy=>M, =V, xg—q'—

VA
0.3752
M1_2 = 3 " 0375 - 8 b

max 2
Mi_3 max = 0,562 KN - m
Observatie: (1) Mi> max > M> pentru cd, pe axa
numerelor naturale, valoarea M-z max este mai
aproape de origine (sau de valoarea 0 a axei).
Intervalul 2-3: x € [; 1 +a) > x € [1;1,5) T, :=V,—q'x+V,
*pentrux=[=>T, =V, —q-l+V,
T,=3-8-1+9=>T, =4kN
*pentrux =[0+a
T,=Vi—q-(l+a)+V,
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q ©) T, =3-8:-1,5+9=T, =0kN
O T xz
H‘; v VV VYV VVYy vV ¥ ﬁ M2_3=V1'x_q'7+V2'(x_l)
1 vql v 2
q(x-) l
Vi / N -pentrux=l=>M2=V1-l—q-E
X 2
Vv M2=3'1_4'7:>M2=_1kN'm
"pentrux =1l+a
(I + a)?
M3=V1-(l+a)—q-T+V2-a
2
M;=3-15-8-—+9-0,5
M; =0KkN-m

Cu valorile obtinute, se traseazd diagramele de variatie ale eforturilor (T) si (M;). Daca efortul este definit
de o ecuatie de gradul intai, atunci diagrama prezintd o variatie liniara, iar daca este definit de o ecuatie
de gradul 2, atunci variatia va fi dupa o parabolad. Daca efortul este constant, atunci nu prezinta variatie
pe intervalul respectiv (este constant).

@ = > q @
\\\\‘ L1 I~
Hi v v v wﬁr-l‘r\\wr\w /\Kf ® X
l(l'[ q-l
v ; Vs 4
YYxy=0,375"!
| v T,~4
T,=3 [ /
T |
[kN] - | =
! T,=5
| M,=1
|
- ! -
M % ol
[KN'm]
Ml-27n13x=05562

Fig. 5.42. Diagramele de variatie ale eforturilor (T si M;)

Pe baza diagramelor de variatie ale eforturilor, se identifica sectiunea maxim solicitata. Astfel, s-au
obtinut: |Tpax]l = T, =5 kN (in punctul 2), |Mjpax] = My =1 kKN'm, rezulta ca sectiunea maxim
solicitatd este sectiunea transversala din dreptul punctului 2.

(c) Dimensionarea sectiunii transversale

Grinda are sectiunea transversald dreptunghiulard (BxH), realizatd din otel pentru care se cunoste
rezistenta admisibild a materialului, 6, = 150 N/mm?®. Pentru efectuarea calculului de dimensionare, se
ia In considerare sectiunea maxim solicitata pentru care momentul de incovoiere are valoarea maxima,
deoarece conditia de rezistenta trebuie sa fie indeplinita.

In urma analizei diagramei de variatie a momentelor de incovoiere, rezulta ca sectiunea maxim solicitatd

este In punctul 2, in care momentul maxim are valoarea: |Mi_maX| = |M;| =1 kN'm.
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Stiind forma geometrica a sectiunii transversale, pentru aceasta se scrie doua expresii ale ariilor sectiunii,
astfel:

o3
=
3
o
x

| W = —
s : z O,
: B-H? . -
W, = e = pentru sectiunea dreptunghiulara
z
H=3B - B-(3B)? 9-B°
= =3
6 6
Se egaleaza cele doua expresii si se obtine:

3 3
9- Bral,ec |Mi_max| _ 316+ |Mi_max| -107-10
Vv = = Bnec -

6 O, 9-0,
Dupa efectuarea calculelor, rezulta latimea necesara a sectiunii transversale, iar apoi valoarea efectiva a
latimii sectiunii:

6-1-103-103
Brec = 9-150 = By = 16,44 mm = Bef =17 mm
Herp =3 Boy =51 mm
(d) Variatia tensiunilor normale (o) si tangentiale (z)

Tensiunea normald (o) se calculeaza utilizand formula lui Navier scrisd sub forma:

M; H
—. (iymax): Ymax = £ of

Oef = mm

Iz_ef

Pentru calculul tensiunii normale, este necesar sa se calculeze momentul de inertie dupa aza (z) a
sectiunii transversale astfel:

17 -513
IZef = 12

= I, = 0,187922-10° mm*

Dupa efectuarea calculelor se obtine:

U'l

Ymax = = Ymax = £25,5 mm

2
(_1) . 103 . 103
157907 1oe (122/5) = Oer = (~5,32135) - (+22,5)

" pentru Ypa, = +22,5mm = o¢r ; = —5,32135 22,5 = —135,7 N/mm?
" pentru Y, = —22,5 mm = oer, = —5,32135 - (—22,5) = +135,7 N/mm?

Oef =

Tensiunea tangentiala maximad (Tmax) s calculeazd utilizand formula generald pentru sectiunea
dreptunghiulara:

- _ E ) Trax
max 2 Aef
3 5-103
Tiax =5 <— TR 51) = Tpax = —8,65 N/mm?
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B=17 mm o [N/mmz] T [N/mmz]

i+ (f‘,f3:137,5 +-

x %g 7 =0

| “Vmax _
Tmax = 8) 65

H=51mm| — — % R S (e e neutra
+)"/Il([\‘
2
A v
@

Gy 1=137,5 =0

|
Vv
Fig. 5.43. Diagramele de variatie ale tensiunilor normale (o) si tangentiale (1)

In Figura 5.43 se prezinti diagramele de variatie ale tensiunilor normale (o) si tangentiale (1) calculate
pentru sectiunea maxim solicitatd. Se observa cd, tensiunile normale variaza liniar si sunt maxime in
fibrele extreme ale sectiunii transversale si nule in axa neutrd, iar cele tangentiale sunt maxime in axa
neutrd a sectiunii i nule in fibrele extreme. Tensiunile tangentiale variaza dupa o parabola. De asemenea,
comparand tensiunile din punct de vedere numeric, rezulta cd tensiunea tangentiald este mult mai mica
decat cea normala.

5.5. Deformatiile grinzilor solicitate la incovoiere

Datoritd tensiunilor normale care iau nastere in sectiunea transversala a unei grinzi solicitate la
incovoiere pland, grinda se deformeaza curbandu-se, deformarea producandu-se in planul solicitérilor
exterioare (planul vertical xOy). In majoritatea cazurilor, grinzile solicitate la incovoiere trebuie si
satisfacd, suplimentar conditiei de rezistentd si conditia de rigiditate, respectiv grinzile trebuie
dimensionate astfel incat deformatiile maxime sa nu depaseasca anumite limite impuse de conditiile de
exploatare. In acest context, studiul deformatiilor este important pentru analiza tensiunilor si a
comportamentului materialului supus solicitarilor externe.

In calculul deformatiilor produse la incovoiere plani se admit urmatoarele ipoteze simplificatoare:

= Sectiunile transversale raman plane dupa deformare, ceea ce face ca deplasarile acestora sa nu fie
afectate semnificativ de fortele tdietoare (valabild ipoteza lui Bernoulli). Se neglijeaza efectul fortelor
de forfecare, deoarece acestea au o influenta redusa asupra deformarii.

= Deformatiile se produc in domeniul elastic iar materialul din care este confectionata grinda se comporta
conform legii lui Hooke. Deformatiile sunt direct proportionale cu fortele aplicate iar materialul revine
la forma initiald odata ce solicitarile sunt eliminate, atita timp cit nu se depaseste limita elasticitatii.

= Contractiile transversale nu sunt luate in considerare, deoarece efectele acestora sunt neglijabile in
comparatie cu deformatiile (alungirile) longitudinale, iar ipoteza lui Bernoulli presupune ca dimensiunile
sectiunilor transversale nu suferd modificari semnificative.

In aceste conditii, in cazul solicitarilor de incovoiere plana, sectiunile transversale ale grinzilor sunt
rigide, avand deplasari transversale in planul de incovoiere (care corespunde planului fortelor sau
planului vertical) si rotiri fata de axele de incovoiere (axa momentului de incovoiere, axa z).

Definitie: Forma pe care o ia axa neutra a unei grinzi dupa solicitarea acesteia la incovoiere pland,
poarta numele de fibra medie deformata (sau, prescurtat, fm.d.) [2].

Axa neutrd a unei grinzi reprezintd linia imaginara care, pentru sectiunile simetrice fatad de axele (y) si
(2), trece prin centrul de greutate al sectiunii transversale, separand zonele aflate Tn compresiune de
zonele aflate in tractiune in timpul incovoierei. Axa neutra este importanta in analiza tensiunilor si
deformatiilor §i se presupune cd ramane neschimbatd in lungime pe parcursul deformarii. Astfel,
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materialul aflat deasupra axei neutre este fie comprimat, fie suspus intinderii, in functie de semnul
momentului incovoietor din sectiunea transversala respectiva.

5.5.1. Ecuatia diferentiald a fibrei medii deformate

La studiul deformatiilor grinzilor plane este suficient sa se cunoasca ecuatia fibrei medii deformate
(prescurtat f.m.d.), deplasérile altor puncte rezultand din ipoteza sectiunilor plane si normale pe axa
grinzii. Ecuatia fibrei medii deformate se deduce {inand cont de modul de rezemare si de incarcare al
grinzii.

Fibra medie

nedeformata

p

Ve,
s

Fibra medie

deformata

v
Fig. 5.44. Studiul deformatiilor unei grinzi solicitata la Incovoiere

In figura s-au notat: | F; + F3 — sistem de forte care solicitd grinda la incovoiere, [N]
[ — lungimea grinzii, [mm]

x — distanta de la reazemul 1 pana la o sectiune oarecare, [mm]
p —raza de curburd a f.m.d.

v — sdgeata sau deplasarea verticala, [mm]

@ — rotirea, [°].

Se considera grinda dreaptd simplu rezemata la capete, supusa actiunii unui sistem de forte (Fi+F3) pe
axa sa longitudinald, conform Figurii 5.44. Pentru definirea stirii de deformatii la solicitarea de
incovoiere, este valabild ipoteza lui Bernoulli si se neglijeaza deplasarile axiale ale punctelor aflate pe
fibra medie deformata.

Starea de deformatie din dreptul unei sectiuni transversale oarecare, situatd la distanta (x), este
caracterizata de urmatoarele marimi geometrice:

- Deplasarea normala pe axa grinzii (pe directia Oy), numita sageata, care rezulta direct din ecuatia
fibrei medii deformate ca fiind ordonata (v) corespunzatoare unei abscise (x):
v = f(x) (5.48)

- Unghiul tangentei la f.m.d., fatd de axa nedeformata (x), denumit rotire (¢), care se obtine prin
derivarea ecuatiei fibrei medii deformate:

dv
=tgp = — 5.49
¢ =tgp = - (5.49)
- Curbura (1/p) a f.m.d. este definita prin relatia % = %. Avand in vedere relatia (5.49),

pentru unghiuri mici de deformare termenul (dv/dx)? este neglijabil in raport cu unitatea. In
consecinta, curbura (1/p) poate fi aproximata prin relatia urmatoare:
1 d?v deo
e T (5.50)
p dx? dx
Pe de alta parte, in conformitate cu relatia (5.24), curbura f.m.d. a unei grinzi este:

140180



=— (5.51)

unde produsul (E-I,) care exprima produsul dintre caracteristica elasticd a materialului (modulul de
elasticitate longitudinala, E) si caracteristica geometrica a sectiunii transversale (momentul de inertie
axial, 1)) poartd denumirea de modul de rigiditate la incovoiere a grinzii.

Observatie: | (1) Grinda este cu atdt mai rigida la incovoiere cu cat modulul de rigiditate (E-L;) are
o valoare mai mare.
Prin egalarea relatiilor (5.50) si (5.51) rezulta ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate:
d’v M,
dx2  E-1,

Avand in vedere faptul ca, in rezolvarea aplicatiilor de incovoiere pland, sistemul de coordonate se alege
de regula cu axa (y) orientata in jos, ecuatia fibrei medii deformate (5.52) se rescrie sub forma:

(5.52)

d? M
v__ % (5.53)
dx? El,

Asadar, relatia scrisd in forma (5.53) reprezintd ecuatia diferentala a fibrei medii deformate, care
exprima ecuatia axei deformate a grinzii plane. In Tabelul 5.14 sunt prezentate ambele forme ale ecuatiei
f.m.d., In functie de modul de alegere al sistemului de coordonate.

Tabelul 5.14. Semnul momentului incovoietor din ecuatia f.m.d. in functie de directia pozitiva a axei verticale
Axa Oy pozitiva cu orientarea in jos Axa Oy pozitiva cu orientarea in sus

-y ty
o M= 0 X o M=V : >
1/p<0 {/Tﬂ Di_ﬂ 1/p>0
p p

+y M; >0 -y M; >0
Pentru: M >0 Pentru: M <0 Pentru: M <0 Pentru: M >0
1 d?v 1 d?v 1 d?v 1 d?v
E<O; E<0 E>O; E>0 5<0; @<0 5>0; @>0
d?v M(x) d’v  M(x)
dx2_  E-L dx2 _E-l,

Observatie: | (1) Semnul plus sau minus al membrului din dreapta al ecuatiei (5.52) depinde atat de
orientarea sistemului de axe xOy la care se raporteaza grinda, cat §i de semnul
momentului incovoietor in sectiunea (x), M(x):

= cand axa Oy este orientata in jos, membrul drept a ecuatiei (5.52) va fi luat cu minus,
rezultand ca semnul momentului incovoietor este opus celui ce da curbura grinzii.

= cand axa Oy este orientata in sus, iar semnul momentului incovoietor coincide cu cel
al curburii, membrul drept al ecuatiei (5.52) va fi luat cu plus.

Studiul deformatiei grinzilor solicitate presupune integrarea ecuatiei diferentiale de forma (5.53),
obtinandu-se dupa prima integrare tangenta la f.m.d. sau unghiul de rotire al sectiunii (¢), iar dupa a
doua integrare, sdgeata sau deplasarea verticald (v).
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In literatura de specialitate [2,13,15,18,19+23] sunt prezentate, intr-o manierda detaliatd, numeroase
metode analitice, grafice sau grafo-analitice privind calculul deformatiilor (rotirea si sageata/deplasare
verticald) si care au la baza ecuatia diferentiala a f.m.d., dintre care se amintesc: metoda generala de
integrare directd; metoda identificarii constantelor de integrare sau metoda Clebsch, metoda suprapunerii
efectelor pentru calculul deformatiilor (metode analitice); metoda Mohr, metoda grinzilor conjugate
(metode grafo-analitice); metoda cu distanta polara variabila, respectiv unica (metode grafice) etc.

In cazul determinarii starii de deformatii a grinzilor static determinate solicitate la incovoiere plana de
mai multe sarcini exterioare care actioneaza simultan, metodele enumerate anterior sunt destul de dificil
de aplicat. Aceste metode se utilizeaza doar pentru cazuri simple de incarcare, respectiv in cazul grinzilor
ce prezintd un numar redus de intervale.

In continuare se prezinta cateva dintre metodele uzuale de calcul al deformatiilor (deplasari si rotiri) in
cazul grinzilor solicitate la incovoiere.

5.5.2. Studiul deformatiilor grinzilor utilizand metode de integrare a f.m.d.

5.5.2.1. Metoda de integrare directa
Etape in aplicarea metodei:

a) Se alege originea sistemului de axe (xOy)

b) Se calculeaza reactiunile din reazeme si se scrie expresia momentului incovoietor pentru fiecare
interval al grinzii

c) Se integreaza succesiv ecuatia diferentiala a f.m.d. obtinandu-se expresiile rotirii si sagetii:

= Rotirea dv M(x)
= = = : 5.54
¢ =7 EL dx + C (5.54)
= Sageata M(x)
vz—ffE_l +dx|+C-x+D (5.55)
VA

d) Se determina constantele de integrare (C si D) din conditii la limita (pe reazem) si de continuitate a
fom.d.:

= in rezemul simplu si in articulatii, sdgeata verticald este nula (v = 0)

= in incastrare, rotirea si sageata verticald sunt nule (¢ =0; v = 0)

= In punctul comun dintre doua intervale succesive (punct de hotar), sdgetile verticale si rotirile au
aceleasi valori pe ambele intervale.

Observatie: | (1) Constantele de integrare C si D nu sunt marimi adimensionale. Avand in vedere ca
se calculeaza prin intermediul unor ecuatii in care intervin sarcini exterioare (forte,
momente, sarcini uniform distribuite) si lungimi (abscise x), aceste constante de
integrare vor avea urmdtoarele unitdti de méasurd: C [kN-m’] si D [kN-m’].

Dezavantajul acestei metode constd in faptul ca, pentru fiecare interval al grinzii se obtine un sistem de
de doua ecuatii (o ecuatie pentru rotire si o ecuatie pentru sageatd) cu doua constante de integrare (C,
D). Astfel, pentru o grinda cu (n) intervale se introduc un numar de (2-n) constante de integrare, care se
determind impunand conditii la limita, astfel cd pentru grinzi cu incarcare mecanicd complexa, modelul
matematic de calcul devine dificil de rezolvat.
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In continuare, se exemplifica calculul deformatiilor maxime, sdgeata maxima (vmax) $1 rotirea maxima
(pmax), pentru cateva cazuri de grinzi solicitate la Incovoiere plana, cunoscandu-se sarcinile exterioare,
lungimile grinzilor si rigiditatea (E-1,).

(a) Grinda incastrata la un capat si solicitata de o forta concentrata in capatul liber

Se considera grinda incastrata in capatul din stanga (in punctul 1) care este solicitata la incovoiere plana
de forta concentrata (F) aplicata pe capatul liber (punctul 2), Figura 5.45. Pentru aceasta grinda se doreste
determinarea rotirii si a sagetii maxime 1n capatul liber (vmax, ®max). Pentru rezolvarea aplicatiei, se
cunoaste lungimea grinzii (/), forta aplicata (F), momentul de inertie axial al sectiunii transversale (I,) si
modulul de elasticitate longitudinala al materialului (E).

A

VIH(IX

A

D max

Fig. 5.45. Grinda incastrata

Se calculeaza reactiunile (V1) si (M1) din incastrare aplicand ecuatiile de echilibru:

E}g:o:w—F=o:w=F (5.56)
ZM1=0$M1+F'Z=O$M1=_F'I (5.57)
Se scrie expresia momentului Tncovoietor (M(x)) in sectiunea (x):
M(x)=F-x—F-l1 (5.59)
Ecuatia diferentiald a f.m.d.in forma generala este:
d?v M d?v
— = = 5 El,-— = —M(x) (5.60)

dx2 ~  E-l, Z dx?
in care rigiditatea la incovoiere (EI,) este constanta.

In relatia (5.60) se inlocuieste expresia momentului M(x) scrisa sub forma (5.59) si se obtine ecuatia
diferentiald a f.m.d. pentru grinda studiata:

d?v

EL, P

Se integreaza succesiv expresia (5.61) si se obtine ecuatia rotirii si a sdgetii pentru grinda studiata:

=F-l—-F-x (5.61)

= Expresia rotirii: dv x?
P Elz-azF-l-x— +C (5.62)
» Expresia sdgetii: F-1-x> F-x3
P gef El,-v= — +C-x+D (5.63)
2 6
Pentru calculul constantelor de integrare C si D, se scriu conditiile pentru Incastrare:
dv (ec. 5.62)
-pentrux=0=>a=0—>C=O (5.64)
. 5.63
» pentrux =0=v =0 i ) (5.65)
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Expresiile constantelor de integrare se introduc in relatiile generale ale rotirii si sagetii (5.62; 5.63). Se
obtine:

» Expresia rotirii: dv F-x?
P El,-—=F-1-x— (5.60)
dx , 2 R
= Expresia sagetii: F-l-x* F-x
P gel EL-v = _ (5.67)
2 6
Valorile maxime ale rotirii si sdgetii au loc la capatul liber a grinzii, pentru x = /:
* Rotirea maxima _F 12 (5.68)
(din expresia 5.66): Pmax 2. E3Iz :
= Sageata F-l
(din expresia 5.67): Ymax = 37 EL (5.69)

Calcul teoretic: Pentru grinda data se cunosc urmatoarele marimi: F=5kN; / = 1 m; [, = 85,75-10* mm*;
E =2-10° N/mm?. Inlocuind aceste valori in formulele (5.151) si (5.152) s-au determinat rotirea i sageata
maxima pe capatul liber al grinzii, iar rezultatele sunt prezentate in Tabelul 5.15.

Tabelul 5.15. Rezultate teoretice pentru grinda solicitatd de forta (F)

Modul de rezemare si de incéircare a grinzii Rezulate teoretice
Reactiuni V; = 5kN;
Ml = _5 kN m
Momentul M(x)=5-x—5
incovoietor in
sectiunea (x)
. Ecuatia f.m.d. d?v
; > EIZ . W =5-5x%
Vmax = 9,71 mm | Rotirea _5:10% +(1-10%)?
T e =0,83° | MAXima Pmax = 52105 85,75 - 10°
(expresia 5.68) @Omax = 0,0145 rad
@max = 0,83°
Sigeata 5-103 + (1-103)3
maximi Vmax = 3757705 85,75 - 102

(expresia 5.69) Vmax = 9,71 mm

(b) Grinda simplu rezemata §i solicitata de o sarcina uniform distribuita

Fie o grinda simplu rezemata (punctele 1 si 2), solicitata la Tncovoiere pland de o sarcind uniform
distribuita (q) care actioneaza pe toata lungimea grinzii (/), Figura 5.46. Pentru aceasta grinda se doreste
determinarea rotirii la capetele grinzii (o1, @2) s a sdgetii maxime (vmax) care se produce la jumatatea
deschiderii grinzii (la distanta //2). Pentru rezolvarea aplicatiei, se cunosc: lungimea grinzii (/), sarcina
uniform distribuitd (q), momentul de inertie axial al sectiunii transversale (I;) s1 modulul de elasticitate
longitudinala al materialului (E).

X q @

¢ \, D 2max
P imax f\w VYV VVVVVY VV Y /6 x

>
»

v, ' ' Vv,

Vv
Fig. 5.46. Grinda simplu rezemata
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Se calculeaza reactiunile din cele doud reazeme simple:
2

l -1
ZM1=0:>q-§—V2-l=0:>VZ=qT (5.70)
12 q-l
ZM2=0:>V1-l—q-E=O:>V1=T (5.71)
Se scrie expresia momentului incovoietor (M(x)) in sectiunea (x):
2
X
M(x)le-x—q-T; (5.72)
q-l x?
=2 .y—qg-=— 5.73
M(x) 5 X—q 5 ( )
Ecuatia diferentiala a f.m.d.in forma generala este:
d?v
El, = = —M(x) (5.74)

Modulul de rigiditate la incovoiere (EI,) este constant.

Expresia momentului incovoietor (5.73) se inlocuieste In expresia (5.74) si se obtine ecuatia diferentiala
a f.m.d. pentru grinda studiata:

El,-—— = q — — —— x (5.75)

Se integreaza succesiv expresia (5.75) si se obtine ecuatia rotirii si a sagetii pentru grinda studiata:
 Expresia rotirii: dv - x3 -l ox
P LA S S Y, (5.76)

dx 6

x4

= Expresia sagetii: q-
El,-v=

1 .~ . 5.77
o > 6+C x+D (5.77)

Pentru calculul constantelor de integrare C si D, se scriu conditiile pe reazeme:

. 5.77
-pentrux=0:v=0(ec—2D=O (5.78)

(ec. 5.77) q 14 q: l l3
_ . L] = 5.79
7 R +C-1=0 (5.79)

iar dupa efectuarea calculelor se obtine expresia constantei de integrare C:

* pentrux =[=>v=0

.13
4! (5.80)

» Expresia rotirii: dv q-x* q-l x2 q-I3
EL - — = 1 . 5.81
Z dx 6 2 32 + 2;1- ( )
= Expresia sagetii: X 1 x -1
P gt El, v=q —q—-—+q X (5.82)

24 2 6 24

Valorea maxima a sagetii este la mijlocul grinzii, pentru x = I/2 , iar a rotirilor sunt in reazeme, pentru x
= (. Se inlocuiesc distantele pentru care se doreste determinarea deformatiilor maxime 1n expresiile
(5.81) 51 (5.82) si se obtine:

pentru x = 0:

* Rotirea q- 3

(din expresia 5.81): Pimax = ~P2max = 24—EIZ (5.83)
pentru x = I/2:
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= Sageata 5-q-1*

(din expresia 5.82): Umax = 384 - EL, (5.84)

Calcul teoretic: Pentru grinda simplu rezemata se cunosc urmatoarele marimi: q =4 kN/m; / = 1 m;

I, = 10,66-10* mm*; E = 2-10° N/mm?. Inlocuind aceste valori in relatiile (5.166) si (5.167) s-au
determinat rotirea maxima in punctele 1 si 2, respectiv sdgeata maxima la mijlocul grinzii. Rezultatele
sunt prezentate in Tabelul 5.16.

Tabelul 5.16. Rezultate teoretice pentru grinsa simplu rezemata solicitatd de sarcina (q)

Modul de rezemare si de incircare a grinzii Rezulate
Reactiuni V; =V, =4kN
Momentul M(x)=2-x—2-x?
@ incovoietor in
« X sectiunea (x
.4 ©) fiunea (x) 2
” Ecuatia f.m.d. El d=v 9 x?— 2
-, [ 2max T = XY — X
P Imax 0;44 i\\ v v v L v /'6 x= z dxz
>~ - Vinax = 4,87 el Rotirea Pimax = — P2max
Sy T maxima 4-(1-10%)3
V}L; 4 I, Vi; 4 (expresia 5.83) | T 22.2.105- 10,66 - 10*
] @P1max = — P2max = 0,00781 rad
< ! w Q@imax = — Pamax = 0,44°
vy Sigeata 5-4-(1-10%)*
maximi Vmax = 38472105 - 10,66 - 10*
(expresia 5.84) | y, = 4,87 mm

(c) Grinda incastrata la un capat §i solicitatd de o sarcina uniform distribuita
si de o forta concentrata aplicata pe capatul liber

Fie grinda Incastrata in capatul din stanga (punctul 1), solicitata la incovoiere plana de forta concentrata
(F) aplicata pe capatul liber (punctul 2), respectiv de sarcina uniform distribuita (q) care actioneaza pe
toata lungimea (/) a grinzii (Figura 5.47). Pentru rezolvarea aplicatiei, se cunoasc: lungimea grinzii (/),
forta aplicata (F), sarcina uniform distribuitd (q), momentul de inertie axial al sectiunii transversale (1)
si modulul de elasticitate longitudinalda al materialului (E). Se cere determinarea rotirii §i a sagetii
maxime (Vmax; Pmax) pe capatul liber.

X
vma,\"
@D\VI Prmax
Fig. 5.47. Grinda incastrata
Se calculeaza reactiunile din incastrare aplicand ecuatiile de echilibru:
EFy=O=>V1—q-l—F=O=>V1=q-l+F (5.85)
. 12 . l2
ZM1=0=>M1+q2 +F-l=0=>M1=—q2 —F-1 (5.86)
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Se scrie expresia momentului incovoietor (M(x)) in sectiunea (x):

q-l?
M(x) =Vy-x + My ——— (5.87)
. lZ ,xZ
M(X)=Q'l'x+F-x—q2 —F-l—qz (5.88)
Ecuatia diferentiala a f.m.d.in forma generala este:
d?v

unde modulul de rigiditate la incovoiere (EI,) este constant.

Expresia momentului incovoietor (5.88) se inlocuieste in ecuatia diferentiala a f.m.d. si se obtine ecuatia
diferentiald a f.m.d. pentru grinda studiata:

d>v  q-x? q-l?

= —a'lx—F- . 5.90
El, " 4= QL x—Fx+——+F-l (5.90)
Se integreaza succesiv expresia (5.90) si se obtin:
= Expresia rotirii: dv q-x* q-l-x* F-x* q-l*-x
= — — - 5.91
El, - - NG ¥ N -|; g +lex+C (5.91)
» Expresia sagetii: q-x* q-l-x> F-x° q-l*-x* F-l-x
EL ‘v = - - C- D (5692
2 V= c Yt —+Cx+ (5.92)
Pentru calculul constantelor de integrare C si D, se scriu conditiile la limitd (in incastrare):
dv (ec. 5.91)
-pentrux=0:>a=0—>c=0 (5.93)
. 5.92
spentrux =0=>v =0 (eC—3D=0 (5.94)

Expresiile constantelor de integrare se introduc in relatiile generale ale rotirii si sagetii. Se obtine:

= Expresia rotirii: dv q-x> q-l-x* F-x? q-1*-«x
L — = _ _ F-l- 5.95
&6 z 23+ 222+ le (5.95)
= Expresia sagetii: q-x* q-l-x> F-x* q-l*x° F-l-x
EL v = _ — 5.96
ARV 6 6 ' a2 2 (3:9)

Valorile maxime ale rotirii si sagetii au loc la capatul liber al grinzii, pentru x = /. Se obtin:

= Rotirea dv 1 (q-13 q-13 F-1? q-I3 X
(din expresia 5.95): g  Pmax T B, \ 6 2 2 Tt F-l (5.97)
q-B+3-F-I?
Pmax = - (5.98)
VA
= Sageata 1 (q-l* q-l1* F-I3 q-l1* F-I3
(din expresia 5.96): Vmax = E_Iz ( 24 6 6 + 4 + 2 (5.99)
3.q-1*+8-F-I3
Vinax = TR (5.100)
Z

Calcul teoretic: Pentru grinda incastratd se cunosc urmatoarele marimi: q =6 kN/m, F =14 kN; / = 1
m; I, = 328-10* mm*; E = 2-10° N/mm?. Inlocuind aceste valori in formulele (5.181) si (5.183) s-au
determinat rotirea §i sdgeata maxima la capatul liber al grinzii, iar rezultatele sunt prezentate in Tabelul
5.17.
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Tabelul 5.17. Rezultate teoretice pentru grinda incastrata solicitatd de forta (F) si sarcina (q)

Modul de rezemare si de incircare a grinzii Rezulate
Reactiuni V, = 20kN
M; =—-16kN-m
Momentul M(x) =20-x—3-x2—-17
incovoietor
X in sectiunea
@ @) 2
B Ecuatia d“v
M, =-16 L —3.42_920-
l(IN-m ¢ Y A f.m.d. El, dx2 ~ 3-x 20-x+17
_ vmae =173 | Rotirea 6-(1-10%)3 +3-14-10%- (1-103)?
Vi=20 e S T imi Pmax = 5.105-328-10°
1 Wu,oso maximi 6-2-105-328-10
KN (expresia Pmax = 0,0121 rad
y 5.98) P1max = 0,69°
Sageata _3:6-(1-10%)* +8-14-10°- (1-10%)3
maximi Vmax = 24-2-105-328-10%
(expresia Vmax = 8,25 mm
5.100)

In Tabelul 5.18 s-au centralizat cateva cazuri sugestive de grinzi supuse unor incarcari simple pentru
care s-au evidentiat formulele de calcul a rotirii si sagetii (sau deplasarea) maxime.

Tabelul 5.18. Formule de calcul a deformatiilor pentru grinzi simplu solicitate la incovoiere plana (extras din [2])
Modul de rezemare si de incircare a grinzii Ecuatii necesare
Reactiuni V,=F, M;=-F-[;
Momentul M(x) =F-x—F-1
incovoietor  in
sectiunea (x)
x Ecuatia f.m.d. d?v
. El, ._dxz =F-l-F-x
A 0 Rotirea maxima F-l?2
e (pentru x = /) Pmax =
2-El,
Sigeata F-[3
maxima Vimax =
(pentru x = /) 3-El,
Reactiuni F
Vl = Vz = E
@ X F Momentul M(x) F
- fncovoietor  in xX)=5"X
P1 ﬁ}\ N v@ @/ /5% sectiunea (x) 2
. Vinax ' Ecuatia f.m.d. d?v F-I3/x 4-x3
4 @’ “dx?2 16 \l 313
2 N Rotirea maxima F -2
(pentru x = 0) Pimax = — P2max = 77 o1
’ ! 16 - El,
’y Sigeats N
maxima max — ——————
(pentru x =1/2) 48 - El,
Reactiuni _ . __at,
! V1—Q'l: Ml__7r
Momentul x? 12
incovoietor in| M(x)=q'l'x—q-——q =
sectiunea (x) 2 2
Ecuatia f.m.d. d?v x2 l q-l?
El, —=q-——q'l-x+
AT 2
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Rotirea maxima q- 13
(pentrux =/) Pmax = 6 - El
Z
x Sﬁge.atzl , q- &
> maxima max —
Viax (pentru x = [) 8- El,
gomu.\'
Reactiuni q- l
@ hEhmg
X, q @ Momentul q-l x2
incovoietor  in | M(x) = - xX—q- >
@Imux?\~\ vV vlv X | ¢ '//{QDZHM,\‘X‘ sectiunea (x)
N : " | Ecuatia fm.d. d?v x2 q-l
\\\ 'V77"l'\4/'/'/ EIZ.F=q.___-x
v, i v, : _ x 22
’ 12 Rotirea maxima q- 1
entrux = [/2 = — = —
. / ] (P ) P1max P2max 24 - EI,
Sageata 5-q- 14
Vv maxima Vmax = m
(pentru x = 0) VA
Reactiuni V, =0; M;=-M;
Momentul M(x) = M;
@ incovoietor in
M; sectiunea (x)
;_ \ X | Ecuatia f.m.d. d2v
g Iz TS = Mi
< . / Vimax dx 2
- Rotirea maxima M-I
oX @max | (pentru x = 1) @Pmax = ?
» Z
" Sigeata M - [2
maxima Vmax = = —=—
(pentru x =) 2-El,

5.5.2.2. Metoda identificarii constantelor arbitrare (sau metoda Clebsch)

Avantajul metodei consta in faptul cd numarul constantelor de integrare se reduce la 2, indiferent de
numarul intervalelor existente pe grindd. Aplicarea metodei necesitd respectarea cu strictete a
urmatoarelor reguli:

(a) Abscisele sectiunilor se masoara de la aceeasi origine, de regula capatul din stanga al grinzii

(b) Expresia momentului incovoietor dintr-un interval oarecare trebuie sd contind toti termenii din
expresia momentului incovoietoar din intervalul anterior

(c) Un moment concentrat (M,) se introduce in expresia momentului Incovoietor sub forma M, - (x —
[;)°

(d) La integrarea ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate, parantezele de forma (x — ;)" nu se desfac,
ci se integreaza ca si o noua variabila.
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Aplicatii rezolvate

Aplicatia 5-8. Pentru grinda simplu rezemata cu lungimea (/) si solicitatd la incovoiere plana de forta
concentratd (F) aplicatd In punctul 3, respectiv de sarcina uniform distribuitd (q) care actioneaza pe
lungimea totald a grinzii (Figura 5.48). Utilizdnd metoda Clebsch, se propune sd se calculeze
deformatiile: rotirile maxime (@imax, P2max) care se produc pe capetele grinzii si, respectiv, sageata
maxima (vmax) care se produce la mijlocul deschiderii grinzii.

@ q F @

(02mux
D 1max 3 //3
N ii vy VvV vy Vv \ AR X
) A .
~. -
~. -
1

VY, .
~ max _
T~ v - NN\
—_ =

Y 12 3) V2

A
A

Vv
Fig. 5.48. Grinda solicitata la incovoiere plana

Rezolvare. Pentru aplicarea acestei metode, este necesar sa se calculeze reactiunile din reazeme utilizand
ecuatiile de echilibru statice:

M, =0 Fl+q'l2 V, 1=
1= =>2F Zl 2 L=
ql
V, = — 4 —
2=517
ZM 0oy 1 9L 0
=0 _— =
ql
V, =V, = — 4 —
1 2 2"‘ >

Conform regulilor metodei Clesch, pe fiecare interval se scriu expresiile momentelor de incovoiere M(x),

parcurgand grinda de la stanga la dreapta, pastrandu-se astfel aceasi origine a sectionarii grinzii (punctul
1), Figura 5.48. Se obtine:

q-x

M(x)1_3 =V -x— > (A5.8-1)
M(x)5_p = Vy - x — 'sz _F (x - é) (A5.8-2)
Ecuatia diferentiald a f.m.d. in forma generala este:
B - Mg
dx?

unde modulul de rigiditate la incovoiere (EI,) este constant.

Expresiile momentelor (A5.8-1) si (A5.8-2) se introduc in ecuatia diferentiala generald a f.m.d. si se
obtin ecuatiile diferentiale a fibrei medii deformate pentru grinda data:
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d’v _q-x?

Bl =———Vi"x (A5.8-3)

d>v q-x? l
Rl —vV, - = A5.8-4
El, 7=———Vi-x+F (x 2) ( )

Se integreaza succesiv ecuatiile diferentiale (A5.8-3) si (A5.8-4) si se obtin expresiile rotirii §i sagetii
pentru intervalale 1 — 3 si 3 — 2, astfel:

Pentru intervalul 1 — 3:

= Expresia rotirii: dv q-x3 x

= V., AS5.8-5
El, - 3 Vi P +C4 ( )
= Expresia sagetii: X X
P gt El, v =" —V,-—+Cy-x + D, (A5.8-6)
24 6
Pentru intervalul 3 — 2:
» Expresia rotirii. 1\2
El -d—v—q'xB—v-f+—F'(x_7) +C (A5.8-7)
Zdx 6 ) 2 2
» Expresia sagetii: l
4 3 F lx —=
axt o x Fo(x-3) AS5-S
EIZ V= 24 _Vlz‘l‘ 6 +C2'x+D2 ( )

Pentru determinarea constantelor de integrare Ci, Cz, D1, D2 se impune conditia de continuitate si
netezime a fibrei medii deformate, astfel:

(a) In punctul de hotar dintre doua intervale succesive, rotirile sunt egale:

= pentru x = /2: (d_v) B (d_v)
dx/q_3 ~ \dx 3-2

Se egaleaza expresiile (A5.8-5) si (A5.8-7). Se obtine:

I£\2
. 23 2 . a3 2 F X — =
q-x X q-x x ( 2) (A5.8-9)
-V,-—+C = -V —+——F7F—+C
6 1T gt 2 Tl
Prin egalarea celor doua expresii se obfine:
Cl = CZ =C

(b) In punctul de hotar dintre doua intervale succesive, sigetiile sunt egale:
= pentru x = /2: (v)1-3 = (V)3_2

Se egaleaza expresiile (A5.8-6) si (A5.8-8). Se obtine:
I3
q-x* x3 q-x* x3 F'(x_j)

_ o . D, = _ o

Prin egalarea celor doua expresii se obtine:
D;=D,=D

Astfel, prin aplicarea aceastei metode, cele patru constante de integrare Ci, Cz, D1, D> se reduc la doar
doua constante de integrare, C si D. Pentru determinarea acestora se impun conditiile la limita, respectiv
urmatoarele conditii pe reazeme:
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(c) Pentru x = 0 rezulta ca deplasarea verticala din punctul 1 este nula (este adevarat pentru ca reazemul
fix nu permite deplasarea pe directie verticala, dupa axa y):

(exp. A5.8-6)
*pentrux =0=>v=0 —> D=0

(d) Pentru x = [ rezulta ca deplasarea verticald din punctul 2 este nula (este adevarat pentru ca reazemul
mobil nu permite deplasarea pe directie verticala, dupa axa y):

(exp. A5.8-8) .
*pentrux =l =>v=0 —— se obtine:
l3
al_y 13+F'(7) +C1=0
24 ' 6 6 ,
l
1 B q-l* F'(g)
C:T V1'g— T ¢ (A5.8-10)

In expresia (A5.8-10) se inlocuieste expresia reactiunii verticale (V1). Dupa efectuarea calculelor se
obtine relatia de calcul pentru constanta de integrare C sub forma:
F-12 q-13
+
16 24

C=

Odata cunoscute constantele de integrare, C si D, se pot determina deformatiile maxime pentru grinda
data. Valoarea maxima a rotirilor este in cele doud reazeme simple (punctele 1 si 2) pentru x = 0, iar
valorea maxima a sagetii este la mijlocul grinzii, pentru x = //2 (punctul 3). Se obftine:

= pentru x = 0:

* Rotirea 1 (q-x3 V;-x?
(din ecuatia A5.8-6): Pimax = ~Pomax = EL\ 6 2 e
1<F-12+q-l3> (A5.8-11)
(p == —(p = —_— 0=
1max 2max EIZ 16 24
= pentrux = I/2:
» Sageata 1 (q-x* V;-x3
(din ecuatia A5.8-7): Vmax = EL,\ 24 6 +Crx
_ 159l FP A5.8-12
Pmax = F1\"384 48 (A5.8-12)

Calcul teoretic: Pentru grinda simplu rezemata din Figura 5.48 se cunosc urmatoarele marimi: q = 6
kN/m; F=14kN; /=1 m; I, = 15,63-10* mm*; E = 2:10° N/mm?. Inlocuind aceste valori in relatiile
deduse anterior, s-au determinat rotirea si sdgeata maxima iar rezultatele sunt prezentate in Tabelul 5.19.

Tabelul 5.19. Rezultatele teoretice obtinute pentru grinda reald
Rotirea maxima 1 <14 -103 - (103)? N 6" (103)3)

Pimax = ~ P2max = 2-105-15,63 - 10% 16 24

— @ymax = 0,0359 rad
— Q2max = 2,06°

(plmax
@P1max
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Sageata maxima

Umax =

1 5-6-(103)*
2-105-15,63- 10* 384

48

14-103- (10%)3
N ( ))

Vmax = 11,81 mm

Aplicatia 5-9. Pentru grinda simplu rezemata si solicitatd la incovoiere pland ca in Figura 5.49 se cere
sa se calculeze rotirea si sdgeata in capatul liber (punctul 3) utilizdnd metoda Clebsch.

X

93 @ X )
T @] @
M@ - T @ .
N S ————
Vi "IV,
12 12
Vv

/
Fig. 5.49. Grinda solicitata la incovoiere plana

Rezolvare. Ca si in exemplul anterior, este necesar sa se calculeze reactiunile din reazeme utilizand
ecuatiile de echilibru static:

F-l 1
ZM1=O=>M——

+q

2 22

1 M F-l+q-12

l 2 8

o= 0 oM p(be 1) 4w, 1-a-L(1-1) o

Z 2= V= M7 R A A
V—l[F(l+l) M + l(z l)]
=702 )

VZ_

4

X
1

©)
L ¢

SRS a——

Vi
12

Vv,
Vv

Fig. 5.50. Grinda solicitata la incovoiere pland — Momentele de incovoiere in sectiuni
Se scriu expresiile momentelor de incovoiere M(x), pentru fiecare interval, parcurgand grinda de la
stanga la dreapta, pastrand-se astfel aceeasi origine a sectionarii grinzii (punctul 3). Se fine cont de
regulile impuse de metoda si se obtine:

M(x)3_; = —F-x+M:x°

M(x)1—s = —F-x+M-x°+V,(x—1/2) —q

(A5.9-1)
2
- 21/_2) (A5.9-2)
_ 2 N AY/
M(x)4_2——F-x+M-x0+V1(x—l/2)—q-%+ Q (A5.9-3)
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Observatie: | (1) Una din regulile metodei mentioneaza ca, expresia momentului de incovoiere de pe
intervalul curent trebuie sa contind expresia momentului de incovoiere de pe intervalul
anterior. Astfel, ca expresia momentului pe intervalul 1-4 sa se regaseasca in expresia
momentului pe intervalul 4-2, sarcina (q) se prelungeste pand in sectiune, apoi se scade
cantitatea adaugata, fiind reprezentata cu linii intrerupte in Figura 5.50, respectiv, este
ultimul termen din expresia A5.9-3, tindndu-se cont de conventia de semn pentru
momentul incovoietor.

Ecuatia diferentiala a f.m.d. in forma generala este:
d?v
EIZ ' m = —M(X)
unde, rigiditatea la incovoiere (EI,) este constanta.
Expresiile momentelor (A5.9-1+A5.9-3) se introduc in ecuatia diferentiala a f.m.d. si se obtin ecuatiile
diferentiale ale fibrei medii deformate pentru grinda data:

d?v
El, 5 = F-x—M-x° (A5.9-4)
d%v x—1/2)?
d%v x—1/2)? x —1)?
E[Z.@:F.x_M.xO_Vl(x_l/2)+q.%_q.% (A5.9-6)

Se integreaza succesiv ecuatiile diferentiale (A5.9-4+A5.9-6) si se obtin expresiile rotirii si sagetii
corespunzatoare celor trei intervale, astfel:

Pentru intervalul 3 — 1;

» Expresia rotirii: £l j_z _F -Zx2 CMex4c (A5.9-7)
= Expresia sagefii: Bl v = F -6x3 M _x;_l_ Cox+D (A5.9-8)
Pentru intervalul 1 —4: , , ,
.rf;f;irfsza Elz_j_z:F-Zx —M-x—Vl-(x —2l/2) +q_(x —6l/2) te (A5.9-9)
.sfz“:;le?;i?ia Bl,-v= ) .6x3 -M .x;_ Vi = _6l/2)3 +q- = _2l4/2)4 +C-x+D (A59-10)
Pentru intervalul 4 — 2:
» Expresia rotirii: EIZ-%= F-zxz_M_x_Vl_(x —21/2)2+q_(x —61/2)3_q_(x—61)3+c (A5.9-11)
» Expresia sdagetii: EL v = F-x° _ ﬁ v, (x—1/2)3 . (x—=1/2)* ~

6 2 i 24 (A5.9-12)

- C- D
q e +C-x+

Observatie: | (1) Stiind ca vor ramdne doar doua constante de intergrare indiferent de numarul
intervalelor, in expresiile (5.223+5.228) constantele de integrare s-au inlocuit direct cu
notatiile C si D.

Pentru determinarea constantelor de integrare (C, D) se impun conditii la limita, adica conditii pentru
reazeme:
(a) Pentru x = 0,5/ rezulta ca deplasarea verticala din punctul 1 este nula:

(exp. A5.9-8)
*pentrux =05:l=2v=0 ——
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F-(0,5-1)* M- (0,512

+05-C+D=0

6 2
M-(0,5-1)* F-(0,5-1)3
05l-C+D= (2 ) — ( : ) (A5.9-13)
(b) Pentru x = 1,5/ rezulta ca deplasarea verticald din punctul 2 este nula:
(exp. A5.9-12)
*pentrux =15l>v=0 ——
. .3 . AY . D] = . N3 . ] = .4 . A AT
F (1,65 DP M (1é5 D? Vi (L5 16 05-D3% q-(1,5 124 05-0* q-(15-1-D 1S CAD=0
. .2 . . N3 . ] = . N3 . ] = 4 . ] =4
1,51-C+D=M 5-D +F @as-n +V1 (1,5-1-0,5-1) q (1,5-1-0,5-1) +q @s-1-0n (A5.9-14)

2 6 6 24 24

Cu expresiile (A5.9-13) si (A5.9-14) rezulta un sistem cu doua ecuatii de gradul I cu necunoscutele C si
D, si cu ajutorul carora se pot calcula cele doud constante de integrare.
Odata cunoscute constantele C si D, se determina rotirea §i sgeata corespunzatoare punctului 3:

= pentru x = 0:
= Rotirea C

(din ecuatia A5.9-7): LT (A5.9-15)
= pentru x = 0:

= Sageata D

(din ecuatia A5.9-8): Vs T, (A5.9-16)

Calcul teoretic: Pentru grinda simplu rezemata din Figura 5.50 se cunosc urmatoarele marimi: q = 15
kKN/m; F=3kN; M=7kN'm; /=1 m; I, =207-10* mm*; E = 2,1-10° N/mm?. Inlocuind aceste valori
in formulele (A5.9-13) si (A5.9-14) se calculeaza constantele de integrare C si D, apoi cu expresiile
(A5.9-15) s1 (A5.9-16) deformatiile din punctul 3. Rezultatele sunt prezentate in Tabelul 5.20.

Tabelul 5.20. Rezultatele teoretice obtinute pentru grinda reala

Constantele de | C=531kN'm?
integrare D=-1,8425 kN'-m?
(din ecuatiile A5.9-
13 5i A5.9-14)
Rotirea maxima _ 531: 103 - (103)?
#3= 51105207 - 10

(3 = 0,01221 rad

@3 = 0,699°
Sidgeata maxima o 1,8425-10%- (103)3
37 2,1-105-207-10%

v; = —4,23 mm

5.5.2.3. Metoda suprapunerii efectelor

Comparativ cu metodele prezentate anterior, principiul suprapunerii efectelor este o tehnica practica
care permite determinarea sagetiilor si rotirilor Intr-o maniera mai rapida si cu erori de calcul minime.
Conceptul ce sta la baza principiului suprapunerii efectelor este unul simplu si anume: deformatiile intr-
un anumit punct al unei grinzi produsa de actiunea simultana a diferitor sarcini exterioare se obtine
insumadnd algebric deformatiile din acelasi punct produse de fiecare sarcina exterioard determinate
separat (expresiile generale 5.101, Figura 5.51) [2]:

Stotal = 81 + 82 + 83 + -+ 811

5.101
Protal = @1 + P2 + @3 + - + @n (5-101)
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Fig. 5.51. Principiul suprapunerii efectelor pentru calculul deformatiilor la incovoiere plana

Pentru aplicarea acestei metode trebuie sa fie indeplinite urmatoarele conditii:

= Sa existe o relatie liniara intre sarcinile aplicate si deformatiile grinzii (deplasarile/sagetile si rotirile),
adica solicitarea grinzii sa fie Tn domeniul elastic pentru care este valabila legea lui Hooke (6 = E-¢)

* Conditiile la limita (conditiile In reazeme) pentru cazurile simple trebuie sa fie identice cu cele ale
problemei reale, complexe.

Aplicatii rezolvate

Aplicatia 5-10. Pentru grinda simplu rezemata cu lungimea (/) si solicitata la Incovoiere pland de forta
concentrata (F) aplicatd in punctul 3, respectiv de sarcina uniform distribuitd (q) ce actioneazad pe
lungimea totala a grinzii (Figura 5.52), se cere sa se calculeze deformatiile maxime (Q1max, P2max, Vmax).

D @

(pZmax
9?1 \ /3
TN Y W A’ 3 viv v X
‘o . A -
N ~

v 12 ) @ Vi

&

A

A
Yy

Fig. 5.52. Grinda reala

Rezolvare. Conform principiului suprapunerii efectelor, grinda cu incarcare complexa (grinda reald) se
descompune 1n doua cazuri simple: Solicitarea simpla I in care pe grinda simplu rezemata actioneaza
doar sarcina uniform distribuita (q); Solicitarea simpla Il in care pe aceeasi grinda actioneaza doar forta
concentrata (F), (Figura 5.52).

Avand in vedere Figura 5.53, se observa ca pentru fiecare solicitare simpla deformatiile maxime se obtin
astfel: rotirile maxime (@ /max, @2max) pe capetele grinzii, iar sdgeata maxima (vmax) este la mijlocul grinzii.
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F
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/
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1 Yy
¢ nmx?\\. v ’ v 3 " v //3 X |I +
S 1 -

-
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12 @ F
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‘ ] \Q\ - ~ >
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Fig. 5.53. Descompunerea solicitarii reale in doua solicitari (cazuri) simple

Pentru deducerea relatiilor de calcul a deformatiilor maxime totale corespunzatoare grinzii reale, se
considera expresiile deformatiilor date in Tabelul 5.18, respectiv se scriu relatiile de calcul pentru grinda
si solicitarea data:

Tabelul 5.21. Formule de calcul a deformatiilor maxime pentru solicitarile simple

Rotirea maxima Sageata/deplasarea maxima
Solicitarea simpla I q-3 5-q-1*
P1imax-1 = ~ P2max-1 = 24 -El, Umax-1 = m
Solicitarea simpla 11 F-[2 F-I3
Pimax-11 = ~ P2max-11 = 16 - El, Umax-11 = 48 - EI,

Avand in vedere (5.101), deformatiile totale in cazul grinzii reale se calculeaza cu relatiile generale:
Pimax = Pimax-1 T Pimax-11>  P2max = P2max-1 T P2max-11 (A5.10-1)
Umax = Vmax-I T Vmax-1I (A5.10-2)
Inlocuind in expresiile (A5.10-1) si (A5.10-2) relatiile din Tabelul 5.21 se obtin deformatiile maxime
pentru grinda cu Incércarea reala din Figura 5.51:

q-3 N F-[?
© =—0 =
1max 2max 242_ EIZ 16 . EIZ
l q-l F
@mn=—@m“=8ﬁhty+5) (A5.10-3)

5.q-1* F-I3
vmax = +
384 -El, ' 48-El,

B 5-q-1
_ A5.10-4
Vmax = 44" EIZ( g F) ( )

Calcul teoretic: Pentru grinda reald din Figura 5.52 se cunosc urmatoarele marimi: q = 6 kN/m; F = 14
kN; /=1 m; I, = 15,63-10* mm*; E = 2-10° N/mm?. Inlocuind aceste valori in formulele (A5.10-3) si
(A5.10-4) s-au determinat rotirea si sageata maxima ale grinzii, iar rezultatele sunt prezentate in Tabelul
5.22.
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Tabelul 5.22. Rezultatele teoretice obtinute pentru grinda reald

Rotirea maxima 3 B 1-(103)? 6-1-103 N 14-103
P1max = = Pamax = g5 05 15 63- 104\ 3 2
©1max = 0,0359 rad
Pimax = 2,06°

a ima 1-(10%)3 5-6-1-103

Sageata maxima S (10°) +14-10°

48-2-105-15,63-10% 8
Vmax = 11,82 mm

Observatie: | (1) Relatiile de calcul ale deformatiilor pentru acest caz de incarcare §i rezemare au
fost deduse si prin Metoda Clebsch. Prin ambele metode analitice se obtin relatii
teoretice identice al deformatiilor maxime. De asemenea, valorile teoretice ale

deformatiilor sunt identice.

Aplicatia 5-11. Pentru grinda incastratd cu lungimea (/) si solicitatd la incovoiere plana de forta
concentratd (F) aplicatd pe capatul liber (punctul 2), respectiv de sarcina uniform distribuitd (q) care
actioneaza pe lungimea totala a grinzii (Figura 5.54), se cere sa se calculeze deformatiile maxime (Qmax,
Vmax)~

©)

® q F
v w\l_ YYY VY VY _ 3
; '@D\mm”

¢ A

<

Fig. 5.54. Grinda reala

Rezolvare. Ca si in cazul precedent, grinda cu incarcare complexa (grinda reald) se descompune in doud
cazuri simple: Solicitarea simpla I in care pe grinda actioneaza doar sarcina uniform distribuitd (q);
Solicitarea simpla II in care pe aceeasi grinda actioneaza doar forta concentrata (F), (Figura 5.55). Se
observa cd, pentru fiecare solicitare simpla deformatiile maxime (@max, Vmax) S€ obtin pe capatul liber al
grinzii.

Pentru deducerea relatiilor de calcul al deformatiilor maxime totale corespunzatoare grinzii reale si
avand in vedere Tabelul 5.18, se scriu relatiile de calcul:

Tabelul 5.23. Formule de calcul a deformatiilor maxime pentru solicitarile simple
Rotirea maxima Sageata/deplasarea maxima

Solicitarea simpld I _q P , _q-l*
(‘pmaX_I 6 . EIZ max—I 8 . EIZ
Solicitarea simpla I F-1? F-I3

Pmax-11 = Z—EIZ

Umax-11 = 3—EIZ
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Fig. 5.55. Descompunerea solicitarii reale in doua solicitari (cazuri) simple

Avand 1n vedere (5.101), deformatiile totale in cazul grinzii reale se
Pmax = Pmax-1 T Pmax-II

Vmax = Vmax-1 T Vmax-1I

calculeaza cu relatiile generale:
(AS5.11-1)
(AS5.11-2)

Inlocuind in expresiile (A5.11-1) si (A5.11-2) formulele din Tabelul 5.23, se obtin deformatiile maxime

pentru grinda cu Incarcarea reala din Figura 5.53:

q-13 F-I?
‘pmax:6-flz+2-Elz
(pmaxzﬁlz(q?.l‘l'l:)
q-1* F-I3
Ymax = @Rl T 3R
13 q-1 F
"max=ETz(?+§)

(A5.11-3)

(AS5.11-4)

Calcul teoretic: Pentru grinda reala din Figura 5.54 se cunosc urmatoarele marimi: q = 6 kN/m, F = 14
kN; /=1m; I,=328-10* mm*; E =2-10° N/mm?. Inlocuind aceste valori in relatiile (A5.11-3) si (A5.11-
4) s-au determinat rotirea si sdgeata maxima la capatul liber al grinzii, iar rezultatele sunt prezentate in

Tabelul 5.24.

Tabelul 5.24. Rezultatele teoretice obtinute pentru grinda reala

Rotirea maxima 1-(103%)? 6-1-10% 14-103
‘pmax:8-2-105-328-104< 3 T2 )
©1max = 0,0129 rad
@1max = 0,74°

Sidgeata maxima _ 1-(103)3 (6- 1-103 N 14 - 103>

max - 2.105-328-10% 8 3
Vmax = 8,28 mm

Observatie:

10 % (erorile sunt datorita efectuarii calculelor).

(1) Relatiile de calcul ale deformatiilor pentru acest caz de incarcare §i rezemare au
fost deduse si prin Metoda de integrare directa. Rezulta ca, relatiile teoretice sunt
identice, respectiv rezultatele teoretice s-au obtinut aproximativ egale, erorile fiind sub
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6. TORSIUNEA (RASUCIREA) BARELOR CU SECTIUNEA
CIRCULARA SI INELARA

6.1. Notiuni generale

Torsiunea barelor cu sectiunea circulara apare atunci cand se aplicd un moment de torsiune sau un cuplu
determinand rasucirea barei 1n jurul axei sale longitudinale. Sectiunea transversald ramane simetrica fata
de axa sa longitudinal, respectiv nu se deformeaza in timpul torsiunii, pastrandu-si forma circulara. In
sectiunea transversald a unei bare circulare supuse la torsiune purd, momentul de torsiune (M;) reprezinta
singurul efort care se produce. Acesta genereaza tensiuni tangentiale (1), care sunt maxime la suprafata
barei si minime la centru si deformari unghiulare, adica bara se roteste in jurul axei sale longitudinale,
in functie de momentul aplicat si caracteristicile materialului.

In cazul sectiunilor circulare, vectorul tensiunilor tangentiale (t) este orientat pe directia tangentiala a
unui cerc imaginar dispus pe sectiunea exterioard a barei. Distributia tensiunilor tangentiale variaza de
la valoarea maxima aflatd la suprafata exterioard a sectiunii transversale (este tangentd la conturul
sectiunii) pana la valoarea zero 1n axa longitudinala (care coincide cu centrul de greutate al sectiunii).

In Figura 6.1a) se prezinti o bara dreapti cu sectiunea circulard, incastratd la un capit si incarcata de
doua sisteme de forte. Fiecare pereche de doua forte care actioneaza tangent pe sectiunea transversala a
barei, formeaza un cuplu care tinde sa rasuceasca bara in jurul axei sale longitudinale (axa x). Momentele
de torsiune (M) si (M) se pot calcula ca produsul dintre forta si bratul fortei, adica distanta de la forta
la centrul de greutate al sectiunii transversale:

d,
My =F,; )

d, (6.1)
M, = F; 7

Pentru simplificare se vor simboliza momentele de torsiune (rasucire) cu sageti curbilinii (Figura 6.1b)
sau cu vectori (Figura 6.1c).
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b)

Fig. 6.1. Reprezentarea momentelor de rasucire (torsiune): a) prin forte concentrate aplicate;
b) prin momente de torsiune concentrate aplicate; ¢) prin vectorul moment de rasucire (torsiune)

In figura s-au notat: | d;, d> — bratul fortei Fi, bratul fortei F2, [mm]
M1, M — momente de rasucire sau torsiune, [N-mm].

Exemple de bare solicitate si la torsiune: arborii si axele de transmisie ale masinilor, arborii de antrenare
ale elicelor vapoarelor, sculele agchietoare (freza, burghiul, surubelnita), axul volantului etc.

6.2. Calculul momentelor de torsiune si constructia diagramelor de variatie

In general, momentul de torsiune (M;) nu riméane constant in lungul unei bare solicitate la torsiune.
Pentru stabilirea sectiunii transversale cea mai solicitata a barei, este necesar sa se cunoascd diagrama
de variatie a momentelor de torsiune (M) de-a lungul barei. Momentele de torsiune se calculeaza ca
suma algebrica a tuturor momentelor de torsiune din stanga sau din dreapta sectiunii transversale luate
cu semn schimbat. Semnul momentului de torsiune se stabileste alegdnd un anume sens de rotire a
sectiunii ca fiind pozitiv, iar in sens opus se va considera negativ.

Exemplu: Pentru bara circulara solicitata la torsiune, se cere sa se calculeze momentele de torsiune din
fiecare sectiune transversala si sd se traseze diagrama de variatie a acestora (Figura 6.2).

1641180



Ms=1 KN-m

T
T
T
T
LT

M-
Mq=4§

Mi,.3=6

M,1.=4

Fig. 6.2. Exemplu de calcul al momentelor de torsiune din sectiune
* Calculul momentelor de torsiune din sectiunile transversale:

Intervalul 1-2 M, , =—4 kKN-m

Intervalul 2-3 M, ,=—4—-2=-6 kN'm

Intervalul 3-4 M, —4—-2+10=+4 kN'm

Intervalul 4-5 M, ., =—4-2+10-3=+4+1kN-m

Pe baza diagramei de variatie din Figura 6.2. se observa ca momentul de torsiune (M) este constant intre
doud puncte succesive. De asemenea, se mentioneaza ca in punctele in care actioneazd momentele de
torsiune (Mu+My), valorile lor se regasesc sub formad de salt pe diagrama de variatie. Semnele (%)
obtinute pentru momentele (M) se referd la sensul de rotire al arborelui si al deformatiei unghiulare pe
care il produc aceste momente de torsiune.

6.3. Tensiuni si deformatii la torsiunea barelor drepte cu sectiune circulara

Se considera bara circulara dreapta din Figura 6.3 reprezentata Tnainte si dupa solicitarea la torsiune de
doua momente de torsiune (M), egale si de sens constrar si aplicate la capetele libere ale barei. Dupa
solicitarea la rasucire a barei de catre momentul de torsiune (M) figura abcd se deformeaza,
transformandu-se in a’b’c’d’. Pe baza acestei afirmatii, respectiv a Figurii 6.3, se poate concluziona:

(a) Deoarece bara nu isi modifica dimensiunile (lungimea si sectiunea), rezultd ca in sectiunile
transversale nu apar tensiuni normale (o)

(b) In cazul rasucirii barelor cu sectiune circulard sau inelara, este valabild ipoteza lui Bernoulli:
sectiunile transversale plane si normale pe axa barei inainte de solicitare, ramdan normale §i plane si
dupa solicitare

(c) Deoarece dupa torsiune figura abcd s-a transformat in a’b’c’d’, rezulta ca in bard se produc numai
lunecari specifice (). Aceste lunecari sunt produse de tensiunile tangentiale (1), care actioneaza in planul
celor douad sectiuni transversale si sunt perpendiculare pe raza sectiunilor transversale.
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< d:2R > |
: a' <—t—T\b’
al | b r’\ i \\
I : T
! d\—T> ¢'
d : C T
M,
a) b)

Fig. 6.3. Deformatia unei bare drepte de sectiune circulara supusa la solicitarea de torsiune:
a) inainte de solicitare; b) dupa solicitare

A
A

X dx d

b) c)
Fig. 6.4. Studiul tensiunilor tangentiale si a deformatiilor la torsiune:
a) bara supusa torsiunii; b) element de bara; ¢) deformatiile specifice la torsiune

Datoritd rasucirii, capetele barei se vor roti, unul in raport cu celdlalt, cu un unghi notat cu (¢), numit
unghi de rasucire sau de rotire (Figura 6.4a). Datorita acestei rotiri, o fibrd (linia generatoare mn in
Figura 6.4.a) va ajunge 1n pozitia finala mn’, definitd de unghiul de inclinare (y).

Din bara de lungime (/) se extrage un element aflat intre doud sectiuni transversale, aflate la distanta (dx)
intre ele. Elementul este solicitat la forfecare pura, iar deformatia unghiulara este:

bb’

=~ = 6.2
y=tgy =— (6.2)

unde: bb" =R - tge
ab = dx 6.3)

Relatia (6.2) devine:
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Y=R- a (6.4)
unde: | d@ reprezintd unghiul cu care se rotesc, una fatd de cealaltd, doud sectiuni transversale ale
dx Dbarei, situate la o distantd egald cu unitatea si se numeste rdsucire specifica (0).

de
— =0 6.5
I (6.5)

Deformatia unghiulara (y) devine:
R .

y:R-G:)y:T(p (6.6)

Pentru un material elastic, valoarea tensiunii tangentiale se obtine din Legea Iui Hooke la forfecare:

T=G'y=1t=G-R-0 (6.7)
unde, G este modulul de elasticitate transversald, [N/mm?].

Rasucirea specifica se mai poate calcula cu relatia [2]:

M
G-I,
unde: M; este momentul de torsiune, [N-mm]
G-I, este modulul de rigiditate la torsiune a barei.

9= (6.8)

Pentru bara de lungime totala (/) unghiul total de rasucire devine:
©=0-1 (6.9)

M, -1l
G-I,
unde, momentul de inertie polar pentru sectiunea circulara plind se calculeaza:
m-d*
b ="3;
Relatia de calcul a tensiunii tangentiale se obtine inlocuind expresia (6.8) in relatia (6.7):

@ = (6.10)

6.11)

M,
T=—"-R (6.12)
Ip

Pentru obtinerea variatiei tensiunilor tangentiale, se considera o fibra oarecare aflata la distanta () pentru
care se scrie relatia de calcul a tensiunii tangentiale (Figura 6.5). Tensiunea tangentiala sub forma (6.12)
se calculeaza:

M
T=—"7 (6.13)
Ip
mpentrur=0=>1t=0 (6.14)
M
B pentrur = R, = Tmax = T Riax (6.15)
p
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‘ Tmax

Fig. 6.5. Variatia tensiunii tangentiale

Pe baza Figurii 6.5, respectiv a expresiilor (6.14) si (6.15), se observa ca tensiunea tangentiala (t) variaza
liniar, valorile maxime obtinandu-se pe conturul sectiunii (adica la distanta Rax), tensiunea tangentiala
fiind nula in centrul de greutate al sectiunii transversale.

In relatia (6.15) raportul er:ax = W, si reprezinta modulul de rezistentd polar. Astfel, relatia (6.14) se

mai poate scrie sub forma:

Wo

T (6.16)

Relatia (6.16) permite efectuarea calculelor de dimensionare, verificare si de capacitate de incarcare a
barelor circulare solicitate la torsiune (Tabelul 6.1).

Tabelul 6.1. Relatii de calcul la torsiunea barelor circulare

Dimensionare Verificare Momentul de torsiune capabil
M, M M = .
— — t.cap — YWp_ef ' Ta
Wp_nec - Tef = 7 < Ta 2 2
T, W,

unde: | Mi, Mt cap este momentul de torsiune din sectiunea transversald, respectiv momentul capabil
pentru o bard circulara fard sd se producd ruperea (sau fard producerea deformatiilor
permanente), [N-mm]

Wy nee, Wp ef reprezintd modulul de rezistentd polar necesar (sau minim), respectiv efectiv
(calculat) a sectiunii transversale a barei, [mm®]

Tef, Ta €Ste tensiunea tangentiald efectiva (sau calculatd) in sectiunea transversala, respectiv
admisibild a materialului, [N/mm?].

6.4. Calculul arborilor de transmisie solicitati la torsiune

Arborii de transmisie sunt componente critice intr-o varietate de mecanisme si sisteme industriale, cum
ar fi: motoare, vehicule, echipamente de productie etc. Calculul arborilor de transmisie solicitati la
torsiune este util pentru asigurarea rezistentei acestora la momentele de torsiune, prevenirea
deformatiilor excesive si a distrugerilor, precum si pentru optimizarea dimensiunii sectiunilor
transversale ale arborilor.

Studiul tensiunilor tangentiale (1) si al deformatiilor unghiulare este conditionat de cunoasterea
momentului de torsiune (de rasucire). Cunoscand expresia puterii transmise (P), se poate determina
momentul de torsiune (M) astfel:

n
P=M — .
W= M, 21‘[60 (6.17)
P=M, —— (6.18)
30 :
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2mn . . - - < A . s~ . .
unde W =~ este viteza unghiulara masuratd in [rad/s], iar (n) reprezintd turatia arborelui
masurata in [rot/min].

Avand 1n vedere relatia (6.18), momentul de torsiune (M) se poate calcula cu relatia:

P 30 P
Mi=—=—-— [N-m] (6.19)
w T n
Daca se exprima puterea n cai putere (1CP = 75 @ = 735,45 NTm) relatia (6.19) devine:
30P
M, = 7027?% [N - m] (6.20)

Daci in relatia (6.20) se introduce puterea (P) in [kW] (1kW = 1,36 CP = 10> N-m/s), respectiv turatia
(n) iIn [rot/min], atunci (M) devine:

P [kW]

M, = 9550 n [rot/min]

[N - m] (6.21)

In proiectarea si dimensionarea arborilor de transmisie, pentru asigurarea functiondrii corecte, sigure si
durabile a ansamblului este necesard respectarea unor criterii fundamentale. Astfel, dimensionarea
arborilor de transmisie poate fi realizata fie pe baza conditiei de rezistenta, tie pe baza conditiei de
deformatie.

6.4.1. Dimensionarea arborilor in functie de conditia de rezistenta

Aceastd conditie are In vedere capacitatea arborelui de a rezista solicitarilor mecanice (in special
momentului de torsiune, dar si momentelor de incovoiere si altor solicitdri compuse) fara a ceda
structural. Este important ca in orice sectiune a arborelui, tensiunile generate de solicitdri sd nu
depaseasca limitele admise ale materialului (t2) la torsiune. Din acesta conditie impusa arborelui rezulta
diametrul necesar al acestuia (dpec):

M (6.22)
= <
i anec =T
W = M, _m d3ec (6.23)

16
(6.24)

3

= dnec(‘ra) = sau dnec(‘[a) = kg

In relatia (6.24) (k) este o constanti a cirei valoare este in functie de momentul de torsiune (M) si de
rezistenta admisibil a materialului (ta). Spre exemplu, pentru un material cu o = 20 N/mm? atunci k,, =
122 daca (M) s-a determinat cu relatia (6.20), respectiv k,, = 135 dacad (M) s-a determinat cu relatia
(6.21).

6.4.2. Dimesionarea arborilor in functie de conditia de deformatie

Aceastd conditie urmareste ca arborii sa nu se deformeze excesiv sub actiunea sarcinilor aplicate, in
special in ceea ce priveste torsiunea (deformarea unghiulard) si incovoierea. Chiar daca arborele nu se
rupe, o deformatie unghiulara peste limita admisibila poate afecta negativ functionarea sa in cadrul unui
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ansamblu. Astfel, se impune sa fie respectatd conditia de deformatie: 6 < 0. , unde (0) reprezinta unghiul
de rasucire specifica si valorile admise sunt [2]:

0, =(0,25=2,5) /m (6.25)

Pornind de la relatia 6 = éw—t , respectiv cu ajutorul relatiilor (6.20) si (6.21) se deduce relatia de

p
dimensionare a arborelor tinand cont de deformatii, astfel:

Lo M medpe (6.26)
Prec T G-9, 32

[32-M, +[p (6.27)
= dnec(@a) = T-G-0 sau dnec(@a) = kgq n
a

In relatia (6.27) (kgq) este o constanti a cirei valoare este in functie de momentul de torsiune (M), de
modulul de elasticitate transversald (G) si de rasucirea specifica admisibild (0.). Spre exemplu, pentru
arbore din otel cu G = 0,81-10° N/mm? si (0,) conform cu (6.25), atunci kg, = 120~68 daci (M) s-a
determinat cu relatia (6.20), respectiv kg, = 129~73 daca (M;) s-a determinat cu relatia (6.21).

Valorile diametrelor obtinute pe baza criteriului de rigiditate (determinatd prin limita de deformatie
unghiulard) sunt mai mari comparativ cu cele determinate pe baza criteriului de rezistenta, deoarece
conditia de rigiditate impune restrictii mai stricte (respectiv constrangerea este situatd in interiorul
domeniului de deformare elastica). Alegerea diametrelor efective trebuie realizata in functie de conditia
specifica care este determinanta in proiectare.

6.5. Energia de deformare la solicitarea de torsiune

Energia potentiald specifica de deformare (lucrul mecanic specific interior, Ls) poate fi scrisd sub forma:
2

Ty T
_ _v 6.28
Lg = 5G (6.28)

Energia potentiala totald de deformare Tnmagazinata in bara solicitata la torsiune, care este egald cu
lucrul mecanic interior (L), se poate calcula:

2

T

Ud:Li:f Ls.dvzf v (6.29)
Vv Vv

. . ) e ) . Mer . )
tiind cd tensiunea tangentiald se poate calcula cu relatia generald T = —— , lar dV = dA-dx, atunci
g p g I

p
relatia (6.29) devine:

Uy =L f METE A dx = M f 2. dA f d (6.30)
d=Li= . dx = re - . X .
=), 2612 2G-1Z), 1

Dupa efectuarea calculelor, pentru o bard cu sectiune circulard energia de deformare (Ug) In cazul
solicitarii de torsiune se poate calcula cu relatia generald, in care produsul (Glp) poartd denumirea de
modul de rigiditate la torsiune:

M¢ -1 (6.31)
2-G-1

Ud:
p
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Aplicatii rezolvate

Aplicatia 6-1. O bara din otel de sectiune circulard, formata din doud tronsoane cu diametre diferite, este
incastrata la un capat si libera la celdlalt capat, este supusa actiunii unor momente de torsiune cu valorile
date 1n Figura 6.6. Se cere:

(a) Calculul momentelor de torsiune pe fiecare interval
(b) Calculul de verificare al barei, avand rezistenta admisibild a materialului T, = 55 N/mm?
(c) Deformatia la rasucire pe intervalele barei, respectiv deformatia totala a barei.

Rezolvare. (a) Calculul momentelor de torsiune pe fiecare interval

Pentru efectuarea calculelor de verificare al barei, respectiv pentru calculul deformatiilor este necesar sa
se calculeze momentele de torsiune (M;) din sectiunea transversald a sectiunii, respectiv pe fiecare
interval, astfel:

Intervalul 1-2 M, , =800 N-m
Intervalul 2-3 M, , =800—-100 =700 N-m
Intervalul 3-4 M., , =800 —100 + 320 = 1020 N-m

Pe baza rezultatelor teoretice, s-a trasat diagrama de variatie a momentelor de torsiune (M) (Figura 6.6)
si se observa ca, sectiunea transversala aferenta intervalului 4 — 3 este maxim solicitata la torsiune.

M3=320 N'm M;=100 N-m
M;=800 N-m

P 100 mm 150 mm | 300 mm R
1\413_4:1 02
M-.=800
M12_3=700
+ é
Mt * @

[N'm] ~

Fig. 6.6. Diagrama de variatie a momentelor de torsiune

(b) Calculul de verificare — se utilizeaza relatia generala:

_ M unde, pentru sectiunea circulara plina:
Ter = < Ta . d3
Wp T Oer 3
Wp_ef = T , Imm

Avand n vedere ca bara studiata este formata din doud tronsoane cu diametre diferite (d;, d2), modulul
de rezistenta polar (W,) se calculeaza pentru fiecare interval:
- 503

Wy, = T 24543,7 mm?3
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- 603
ST

Cunoscand modulele de rezistentd polare, se face calculul de verificare pentru fiecare tronson solicitat
la torsiune:

= 42411,5 mm?3

Intervalul 1-2 M-, 800-103 .
Tef,_, = W, = 245437 = 32’6W < 1, = tronsonul rezista

Intervalul 2-3 M,—3 700-103 L.
Tef, 5 = W, = 224115 = 16'5W < 1, = tronsonul rezista

Intervalul 3-4 M_, 1020-103 L.
Tefy_, = W, = 224115 = 24'05W < 1, = tronsonul rezista.

(c) Calculul deformatiei la rasucire — se utilizeaza relatia:

_Mt'l

PG

p
pentru care se di: G = 8,1-10* N/mm?.

Se calculeaza momentele de inertie polare pentru fiecare diametru al barei circulare:

- 50%

Iy = —— = 613592,31 mm*
Lo T80t 079345025 mme
p2= "33 © e

Deformatia totala a barei (@wiwi) se calculeza ca suma algebrica a deformatiilor obtinute pe fiecare
interval:

Ptotal = P1-2 T P23 T P34

® _ Mt1—2 ' l1—2 Mt2—3 ' lz—3 Mt3—4 ' l3—4
el TG T G-I, G-Iy
_800-10%-300 .\ 700 - 103 - 150 1020 - 103 - 150
Protal = 577704 61359231

81-10% - 1272345,025 ' 81-10% - 1272345,025
Protal = 0,0073322 [rad]

0,0073322[rad] - 180° .
- = Qrotal = 0,42 [ ]

Ptotal =

Aplicatia 6-2. Care este diametrul minim al unui arbore de sectiune circulard plind necesar pentru

transmiterea unei puteri P = 40 kW la turatia de n = 700 rot/min fard a depasi tensiunea tangentiala
admisibild, 1. = 30 N/mm?.

Rezolvare: Se calculeazd momentul de torsiune transmis, in functie de puterea (P) si turatia (n), astfel:
P[kW]

oty N ml
n [ﬁ

M, = 9550 -
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40
Mt = 9550'm:> Mt = 54‘5,72N'm

Pentru dimensionarea arborelui se utilizeaza expresiile:

W Mk
p_nec T,

W _ L d%ec
p_nec 16

Se egaleaza expresiile (Wp nec) $i se obtine relatia de calcul a diamentrului necesar (dyec):

" d%ec Mt 3 16 - Mt
= —_— =
16 Ta nec - T,

Dupa inlocuirea valorilor teoretice in relatia de mai sus, se obtine valoarea diametrului minim necesar:

316 - 545,72 - 103
dneC = - 30 = dnec = 4‘5,24‘ mm

Valoarea efectiva a diametrului sectiunii transversale se obtine alegdnd valoarea imediat superioarad (der
> dyec) $1 rezultd o bara circulard cu diametrul efectiv:

der = 46 mm

Dupa dimensionarea barei, se face calculul de verificare:

M unde, pentru sectiunea circulara plind:
Tef =5 =T, . g3
Wp T def 3
W, = T [mm?]
Modulul de rezistenta polar este:
- 463 . .
Wy =—— =W, =19,11-10° mm

Se efectueaza calculul de verificare:

| 545,72+ 10°
Tef = 7911-103

= 28,66 <t

mm?2 ~ @

Din calculul de verificare rezultd cd bara cu diametrul efectiv der = 46 mm rezistd la momentul de
torsiune aplicat.

Aplicatia 6-3. Pentru o bard circulara incastratd la un capat, cu lungimea de 2 m si avand sectiunea
constanta cu der = 50 mm, se cere sa se calculeze:

(a) Momentul de torsiune capabil care poate fi aplicat pe capatul liber al barei. Se cunoaste rezistenta
admisibild a materialului, T, = 96 N/mm?
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(b) Energia potentiald de deformare cumulatd de bara. Se cunoaste modulul de elasticitate transversala
al materialului, G = 0,81-10° N/mm?.

Rezolvare: (a) Calculul momentului de torsiune capabil

Momentul de torsiune capabil se calculeaza utilizind formula datd in Tabelul 6.1, M¢ cap = Wy ef * Ta.
Este necesar sa se calculeze modulul rezistenta polar:

- 503 5 5
Wp_ef = T = Wp_ef = 24,54 -10 mm

Se calculeaza momentul de torsiune capabil:

M cap = 24,54 -10%-96 = M, = 2,35kN-m

(b) Calculul energiei potentiale de deformare

Energia potentiala de deformare se calculeaza utilizand relatia (6.24) 1n care, pentru aceastd aplicatie,
momentul de torsiune (M) se inlocuieste cu cel capabil calculat la punctul anterior. Se obtine expresia
generala:

_ Mtzcap -1

U, =
172G,

Se calculeaza momentul de inertie polar al sectiunii transversale:

_1't-504

p 32

=1, = 61,35-10* mm®

Energia potentiala de deformare din bara se calculeaza:

~ (2,35-10%-10%)%-2-10°

= —112,52-10° N -mm = 112,52 N -
4= 72.0,81-10°- 61,35 - 10 mm m (sau J)

Aplicatia 6-4 [22]. Se considera un arbore cu sectiune circulara plind prin intermediul caruia se transmite
puterea P = 50 kW a unui motor electric de actionare la o roatd dintatd. Rezistenta admisibila a
materialului la torsiune este T. = 45 N/mm?. Se cere si se determine diametrul efectiv al arborelui daci
acesta se roteste cu turatia n; = 600 rot/min (Cazul 1), respectiv cu n2 = 3500 rot/min (Cazul 2).

Rezolvare. Cazul 1. Se calculeaza momentul de torsiune transmis, in functie de puterea (P) si turatia ni
= 600 rot/min, astfel:

P[KW]
Mt = 9550 . I‘Ot
[l
50
My = 9550 === My = 79583 N-m

Pentru calculul diamentrului necesar (dyec) al arborelui se utilizeaza expresiile:
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Dupa inlocuirea datelor teoretice in relatia de mai sus, se obtine valoarea diametrului minim necesar:

3/16-795,83 - 103
dinec = - 45

= dinec = 44,82 mm

Valoarea efectiva a diametrului sectiunii transversale se obtine alegand valoarea imediat superioara (der
> dpec) s1 rezulta diametrul efectiv:
dier = 45 mm

Cazul 2. In mod similar, se calculeazid momentul de torsiune (M) in functie de puterea motorului (P),
insa arborele se roteste cu turatia no = 3500 rot/min.

50
Mtz = 9550 ) ﬁ = Mtz = 136,4‘2 N-m

Se calculeaza diametrul necesar minim al arborelui:

3/16-136,42-103
donec = - 45

= dopec = 24,90 mm

Valoarea efectiva a diametrului sectiunii transversale se obtine alegdnd valoarea imediat superioara (der
> dpec) s1 rezulta diametrul efectiv:

dzer = 25 mm

In urma efectuarii calculelor, rezultd ca dier > dzer, respectiv cu cét viteaza de turatie (n) este mai mare
cu atat dimensiunea arborelui (sectiunea transversald) este mai micd. Acest fapt se datoreaza
urmatoarelor aspecte:

a) Puterea transmisd (P) este constantd, respectiv nu se modificd caracteristicile mecanice ale
materialului (ta)

b) Momentul de torsiune (M) scade la turatii mari, conform relatiei (6.20)

c¢) Diametrul necesar (sau minim) al arborelui depinde de momentul de torsiune (M) si de caracteristica
geometricd (Wp), nu direct de puterea motorului (P)

d) Cand momentul de torsiune scade, solicitarea mecanica (torsiunea) asupra arborelui este mai redusa.
In aceste conditii, pentru ca arborele sd reziste la torsiune fara a depasi limita admisibila (ta), nu mai este

necesar un diametru mare. Astfel, un arbore cu diametru mai mic poate asigura in continuare rezistenta
16Mt

ceruta, conform relatiei dintre momentul de torsiune (M) si diametrul arborelui (d): T = —
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