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PREFATA

Acest indrumar de laborator este elaborat cu rol de anexa pentru cursul Teoria sistemelor 11,
predat la sectia Automatica si Informatica Aplicata din cadrul Facultatii de Automatica si
Calculatoare, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca. Suplimentar, lucrarea poate fi par-
cursa cu rol de indrumator aplicativ pentru inginerii din domeniul reglarii si folosit pentru
consolidarea cunostintelor teoretice elementare in vederea realizarii cercetarii in domeniu.
Obiectul principal de studiu este dat de analiza si sinteza sistemelor liniare si invariante in
timp (engl. Linear Time-Invariant (LTI) systems).

Indrumarul este structurat in patru sectiuni: primele trei dedicate procesului de predare
si aprofundare a materiei, iar ultima destinata recapitularii si autoevaluarii. Partea I, intitu-
lata “Raspunsul in frecventa al sistemelor LTT”, prezinta modalitati de trasare si interpretare
a diagramelor clasice utilizate pentru reprezentarea raspunsurilor sistemelor LTI la intrari
sinusoidale. Suplimentar, aceasta parte prezinta si criteriul Nyquist de stabilitate in bucla
inchisa, pe baza caruia se pot deduce performante ale sistemelor de reglare. Partea a Il-a,
intitulata “Sisteme LTI numerice”, trateaza tehnicile de discretizare ale sistemelor LTI con-
tinue pentru implementarea pe calculator. Sunt discutate proprietatile sistemelor numerice
comparativ cu cele continue, precum si particularitatile acestora. Partea a IlI-a, “Realizari
de stare. Proprietati algebrice ale sistemelor LTT”, acopera principalele proprietati ale siste-
melor LTT din perspectiva algebrica, precum controlabilitatea si observabilitatea, cu aplicatii
clasice precum algoritmul de reactie de la stare si estimatorul de stare. Se introduce con-
ceptul de sistem multivariabil si se generalizeaza notiunile de singularitate, forma minimala,
evidentiind necesitatea utilizarii algoritmilor stabili numeric. In final, Partea a IV-a, “Reca-
pitulare. Aplicatii. Autoevaluare” propune modele de cerinte pentru verificarea cunostintelor
acumulate, oferind oportunitatea de a aplica in mod practic si organizat conceptele studiate.

Se lucreaza in mediul MATLAB®. In acest sens, vor fi necesare extensiile Simulink®
si Control System Toolbox™. Pentru analiza sistemelor LTI in contextul lucrarii de fata,
pot fi utile si extensiile System Identification Toolbox™™, respectiv Signal Processing
Toolbox™. Pentru o intelegere in profunzime a conceptelor prezentate in lucrarea de fati,
sunt necesare urmatoarele preconditii: Analiza matematica, Matematici speciale in inginerie
(Analiza complexa), Algebra liniara si geometrie analitica, Teoria sistemelor I, Electrotehnica,
Bazele circusitelor electronice.

Autorii, Septembrie 2025.
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Lucrarea 1

Conceptul de raspuns in frecventa. Analiza
tipului filtrului

1.1

1.2
1.3
1.4

Raspunsul sistemelor LTI la

intrari armonice . . . . . . .. 18
Analiza tipului filtrului . . . . 19
Exemplu rezolvat . . . . . .. 20
Analiza tipului filtrului in

MATLAB ... ... ... .. 21

17

In aceastd lucrare se prezinti conceptul de
raspuns in frecventa al sistemelor LTI SISO
reprezentate prin model de tip functie de
transfer si se prezinta modalititi elementare
de deducere a naturii filtrului sistemului pe
baza raspunsului la intrari sinusoidale.



Conceptul de rdaspuns in frecventd. Analiza tipului filtrului

1.1 Raspunsul sistemelor LTI la intrari armonice

Réaspunsul unui sistem LTI SISO (engl. Single Input, Single Output) descris prin functia de
transfer H(s) la o intrare armonica de tipul u(¢) = sin(wt), a carei transformata Laplace este
U(s) = L{u(t)} = =75, se calculeaza astfel:

w

$2 4+ w?

w0 = £ {H0) - 2 = uto) + 00, (L)
unde y,(t) este componenta libera sau tranzitorie, iar y,(t) este componenta permanenta sau
raspunsul fortat. In componenta tranzitorie intervin modurile sistemului gi aceasta determina
regimul tranzitoriu. Componenta permanenta a unui sistem LTT este data de:

yp(t) = |H(jw)|sin (wt + LH (jw)), (1.2)
adica iegirea este tot o sinusoida avand aceeasi pulsatie, dar este amplificata si defazata.

e Se spune ca iesirea y,(t) corespunzitoare pulsatiei w > 0 este amplificatda daca
|H(jw)| > 1, respectiv atenuata daca |H (jw)| < 1.

e Se spune cd lesirea y,(t) corespunzétoare pulsatiei w > 0 este cu avans de faza daca
ZH(jw) > 0, respectiv cu intarziere de faza daca ZH (jw) < 0.

In Figura 1.1 sunt prezentate atat semnalul de intrare (un semnal sinusoidal de amplitudine
1), cat gi semnalul de iegire. De asemenea, au fost evidentiate amplitudinea semnalului de
iesire si defazajul dintre semnalul de intrare si cel de iegire, care coincid cu modulul, respectiv
faza numarului complex H(jw). De remarcat faptul ca semnalul de intrare gi cel de iegire au
aceeasi pulsatie.

: Regii:n stationar

Figura 1.1: Raspunsul unui sistem LTI la o intrare sinusoidala.

Timp[s]

Exista doua criterii pentru alegerea pragurilor semnalelor sinusoidale de intrare considerate
taiate sau trecute la iegirea unui filtru:

e in electronicd se considera pragul de —3 [dB], echivalent cu atenuarea amplitudinii
semnalului de iegire la valoarea de ‘/75 din valoarea amplitudinii semnalului de intrare;
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e in ingineria reglarii automate, pentru utilizarea criteriilor de stabilitate in domeniul
frecvential, se considera pragul de 0[dB], motivat de distanta locului de transfer fata
de punctul critic —1 4 0j.

In analiza si proiectarea sistemelor LTI sunt de dorit diagrame care pot cuprinde intervale
intregi de frecvente (sau pulsatii). Pe baza reprezentarii algebrice, respectiv trigonometrice
a numerelor complexe, se disting trei diagrame des utilizate pentru a reprezenta raspunsul in
frecventa al sistemelor LTT:

e diagrama Nyquist (locul de transfer /hodograful):
— H(jw) = Re{H(jw)} + jIm {H (jw)};

— (Re,Im), unde axa Ox reprezinta partea reald, iar axa Oy reprezinta partea ima-
ginard a locului de transfer H(jw). Pulsatia este implicita;

e diagrama Bode:
— H(jw) = |H(jw)|e/ 0,

— (w, |H(jw)|*®) — caracteristica de modul, unde axa Oz reprezintd pulsatia in ra-
diani pe secunda, afisata in scara logaritmica, iar axa Oy reprezintd modulul
functiei de transfer H(jw) in decibeli;

— (w, ZH(jw)[rad]) — caracteristica de faza, unde axa Oz este pulsatia in radiani pe
secunda, afisatd in scara logaritmica, iar axa Oy este faza functiei de transfer
H(jw) in radiani sau grade;

e diagrama Nichols:
- H(jw) = [H(jw)|e/ "),

— (£H(jw)[rad], |H (jw)|*?), unde axa Oz este faza functiei de transfer H(jw) in
radiani sau grade, iar axa Oy este modulul functiei de transfer H (jw) in decibeli.
Pulsatia este implicita.

1.2 Analiza tipului filtrului

Se considera sistemul descris prin functia de transfer proprie H(s):

Yls)]  _B80s)
U(s) CI=0 a(s)’

avand polinoamele ((s) si a(s) de grad m si n, respectiv.

Pentru a analiza daca o intrare armonica de pulsatie data wy este taiata sau este lasata sa
treacd, putem apela la modelul de tip functie de transfer. Astfel, putem compara raportul
dintre amplitudinea semnalului de intrare si amplitudinea semnalului de iesire cu valoarea
‘/75, valoare care corespunde celor —3 [dB] din electronica, i.e. energia semnalului de iesire
este la jumétate din cea a intrarii. Asadar:

H(s) = (1.3)
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Y 2
e daca ‘ (o) ‘ |H (jwo)| > \/—— , atunci semnalul u(t)=sin(wopt) este considerat trecut;
U(jwo) 27
e daca Y{jwo) = |H(jwy)| < £ , atunci semnalul u(t) = sin(wyt) este considerat taiat.
U(jwo) 2’
]Wo

Pentru a determina tipul filtrului, putem studia comportamentul in zona frecventelor joase,
in zona frecventelor inalte si, la nevoie, in zona frecventelor medii. Astfel:

e in zona frecventelor joase avem: liIr[l) |H (jw)|, cantitate ce trebuie comparata cu PX
w—>

e in zona frecventelor inalte avem: lim |H (jw)|, cantitate ce trebuie comparatd cu -
w—r00

Daca una dintre limite este peste valoarea de prag, iar cealalta sub valoarea de prag, atunci
natura filtrului poate fi determinatd doar pe baza acestora, fiind filtru trece jos (FTJ) sau
filtru trece sus (FTS). Suplimentar, daca circuitul taie frecventele foarte mici si foarte mari,
dar trece frecvente intermediare, acesta se numeste filtru trece banda (FTB). Reciproc, daca
circuitul trece frecventele foarte mici si foarte mari, dar anuleaza frecvente intermediare,
acesta se numeste filtru opreste banda (FOB).

1.3 Exemplu rezolvat

Se considera circuitul RLC paralel din Figura 1.2, avand modelul descris prin functia de
transfer (deducerea se face pe baza legilor lui Kirchhoff):

1
=~S
H(s) = RC . 1.4
() S+ s+ (1.4)

Vin o M T d Vout

@ 1 9

Figura 1.2: Circuit RLC paralel.

In baza rationamentului prezentat in sectiunea anterioara avem:
lim | () = Jim | ()| = . (15)

ceea ce inseamna ca filtrul ar putea trece doar frecvente medii. Pentru a verifica daca acest
lucru este posibil, incercam frecventele deduse pe baza termenului liber. Astfel, dacd ne



1

w

Conceptul de raspuns in frecventd. Analiza tipului filtrului 21

uitdm la un semnal de pulsatie (i.e., pulsatia naturala a circuitului):

(1.6)

ceea ce inseamna cd semnalele cu pulsatii cuprinse in jurul acestei valori vor fi trecute,
si putem concluziona cd avem un filtru trece banda (FTB). Dar, analiza propusa este una
succinta si incompleta. Traterea adecvata a acestei probleme se poate realiza prin reprezentari
grafice in frecventa.

1.4 Analiza tipului filtrului in MATLAB

Pentru a analiza tipul filtrului in MATLAB pornind de la relatia intrare-iesire putem utiliza
rutina tf, pentru a ne declara functia de transfer in MATLAB, si putem utiliza rutina 1sim
pentru a simula raspunsul sistemului la o intrare data. Aceste functii se apeleaza astfel:

e H=tf (num,den), unde num si den sunt numaratorul si, respectiv, numitorul f.d.t.;

e y=1sim(H,u,t), unde H este un obiect de tip functie de transfer, u este semnalul de
intrare si t este timpul de simulare.

In cazul sistemului din Figura 1.2 consideram un rezistor avand rezistenta R = 2.2[Q)], o
bobina avand impedanta L = 0.1[mH] si un condensator avand capacitatea C' = 4.7[uF].
Folosind figierul sursa descris mai jos, putem obtine raspunsul la intrare sinusoidala pentru
trei pulsatii relevante: pulsatia medie wy, impreuna cu o decada in stanga si una in dreapta
acestei pulsatii. Raspunsurile sistemului la intrarile descrise sunt reprezentate pe 10 perioade
in Figura 1.3.

R=2.2;, L =1e—4; C= 4.7e—6;

% declararea functiei de transfer

H= tf([1/R/C 0],[1 1/R/C 1/L/C]);

% valoarea pulsatiei centrale

w0 = 1/sqrt (LxC);

% raspunsul sistemului la intrare sinusoidala de pulsatie w0/10,
w0, w0%10 (o decada in stanga si o decada in dreapta pulsatiei
centrale)

% simulare pe 10 perioade
T1 = 2xpi/(w0/10);

tl = 0:T1/100:10%T1;

ul = sin(w0/10%t1);

yl = Isim (H,ul,t1l);

T2 = 2xpi/w0;
t2 = 0:T2/100:10%T2;
u2 = sin (w0*t2);
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y2 = lsim (H,u2,t2);

T3 = 2%pi/(10xw0) ;

t3 = 0:T3/100:10%T3;
ud = sin (w0x10%t3);
y3 = lIsim (H,u3,t3);

figure

subplot (311); plot(tl,yl, LineWidth’ ,1.5); hold on
yline (sqrt(2) /2, r’, LineWidth’ ;1.5), ylim (| —1,1])
title ('Raspunsul la intrarea u(t)=sin(w_0/10xt)")
xlabel ("Timp |[s]| '), ylabel('u ¢ |V]|")

subplot (312); plot(t2,y2, LineWidth’ ,1.5); hold on
yline (sqrt(2) /2, r’, LineWidth’ ;1.5), ylim ([ —1,1])

title (’Raspunsul la intrarea u(t)=sin(w_0xt)’)
xlabel ("Timp [s]| '), ylabel('u ¢ |V]")

subplot (313); plot(t3,y3, LineWidth’ ,1.5); hold on
yline (sqrt (2) /2, v, LineWidth’ ;1.5), ylim([—1,1])
title ('Raspunsul la intrarea u(t)=sin(w_0%10xt)’)
xlabel ("Timp |[s]| '), ylabel('u ¢ |V]|")

Raspunsul la intrarea u(t)=sin(wy/10*t)
T T T T

uc [V]
{
1

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Timp [s]
Raspunsul la intrarea u(t)=sin(wy*t)

0.012

0.014

U [V]
o
-

1

1

1

Timp [s]
Raspunsul la intrarea u(t)=sin(wy*10*t)
T T T T

ETATAVATATATAATATEY

14
%108

U [V]
E
1

Timp [s]

1.2

1.4
x10

Figura 1.3: Simularea raspunsului la intrare sinusoidala pentru evidentierea tipului filtrului.
Se remarci suplimentar pragul de v/2/2 & 0.707 afisat in culoarea rosie.
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In aceastd lucrare se prezinta modalitati de
trasare a diagramei Nyquist pe foaie, respec-
tiv utilizand mediul MATLAB pentru sis-
teme de tip LTI SISO descrise prin functii
de transfer. Suplimentar, se prezinta propri-
etati ale diagramei Nyquist si interpretarea
acesteia pentru a deduce componenta per-
manenta a iesirii in cazul unei intrari sinuso-
idale, respectiv natura filtrului sistemului.
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2.1 'Trasarea diagramei Nyquist

Pentru trasarea diagramei Nyquist a unei functii de transfer rationale H(s) se recomanda
urmatorii pasi:

1. determinarea partilor reale si imaginare in functie de variabila jw:

H(jw) = Re {H (jw)} + jlm {H(jw)} . (2.1)

2. determinarea capatului de frecventa joasa (CFJ) in planul complex:

CFJ: lim H(jw)=x, +jyi, 21,51 € R =R U {+o0}. (2.2)

w—0,w>0

3. determinarea capatului de frecventa inalta (CFi) in planul complex:

CFi : lim H(jw) = X9 + JY2, Ta, Yo € R. (23)

w—00

4. determinarea intersectiilor cu axele de coordonate:

(a) intersectia cu axa reald prin rezolvarea ecuatiei:
Im{H(jw)} =0, w>0,w # . (2.4)

In cazul in care ecuatia anterioara prezinti solutii w* convenabile, atunci intersectiile
se vor gasi in punctele (Re {H (jw*)},0) din planul complex.

(b) intersectia cu axa imaginard prin rezolvarea ecuatiei:
Re{H(jw)} =0, w > 0,w # 0. (2.5)

In cazul in care ecuatia anterioara prezinta solutii w* convenabile, atunci intersectiile
se vor gasi in punctele (0, Im {H(jw*)}) din planul complex.

5. trasarea diagramei pornind din CFJ, urmarind intersectiile cu axele de coordonate,
ajungand la CFI. De urmarit la pasii 2 si 3 daca partea reala sau imaginara domina
pentru a reprezenta corect directiile pe grafic.

2.2 Probleme

Problema 2.2.1: Si se traseze si sa se interpreteze diagrama Nyquist pentru urmatoarele
functii de transfer:

) Hs) = ——; ) H(s) = i
b) H(s)= 5 r— Q) H(s) = gy

§)=—r-—
652 +5s+ 1
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) H(s) = o 9 HE) =

f) H(s)zg,K>0,n€{0,1,2,...}; 1) H(S)ZJES—T?Q;

g) H(s) = %; m) H(s) = %;

b) H(s)= %; n) H(s) = (3s_+4 (11)(28—;52 1)
i) H(s) = %; o) H(s) = %;

) ) = ) H(s) =

Rezolvare 2.2.1.c): Conform algoritmului prezentat in sectiunea anterioara rezulta:

1. determinarea partilor reale si imaginare in functie de variabila jw:

, Jjw+0.5 0.5 — w? , —0.5 — 0.5w?
H(jw) = - T = 5 T SV EEIR (2.6)
jw(—w?+jw+1) (1 -w?)’ 4w w((1—w?)” +w?)

2. determinarea capatului de frecventa joasd (CFJ) in planul complex:

CFJ: lim H(jw)=0.5— oc0j. (2.7)
w—0,w>0

3. determinarea capatului de frecventd inaltd (CFI) in planul complex:

CFI: lim H(jw)=—0—0j, (2.8)

w—r00

unde partea reald se obtine dintr-un raport de polinoame de gradele 2 si 4 (echivalent
cu 3 i b), iar partea imaginarad se obtine dintr-un raport de polinoame de gradele 2 si
5. Prin urmare, pentru w — oo partea imaginara tinde la zero inaintea partii reale, de
unde rezulta ca locul de transfer tinde spre origine tangent la axa reala negativa.

4. determinarea intersectiilor cu axele de coordonate:
(a) intersectia cu axa reald prin rezolvarea ecuatiei:
Im{H(jw)} =0 & -05-05w>=0 & W’ +1=0 = Hw>0, (2.9)
rezultand ca nu exista intersectii cu axa reala.

(b) intersectia cu axa imaginard prin rezolvarea ecuatiei:

Re{H(jw)} =0 ©w2:0.5$wzng [rad/s]. (2.10)
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Rezulta un punct de intersectie in (O, Im {H (j%i) }) = (0, —\/5), pentru w =

\/75 [rad/s].

5. trasarea diagramei pornind din CFJ, urmarind intersectiile cu axele de coordonate,
ajungand la CFI, rezultand graficul din Figura 2.1.

Nyquist Diagram

T T T T T T T T
O-i- //—’— B
AF s 4
Response H \.
Real -0.549
. Response H
w 2T . 'mag'"ag -0'18;(1; Real 0.000645 1
E: requency (rad’s) 1. Imaginary -1.41
> 3F Frequency (rad/s) 0.707
IS
£
&
E
5
6
_7 e 1 1 | 1 1 1 1 E
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
Real Axis

Figura 2.1: Diagrama Nyquist pentru sistemul 2.2.1.c), cu evidentierea citirilor de la
pulsatiile w = 0.707 [rad/s| si w = 1.06 [rad/s].

2.3 Interpretarea diagramei Nyquist

Conform axelor de coordonate ale diagramei Nyquist, pulsatia este implicita.
Pentru a exemplifica interpretarea diagramei Nyquist se considera doua puncte arbitrare
precum in Figura 2.1:

e Pentru pulsatia w = 1.06, se citeste partea reald 8 = —0.549, respectiv imaginara
& = —0.871 corespunzatoare locului de transfer H(j - 1.06), ceea ce denotd cd, pentru
semnalul de intrare u(t) = sin(1.06¢), componenta permanenta a iesirii devine:

Yp(t) = /(—0.549)2 + (—0.871)2 - sin (1.06¢ + atan2(—0.871, —0.549))
= 1.0296 - sin(1.06t — 2.1332),

fiind putin amplificata, respectiv cu intarziere de faza (vizibil cadranul III).

e Pentru pulsatia w = ‘/75 ~ 0.707, se citeste partea reald R = 0, respectiv imaginara

& = —+/2 corespunzatoare locului de transfer H(j - \/75), ceea ce denotd cid, pentru

semnalul de intrare u(t) = sin(%t), componenta permanentd a iesirii devine:

yp(t) = 1/ 02 + (—V/2)2 - sin (?t + atan2(—V/2, 0)> — /2 sin (gt _ g) :
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fiind amplificata, respectiv cu intarziere de faza. Acest caz este intersectia cu axa
imaginara.

2.4 Trasarea Diagramei Nyquist in MATLAB

In MATLAB exista functia nyquist, care se poate apela astfel:

nyquist (SYS): apare graficul automat;

[RE,IM] = nyquist(SYS,W): se returneaza vectorii partilor reale si imaginare ale lo-
cului de transfer pentru pulsatiile din vectorul W specificat;

[RE,IM,W] = nyquist(SYS): se returneaza vectorii partilor reale si imaginare ale lo-
cului de transfer pentru pulsatiile din vectorul W dedus automat.

Observatie: Calculele, respectiv trasarea diagramei se pot efectua si pentru pulsatii nega-
tive, caz in care graficele pentru domeniul negativ si cel pozitiv devin simetrice fata de axa
reald. Functia nyquist din MATLAB traseaza graficul implicit si pentru domeniul negativ,
respectiv poate fi inlaturat debifand optiunea print-un click dreapta — Show — Negative
frequencies, conform Figurii 2.2.

Nyquist Diagram

Responses

Characteristics ~ »
Show » Negative Frequencies
Grid
05 i
Zoom on (-1,0)

Specify frequency...

Imaginary Axis
?
T

Properties ...

15 1 1 I 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Real Axis

Figura 2.2: Optiunea de dezactivare a afisarii pulsatiilor negative.

2.5 Determinarea naturii filtrului

Pentru a determina natura filtrului folosind diagrama Nyquist ne orientam dupa cercul uni-
tate (ceea ce implica pragul de valoarea 1). Daca punctul corespunzitor pulsatiei w este in

nyquist (SYS,WMIN,WMAX): apare graficul automat trasat pentru domeniul w € [WMIN, WMAX];
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interiorul cercului unitate, semnalul este considerat taiat, altfel este considerat trecut. Tot cu
ajutorul intersectiilor cu cercul unitate se poate deduce si banda de trecere. In mediul MA-
TLAB acest lucru se poate face folosind Characteristics — Minimum Stability Margins,

precum in Figura 2.3.

Pentru circuitul cu locul de transfer din Figura 2.3 reiese faptul ca este un filtru trece
jos cu banda de trecere w € (0,1.41] [rad/s|, deoarece vectorii din origine la locul de
transfer H(jw) se gasesc in afara cercului unitate (i.e., amplitudinea sinusului de la intrare

Trasarea si interpretarea diagramei Nyquist

este amplificata la iesire) pentru acele valori ale pulsatiilor.

Figura 2.3: Afisarea cercului unitate pe diagrama Nyquist a unui filtru trece jos.

Pentru circuitul cu locul de transfer din Figura 2.4 reiese faptul ca este un filtru trece

Imaginary Axis

Nyquist Diagram

Response H

Phase Margin (deg) -70.5
Delay Margin (seconds) 3.57
Frequency (rad/s) 1.41
Closed loop stable? No

Responses »

Characteristics ~ »
Show »
Grid

Zoom on (-1,0)

Full View

Specify frequency...

Properties ...

Peak Response

Al Stability Margins

Minimum Stability Margins

-1.5
Real Axis

bandd cu banda de trecere w € [0.457,2.2] [rad/s].

Imaginary Axis

Figura 2.4: Raspunsul in frecventa al unui circuit de tip filtru trece banda.

Nyquist Diagram

Response H

Real 0.000513

Imaginary 0.0269
Frequency (rad/s) 0.0135

Response H

Phase Margin (deg) -120
Delay Margin (seconds) 9.17
Frequency (rad/s) 0.457
Closed loop stable? Yes

25

i -
i Response H !
0.2 Real 0.000176 b
’ Imaginary -0.0116
-0.4 | Frequency (rad/s) 405 Response H -
06k & Real 0.503 |
' N Imaginary -0.864
08k AN - Frequency (rad/s) 2.2 i
-1 L = " J\I
-1 -0.5 0.5 1 1.5
Real Axis
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In aceastd lucrare se prezinta modalitati de
trasare a diagramei Bode pe foaie, respec-
tiv utilizand mediul MATLAB pentru sis-
teme de tip LTI SISO descrise prin functii
de transfer. Suplimentar, se prezinta pro-
prietati ale diagramei Bode si interpretarea
acesteia pentru a deduce componenta per-
manenta a iesirii in cazul unei intrari sinuso-

idale.
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3.1 Aproximarea diagramei Bode prin asimptote

O functie de transfer poate fi scrisa ca raport de polinoame date sub forma de produse
de termeni de gradul I sau II. Se evidentiaza astfel singularitatile reale, respectiv complex

conjugate:
2 o
o 2C.
H(Tis—l—l)n OS +O—Cls+1
K Wn,i Wn,i
H(s)=—" - . (3.1)
sP ~ S 2 2Cj
Tys+1) ) syt
11 ( ! 11 (Wn,j) Wn,j
Prin utilizarea de aproximaéri ale modulului si ale fazei pentru termenii de ordinul I gi II se pot
obtine aproximari ale modulului si fazei pentru orice functie de transfer. Aceste aproximari
introduc erori ale modulului de pana la 3, respectiv 6 [dB] in jurul pulsatiilor de frangere.
Caracteristica de modul a functiei de transfer se traseaza in decibeli, ceea ofera fiecarui

termen de tip pol, zero sau factor de proportionalitate un efect aditiv. O cantitate X > 0 se
transforma in decibeli prin urmatoarea formula de legatura:

xdB

X =201gX & X=10=. (3.2)

Pentru componentele din structura generald (3.1), caracteristica de modul se calculeaza
prin formula:

2 o
. ° . W 2 i
|H(jw)|dB:|K|dB+2201g‘Tijw+l‘—i—ZQOlg (j > +oigw+1

wn,i wn,i
. iw\? 2

—20plgw — ) 201g Tjjw—l—l‘—ZQOIg ((j ) +#jw+1,
n,j n,J

fiind usor trasata pe foaie pe baza urmatoarelor aproximari:

e pol real si negativ, %ﬂ, cu modulul o dreapta cu panta de 0 [dB] pana la pulsatia de
frangere wy = 7, urmata de o panta de —20 [dB/dec]; introduce un defazaj in domeniul
(0°,—90°);

MdB 4
0 (l)(,‘:T (rad/sec
(Ingscal;)
1 -20dB/dec
T -] + 1 ¢dgg
0 (J)C:T (rad/sec
: (log scale)
-45 _N
R S
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e zerou real si negativ, T's + 1, cu modulul o dreaptd cu panta de 0 [dB] pana la pulsatia
de frangere wy = %, urmata de o panta de +20 [dB/dec]; introduce un defazaj in
domeniul (0°,490°).

Mds
20dB/dec
0 rad/sec
. . o= 1T (log scale)
"8 + ¢deg 3
,,,,,, 90
45f-——----=>
: wrad/sec
0 1 (log scale)
We="

e pereche de poli complex conjugati cu partea reala negativa, m, cu modulul o
2 =5

wn, w

dreaptd cu panta de 0 [dB] pana la pulsatia de frangere wy = w,,, urmata de o panta
de —40 [dB/dec]; introduce un defazaj in domeniul (0°, —180°).

MdB 4
0 We=Wn rad/sec
(log scale)
-40dB/dec
1
1 .2 2¢ (])'1'9.9
5 =541

wn + Wn + 0 Wc=Wn mrad/sfc
; (log scale)

|

|

90 b-————-—-——-
sl

2
e pereche de zerouri complex conjugate cu partea reala negativa, (j) + %S + 1, cu

modulul o dreaptd cu panta de 0 [dB] pana la pulsatia de frangere w; = w,,, urmata de
o pantd de +40 [dB/dec]; introduce un defazaj in domeniul (0°, +180°).

MdB 4
40dB/dec
0 (rad/sec
=0, (log scale)
EHC S
ws Wh, ¢ deq 4
B 2
90—~ :
: @rad/sec
0 We=Wn (log scale)
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e pol in origine, i, cu modulul o dreapta cu panta de —20 [dB/dec] si care intersecteaza

axa pulsatiilor in pulsatia “de frangere” w; = 1 [rad/s]; introduce un defazaj constant
de —90°;

e zerou in origine, s, cu modulul o dreapta cu panta de +20 [dB/dec] si care intersecteaza
axa pulsatiilor in pulsatia “de frangere” w; = 1 [rad/s]; introduce un defazaj constant

de +90°.
MdB 4
-20, dec_—
rad/sec
K /K-j 1 K n=1 (log ;cale)
S_'”' (I)deg A
90 n=-1
0 n=0 corati/sec
90 (log scale)
n=1

Pentru caracteristica de faza se recomanda calculul defazajelor functiei de transfer
pentru o serie de pulsatii reprezentative, pornind de la formula (3.1):

2 )
o ) 2C.
AH(jw)leJrZA(Tiijrl)JrZZ (;w> R

Wni Wni

7 L jw 2
—pE—ZA(TijJrl)—ZZ((%J) +E,Jjjw+1 :

Pentru calculul corect al argumentului unui numar complex z = x + jy, se recomanda
functia atan2(y,x) (atentie la ordinea argumentelor!), care se definegte pe baza cercului
trigonometric in felul urmator:

(atan(%)7 dacax > 0siy > 0 (QI),
dacax < 0siy > 0 (QII),
, daca z < 0siy < 0 (QII),
atan2(y,x) = ¢ 27 — atan(|¥|), dacdxz > 0siy < 0 (QIV), (3.3)
+7, dacaxz =0siy > 0,
-3 dacaxr =0siy <0,

\nedeﬁnité, dacazrz =y = 0.
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3.2 Probleme

Problema 3.2.1: Sa se traseze si sa se interpreteze diagrama Bode pentru urmatoarele
functii de transfer:

)
f)

g)

H(s)=8T5; h) H@):%;
HO) = ) H(s) = st
H(s) =222, A = R
HO) = oy ) H(s) = 5

HS) = s ) H(s) = g
M= W O =
H(s) = ?n K>0,ne{0,1,2...} n) H(s) = s(s+51)0(2+30)'

Rezolvare 3.2.1.c):

1.

se aduce functia de transfer la forma standard (normalizatd) pentru termeni de

ordinul T si II:

4 &s+1

H(s) = -2
7 %8+1

(3.4)

si se evidentiazd trei componente: (I) factorul de proportionalitate K = 4/7, (II)
polinomul zeroului (%S + 1), (III) polinomul polului (%5 + 1);

. se ordoneaza crescator pulsatiile de interes, mentionandu-se dupa fiecare pulsatie panta

dreptei cu care va fi modificat modulul: w; = 20 [rad/s| (+20 [dB/dec]), wy = 70 [rad/s]
(—20 [dB/dec));

. se stabileste domeniul de reprezentare al diagramei, prin stabilirea unei decade la stanga

si a unei decade la dreapta fata de cea mai mica, respectiv cea mai mare dintre pulsatiile
de interes (cele provenite din integratoare/derivatoare pot fi ignorate, deoarece nu se
schimba panta in acele cazuri): w € [10°,103];

se plaseaza pulsatiile de interes pe axele Ox ale celor doua caracteristici, in scara
logaritmica. Pentru a deduce cu ugurinta rapoartele pentru plasarea pulsatiilor intr-o
anumita decada se poate folosi Tabelul 3.1:

De exemplu, pulsatia de 20 [rad/s| se plaseazd la 30% din decada [10,100], iar 700
[rad/s| se plaseaza la 85% din decada [102,10%].
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\ w \ lgw \ ~lgw \

1 0 0

2 10.3010 | 0.30
3104771 | 0.50
4 1 0.6021 | 0.60
510.6990 | 0.70
6 | 0.7782 | 0.80
7 10.8451 | 0.85
8 10.9031 | 0.90
9 10.9542 | 0.95

Tabelul 3.1: Aproximarea logaritmului zecimal pentru amplasarea pulsatiilor

5. se calculeaza aproximari ale modulului conform termenilor din structura functiei de
transfer:

e delaw =11aw = 20 [rad/s|, modulul este determinat doar de factorul de
proportionalitate transformat in decibeli: 201g 2 ~ 20 - (0.6 — 0.85) = —5 [dB];

e de la w =20 la w = 70 [rad/s| apare o dreaptd cu panta de +20 [dB/dec] (con-
tributia zeroului real gi negativ), care in 70 [rad/s| ajunge la o amplificare de
—5 [dB] + 20 [dB)] - (0.85 — 0.3) = —5 [dB] + 20 [dB] - 0.55 = 6 [dB];

e dupid w = 70 [rad/s|, panta se modificd de la +20 [dB/dec] la +20 — 20 =
0 [dB/dec], iar modulul “ramane” in 46 [dB] pentru intreg domeniul de pulsatii
pozitive mai mari decat 70 [rad/s|;

6. se calculeaza defazajul functiei de transfer:

: 4 1. 1. w w
ZH(jw) = 4?—%4(%]@()4—1) —4(7—ij+1) = 0+ atan (%> — atan (7—0), (3.5)

pentru w € {1,2,7,20,70,200,700,1000}, de exemplu.

Diagrama finala rezultata din MATLAB, respectiv pe baza calculelor mentionate in
acesti pasi se observa in Figura 3.1.

3.3 Interpretarea diagramei Bode

Dintre cele trei diagrame studiate pentru reprezentari frecventiale ale sistemelor LTI, dia-
grama Bode este cea mai explicita si lizibila din punct de vedere a reprezentarii componentei
permanente a iesirii pentru intrari sinusoidale. Pentru o pulsatie w > 0 reprezentata pe dia-
gramd, raspunsul y,(t) al sistemului H(s) la intrarea u(t) = sin (wt) poate fi dedus printr-o
citire la verticala corespunzatoare.

Spre exemplificare, pentru sistemul de la subpunctul 3.2.c), conform Figurii 3.1:
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Diagrama Bode - caracteristica de modul

5 - -
[as]
=
2ot 1
=)
_5_* L A PR S S | H
10° 10! 102 10°
. wlrad/s] |
40 Diagrama Bode - caracteristica de faza

£H(jw) [deg]

0 1 1
10° 10! 102 103
w [rad/s]

Figura 3.1: Diagrama Bode a sistemului 3.2.1.c).

e Pentru intrarea u(t) = 0.01 - sin () se pot deduce w = 1 = 10° [rad/s], M98 = —5,
@ ~ 2° =0.0349 [rad], deci:

yp(t) = 0.01 - 100 - sin (t 4+ 0.0349) = 0.0056 - sin (t + 0.0349),
ceea ce denota ca semnalul de iesire este atenuat si cu avans de faza nesemnificativ.

e Pentru intrarea u(t) = 3 - sin (20t) se pot deduce w = 20 [rad/s], M*® = —5 (in
trasarea cu asimptote, avand abatere de 3 [dB] fata de caracteristica reald la pulsatia
de frangere), ¢ ~ 30° = 0.5236 [rad], prin urmare:

yp(t) =3+ 10 - sin (20t + 0.5236) = 1.6870 - sin (20t + 0.5236),
ceea ce denota ca semnalul de iesire este atenuat si cu avans de faza.

e Pentru intrarea u(t) = sin (300¢) se pot deduce w = 300 [rad/s], M98 =5, ¢ ~ 10° =
0.1745 [rad], de unde rezulta:

yp(t) = 102 - sin (300t + 0.1745) = 1.7783 - sin (300t + 0.1745),
ceea ce denota ca semnalul de iesire este amplificat si cu avans de faza.

e Sistemul atenueazi sinusoidele de pulsatii w € [0,~ 35) [rad/s] (M5 < 0), respectiv
amplificd sinusoidele de pulsatii w € [~ 35, 00] [rad/s] (M5 > 0).

e Sistemul este cu avans de faza pe intreg domeniul w € [0, o), deoarece ¢ > 0 indiferent
de pulsatie.
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3.4 'Trasarea diagramei Bode in MATLAB

In MATLAB existi functia bode, care se poate apela astfel:
e bode(8YS): apare graficul automat;
e bode (SYS,WMIN,WMAX): apare graficul automat trasat pentru domeniul w € [WMIN, WMAX];

e [MAG,PH] = bode(SYS,W): se returneaza vectorii modulelor si ai fazelor functiei de
transfer pentru pulsatiile din vectorul W specificat;

e [MAG,PH,W] = bode(SYS): se returneaza vectorii modulelor si ai fazelor functiei de
transfer pentru pulsatiile din vectorul W dedus automat.

Pentru generarea vectorului de pulsatii exista doua functii utile predefinite in MATLAB:

e X = linspace(X1, X2, N): genereaza un vector X cu N puncte echidistante intre X1 si
X2; de exemplu, linspace(1,10,10) genereaza multimea {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};

e X = logspace(X1, X2, N): genereaza un vector X cu N puncte logaritmic echidistante
intre 10** i 10*2; de exemplu linspace(0,1,10) genereazd multimea {1,1.29,1.66,2.15,
2.78,3.59,4.64,5.99,7.74,10.00}.

Pentru afisarea graficelor arbitrare in scala logaritmica, existd in MATLAB urmaétoarele
alternative la functia plot(x,y):

e semilogx(x,y): afiseaza coordonatele pe axele Oz si Oy utilizand scala logaritmica in
baza 10 pentru axa Oz, respectiv scala liniara pentru axa Oy.

e semilogy(x,y): afiseaza coordonatele pe axele Ox si Oy utilizand scala liniara pentru
axa Ox, respectiv scala logaritmica in baza 10 pentru axa Oy.

e loglog(x,y): afiseaza coordonatele pe axele Oz si Oy utilizand scala logaritmica in
baza 10 pentru ambele seturi de coordonate.
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In aceastd lucrare se definesc sistemele cu
timp mort si de fazd neminima si se prezinta
caracteristicile acestora din perspectiva ras-
punsului in frecventa al sistemelor LTI. Se
vor ilustra aspectele suplimentare care apar
in trasarea diagramelor Nyquist si Bode.
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4.1 Breviar teoretic

Definitia 4.1.1: Sistem cu timp mort
Un sistem cu timp mort este descris prin functia de transfer:
H(s)=H'(s)-e ™",

avand intarzierea de valoare 7, > 0 secunde, unde H'(s) = % este partea rationala.

Spre deosebire de partea rationala H'(s), avand ordinul finit n = dega(s), timpul mort
este un sistem de ordin infinit. El poate fi aproximat printr-un ordin finit prin asa-numita
familie de aproximatii Padé [Skogestad si Postlethwaite |. In mediul MATLAB exista
functia [num,den] = pade(T,N), care returneaza functia de transfer H = tf (num,den) care
aproximeaza timpul mort de valoarea T secunde cu ordinul N. Formula analitica cea mai des
intalnita este cea a aproximatiei de ordinul I:

m 4 CTmey /222 _ Tm
s €2 l— s+ =5 1—Ts

(A =

—— = : ~ —. (4.1)
ez 1_’_%5_’_%52_’_”, 1+ s

Pentru a studia raspunsul in frecventa al timpului mort, se pune in evidenta forma sa
trigonometrica:

—TmJjw

e = I — cos (Tw) — jsin (Tpw), w >0, (4.2)

de unde rezulta faptul ca:
o e V™Y =1, Vw>0;

cos(Tmw)

o /(e7/™¥) = — arctan (M) = —Tpw, Yw>0.

In MATLAB, o functie de transfer cu timp mort tm > 0 se declar utilizand sintaxa:

H = tf(num,den,’iodelay’,tm)
Definitia 4.1.2: Sistem de faza neminima

Un sistem este de fazd neminima daca exista cel putin o singularitate in semiplanul
drept sau are factorul de proportionalitate negativ.

Conform denumirii, aceste componente indeplinesc o anumita caracteristicd de modul (cea
a sistemului echivalent de faza minima), dar induc o caracteristica de faza mai larga decat cea
minim posibila. Intuitiv, orice sistem de faza neminima se poate descompune in conexiunea
serie dintre structura echivalentd de fazi minima (cea care realizeaza caracteristica de modul)
si un filtru trece tot (filtru de modul constant unitar, cu defazaj diferit de zero). Exemple
ilustrative: Hy(s) = <552 = 553 - <52, Has) = gy = ik - =)

In practica, atat timpul mort, cat si faza neminima, sunt proprietati indezirabile, deoa-
rece acestea impun limitari stricte asupra performantelor care pot fi obtinute prin reglare,
respectiv pot duce usor la destabilizarea sistemului in urma inchiderii buclei.
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4.2

Trasarea diagramei Nyquist

Particularitati in cazul sistemelor cu timp mort: Pentru trasarea diagramei Nyquist

a unu

1.

i astfel de sistem se recomanda urmatorii pagi, adaptati fata de Lucrarea 2:

determinarea partilor reale si imaginare in functie de variabila jw a functiei rationale:

H'(jw) = Re {H'(juw)} + jIm {H'(jw)} . (4.3)

determinarea capatului de frecventd joasda (CFJ) in planul complex:

(CFJ): lim H(jw) =z + jy1, 21,91 € R. (4.4)

w—0,w>0

Remarca: Daca sistemul are cel putin un integrator, atunci CFJ al sistemului cu timp
mort va fi diferit de CFJ al partii rationale, deoarece apar nedeterminari de tipul oo - 0.

. determinarea capatului de frecventa inalta (CFT) in planul complex. Se disting cazurile:

e dacd lim H'(jw) = 0, atunci (CFI) este situat in origine;
w—r00

e dacd lim H'(jw) = r # 0, atunci (CFI) descrie un cerc de raza |r| centrat in
w—r0o0

origine (va tinde asimptotic spre el).

determinarea intersectiilor cu axele de coordonate: datorita faptul ca ecuatiile sin(7,,w) =
0 si cos(7,w) = 0 au o infinitate de solutii, vor exista o infinitate de intersectii cu axele.
Ecuatiile rezultate sunt, in general, transcendente gi nu au solutie analitica.

trasarea diagramei pornind din CFJ, ajungand in CFI si surprinzand fenomenul de
incovoiere in jurul originii sau de tindere spre cercul de raza |r|, dupa caz. Incercuirile
se fac in sens invers trigonometric, echivalent cu a adauga o infinitate de poli la trasarea
locului de transfer. Acest fenomen este ilustrat in Figura 4.1.

Nyquist Diagram Nyquist Diagram
0.2 0.6
ot 041
0.2
-0.2
w 12}
B 2 o
2 o4l T
> >
g s -02f
5 ool §
E E  -04r
-0.8
-0.6 [
r 08 F
n ‘ ‘ ) ‘ ‘ p ‘ . ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 <A -0.5 0 0.5 1 15 2
Real Axis Real Axis
(a) CFI al partii rationale este in origine, (b) CFI al partii rationale este pe axa reala,
lim,, 00 H'(jw) = 0. lim,, 00 H'(jw) =1 # 0.

Figura 4.1: Timpul mort ilustrat in diagrama Nyquist.
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Particularitati in cazul sistemelor de faza neminima: nu existd. Pentru un sistem de
faza neminima, pasii necesari pentru trasarea diagramei Nyquist sunt aceiasi cu cei prezentati
in Lucrarea 2.

4.2.1 Problema rezolvata

Enunt: Sa se traseze diagrama Nyquist a sistemului modelat prin functia de transfer:

1
5+ 6—0.53

HE) = 570

Rezolvare: Conform algoritmului prezentat anterior rezulta:
1. determinarea partilor reale si imaginare ale functiei rationale in functie de variabila jw:

okl 19 w20
jw(w+20) w1400 7w (w? + 400)

H'(jw) = (4.5)

2. determinarea capatului de frecventa joasda (CFJ) in planul complex:

. . . 19 —w?—20 .
(CRJ) = dim H(jw) = T <w2 100 o 400)) (cos(0.5w) = jsin(0-5w)) =
19 20 9
= ——0.5-—— — 00j = — — 00j. 4.6
400 7200~ % T 00 T 0 (4.6)

3. determinarea capatului de frecventd inalta (CFI) in planul complex:

(CFD): lim H'(jw)=0-0-7, (4.7)

w—r00
iar (CFI) este in origine (aici nu putem discuta despre apartenenta la un cadran).

4. determinarea intersectiilor cu axele de coordonate: sunt o infinitate de astfel de inter-
sectii.

5. trasarea diagramei pornind din CFJ, urmarind intersectiile cu axele de coordonate,
ajungand la CFI, rezultand graficul din Figura 4.2.

4.3 Trasarea diagramei Bode

Particularitati in cazul sistemelor cu timp mort: Pentru trasarea diagramei Bode de
modul a unei functii de transfer H(s) se utilizeazd pagii pentru trasarea diagramei Bode de
modul a partii rationale H'(s), deoarece:

[H(s)| = [H'(s)| - |e7™*| = |H'(s)],

ceea ce Inseamna ca in caracteristica de modul nu apare nicio diferenta fata de sistemul
echivalent fara timp mort.
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Nyquist Diagram

-0.1 b

-0.05 -

-0.15 T

Imaginary Axis

-0.2 T

Response H
025 Real 0.0223 -

Imaginary -0.308
Frequency (rad/s) 0.164

03[ I L L L o L I L
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Real Axis

Figura 4.2: Diagrama Nyquist a sistemului din Sectiunea 4.2.1.

Ecuatia de faza este:
LH(jw) = LH (jw) + £(e7 ™) = LH (jw)—Tmw,

ceea ce inseamna ca peste faza partii rationale se adauga faza timpului mort. Cantitatea 7,,w
este in radiani. Pulsatia de fringere corespunzatoare timpului mort este:
1

wp=—.
f T

Problemi rezolvatd: In cazul trasirii diagramei Bode pentru sistemul de la Sectiunea
4.2.1, pornim prin trasarea caracteristicii de modul pentru partea rationala:

s+1 1 s+1

Hl = —-— = . —
)= 57 20) ~ 20 s (Zsr)

conform algoritmului prezentat in Lucrarea 3. Ecuatia de faza este:
LH(jw) = £ (jw+1) — £ (jw) — £ (jw +20) + £ (e7*%¥)

w 4.8
= atand w — 90° — atand 2—0—rad2deg (0.5w). (4.8)
Rezultatul este prezentat in Figura 4.3. Implicit in MATLAB, afisarea pentru caracteris-
tica de faza se face pe un interval foarte extins, deci pentru vizualizarea in intervale rezonabile
se recomanda functionalitatea de Zoom in.

Particularitati in cazul sistemelor de faza neminima: Diagrama Bode de modul a
sistemelor de faza neminima se traseaza dupa aceleagi reguli precum in cazurile de faza
minima, singura diferenta fiind la caracteristica de faza:

e faza oricarui zero instabil are comportamentul fazei unui pol stabil;
e faza oricarui pol instabil are comportamentul fazei unui zero stabil;
e in cazul in care gain-ul este k < 0, faza acestuia este —180°, prin conventie.
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Bode Diagram

Magnitude (dB)
)
o o o

D
o
T

o
T

©
o

-180
-270
-360
-450 -
102 107 100 10' 102 108

Frequency (rad/s)

Phase (deg)

Figura 4.3: Diagrama Bode a unui sistem cu timp mort.

4.3.1 Problema rezolvata

Enunt: Sa se traseze diagrama Bode a sistemului modelat prin functia de transfer:

s—17
H(s):m.

Rezolvare: Trebuie s trasam caracteristica de modul pentru H (s), fara a exista particula-

ritati de trasare, fiind echivalentd cu cea a functiei de transfer G(s) = =% Totusi, trebuie

s+2)°
atentie sporita asupra evidentierii functiei de transfer in forma standaré:

—7  —is+1
H(s)= — . 7~
) =5 s

Ecuatia de faza este:
. =7 I . 1.
LH(jw) =~ (—) +Z (——]w + 1) — L (jw)—ZL (—jw + 1)

— —180° — atand % —90° — atand g

si putem observa atat factorul de proportionalitate negativ, cat si comportamentul in faza a
zeroului instabil precum a unui pol stabil. Rezultatul trasarii este prezentat in Figura 4.4. Se
constatd ca faza (4.9) sistemului variaza in domeniul —270° — —450°, spre deosebire de faza
sistemului echivalent de faza minima, ale carei capete de frecventa sunt ambele la valoarea

de —90°.

Observatie: In MATLAB, in cazul sistemelor de faza neminima, caracteristica de faza
poate fi deplasata cu +360° din cauza implementarii diferite utilizate in trasarea diagramei
Bode.
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Bode Diagram

Magnitude (dB)
) [N
o o o o

A
S

&
3

Phase (deg)
A ©
o (4] o

A
o

90 . .
107 100 10' 102 108

Frequency (rad/s)
(a) Caracteristicile de modul si faza ale siste-
mului de faza neminima.

Bode Diagram

40
o 201
E
o O0Of
©
2
‘€20
o
©
= 40
-60
90 = T
45 . N
F
S o S
@ N
[72]
S -45 ~
o S~ -
-90 \/—;—_—_-

107 100 10 102 10°
Frequency (rad/s)
(b) Comparatie cu sistemul echivalent de faza
minima (rosu).

Figura 4.4: Diagrama Bode a sistemului de fazd neminima din Sectiunea 4.3.1.

4.4 Probleme propuse

Problema 4.4.1:

Sa se traseze si sa se interpreteze diagramele Nyquist si Bode pentru

urmatoarele functii de transfer. Sa se anticipeze, pe baza trasarilor obtinute, componenta
permanenta a iesirii sistemelor pentru urmatoarele semnale de intrare: wu;(t) = 3, ua(t) =
sin(107%t), ug(t) = 4sin(0.2t + ), ug(t) = —sin(80t — %), us(t) = 0.1sin(10%). Sa se deduca
natura filtrului considerand pragul de 0 [dB], respectiv banda de trecere (daca este posibil).

a) H(S) — %6_0'55;

b) H(S): s+1 670.55;

s(s+20)

&) His) = =0
82 —4S8.
d) H(s) = gzorare ™

e) H(s) = ;=
o 100 —0.2s.
£) H(s) = i s
_ —4(10s41) |
8) H(s) = gorasiDs

h) H(s) = 2b,
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In aceastd lucrare se prezintd legituri in-
tre cele trei diagrame des intalnite in prac-
ticdA pentru reprezentarea raspunsului in
frecventa a sistemelor LTT: diagramele Nyqu-
ist, Bode, Nichols. Se vor pune in evidenta
moduri de a identifica principial functiile de
transfer pe baza raspunsului in frecventa de-
dus experimental. Suplimentar, se prezinta
metode de identificare a functiilor de trans-
fer pe baza diagramei Bode, atat in cazuri de
faza minima, cat si in cazul in care sistemele
sunt de faza neminima.



Legaturi intre diagramele Nyquist, Bode si Nichols ale sistemelor LTI

Analogia dintre cele trei tipuri de diagrame utilizate pentru reprezentarea raspunsului
in frecventd al sistemelor LTI se poate realiza principial (in general, fard detalii exacte),
pornind de la legatura dintre forma algebrica si forma trigonometrica a unui numar complex,
urmarind cateva aspecte structurale. Printre acestea, se pot enumera:

e capatul de frecventa joasa, CFJ, w — 0;
e capatul de frecventa inalta, CFI, w — oo;

e intersectiile cu axele de coordonate in cazul diagramei Nyquist, care se echivaleaza cu

intersectiile cu fazele de {O, 5, 37”} + 207, ¢ € N, in diagramele Bode si Nichols;

e intersectiile cu axele de coordonate in cazul caracteristicii de modul a diagramelor Bode
si Nichols, care se echivaleaza cu intersectia cu cercul unitate in diagrama Nyquist;

e panta din gama frecventelor inalte a diagramei Bode, ceea ce denota excesul poli-zerouri
al sistemului, echivalent cu numarul de cadrane incercuite in diagrama Nyquist etc.

5.1 Studi de caz

5.1.1 Sistem cu doua rezervoare inseriate

Se considera sistemul format din doua rezervoare inseriate din Figura 5.1, avand curgere
laminara, iar la intrare exista o pompa de apa cu debit volumic variabil.

O+q
—
Tank 1 Tank 2

Hi+ Iy _
R, Hy+ hy Ry _
N
Cy 0+ C

Figura 5.1: Sistem cu doua rezervoare conectate in serie.

Modelul matematic se deduce prin liniarizare in jurul punctului de echilibru (Q, H,, H»),
astfel:

Y(s) _ Quls)[m?/s] _ 1
U(S) Q(S) [m‘s/s] R101R20282 + (RlCl + RQCQ + RgC’l)s + 1’

(5.1)

pentru:

rezistenta pneumatica a conductei 1: Ry = 5.5 [s -
rezistenta pneumatica a conductei 2: Ry = 5.5 [s -
capacitanta pneumatica a rezervorului 1: C} = 10
capacitanta pneumatica a rezervorului 2: Cy = 10
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Problema: Sa se traseze diagrama Nyquist si sd se realizeze analogia acesteia cu diagra-
mele Bode, respectiv Nichols si sa se interpreteze comportamentul sistemului.

Discutie: In Figura 5.2 sunt prezentate cele trei diagrame ale sistemului cu doud rezervoare
inseriate. Existenta unei dinamici de ordinul doi se poate deduce din (i) panta finala de
—40 [dB/dec] a caracteristicii de modul din diagrama Bode; (i) variatia fazei de la 0° —
—180°, i.e., doua arctangente negative, fara nicio crestere care sa sugereze prezenta zerourilor;
(#i) variatia diagramei Nyquist in doud cadrane in sens anti-trigonometric.

Panta de 0 [dB/dec| in diagrama Bode la frecvente mici denota lipsa integratoarelor si
a derivatoarelor in dinamica sistemului. Capatul de frecventa joasa este algebric 1 + 0y,
echivalent cu modulul de 0 [dB] si faza de 0°, fapt regasit atat in diagrama Bode, cat si in
diagrama Nichols.

Faptul ca faza in diagramele Bode si Nichols tinde descrescator spre —180° se reflecta in
diagrama Nyquist prin CFI tangent la axa reald negativa prin cadranul IIL.

Bode Diagram
Nyquist Diagram
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E S 05
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»n
o g 50
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Figura 5.2: Diagramele Bode, Nyquist, Nichols pentru sistemul cu doua rezervoare inseriate.

5.1.2 Axa CNC

Se considerd un sistem de pozitionare pe o axa CNC (engl. Computer Numerical Control)
avand structura din Figura 5.3. Modelul matematic poate fi descompus in doua subsisteme:
subsistemul intrare (factor de umplere PWM) — vitezd unghiulard, respectiv subsistemul
viteza unghiulara — pozitie. Modelul intrare-pozitie in urma identificarii este:

Y(s) w(s) 0(s) 0(s) [impulsuri] K K;

H) =56 " Fl) o)~ Fuls) [100%] ~ Twt )Tt 5 02
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unde:

constanta subsistemului tensiune-viteza K,, = 334.89;
constanta integratorului K; = 3.869;

constanta de timp mecanica T,, = 0.1198[s];
constanta de timp electrica T, = 0.0025]s].

'ms[BLDC 1. T X él
= - v XX
i Motor ! »= Motor J - |xx
—° Drive x

p I
MotionProfile
Transmission
rad to pos

Position

Figura 5.3: Sistem de pozitionare cu axa CNC.

Problema: Sa se traseze diagrama Nichols si s se realizeze analogia acesteia cu diagra-
mele Bode, respectiv Nyquist si sa se interpreteze comportamentul sistemului.

Discutie: In Figura 5.4 sunt prezentate cele trei diagrame ale sistemului cu axd CNC. Por-
nind de la diagrama Nichols, se constata o faza descrescatoare pe domeniul —90° — —270°,
ceea ce denotd (i) prezenta unui integrator (faza incepe din —90°), respectiv (ii) doi poli
suplimentari, fara zerouri (deoarece faza este strict descrescatoare). Acelasi comportament
se regaseste direct si in caracteristica de faza a diagramei Bode.

Din faptul ca avem caracteristica de modul strict descrescitoare (cu pante progresive de
—20, —40, —60 [dB/dec] reies trei poli. Excesul poli-zerouri e = n —m = 3 se constatd prin
incercuirea originii cu trei cadrane in sens anti-trigonometric fata de cadranul de pornire al
CFJ. Capatul de frecventa joasa trebuie sa se afle in cadranul 111, deoarece faza porneste de
la —90°, fiind strict inferioara acestei valori pentru w — 0, w > 0.

Deoarece in diagrama Nichols, locul de transfer se regaseste deasupra punctului critic
-1+ 05 & (—180°,0 [dB]), reiese faptul cd in diagrama Bode, mai intai exista intersectia
cu faza de —m si doar apoi intersectia cu axa de 0 [dB]. In diagrama Nyquist, acest fapt
se traduce prin existenta intersectiei cu axa reala negativa inainte de intersectia cu cercul
unitate.

5.1.3 Sistem de suspensie activa

Se considera sistemul de suspensie activa ilustrat in Figura 5.5. Sistemul poate fi considerat de
tip MIMO, avand doud intrari: forta elementului de actionare hidraulic in [kN] si denivelarea
drumului in [m], respectiv doua iesiri: pozitia caroseriei in [m] si pozitia rotii in [m).
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Bode Diagram

Nyquist Diagram
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Figura 5.4: Diagramele Bode, Nyquist, Nichols pentru sistemul de tip axa CNC.

Un exemplu de functie de transfer de la actuator la pozitia caroseriei poate fi obtinuta
experimental sau prin modelare matematica pe baza legilor lui Newton, sub forma:

Y (9) _ Xy(s) [m] _ 3.333(s* + 3167) (5.3)

1) = 50s) = Fiu(s) bN] ~ (5 + 2.864s + 49.85)(* 1 17.145 + 3388)

Problema: Sa se traseze diagrama Bode si sa se realizeze analogia acesteia cu diagramele
Nyquist, respectiv Nichols si sa se interpreteze comportamentul sistemului.

Discutie: In Figura 5.6 sunt prezentate cele trei diagrame ale sistemului de suspensie activa
a unui automobil. Din caracteristica de modul a diagramei Bode reiese, in primul rand,
perechea de poli complex conjugati cu un factor de amortizare mic (pe baza rezonantei
existente). Urmeaza o pereche de zerouri complex conjugate cu factorul de amortizare nul,
ceea ce prezintd o crestaturd la pulsatia de antirezonantd (modulul este anulat complet
pentru pulsatia respectiva), fapt ce se constatd si prin saltul existent in caracteristica de
faza. Existenta unei perechi suplimentare de poli complex conjugati imediat dupa perechea
de zerouri se constatad prin faptul ca panta in caracteristica de modul are o valoare constanta
de —40 [dB/dec| dupa aparitia valorii de rezonanta.

Fenomenul de antirezonanta se constata usor in diagrama Nichols, prin tranzitia (disconti-
nud) de la modulul de —oo [dB], tangent la faza de —270°, la urcarea spre modulele finite
prin tangenta la faza de —90°. In diagrama Nyquist se constatd anularea modulului la
antirezonanta prin tranzitia prin origine (printr-o pulsatie intermediara, nu CFT!). Din fap-
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Figura 5.5: Suspensia activd a unui automobil.

tul ca diagrama Nyquist are CFI in origine tangent la axa reald negativa prin cadranul III
denota excesul poli-zerouri e =n —m = 2.

Diagrama Bode este cea mai concludenta pe un astfel de exemplu, fiind precisa in repre-
zentarea caracteristicilor de modul si de faza in functie de pulsatie, spre deosebire de celelalte
doua diagrame care devin ambigue in acest sens. Acest lucru ne permite o identificare relativ
usoara a modelului unui sistem descris prin functie de transfer din diagrama Bode a acestuia,
fapt care constituie subiectul urmatoarei sectiuni.

Bode Diagram
Nyquist Diagram
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Figura 5.6: Diagramele Bode, Nyquist, Nichols pentru sistemul de tip suspensie activa.
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5.2 Legatura dintre caracteristica de modul si cea de faza
in diagrama Bode
Se porneste de la reprezentarea generald a unei functii de transfer, precum in Lucrarea 3.

O functie de transfer poate fi scrisa ca raport de polinoame date sub forma de produse
de termeni de gradul I sau II. Se evidentiaza astfel singularitatile reale, respectiv complex

conjugate:
2 o
o 2 .
H(Ti5+1)n OS +OCZs+1
K Wn i Wni

sP H(Tjs+1>n ((as '>2+5i}'3+1>

n?]

Din diagrama Bode de modul putem deduce valorile constantelor de timp sau ale pulsatiilor
naturale (prin intermediul pulsatiilor de frangere) gi putem stabili dacd acestea corespund
unor zerouri sau unor poli. De asemenea, folosind panta initiala a graficului, putem deduce
numarul integratoarelor/derivatoarelor (p). Dupa ce am stabilit numarul acestora, putem
deduce si valoarea factorlului de proportionalitate (K9?): diferenta dintre valoarea citita de

pe diagrama de modul in CFJ si valoarea componentei - in CFJ.
s

Exemplul 5.2.1: Se considera diagrama Bode de modul a unui sistem de fazd minima
din Figura 5.7. Sa se identifice structura si valorile parametrilor functiei de transfer H(s)
care are acest raspuns in frecventa.

60 T T T T

10 1072 107! 10° 10" 102 10? 104
w [rad/s]

Figura 5.7: Diagrama Bode de modul a unui sistem de faza minima.

Din aceasta diagrama putem deduce ca nu avem integrator/derivator (p = 0), iar pulsatiile
de frangere sunt: Wy = 5-1072 [rad/s] (panta creste de la 0 [dB/dec] la 20 [dB/dec]), &y, = 10
[rad/s| (panta scade de la 20 [dB/dec| la 0 [dB/dec]), respectiv wy, = 100 [rad/s] (panta scade
de la 0 [dB/dec] la —20 [dB/dec]). De asemenea, deoarece nu avem integrator/derivator, in
CFJ putem citi direct K% =6 [dB].

Acum, folosind informatia a priori ca sistemul este de fazia minima, putem trasa direct
diagrama Bode de faza, deoarece intre cele doua diagrame Bode exista o relatie de echivalenta
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in cazul sistemelor de faza minima |[lonescu |. Astfel, ecuatia de faza este:
AH(jw)zé(joi—l—l) —Z(jAw +1) —4(]'}) —|—1),
wr Wi W,
de unde rezulta modelul: 505 1 1
Hs)=2- il (5.5)

(0.15 4 1)(0.015 + 1)’

iar diagrama de faza este conform Figurii 5.8.

100 T T T T T

50 Lo ™S

Phase [deg]
o
T
|
|
//

-100 !
102 1072 107 10° 10" 102 108 10*

w [rad/s]

Figura 5.8: Caracteristica de faza a sistemului din Exemplul 5.2.1.

Exemplul 5.2.2: Se considera diagrama Bode de modul a sistemului de faza minima din
Figura 5.9. Sa se identifice structura si valorile parametrilor functiei de transfer H(s) care

are acest raspuns in frecventa.

Mag [dB]

=50

-100 '
1073 107 10 100 10! 102 103 10

w [rad/s]
Figura 5.9: Diagrama Bode de modul a unui sistem de faza minima.
Din aceasta diagrama putem deduce ca avem un integrator (p = 1) pe baza pantei initiale

de —20 [dB/dec], iar pulsatiile de frangere sunt: &; = 5- 1072 [rad/s| (panta creste de la
—20 [dB/dec] 1a 0 [dB/dec]), ws, = 10 [rad/s| (panta scade de la 0 [dB/dec] la —20 [dB/dec]),
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respectiv Wy, = 100 [rad/s| (panta scade de la —20 [dB/dec] la —40 [dB/dec]). De asemenea,
deoarece avem un integrator, din CFJ putem deduce:

K% =66 — (—20-1g107) = 6 dB.
Acum, folosind informatia a priori ca sistemul este de faza minima, ecuatia de faza este:

4H(jw):4(ji+1)—g(jw)—z(jf” +1)—4(jfd +1>,

wy W, wf,

de unde rezulta modelul:
20s +1

Hs) =2 s Do+ 1)

iar diagrama de faza este:

D T T TTTT T T T '_'__":':'I __' T T T ] T L]
50 | - N -

-100 N -

Phase [ded]

150 | NG

200 ! !
1073 107 107" 100 10" 102 108 10*
w [rad/s]

Figura 5.10: Caracteristica de faza a sistemului din Exemplul 5.2.2.

Exemplul 5.2.3: Se considera diagrama Bode din Figura 5.11. S& se identifice structura
si valorile parametrilor functiei de transfer H(s) care are acest raspuns in frecventa.

Din aceasta diagrama putem deduce ca avem un integrator (p = 1), pe baza pantei initiale
de —20 [dB/dec], iar pulsatiile de frangere sunt: @; = 5- 1072 [rad/s| (panta creste de la
—20 [dB/dec] 1a 0 [dB/dec]), ws, = 10 [rad/s| (panta scade de la 0 [dB/dec| la —20 [dB/dec]),
respectiv wy, = 100 [rad/s| (panta scade de la —20 [dB/dec] la —40 [dB/dec]). De asemenea,
deoarece avem un integrator, din CFJ putem deduce:

K% =66 — (—20-1g107) = 6 dB.
Dar, observam ca in jurul pulsatiei de frangere a zeroului faza scade, ceea ce reprezinta
o neconcordanta cu diagrama Bode de modul si marcheaza faptul ca zeroul este de faza
neminima. Caracteristica de faza corecta este:

zﬂ(jw>:—4<_jf" +1>—4(jw)—4<ji+1)—4(j#+1),

Wy W Wi,

de unde rezultd modelul matematic:
—20s +1
s(0.1s +1)(0.01s + 1)

H(s)=2 (5.7)
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Figura 5.11: Diagrama Bode a unui sistem de fazi neminima.

5.3 Probleme propuse

Enunt: Se considera sistemele descrise prin urmatoarele raspunsuri in frecventa. Pentru
fiecare sistem, sa se deduca aproximativ celelalte diagrame si sa se justifice rationamentul.
Precizati daca sistemele au integratoare/derivatoare, poli si zerouri, respectiv pozitiile lor,
intersectii cu axele de coordonate, cadranele in care se afla punctele esentiale.

5.3.a) Se di diagrama Nyquist din Figura 5.12 si se cere deducerea diagramelor Bode si

Nichols;
Nyquist Diagram 2, E5ME Q5
2.5 T T T T —
o1 _
15 i
1} I System: H 7
Real: 0.5

0.5 Imag: 0 4
Frequency (rad/s): 2.5e+17

Imaginary Axis
G

-0.5 \ _
\ /
1t AN -
1.5} . 1
g -
"‘\___ _'_/
-2 F - i
— R

55 i L L L L

-1 0 1 2 3 4 5
Real Axis

Figura 5.12: Diagrama Nyquist a unui sistem necunoscut.
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5.3.b) Se da diagrama Bode din Figura 5.13 si se cere deducerea diagramelor Nyquist si
Nichols;

Bode Diagram

10 A A | T T T T T T T Ty

0 F // 1 \ i

Magnitude (dB}

-40 Lol Lol Lol Lol LT

Phase (deg}
(]
|
/
/
|

H_\_\_\_\_‘_‘—‘——\_

90 Ll Ll Ll L TrTrte——
101 10° 10t 102 103 104
Frequency (rad/s)

Figura 5.13: Diagrama Bode a unui sistem necunoscut.

5.3.c) Se da diagrama Nichols din Figura 5.14 si se cere deducerea diagramelor Bode si
Nyquist.

Nichols Chart &, EMmEQ

40 T

20 |- System: h ] |
Gain (dB): 0.023 o —
10 - Phase (deg): -129 o 4
Frequency (rad/s): 2.93 o

0
220 F \ -
30 - 1

-40 | ~

Open-Loop Gain (dB}
f

-60 L
150 -120 -90
Open-Loop Phase (deg)

Figura 5.14: Diagrama Nichols a unui sistem necunoscut.
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In aceastd lucrare este prezentat criteriul
Nyquist generalizat pentru studiul stabilita-
tii interne a sistemelor in buclad inchisa, ala-
turi de modul de aplicare a criteriului utili-
zand diagrama Nyquist a sistemului in bucla
deschisa.
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6.1 Breviar teoretic

Se considerd sistemul de reglare in bucla inchisa cu reactie negativa unitara (SRNU) din
Figura 6.1, avand procesul descris prin functia de transfer H(s) si regulatorul proportional
variabil K > 0. Functia de transfer echivalenta se calculeaza conform formulei:

Y (s) _ Hy(s) _ Hy(s) _ K - H(s)
U(s) 1+ Hy(s) - Hy(s) 1+ Hgs(s) 1+ K-H(s)

unde H,(s) este f.d.t. pe calea directd, H,(s) este f.d.t. pe calea de reactie, Hy.s(s) este f.d.t.
in bucld deschisa, Hy(s) este f.d.t. echivalentd in bucla inchisa.

Hy(s) = (6.1)

K

A 4

H(s)

Figura 6.1: Sistem de reglare cu reactie negativa unitara.

Stabilitatea sistemului in bucld inchisa este datd de polii lui Hy(s), adicd radacinile poli-
nomului caracteristic:
P.(s) =14 Hges(s) = 0. (6.2)

Pe baza principiului argumentului (teorema lui Cauchy) din analiza complexa se deduce
unul dintre cele mai importante si utile rezultate din teoria sistemelor de control.

Teorema 6.1.1: Criteriul Nyquist generalizat (CNG)

1. Pentru un sistem LTT descris printr-o functie de transfer in bucla deschisa Hy.,(s)
se definesc:

e N_: numarul de poli din semiplanul stang (poli stabili);
e N.: numarul de poli din semiplanul drept (poli instabili);
e Ny: numarul de poli aflati pe axa imaginarad (la limita de stabilitate).

2. Se traseaza diagrama Nyquist (locul de transfer) pentru Hg.s(jw). Se pune in
evidenta punctul critic —1 + 0.

3. Se calculeaza variatia argumentului A,,, cand pulsatia variaza de la 0 la infinit.

4. Se verifica daca este satisfacutd conditia de stabilitate asimptotica a sistemu-
lui in bucla inchisa prin compararea variatiei argumentului cititda de pe diagrama
A,y cu cea teoretica datoratd structurii lui Hges(s), A:

A=Ay, < g (No + 2N;) = Agrg. (6.3)

5. Se poate generaliza in functie de K > 0 daca in loc de punctul critic —1 4 07 se
considera punctul —1/K + 0j.
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6.2 Probleme rezolvate utilizand diagrama Nyquist

Enunt: Sa se traseze diagrama Nyquist si s se studieze stabilitatea in bucla inchisa pentru
urmatoarele functii de transfer in bucla deschisa:

—s+2 —s+2
6.2.a) Hyes(s) =5 ———; 6.2.c) Hyes(s) = K- ——, K €(0,00).
) Huls) =5 S0 ) Huls) = K - g, K € (0,00)
—5+2
6.2.b) Hges(s) = ——;
) Haes(s) s(s+2)2
Rezolvare 6.2.a): Pe baza structurii sistemului rezultd: §; = 0= Ny =1; §3=—-2=
N_=2; N, =0, deoarece nu exista poli cu partea reala pozitiva.

Pentru aplicarea criteriului Nyquist generalizat se considera variatia teoretica a argumentului:
T s s
A=—-(Ng+2Ny)=—=(14+2-0)= —. (6.4)
2 2 2
Variatia argumentului pentru pulsatii de la 0 la oo in urma trasarii locului de transfer se

poate deduce considerand vectori cu originea in punctul critic —1 407 si cu varful pe locul de
transfer, precum in Figura 6.2. Se poate observa ca argumentul porneste la limita inferioara

(CFJ) din valoarea —4 = —90°, ajungand la limita superioara a pulsatiilor (CFI) la valoarea
—21 = —360°. Astfel, rezultd o variatie a argumentului de:
3
Aurg = (—360°) — (—90°) = —270° = —g ] g — A (6.5)

In concluzie, sistemul in bucld inchisi NU este intern asimptotic stabil.

Nyquist plot of H{jw)
T T

Im

SF w— 0, arg — 90"

Il 1 1 Il 1 1
-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5
Re

Figura 6.2: Variatia argumentului pentru sistemul 6.2.a).
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Rezolvare 6.2.b): Din analiza structurii sistemului:

Hees(s) = 8_5 2 (6.6)

s(s +2)%
care este identic celui de la punctul a) cu exceptia factorului de proportionalitate, rezulta:
e 51 =0= Ny=1;
® So3=—2=N_=2;
e N, =0, deoarece nu exista poli cu partea reala pozitiva.

Pentru aplicarea criteriului Nyquist generalizat se considera variatia teoretica a argumentului:

A=Z(No+2N) =Z(1+2.00=2. (6.7)

2 2 2
Variatia argumentului pentru pulsatii de la 0 la co in urma trasarii locului de transfer
se poate deduce considerand vectori cu originea in punctul critic —1 + 05 si cu varful pe
locul de transfer, precum in Figura 6.3. Se poate observa ca argumentul porneste la limita
inferioara (CFJ) din valoarea —%7 = —90°, ajungand la un moment dat la valoarea 0°, urcand
la 0 anumita valoare maxima ¢, iar pentru limita superioara a pulsatiilor (CFT) revenind la

valoarea 0°. Astfel, rezulta o variatie a argumentului de:
Aarg = (0°) = (—90°) = 90° = g - g ~ A (6.8)

In concluzie, sistemul in bucla inchisa este intern asimptotic stabil.

Nyquist plot of H{jw)

0.5 T T
arg:ﬁ- $ =0
o —————— — I = - =» __ _ ____]
arg — 0 : w—;m,arg—;f
|
-0.5 |
|
|
|
-1+ I
= |
= |
15[ '
|
|
|
2 r |
|
|
|
-2.5+ I
- |
w — 0, arg — -90 I
3 \ . |
-1.5 =i -0.5 0 0.5

Re

Figura 6.3: Variatia argumentului pentru sistemul 6.2.b).
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Observatie: In MATLAB, stabilitatea sistemului inchis pe baza sistemului deschis Hes(s)
trasat, respectiv marginile de stabilitate, se pot citi din optiunile Characteristics —
Minimum Stability Margins sau Characteristics — All Stability Margins.

Rezolvare 6.2.c): In cazul discutiei dupd un parametru K > 0, se analizeaza intersectia
cu axa reala negativa, deoarece pozitia relativa a locului de transfer fata de punctul critic
—1+4 05 determina stabilitatea sistemului inchis, conform Teoremei 6.1.1, punctul 5.

Se calculeaza partea reald, respectiv imaginard, a sistemului Hges(s)|,, -

w? —12 6w? — 8
Y Im{Hp (o) = K —2 %
(w? +4)%’ m { Hies (j0)} w(w? +4)2

Astfel, se constata ca inmultirea cu un factor pozitiv K nu schimba pulsatia la care are
loc intersectia cu axa reala negativa, ci doar dilata/contracta pozitia sa in planul complex:

2V/3

Re{Hges(jw)} = K - (6.9)

Im {Hyes(jw)} =0 & 60 —8=0 = w = - [rad/s], (6.10)
ceea ce permite impunerea partii reale in raport cu punctul critic —1 + 03:
3 8
Re {Hdes(jw)}|w7& =—-K- 3= -1 =  Keiic= 3 ~ 2.66. (6.11)
- 3

Rezulta astfel valoarea amplificarii pentru care se schimba variatia argumentului lui H (),
precum este ilustrat in Figura 6.4 pe baza diagramei Nyquist (trasarea cu rosu), respectiv
Figura 6.5 pe baza metodei locului radacinilor. In general, faptul c& sistemul este la limita
de stabilitate pe baza raspunsului in frecventa nu spune cu certitudine daca sistemul este
(simplu) stabil sau instabil, fapt care necesitd o investigare amanuntita: conform locului
radacinilor, pentru K = %, sistemul inchis are regimul oscilant intretinut, i.e., este simplu
stabil. Suplimentar, pentru K € (0, %), se constata ca A = Ag,4, deci sistemul inchis va fi
asimptotic stabil (Figura 6.4, cazul cu albastru), respectiv pentru K € (%, oo), se constata
cd A # Ay, deci sistemul inchis nu va fi asimptotic stabil (Figura 6.4, cazul cu galben).
Aceeasi discutie despre stabilitate reiese si din graficul locului radécinilor sistemului inchis.

Nyquist Diagram

T T T T T T
1 [ -
0 = -
2
ey -1 h
[\
c
D
©
E 2f -
5 x H(s) 2.666 x H(s)
3k instabil limita de stabilitate stabil i
| 1 1 | | |
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Real Axis

Figura 6.4: Evidentierea limitei de stabilitate utilizand criteriul Nyquist generalizat.
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Gain 2.66

| Pole -0.0014 + 1.15i | Root Locus , : :
o Damping 0.00121 4
. Overshoot (%) 99.6
A 1.5 Frequency (rad/s) 1.15 7
'g )
s 1r |
[&]
8 os5f / i
£ ° °
> -05F 1
g
£ ar 4
©
E 15} 7
2+ 4
1 1 1 1 1 1 1
-4 2 0 2 4 6 8

Real Axis (seconds™)

Figura 6.5: Evidentierea limitei de stabilitate utilizand metoda locului radacinilor.

Observatie: In lucrarea urmatoare, valoarea lui K. determinat la subpunctul 6.2.c) se
va dovedi a fi inversul marginii de castig a sistemului H(s) =
cide cu cea determinata prin metoda locului radacinilor, i.e., utilizand tabelul Routh-Hurwitz.
Suplimentar, formalismul bazat pe raspuns in frecventa permite studierea marginilor de sta-
bilitate cu exactitate si pentru sisteme cu timp mort, situatie care prezinta o limitare a
metodei locului radacinilor.

6.3 Probleme propuse

Problema 6.3.1:

s(s+2)2°

—s+2_ Aceastd

inchisa pentru urmatoarele functii de transfer in bucla deschisa:

) Huels) = s

b) Hals) = =2,

¢) Haes(s) = z:g;

Q) Haols) = 2

) Huns(s) = —
£) Huals) =~
) Hlo(s) =~

h) Hges(s) =

Haes(s) =
Hges(s) =
Hges(s) =
Haes(s) =

Hdes(s) -

Hdes(s) -

1 s+9 s
_-—-e
2 s+5
55 +2s+1
s(s—1)2
s(s+6)
(s+4)(s—1)
4 .
s(s+1)(s+4)
0
2402541’

10(=s+1)
(s2+0.2s+1)

— . ne
(s+1)»

valoare coin-

Sa se traseze diagrama Nyquist si sa se studieze stabilitatea in bucla

)

{1,2,3,4,8};
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1 (s +6)?
0) Hyes(s) = ——, n€{1,2,3,4,8}; Hyo(s) = :
) Hacs(s) s(s+1)" { J ) Haes(s) s(s+1)2(s +36)’
1 1—as
Hes = —, S Hdes S)= —3»
P) Haes (8) = iy T ras) (17 02s) (11 a%s) ) Haesls) = 7y
a € {0.1,0.2,0.5,1,2,5};
a€{0.1,02,1};
1—as
) Ho(s) — 100 Lo, 05 ) 0 Haesls) = Sy
W Hdesl®) = 002 \s+1 ' s+005) @€{0.1,02,05,1,2,5}.

(%) Studiati stabilitatea in bucla inchisa in functie de parametrul & > 0 pentru bucla deschisa
descrisa de Hyes(s) = K - H)),(s), cu H),.,(s) fixat definit la subpunctele de mai sus.

des
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In aceastd lucrare se prezinta criteriul Nyqu-
ist simplificat (practic) pentru studiul stabi-
litatii interne a sistemelor in bucla inchisa,
utilizat cel mai adesea in practica. Supli-
mentar, se prezinta modul de aplicare al cri-
teriului utilizand diagramele Nyquist, Bode,
si Nichols ale sistemului in bucla deschisa.
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7.1 Breviar teoretic

Se porneste de la contextul sistemelor cu reactie negativa unitara expus in Lucrarea 6.

In practicd, majoritatea proceselor nu prezinti poli instabili sau mai mult de doi poli pe
axa imaginara (in general integratoare). Un factor suplimentar care ne conduce la criteriul
Nyquist practic (simplificat) este necesitatea de a avea un criteriu care, pe langa afirmatia
calitativa ca un sistem este stabil sau instabil, sa prezinte o metrica asupra gradului de
apropiere a sistemului de instabilitate.

Astfel, preconditia de aplicare a criteriului simplificat este:

N, =0si N € {0,1,2}. (7.1)

Teorema 7.1.1: Criteriul Nyquist simplificat (CNS)

1. Pentru un sistem LTT descris printr-o functie de transfer in bucla deschisd H g ($)
care indeplineste preconditia de mai sus, se definesc:

e pulsatia de taiere, w; : |Hges(jwi)| = 1;
e pulsatia la faza de —7, w_,: ZHis(jw_r) = —;

e marginea de faza, v, definitd ca distanta dintre faza de — si faza locului de
transfer la pulsatia wy:

Yo = LHges(Jwi) — (=) = 7 + LHges (jwi); (7.2)

e marginea de castig, my, definita ca modulul locului de transfer la pulsatia w_:

My, = |Hges(Jw—n)|- (7.3)

2. Se traseaza diagrama Nyquist (locul de transfer) pentru Hg.s(jw). Se pune in
evidenta punctul —1 + 0.

3. Se verifica daca este satisfacuta conditia de stabilitate asimptotica a sistemu-
lui in bucla inchisa, care poate fi formulata in mai multe moduri echivalente:

e conditia utilizand marginile de faza si de castig:
Y >0 81 mp <1 & sz<0.
e conditia utilizdnd pulsatia de taiere si pulsatia la faza de —:
wy < W_g.

e Punctul critic —1 4 07 trebuie sa ramana in stanga locului de transfer cand w
parcurge domeniul (0, co).
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Observatie: In MATLAB, stabilitatea sistemului inchis pe baza sistemului deschis Hes(s)
trasat, respectiv marginile de stabilitate, se pot citi din optiunile Characteristics —
Minimum Stability Margins sau Characteristics — All Stability Margins. Cea din
urma considera toate pulsatiile posibile la faza de —m, i.e. —m £ 207, ( € Z.

Observatie: In MATLAB, marginea de castig se defineste ca fiind inversul echivalentului

din lucrare, i.e. m}fcram = mMAﬁ In acest sens, echivalentul in decibeli va avea semn inver-
k

o oo . dB,1 dB,MATLAB

sat fatd de ceea ce rezultd din calculul conform formulei (7.3): mj """ = —m; > :

Marginea de castig reprezinta valoarea amplificarii in bucla deschisa care duce sistemul inchis
la limita de stabilitate (in ipoteza preconditiei (7.1)):

1
Kopitie = ———— = maATEAB, (7.4)

mlucrare

Observatie: Pot exista ambele margini de stabilitate, una dintre ele sau niciuna. Calitatea
unui sistem de a fi stabil sau instabil nu este conditionata de existenta marginilor de stabili-
tate. In caz de ambiguitate, se recomanda utilizarea criteriului Nyquist generalizat.

7.2 Probleme rezolvate utilizand diagrama Nyquist

Enunt: 5a se traseze diagrama Nyquist si sa se studieze stabilitatea in bucla inchisa pentru
urmatoarele functii de transfer in bucla deschisa:

7.2.a) Hges(s) = 53(;?2?2; 7.2.b) Hges(s) = S(_S‘f:’2§2

Rezolvare 7.2.a): Pe baza structurii sistemului rezulta:
e 51=0=>Ny=1V;
® S93=—2=>N_=2;
e N, =0V, deoarece nu exista poli cu partea reala pozitiva.

Din Ny =1 si N, = 0 rezulta ca se poate aplica si criteriul Nyquist simplificat.
Prin aplicarea criteriului Nyquist practic, rezulta urmatoarele valori:
M T4

=15 =" """ =1& u'4+40*-25=0 = w, ~ 1.84 [rad/s].
w(Vw? +4)7 ! [radjs]

—jw + 2
Jjw(jw + 2)?

Wti‘

Scriind func’gia de transfer in forma normalizata:
s

)
ol =5 e
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rezulta marginea de faza:

5 W ) W
%:7?+4§+4<—j§+1> —4(]Wt)—2'4<35t+1>
o g — 3arctan (%) — 0.6605 [rad] = —37.8° < 0,

Suplimentar, pulsatia la faza de —7 se poate calcula rezolvand ecuatia:

2v3
Wy —g — Jarctan (%) =—T & w_p=2-tan (%) = %_ ~ 1.15 [rad/s].
Marginea de castig devine:

W_pr/ w2 +4

—Tr

Deoarece (i) v, < 0 si my > 1 rezulta faptul cd sistemul in bucld inchisa NU este intern
asimptotic stabil. Concluzia se putea obtine si pe baza uneia dintre cantitati doar, cealalta
fiind redundantd in contextul preconditiei (7.1). Marginile de stabilitate sunt ilustrate in
Figura 7.1. In mod echivalent, (ii) se deduce aceeasi concluzie asupra stabilitétii prin faptul
cd w, > w_,. In mod echivalent, (iii) se deduce aceeasi concluzie asupra stabilitatii prin faptul
ca punctul critic —1 + 07 NU ramane in stanga locului de transfer cand pulsatia parcurge
intervalul w € (0, 00).

0.5 -

Im

-0.5

=13

Figura 7.1: Criteriul Nyquist simplificat figurat pentru sistemul 7.2.a).

Rezolvare 7.2.b): Din analiza structurii sistemului:

—s+2
Hdes(s) = m,

care este identic celui de la punctul a) cu exceptia factorului de proportionalitate, rezulta:

(7.5)
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e 5 =0=Ny=1V;
L §273:—2$N_:2;
e N, =0V, deoarece nu exista poli cu partea reala pozitiva.

Din Ny =1 si N, = 0 rezulta ca se poate aplica si criteriul Nyquist simplificat.
Prin aplicarea criteriului Nyquist practic, reies prin calcule sau prin citire directa din
MATLAB, urmatoarele valori, ilustrate in Figura 7.2:

wy =048, w_r=1.15, vy = +4+49°, my = 0.375. (7.6)

Deoarece (i) v, > 0 si my < 1 rezultd faptul ca sistemul in bucld inchisd este intern
asimptotic stabil. Concluzia se putea obtine si pe baza uneia dintre cantitati doar, cealalta
fiind redundanta in contextul preconditiei (7.1). Marginile de stabilitate sunt ilustrate in
Figura 7.2. In mod echivalent, (ii) se deduce aceeasi concluzie asupra stabilitatii prin faptul
cd w; < w_n. In mod echivalent, (iii) se deduce aceeasi concluzie asupra stabilitétii prin
faptul ca punctul critic —1+ 07 raméne in stanga locului de transfer cand pulsatia parcurge
intervalul w € (0, 00).

Nyquist plot of H{jw)

1.2 F

O = ————

1.4 I 1 1 I 1
-1.2 =0l -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Re

0.2

Figura 7.2: Criteriul Nyquist simplificat figurat pentru sistemul 7.2.b).

7.3 Probleme rezolvate utilizand diagramele Bode si Nichols

Enunt: Sa se traseze diagramele Bode, respectiv Nichols si sa se studieze stabilitatea in
bucla inchisa pentru urmatoarele functii de transfer in bucla deschisa:
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5§—2 8(s+9)
7.3.8) Hyals) = —2—— 2. 7.3.0) Hyu(s) = 212 -2
) Haes(s) s(s+6) ) Haes(s) 3(5+50)e

Rezolvare 7.3.a): Primul sistem are modelul in bucld deschisa:

s—2 2 —3s+l

fies = —2—F== T N
des () s(s+6) 3 s(3s+1)

(7.7)
se deduc Ny = 1, Ny = 0, de unde rezulta ca poate fi aplicat criteriul Nyquist simplificat.

Diagramele Bode si Nichols pentru acest exemplu, cu figurarea marginilor de faza si de
cagtig, sunt ilustrate in Figura 7.3. Pornind de la trasarea diagramei Bode prin asimptote re-
iese ca pulsatia de taiere este subunitara. Acest aspect poate fi exploatat pentru aproximarea
analitica a pulsatiei de taiere astfel:

9 V(2 +1 @2 =prer 9 /(D41
Wt - §"——————j;——— =1
wy/ (%) +1

ceea ce este aproape de valoarea reald w; = 0.702 [rad/s|. Ulterior, marginea de faza devine,
utilizand forma normalizata a functiei de transfer:

2
=1 W Qﬁg,

7k—7r+é<§>+4(—j%+1>—4(jwt)—4(j%+1>
>

=5 arctan (%) — arctan (%) = 1.1425 [rad] = 65.4° > 0.

Pulsatia la faza de —m se obtine pe baza ecuatiei:
W_n: —arctan (Ci) ~ T arctan (£> = —7 <& arctan (c_u) + arctan (f) . (7.8)
2 2 6 2 6 2
O astfel de ecuatie se poate rezolva aplicand functia tangenta si tindnd cont de identitatile
trigonometrice:

tan o & tan g
1 Ftana-tan g

+
tan(a £ 5) = & arctan o &= arctan f = arctan < atp ) (7.9)

1Fap
Astfel, ecuatia (7.8) devine:

ww 2
—12 1 :tang:nedeﬁnit = 1—%20 = w_r=V12=2V3~ 3.46 [rad/s].
—w.w

Marginea de castig se poate determina ca fiind:

VwrAd 0333 = miB =954 [dB]
. = U. m = —J. .
wvVw? + 36 F

wW=w_ng

mp = 2

Pe baza criteriului Nyquist simplificat rezulta ca sistemul este intern asimptotic stabil, atat
pe baza formularii cu marginile de stabilitate (yx > 0 si m¢? < 0), cat si din cea bazata pe
pulsatiile corespunzatoare (wy < w_,).
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Bode Plot Nichols Plot
T T T

40 T
|

O m e T 30
mii® <0

|

|

|

|

20 - |
|

|

10 |
|

10t 10° 10! 102 103 g
w [rad/s] 3-10F
z

-300 L L L L L L L
102 10° 10t 102 103 280 260 240 -220 200 -180 -160 -140 -120 -100  -80
w [rad/s] ZH(jw)

60 | I I | I

(a) CNS pentru D. Bode a sistemului 7.3.a) (b) CNS pentru D. Nichols a sistemului 7.3.a)

Figura 7.3: Diagramele Bode si Nichols pentru Problema 7.3.a).

Rezolvare 7.3.b): Al doilea sistem are pe bucla deschisa:

8(s+9) _,, 36  gs+l

H es = = = —,
aes(3) s(s+ 50)6 25 s (zs+1)

(7.10)

se deduc Ny = 1, Ny = 0, de unde rezulta ca poate fi aplicat criteriul Nyquist simplificat.

Pornind de la trasarea diagramei Bode prin asimptote reiese ca pulsatia de taiere w; €
(1,2). Acest aspect poate fi exploatat pentru aproximarea analitica a pulsatiei de taiere, prin
faptul ca (£)* < 1si (%)’ < 1t

2
@)’ 41 NI
%.#:1 ~ g—g-izl & wtx;—gzl.élél[rad/s},
wy/ (2)+1 oy (57 +1

ceea ce ne duce la un rezultat apropiat de realitate, valoarea exacta fiind w; = 1.46 [rad/s].
Marginea de faza rezulta in continuare:

36 N . Wt _ ]
—rts(2 4(— 1)-4 —4<— 1) Lo~ 2o
Ve =T+ (25>+ iyt (Jwe) JegT1)+4e
- g + arctan (%) — arctan (%) 9w, = —1.1793 [rad] = —67.5° < 0.

Pentru deducerea pulsatiei la faza de —m avem ecuatia:

Wt s Wt
w_, . arctan (—) — — — arctan (—) — 2wy = —m.
9 2 50

In ecuatia de mai sus se regaseste variabila necunoscuta w atat in functii trigonometrice, cat
si intr-o expresie polinomiald, prin urmare, este o ecuatie transcendenta. Aceste tipuri de
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ecuatii nu se pot rezolva analitic, ci doar prin aproximari pana la o toleranta impusa. Definim
functia:

f(w) := arctan (%) - g — arctan <%> — 2w+ = g + arctan (%) — arctan <%> — 2w;.

Functia f(w) este continud si se constata pe baza caracteristicii de faza din diagrama Bode
ca solutia ei este in intervalul w € (0.5, 1).

Pe baza continuitatii, se poate aproxima solutia w_, prin bisectii ale intervalului de cau-
tare, deoarece pentru un interval arbitrar (wy,ws,), daca f(w;) - f(we) < 0, atunci w* pentru
care f(w*) = 0 se gaseste in intervalul deschis (wq,ws). In cazul nostru se constata:

£(0.5) =0.6163 >0, f(1)=-0.3385<0, f(05)-f(1)<0 = w_,e€ (0.51);
£(0.75) = 0.1380 > 0, f(0.75)- f(1) <0 = w_, € (0.75,1);
£(0.85) = —0.0520 < 0, f(0.75)- f(0.85) <0 = w_, € (0.75,0.85);

w_r &~ 0.825 [rad/s|.

Marginea de castig se calculeaza apoi ca:

2
w _|_1
mk:‘z—QSL =17525>1 < miP =4.8733>0.
o/ (5) +1

w_7=0.825

Pe baza criteriului Nyquist simplificat rezulta ca sistemul NU este intern asimptotic
stabil, atat pe baza formularii cu marginile de stabilitate (7, < 0 si m{? > 0), cat si din cea
bazatd pe pulsatiile corespunzatoare (w; > w_,).

Diagramele Bode si Nichols pentru acest exemplu, cu figurarea marginilor de faza gi de
castig, sunt ilustrate in Figura 7.4

Discutie: ce se intampla daca variaza factorul de proportionalitate K? Dar
daca variaza timpul mort 7,7 Studiati impactul lor asupra marginilor de stabilitate si a
pulsatiilor acestora.

7.4 Probleme propuse

Problema 7.4.1 Sa se traseze diagramele Nyquist, Bode si Nichols pentru urmatoarele
functii de transfer in bucla deschisa si sa se studieze stabilitatea in bucla inchisa pe baza
criteriului Nyquist simplificat. Figurati marginile de stabilitate. Verificati conditiile de apli-
cabilitate a criteriului simplificat, iar, in caz contrar, folositi criteriul Nyquist generalizat.
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Bode Plot . 2, AE MR AR Nichols Plot

20 20 —

[H(j)|*®
-
o B
.

-
o
T

w [rad/s]

|H(jiw) |2

350k . I 4
10t 100 10! 102 .
w [rad/s] ZH(jw)

(a) CNS pentru D. Bode a sistemului 7.3.b) (b) CNS pentru D. Nichols a sistemului 7.3.b)

I I I I I I
-350 -300 -250 -200 -150 -100

Figura 7.4: Diagramele Bode si Nichols pentru Problema 7.3.b).

s+9 10(-s+1)
8) Haes(s) = s+5 h) Haes(s) = (82+O.28—|—1);
5—9 .
b) Hdes(s) = 51 5, 1) Hdes(s) = m, n e {1,2,3,4,8}7
-s+9 . 1
- H es = T\
¢) Haes(s) s+5"’ ) Ha ;S> s(s%—}l)”
ne€{l,2,3,4,8};
s—9
d) Hies(s) = ———; ) Ha(s) = 10 L, 05 Y\
X . dest C (s+10)2\s+1 s+0.05)
s+
Hes — . . ,—0.1s.
9 el = T ) i~
€S 8+1 Y
4 a € {0.1,0.2,0.5,1,2,5};
f Hes — ; ) ) ) ) ) )
) Hae8) = S )
_ l-oas
10 ) Hae9) = S
g) Haes(s) = m; a € {0.1,0.2,0.5,1,2,5}.

(*) Se considera structura extinsa in ipoteza existentei unui regulator proportional variabil
K > 0, respectiv a unui timp mort variabil 7,,, > 0, Hyes(s) = K - H} ,(s) - e ™*, cu H}}(s)
fixat definit la subpunctele de mai sus. Discutati stabilitatea in bucla inchisa in functie de
parametrii K si 7, (i) in ipoteza in care unul dintre ei este fixat si variaza celalalt; (i) in

ipoteza in care cei doi variaza simultan.
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Lucrarea 8

Performantele SRN pe baza raspunsului in
frecventa

In aceastd lucrare se prezintid cercurile de
modul constant si de faza constanta pen-
tru sistemul in bucla inchisa, utilizate pen-
tru a deduce performantele relevante pentru
regimul stationar gi cel tranzitoriu. Toate
aceste citiri se efectueaza pe baza raspunsu-
lui in frecventa (RF) a sistemului in bucla
deschisa. Se vor ilustra modurile de citire,
respectiv validare a acestor performante.
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constanta . . . . ... .. .. 76
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baza RF al sistemului deschis 77
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8.1 Cercurile de modul si faza constanta

Se porneste de la contextul sistemelor cu reactie negativa unitara (SRNU) — H,.(s) = 1 -

expus in Lucrarea 6, precum in Figura 8.1. Se poate stabili legatura matematica intre expresia
lui Ho(s) si Hy(s) = Hyes(s) = K - H(s):

Y(s) _ His)  _ Hyls) _ P)+jQW)
U(s) 14 Hy(s) - H.(s) 1+ Hys) 14 Pw)+jQw)’

unde Hy(jw) = P(w) + jQ(w).

Hy(s) =

(8.1)

Tr +

N
v

H(s)

Figura 8.1: Sistem de reglare cu reactie negativa unitara.

Observatie: Spre deosebire de criteriul Nyquist (generalizat si simplificat) care func-
tioneaza si daca reactia este neunitara, analiza performantelor folosind cercurile de modul
constant se poate utiliza doar in cazul SRNU.

Impunind modulul lui Hy(jw) la o anumita valoare pozitivi: M (w) = |Hp(jw)| se
deduce locul geometric descris prin ecuatia urmatorului cerc de centru (X, Yp) si raza R:

—M?
M2 -1’

Xo = (8.2)

M
Y, =0, R= .
0= ‘M2—1'

Exemplu de interpretare: pulsatia pentru care |Hy(jw)| = 0.8 trebuie cititd de pe dia-
grama Nyquist la intersectia locului de transfer Hy(jw) cu cercul corespunzator lui M = 0.8.

Impunand faza lui Hy(jw) la o anumita valoare: N(w) = tan £ZHy(jw) se deduce locul
geometric descris prin ecuatia urméatorului cerc de centru (X, Yy) si razi R:

1 1 1 1
Xo=-=, Yo=x=, R=|=+ . 8.3
07 2 0T aN 1T Ny (8:3)
Exemplu de interpretare: pulsatia pentru care ZHy(jw) = 30° trebuie citita de pe

diagrama Nyquist la intersectia locului de transfer Hy(jw) cu cercul corespunzator lui N =
tan 30° = 0.577.

In MATLAB, apeland optiunea grid se afigeazi cercurile importante de modul constant
pentru diagrama Nyquist, respectiv echivalentul lor pentru diagrama Nichols, precum este
ilustrat in Figurile 8.2.a) si 8.2.b).

Pentru a trasa cercuri suplimentare, se propune urmatoarea secventa de program:
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clf , nichols(Hdes), grid, hold on
Mdb = 5.28; % modulul evidentiat
M = 10"~ (Mdb/20);
Ts = 0.01;

% jumatatea din dreapta de cerc

= (pit+Ts) :Ts: (2% pi);

= -M2/(M2-1);

= 0;

= abs(M/(M"2-1));

% cercurile din diagrama Nyquist

x = XHRxcos(t); y = YHRxsin(t);

% echivalentul lor in diagrama Nichols

mag = db(sqrt(x.”"2+y."2));

ph = atan2(y,x);

plot (rad2deg(ph) ,mag, 'r ")
cercuri!

1T <K

% poate trebuie adaugate/scazute

% jumatatea din stanga de cerc

t = Ts:Ts:(pi);

X=-M2/M2-1);

Y = 0;

R = abs(M/(M"2-1));

% cercurile din diagrama Nyquist

x = X+Rxcos(t); y = Y+R«sin (t);

% echivalentul cercurilor din diagrama Nichols

mag = db(sqrt(x."2+y."2));

ph = atan2(y,x);

plot(—360+rad2deg(ph) ,mag, 'vr’) % poate trebuie adaugate/scazute
cercuri!

shg

8.2 Performantele SRN deduse pe baza RF al sistemului
deschis

In functie de gama de frecvente vizata, se pot distinge urméitoarele seturi de performante, in
care se va prezenta initial modalitatea de a le deduce pe baza lui Hg.s(s) utilizand diagra-
mele Nyquist sau Nichols, iar apoi cum pot fi verificate explicit pentru Hy(s), in general pe
diagrama Bode:

1. stabilitatea sistemului inchis: se poate deduce aplicand criteriul Nyquist (generali-
zat sau practic) pentru sistemul in bucla deschisd Hges(jw). Pe langa aspectul calitativ
al stabilitatii, se pot calcula sau citi marginile de stabilitate v, si m; pentru pulsatiile
wy, respectiv w_,. Verificarea stabilitatii lui Hy(s) se poate face studiind concret polii.
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Nyquist Diagram
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Nichols Chart
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(a) D. Nyquist pentru Hge,(jw), MP = 5.28

0 90

5

180 270 360
Open-Loop Phase (deg)

450 540

(b) D. Nichols pentru Hy,(jw), M9 = 5.28

Figura 8.2: Ilustrarea intersectiei locului de transfer Hges(jw) cu cercul de modul constant

M = 5.28.

. performantele regimului stationar (frecvente joase, w < wy,w_,): din diagrama

Nichols se deduce cu usurinta capatul de frecventa joasa al functiei de transfer, de unde

rezulta:

Ho(j -

0) =

Hy(j - 0)
1+ Hy(5-0)

(8.4)

Astfel, se poate calcula eroarea stationara la pozitie a sistemului inchis pentru o intrare
de tip treapta unitara, pe baza teoremei valorii finale:

= Jim (u(t) = y(1) = 1 = Ho(0).

(8.5)

Verificarea erorii stationare la pozitie se poate face cu ajutorul apelului step(HO).
Sistemul de reglare trebuie sa fie extern stabil.

3. performantele regimului tranzitoriu (frecvente medii, in jurul lui wy, w_,)

(a) amplitudinea maxima a sistemului inchis,

M,

p

(engl. peak amplitude): se

citegte la cercul tangent locului de transfer Hyes(jw), datd de valoarea corespun-
zatoare a lui M. Daca locul de transfer intersecteaza un cerc de modul M de doua
ori atunci, pe baza continuitatii, acea valoare nu este maxima, iar daca nu inter-
secteaza deloc, atunci functia de transfer nu atinge valoarea respectiva. Se verifica
in diagrama Bode a sistemului Hy(s) la modulul maxim: |Hy(jw,)|. Cu cat am-
plitudinea maxima M, este mai mare, cu atat factorul de amortizare (dominant)
al sistemului inchis este mai mic, deci va avea un caracter mai oscilant.

latimea de banda a sistemului inchis (engl.

bandwidth): se considera ca

sistemul inchis reuseste sa urmaéareasca semnale de referinta daca modulul este
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peste valoarea de prag v/2 /2 pentru pulsatiile cuprinse in acel semnal:

wp : |Ho(jwg)| = \/75 (8.6)
Cu cat sistemul are o latime de banda mai mare, cu atat este mai rapid, reugind sa
urmareasca semnale de referintd mai rapide, avand spectrul in intervalul [0, wp].
Citirea latimii de banda se poate face din intersectia locului de transfer Hy.s cu
cercul de M8 = —3, iar verificarea se poate face din diagrama Bode a sistemului
Hy(s) la modulul de —3 [dB]. In fise tehnice pentru diverse circuite electrice,
latimea de banda este corelata cu timpul de urcare: wg & 1/t,, t, := tooy — t10%.

4. capacitatea de rejectie a zgomotelor (engl. roll-off, frecvente inalte, w > wy, w_,):
dupa proiectarea sistemului de reglare cu latimea de banda dorita, semnalele de frec-
vente mai mari trebuie atenuate, fiind considerate perturbatii. Printre acestea se afla
si zgomotul de masura al senzorului sau traductorului. Rejectia zgomotelor este data
de panta finala de atenuare (panta totala dupa activarea tuturor pulsatiilor de frangere
ale sistemului) a functiei de transfer in bucld deschisa, care coincide cu panta finala de
atenuare a functiei de transfer in bucla inchisa. Este data de excesul polilor fata de
zerouri:

e =n—m = Panta finala = —20 - (n — m) [dB/dec]. (8.7)

Se citeste din diagrama Bode a lui Hyes(s) i se poate verifica din diagrama Bode a lui

Ho(S).

8.3 Functiile de senzitivitate

In Figura 8.3 se prezinta structura clasica de reglare in bucld inchisa cu un grad de libertate si
reactie negativa unitara. Procesul este descris prin modelul G(s), iar regulatorul este descris
prin K (s).

Se considera functia de transfer in bucla deschisa, L, definita de la semnalul de eroare

e la iesirea y:
def. Y

L=HuS & =KG=GK. (8.8)
S KS GS T
ldl d2
TLo— K(s) L0 G(s) |- Y
O—o

Figura 8.3: Structura clasica de reglare in bucla inchisa cu un grad de libertate si reactie
negativa unitara, cu semnalele r, e, u, dy, ds, y, n, respectiv functiile de transfer in bucla

inchisa S, T', KS, GS.
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Se definesc urmatoarele functii de transfer specifice buclei din Figura 8.3, cu notatiile consa-
crate in literatura:

1. functia de senzitivitate in bucla inchisa, S, definita de la referinta r la semnalul

de eroare e: g .
def.
S===—— 8.9
R 1+1L (8.9)
2. complementara functiei de senzitivitate in bucla inchisa, 7', de la referinta r la
lesire y:
def. Y L
T=—=—; 8.10
R 1+1L’ ( )
3. efortul comenzii, definit de la referinta r la semnalul de comanda al procesului wu:
def. U K
KS=—=——; 8.11
R 1+L (8.11)

4. functia de cuantificare a efectului perturbatiei, definita de la perturbatia de
intrare d; la semnalul de iesire al procesului y:
def. Y G

Gs e =

= —. 8.12
D, 1+1L ( )

Conform definitiilor, se poate constata legatura esentiala dintre functia de senzitivitate a
erorii S si complementara functiei de senzitivitate 71"

S(s)+T(s)=1, Vs C, 1+ L(s) #0.
Functiile de senzitivitate in bucld inchisa de la intrarile (7, dy, da, n)T la iesirile (e, u, y)T

se pot deduce ca fiind bazate pe variatiuni ale celor patru functii de transfer in bucla inchisa
de mai sus:

e 1 __ G 1 1 r
1+GK 1+GK 1+GK 1+GK
- 1+KG 1+KG 1+KG 1+KG ? :
G & it e dy
1+GK 1+GK 1+GK 1+GK n

si, prin ponderarea raspunsurilor in frecventa de la fiecare intrare la fiecare iesire, se poate
formula o singura problema de proiectare care sa impuna raspunsurile dorite, in functie de
aplicatie [Skogestad si Postlethwaite |. Avantajul, chiar daca raspunsurile in frecventa
ale celor 4 functii sunt uneori contradictorii (cresterea amplitudinii pentru una dintre functii
poate duce implicit la sciderea amplitudinii in alta s.a.m.d.), domeniile de frecventa in care se
doreste o amplitudine mare este adesea compensat de necesitatea unei functii complementare
de a avea amplificare mica.

8.4 Probleme rezolvate

Enunt: Sa se deduca performantele sistemului in bucld inchisd Hy(s) pe baza diagramei
Nichols a sistemului in bucla deschisd Hyes(s) in ipoteza structurii din Figura 8.1. Validati
rezultatele obtinute pe baza sistemului inchis.
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Problema 8.4.a) Se considera functia de transfer identificata a unei axe CNC actionata
cu un motor BLDC:

~ 1295.68
© 5(0.1198s + 1)

Hes(s) (8.14)

Trasand diagrama Nichols pentru Hye(s) se pot deduce:

N, = 0 ¢ Ny = 1, deci poate fi aplicat criteriul Nyquist practic. Astfel, w, =
104 [rad/s], v, = 4.6°, w_r = +oo, m{P = —oo, de unde rezultd ca sistemul inchis
este stabil;

Hyes(0) = oo, rezulta ca Hy(0) = 15136;(0()0) = 150 = 1, deci 58 =1,5s=jw+ j0&
Essp =1 —1=0;
MAP = 219, w, = 104 [rad/s]; in practicd se doresc valori sub ~ 6 [dB], iar in cazul

curent se anticipeaza un caracter puternic oscilant al sistemului;
wp = 161 [rad/s|, avand deci un timp de urcare de aproximativ ¢, ~ 1/161 = 6.2 [ms];

e=n—m=2—0 =2, rezulta ca sistemul inchis atenueaza zgomotele cu o panta de

—40 [dB/dec].

Toate aceste performante sunt ilustrate in Figura 8.4.

Problema 8.4.b) Se considera un proces termic modelat prin:

2 —0.15s
Haes(s) = s+1)(10s+1)° (8.15)

Trasand diagrama Nichols pentru Hge(s) se pot deduce:

N, = 0 si Ny = 0, deci poate fi aplicat criteriul Nyquist practic. Astfel, w; =
0.17 [rad/s], & = 109°, w_, = 2.65 [rad/s], m¢P = —31.5, de unde rezulta ca sis-
temul inchis este intern asimptotic stabil;

[Hies(0)|"P & 6 & |Haes (0)] = 2, rezulta i Ho(0) = ri5elfs = 25 = 0.66, deci
MﬁB — —3.52 < 0, w, — 0 [rad/s]; cum w, — 0 rezultd cd nu existd rezonanta in

acest sistem (valoarea maxima este la capatul de frecvente joase);

3 wp, deoarece Hy(jw) are permanent modulul mai mic decat —3 [dB], deci, privit ca
un sistem de control, nu este capabil sa urmareasca semnalele de referinta. Trebuie
marit modulul in zona frecventelor joase;

e=n—m = 2—0 =2, rezulta ca sistemul inchis atenueaza zgomotele cu o panta de
—40 [dB/dec].

[lustrarea performantelor pe diagramele corespunzatoare este lasata ca tema cititorului.



Performantele SRN pe baza raspunsului in frecventa
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(c) Raspunsul indicial al sistemului Hy(s)

Figura 8.4: Estimarea si validarea performantelor sistemului de la Problema 8.4.a).

8.5 Probleme propuse

Problema 8.5.1: Si se deducd performantele sistemului in bucld inchisa (margini de sta-
bilitate, amplitudinea maxima a RF si pulsatia la care se gaseste, latimea de banda, eroarea
stationara la pozitie, capacitatea de rejectie a zgomotelor) folosind diagrama Nichols sau
Nyquist trasatd pentru Hges(s), format din conexiunea serie dintre regulator gi proces. Sa
se valideze performantele obtinute pe baza diagramei Bode a lui Hy(s), pentru urmatoarele

exemple:

41.7(s + 4.41)

4

a) HdeS(S) = HR(S) 'Hf<5) =

s+ 184 s(s+ 2);

10s +1

5

b) Haes(s) = Hp(s) - Hy(s)

(s +6)2
(s+1)%(s +36)

c) Hy(s) = .

T 100s + 1 s(s+1)(0.5s + 1)

Proiectati un regulator proportional Hg(s) = K > 0 si

analizati comportamentul sistemului rezultat;
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1

(s+ 1)(1+as)(1+ a2s)(1+ ads)’
. + . . .

tor cu avans/intarziere de faza Hg(s) = K %, K, z,p > 0 si verificati performantele

STPp

d) Hy(s) =

a€{0.1,0.2,0.5,1}. Proiectati un regula-

sistemului rezultat.

Problema 8.5.2: Sa se traseze functiile de senzitivitate S, T', K.S, G\S pentru sistemele
Hpg(s) - Hy(s) de la Problema 8.5.1. Comparati graficele si performantele cu cele ale
proceselor Hp(s) fara regulator. Ce constatati?
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Lucrarea de fata prezinta o introducere in
domeniul sistemelor numerice si vizeaza me-
tode de esantionare a semnalelor si sisteme-
lor continue avand la baza teorema Shannon-
Nyquist, respectiv fenomenele relevante care
apar in cadrul sistemelor discretizate. Prin-
tre aceste fenomene se enumera cel de supra-
punere a spectrelor, sensibilitatea la precizia
numerica si supraesantionarea in contextul
proiectarii regulatoarelor.



10

11

12

13

14

(0¢]
16%)

Esantionarea semnalelor si sistemelor continue

Capitolul prezent are ca scop dezvoltarea formalismului matematic care permite ingine-
rului automatist sa implementeze un sistem de reglare proiectat pentru procese fizice (prin
excelentd, analogice) pe un mediu de calcul numeric, precum calculator, microcontroller,
Field Programmable Gate Array (FPGA) etc., medii care sunt, inerent, discrete.

9.1 Esantionarea semnalelor

Fie trei semnale periodice de trei frecvente diferite:

x1(t) = cos(2m fit), f1=1[Hz];
xo(t) = cos(2m fot), fo=9 [Hz];
x3(t) = cos(2m fst), f3 =11 [Hz].

Se propune urmatorul script MATLAB pentru a ilustra efectul alegerii perioadei de esan-
tionare pentru cele trei semnale:

% fie trei semnale de frecventa diferita
f1=1,f2=9;f3=11,;
Te=0.01; % perioada de esantionare configurabila
t=0:Te:1;
xl=cos (2xpi*xflx*t);
x2=cos (2x pi*f2x%t) ;
x3=cos (2xpixf3xt);
% se reprezinta grafic semnalele
plot (t,x1, 0o’ ,t,x2, 0’ ,t,x3, 0, linewidth’ 1.5, "markersize’ 5)
legend (| 'T {1 ,max}/T e’ num2str(1/f1/Te)],...
[ T {2 ,max}/T e num2str(1/f2/Te)] ,...
[ 'T {2 ,max}/T e’ num2str(1l/f3/Te)])
xlabel ("Timp [s]| )
ylabel ("x(t) — cos(2 ‘pi f t)’), grid minor
Rezultatul executiei programului pentru perioada de esantionare T, = 0.01 [s] este ilustrat
in Figura 9.1.

1

\?W&{ % i ‘l_ee_a.e&a‘"?/
S 05 Sog ' o~ N
= J y
8 0 " b —
w
; ‘E“s, #’,f
i -0.5 ‘% BEK —0— T a /T =100 i
_Q_szalﬁc=11,1111
B ; ' fivia ST SUPOREL ) \ ' > TapadTe 20 ||
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Timp [s]
Figura 9.1: Esantionarea semnalelor de diferite frecvente.
Discutie: Ce se intampla daca se modifica perioada de esantionare? Executati scriptul

pentru 7, € {0.01,0.025,0.05,0.1} si comentati rezultatele obtinute. Care este valoarea
maxima a perioadei de esantionare 7T, pentru care cele trei semnale sunt corect esantionate?
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9.1.1 Teorema lui Shannon

Se considera un sistem de achizitie de date ideal care m&soard un semnal z(t),t > 0 cu
o frecventa constantd f,. Acest sistem realizeaza astfel un tren de impulsuri Dirac ideale,
distantate uniform cu pasul de esantionare T, = 1/ f.:

Yr,(t) = Y 8(t—nT.). (9.1)

Semnalul discretizat rezultat are urmatoarea forma, pe baza convolutiei dintre semnalul
continuu z(t) gi trenul de impulsuri ¥, (¢):

x¥[n] = (x(t) x 7, (t)) [n] = Z x(kT.)o(t — kT,) . (9.2)

k=—o00 t=nT,.

Prin conventie, in loc de x*(nT,) pentru a ilustra egantionul la momentul ¢ = nT,, se prefera
notatia z*[n].

Teorema 9.1.1: Teorema Shannon-Nyquist

Un semnal in timp continuu z(t), ¢ > 0 cu un spectru marginit de valoarea f,q, [Hz],
poate fi reconstituit complet din esantioanele sale daca se respecta:

fe>2fmae & T. < 5 unde fr a0 = T (9.3)

9.1.2 Ilustrarea fenomenului de suprapunere a spectrelor (aliasing)

Pentru a ilustra fenomenul de suprapunere a spectrelor, se propune urmatoarea schema Si-
mulink, bazatd pe egantionarea unui semnal sinusoidal cu frecventa variabila (de tip Chirp),
timp de 4 secunde, cu frecventa initiald f,,;, = 0.1 [Hz] si frecventa finald f,,., = 100 [Hz].
Esantionarea se realizeaza cu un bloc de tip Rate Transition, setat initial la frecventa f, =
200 [Hz], ceea ce, conform teoremei lui Shannon, permite esantionarea corecta a semnale-
lor cu frecvente de pand la 100 [Hz]. Aceastd schemd Simulink se prezinta in Figura 9.2,
unde trebuie setata si metoda de integrare cu pas fix Ts = le-4 [s] din panoul Model
Configuration Parameters.

Daca frecventa de esantionare este setata la valoarea f. = 100 [Hz|, ceea ce permite
esantionarea corectd pana la f./2 = 50 [Hz|, atunci se poate observa cd, pana in 50 [H z]
intrarea este esantionata corect, iar dupa 50 [H z| frecventele de la iegire se comporta la fel cu
cele de pana la 50 [H z], deci apare fenomenul de aliasing. In Figura 9.3 se prezintd semnalul
de intrare, semnalul esantionat corect, respectiv semnalul cu suprapunerea spectrelor.

Combaterea fenomenului de aliasing se face utilizand un filtru trece jos bine calibrat pentru
a atenua frecventele peste valoarea f,,,, impusa.
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Figura 9.2: Schema Simulink pentru esantionarea unui semnal sinusoidal de frecventa va-
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Figura 9.3: a) Semnalul de tip Chirp; b) semnalul esantionat corect; ¢) semnalul cu aliasing.

9.2 Esantionarea sistemelor descrise prin functii de trans-
fer

Se considera structura generald a unei functii de transfer fara timp mort:
1
H(s) = — - Bls) . (9.4)
ST (Ts+ D] (32 + 2jwn, s + w,%j)

Pentru a egsantiona sistemele descrise prin functii de transfer, dinamica acestora se determina
in functie de timpii de raspuns ai modurilor de oscilatie. Astfel, aplicand teorema lui Shannon
pentru structura generald (9.4) rezultd urmatoarea formula de egsantionare:

T. < L e T, < §mln{i} (9.5)

2

Pe baza formulei (9.5) se constatd urméatoarele observatii:
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e NU se iau in considerare zerourile pentru esantionare; doar modurile sunt
relevante;

e NU se iau in considerare integratoarele si derivatoarele;

e Pentru rigurozitate, in contexte practice se prefera suplimentar si considerarea pulsatiilor
partilor imaginare ale polilor complex conjugati, i.e., pulsatiile de oscilatie wys. = Im(3;)
[rad/s], ceea ce implicd extensia conditiei (9.5) si cu perioadele Tj = T, = 2= [s].

Wosc

In practicd, pentru a nu utiliza filtre trece jos foarte performante (cu roll-off mare),
se alege perioada de esantionare cu o margine considerabila peste minimul teoretic 2f,,.»
conform teoremei Shannon. Astfel, minimul recomandat in practica pentru f. este de 4-5 ori
mai mult, respectiv de preferat ca f. sa fie de 10 ori mai mare decat f,,...

Pentru conversia din domeniul continuu in discret si reciproc (pentru obiecte de tip tf, ss,
zpk), respectiv declararea sistemelor discretizate, MATLAB pune la dispozitie urméatoarele
functii:

e c2d: sysd=c2d(sysc,Te, ’metoda’);

e c2dm: [nd,dd]=c2dm(nc,dc,Te, ’metoda’) (se pot folosi si matricele A,B,C,D in loc
de num,den);

tf: Hd=tf(nd,dd,Te);

ss: sysd=ss(4A,B,C,D,Te);

d2c: sysc=d2c(sysd, ’metoda’);

d2cm: [nc,dc]=d2cm(nd,dd,Te, ’metoda’) (se pot folosi si matricele A,B,C,D in loc
de num,den).

Exista multiple metode de discretizare previazute in MATLAB. O parte dintre acestea sunt:

zoh (engl. zero-order hold): metoda elementului de retinere de ordin zero;
foh (engl. first-order hold): metoda elementului de retinere de ordin unu;
tustin (alaturi de prewarp): metoda Tustin/trapezelor (cu preincovoiere);
matched: metoda potrivirii polilor/zerourilor din planul s in planul z;

imp: metoda invariantei raspunsului la impuls.

9.3 Fenomene specifice sistemelor numerice

9.3.1 Fenomenul de aliasing in cadrul esantionarii sistemelor
Se considera sistemele:

( 0\

Tzﬂ) 1

4 0\ H2(8)2088+1‘
2 4 Am 10 .
5% + Worel + ( mw)
Daca cele doua sisteme se esantioneaza cu perioada T, = 1 [s] si cu metoda zero-order hold
atunci raspunsurile la treapta unitard arata precum in Figura 9.4. Se observa ca raspun-
surile sistemelor discrete sunt aproape identice, desi raspunsurile sistemelor continue sunt

esential diferite, avand regimuri diferite. De aceea, pentru a evita fenomenul de aliasing in
implementarea sistemelor numerice, trebuie utilizata teorema lui Shannon.

Hi(s) = (9.6)
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16 Continuous system step response 1 Discrete system step response with aliasing
H1(s) | H1@z)
1.4 H2(s) H2(z)
0.8
1.2
g 4 T 0.6
('] (']
Zo8 ket
= c
= _
> 0.6 = 0.4
0.4
0.2
0.2
0 0
0 2 4 5] 8 10 0 2 4 (3] 8 10
t[s] n*T [s]

Figura 9.4: Aliasing in cazul esantionarii sistemelor.

9.3.2 Sensibilitatea la precizia numerica a coeficientilor

Spre deosebire de un proces sau sistem de reglare analogic care exista sub forma de sistem
mecanic, electric, hidraulic, pneumatic, sistemele numerice se implementeaza pe calculatoare,
microprocesoare, iar precizia lor este limitata de lungimile numerelor utilizate in implemen-
tare (pe 8/16/32/64 biti, cu semn sau fara semn etc.). Astfel, se poate studia sensibilitatea
sistemelor numerice la numarul de zecimale luate in considerare. In acest sens, se propune
urméatorul script MATLAB pentru o functie de transfer:

He = tf(500%[1,410],conv([1,210],[1,320]));

Te = min([1/210,1/320]) /10;

format long

Hd = c¢2d(Hc,Te, "zoh ") ;

[num, den|=tfdata (Hd, 'v’);
Hd5-t£([0.15331, 0.13487],[1, 1.84131,0.84736],Te);

Hd4=tf (|0.1533,—0.1348],[1,—1.8413,0.8473],Te);

Hd3—tf ([0.153, 0.134],[1, 1.841,0.847],Te);

step (Hd,Hd5,Hd4,Hd3,0.04) ,shg % timpul de simulare de 0.04]s|
legend ("1527,'52z" 742" [ '32");

Conform Figurii 9.5, se observa ca se schimba factorul de proportionalitate al sistemului
in functie de numaérul de zecimale considerate. Daca s-ar utiliza doua zecimale se pierde si
stabilitatea sistemului numeric. In general, se recomanda lucrul cu minim 4-5 zecimale utile
ale coeficientilor.

9.3.3 Supraesantionarea

Din punct de vedere a corectitudinii esantionarii, trebuie respectata teorema lui Shannon.
Deoarece in domeniul ingineriei reglarii se doreste, in primul rand, obtinerea unui model
aproximativ, de ordin cat mai redus, al sistemului real, care sa cuprinda comportamentul
esential al acestuia, respectiv de a implementa regulatorul utilizand o perioadd mai mare
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Figura 9.5: Efectele utilizarii unui numar redus de zecimale in precizia sistemului.

pentru sistemul de intreruperi gi al modulului Tsmer, se prefera uneori alegerea perioadei de
esantionare tinand cont doar de timpul de raspuns al modului dominant.
De exemplu, pentru sistemul:

1
(2s +1)(100s + 1)’
exista doud constante de timp aferente polilor: Ty = 2 [s] = t,.; = 4Ty = 8 [s] si Th =
100 [s] = t,0 = 4T, = 400 [s] > 8 [s] = t,1. In acest caz, deoarece timpul de raspuns
al sistemului se poate considera ci este dat aproape in totalitate de polul dominant (¢, =

(tr1 + tr2) = t.2), se preferda alegerea perioadei de esantionare doar in functie de acesta,
conform teoremei lui Shannon practice:

1t Th

= ——==—==10 [¢]. 9.8

10 4 10 15 (98)
Se considera in acest caz ca apare fenomenul de supraesantionare, ceea ce duce la cresterea

nejustificatd (relativ la avantajele obtinute) a frecventei de esantionare.

H(s) =

(9.7)

Tema: Realizati o ilustrare comparativa a raspunsurilor la treapta unitara pentru sistemele:
a) continuu H(s) din (9.7);
b) discretizat Hy(z) utilizind perioada de esantionare T, = 10 [s] din (9.8);

c) discretizat Hy(z) utilizand perioada de esantionare T, = 0.2 [s].

9.3.4 [Esantionarea sistemelor cu timp mort

Se considera un sistem cu timp mort de forma:

H(s) = H'(s)e™™". (9.9)



Esantionarea semnalelor si sistemelor continue

Pentru a evita utilizarea transformatei Z modificate, se recomanda suplimentar ca peri-
oada de esantionare T, pe langd respectarea teoremei lui Shannon pentru subsistemul H'(s),
sa fie aleasa un submultiplu intreg al timpului mort 7,,:

Tm )
— e N". 9.10
> (9.10)
Pe de alta parte, cu cat raportul 7,,/7T, = N devine mai mare, cu atéat cregte gradul functiei
de transfer discretizate, ceea ce duce la un efort computational mai ridicat:

H(z) = H'(z)e ™ = H'(2)e VTes) = [’ (2) . 27N, (9.11)
Prin urmare, se doreste alegerea perioadei de esantionare astfel incat valoarea N sa fie cat
mai mica. De exemplu, pentru sistemul:

4
e 0.1s

H(s) = —— , 9.12

(5) 4s +1 ( )
existd constanta de timp 7" = 4 [s] si constanta timpului mort 7,,, = 0.1 [s]. Pentru partea
rationald H'(s), conform teoremei lui Shannon T, < § = 2 [s]. Dacé se alege T, = -t = 0.4 [s]
(conform teoremei lui Shannon practice), N = 7 = 4. Se prefera alegerea T, = 0.1 [s], astfel
incat N sa fie minimul posibil (N = 1, in acest caz). T, = 0.1 [s] respecta in continuare

teorema lui Shannon!

9.4 Probleme propuse

Problema 9.4.1: Alegeti perioada de esantionare pentru urmatoarele sisteme, verificati
corectitudinea acesteia utilizand mediul MATLAB si justificati alegerea facuta:

10 200
a) H(s) 8s+ 1’ ¢) Hs) (s+5)(s+P)
5 P € {1,2.5,5,10,25,50,100}; afisati si-
b) H(s) = ; multan toate raspunsurile la treapta pe
(s +4)(s +16) aceeasi figura; corelati timpii de raspuns
H(s) — s+5 cu valorile constantelor de timp;
¢) His) = s2 + 8s+ 64
s+ 2 s+ 7
d) H(s) = ; — . 058
) H(s) G D6 100) ) H(s) = —— -

Problema 9.4.2:
mediul industrial [Astrém si Hagglund .

Discretizati urmatoarele sisteme continue bazate pe structuri clasice din
Studiati, utilizand mai multe perioade de

esantionare (care respecta teorema lui Shannon, respectiv care nu) si metode de discretizare
suportate in MATLAB, polii, zerourile, factorul de proportionalitate i influenta numarului
de zecimale considerate asupra raspunsurilor sistemelor la treapta gi impuls.
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K w2
H(s)=—, K#0,neN; H(s) = n ,
o) His) =5, K#0n ©) H(8) = 1y (52 1 2¢wns + o)

¢ €{0.1,0.5,0.8}, w, € {1,2,5,10};

b) H(s) = , ne€f{l,2,3,4,8}
(s + 1) _
f) H(S) - (TS+ 1)k‘ 9
¢) H(s) = 1 ke {1,2}, T €{0.1,0.2,0.5,2,5,10};
{ 1(35 10)55(1;; Dt (s +6)?
OAS 0 ) Vs Yy ; s) = s .
N &) H(s) = o5 1 30)
d) Hs) = (s +1)3° h) H(s) = oy

a € {0.1,0.2,0.5,1,2,5}; T € {0.01,0.1,0.5,1,5, 10,100} .
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In aceastd lucrare este prezentata maparea
din planul s in planul z si principalele metode
de discretizare a sistemelor LTI continue. De
asemenea, sunt prezentate principalele avan-
taje si dezavantaje ale fiecarei metode, im-
preuna cu singularitatile sistemului discret,
respectiv modurile de oscilatie si regimurile
de functionare ale acestuia.
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10.1 Maparea din planul s in planul 2

Pornind de la un semnal continuu in timp si amplitudine y(¢) si esantionand cu perioada T,
obtinem semnalul egantionat y*(¢) care poate fi descris prin relatia:

yi(t) =Y y(kT.)o(t — kT,), (10.1)

k=0

unde ¢ este impulsul Dirac. Prin evaluarea transformatelor Laplace si Z corespunzatoare
semnalului esantionat y*(¢), obtinem:

0

Vi) = LU ON) = [ Y pT0 — KT~

=> ylk] /O N O(t — kT )e *Tedt = " ylkle ", (10.2)

Y*(2) = Z{y ()} (z) = ) _ylk]=", (10.3)

de unde putem deduce relatia de mapare intre planul s si planul z, precum in Figura 10.1:

g=c"" (10.4)

AR R R
3 1 0.8

2]
o
X

o
X

W

0 <
o2l /

5 45 4 35 3 25 2 15 -1 05 0 05 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 10.1: Maparea planului s in planul z.

Pentru a studia raspunsul in frecventd, din variabila complexa s = o 4+ jw se retine
doar partea imaginara, unde w € (—o0,00) semnifica pulsatia. Dar, folosind transformarea
z = e*Te raspunsul in frecventa al sistemelor discrete devine:

H.(jw) = Hy (e?7) = Hy (¢/), (10.5)

unde €2 = wT, este pulsatia numerica. Din periodicitatea functiilor trigonometrice sin si cos,
obtinem ca Q2 = wT, € [—m,7|. De aici, obtinem fagia principald din semiplanul stang (partea
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hagurata din Figura 10.1) care este delimitatd simetric pe axa imaginara de pulsatia:

we 2mfe s
Wy = =% = = — 10.
N 2 T.’ (10.6)

numita pulsatia Nyquist. Pentru pulsatiile |w| > wy apare fenomenul de aliasing, i.e.,
suprapunerea, spectrelor.

Fasia principala se mapeaza in planul z in discul unitate astfel:

e pentru punctele de pe axa imaginara s = jw, w € [—wy,wy]| (simbolizate cu x) avem
z = e/*T¢ si obtinem cercul unitate;

e pentru marginile fagiei principale s = —o £ j7- (simbolizate cu +) avem z = e~ote

si
obtinem axa reals negativa din interior cercului unitate — puncte de forma —e=%c 407,

cuo € (0,00);

e pentru punctele de la infinit s = —00 + jw, w € [~wn,wy] (simbolizate cu o) obtinem
un cerc de raza € — 0 in jurul originii;

e punctele de pe axa reald negativa (marcate cu () se mapeaza in punctele de pe axa
reald pozitiva din interiorul discului unitate (e=°Te, %7¢);

e restul punctelor din fagia principald se vor mapa in interiorul discului unitate (zonele
hagurate).

Punctele din semiplanul drept se vor mapa in exteriorul cercului unitate. Punctele din semi-
planul stang care sunt in afara fagiei principale vor avea un corespondent in fasia principala
(prin reducerea pulsatiei numerice Q2 = wT, la intervalul [—m, 7]) §i se vor mapa tot in discul
unitate (fenomenul de aliasing).

10.2 Metode de discretizare

10.2.1 Metode care provin din integrarea numerica

Pornind de la un sistem de ordinul I descris prin ecuatia diferentiala:

d?ji—g) = —ay(t) + bu(t), (10.7)

prin integrare pe [0, t] din conditii initiale nule obtinem:

y(t) = /0 (—ay(T) + bu(r)) dr, (10.8)

iar prin esantionare cu perioada T, avem:
kT.

y(kT.) =y((k — 1)T.) + /(kl)T (—ay(T) + bu(r)) dr. (10.9)

Pornind de la posibilitatile de a evalua numeric integrala care apare in ecuatia anterioara,
vom prezenta in continuare trei metode de discretizare.
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1. Metoda dreptunghiurilor inainte (Euler inainte)
Se utilizeaza pentru simulari de tip Hardware-in-the-Loop si se obtine folosind substi-
tutia:
z—1 1-271

= = . 10.1
s T T (10.10)

2. Metoda dreptunghiurilor inapoi (Euler inapoi)
Este o metoda de integrare implicita si se obtine prin substitutia:

z—1 1— 271
= = . 10.11
TT T, (10.11)

3. Metoda trapezelor (Tustin)
Este o transformare biliniara care mentine stabilitatea si faza minima la trecerea din
continuu in discret. Aceastda metoda este utilizata pentru raspunsul in frecventa si se
obtine folosind substitutia:

2 z-—1 2 1-—2z1
_ 2. _2. . 10.12
TT U Zt1 T 1+ (10.12)

10.2.2 Elementul de retinere de ordinul zero

Pentru a descrie functionarea unui proces comandat cu un sistem numeric trebuie utilizat un
element de retinere de ordinul zero (engl. zero-order hold — zoh) avand modelul matematic:
1— e—sTe

Hzoh(s) = T? (1013)

iar sistemul discret se obtine folosind:

H(z) = Z{L {Hon(s)H(s)}} = (1 — 2 )2 {c—l {%H(s)}} | (10.14)

Aceasta metoda de discretizare este inerenta proceselor continue comandate de un regula-

tor numeric. Din punct de vedere a fidelitatii reprezentarii din domeniile continuu si discret,

metoda zoh introduce un tact de intarziere si NU se recomanda pentru aproximarea unui

regulator sau filtru. In astfel de cazuri, se recomandd metoda Tustin, pentru fidelitatea
raspunsului in frecventa.

10.3 Probleme rezolvate

Problema 10.3.1: Si se determine o perioada de esantionare convenabila si sa se discreti-
zeze folosind cele trei metode care provin din integrarea numerica sistemul descris prin functia
de transfer:

) —0.5s
H(S) = 43——}—16 0.5 .
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Rezolvare: Avem constanta de timp 7" = 4 [s], de unde rezulta ca perioada de esantionare

ar trebui sa verifice relatia T, < 0.4. Dar, pentru a evita folosirea transformatei Z modificata,

impunem 7= € N* si rezulta ca o perioada de esantionare adecvata este T, = 0.25 [s].
Folosmd ‘metoda dreptunghiurilor inainte, obtinem:

5, 5

H = H z—1 —m ——/—————— - - —
(@) = H)lmpt = 5177 = 3062 — 15

S=

cu singularitatile: 210 =0, 23 = %,

Folosind metoda dreptunghiurilor inapoi, obtinem:

5 5
Hys(z) = H(s)|sozz1 = Z—z’Q =—
T AFa 41 2(17z — 16)

cu singularitatile: 2, =0, 2, = %.
Folosind metoda Tustin, obtinem:
5 _ 5(z+1)
Hyg(2) = H(s)|jm2 21 = 12 211" ?= (332 — 31)’
e 0.25 241 + z zZ —

cu singularitatile: 2,9 =0, 23 = %, z1 = —1.

Remarci: In cadrul metodei Tustin apar zerouri in —1 astfel incat partea rationals va avea
excesul polilor fata de zerouri egal cu 0, chiar daca acest lucru nu era impus de structura
sistemului continuu. Acelasi lucru este valabil si la metoda dreptunghiurilor inapoi, zerourile
introduse suplimentar fiind toate egale cu 0.

Problema 10.3.2: Sa se determine o perioada de esantionare convenabila si sa se discre-
tizeze folosind metoda zoh sistemul descris prin functia de transfer:

542
(4s+1)(s—1)

H(s) =
Rezolvare: Avem doud constante de timp la numitor (7} = 4 [s] si To = 1 [s]), de unde

rezulta ca perioada de egsantionare ar trebui sa verifice relatia 7, < 0.1. Alegem perioada de
esantionare T, = 0.1 [s]. Pentru a determina functia de transfer discreta trebuie sa calculdm:

Hy(z) = Z{L {Hoop(s)H(s)}} = (1 — 7! Z{El{é(z;s:&i_m}}'

Mai intai descompunem in fractii simple:

s+ 2 B —%

(4s+1)(s—1) 4s+1

3
+ 5
s—1

si, folosind formula de transformare din Tabelul 10.1:

‘ {El {ﬁ}} "G _f_j)fl_i)jf;z_1>,
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obtinem:

Hy(z) = (1— 27) (Z{E 1{5@7/2; }} £ 1{ s—l)}})

1 7 (1—e" ) 3 (1— e01)z _
=(1-27) ( 50— (1 %) L BI-a - eO-lz—1)>
(0.0285 — 0.02332 1)z

T (1—0.97532-1)(1 — 1.10522-1)

cu singularitatile: 2; = 0.9753, 2, = 1.1052 = e’c si 2, = 0.818 = ¢ —iTe. Se remarca un tact
de intarziere z~! in componenta sistemului, respectiv faptul ci 51stemu1 ramane instabil si
in cazul discret, deoarece polii corespund celor din cazul continuu prin formula (10.4), unde
T, =0.1[s].

10.4 Regimuri de functionare si moduri de oscilatie

Regimul de functionare prezinta caracterul general al regimului tranzitoriu al unui sistem
LTT. Acesta este determinat de modurile de oscilatie dominante ale componentei tranzitorii.
In cazul sistemelor discrete, polii dominanti sunt cei care au modulul cel mai mare (cei mai
departe de origine). In cazul polilor stabili, polii dominanti sunt cei mai aproape de conturul
discului unitate.

Modurile de oscilatie sunt functiile care se obtin in raspunsul sistemului discret la o intrare
arbitrara cauzate de polii acestuia. Acestea pot fi de urmatoarele tipuri:

n—1

e in cazul polilor reali de multiplicitate n: W
n—1)!

I

el

(n—1)!

In Figurile 10.2 si 10.3 sunt ilustrate grafic raspunsurile la intrare treapté corespunzitoare
fiecarui regim de functionare pentru un sistem de ordin II.

Spre deosebire de regimul stationar in planul s obtinut pe baza Teoremei Valorii Finale
prin s — 0, pe baza formulei (10.4) rezulta ca, in planul z regimul stationar este dat de
z— 1.

e in cazul perechilor de poli complex conjugati de multiplicitate n: |2|F sin(k£2).

10.5 Probleme propuse

Problema 10.5.1: Sa se determine o perioada de egantionare convenabila si sa se discre-
tizeze sistemele continue de mai jos folosind metoda indicata. Studiati influenta perioadei
de esantionare asupra singularitatilor si asupra factorului de proportionalitate. Determinati
modurile si regimul fiecarui sistem.
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Figura 10.2: Regimurile de functionare ale unui sistem discret (partea I).
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Figura 10.3: Regimurile de functionare ale unui sistem discret (partea a Il-a).
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5—1—7‘ 0.2s

c) H(s)= e zoh;

s+9

Tustin;

72
52+ 6s+ 36’

200
H =
) H6) = T Py

P € {1,2.5,5,10,25,50,100}, zoh —
analizati fenomenul de supraesantio-
nare, daca este cazul;

—s+3

s+ o028

f) H =
) (S> s2+2s5+4
Euler Inainte.

d) H(s) =

Euler Inapoi;

Y
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10.6 Tabel de transformate Z elementare. Proprietati ale
transformatei Z

Domenwul timp Transformata Laplace Tmnsformata A
10 F(s) = £lf0) = | 1Ot | F() = Z[fOlisa] Z J(KT)2
o(t) 1 1
1 ! &
S z—1
. 1 Tz
52 (z—1)2
ot 1 z
s+ta z— e*T“T .
1 1—e %)z~
= (1(t) — et a (1—e")z
a s(s+a) (1—2z"H(1—eaTz1)
1 (e‘“t e‘bt) 1 1 z _ z
b—a (s +a)(s+b) b—a\z—e " z—e T
(wt) w zsinwT
sin(w —
s? 4+ w? 22 —2zcoswTl +1
(wt) s 2(z — coswT)
cos(w —
52 4+ w? 22 —2zcoswl +1
(wt) w ze~TsinwT
e " sin(w —_
(s +a)®+ w? 22 — 2ze= 7 coswT + e—29T
() s+a 2% — ze T coswT
e~ cos(w —_—
(s +a)®+ w? 22 — 2ze~ T coswT + e 2T
Tabelul 10.1: Tabelul de transformate Z
Proprietatea Timp discret Domeniul z
f(KT) F(z) = Z[f(kT)]
Liniaritate afi(kT) + bfs(kET) aFy(z) + bFy(2)
Deplasare la dreapta cu T' f((k—=1)T) LP(2)
Deplasare la dreapta cu nT' f((k—n)T) 2 "F(2)
Deplasare la stanga cu T f((k+1)T) 2F(z) — zf( )
Deplasare la stanga cu nT' f((k+n)T) Z f@T)z
Teorema Valorii Finale f(o0) = klim f(ET) hrri(z - 1)F(z) daca polii
—00 z—
functiei (z — 1)F(z) se afla
in discul unitate

Tabelul 10.2: Proprietati ale transformatei Z
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In aceastd lucrare se prezinta modalitati de
studiu a stabilitatii sistemelor numerice, por-
nind de la conditia generala de stabilitate,
alaturi de utilizarea criteriului Schur-Cohn-
Jury pentru a deduce localizarea polilor in
raport cu cercul unitate fara a fi calculati
explicit. De asemenea, se prezinta tehnici de
analiza a stabilitatii sistemelor in conexiunea
cu reactie negativa pe baza criteriului Jury
si a metodei locului radacinilor.
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11.1 Stabilitatea sistemelor numerice

Se porneste de la legatura analitica dintre variabila s a transformatei Laplace si variabila z a
transformatei Z din lucrarea anterioara. Aceastda mapare este ilustrata in Figura 11.1, fiind
data de formula:

z=eT T,>0. (11.1)

AR AR
3 ] 0.8 |

06 r
Z _— 6 0.4
o |

0 <t
_02_/

04t

n
.
X

X

\

-06

-08

* ‘5 4“5 4‘4 —3‘.5 —IB —2‘.5 —‘2 —1“5 ‘1 —0“5 0 0.5 -1 0.8 06 04 02 0 02 04 06 08 1
Figura 11.1: Maparea planului s in planul z.
Se considera sistemul LTI numeric cu n stari, m intrari si p iesiri, descris prin modelul de
tip spatiul starilor:

{x[k;—l—l] = Agz[k] + Byulk]; (11.2)

ylk] = Cyx[k] + Dgulk],

unde Ay € R™" By € R™™ (Cy € RP*™ D, € RP*™, Conditia de stabilitate interna a
sistemelor continue, conform careia valorile proprii ale matricei de stare trebuie sa se afle in
semiplanul complex stang se transforma in conditia ca valorile proprii ale matricei de
stare a sistemului discret sa aiba modulul subunitar:

M| <1, VX € A(Aq). (11.3)

Functia de transfer echivalenta a sistemului (11.2) este determinata prin formula:
Hy(z) = Cy (21 — Ag) ™" By + Dy. (11.4)
In mod similar, conditia de stabilitate externi a sistemelor continue, conform cireia polii

trebuie sa se afle in semiplanul stang se transforma in conditia ca polii sistemului discret
sa aiba modulul subunitar:

5] <1, V5 e P(Hy), (11.5)

unde P(H,) este multimea polilor functiei de transfer Hy(z) in forma minimala.
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11.2 Criteriul Schur-Cohn-Jury

Criteriul Routh-Hurwitz prezinta un algoritm care verifica daca radacinile unui polinom se
afld in semiplanul stang, respectiv cate ridicini existd in semiplanul drept. In mod similar,
criteriul Schur-Cohn-Jury verifica daci radacinile unui polinom P.(z) de ordin n se afla
in interiorul discului unitate, respectiv céte radacini exista in exteriorul acestuia. Acesta
poate fi folosit pentru a determina stabilitatea unui sistem numeric, pe baza polinomului sau
caracteristic, fara a fi nevoie de calculul efectiv al polilor sai.

(Criteriul Schur-Cohn-Jury) Se considera polinomul caracteristic P.(z) = agz"+a 2" 1+
22" 2 4.+ a,_12+ ay, z € C. Se completeaza tabelul Jury dupa urmatoarele reguli:

e se scriu coeficientii lui P, in ordine descrescatoare a puterilor si apoi in ordine cresca-
toare;

e se calculeaza recursiv:

Qg Qp
an Qg

Qg Ap—1
(07% ai

by = , by = e (11.6)

e completarea tabelului se opreste cand obtinem o pereche de linii cu trei termeni.

Pe baza acestui mod de completare, rezulta un tabel precum in continuare:

P ‘ anl ‘ an2 ‘ L. ‘ 21 ‘ ZO
Qo ay a2 | Gp—1 | Gn
an | p—1 | Ap—2 ai Qo
bo b by b1 | /
bn—l bn—Z bn—S b[) /
mo mq Mo / /
™o mi mo / /

Tabelul 11.1: Tabelul Jury

Conditiile criteriului Jury:
a) P.(1) > 0;

b) (=1)"Pe(-1) > 0;
c) lao| > |an|;
)

d |bo‘ > |bn 1|

m) [mo| > [mal;
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Daca se indeplinesc simultan conditiile a)-m), atunci toate cele n radacini ale polinomului
P.(z) se afld in interiorul discului unitate. In caz contrar, exista cel putin o radacina in afara
discului unitate. Daca cel putin una din conditiile a)-m) se indeplineste cu egalitate, iar
celelalte raméan inegalitati stricte, atunci cel putin o radacina se afla pe cercul unitate.

Observatie: Pentru a aplica criteriul Jury in cazul sistemelor de ordinul I, se utilizeaza
doar primele doua conditii. De preferat ar fi sa se calculeze direct polul sistemului si sa se
concluzioneze de acolo stabilitatea.

Problemai rezolvatd 11.2.1:  Se considerd polinomul P.(z) = 23 — 1.92% + 1.062 — 0.144,
avand: ag =1, a; = —1.9, ay = 1.06, az = —0.144.
Din efectuarea calculelor rezulta o pereche suplimentara de linii avand valorile by = 0.9793,
b1 = —1.7474, b, = 0.7864, iar in tabelul 11.2 este prezentat tabloul Jury corespunzator.
Pentru verificarea conditiilor criteriului avem:

P(1)=1-19+1.06 —0.144 = 0.016 > 0 v/

(—1P(—1) = (—1) (—1 — 1.9 — 1.06 — 0.144) = 4.104 > 0 v/
|CLO‘ > ’CL3| S 1>0144 v

bo| > |bs] < 0.9793 > 0.7864 v

Astfel, rezultd ca polinomul caracteristic P.(z) are toate radacinile in interiorul discului
unitate. Ca validare, prin calcul direct rezulta radacinile: z; = 0.2, 2o = 0.8, z3 = 0.9.

2 1

z ‘ z ‘ z z

1 -1.9 1.06 | —0.144
—0.144 1.06 —1.9 1
0.9793 | —1.7474 | 0.7864 /
0.7864 | —1.7474 | 0.9793 /

Tabelul 11.2: Tabelul Jury pentru exemplul rezolvat 11.2.1

11.3 Conexiunea cu reactie negativa a sistemelor nume-
rice

Exista aceleasi tipuri de conexiuni elementare in cazul sistemelor numerice precum in ca-
zul sistemelor continue: conexiunea serie, paralel gi cu reactie (pozitivd sau negativa). In
aplicarea formulelor deja cunoscute, se adauga urmatoarea particularitate suplimentara: se
discretizeaza fiecare conexiune de sisteme continue incadrate intre doua puncte de esantionare
si apoi se lucreaza cu echivalentele numerice.

Cea mai des intalnita conexiune cu reactie negativa formata din proces continuu si regu-
lator discret este cea din Figura 11.2.
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v

K 7~ H(s)

Figura 11.2: Schema tipica de reglare a unui proces continuu cu regulator discret.

Astfel, rezulta urmatoarea expresie a sistemului numeric in bucla inchisa:

o 2K -Z{LT{H())) . K(2)- H(z)
o) = I K- 2 (& (A 1+ k() -HE D
Pentru un regulator proportional, i.e. K(s) = K > 0, rezultd urmatoarea expresie a

sistemului inchis:
_ K-H(z) _ K-B(z)
0 = He T BeR) (11.8)
K- B(2)

= w7 FaE et aE) e+ F oKt a &) Y
Pentru studiul stabilitatii sistemului in functie de un parametru K > 0, se impun toate
conditiile criteriului Jury. Daca se adeveresc toate pentru o anumita valoare a lui K atunci
sistemul este stabil in acel caz. Prima conditie care nu se mai adevereste relativ la
parcurgerea lui K € (0, +00) reprezinta conditia de aducere a sistemului la limita
de stabilitate. Pot exista mai multe astfel de valori.

Acest rezultat bazat pe aplicarea criteriului lui Jury pentru sistemul in bucla inchisa este
inclus in algoritmul metodei locului radacinilor pentru sisteme numerice. Trasarea are loc
in mod analog sistemelor continue, iar interpretarea se realizeaza pe baza regimurilor de
functionare induse de pozitia polilor fata de cercul unitate.

Problema rezolvata 11.3.2: Se considerda un sistem cu RNU conform Figurii 11.2; cu

procesul descris prin:
2

H(s) = 525+ 100)
Deoarece structura descrie un proces continuu controlat printr-un regulator numeric (utili-
zand un convertor numeric-analogic pentru transmiterea semnalului de comandi), metoda
de discretizare fizic existenta in acel proces este cea a elementului de retinere de ordinul zero
(engl. zero-order hold). Pentru a evita supraesantionarea, constanta de timp dominanta fiind

(11.10)

T, = % >T, = 1(1)—0, se considera perioada de esantionare de T, = % [s].
In urma discretizarii rezulta:
0.0007683z + 0.0001769
Heon2) = 5099162 + 0.006097 (1L11)
De aici, sistemul inchis capata expresia:
K - H,on(z) K (0.0007683z + 0.0001769)
Ho(2) =

T 1+ K- Ho(2) 22+ (0.0007683K — 0.9916)z + (0.0001769K + 0.006097)"
(11.12)
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Pentru verificarea stabilitatii pe baza criteriului Jury avem:

e P.(1)=1+0.007683K — 0.9916 + 0.0001769K + 0.006097 > 0,VK >0 v/

o (—1)2P.(—1) = 14+0.9916+0.006097 + K (0.0001769 — 0.0007683) > 0 & K < 3.24-103;
o |ag| > |az| & 1> 0.0001769K + 0.006097 = K < 5.61 - 103,

Din cele trei conditii rezulta cd domeniul de stabilitate pentru sistemul Hy(z) este K €
(0,3.24 x 10?), avand un singur K .

De asemenea, analiza stabilitatii se poate face folosind metoda locului radacinilor.
Trasarea acestuia utilizand mediul MATLAB se prezinta in Figura 11.3. Se observa:

— Keitie ~ 3.2 x 103, la intersectia cu cercul unitate;

— Kespr ~ 436 si K,y &~ 3.14 x 103.

Root Locus
1 T T T T T
0.8+ —
0.6 -
Response Hd Response Hd
R 04l Gain 3.14e+03 Gain 436
5 Pole -0.739 + 9.58e-09i Pole 0.288
§ Damping 0.0956 Damping 1
o 0.2 Overshoot (%) 73.9 Overshoot (%) 0
~ Frequency (rad/s) 63.1 Frequency (rad/s) 24.9
‘é’ 0 © % =
< Response Hd
2 0ol Gain 3.29e+03 i
& 0.2
c Pole -1.01
Q 04l Damping -0.00266 |
£ Overshoot (%) 101
Frequency (rad/s) 62.8
.06 F _
0.8 - —
-1 1 1 | | I 1
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Real Axis (seconds™)

Figura 11.3: Locul radacinilor pentru sistemul in bucla inchisa de la Problema 11.3.2.

Se observi ci sistemul inchis este stabil pentru orice K € (0, 3.2 x 10%). In functie de
valorile lui K se disting urmatoarele regimuri de functionare:

— K € (0, 436): regim aperiodic amortizat, cu modurile |2, (¥, |Z02|;
— K = 436: regim aperiodic critic amortizat, cu modurile |2, |, k|Zo2|* (201 = Z02);

— K € (436, 3.14 x 10%): regim oscilant amortizat, cu modurile |2, o2|* - sin(kZ 2,1 02);
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— K = 3.14 x 10 regim oscilant critic amortizat (oscilatie nearmonici), cu modurile
5 1k L5 1k (5. — 5 )
‘Zol‘ ) k‘zo2’ (Zol - Zo?)a

~ K € (3.14 x 10, 3.2 x 10%): regim oscilant amortizat (oscilatie nearmonici), cu mo-
durile |21|%, |Z02¥;

— K = 3.2 x 10% regim oscilant intretinut (oscilatie nearmonici), cu modurile |3,|*,
s k(5. — _1).
|202| (Zol - _1)7

~ K € (3.2 x 10%, o0): regim oscilant neamortizat (oscilatie nearmonici), cu modurile
5 k|2 |k
|Zo1]%s [Zo2l";

Sensibilitatea sistemului este relativ mare, deoarece sistemul isi pierde stabilitatea pentru
K > 3.2 x 103, regimurile de functionare variazi, iar ramura dominant tinde asimptotic spre
infinit.

Discutie: Se poate relua acelasi studiu in cazul in care s-ar fi efectuat supraesantionarea,
respectand teorema lui Shannon pentru intreaga dinamica a sistemului, deci T, = Wlom Ce
schimbari apar?

Discutie: Dar daca pentru studiul stabilitatii utilizand cele doua perioade de egantionare,
Te, = % [s] si Teo = s], s-ar efectua discretizarea procesului cu metoda Tustin, ce
schimbari intervin?

1
006 |

11.4 Probleme propuse

Problema 11.4.1: Se considerd urmatoarele sisteme continue H(s) aflate in structura din
Figura 11.2, K > 0, alaturi de o metoda de discretizare propusa:

2 4
1) H(s) = Tustin; 6) H(s) = ——e "% zoh, Te=0.15[s];
) Hs) (Bs+1)(s+1) ustin; ) H(s) 25 + 1° ) 208, %€ Ls];
2 s+ 4.41 4
2) H(s) = ; Zoh; 7) H(s) = : ,
VA = B G ) HO) = 51 565 D)
9 Euler inainte;
3) H(s) =
JHE) = 5 5 100y g Stadl 4 |
Euler Inainte; 8) H(s) = s 1184 s(s12) zoh;
2
4) H(s) = -1
) H(s) s(s+2)(s +100)’ 9) H(s) = 8—, zoh;
Euler inapoi; s(s+2)
5) H(s) = — ¢35 5on Te=0.30[s]; 10) H(s) M rusts
s) = ——e %% zoh, Te=0.30[s]; s) = ————, Tustin.
25+ 1 T ’ s2+7s+49’
Se cer:

a) Alegeti o perioadad de egantionare adecvata gi discretizati sistemul;
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b) Studiati stabilitatea lui Hy(z) pentru K = 1;
c) Studiati stabilitatea lui Hy(z) pentru K € (0, +o00) utilizand criteriul lui Jury;

d) Studiati stabilitatea lui Hy(z) pentru K € (0, +00) utilizand metoda locului radécinilor.
Discutati regimurile de functionare, modurile si senzitivitatea sistemului in functie de
parametrul K.

e)* Studiati stabilitatea lui Hy(s) in functie de parametrii K > 0 si 7. > 0.

Problema 11.4.2:

a) Implementati in MATLAB criteriul Schur-Cohn-Jury pentru un polinom arbitrar P.(z)
cu coeficienti constanti precum in Sectiunea 11.2;

b*) Implementati in MATLAB criteriul Schur-Cohn-Jury pentru un polinom arbitrar de
forma P.(z) = a(z) + kB(z), cu a(z) si 5(z) doua polinoame cu coeficienti constant,
astfel incat sa se determine valorile lui & > 0 pentru care toate radacinile lui P.(z) sunt
in interiorul discului unitate.

Problema 11.4.3: Structura unui sistem cu egantionare se prezinta in Figura 11.2. Se
considera procesul descris prin functia de transfer:

2

H(s) = — 2
(5) = 02s 7 1

e ™ g K > 0.

Sa se rezolve cerintele:

a) Pentru 7, = 0 i 7. = 0.1 [s] s se analizeze stabilitatea sistemului cu esantionare din
figura utilizand metoda Tustin pentru discretizarea functiei de transfer H(s);

b) Pentru 7, = 0.1 [s] si 7. = 0.1 [s] sa se analizeze stabilitatea sistemului cu esantionare
din figurd utilizand metoda Tustin pentru discretizarea functiei de transfer H(s).
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In aceastd lucrare este prezentat raspunsul
in frecventa al sistemelor numerice, utilizand
metoda zoh, metoda Tustin si metoda Tustin
cu preincovoiere (engl. prewarping). Alege-
rea metodei de discretizare este utila in cazul
in care se porneste de la un sistem continuu
in timp. Suplimentar, se prezintd mecanis-
mele puse la dispozitie in MATLAB pentru
proiectarea filtrelor numerice, fiind necesare
si regasite in multiple clase de aplicatii prac-
tice, atat in domeniul ingineriei reglarii auto-
mate, cat si in contextul mai larg al proce-
sarii semnalelor.
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12.1 Raspunsul in frecventa al sistemelor numerice

Conform teoremei de esantionare a lui Shannon, frecventa de esantionare trebuie sa fie de
doua ori mai mare decat cea mai mare frecventa prezenta in sistem. Astfel, corespunzator unei
frecvente de egantionare f, putem defini limita superioara a frecventelor ce pot fi reprezentate
corect folosind esantionarea de frecventa f,., numita frecventa Nyquist fy:

_fe o =T (12.1)

fv=73 T

Peste aceasta valoare a pulsatiei apare fenomenul de aliasing. Astfel, pentru pulsatia
analogica w € (—o00, ), folosind perioada de egantionare T,, obtinem pulsatia numerica
Q) = wT, € [, 7], conform formulei de transformare z = e*’=.

Astfel, raspunsul in frecventa al sistemelor numerice se traseaza doar pentru pulsatii pana
la pulsatia Nyquist. Agsa cum am vazut in Lucrarea 10, fiecare metoda de discretizare vine
cu avantajele gi dezavantajele ei. Daca metoda zoh este implicita la interfatarea unui
proces continuu cu un controller numeric, aceastd metoda nu este recomadata
pentru implementarea filtrelor numerice si a regulatoarelor, metoda Tustin fiind
mai potrivita. Dar, daca se doreste ca sistemul numeric sa aiba un comportament identic
in jurul unei pulsatii wy (de exemplu, pentru a surprinde fenomenul de antirezonanta al unui
filtru Notch), se folosegte metoda Tustin cu preincovoiere, i.e. prewarping:

. wo z—1
" fan (ST o 1

(12.2)

Se constata faptul ca formula anterioara este mai generala decat transformarea Tustin obisnuita,
aceasta regasindu-se in cazul wy — 0.

Exemplul 12.1.1: Se considera filtrul Notch descris prin functia de transfer:

H(s)=

s% + 20 wns + w?
$2 4 2Cowns + w?’

(12.3)

unde w, = 10° [rad/s], (; = 1073 si {(; = 0.5. Conform teoremei lui Shannon, perioada de
esantionare trebuie sa respecte:

1

T, < 427“ = T, <1 [ms], (12.4)

si putem alege T, = 500[us]. In Figura 12.1 sunt prezentate diagramele Bode obtinute
folosind metodele zoh, Tustin, respectiv Tustin cu frecventa de prewarping wy = w,. Se
poate observa ca metoda zoh introduce atenuarea mult mai mica si la o frecventa sensibil
diferita de frecventa de taiere a filtrului Notch analogic, in timp ce metoda Tustin are o
foarte mica deviatie fata de pulsatia din continuu, iar metoda Tustin cu prewarping reuseste
sd urmareasca intocmai antirezonanta la care a fost proiectat filtrul in planul s.

Prezentam mai jos o modalitate de a obtine raspunsul in frecventa comparativ al sistemului
numeric in mediul MATLAB.
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Bode Diagram

H(s)
zoh
tustin
prewarp |

1

Ma

(=]
T

IS
o

Magnitude (dB)
(

o

10" 10° 10° 104 10
Frequency (rad/s)

Figura 12.1: Raspunsul in frecventa al unui sistem numeric.

wn=led; zetal=le—3; zeta2=0.5;

He=tf (|1 ,2xzetalswn,wn"2],[1,2xzeta2+wn,wn"2]);
Te=500e —6;

Hdl=c2d (Hc, Te, 'zoh ") ;

Hd2=c2d (Hc,Te, "tustin ') ;

% utilizarea metodei Tustin cu prewarping

opt = ¢2dOptions( "Method ', tustin ', 'prewarpfrequency ’ ,wn);
Hd3=c2d (He, Te, opt) ;

figure

bode (He,Hd1,Hd2,Hd3) ;

legend ('H(s) ', zoh’, tustin’, 'prewarp’);

12.2 Proiectarea filtrelor numerice

In MATLAB, proiectarea filtrelor este un proces relativ simplu, datorita functiilor dedicate
ce permit configurarea detaliata a caracteristicilor filtrului.

In proiectarea filtrelor digitale, MATLAB ofera o suitd robusta de functii care faciliteaza
configurarea si analiza diverselor tipuri de filtre, fiecare avand caracteristici distincte care le
fac potrivite pentru diferite aplicatii. Printre aceste functii de proiectare, se enumera:

e butter: filtre de tip Butterworth;
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e chebyl: filtre Chebyshev (Cebisev) de tip I;

e cheby2: filtre Chebyshev (Cebisev) de tip II;

e ellip: filtre eliptice;

e firl: filtre cu raspuns finit la impuls pe baza unei ferestre spectrale etc.

Filtrul Butterworth se remarca prin raspunsul in frecventa extrem de neted si plat in banda
de trecere, fara ondulatii (riplu), fiind ideal pentru aplicatii unde uniformitatea raspunsului
este prioritard, insi are o tranzitie relativ lentd citre banda de oprire. In schimb, filtrele
Chebyshev de tip I permit o tranzitie mai rapida, datorita ondulatiei acceptate in banda
de trecere, fiind utile cand se prefera o tranzitie abrupta, dar cu o ondulatie controlata.
Filtrele Chebyshev de tip 11, pe de alta parte, prezinta ondulatii doar in banda de oprire,
mentinand banda de trecere neteda si fiind preferate in situatiile in care ondulatiile in banda
de trecere sunt inacceptabile. Filtrul eliptic face exceptie prin oferirea celei mai rapide
tranzitii intre banda de trecere si cea de oprire, avand ondulatii atat in banda de trecere,
cat si in cea de oprire, fiind cel mai eficient pentru proiectele unde cerintele de selectivitate
sunt extrem de restrictive. In cele din urma, filtrul FIR fir1 se diferentiaza prin raspunsul
in faza liniara si este preferat in aplicatii unde aceasta caracteristica este critica, precum in
procesarea audio sau in reglarea sistemelor neliniare, insa necesita un ordin mai mare pentru
a realiza o tranzitie similara cu cea a filtrelor Chebyshev sau eliptic.

Cu oricare dintre aceste topologii de filtre se pot alege: tipul filtrului (trece jos, trece sus,
trece banda, opreste banda), ordinul filtrului, banda de trecere (normalizata in domeniul
[0,1], ceea ce corespunde domeniului de pulsatii analogice [0, fx]| [Hz|) si alte specificatii
suplimentare. Toate aceste functii pot returna atat filtre continue, cat si numerice.

Interpretarea si ajustarea acestor filtre poate fi facilitata cu ajutorul functiilor de vizuali-
zare, cum ar fi freqz, care oferd o reprezentare grafica a raspunsului in frecventa al filtrului
proiectat.

Exemplul 12.2.1, proiectarea unui filtru trece jos numeric: In sectiunea urmatoare
de cod se prezinta proiectarea unui filtru trece jos de tip Butterworth de ordinul 4.

fe = 1000; % frecventa de esantionare [Hz|
fN = fe/2; % frecventa Nyquist
N = 4; % N = ordinul filtrului (in cazurile FTJ si FTS)

Fc = 150/fN; % frecventa de taiere normalizata (150 Hz)
[B, A] = butter(N, Fc, 'low’);

% vizualizarea raspunsului

freqz (B, A, 1024, fe);

title ( 'Diagrama Bode, FTJ Butterworth’);

Rezultatul executiei sectiunii de cod de mai sus este filtrul caracterizat prin functia de
transfer H = tf(B,A,1/fe), descrisa prin:

B 0.018562* + 0.0742523 + 0.11142% + 0.074252 + 0.01856
B 24— 1.5723 +1.27622 — 0.48442 + 0.0762

H(z) , (12.5)
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avand raspunsul in frecventa ilustrat in Figura 12.2. Se constata ca la frecventa de taiere
ceruta de F,. = 150 [Hz], filtrul prezinta atenuarea de —3 [dB].

Diagrama Bode, FTJ Butterworth
T T T T T
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Figura 12.2: Diagrama Bode a unui filtru Butterworth de tip trece jos.

Exemplul 12.2.2, proiectarea unui filtru opreste banda numeric: In sectiunea ur-
matoare de cod se prezinta proiectarea unui filtru opreste banda eliptic de ordinul 16.
fe = 2000; % frecventa de esantionare [Hz]

N = fe /2; % frecventa Nyquist

N=28; %N = ordinul filtrului 2 (in cazurile FIB si FOB)
Wp = [300 700]/fN; % banda de trecere (bandpass)

Ws = [250 750]/fN; % banda de oprire (bandstop)

rp = 1; % ondulatia maxima in banda de trecere [dB]|

rs = 60; % atenuarea minima [dB] in banda de oprire

[B, A] = ellip(N, rp, rs, Ws, ’stop’);

freqz (B, A, 1024, fe);

title (’Diagrama Bode, FOB eliptic’);

Executia sectiunii de cod de mai sus este filtrul caracterizat prin functia de transfer H
= tf(B,A,1/fe), descrisd prin configuratia poli-zerouri (functia pzmap din MATLAB) din
Figura 12.3, avand raspunsul in frecventa ilustrat in Figura 12.4. Se constata ca, dato-
rita ordinului ridicat si a topologiei eliptice, tranzitia intre banda de trecere si banda de
oprire este foarte abrupta, dezavantajul fiind prezenta ondulatiilor pe intreg spectrul. Filtrul
indeplineste specificatiile cerute (in caz contrar, este necesar un ordin mai mare).

12.3 Probleme propuse

Problema 12.3.1: Proiectati un filtru numeric descris prin functia de transfer H(z) uti-
lizand rutinele corespunzatoare din MATLAB. Utilizati documentatia help si doc pentru
apelul complet al functiilor. Se cer urmétoarele specificatii:
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Pole-Zero Map
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Figura 12.3: Maparea poli-zerouri a filtrului eliptic de tip opreste banda de ordin 16.
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Figura 12.4: Diagrama Bode a filtrului eliptic de tip opreste banda de ordin 16.

a) filtru de tip trece sus, topologia b) filtru trece banda Chebyshev de tip 1II,
Butterworth, ordin 6, frecventa de ordin 4, perioada de esantionare 7, =
esantionare f, = 10 [kHz|, frecventa de 100 [us], banda de frecvente de tdiere

taiere 3500 [Hzl;

Determinati functiile

[500, 1000] [H z|, ondulatia din banda de
oprire de 3 [dB].

de transfer corespunzatoare, studiati singularitatile, respectiv trasati

diagramele Bode si Nyquist aferente. Cate filtre pot fi realizate cu specificatiile de mai sus?
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In aceastd lucrare sunt prezentate trei me-
tode de implementare a sistemelor numerice
pornind de la functia de transfer: conexiu-
nea serie, conexiunea paralel si impéartirea
infinita, respectiv definirea si obtinerea mo-
delelor numerice in spatiul starilor. Supli-
mentar, sunt prezentate aspecte de scalare a
coeficientilor in virgula fixa si pasii necesari
pentru implementarea pe microcontroller a
dinamicii modelata prin functie de transfer.
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13.1 Deducerea ecuatiilor cu diferente pe baza functiei
de transfer

Procesul de proiectare a regulatoarelor sau a filtrelor numerice in planul s este cel mai des
folosit. Dar, datorita cresterii puterii de calcul a unui sistem numeric, impreuna cu dez-
avantajele care provin din implementarea analogici, sistemele proiectate in continuu sunt
convertite in sisteme numerice, avand ca scop implementarea pe un sistem numeric de cal-
cul (microcontroller). In aceastd sectiune vom prezenta trei metode (topologii) distincte de
implementare a sistemelor numerice. Pentru reprezentarea grafica a semnalelor numerice in
MATLAB, se pot utiliza functiile stairs gi stem. In schema bloc a fiecdrei topologii este
utilizat blocul 27!, corespunzator operatorului de intarziere cu un tact.

13.1.1 Conexiunea serie

Numita gi programarea directda, conexiunea serie este o implementare recursiva, pe baza
ecuatiei cu diferente. Astfel, pornind de la functia de transfer:

Y(z)  27™B(z7') bz M 4 by M 4 by, z e
U(z)  A(z™Y) 14 azt +tapz 2+ +a,,z "

Hy(z) = : (13.1)

de unde obtinem:

Y(z) (1 +az tfagz 4+ anAz_”A) =U(z2) (z_”d 4zl z_"d_”3+1)

(13.2)
ceea ce, prin aplicarea transformatei Z=!, devine:
y[ln] = —ary[ln — 1] — azy[n — 2] — -+ — an,y[n — n4
+ biuln — ngl + bouln —ng — 1]+ -+ - + by un —ng —np + 1], (13.3)

sl se numegte ecuatia cu diferente a sistemului discret Hy(z).

Exemplul 13.1.1: Pentru exemplificare vom considera un sistem continuu descris prin

functia de transfer:
1

H(s)= ———
(5) s2+3s+ 2’
discretizat folosind metoda zoh si o perioadad de egantionare T, = 0.2 [s]. O posibila imple-

mentare a conexiunii serie in MATLAB este prezentata mai jos, iar schema bloc a sistemului
este cea din Figura 13.1.

(13.4)

% perioada de esantionare

Te=0.2;

% functia de transfer cu zoh

Hd=c2d (tf(1,[1 3 2]|),Te, "zoh’);

% extragerea numaratorului si numitorului
[num, den|=tfdata (Hd, 'v’);

(

% extragerea parametrilor pentru implementare
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a2=den (3); al=den(2);
b2=num(3); bl=num(2);
% conditiile initiale
y(1)=0;
y(2)=bl;
% numarul de esantioane
n=30;
% semnalul de intrare
u=ones (1,n);
% implementarea sistemului numeric
for k=3:n

y (k)=b2xu(k—2)+blsu(k—1)—a2xy(k—2)—alxy(k—1);
end
% timpul de simulare
te=0:Te:(n—1)*Te;
% comparatia intre ce s—a calculat si ce returneaza MATLAB
stairs (te,y, 'r+);hold;step (Hd)

ul

Figura 13.1: Structura corespunzatoare conexiunii serie a unui sistem de ordin II.

13.1.2 Conexiunea paralel

Cunoscuta si sub denumirea de descompunere in fractii simple, conexiunea paralel are la
baza punerea in evidenta a functiei de transfer in functie de transferul instantaneu, polii
sistemului discret si reziduurile corespunzatoare acestora:

Y(2) "oy "Lzt
i=1 v i=1 '
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iar fiecare subsistem de ordin I va fi implementat folosind conexiunea serie:
yiln] = Ziyiln — 1] + rauln — 1], (13.6)

iegirea finala a sistemului fiind:
y[n] = D - uln] + Zyl[n] (13.7)
i=1

Pentru a obtine coeficeintii r;, 2; si D corespunzatori acestei implementari, se poate utiliza
functia residue, care primegte doua polinoame (numératorul i numitorul functie de transfer)
si returneaza vectorul reziduurilor, vectorul polilor si transferul instantaneu.

Remarci: In relatia (13.5) este prezentata structura pur algebrica. Dar, polii si reziduurile
pot fi numere complexe. De aceea, pentru implementarea unui astfel de sistem numeric, polii
complex-conjugati vor forma subsisteme de ordin II de forma:

o Ti’12*1 + 7"@2272
N 1-— QRe{éi}z—l + |ZA'Z‘|2Z_2.

Hgy,(z) (13.8)

Exemplu: Pentru exemplificare, vom considera acelagi sistem continuu (13.4) discretizat
folosind metoda zoh §i o perioadd de esantionare T, = 0.2 [s]. O posibild implementare a
conexiunii paralel in MATLAB este prezentata mai jos, iar schema bloc a sistemului este cea
din Figura 13.2.

% perioada de esantionare

Te=0.2;
% functia de transfer cu zoh
Hd=c2d (tf(1,[1 3 2]|),Te, "zoh’);
% extragerea numaratorului si numitorului
[num, den|=tfdata (Hd, 'v’);
% extragerea parametrilor pentru implementare
[Res, Pole ,Dir| = residue (num,den);
rl = Res(1); r2 = Res(2);
z1 = Pole(1); z2 = Pole(2);
% conditiile initiale
y1(1)=0;
y2(1)=0;
y(1) = y1(1)+y2(1);
% numarul de esantioane
n=30;
% semnalul de intrare
u=ones (1,n);
% implementarea sistemului numeric
for k=2:n
yl(k)=z1l*yl(k—1)+rlxu(k—1);
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v2(k)=22%y2(k—1)+r2xu(k—1);
y(k)=yl(k)+y2(k);
end
% timpul de simulare
te=0:Te:(n—1)xTe;
% comparatia intre ce s—a calculat si ce returneaza MATLAB
stairs(te,y, 'r+);hold;step (Hd)

|

O—<§] wﬁ«
0

Figura 13.2: Structura corespunzatoare conexiunii paralel a unui sistem de ordin II.

13.1.3 Impartirea infinita

Daca cele douda metode anterioare de implementare erau corespunzatoare unor filtre IIR
(engl. Infinite Impulse Response), aceastd metoda este caracterristica unui filtru FIR (engl.
Finite Impulse Response). Un sistem discret descris prin functia de transfer se poate scrie
sub forma unei serii infinite, serie care se poate aproxima folosind primii N termeni:

Hy(2) = f: hlk]z™% ~ Y  hlk]z 7", (13.9)

unde h[k]| sunt esantioanele corespunzatoare raspunsului la impuls (parametrii Markov), care
se pot calcula prin impartirea polinomului de la numarator la polinomul de la numitor.
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In MATLAB, acest lucru este posibil prin intermediul functiei deconv. Iesirea sistemului se
obtine prin convolutia dintre primii /N termeni ai raspunsului la impuls si intrarea sistemului:

y[n] = hlkluln — k. (13.10)

Remarca: Fata de experimentele anterioare, in acest caz, sistemul numeric va fi capabil sa
urmareasca doar primele NV esantioane ale raspunsului la treapta al sistemului numeric.

Exemplu: Pentru exemplificare, vom considera acelagi sistem continuu (13.4) discretizat
folosind metoda zoh si o perioadd de esantionare T, = 0.2 [s]. O posibilda implementare a
impartirii infinite in MATLAB este prezentata mai jos, iar schema bloc a sistemului este cea
din Figura 13.3.

% perioada de esantionare
Te=0.2;

% functia de transfer cu ZOH
Hd=c2d (tf(1,[1 3 2]|),Te, "zoh’);
% extragerea numaratorului si numitorului
[num, den|=tfdata (Hd, 'v’);

% numarul termenilor pentru aproximare

N = 10;

% extragerea parametrilor

[h,”] = deconv ([num zeros(1,N)]|,den);

% numarul de esantioane

n=30;
% initializarea iesirii
y = zeros(1l,n);

% semnalul de intrare

u=|[zeros (1,N) ones(1,n—N) |;
for k=N-+1:n

for j=1:N

y (k)=y (k)+h(j)*u(k—j);

end
end
% timpul de simulare
t=0:Te: (n-N—-2)%Te;
% comparatia intre ce s—a calculat si ce returneaza MATLAB
stairs (t,y(N+2:n), r*’);hold;step (Hd)

13.2 Deducerea modelelor numerice in spatiul starilor

In prezent, multiple tehnici de proiectare a regulatoarelor ofera modelele acestora sub forma
de realizare de stare. Astfel, de interes devine obtinerea ecuatiei cu diferente corespunzatoare
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Figura 13.3: Structura corespunzatoare impartirii infinite pentru N = 5.

pentru modelele in spatiul starilor.
Pornind de la reprezentarea unui model in timp continuu:

t(t) = A.x(t B.u(t);
y(t) = Cex(t) + Deu(t),
echivalentul sau numeric, cu perioada de esantionare 7' > 0, va avea reprezentarea:
k+1] = Agz|k| + Byulk];
z[k+1] ax[k] + Bqulk]; (13.12)
yk] = Caalk] + Dyulk].

Functiile de transfer in s si z se calculeaza pe baza formulei de legatura:
H(s)=C.(sI —A) " B.+D.,  H(z)=Cy(zl —Ay)~ "' Bs+ Dy. (13.13)

Legaturile intre modelele (A, B, C., D..) si (A4, Bg, Cq, Dg) se obtin din diversele metode
de discretizare, cu o parte dintre ele mentionate in continuare. Spre exemplu, metoda zero-
order hold implica faptul cd vectorul de intrare u(t) este constant pe fiecare interval de timp
[kT, (k + 1)T), ceea ce duce la o reprezentare:

Seon(2) : {x[kﬂ] = () alk] + (fi "7 Bulkldr) = Agelk] + Baulk]; (13.14)

y[k] = C.xlk| + D.ulk].
In Tabelul 13.1 se redau in mod sintetic relatiile prin care se obtine descrierea sistemului
numeric in spatiul starilor (Ag, By, Cq, Dg) plecand de la sistemul continuu (A, B, C., D..),

pentru cele trei metode de discretizare prin aproximarea numerica a integralei. Conversia
inversa, pornind de la sistemul discret catre cel continuu, se prezinta in Tabelul 13.2.

13.3 Scalarea coeficientilor in virgula fixa

Se considera urmatoarea functie de transfer in z:

. by + blz_l + b22_2

Hy(z ™) =
(=) L+arz=! 4 agz=?’

(13.15)
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Mejc oda dfeppun- Met';od.a d{eptug— Metoda Tustin
ghiurilor inainte ghiurilor inapoi
Ay [+TA, (I-TA,)? (1-TA) " (I+ZA,)
B, TB. (I —-TA.)"'TB, (1-74) " IB,
Cy C. C.(I —TA)™" 20, (1 —TA.)"
Dy D, D.+C.(I —TA)'TB, | D.+C.(I - LA,) " LB,

Tabelul 13.1: Conversia continuu-discret in spatiul starilor

Me't oc.la dfep'tun— Me"cod.a drAeptur.l— Metoda Tustin
ghiurilor inainte | ghiurilor inapoi
A, (A -1 TI-A7Y) |2A-D{I+A4)"
B. 1By 1A;'B, (I + Ag) By
C. Cy CuAy? Ca(I +Ag)!
DC Dd Dd — CdAngd Dd — Cd<I + Ad)_le

Tabelul 13.2: Conversia discret-continuu in spatiul starilor

cu coeficientii {a;, b;} € R. Prin aplicarea transformatei Z inverse si utilizand conexiunea
serie rezulta urmatoarea ecuatie cu diferente finite:

y[n] = —ary[n — 1] — agy[n — 2] + bou[n] + byujn — 1] + bauln — 2]. (13.16)

Initial, coeficientii se obtin in virgula flotanta, pe 64 de biti (double). Majoritatea mi-
crocontrollerelor nu suporta operatiile de adunare gi inmultire cu numere in virgula flotanta
implicit in structura lor hardware. Astfel, se propune scalarea coeficientilor in formatul de
virgula fixa, utilizand numere intregi in codificarea complement fata de doi pentru sporirea
vitezei de efectuare a calculelor.

Se constata urmatoarea incadrare a modulelor coeficientilor:

max {|a;|, |b;|} < 2™, m > 0. (13.17)

Daca se utilizata un microcontroller cu lungimea implicita a numerelor intregi pe L biti, atunci
scalarea care profita optim de aceasta lungime se efectueaza prin urmatoarele deplasari pe

biti:

G (a; < (L=m—1)), bj + (b; < (L—m —1)), (13.18)
unde scaderea suplimentara cu 1 se datoreaza locului alocat bitului de semn.
Astfel, ecuatia cu diferente devine:
7ln] = —ayy[n — 1] — @ayn — 2] + bou[n] + biufn — 1] + byun — 2]. (13.19)

Deoarece se pot memora intrarile si iegirile precedente in unitatile convertoarelor analog-
numerice si numeric-analogice pe L biti, iar coeficientii @; si b; sunt memorati tot pe L biti,
rezultatul obtinut este pe 2L biti, iar valoarea care trebuie transmisa la iesirea microcontro-
llerului trebuie rescalata prin urmatoarea deplasare:

y[n] < (yln] > (L —m —1)). (13.20)
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Inainte de trecerea la implementarea pe microcontroller utilizand limbajul C, se recomandi
simularea gi validarea filtrului proiectat si scalat la coeficienti intregi in mediul MATLAB.

Exemplu numeric: Pentru functia de transfer a unui filtru Notch, se considera functia de
transfer numerica cu perioada de esantionare T, = 31.25 [us]:

s + 30302 Tustin ~ 0.9136 — 1.8191627" + 0.9136272

H(s) = Hy(z") =
(s) 52 4 6060s 4 30302 () 1 —1.8191271 4+ 0.8273422
(13.21)
Considerand notatia (13.15), se constata ca:
max {|a,|, |b;]} < 2. (13.22)

Pentru o reprezentare numerica pe L = 16 biti, tinand cont suplimentar de bitul de semn,
rezulta ca reprezentarea partii fractionale a coeficientilor poate fi stocata pe L —m —1 = 14
biti, profitand de precizia maxima a codificarii, cu o rezolutie ¢ = 27, Astfel, coeficientii
stocati apartin domeniului [—2,2 — ¢]. Aplicand scalarea (13.18), rezultd functia de transfer
cu coeficienti in virgula fixa:

i (=) 14970 — 298052~ + 14970272
z —=
! 16384 — 2980521 4 1355522’

pe baza careia rezulta ecuatia cu diferente scalatda (13.19). Pentru a reveni la domeniul
propus al semnalelor, rezultatul formulei, y[n|, trebuie re-scalat conform (13.20).

(13.23)

13.4 Implementarea ecuatiilor cu diferente pe microcon-
troller

Pentru implementarea pe microcontroller a regulatorului/filtrului numeric trebuie efectuati
urmatorii pasi:

e deducerea ecuatiei cu diferente conform unei anumite topologii (serie, paralel etc.);

e selectarea gi setarea unui convertor analog-numeric pentru citirea intrarilor u[nl;

e selectarea gi setarea unui modul de iegire pentru transmiterea valorii calculate y[n]:
convertor numeric-analogic, modul PWM, modul de comunicatie CAN, 12C etc.;

e setarea unui modul Timer la perioada de esantionare dorita si atagsarea acestuia la
sistemul de intreruperi al microcontrollerului;

e in rutina de intrerupere atagatd se implementeaza operatiile din (13.19) si (13.20),
alaturi de decalarea intrarilor (la inceputul rutinei) si iegirilor (la finalul rutinei): u[n —
1], uln —2],yn — 1], y[n — 2];

e testarea si validarea ansamblului utilizand un generator de semnale si osciloscop.

Pentru mai multe detalii, probleme aferente si exemple de implementari, se recomanda
parcurgerea referintelor [Franklin, Powell si Workman |, [Rossi, Toscani si Mauri |,
[Petkov, Slavov si Kralev |.
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Partea 111

Realizari de stare. Proprietati algebrice
ale sistemelor LTI
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Lucrarea 14

Realizari de stare. Forme canonice

Lucrarea de fata cuprinde metode de a ob-
tine realizari de stare pornind de la functia
de transfer a sistemelor LTI. In aceste cazuri,
starile nu au in mod obligatoriu semnificatie
fizica. Se descriu urmatoarele forme cano-
nice:

14.1 Realizari de stare . . . . . . . 134
14.2 Forme canonice . . . . . . .. 135
14.3 Probleme propuse . . . . . . . 144

Forma canonica de control — FCC;

Forma canonica de observare — FCO;
Forma canonica controlabila — FCCo;
Forma canonica observabila — FCOb;
Forma canonicd bloc diagonald (Jor-

dan) - FCJ.

133
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14.1 Realizari de stare

Un sistem LTT are urmatoarea descriere in spatiul starilor:

Ax(t) + Bu(t);

(14.1)
Cx(t) + Du(t),

—
< X
- =
~— —
I

avand numarul de stari n € N, x(t) € R" (ordinul sistemului), numarul de intrari m €
N, u(t) € R™, respectiv numarul de iesiri p € N, y(¢) € RP. Pentru un asemenea sistem
avem reprezentarea compacta folosind matricea cu blocuri:

<é lB)) € RinHp)x(ntm) (14.2)

In functie de numarul de intrari si iesiri, sistemele se clasifica in:
e SISO (engl. Single Input, Single Output): m =p =1,

e MISO (engl. Multi-Input, Single Output): m > 1, p = 1;

e SIMO (engl. Single Input, Multi-Output): m =1, p > 1;

e MIMO (engl. Multi-Input, Multi-Output): m > 1, p > 1.

Pentru un sistem LTI, indiferent de numarul de intrari sau de iesiri, trecerea din spa-
tiul starilor la functia/matricea de transfer echivalenta se face prin aplicarea transformatei
Laplace in conditii initiale nule:

{x(t) = Ax(t) + Bu(t) ‘E ,CI = 0; N {sX(s) = AX(s) + BU(s); (14.3)

y(t) = Ox(t) + Du(t); |£ Y(s) = CX(s) + DU(s).

Prin eliminarea termenului X(s) se obtine relatia de legatura intre U(s) si Y(s) astfel:

X(s)=(sI —A)"'BU(s) = Y(s)=[C(sI—A)"'B+D]U(s) = (14.4)
H(s) = {%1 ey = C(sI—A) "B+D, (14.5)

unde H(s) reprezintd matricea de transfer a sistemului, cu elementele individuale de tip
functie de transfer, avind m coloane corespunzatoare semnalelor de intrare, respectiv p linii
corespunzatoare semnalelor de iegire. Doar in cazul particular al sistemelor SISO discutam
despre functia de transfer a sistemului.
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14.2 Forme canonice

14.2.1 Forma canonica de control — FCC

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI SISO descris prin functia de transfer H(s). Pentru a putea evidentia
realizarea de stare corespunzatoare formei canonice de control (FCC), trebuie sd punem in
evidenta functia de transfer in forma urmatoare:

by 18" -+ b b
H(s) = Bls) _ 15 +1 tosth (14.6)
a(s) S"+ ap_ 1S 4+ -+ a1s +ag
Realizarea de stare corespunzatoare FCC este data de matricea cu blocuri:
—Ap—1 —Qp-—2 —a; —ap |1
1 0 0 0 |0
< Arcc | Broo ) - Y : R (14.7)
Crcc| D ' : :
0 0 1 0 |0
bn—l bn—2 bl bO d
Exemplu:
Se considera sistemul SISO descris prin functia de transfer:
65 + 2152 + 235 + 20
H(s) = §° + 21s% + 235 +
23 + 752+ T7s+2
In primul rand punem in evidentd transferul instantaneu:
2s + 14
d=1lim H(s) =3 = H(s)=3 :
oo (5) () * 283 +Ts2+T7s+ 2

Deoarece polinomul de la numitor nu este monic (i.e., nu are coeficientul dominant 1), re-
scriem functia de transfer astfel:

s+ 7
S +I24+Is41

H(s) =3+

Dupa ce avem evidentiatd functia de transfer ca in relatia (14.6), realizarea de stare co-
respunzatoare formei canonice de control este descrisa compact de urmatoarea matrice cu

blocuri:
_r _7T 1
2 2

Arpce |Brec Y _ | 10
Crcc| D 0 1
0 1

~N| o O
W o O =
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avand setul de ecuatii diferentiale de stare si ecuatia de iegire:

L _ T 7 .
T1 = —35%1 — 5Ty — T3 + U
Ty = T,
T3 = Ta;

Yy = x9+ Tx3+ 3u.

Implementare in MATLAB

Pentru a ajunge de la functia de transfer la modelul in spatiul starilor, in MATLAB se
poate utiliza functia tf2ss. Aceasta ne va returna realizarea de stare corespunzatoare formei
canonice de control.

Determinarea formei canonice de control utilizand mediul MATLAB pentru exemplul pre-
zentat se poate face astfel:
num=[6, 21, 23, 20]|; den=[2, 7, 7, 2];
% determinarea matricelor corespunzatoare FCC
[A_ FCC,B_FCC,C FCC,D|=tf2ss (num,den) ;
% crearea obiectului de tip spatiul starilor

sys=ss (A_FCC,B_FCC,C FCC,D) ;

Implementarea in Simulink

Schema bloc (Simulink) corespunzitoare formei canonice de control este prezentata in Figura
14.1. Caracteristic unei forme de tip control este calea libera de la intrare spre integratoare.
Mai precis, se poate observa ca pe firul dintre intrare si cele trei integratoare nu exista niciun
bloc de inmultire care ar putea fi zero (ceea ce nu se intAmpla in cazul iegirii, unde starea z;
este ponderata cu 0).

14.2.2 Forma canonica de observare — FCO

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI SISO descris prin functia de transfer H(s). Pentru a putea evidentia
realizarea de stare corespunzatoare formei canonice de observare (FCO), trebuie sa punem
in evidenta functia de transfer in forma urmatoare:

by_15" 1 4 - 4+ bys + by
"4 18" 4+ as+ag

Realizarea de stare corespunzatoare FCO este data de matricea cu blocuri:

H(s) = d+

—AQnp—1 1 O O bn_l
Oy 0 ... 0 0By
AFCO ‘ BFCO > . P :

— . . . . . X 14'8
<CFC’O D —aq 0O ... 01 bl ( )
—ay 0 ... 0 0] by

1 0O ... 00| d
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il >
u 1 1 1
- = = » 7
K s s |
x_1 X_2 x_3
-7/2
-7/2 }47

Figura 14.1: Schema bloc corespunzatoare FCC — Exemplu.

Se poate observa ca intre FCC si FCO exista o relatie de dualitate algebrica:

Arco = Afcos Brco = Crce,  Croo = Broo- (14.9)

Trebuie remarcat ca transferul instantaneu nu este caracteristic unei realizari de stare, el
reprezentand relatia directa intrare-iesire.

Exemplu:

Se considera sistemul SISO descris prin functia de transfer:

H(s) 653 + 2152 4+ 23s + 20
S) =
283 4+ 752+ Ts + 2

Urménd pagii din cadrul sectiunii anterioare, functia de transfer H(s) se scrie astfel:

s+ 7
S+ I24+Is+1

H(s)=3+

Dupa ce avem evidentiata functia de transfer in forma convenabila, realizarea de stare co-
respunzatoare formei canonice de observare este descrisa compact de urmatoarea matrice cu
blocuri:

L=l IS STEN CIEN

< Arco | Breo ) _
Crco| D

oo = O
Wy~ O

OO O
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avand setul de ecuatii diferentiale de stare si ecuatia de iegire:

l"l = —%$1 -+ Xa;

L'Eg :—%xl—i-xg—i—u;
T3 = —x1+ Tu;

y =+ 3u.

Implementare in MATLAB

Pentru a obtine realizarea de stare corespunzatoare formei canonice de observare, se realizeaza
conversia din functia de transfer in forma canonicd de control prin rutina tf2ss si apoi se
foloseste proprietatea de dualitate algebricd din (14.9) a celor doud forme canonice.

Implementarea in Simulink

Schema bloc (Simulink) corespunzatoare formei canonice de observare este prezentata in
Figura 14.2. Caracteristic unei forme de tip observare este calea libera de la integratoare
spre iegire. Mai precis, se poate observa ca pe firul dintre cele trei integratoare si iegire nu
existd niciun bloc de inmultire care ar putea fi zero (ceea ce nu se intAmpla in cazul intrarii,
unde intrarea in ecuatia diferentiald corespunzitoare starii x; este ponderata cu 0).

|

Figura 14.2: Schema bloc corespunzatoare FCO — Exemplu.

14.2.3 Forma canonica controlabila — FCCo

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI SISO descris prin functia de transfer H(s). Pentru a putea evidentia
realizarea de stare corespunzitoare formei canonice controlabile (FCCo), trebuie s punem
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in evidenta functia de transfer in forma urmatoare:

by_15" 1 4 - 4+ bys + by
S+ 18" 4+ as+ag

H(s)=d+

Realizarea de stare corespunzatoare FCCo este datd de matricea cu blocuri:

0 0 ... 0 —Aayp 1
1 0 ... 0 —a; | 0O
( Alsieien ‘ Breoo \ 0O 1 ... O —as | 0 (14.10)
Crcco| D I R : o '
0 0 ... 1 —Ap—1 0
Y2 e Tned Tn "o
unde g, 71, - - -, Vo reprezinta primii n + 1 parametri Markov ai sistemului.

Exemplu:

Se considera sistemul SISO descris prin functia de transfer:

H( ) 653 + 2152 + 23s + 20
5) = .
283 4+ 752+ Ts + 2

Urménd pagii din cadrul sectiunii anterioare, functia de transfer H(s) se scrie astfel:

s+ 7

H(s) =3+ .
(5) S +Is2+Is+1

In continuare, avem nevoie de primii 4 parametri Markov ai sistemului: v =d = 3, 7, = 0,
Yo=1,73 = % Realizarea de stare corespunzatoare formei canonice controlabile este descrisa
compact de urmatoarea matrice cu blocuri:

NI ITEN I

( Apcco | Breco ) _
Crcco | D

oo = O
—=l_ O O
iy |

W o o=

avand setul de ecuatii diferentiale de stare si ecuatia de iegire:

il = —23 + U;
Ty = T1 — 5T3;
. _ 7 .
T3 = T2 — 53;

y =z + txs + 3u.
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Implementare in MATLAB

Pentru a obtine parametrii Markov ai unui sistem, se poate utiliza functia deconv in mediul
MATLAB, precum in urmatoarea secventa de cod, iar apoi se urmareste structura generala
prezentata mai sus.

num=[6, 21, 23, 20]|; den=[2, 7, 7, 2];

% extinderea numaratorului

N = 3; num_ ext=[num, zeros(1,N)|;

% forteaza minim primii N parametri Markov
gamma—=deconv (num_ext,den) ;

Implementarea in Simulink

Schema bloc (Simulink) corespunzatoare formei canonice controlabile este prezentata in Fi-
gura 14.3. Caracteristic unei forme de tip control este calea libera de la intrare spre integra-
toare. Mali precis, se poate observa ca pe firul dintre intrare si cele trei integratoare nu exista
niciun bloc de inmultire care ar putea fi zero (ceea ce nu se intdmpla in cazul iegirii, unde
starea 1 este ponderata cu 0).

Figura 14.3: Schema bloc corespunzatoare FCCo — Exemplu.

14.2.4 Forma canonica observabila — FCOb

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI SISO descris prin functia de transfer H(s). Pentru a putea evidentia
realizarea de stare corespunzitoare formei canonice observabile (FCOb), trebuie sd punem
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in evidenta functia de transfer in forma urmatoare:

bn_lsn_l +--- 4+ bIS + b()

H(s)=d+ .
(5) 8" + Qp18" 4 Fais +ag

Realizarea de stare corespunzatoare FCODb este data de matricea cu blocuri:

0 1 ... 0 0 M
0 0o ... 0 0 Y2
( Arcos | Brco ) _ : P 5 : : (14.11)
Crcov | D 0 0 0 1 | Yot '
—Qg —aq —Qp—2 —Ap—1 Tn
1 0 0 0 Yo

Se poate observa ca si intre FCCo si FCODb exista o relatie de dualitate algebrica:

Arcob = Apccer  Broos = Crccor  Creos = Bicco: (14.12)

Exemplu:

Se considera sistemul SISO descris prin functia de transfer:

H(s) 653 + 2152 4+ 235 + 20
S g
283 4+ 752 + Ts + 2

Urméand pagii din cadrul sectiunii anterioare, functia de transfer H(s) se scrie astfel:

s+ 7

H(s) =3+ .
(5) S +Is2+Is+1

In continuare, avem nevoie de primii 4 parametri Markov ai sistemului: v =d = 3, 7, = 0,
Yo =1, = % Realizarea de stare corespunzatoare formei canonice observabile este descrisa
compact de urmatoarea matrice cu blocuri:

)

1
( Arcoy | Breoy ) I
Crcon | D

|
—
|
o 1~3

|
no1~3

—
o
o
wa — O

avand setul de ecuatii diferentiale de stare si ecuatia de iegire:

1 = T2;

To = T3+ U

v _ 7 7 7.,
r3 = —I1 — §[E2 — §ZL’3 + §u,

y =1+ 3u.
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Implementare in MATLAB

Pentru a obtine FCODb, se realizeaza conversia din realizarea de stare FCCo in FCOb pe baza
proprietitii de dualitate algebrica a celor doud forme canonice, precum in (14.12).

Implementarea in Simulink

Schema bloc (Simulink) corespunzitoare formei canonice observabile este prezentatd in Fi-
gura 14.4. Caracteristic unei forme de tip observare este calea libera de la integratoare spre
iegire. Mai precis, se poate observa ca pe firul dintre cele trei integratoare si iegire nu exista
niciun bloc de inmultire care ar putea fi zero (ceea ce nu se intdmpla in cazul intrarii, unde
intrarea in ecuatia diferentiala corespunzatoare starii x; este ponderatd cu 0).

Sl ‘

o o =

G | -
5%

=712

-7/2

-

Figura 14.4: Schema bloc corespunzitoare FCOb — Exemplu.

14.2.5 Forma canonica bloc diagonala (Jordan) — FCJ

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTT SISO descris prin functia de transfer:

bn_lSn_l +--- 4+ bIS + bg
S+ Ay SV 4+ as +ag

H(s)=d+

Din punct de vedere algebric, numarul de vectori proprii liniar independenti corespun-
zatori unei valori proprii este dat de multiplicitatea geometrica a fiecarei valori proprii.
Daca multiplicitatea geometrica coincide cu multiplicitatea algebrica, pe baza teoremei rezi-
duurilor, sistemul poate fi descompus sub urmatoarea forma:

R; R;
H($)=Roo + —— 4+ + —=. (14.13)

s — 851 s — S,




Realizari de stare. Forme canonice 143

Astfel, rezulta o topologie paralela formata din n subsisteme de ordinul I (caracterizate de
poli reali sau complecsi) si transferul instantaneu R..,. Sistemul in spatiul starilor in forma
diagonald are n stari decuplate intre ele, actionate in mod identic de intrarea wu(t), iar iesirea
este formata prin insumarea celor n stari ponderate cu valorile reziduurilor R, .

$ 0 ... 0 1
0 S ... 0 1
( Arcy ‘ Brcy ) _ . c ; : (14.14)
Crey \ D 0 O ' §' 1 ' '

Observatia 1: Termenii de multiplicitate geometrica mai mare decat p > 1 se obtin prin
inserierea a p termeni de ordinul I, obtinuti structural printr-o conexiune cu reactie pozitiva
dintr-un bloc integrator pe calea directa si o scalare cu valoarea polului pe calea de reactie,
ceea ce duce la aparitia blocurilor Jordan de dimensiune p in realizarea de stare.

Observatia 2: In forma diagonali prezentats in (14.13) perechile de poli complex conjugati
se descompun algebric in termeni de ordinul I cu poli complecsi, respectiv reziduuri complexe.
Pentru a evita utilizarea numerelor complexe in realizarea de stare cu integratoare, se prefera
structurile alternative care folosesc blocuri reale de ordinul II, precum forma Jordan reala.

Exemplu:

Se considera sistemul SISO descris prin functia de transfer:
653 + 2152 + 235 + 20
H(s) = §° + 218" + 235 + .
253+ 72+ T7s+2

Descompunem H (s) in fractii simple si obtinem:

Hs) =3+ (s + 0.5)fs++71)(s IS R f§6.5 stl 3%32’
iar reziduurile se pot calcula astfel:
+7 26
B = e 0eTy B F
7
B =17 0.5);147(5 oy | =1
+7 10
Hs, = (s+o.5>fs + 1)1(52;«27'1*3"/278:_2 ER

Realizarea de stare corespunzatoare formei canonice Jordan este descrisa compact de urma-
toarea matrice cu blocuri:

( Apcs | Bros ) 0 -1 0|1
Crcs | D
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avand setul de ecuatii diferentiale de stare si ecuatia de iegire:

1 = —0.521 +u;

l"g = —X9 + u,

T3 = —2x3 4+ u;

y = 2—36x1 — 12x9 + %ZL‘g + 3u.

Implementare in MATLAB

O astfel de descompunere in fractii simple se poate obtine in mediul MATLAB cu ajutorul
functiei residue, precum in secventa de mai jos.

num=[6, 21, 23, 20]|; den=[2, 7, 7, 2];

% obtinerea reziduurilor si a polilor

[R,P,Rinf| = residue (num, den) ;

% determinarea matricelor corespunzatoare FCJ

A FCJ = diag(P);

B FCJ = ones(length(P),1);

C FCJ = R7;

D = Rinf; % daca Rinf este vector gol, se pune 0
% crearea obiectului de tip spatiul starilor

sys=ss (A _FCJ,B_FCJ,C FCJ,D);

Implementare in Simulink

Schema bloc (Simulink) corespunzitoare formei canonice Jordan este prezentata in Figura
14.5.

Observatie generala: Realizarile de stare sunt echivalente structural si in cazul sistemelor
numerice, cu mentiunea ca blocurile de tip integrator % se inlocuiesc cu blocuri de tip intarzi-
ere de tact 271, respectiv se folosesc matricele realizérii de stare obtinute in urma discretizarii
adecvate.

14.3 Probleme propuse

Problema 14.3.1: Sa se determine realizarile de stare corespunzatoare formelor canonice
(FCC, FCO, FCCo, FCOb, FCJ) ale urmatoarelor sisteme descrise prin functia de transfer:

s+1 252 + 4
H(s)= —— 1~ . _ 5 Te
a) (3) S2+7S+8, d) H(S) SS—f—l’
3 1

b) H(s) = ————; _ :
) Hs) = 55 ¢) H(s) = 5—;
252+ 9 2 2

¢) H(s)= 2 129+ f) H(s) = - +0

32—1—43—1—4; 34282445+ 5



Realizari de stare. Forme canonice 145

Figura 14.5: Schema bloc corespunzatoare FCJ — Exemplu.
Problema 14.3.2: Se considera sistemul descris prin structura din Figura 14.6, unde K; =
320, Ky = 3.8, T = 0.1 [s]. Se cer:

a) Sa se determine modelul de tip spatiul starilor in care variabilele de stare au semnificatie
fizica.

b) Sa se determine cele 5 forme canonice pentru sisteme SISO studiate la laborator.

K1 x1(1) K2 y(t)=x2(t)
\)

D) Iy > e (G

u(t) omega(t) theta(t)

Figura 14.6: Modelul matematic al unei axe CNC.

Problema 14.3.3: Pentru sistemele continue de la Problema 14.3.1, determinati functia de
transfer in domeniul discret si apoi obtineti realizarile de stare corespunzatoare FCC/FCO/
FCCo/ FCOb/FCJ pentru sistemele numerice rezultate.
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15.1 Controlabilitatea sistemelor

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI cu urmatoarea descriere in spatiul starilor:

{x(t):Ax(t)JrBu(t); . <A B
C D

) e ROvFP)Ix(ntm), (15.1)

avand n € N stari x(t) € R", m € N intrari u(t) € R™ gi p € N iesiri y(¢) € RP. Ordinul
sistemului este dat de numarul variabilelor de stare.
Prezentam intai conceptul general de sistem dinamic controlabil.

Definitia 15.1.1: Controlabilitatea unui sistem

Un sistem dinamic se numeste de stare complet controlabila daca exista o comanda
u(t), t € [to,t1] C RT, continud pe portiuni, care transfera sistemul din orice stare
initiald x(ty), Vto € R*, in orice stare finald x(t;), Vt; € R*, finit, cu t; > t,. In caz
contrar, sistemul se numeste, dupa caz, de stare partial controlabila sau de stare
necontrolabila.

In cadrul sistemelor LTI, interpretarea algebrici a definitiei (15.1) se poate face mai simplu
studiind dimensionalitatea subspatiului generat de matricele A si B. Pornind de la aceasta
idee, se poate considera matricea de controlabilitate a sistemului astfel:

Co(A,B):=[B AB A?B -.- A"!'B] e R (15.2)

Teorema 15.1.2

Un sistem (A, B,C, D) are numarul de stari controlabile egal cu rangul matricei de
controlabilitate.

Corolarul 15.1.3

Un sistem (A, B, C, D) este complet controlabil daca si numai daca rank (Co(A, B)) =n.

Implementarea in MATLAB

Matricea de controlabilitate se poate calcula in MATLAB cu ajutorul functiei ctrb astfel:

1 Co = ctrb(A,B);
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15.2 Reactia de la stare

Prezentare teoretica

Majoritatea proceselor fizice intalnite in industrie au un caracter trece jos, deci nu prezinta
transfer instantaneu. Astfel, vom considera in continuare o realizare de stare avand D = 0:

{)’((t) = Ax(t) + Bu(t); (15.3)

y(t) = Cx(1).
De asemenea, vom presupune ca perechea (A, B) este controlabila (i.e., rank(Co(A, B)) = n).
In cazul unui sistem complet controlabil se poate calcula matricea de reactie de la stare
K € R™™ astfel incat sistemul in bucld inchisa sa aiba regimul tranzitoriu impus. Cu alte
cuvinte, dorim s& impunem polii (valorile proprii ale matricei de stare). Consideram legea de
control u(t) = v(t) — Kx(t), cu v(t) € R™, aplicata realizirii de stare din (15.3) si obtinem:

{)'c(t) = Ax(t) + B (v(t) — Kx(1)); {x@) = (A — BE)x(t) + Bv(t);
y(t) = Cx(t); y(t) = Cx(t),

unde v(t) reprezintd un semnal de referintd. Astfel, fatd de sistemul initial care avea polii
sistemului dati de valorile proprii A(A), sistemul in bucld inchisa cu reactie de la stare va
avea polii dati de valorile proprii A(A — BK).

In cazul sistemelor SISO, pentru a calcula matricea de reactie de la stare K € R™" pe
baza unui set de valori proprii impuse {5, ;} se poate utiliza formula lui Ackermann:

(15.4)

=1,n

K = el (Co(A, B)) ' P,(A), (15.5)

¢ = (0 o --- 0120 -- O), iar valoarea 1 se gaseste pe pozitia k;

o P,(s) =(5—501)(5—802)...(5s— 8,n) este polinomul caracteristic impus al sistemului
in bucla inchisa, cu:

PO(A) - Po(s) = (A - §o,11)<"4 - <§0,2I) to (A - <§0,nI)' (156)

Observatie: Valorile proprii in bucla inchisa se aleg astfel incat sistemul sa aiba regimul
tranzitoriu dorit: stabilitatea asigurata, regimul aperiodic (critic) sau oscilant, un timp de
raspuns mai mic, suprareglaj mai mic. Cu cat se impun performante mai stricte, cu atat va
fi mai mare efortul asupra elementelor de executie, deci incep sa intervina limitari practice.

Implementarea in MATLAB

In MATLAB, pentru calcul matricei de reactie de la stare, existd functiile acker si place:

e K = acker(A,B,[§01,§02,-~ ,§0n]);

e K = place(A,B, [501,502, " »50n]).

Mai multe detalii se gasesc in help-ul din MATLAB.
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Reactia de la stare asigura doar regimul tranzitoriu impus prin valorile proprii ale matricei
de stare, nu si performante in regimul stationar. In acest caz, se considera suplimentar
o matrice de prefiltrare F' € R™™ a referintei (i.e., v(f) = Fr(t)), care conduce la
urmatoarea realizare de stare:

%x(t) = (A— BK)x(t) + BFr(t); (15.7)
y(t) = Ox(t).
Pentru a impune o eroare stationara la pozitie nula, se impune pentru functia de transfer in
bucla inchisa:

H,(0)=1< C(sI —A+BK)'BF| =I% (15.8)

1

F=[C(-A+BK)'B] . (15.9)

In Figura 15.1 este ilustrata schema bloc de reglare a unui sistem descris in spatiul starilor
cu reactie de la stare si prefiltrarea referintei.

r_’F_tCP_L'B ++ f X » C —Yy
A |«
K |

Figura 15.1: Schema de control cu reactie de la stare si prefiltrare.

15.3 Problema rezolvata

Enunt: Se considera sistemul LTI avand realizarea de stare:

21 =2 1
xt)=11 0 0 |x(t)+ |0]u?);
01 0 0

y(t) = (o 2 3) x(1).
a) Sa se studieze controlabilitatea sistemului;

b) Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului si sd se determine reactia de la stare
capabila sa stabilizeze sistemul descris;

c) Sa se calculeze eroarea stationara la pozitie a sistemului nou obtinut si sa se determine
matricea de prefiltrare capabila sa asigure eroarea stationara la pozitie nula;

d) Sa se implementeze schema bloc (Simulink) a procesului cu reactie de la stare.
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Solutie: a) Matricea de controlabilitate a sistemului este:

1
Co(A,B)=[B AB A’B] = |0
0

S = N
— N Ot

pentru care det(Co(A,B)) = 1 # 0, urmand ca rank(Co(A, B)) = 3, deci sistemul este
complet controlabil.

b) Valorile proprii ale matricei de stare sunt A(A) = {—1,1,2}. Deoarece avem doud
valori proprii in semiplanul drept, sistemul este instabil intern.

Deoarece sistemul este complet controlabil, putem aloca polii sistemului in semiplanul
stang pentru a-l stabiliza. Consideram §,;23 = —5 (puteam alege oricare trei valori in
semiplanul stang). Matricea de reactie de la stare este, conform formulei lui Ackermann:

-1

125
K=c¢j (Co(A,B)"'P(A)=(0 0 1)-[0 1 2| -(A+5L)° =
001

S = N

1 -2 -1 360 76 —220
=0 0 1)-{0 1 —=2]-(110 140 —34 | = (17 76 123).
0 0 1 1776 123

Verificare: Matricea sistemului in bucld inchisa este:

2 1 -2 1 —15 =75 —125
Ap=A—-BK=(10 0 |—|0] (17 76 123)={ 1 0 0o |,
01 0 0 0 1 0
care are valorile proprii Ay 123 = —5.

c¢) Functia de transfer a sistemului cu reactie de la stare este:

2s+3

H,,(s)=C(sI — A+ BK)'B = ,
yols) = Cls + BE) $3 1 1552 + 7hs + 125

122

. o o . . . _ _ i _
Eroarea stationara la pozitie a sistemului este ey, = 1 — H,,(0) = 1 — 35z = 152

implica necesitatea matricei de prefiltrare. Aceasta este data de:

# 0, ceea ce

P 1 125
~ C(-A+BK)"'B 3~

Remarca: Daca avem deja functia de transfer v — y calculata, matricea de prefiltrare
5 _ 1 _ 12
este data de F' = T = 5
d) Schema bloc (Simulink) se regiseste in Figura 15.2. In chenarul mov este reprezentat
procesul initial, iar in chenarele gri sunt prezentate elementele structurii de control cu reactie
de la stare.
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ecthodesme ol

A
“

-123||<
Figura 15.2: Reactia de la stare implementata pentru exemplul de la Problema 15.3.

15.4 Probleme propuse

Problema 15.4.1: Se considera procesele descrise prin realizarile de stare:

(1) = (f j) (1) + (é) 0

vty = (0 2)x();

a)

b)
0O 1 0 0
xt)=10 0 1 [x(@®)+]0]ul);
1 -5 -6 1

v = (2 0 0)x.
Sa se deducd pe foaie, respectiv sa se verifice in MATLAB:
1) Studiul controlabilitatii sistemului;
2) Calculul matricei de reactie de la stare astfel incat sistemul inchis sa aiba:
2.1) regim aperiodic critic amortizat si timp de raspuns cu 25% mai mic;

2.2) regim oscilant amortizat, cu timp de raspuns cu 30% mai mic si suprareglaj de

5%;
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2.3) polii §; =[-1,-2] pentru sistemul a) si §; =[-2+4j,-2-4j,-10] pentru sistemul
b).

3) Calculul erorii stationare la pozitie pentru sistemele obtinute la 2), respectiv calculul
matricelor de prefiltrare astfel incat eroarea stationara la pozitie sa devina nula;

4) Implementarea sistemului de control din Figura 15.1 in Simulink cu matricele K gi F
deduse la subpunctele anterioare.

Problema 15.4.2: Se considera modelul matematic al unui motor de curent continuu cu
perii precum in Figura 15.3, adaptat dupa [Tilbury si Messner |. Aplicand legea a doua

Fixed
field
R L
ANN—rr Te
Al
v (_,_) Armature ) e @ @
= circuit
A
b6

Rotor
Figura 15.3: Circuitul echivalent al unui motor de curent continuu cu perii.

a lui Kirchhoff pe ochiul principal al circuitului, respectiv legea a doua a lui Newton, rezulta
ecuatiile diferentiale electrice gi mecanice ale motorului:
La% + Ryiq = Kpwyv — €;
J% + Bpw+ T, =T; (15.10)
do _
a w.
Pe langa ecuatiile electrice si mecanice specifice motorului, exista si ecuatiile de legatura intre
subsistemul mecanic si cel electric astfel:

T = Krig;
{ T (15.11)
e=K.w.

Considerand un sistem de tip MIMO, cu intrarile u(t) = (v, T1,)", stérile x(t) = (iq, w,0)",
respectiv iegirile y(t) = (w, H)T, rezultd modelul in spatiul starilor:

_}E_: —LKe 0 KPLVuVM 0
Kt _& 0 0 _1
AIB A _ 0 ! ’ 15.12
oo ) =10 1 0| o0 0 (15.12)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
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U.M.

Parametru | Valoare
R, 0.92
L, 2e—3
K, 0.296
K, 0.294
J Te—4
By 3.35e—4
Kpwum 38.46

Q
H
Vs/rad
Nm/A
N/m?
N/m

Tabelul 15.1: Parametrii motorului DC

Un set de parametri pentru motorul descris se prezinta in Tabelul 15.1.

Sa se proiecteze doua sisteme de control cu reactie de la stare, unul pentru reglarea turatiei
folosind subsistemul ([v], [i4, w], [w]), respectiv unul pentru reglarea pozitiei folosind sistemul
([v], [ia, w, 0], [0]), privind intrarea de cuplu de sarcina T}, strict ca o perturbatie externa. Sa
se studieze controlabilitatea sistemelor, sa se proiecteze matricele de reactie de la stare K,
de prefiltrare F', impunand un set adecvat de performante. Sa se implementeze schemele de

reglare in MATLAB i Simulink.
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Lucrarea de fatd cuprinde studiul proprie-
tatii fundamentale de observabilitate a sis-
temelor LTI, cu aplicatia directa de calcul
de estimatoare de stare. Estimatorul este
o componenta esentiala in domeniul contro-
lului sistemelor dinamice, deoarece permite
(in anumite conditii) obtinerea variabilelor
de stare fara necesitatea masuratorilor fizice,
respectiv permite estimarea masuratorilor cu
zgomot redus, daca senzorii existenti pre-
zinta astfel de probleme. Structurile prezen-
tate in lucrarea curenta poarta denumirea de
estimator Luenberger si filtru Kalman.
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16.1 Observabilitatea sistemelor

Prezentare teoretica

Se considera sistemul LTI cu urmatoarea descriere in spatiul starilor:

x(t) = Ax(t) + Bu(t); (A B iyt
{y(t) = Cx(t) + Du(t), (C D) €R : (16.1)

avand n € N stari x(t) € R”, m € N intrari u(t) € R™ si p € N iesiri y(¢) € RP. Ordinul
sistemului este dat de numarul variabilelor de stare.
Prezentam mai intai conceptul general de sistem dinamic observabil.

Definitia 16.1.1: Observabilitatea unui sistem

Un sistem dinamic se numeste de stare complet observabila daca vectorul de stare
poate fi determinat complet peste orice interal de timp finit [to,t1] C RT, t; > to, pe
baza cunoagterii complete a intrarii u(t) si a iesirii y(¢) peste acelasi interval de timp
finit. In caz contrar, sistemul se numeste, dupa caz, de stare partial observabili sau
de stare neobservabila.

In cadrul sistemelor LTT, interpretarea algebrici a definitiei (16.1) se poate face mai simplu
studiind dimensionalitatea subspatiului generat de matricele A si C. Pornind de la aceasta
idee, se poate considera matricea de observabilitate a sistemului astfel:

C
CA

Ob(A,C) = | CA* | e RPx™, (16.2)

CAn—l

Teorema 16.1.2

Un sistem (A, B,C, D) are numarul de stdri observabile egal cu rangul matricei de
observabilitate.

Corolarul 16.1.3

Un sistem (A, B, C, D) este complet observabil daca si numai daca rank (Ob(A, C)) =n.

Implementare in MATLAB

Matricea de observabilitate se poate calcula in MATLAB cu ajutorul functiei obsv astfel:
1 Ob = obsv(A,C);
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16.2 Estimatorul de stare

Prezentare teoretica

Majoritatea proceselor fizice intalnite in industrie au un caracter trece jos, deci nu prezinta
transfer instantaneu. Astfel, vom considera in continuare o realizare de stare avand D = 0:

Ax(t) + Bu(t); (16.3)

—N—
< A
==
N1
Q
>
=

De asemenea, vom presupune ci perechea (A, C') este observabild (i.e., rank(Ob(A, C)) = n).
In cazul unui sistem complet observabil se considera estimatorul de stare, numit estimator
Luenberger in literatura, cu urmatoarea structura:

(16.4)

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — y(t));
y(t) = Cx(1),

unde L € R™ P este matricea estimatorului de stare. Scopul este de a avea un sistem
dinamic cu aceeasi structura precum cea a sistemului fizic, pentru a putea accesa starile sau
iegirile acestuia. Se definegte eroarea de estimare e(t) = x(t) — x(¢) care trebuie sa convearga
la zero pentru t — oco. Rezulta:

e(t) = x(t) — x(t) = Ax(t) + Bu(t) — Ax(t) — Bu(t) — L(y(t) — y(t)) =
= A(x(t) — %(t)) — L(Cx(t) — Cx(t)) = (A — LO)e(t). (16.5)

Astfel, rezulta ca vectorul de eroare e(t) tinde la zero din orice conditie initiala e(ty) (i.e.,
oricare ar fi conditia initiala x(ty)) dacd matricea de stare A — LC' este Hurwitz.
Remarca: In cazul sistemelor numerice, conditia este echivalenta cu a avea matricea

A — LC de tip Jury.

Teorema 16.2.1

Pe baza dualitatii dintre proprietatile de controlabilitate si observabilitate, o pereche
(A, B) este controlabila dacd si numai dacd perechea (AT, BT) este observabila. In
mod analog, o pereche (A, C') este observabild daca si numai daci perechea (AT, CT)
este controlabila.

In cazul sistemelor SISO, pentru a calcula matricea estimatorului de stare L € R™*!

pe baza unui set de valori proprii impuse {5.1,8c2,...,8n}, se poate utiliza formula lui
Ackermann pe baza dualitatii algebrice:

LT =€l (0n(A4,0)) T P(AT), (16.6)

¢, = (0 o -~ 010 --- O), iar valoarea 1 se gaseste pe pozitia k;
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Figura 16.1: Schema bloc de implementare a unui estimator de stare.

o P.(s) =(5—8¢1)(5—8¢2) ... (5s—5n) este polinomul caracteristic impus al estimatorului,
cu:

P,(AT) = P.(s) = (AT =51 ) (AT —Gend) - (AT = 8.,1). (16.7)
s=AT

Observatie: Valorile proprii ale observer-ului se aleg mult mai rapide decat cele ale sis-
temului initial, pentru a converge starile sale la cele ale sistemului fizic. Tindnd cont ca
observer-ul este parte din logica de control, acesta va fi implementat pe un microcontroller si
este recomandata alegerea valorilor proprii de aproximativ 10 ori mai rapide. Daca se merge
cu mult mai mult de atat, matricea estimatorului L va avea coeficientii de valori foarte mari
si incep sa apara probleme numerice la implementare.

In Figura 16.1 se prezinta structura cu integratoare a unui sistem fizic cu observer de
stare. Deoarece, in multe cazuri practice, nu exista traductoare pentru toate variabilele de
stare ale unui sistem, se propune schema de control din Figura 16.2, in care reactia de la
stare se face prin stirile estimate, nu cele fizice, neaccesibile, ale sistemului practic. In cazul
unui sistem numeric, structura este identica, in loc de blocuri de integrare fiind blocuri de
intarziere cu un tact, iar matricele de stare si intrare, A si B, devin cele obtinute in urma
discretizarii.

Implementarea in MATLAB

In MATLAB, pentru calcul matricei estimatorului L, tinand cont de teorema precedenti
privind dualitatea, se pot folosi functiile acker si place, astfel:

o LT

acker (AT, CT', [55,,55,, -+ ,55,1);

o LT

place (AT,CT, [381 ,382: e ’égn] ) :
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Figura 16.2: Schema bloc de implementare a unei reglari cu reactie de la starile estimate,
cu referintd nula (sistem de stabilizare).

16.3 Problema rezolvata

Enunt: Se considera sistemul LTI avand realizarea de stare:

x(t)=1 1 0 1|x(@t)+ |2 ut);
2.0 0 3
y(t)z(l 0 O)X(t).

a) Sa se studieze observabilitatea sistemului;

b) Sa se studieze stabilitatea interna a sistemului i sd se determine estimatorul de stare
adecvat;

c) Sa se implementeze schema bloc (Simulink) a procesului cu estimator de stare.

Solutie: a) Matricea de observabilitate a sistemului este:

C 100
ObA,C)=|cA| =21 0],
C A2 5 2 1

pentru care det(Ob(A,C)) = 1 # 0, prin urmare rank(Ob(A,C)) = 3, deci sistemul este
complet observabil.

b) Valorile proprii ale matricei de stare sunt A(A) = {—1,1,2}. Deoarece avem doua
valori proprii in semiplanul drept, sistemul este instabil intern.
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Deoarece sistemul este complet observabil, putem aloca polii estimatorului in semiplanul
stang pentru a estima corect starile sistemului, chiar daca acesta este instabil. Consideram
S0123 = —3 (puteam alege oricare trei valori in semiplanul stang). Matricea estimatorului
de stare este, conform formulei lui Ackermann:

-7
1 00
LT =e] (Ob(A,C)"P(AT) =0 0 1)-[2 1 0| -(AT+3L)° =
5 2 1
1 -2 -1 136 28 —100
=0 0 1)-{0 1 —2f-{5 36 —22]=(11 28 25).
0 0 1 11 28 25
Verificare: Matricea de stare a estimatorului este:
2 10 11 -9 10
Ac=A-LC=|1 0 1]—(28|(1 0 0)=[-270 1],
-2 0 0 25 27 0 0
care are valorile proprii A¢ 123 = —3.

¢) Schema bloc (Simulink) se regdseste in Figura 16.3. In chenarul mov este reprezentat
procesul initial, iar in chenarul cyan este prezentat estimatorul de stare.

16.4 Probleme propuse

Problema 16.4.1: Se considera precesele descrise prin realizarile de stare:

(1) = (f j) (1) + (é) ult)

y(t)= (0 2)x();

a)

b)
0o 1 0 0
x(t)=10 0 1 |x()+[0]u(t);
-1 -5 —6 1

Sa se deducd pe foaie, respectiv sa se verifice in MATLAB:

1) Studiul observabilitatii sistemului;

2) Calculul matricei estimatorului de stare astfel incat observer-ul sa fie de 10 ori mai
rapid decat procesul,;

3) Implementarea in Simulink a estimatorului de stare, precum in Figura 16.1;

4) Implementarea sistemului de control din Figura 16.2 in Simulink, folosind rezultatele
Problemei 15.4.1 din lucrarea anterioara.
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Figura 16.3: Estimatorul de stare pentru exemplul de la Problema 16.3.

Problema 16.4.2: Se considera modelul matematic al motorului de curent continuu cu
perii de la Lucrarea 15, Problema 15.4.2.

Sa se proiecteze doua sisteme de control cu reactie de la stare si estimator, unul pentru
reglarea turatiei folosind subsistemul ([v], [i4,w], [w]), respectiv unul pentru reglarea pozitiei
folosind sistemul ([v], [i4,w, 0], [f]), privind intrarea de cuplu de sarcina T}, strict ca o pertur-
batie externa. Deoarece semnalul de curent prin bobina nu este accesibil la iegirea sistemului
(nefiind méasurabil in sistemul considerat), se justificd utilizarea estimatoarelor. S& se stu-
dieze controlabilitatea si observabilitatea sistemelor, sa se proiecteze matricele de reactie de
la stare K, de prefiltrare I gi de estimare L impunand un set adecvat de performante. Sa se
implementeze schemele de reglare in MATLAB gi Simulink.
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Lucrarea de fata cuprinde metode de a ob-
tine singularitatile sistemelor MIMO, cu ac-
cent pe obtinerea zerourilor de transmisie
utilizand atat fasciculul Rosenbrock, cat si
prin intermediul formei Smith-McMillan.
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17.1 Fascicule matriceale
Prezentare teoretica

Definitia 17.1.1: Fascicul matriceal

Matricea parametrizatd A\M — N se numeste fascicul matriceal (engl. matriz pencil)
liniar determinat de matricele M, N € C"*", notata prin conventie (M, N).

Definitia 17.1.2: Valori proprii generalizate

Valorile proprii generalizate asociate unui fascicul (M, N) se definesc ca solutie a
ecuatiei caracteristice a fasciculului:

X (A) :==det (AM — N) =0, (17.1)
cu vectorii proprii aferenti valorii proprii generalizate A\ € C:

Nv =AMv, v e R"\ {0}. (17.2)

Remarca: Problema determinarii valorilor proprii generalizate este bine definita daca fasci-
culul (M, N) este patratic si polinomul x(\) nu este identic nul.

Cazul particular clasic este pentru M := I,,, de unde rezulta problema determinarii valo-
rilor proprii ale unei matrice patratice N € C"*"™:

X (A) =det (A — N) =0, (17.3)
cu definitia consacrata a vectorilor proprii atasati valorii proprii A € C:

Nv =Xv, v #0. (17.4)

Implementare in MATLAB

Functia eig din MATLAB suporta determinarea valorilor si a vectorilor proprii atat pentru
cazul clasic al unei matrice patratice N, cat si pentru un fascicul matriceal (M, N).

17.2 Singularitatile sistemelor MIMO

17.2.1 Polii sistemelor MIMO

Prezentare teoretica

Se considera sistemul MIMO H(s) cu urméatoarea descriere in spatiul starilor:

x(t) = Ax(t) + Bu(t); (A B R
{W) = Cx(t) + Du(t), <C D) €R : (17.5)



Singularitatile sistemelor multivariabile 165

avand n € N stari x(t) € R", m € N intrari u(t) € R™ i p € N iesiri y(¢) € RP.
Definitia 17.2.1: Polii sistemului

Polii sistemului multivariabil se definesc ca fiind valorile proprii ale matricei de

stare A:
det (A — A) = 0.

Teorema 17.2.2

Sistemul H(s) este stabil daca toti polii sii se afld in semiplanul complex stang.

Implementare in MATLAB

Pentru a calcula polii sistemului multivariabil avem la dispozitie doua functii:

e pole(sys) —unde sys este fie un obiect de tip spatiul starilor, fie o matrice de transfer;
e eig(A) — unde A este matricea de stare.

17.2.2 Zerourile de transmisie ale sistemului MIMO
Prezentare teoretica

In cazul unui sistem patratic, i.e. m = p, se defineste conceptul de transmisie blocata astfel:

Definitia 17.2.3: Zerourile de transmisie ale sistemului

Procesul multivariabil are un zero de transmisie in valoarea (complexa) z;, daca
exista vectorii &, € C" si ux, € C™, nu amandoi nuli, astfel incat solutia sistemului de
ecuatii diferentiale:

x(t) = Ax(t) + Buge™!, x(0) = &, (17.6)
y(t) = Cx(t) + Duger, |
sa aiba proprietatea:
y(t) =0, vVt > 0. (17.7)
Exemplu
Se considera functia de transfer:
s+1
H(s) = —
0= 5

cu reprezentarea in spatiul starilor:

(A B) 0110
—‘—C =101
11 0

—_
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Pentru u(t) = 2e~", intrare corespunzitoare perechii uj, = 2 si z;, = —1, respectiv pentru
vectorul conditiilor initiale & = {_J , obtinem succesiv:
22(0)=—1 t
To(t) = ao(t) + 27" === 1y(t) = —¢' + et/ e "2 Tdr = —e ! (17.8)
0

z1(0)=1
——

T1(t) = xo(t) rt)=14+et—1=¢" = y(t)=21(t) + zo(t) = 0, (17.9)

de unde reiese ca z = —1 este un zero de transmisie pentru sistemul H(s).

Fasciculul Rosenbrock

Definitia 17.2.4: Fasciculul Rosenbrock

Fasciculul matriceal (M, N) cu:

M= {é g} § N= {g g} (17.10)

poarta denumirea de fascicul matriceal Rosenbrock al sistemului.

Teorema 17.2.5

Zerourile de transmisie ale unui sistem patratic reprezinta solutiile ecuatiei ca-
racteristice a fasciculului matriceal Rosenbrock, adica acele valori s € C pentru
care scade rangul fasciculului:

sI—A —B A—sl B
det[ _C —D} :det[ c D} = 0. (17.11)

Remarca: In cazul sistemelor dreptunghiulare, i.e., m # p, se face distinctie intre zerou-
rile de transmisie la stanga, respectiv la dreapta.

Implementarea in MATLAB
e sys = tf(NUM,DEN), sys = ss(A,B,C,D), sys = pck(A,B,C,D);
e p = pole(sys), z = zero(sys), z = tzero(sys);

o A —eig(A), Ay — eig(M,N);

17.2.3 Forma Smith-McMillan

Un alt mod de a determina polii si zerourile de transmisie ale unui sistem in forma minimala
este dat de posibilitatea de a scrie matricea de transfer in forma Smith-McMillan. Vom
descrie pagii necesari, urmand ca acestia sa fie ilustrati pe un exemplu.
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Se considera sistemul LTT MIMO descris prin matricea de transfer H(s).

e Fie D(s) cel mai mic multiplu comun al tuturor polinoamelor de la numitor din H(s).

Atunci putem scrie:
1

D(s)

unde N(s) este o matrice de polinoame de aceeasi dimensiune cu H(s).

H(s) = — ~N(s),

e Fie D;(s) cel mai mare divizor comun al tuturor minorilor de ordin 7 ai matricei IN(s),
Di(s)
l)i_l(S)

unde Dy(s) = 1. Definim in continuare fractiile polinomiale €;(s) =

e Conform teoremei Smith-McMillan, matricea de transfer H(s) este echivalenta cu:

e1(s)
D(s)

H(s) ~ bls) ) = Hgy(s).

Teorema 17.2.6: Forma Smith-McMillan

Polii sistemului MIMO H(s) in forma minimala sunt dati de rddacinile polinoamelor
de la numitorul formei sale Smith-McMillan Hgy,(s), iar zerourile de transmisie ale
sistemului in forma minimala sunt date de radacinile polinoamelor de la numaratorul
formei sale Smith-McMillan.

17.3 Problema rezolvata

Enunt: Se considera sistemul LTT MIMO descris prin realizarea de stare:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

‘ -3 =2 1:0
Al| B ! ! ! !
(Erp) - o) e

avand matricea de transfer:

H(s):( _%11 %) (17.13)

(s+1)(s+2)  s+2
a) Sa se determine polii sistemului;

b) Si se determine zerourile de transmisie ale sistemului pe baza fasciculului Rosenbrock;

c) Sa se determine singularititile sistemului in forma minimald pe baza formei Smith-

McMillan.
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Solutie: a) Daca avem la dispozitie matricea de transfer, polii sistemului sunt dati de polii
fiecarei functii de transfer in parte. Astfel, avem 8193 = —1 §i 845 = —2.
Pe de alta parte, polii sunt dati de valorile proprii ale matricei de stare:

A+1 0 0 0 0
0 A+1 0 0 0
0 0 A4+3 2 0 =0= )\1’2’3:—1 §1 )\4’5:—2.
0 0 -1 A 0
0 0 0 0 A+2

b) Polinomul caracteristic al fasciculului matriceal Rosenbrock este:

s+1 0 0O 0 0 -1 0
0 s+1 0 0 O 0 -1
0 0 s+3 2 0 -1 0
det(sM — N) = 0 0 -1 s 0 0o 0 |,
0 0 0 0 s+2 0 -1
—1 -2 0O 0 O 0 0
0 0 o 1 -1 0 0
iar radacinile polinomului caracteristic al fasciculului Rosenbrock sunt z; = —1, 2, = —2 i
z3 = —3, care sunt si zerourile de transmisie ale acestui sistem MIMO.

¢) Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor s + 1, s + 1, s* + 3s + 2 gi s + 2 este
D(s) = s* 4+ 3s + 2. De aici putem scrie:

)= 5 (07 70Y).

J/

N(s)

Polinoamele D;(s) corespunzatoare celui mai mare divizor comun al minorilor de ordin
i sunt: Do(s) = Di(s) = 1 si Da(s) = (s + 2)(s + 3). De aici avem &;(s) = 248 — 1 g

Do (s)
£9(s) = gfgzg = (s+2)(s+ 3). Apoi forma Smith-McMillan este:
ei(s) 1
HSM(S) _ | D(s) 52(25) — ((s+1)(s+2) 583) .
0 D(s) 0 s+1
Asadar, polii sistemului in forma& minimala sunt §;, = —1 si 83 = —2, iar zeroul de
transmisie al sistemului in forma minimala este z; = —3.
17.4 Probleme propuse
Problema 17.4.1: Determinati singularitatile urmatoarelor sisteme LTT:
a)
-2 0 0 -1 0
A= 0 -3 0 |;B=1|-10 ,C:(é?g);D:(} 8), (17.14)
0o 0 -4 0 1
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b)
sl
H(s)= |5 | ) (17.15)
s+3  s+4
c)
01 00O0O0 00
001000 00
000000 10 1100 0 O 10
A= 000010’3_ OO’C_(0001—1 0)’D_<1 0)’
000001 00
000000 0 1
(17.16)
d)
-2 1 0 0 0 0 1
1 -2 1 0 1 -1 0
0 1 -2 1 0 O 0
A=y o0 1 10 1158710 ;C=(0 0010 0); D=(0).
0 -1 0 0 0 O 1
0 1 0 —-10 0 0

Problema 17.4.2

(17.17)

:  Sa se determine singularitatile in forma minimala ale sistemelor urma-
toare, pe baza formei Smith-McMillan:

a) H(s) = (ﬁ
b) H(s) = (?
¢) H(s) = (:
d) H(s) = (

s—1 s—1
o 1) = (7 L)
s2—1
1 s+l
0 He) = (T 17),
s+2 s+2
0o =L
o 1= () 1)
s(s+1)
-1 —(s+1)
h) H(S):5O(i 5 )
s24+1
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Lucrarea de fata cuprinde metode de a ob-
tine realizari de stare pornind de la matricea
de transfer a sistemelor LTI cu mai multe
intrari si iesiri. Se pun in evidenta formele
canonice Gilbert si Kalman din care reiese
ordinul minimal de reprezentare a sistemu-
lui, respectiv o serie de proprietati generale
si modalitati de a le analiza utilizand mediul
MATLAB.
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18.1 Forma canonica Gilbert

Prezentare teoretica

Se considera sistemul MIMO avand m intrari i p iesiri descris prin matricea de transfer:

Hii(s) Hia(s) -+ Him(s)
=[] g~ | T e
o Hyq (s) Hp,2(5) T Hp,m(s)

Functiile de transfer individuale H;;(s) reprezinta transferul de la intrarea i la iegirea j.
Realizarile de stare ale sistemului se pot deduce prin conexiuni paralele ale subsistemelor

implicate in matricea de transfer, dar aceste abordari duc de obicei la sisteme de forma

neminimala, deoarece starile pot fi adesea reutilizate intre mai multe intrari si iegiri.
Ordinul sistemului se poate deduce din rangul matricei Hankel #,,,, a sistemului:

" Y2 . Tn

Y2 Y3 .- Un4l
%n’n - . . . . 7

Tn Tn+l -+ V2n-1

in care fiecare parametru Markov este o matrice de forma v; = CA*!B,i > 1. Dezavantajul
acestei metode este ca aflam doar ordinul sistemului in forma minimala, fara a determina si
forma minimala propriu-zisa.

O altd metoda de a deduce ordinul sistemului este utilizind teorema lui Gilbert, metoda
cu ajutorul careia se poate obtine chiar o realizare de stare in forma minimala. Aceasta
metoda va fi ilustrata pentru urmatorul exemplu rezolvat. Principiul functioneaza pentru
sisteme cu poli distincti.

Exemplul rezolvat 18.1.1:
Se considera sistemul LTT MIMO descris prin matricea de transfer:

1 2 1 2
no- () (F @) s

(s+1)(s+2) s+2 s24+3s+2  s+2

Sistemul descris in (18.2) este cu doud intrari gi doud iegiri. O realizare de stare se poate
obtine utilizand forma canonica de control (sau oricare altd formé canonicd) pentru fiecare
dintre cele 4 subsisteme astfel:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

! '3 _—92. 1:0
A| B ‘ ! ! !
(elp) [ o] e
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Abordarea aceasta nu garanteaza ca sistemul este in forma minimala.
Pentru a determina o realizare de stare a sistemului in forma minimald, descompunem
sistemul in forma paralela cu ajutorul teoremei reziduurilor:

s+1 s+ 2 s+ 1 s+2

(1 2) (0 0)

1 2 -1 0 11 Rs-1 Ry

H(s) = ( st 8{1> = + =1 =2 (18.4)
(s+1)(s+2) s+2

Conform teoremei lui Gilbert:
minord H = rank(Rg,) + rank(Rs,) = p1 + p2,
iar polinomul caracteristic al sistemului este:
P.(s) = (s — 51)" (s — 83) = (s + 1)*(s + 2), (18.5)

de unde reiese ci ordinul minimal este n = 3. In plus, avem informatia ci polul —1 este
dublu, iar polul —2 este simplu.
Scriind iesirile individuale, obtinem:

{ms) = L UI(s) + 5 Us(s) = Ui (s) + 2+ s Ua(s);
(_

Ya(s) = 5702(5) + 53501(5) + 535Ua(s) = (=1) - 55Ui(s) + 5 (Uils) + als)),

s+1 +

(18.6)
Observam ca termenul SJ%IU 1(s) poate fi reutilizat in ambele expresii, deci avem trei termeni
distincti de ordin I, in conformitate cu ceea ce indica teorema lui Gilbert. Forma canonica
Gilbert, reprezentand o realizare de stare in forma minimala, se poate scrie:

-1 0 0 [1i0

A | B, 0 -1 010 1
ot D)= 0 —2)1:1
" 12 010:0
-1 0 1(0:0

Realizarea de stare cu integratoare se prezinta in Figura 18.1.

18.2 Forma canonica Kalman

Se considera sistemul MIMO H(s) descris prin matricele (A, B, C, D), avand n stari, m intrari

si p iesiri: ) (%‘i) ' (18.7)

O schimbare de coordonate prin similaritate z = Tx se poate defini prin intermediul unei
matrice inversabila de transformare T € R™*" astfel:

{xz Ax+ Bu; {z: (TATYz + (TB) u;

18.8
y= Cx+ Du y = (CT ')z + Du. (18.8)
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ul(t) 1
E 5
y1(t)
) :

-1

u2(t) 1
2 4 ++ ? » 2

-1
1
s

Forma Gilbert pentru exemplul rezolvat
-2

Figura 18.1: Forma canonica Gilbert pentru exemplul rezolvat 18.1.1.

Evidentierea subsistemului controlabil

Prin aplicarea functiei MATLAB ctrbf (engl. controllability staircase form) asupra matri-
celor (A, B,C'), se obtine o realizare de stare echivalenta in scard a sistemului initial prin
aplicarea unei transformari de similaritate ortogonale 7', 77! = T, in care se pune in
evidenta subspatiul controlabil, respectiv necontrolabil:

()= ) () +(5) (18.9)

y= (Cc C.) ();n)-i- Du, (18.10)

C

unde A (A,) reprezinta spectrul controlabil, iar A (A4,.) contine modurile necontrolabile ale
sistemului. Astfel, perechea (A., B.) este complet controlabild, iar perechea (A,., O) este
necontrolabila. Matricea de transfer echivalenta poate fi scrisa doar in termenii subsistemului
controlabil astfel:

H(s)=C,(s] —A) 'B,=C (s — A" B. (18.11)

Evidentierea subsistemului observabil

Prin aplicarea functiei MATLAB obsvf (engl. observability staircase form) asupra matricelor
(A, B, (), se obtine o realizare de stare echivalenta in scard a sistemului prin aplicarea unei
transformari de similaritate ortogonale T, T~! = T'T, in care se pune in evident# subspatiul
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observabil, respectiv cel neobservabil:

}.{no . Ano A12 Xno Bno .
)05 )6 ()
y= (0 G) (’;") + Du, (18.13)

unde A (A,) reprezinta spectrul observabil, iar A (A,,) contine modurile neobservabile ale
sistemului. Astfel, perechea (A,, C,) este complet observabila, iar perechea (A,,, O) este
neobservabila. Matricea de transfer echivalenta poate fi scrisa doar in termenii subsistemului
observabil astfel:

H(s) = C, (sI — A,) "' B, = C(sI — A)"' B. (18.14)
Forma canonica Kalman

Teorema 18.2.1: Forma minimala

Un sistem LTI este in forma minimala daca si numai daca este simultan controlabil si
observabil.

Aplicand in mod succesiv algoritmul in scara pentru evidentierea subspatiului controlabil,
urmat apoi de evidentierea subspatiului observabil pe acesta, se poate scoate in evidenta
subsistemul simultan controlabil si observabil, intr-un mod stabil numeric.

Varianta teoretica echivalenta, dar cu dificultati in a fi obtinuta numeric, este de a realiza
descompunerea sistemului in forma Kalman, avand urmatoarea structura:

Acﬁ A12 A13 A14 BCB
O Aco O A24 Bco

Forma canonica Kalman: <%‘£) ~ O O Am Ax O ,
O O Az, O
O d, D

O
[ 0 Cu)

(18.15)
din care reies urmatoarele subsisteme:

e (A, By, Cep, D) — subsistemul controlabil si observabil;

As A2 |Bs _ ‘
¢ ({ o) ch ) { BCJ [0 Co ,D) — subsistemul controlabil;

Aco A24 Bco . .
° ([ 19) Aco‘| ; { 0 1 [Ceo Cao) ,D> — subsistemul observabil;

e (Az, O, 0, D) — subsistemul necontrolabil si neobservabil.

Astfel, o realizare de stare in forma minimala a sistemului H se obtine izoland partea
controlabila si observabila a acestuia, ordinul minimal fiind dat de:

. ACO BCO
minord H = ord ( .1 D > .
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Exemplul rezolvat 18.2.1:

Consideram realizarea de stare brutd din (18.3) a sistemului (18.2):

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

ABY_ LT o
o) | e T

—1 0 0 0 0 0 0
0 15 0o 05 o | 0o 0
Ape t O14 | Bhe —2.1213 0 —1 0 1.2247 0 0
Ay A | B, | = 0 { 05 0 -15 0 0 —1.1412
Cpci Cc | D 1.7321 ¢+ 0 0 0 —2 | —1.4142 0
' —0.4082 | —1.4142 —0.5774 —1.4142 —0.7071 0 0
—0.8165 | 0.7071  0.5774 —0.7071 0 0 0

Aplicam apoi comanda obsvf pentru a evidentia starea neobservabila si cele trei stari
observabile din partea controlabila a sistemului:

—21-0.9733 —0.2722 —0.4781 | 0.8165 —0.4082

A Aw | B 0 —1.2105 0.2421 —0.0485| 1.0596 —0.1325
031Aco B 0 0.6934 —1.7973 0.1597 | 00.0824 —1.0373
- ‘ D 0 : 0.0339 —0.0389 —0.9922 | 0.4514 0.8602
o e 0 0 —0.1072  2.1959 0 0

0 0 —1.1359 —0.2073 0 0

De aici obtinem o alta realizare de stare in forma minimala:

—1.2105 0.2421 —0.0485 | 1.0596 —0.1325
A | B 0.6934 —1.7973 0.1597 | 00.0824 —1.0373
( C’m 5 ) = 0.0339 —0.0389 —0.9922 | 0.4514  0.8602
" 0 —0.1072  2.1959 0 0
0 —1.1359 —-0.2073 0 0

Se poate observa ca forma canonica Gilbert aduce sistemul la o realizare de stare in forma
paralela, in timp ce aplicarea succesiva a izolarii subspatiului controlabil si al celui observabil
conduce la o realizare de stare necaracteristica vreunei forme canonice. Dar, in timp ce
forma Gilbert are un caracter mai degraba didactic, izolarea subspatiilor este o metoda
stabila numeric ce se poate aplica sistemelor de dimensiuni mari.
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Implementarea in MATLAB

e ctrb(A,B), obsv(A,C) — nerecomandate pentru sisteme de ordin mare;

e Wic = gram(sys,’c’), Wo = gram(sys,’o’) — alternativele recomandate (stabile nu-
meric) prin studiul rangurilor matricelor Gram (gramian) de controlabilitate si obser-
vabilitate;

e ctrbf(A,B,C), obsvf(A,B,C), minreal (sys).

18.3 Probleme propuse

Problema 18.3.1: Se considera urmétoarele sisteme MIMO:

D) HGs) = (5 5); 3) H(s) = (?55 23?%);

s+2 s+2

1 AP
2) H<s>=(s—1 1); 2 H<s>=<ﬁ _>
0 1 (s—1)(s+3) s+3

Sa se rezolve urmatoarele cerinte pentru fiecare sistem H(s):

a) Deduceti o realizare de stare (nu neapérat in forma minimala) pe baza formelor canonice
clasice (de control, de observare, controlabila, observabila, Jordan);

b) Deduceti realizarea de stare minimald Gilbert;
Hint: In cazul polilor cu multiplicitate algebrica mai mare de 1, descompunerea in fractii
simple se face utilizind termeni de forma:

i Sy

c) Aplicati succesiv evidentierea subspatiilor controlabile/necontrolabile, respectiv obser-
vabile /neobservabile pentru a obtine forma canonicd Kalman, apoi deduceti realizarea
de stare in forma minimala a sistemului.

Problema 18.3.2: Studiati proprietatile urmatoarelor sisteme LTI: singularitati, controla-
bilitate, observabilitate, performante in domeniul timp si frecvential, ordin minimal, realizare
de stare minimala:

a)

2 0 0 ~1 0
A={o0 =3 o|;B=[-10 ,O:(é (1) (1));D—G 8) (18.16)
0 0 -4 0 1
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(18.17)

0
1o
s+4

st1
s+2
s+2
s+3

)

10
10
(18.18)
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Recapitulare. Aplicatii. Autoevaluare
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Lucrarea 19

Teste de autoevaluare

19.1 Capitolul I, Model 1
19.2 Capitolul I, Model 2
19.3 Capitolul II, Model 1
19.4 Capitolul II, Model 2
19.5 Capitolul III, Model 1
19.6 Capitolul III, Model 2
19.7 Test sumativ, Model 1
19.8 Test sumativ, Model 2
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Lucrarea curenta prezinta exemple de teste
de autoevaluare din capitolele individuale
ale indrumarului. Suplimentar, sunt prezen-
tate si variante de teste sumative, acoperind
cerinte din toata materia cuprinsa.
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19.1 Capitolul I, Model 1

Valorile numerelor care genereazd subiectul pot fi alese m = 1,3, n > 1.

Se considera sistemul descris prin functia de transfer:

_ 10™(—s4100-n)

H(s) S5F10- 0

respectiv conexiunea cu reactie negativa unitara din figura de mai jos.

r o+ y

K H(s)

\ 4

Structura unui sistem cu RNU.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a) Sa se traseze diagrama Bode a sistemului H(s); [0.5p|

b) Sa se calculeze pe foaie marginile de faza si castig, respectiv sa se figureze in diagrama
de la subpunctul anterior; [1p]

c) Sa se precizeze, folosind criteriul Nyquist simplificat, daca sistemul in bucla inchisa este
stabil pentru k = 1; [0.5p]

d) S se precizeze amplificarea maxima a sistemului in bucla inchisa pentru k& = 1 gi sa se
figureze in diagrama Bode a sistemului inchis; [0.5p|

e) S& se precizeze si sd se justifice care sunt diferentele intre marginile de stabilitate ale
sistemului H (s) si ale sistemului H'(s): [0.5p|
—10™(s 4 100 -
H/(S> — (S + n)
s(s+10-n)?
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19.2 Capitolul I, Model 2

Valorile numerelor care genereazd subiectul pot fi alese m = 1,10, n > 1.

Se considera sistemul descris prin functia de transfer:

10(s + 1000 - m)
s(s+10-n)(s+100-n)’

H(s) =

respectiv conexiunea cu reactie negativa unitara din figura de mai jos.

L K H(s) —>

\ 4

Structura unui sistem cu RNU.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a) Sa se traseze diagrama Bode a sistemului H(s); [0.5p|

b) Sa se calculeze pe foaie pulsatia de taiere gi marginea de faza si sa se figureze in
diagrama de la subpunctul anterior. Precizati stabilitatea sistemului inchis pe baza
marginilor de stabilitate; [1.25p]

c) Sa se precizeze latimea de banda a sistemului in buclad inchisa pentru k = 1 si pentru
k = 5 si sa se figureze in diagrama Bode a sistemului inchis. Cresterea parametrului
k > 0 imbunatateste sau degradeaza performanta? [0.75p]

d) Sa se precizeze si sa se justifice care ar fi diferentele in diagrama Bode intre sistemul
H(s) si H'(s): [0.5p]

10(—s + 1000 - m)
s(s+10-n)(—s+100-n)

H'(s) =
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19.3 Capitolul II, Model 1

Valorile numerelor care genereazd subiectul pot fi alese m = 1,2, n > 1.

Se considera sistemul descris prin functia de transfer:

Sn-m g4

H(s) = s(dn-s+1)

9

respectiv conexiunea cu reactie negativa unitara din figura de mai jos.

Y

K 5~ H(s)

Structura unui sistem de control cu regulator numeric.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a) Sa se decida o perioadd de esantionare corespunzitoare discretizarii procesului H(s).
Justificati alegerea facutd; [0.5p]

b) Discretizati pe foaie procesul H(s) folosind metoda Tustin. Precizati si justificati
stabilitatea sistemului H(z) obtinut; [0.75p]

c) Si se determine ecuatia cu diferente corespunzatoare sistemului H (z);[0.5p]

d) Pentru K(s) = k > 0 si se determine stabilitatea si sensibilitatea sistemului in bucla
inchisa in raport cu parametrul k pe baza locului radacinilor; [0.75p|

e) Cum se modificd valoarea lui k£ pentru limita de stabilitate dacd procesul H(s) se
dicretizeaza folosind metoda zoh? [0.5p]
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19.4 Capitolul II, Model 2

Valorile numerelor care genereazd subiectul pot fi alese m = 1,2, n > 1.

Se considera sistemul descris prin functia de transfer:

0.In-s+1

H(s) = s((=1)m-m-s+1)’

respectiv conexiunea cu reactie negativa unitara din figura de mai jos.

kK~ Hs) —

Structura unui sistem de control cu regulator numeric.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a) Sa se decidd o perioada de egantionare corespunzatoare discretizarii procesului H(s) si
discretizati procesul H(s) folosind metoda zoh. Sa se valideze discretizarea printr-un
grafic adecvat; |0.75p]|

b) Pentru k& = 10n si se deduca stabilitatea sistemului in bucla inchisa pe baza criteriului
Jury si si se valideze concluzia obtinutd pe baza unei metode alternative; [0.75p]

c) Pentru K(z) = k > 0 si se interpreteze comportamentul sistemului din figurd. Inter-
pretarea trebuie sa contina: stabilitatea, regimurile de functionare, modurile sistemului,
sensibilitatea; [1p]

d) Cum se modificd valoarea lui k& pentru limita de stabilitate dacd procesul H(s) se
dicretizeaza folosind o perioada de esantionare de doua ori mai mica? [0.5p|
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19.5 Capitolul III, Model 1

Valorile numerelor care genereaza subiectul pot fi alese m € {1,2}, n € {1,2}.

Se considera sistemul descris prin modelul de tip spatiul starilor:

( (

t1=(—n—1) 21 —n-x9+ us; Tg = Ts;

To = X1; tr=(—m—1) 27 —m-xg+ us;
(X): Q@3 = —n- x5+ Us; Iy = X7;

Tqg = —3n - T4+ Us; Y1 =T +2m - x3 —m - Ty

\i5:(—n—2)-x5—2n'x6+u1; (Y2 = T +m - T5.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a) Sa se determine polii si zerourile de transmisie ale sistemului (X); [0.5p|

b) Sa se determine ordinul minimal al sistemului () pe baza proprietétilor de controla-
bilitate si observabilitate; [0.5p|

Fie G(s) sistemul care are intrarea w,, si iegirea y,.

c¢) Pentru sistemul G(s) in forma minimala, determinati realizarea de stare corespunza-
toare formei canonice controlabile (matricea cu blocuri); [1p]

d) Pentru realizarea de stare de la punctul anterior, studiati controlabilitatea acesteia si
determinati pe foaie matricea de reactie de la stare astfel incat sistemul de reglare sa
asigure un timp de raspuns de doua ori mai mic si eroarea stationara la pozitie nula.
Validati printr-un grafic sugestiv rezultatele obtinute; [1.25p|

e) Reprezentati schema cu integratoare corespunzatoare structurii de control de la punctul
anterior. [0.75p]
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19.6 Capitolul III, Model 2

Valorile numerelor care genereaza subiectul pot fi alese m € {1,2}, n € {1,2}.

Se considera sistemul descris prin matricea de transfer:

5(—2ns + 1) " 5(—2ns + 1) 9 5(—2ns +1)
(2) : (5ns + 1)(6ns + 1) (5ns + 1)(6ns + 1) (5ns + 1)(6ns + 1)
‘ 10(s — 2n) " 10(s — 2n) 1 10(s — 2n)
(4ns +1)(5ns + 1) (4ns +1)(bns + 1) (4ns +1)(5ns + 1)

Hint: Pentru declararea unei matrice de transfer se poate folosi concatenarea de functii
de transfer precum in operarea cu matrice. Sunt direct aplicabile functiile tf si ss.

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a)

Determinati pe foaie realizarea de stare corespunzitoare formei canonice contro-
labile pentru functia de transfer H(s), consideratd de la intrarea u, la iesirea y,,
(matricea cu blocuri); [1p]

Pentru realizarea de stare de la punctul anterior, studiati pe foaie observabilitatea
acesteia si determinati matricea estimatorului astfel incat polii estimatorului sa fie de
6 x n ori mai rapizi decat ai sistemului initial. Sa se verifice corectitudinea matricei
obtinute; [1p]

Reprezentati schema cu integratoare corespunzitoare subsistemului H (s) cu estimator
de la punctele a) si b); [0.75p]

Determinati o realizare minimala de stare a sistemului (X) prin evidentierea subspatiilor
sale controlabile si observabile din forma canonica Kalman; [0.75p]

Ignorand intrarea wuy, determinati zerourile de transmisie ale subsistemului MIMO de
la intrarile ug, ug la iesirile yq,y2. [0.5p]
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19.7 Test sumativ, Model 1

Valorile numerelor care genereazd subiectul pot fi alese m > 1, n > 1.

Se considera sistemul continuu H (s) descris prin urmétoarea structurad poli/zerouri/factor
de amplificare:

o o m ~
S1=nmn, 82:—E, $12=0, $3=—m, K = —1,

alaturi de structurile clasice de reglare de mai jos.

v

K

A 4

H(s) K™ 7~ H(s)

(a) Sistem de reglare continuu (b) Sistem de reglare cu controller numeric

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

a)

b)

Determinati functia de transfer H(s) a sistemului; [1p]

Pentru k = 2, precizati valoarea pulsatiei de taiere si calculati pe foaie valoarea marginii
de faza; [1p|

Pentru k = 2, studiati stabilitatea sistemului din Figura (a) utilizand criteriul Nyquist
simplificat; [1p]

Pentru k£ = 1, determinati o realizare de stare pentru H(s) in forma canonicd contro-
labila (FCCo); [1p]

Studiati controlabilitatea sistemului H(s) si calculati matricea de reactie de la stare
K pentru o configuratie stabild a valorilor proprii ale matricei de stare; [1p]

Pentru k = 1, discretizati sistemul H (s) utilizand metoda Euler inainte si o perioada
de esantionare convenabild; [1p|

Implementati in Simulink sistemul H (z) discretizat la subpunctul f) folosind conexiunea
serie; |2p]

Se considera structura cu reactie negativa din Figura (b). Sa se discute stabilitatea,
regimurile de functionare, modurile i senzitivitatea sistemului pentru & > 0. [2p]
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19.8 Test sumativ, Model 2

Valorile numerelor care genereazd subiectul pot fi alese m > 1, n > 1.

Se considera sistemul descris prin modelul de tip spatiul starilor:

1 = —nz — n’re + u;
H(s): < @9 =ap;
Yy = —T]+ M.

alaturi de structurile clasice de reglare de mai jos.

v

K

A 4

H(s) K7 H(s)

(a) Sistem de reglare continuu (b) Sistem de reglare cu controller numeric

Sa se rezolve urmatoarele cerinte:

2)

Determinati controlabilitatea realizarii de stare data si calculati matricea de reactie de
la stare care sa asigure un regim aperiodic critic amortizat cu un timp de raspuns cu
50% mai mic si precizati valoarea erorii stationare la pozitie; [2p|

Determinati functia de transfer a sistemului dat; [1p]

Precizati valoarea pulsatiei la faza de —m si calculati pe foaie valoarea marginii de
castig; [1p]

Studiati stabilitatea sistemului din Figura (a) in functie de parametrul k£ > 0 pe baza
raspunsului in frecventa; [1p]

Discretizati pe foaie sistemul dat utilizand metoda Tustin si o perioada de esantionare
convenabild; [1p]

Se considera structura cu reactie negativa din Figura (b). S& se studieze stabilitatea
sistemului pentru £ = 10 x n; [1p]

Implementati intr-un model Simulink modelul de tip spatiul starilor corespunzator for-
mei canonice controlabile a sistemului H(s). [2p]
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Lucrarea 20

Studiu de caz — Proiect de semestru

20.1 Descrierea procesului . . . . .

20.2 Cerinte

191

Aceasta lucrare prezinta o serie de cerinte pe
baza materiei cuprinse in indrumar, cu sco-
pul efectuarii unui studiu de caz complet pe
un model de sistem dinamic clasic din lite-
ratura. Cerintele au fost elaborate in scopul
studiului individual pe parcursul unui semes-
tru, cu finalizare printr-o documentatie re-
dactata in mediile Microsoft Word, ETEXsau
MATLAB Live Script.
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20.1 Descrierea procesului

Se considera modelul matematic al unui motor de curent continuu cu perii (engl. DC' Motor)
precum in Figura 20.1, adaptat dupa |[Tilbury si Messner |. Intrarea de comanda a
sistemului este tensiunea v aplicata la armatura motorului, avand suplimentar intrarea de
perturbatie 77, ceea ce reprezinta cuplul de sarcina. Suplimentar, iesirile sunt viteza de
rotatie unghiulara a axului, w, respectiv pozitia unghiulara a axului, 6. Se considera ca
rotorul si axul sunt rigide si modelul presupune frecare vascoasa, ceea ce inseamna ca are
cuplul de frecare proportional cu viteza unghiulara a arborelui.

Parametrii fizici ai motorului de curent continuu fara perii sunt: momentul de inertie al
rotorului J, constanta de frecare vascoasa a motorului By, constanta fortei electromotoare
K., constanta cuplului motorului K, rezistenta electrica R,, inductanta electrica L,.

Fixed
field
R
. (+) Armature ({
- circuit

Rotor

Figura 20.1: Circuitul echivalent al unui motor de curent continuu cu perii.

Aplicand legea a doua a lui Kirchhoff pe ochiul principal al circuitului, respectiv legea a
doua a lui Newton, rezulta ecuatiile diferentiale electrice si mecanice ale motorului:

LGCZ; + R ia = KPWMU — €]

J% 4 B+ Ty =T; (20.1)

@

dt—w.

Pe langa ecuatiile electrice si mecanice specifice motorului, exista si ecuatiile de legatura intre
subsistemul mecanic gi cel electric astfel:

T=K Lo
{ T (20.2)
e=K.w.

Considerand un sistem de tip MIMO, cu intréarile u(t) = (v, T1,)", starile x(t) = (iq,w,0)",
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respectiv iegirile y(¢) = (w, 0

)", rezultd modelul in spatiul starilor:

_}L?_Z —LKE 0 K}Z\ZJM 0
K _b 0 0 1
AIB N _ ) ! / 20.3
e 0 1 0] 0 0 (20.3)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

Un set de parametri pentru motorul descris se prezinta in Tabelul 20.1.

Parametru | Valoare U.M.
R, 0.92 Q
L, 1073 H
K. 0.296 Vs/rad
K; 0.294 Nm/A
J 71074 N/m?
By 3.35-107* | N/m
Kpwum 38.46 —

Tabelul 20.1: Parametrii motorului DC

20.2 Cerinte

.....

Pentru acest sistem:

Cerinta A

)

Sa se proiecteze un regulator cu avans sau intarziere de faza care sa asigure un timp de
urcare cat mai mic si suprareglaj 0%. Regulatorul cu avans de fazi se defineste ca:

i

HR(S):K' 5+p

, p>z>0, K>0, (20.4)
respectiv cel cu intarziere de faza are conditia reciproca intre singularitati: z > p > 0;

Sa se ilustreze proiectarea acestuia pe diagrama Nichols si sa se evidentieze modificarile
aduse de regulator asupra sistemului in bucla deschisa;

Sa se evidentieze functiile de senzitivitate: senzitivitatea S, senzitivitatea complemen-
tara T si efortul de control K .S, utilizand diagrama Bode;

In ipoteza in care comanda maxima admisa este de 5 [V], determinati daca aceasta
constrangere este respectatd pentru o referinta 6* = 100 [rad], iar, in caz contrar,
modificati regulatorul astfel incat sa se respecte gi aceasta constrangere;
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5) Realizati toate simularile mentionate anterior in ipoteza in care partea electrica nu este
neglijata si precizati ce degradari ale performantelor ati constatat.

Cerinta B

Sa se analizeze robustetea structurilor de control propuse in raport cu variatia parametrilor
motorului. Considerati o variatie de £10% pe fiecare parametru din Tabelul 20.1, exceptand
amplificarea Kpy s, si studiati degradarea performantelor obtinute folosind regulatoarele
calculate la Cerinta A.

Hint: Utilizati functia ureal din MATLAB.

Cerinta C

In ipoteza implementarii numerice a unuia dintre regulatoarele calculate la Cerinta A, sa

cel es

6) Sa se determine o perioada de esantionare adecvata sistemului de control astfel incat sa
existe o degradare minima a performantelor, fara a fi nevoie de o perioada de esantionare
aberant de mica;

7) Pornind de la structura numerica de control mentionata anterior, sa se realizeze o ana-
liza a impactului numarului de zecimale considerate pentru implementarea regulatorului
numeric asupra stabilitatii si a performantelor;

8) Realizati toate simularile mentionate anterior in ipoteza in care partea electrica nu este
neglijata si precizati ce degradari ale performantelor ati constatat.
Cerinta D

Pornind de la modelul de tip spatiul starilor din (20.3), si se rezolve urméatoarele cerinte:

9) Sai se proiecteze un regulator cu reactie de la stare capabil sd asigure eroarea stationara
la pozitie. Se cere ca suprareglajul sa fie nul, iar timpul de raspuns sa fie cat mai mic;

10) Pentru regulatorul propus la subpunctul anterior, si se analizeze valoarea maxima a
comenzii;

11) S& se modifice regulatorul cu reactie de la stare calculat anterior astfel incat valoarea
maxima a comenzii si nu depdseascd valoarea maxima de 5 [V];

12) In vederea implementarii acestei structuri de control, curentul i, nu poate fi masurat.
Proiectati un estimator de stare capabil sa furnizeze masuratori suficient de rapide
pentru a nu degrada performantele impuse.
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Cerinta E

Pornind de la regulatorul cu reactie de la stare calculat la Cerinta D, sa se analizeze urma-
toarele aspecte, considerand disponibile masuratori pentru toate cele trei variabile de stare:

13) S& se determine o perioadd de esantionare adecvata sistemului de control astfel incat sa
existe o degradare minima a performantelor, fara a fi nevoie de o perioada de esantionare
aberant de mica;

14) Pornind de la structura numerica de control mentionata anterior, s se realizeze o ana-
liza a impactului numarului de zecimale considerate pentru implementarea regulatorului
numeric asupra stabilitatii si a performantelor;

15) Ce modificari apar daca si estimatorul de stare ar trebui implementat pe acelasi micro-
controller? Analizati din punct de vedere a perioadei de esantionare, a numarului de
zecimale etc.

Cerinta F

Se considerd sistemul multivariabil cu ambele intrari, u(t) = (v, 7;)", si ambele iesiri, y(t) =

(w,0)"

16) Sa se determine forma minimald a sistemului MIMO pe baza teoremei lui Gilbert;

17) Sa se determine forma minimald a sistemului MIMO pe baza evidentierii subspatiului
controlabil si al celui observabil;

18) S& se determine singularitatile sistemului MIMO.

(*) Saseintocmeascid o documentatie care prezinta rezolvarile analitice, respectiv simularile
numerice pentru cerintele de mai sus. Documentatia poate fi redactata in mediile Microsoft
Word, KTEX sau MATLAB Live Script.

(**) Porniti de la alte exemple concrete de procese fizice regasite in referintele lucrarii,
precum |[Ogata |, [Dorf si Bishop |, [Levine |, [Nise |, si adaptati un set
de cerinte asemanatoare si adecvate proceselor in cauza.
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Lucrarea 21

Intrebari de autocontrol

21.1 Lista de intrebari

197

Lucrarea de fata prezinta o serie de intrebari
de autocontrol cu rolul de a sintetiza esenta
teoretica a disciplinei si de a deschide calea
spre aplicarea practica a conceptelor studi-
ate.
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Intrebiri de autocontrol

21.1 Lista de intrebari

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Gasiti exemple de procese din practica la care nu se respecta preconditiile criteriului

Nyquist simplificat.

Ce se poate spune despre stabilitatea unui sistem in bucla inchisa daca sistemul deschis
nu are margini de stabilitate, i.e., nu exista margine de faza si margine de castig?

Care dintre cele trei tipuri de diagrame (Bode, Nyquist, Nichols) este mai utild in
proiectarea regulatoarelor? Dar in contextul istoric al proiectarii pe hartie, fara sisteme
Computer-Aided Design precum MATLAB?

Care dintre cele trei tipuri de diagrame (Bode, Nyquist, Nichols) este mai utila in
identificarea functiei de transfer pe cale experimentala?

. Precizati patru avantaje ale tehnicilor aferente raspunsului in frecventa comparativ cu

metoda locului radacinilor.

. Pentru un sistem cu trei poli in valoarea —4, care este diferenta maxima intre aproxi-

marea prin asimptote si raspunsul real al caracteristicii de modul?

De ce este necesar sa se limiteze amplitudinea semnalului de comanda in anumite
aplicatii de automatizare industriala?

. Prezentati asemanari/deosebiri, respectiv avantaje/dezavantaje intre modelele de tip

spatiul starilor si cele de tip functie de transfer.

. De ce un sistem de reglare in bucld inchisd se comporta (respectiv se doreste prin

proiectare sa se comporte) precum un filtru trece jos?

Ce dificultati tehnice aduce impunerea unei erori stationare la viteza nula? Dar la
acceleratie? Studiati problema din punct de vedere frecvential.

De ce in practica este nefezabil un regulator care anuleaza un pol instabil al procesului
cu un zerou in semiplanul drept?

Ce implicatii are proiectarea unui regulator in domeniul continuu si discretizarea aces-
tuia comparativ cu discretizarea procesului si proiectarea regulatorului direct in dome-
niul discret? Cum se procedeaza in practica si de ce?

Ce dificultiti de implementare aduce o perioadd de esantionare (excesiv de) mica?
Analizati si din punct de vedere a modelului matematic rezultat in urma discretizarii.

De ce trebuie folosit un filtru trece jos la intrarea unui sistem numeric de achizitie de
date, chiar daca perioada de esantionare ar putea fi suficient de mica pentru semnalele
care se esantioneaza?

Ce avantaje prezintd un regulator/filtru numeric fatd de echivalentul sau analogic in
practica? Dar dezavantaje?
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16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

In ce contexte apar regimurile specifice sistemelor numerice?

Mai exista alte categorii de filtre decat cele patru variante tipice, i.e., filtru trece jos,
trece sus, trece banda, opreste banda? Ce rol ar avea in practica alte categorii de filtre?

Dati exemple din practica la care se preteaza structura de reglare cu reactie de la stare.

Cum se poate deduce functia de transfer in bucla deschisa pentru un sistem cu reactie
de la stare (stabilizatoare)? Ce margini de stabilitate prezinta?

Cum se poate extinde structura cu reactie de la stare incat sa fie prevazut efect inte-
grator pe eroarea de urmarire?

Estimatoarele, pe langa rolul prezentat in laborator de a furniza starile care nu permit
masurarea lor, pot furniza suplimentar si o estimare a semnalelor de iesire. Ce avantaje
si aplicatii exista in astfel de cazuri?

Demonstrati ca un sistem LTT este in forma minimala daca si numai daca este contro-
labil si observabil.

In cazul modelului matematic al motorului de curent continuu fira perii din Lucrarea
20, ce modificari aduce neglijarea constantei de timp electrice? Ce impact asupra
raspunsului in frecventa aduc astfel de simplificari?

Cum afecteaza procesul de cuantizare si zgomotul performanta unui sistem discretizat?
Analizati problemele specifice care apar in contextul unui sistem cu raspuns rapid.

Precizati un exemplu practic de sistem cu timp mort. Cum poate sa influenteze timpul
mort stabilitatea? Justificati din punctul de vedere al raspunsului in frecventa.

Precizati un exemplu practic de sistem de faza neminima. Cum poate sa influenteze faza
neminima stabilitatea? Justificati din punctul de vedere al raspunsului in frecventa.

Cum se poate modifica matricea de prefiltrare astfel incat sa asigure o eroarea stationara
la pozitie de 2%?

In ce conditii se poate stabiliza un sistem folosind reactia de la stare (completa sau
partiald)?



Intrebari de autocontrol
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