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Capitolul 1

Ecuatii diferentiale de ordinul
intai

1.1 Notiuni introductive

Teoria ecuatitlor diferentiale reprezinta un domeniu fundamental al ma-
tematicii, avand numeroase aplicatii in diferite domenii ale stiintei si tehnicii,
precum: fizica, chimie, biologie, astronomie, economie, sociologie.

Numeroase fenomene si procese din natura si societate pot fi modelate
matematic prin ecuatii diferentiale sau prin ecuatii cu derivate partiale.

Primele contributii importante in teoria ecuatiilor diferentiale sunt atri-
buite lui G. Leibniz si I. Newton care, in secolul al XVII-lea, au pus bazele
calculului diferential si integral. In timp ce Leibniz a pornit de la conside-
rente geometrice, fiind preocupat de problema determinarii unei curbe atunci
cand se cunosc proprietati ale tangentei la curba, Newton a pornit de la con-
siderente fizice, fiind preocupat de dinamica punctului material, descoperind
astfel a doua lege a mecanicii.

Dezvoltarea teoriei ecuatiilor diferentiale a continuat prin implicarea a tot
mai multor matematicieni care au studiat probleme in care intervin marimi
legate intre ele prin relatii care exprima variatia unei marimi in raport cu
celelalte. Astfel de relatii contin derivate, prin urmare au condus la obtinerea
ecuatiilor diferentiale.

Definitia 1.1.1. Se numeste ecuatie diferentiala o ecuatie care contine de-
rivate ale unei functii necunoscute. Daca functia necunoscuta depinde de
o singurd variabila, ecuatia se numeste ecuatie diferentiala ordinard iar daca
depinde de mat multe variabile, se numeste ecuatie cu derivate partiale.

Ordinul ecuatiei diferentiale este ordinul cel mai mare al derivatelor
functiei necunoscute, care apar in ecuatie.
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1.2 Definitii. Exemple.

Definitia 1.2.1. Se numeste ecuatie diferentiala ordinara de ordinul intai o
ecuatie de forma

Y (x) = [ (2,y () (1.2.1)

unde y este functia necunoscuta (de variabila x) iar [ este o functie de doud
variabile definita pe un domeniu plan D.

In afard de forma normali 1) o ecuatie diferentiala de ordinul intai
poate fi data sub forma implicita

F(z,y(z),y'(z)) =0

sau sub forma
P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0.

Observatia 1.2.2. Daca se tine cont de interpretarea geometrica a derivatet,
rezolvarea ecuatiei se poate interpreta astfel: sa se determine functiile
y =y (z) ale caror grafice in punctul (z,y (x)) au panta tangentei f (z,y (z)) .

Definitia 1.2.3. Se numeste solutie a ecuatiei o functie ¢ : I — R
deriwabila care verifica ecuatia, adica:

¢ (2) = f(z,¢(x), Ve eI, (z,6(z)) € D.

Definitii 1.2.4. Solutia generala a ecuatiei este mulfimea solutiilor
ecuatier si depinde de o constanta arbitrard. Se numeste solutie particulara a
ecuatiei o solutie care se obtine din solutia generala pentru o anumita
valoare a constantei. O solutie singulara a ecuatiei este o solutie care
nu se poate obtine din solutia generala dand valori constantei.

Definitii 1.2.5. A integra o ecuatie diferentiald inseamnda a gasi solutia ge-
nerald $i eventualele solutii singulare. A integra o ecuatie diferentiala prin

cuadraturi inseamna a afla solutiile ei folosind calculul integral. Graficul
unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curba integrala.

Exemplul 1.2.6. Solutia generald a ecuatiei diferentiale y'(x) = 2x  este:
y (x) :/Qxd$:x2+0

iar o solutie particulard este y(z) = 2> +5.
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Exemplul 1.2.7. Ecuatia diferentiald y = xy' + (y')* are solutia generald
y(z) = Cz + C?. Intr-adevar,

y—ay — () =Cr+C? —aC —C?=0.

Dand valori lui C' se obtin solutii particulare.

2
Ecuatia are gi solutia singulara y(x) = —%, dupa cum se poate verifica:
2 2 2 2 2
) T 4 Y
yoay =) =g el 2 VR R

Deoarece solutia singulara este o functie de gradul doi, ea nu se poate obtine
din solutia generala. Curba integrala corespunzatoare solufiei singulare este
infasuratoarea familiei dreptelor obfinute la solutia generala.

Problema determinarii solutiei particulare a ecuatiei (1.2.1]), care verifica
o conditie initiala data, de forma

Y (x0) = Yo, (zo,40) € D,

se numesgte problema Cauchy.
Teorema urmatoare asigura existenta si unicitatea solutiei problemei lui
Cauchy asociate ecuatiei ([1.2.1)), unde D este o multime deschisa si conexa.

0
Teorema 1.2.8. Daca functia f are derivata partiala continuad —f pe D,

dy
atunci pentru orice punct (xo,y0) € D exista un interval (zg — e,x0+€) §i 0
unica functie ¢ : (xg — €,x9 +€) — R care verifica:

1. ¢ (xo) = yo,

2. pentru orice x € (xg —e,20 +€), (x,¢(z)) € D,

3. ¢ este solutie pentru ecuatia diferentiala , adica:
¢ (x) = f (2,6 (x)), Vo € (x0 — €, 20 +€).

Problema Cauchy este echivalenta cu aflarea solutiei ecuatiei integrale:

y () :Z/o-i-/xf(t,y(t))dt.

1
Exemplul 1.2.9. Sa se rezolve problema Cauchy: y = 21 y(1) =0.

Solutia generala a ecuatiei este y = arctgx + C. Din conditia data rezulta

arctgl + C =0, adica, C = I

Solutia problemei este: y = arctgx — %
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1.3 Ecuatii diferentiale de ordinul intai rezol-
vabile prin cuadraturi

Cele mai simple exemple de ecuatii diferentiale de ordinul intai au forma:

unde f este o functie continua. Solutia generala este:

mm=/7@w+a

unde z( este un punct fixat iar C' este o constanta arbitrara.
Vom prezenta in continuare cateva tipuri de ecuatii de forma (|1.2.1)) care
se pot rezolva prin cuadraturi.

Ecuatii cu variabile separabile

O ecuatie diferentiala cu variabile separate are forma:
P(z)dz 4+ Q(y)dy = 0. (1.3.1)

Solutia generald a ecuatiei (|1.3.1)) se poate scrie sub forma

[P+ [away-c.

unde prin semnul de integrare se intelege o primitiva a fiecarei functii.
O ecuatie diferentiala cu variabile separabile (EVS) are forma:

y'(r) = f(x)g(y), (1.3.2)

unde f si g sunt functii continue.
Daca g(y) # 0, atunci ecuatia (|1.3.2]) se scrie sub forma:

dy_ xT)dx
Sy =@

Prin integrare se obtine solutia generala a ecuatiei.
Daca yo este solutie pentru g(y) = 0, atunci ecuatia (1.3.2)) admite solutia
singulara y = yo.

Exemplul 1.3.1. Sd se integreze ecuatia xy' + y? = 0.
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Solutie: Ecuatia se scrie echivalent:
9 1 1
axdy +y'de =0 —dy + —dz =0,
Y x
de unde, prin integrare, se obtine solutia generala:
1 1
——+Inz =C, adica, y = ——.
Y Y = e — C
Ecuatia data admite solutia singulara y = 0.

Solutie Matlab:

>> syms y(x)
y=dsolve (x*xdiff (y)+y~2==0)

y =
0
-1/(Cl-log(x))

O varianta pentru sintaxa Matlab este:
y=dsolve ('x*Dy+y~2=0"','x")

Exemplul 1.3.2. Sd se rezolve problema Cauchy: y' = y*, y(0) = 1. Sd se
reprezinte grafic solutia.

d
Solutie: Ecuatia se scrie d—y = 12. Se separa variabilele si se integreaza.
x

1 1
—dy=dz=—=2+C=y=— (solutia generald)
Y Yy

x4+ C
Din conditia y(0) = 1 rezulta C' = —1. Solutia problemei este:

1
x—1

Yy=-

Folosind comenzile Matlab:

>> syms y(x)
eqn=diff (y)==y~2;
cond=y (0)==1;
y=dsolve (eqn, cond)
fplot (y)

se obtine solutia si reprezentarea grafica a acesteia.

y =
-1/(x-1)
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Figura 1.1: Exemplul

Ecuatii diferentiale de forma y' = f(ax + by + )

Folosind schimbarea de functie:
u(z) = axr + by + ¢,
o ecuatie diferentiala de acest tip se reduce la o ecuatie cu variabile separabile.
Exemplul 1.3.3. Sd se rezolve ecuatia y' = (4o +y + 3)%.

Solutie: Se face schimbarea de functie 4o +y+3 =u = 4+ 3y = u'.

Rezulta ecuatia: u' = u? +4 < du = dzx. Solutia ecuatiei date este:

u?z +4

4 3
arctg% =2z +C, adica: y=2tg(2z +C) — 4z — 3.

Instructiunile Matlab:

>> syms y(x)
eq=diff (y)==(4xx+y+3) "2;
y=dsolve (eq)

returneaza solutia:

y=2*tan (C1+2%x) -4%x-3
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Ecuatii diferentiale omogene (in sens Euler)

Se numeste ecuatie diferentiala de ordinul I omogena ( in sens Euler) o
ecuatie de forma:

y'(z) = f (g) : (1.3.3)

X

. . . ) . o A .
Prin schimbarea de functie u = =, ecuatia se transforma intr-o ecuatie cu
x

variabile separabile.

u:giy:x-uiy’:u—i—x'u’
x

d d d
o' b= £ () 0 () = = e =

Solutia generala a ecuatiei (1.3.3)) este:

du Y
/m =Inz+InC, unde u = o

Observatia 1.3.4. Fcuatia admite si solutit singulare atunci cand
ecuatia f(u) —u =0 are solutii.

Observatia 1.3.5. Fcuatia diferentiala poate fi data si sub forma:
P (z,y)dz + Q (z,y) dy = 0,

unde P si Q) sunt functii omogene de acelasi grad in x $iy D

Exemplul 1.3.6. Sa se integreze ecuatia omogenda:
(2* + 2y — y?) do — 2°dy = 0.

Solutie: Ecuatia este omogena de grad 2. Prin schimbarea de functie:
y = xu, dy = udr 4+ xdu,
ecuatia devine:

(¢* + 2°u — 2*u®) dz — 2* (udz + zdu) = 0]:2?

(1 — u2) dr = zdu.

Separand variabilele si integrand, rezulta:

dx du 1. u—1
/:c /1—u2 nx—|—2nu+1 .

1P omogena de grad r < P (tz,ty) = t"P (z,y)
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Revenind la functia necunoscuta initiala, se obtine solutia:

2
o Y—x z*+C
- =C&y= .

! y+x YE=TR

Pentru rezolvarea ecuatiei cu variabile separabile, s-a efectat impartirea prin
u? — 1, ceea ce este posibil dacd u? # 1, adicd y # 4x. Prin inlocuire, se
observa ca y = x verifica ecuatia omogena, deci este solutie singulara.

Solutie Matlab:

>> syms y(x)
y=simplify(dsolve (x"2*diff (y)==x"2+x*y-y~2))

y:
X
(x*x(2%C1*x"2+1))/(2%xCl*xx"2-1)

Ecuatii reductibile la ecuatii diferentiale omogene

O ecuatie de forma:

ar + by + ¢
") —
v () f(a2x+bgy+cz)

se poate reduce la o ecuatie omogena daca sistemul

a1$+b1y+01:0
a2x+b2y+02:0

are solutie unica (zo, yp) sau la o ecuatie cu variabile separabile daca sistemul
nu are solutjii.
In primul caz, se efectueaza schimbarea de variabila si de functie:

rT—Tog=1u , ,

,v=v(u) =y (r) =7 (u),

[oon= vy =

iar in al doilea caz, se face o schimbare de functie (de exemplu, v = a;z+b1y).
2r — dor + 6y +4

Exemple 1.3.7. a)y' = it by = A rby+d
r+2y—5>5 18z + 27y — 6

20—y =0 r=1
Solu§11.a){x+2y_5:0 = y =2
Notam x — 1 =u, y —2 =v, unde v = v(u) = v =9’
Se obtine ecuatia omogena:
,_2U—'U ’ 2—5 L=z , 2 — 2

Ut TV T T2 T T Ih
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R - . . C e 1422 2
Separand variabilele in ecuatia obtinuta, vom avea: ﬁdz = —du.
—z—2z u
Prin integrare rezulta:

n(z*+z—-1)+2lnu=InC & u*(*+2z-1)=C.

U p—
Folosind egalitatile z = — = Y T obtine solutia generala a ecuatiei date:
u T —

v — a2t +ay—5y=_C.

Solutie Matlab:

>> syms y(x)

eq=diff (y)==(2*x-y)/(x+2%y-5) ;

y=dsolve (eq)

y=
(b*%x72-10%x+C1+25) " (1/2) /2-x/2+5/2
5/2-(5*%x"2-10%x+C1+25) " (1/2) /2-%x/2

. dor +6y+4=0 . 4 6
b) Sistemul { 182+ 27y — 6 = 0 nu are solutie (1_8 =5 )
/
-2
Se face schimbarea de functie u = 2z + 3y, de unde rezulta ¢y = 7
Se obtine EVS: = =u =2 =u = :
e obtine 3 on G +3u—2 W=

Separand variabilele i integrand, vom avea:

3u— 2 3 1
/ S du /dx<:)8u 4nu x4+ C

Revenind la functia necunoscuta initiala, va rezulta solutia:

9y — 2z — 2In(2x 4+ 3y) = C.

Ecuatii diferentiale liniare de ordinul I

Se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai o ecuatie de forma:

y'(x) + px)y(z) = q(x), (1.3.4)

unde p si ¢ sunt functii continue pe un interval dat.

Ecuatia (|1.3.4)) este omogena daca g(x) = 0 si este neomogena in caz contrar.
In unele cazuri, este posibil sa se rezolve ecuatia prin integrarea
fiecarui membru, la fel ca in exemplul urmator.
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Exemplul 1.3.8. Fcuatia diferentiala liniara:
(22 +4)y + 20y = 4x
se poate scrie sub forma:
(2% +4)y]" = (22°),
de unde, prin integrare, rezulta:

222 + C
4)y = 2 Cey=s ——
(2% +4)y %+ Y o

Pentru a rezolva ecuatia (1.3.4]) atunci cand integrarea directa nu este
posibila, se foloseste teorema urmatoare.

Teorema 1.3.9. Fcuatia admite factor integrant functia: el P@de
d

Demonstratie. Folosind notatia y' (x) = d_y’ ecuatia (|1.3.4) se scrie:
T

(p(z)y(z) — q(z))dz +dy = 0.

(solutia generala a ecuatiet).

oP _ 0Q
{P(Ivy) = p(@)ylz) —q(z) :>3_y_$:p(x)
Qy) = 1 Q
Se obtine factorul integrant: pu(z) = e/ P4z, ]

Teorema 1.3.10. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y () = e~ /P@d= (/ (efp(x)dw> q(z)dz + C) :

Demonstratie. Ecuatia y +p( Yy =q(x) se
i (x) = e/ P@ Deoarece 1 (z) = p (z) p (z
)y

Y (2) p () +p (o) p e
\_v_./

w'(x)

se inmulteste cu factorul integrant
(x ) rezulta:
(x

)= n(x)q(x),
adica:
Prin integrare se obtine:
y(e) @) = [ n()a () do
Solutia ecuatiei este:
y(z) = e~ [ p(@)de </ efp(z)dxq (z)dz + C’) )
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Exemplul 1.3.11. Sa se integreze, folosind factorul integrant, ecuatia:

/ a a
— =e" (1 , a €R.
Y- ogy=e )t a
Solutie: Factorul integrant este:

w(zx) = ef —zidr — ()™ (x+1)"".

inmul’gind ecuatia data cu u, se obtine:

((x +1)° y)/ =e”

/:Wx+D“y=ﬁ+C-
Solutia generala sub forma explicita este:
y@)=(x+1)"e+C(x+1)".

Exemplul 1.3.12. Sd se rezolve ecuatia 1y + 322y = 22.

3

1
Solutie: [p(z)dx = [32%dx = 23, [ e/ P@¢(x)dz = [ e 2?dx = 565"’

1 1
Swwwwwmwxy=eﬁ(0+§&ﬁ,mmiyzceﬁ+§.

Solutie Matlab:
y=dsolve(’Dy+3*XA2*y=XA2|,.X.)
y:
(Clxexp(-x"3))/3+1/3
Exemplul 1.3.13. Sd se rezolve problema Cauchy y' = z* +y, y(0) = 3 si

sa se reprezinte grafic solutia.

Solutie: Folosind teorema [1.3.10, se obtine solutia generala:
y=Ce” —2® —2r — 2.
Din conditia y(0) = 3 rezulta C' = 5, deci solutia problemei Cauchy este:
y =b5e" — 1 — 22 — 2.
Solutie Matlab:

syms y(x)

y=dsolve (diff (y)==x"2+y,y(0)==3)
fplot (y, [0 5])

y =

Sxexp(x) -2*x-x"2-2
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Figura 1.2: Exemplul [1.3.13

Observatia 1.3.14. Solulia generala a ecuatiei este de forma:

y () =yo () + yp (v)

unde yo (x) = Ce=1P@)d2 oste solutia generald a ecuatiei liniare omogene,
iar y, (x) este o solutie particulara a ecualiei neomogene.
Solutia y, se poate afla din yo prin metoda variatiei constantei. Se obfine:

(o) = e T [l HeNg 1) da,

Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii liniare

Ecuatia diferentiala de tip Bernoulli este o ecuatie de forma:

Y +p)y=qx)y”, (1.3.5)

unde p, ¢ sunt functii continue iar o € R\ {0, 1}.
Prin schimbarea de functie z = '™ ecuatia (1.3.5) devine ecuatie

diferentiala liniara.
Exemplul 1.3.15. ¢/ + 22y = 22333
Solutie: Se imparte ecuatia cu 3 si se obtine:
y 3y 4 2y = 227,

Se noteaza z =y~ 2 = 2 = —2y3y’. Se obtine ecuatia liniara:

/
Z—2 + 22z =22 & 2 — 4wz = —4a®,
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1
care are solutia z = Ce*” 4 2% + 7 Solutia ecuatiei date este:
1 1
— = Ce* 4 a?+ =,
Y 2

Solutie singulara: y = 0.

Solutie Matlab:
y=dsolve ('Dy+2%x*y=2%x"3%y~3"','x"')
y=
0
1/(Clxexp (2%x72) +x"2+1/2) ~(1/2)
~1/(Clxexp (2¥x"2) +x"2+1/2) ~(1/2)

Ecuatia diferentiala de tip Riccatli este o ecuatie de forma:

y' = p(a)y® + q(x)y + r(z), (1.3.6)

unde p, ¢, sunt functii continue.
Ecuatia ((1.3.6) se poate rezolva doar daca se cunoasgte o solutie particulara.

Astfel, daca y; este o solutie data, prin schimbarea de functie y = y; + —,
z

ecuatia se reduce la o ecuatie diferentiala liniara.
2
Exemplul 1.3.16. 2%/ + 22> + a2y —4=0, y; = ——
x

1 2 z

2
Solutie: Notam y = —— + — = ¢ = — — —. Ecuatia devine:
r oz x? 22

2 ' 2 1\? 2 1
ﬁ(7-%>+ﬁ(——+—)+m<——+—>—4:Q
X ya e V4 X z

Efectuand calculele, se obtine ecuatia liniara:

3 1 4
2?7 432 —2=0e 2+ =2=1, cusolutia: z = — c+i ).
x x3 4
) 1 ) 1 .
Din y = —— + — se obtine z = 5. Rezulta ca:
r oz 2
1 x 43
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2 L ..
Se observa ca y; = —— este solutie singulara a ecuatiei date.
x

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=x"2*diff (y)+x"2*y " 2+x*xy-4==0;
y=dsolve (eqn)

y:
-2/x
x"3/(x"4/4+C1)-2/x

Ecuatii cu diferentiala totala exacta

Fie P,QQ : D — R, D C R?, doud functii continue, cu derivate partiale
continue pe domeniul D. Ecuatia:

P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0 (1.3.7)
este cu diferentiala totala exacta (EDTE) daca este verificata conditia:

oP. . 0Q

Solutia generala a ecuatiei (|1.3.7)) este:

@ y
U(z,y) = C, unde U(z,y) :/ P(t,y)dt+/ Q(xg, t)dt.
Yo

o

Observatia 1.3.17. Rezolvarea unei ecuatii cu diferentiala totala exacta se
reduce la determinarea unei functii de doud variabile careia i se cunoaste
diferentiala.

Exemplul 1.3.18. Sa se integreze ecuatia:
(32% + 62y*)dx + (62°y + 4y°)dy = 0.

Solutie: Notand P(z,y) = 32* + 6zy?, Q(x,y) = 6x%y + 4y>, obtinem
P, = Q) = 122y, deci ecuatia este cu diferentiala totald exacta.

x Yy
Ulr,y) = / (3t? + 6ty?)dt + / (623t 4 4t%)dt

zo Yo
= (£ +3t%) |7, + Bagt* + 1|7

= 2° +32%% + ot — 2} — 323y — s
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Solutia generala sub forma implicita este:
2+ 3272 + ot = C.

Solutie Matlab:

syms x y(x)
eq=3*x"2+6xx*y "2+ (6*x"2*y+4*xy~3) xdiff (y)==
y=dsolve (eq)
y=
((9%x~4-4%x"3+C1) ~(1/2)/2-(3%x72)/2) ~(1/2)
(-(9%x74-4xx73+C1) " (1/2) /2-(3*x72) /2) " (1/2)
-((9%x74-4%x"3+C1) " (1/2) /2-(3%x72) /2) ~(1/2)
-(-(9%x74-4xx"3+C1) " (1/2) /2-(3%*x72) /2) " (1/2)

Daca ecuatia (1.3.7) nu este cu diferentiald totala exacta (EDTE), se poate

determina o functie u(x,y) astfel incat ecuatia:

p(z,y) P(z,y)de +p(z,y) Q (z,y)dy =0

sa fie EDTE. Functia p se numegte factor integrant.
In cazuri particulare, factorul integrant depinde doar de = (sau y).

1 (foP 0Q

1. p(x) = el /@ pentru f(z) = 0 (8_y — 8_x)

2. uly) = e/ WY pentru g(y) = % (2—62 — aa—P)
Z Y

Exemplul 1.3.19. Sd se integreze ecuatia (x + y*)dx — 2zydy = 0.

Solutie: P(z,y) =z +1y?, Q(z,y) = —2zy = or =2y # oQ = 2y
oy ox
Deoarece é <88_1y3 — ?3_552) = %ﬂcy Ay = _72 = f(z), rezulta ca:
M(I) _ ef_TQda: _ 6—21n;r _ i

x2

inmul‘gind ecuatia initiala cu factorul integrant se obtine ecuatia cu

2 )
x
diferentiala totala exacta:

1y 2
(—+y )dx——ydyzo.
X

r a2
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2
Prin integrare rezulta: U(z,y) = Inx — v + C, deci solutia ecuatiei este:
x

2
Inx — g +C=0.
x
Solutie Matlab:

syms x y(x)
eq=x+y " 2-2xxxy*diff (y)==
y=dsolve (eq)
y=
(x*x(Cl+log(x))) "~ (1/2)
-(x*x(Cl+log(x))) " (1/2)

Ecuatii diferentiale neexplicitate in raport cu 3’

O ecuatie diferentiala de tip Clairaut are forma:

y=zy + o). (1.3.8)
Pentru a rezolva ecuatia, se noteaza y' = p(z), apoi se deriveaza cei doi
membri ai ecuatiei y = zp + ¢(p). Se obtine ecuatia:

p'(z+¢'(p) =0.
Din primul caz, p’ = 0, rezulta p = C, de unde obtinem solutia generala:
y=Cz+¢(C). (1.3.9)

Din al doilea caz, z + ¢'(p) = 0, rezulta © = —¢'(p), de unde obtinem solutia
singulara (data parametric):

r= —¢'(p)
{112 —pd'(p) + é(p) (1.3.10)

Exemplul 1.3.20. y = 23/ — ¢/ ?
Solutie: Se noteaza: y' = p = y = xp — p*. Prin derivare, se obtine:
~~

p

Din p’ = 0 rezulta p = C', de unde se obtine solutia generala:

y=Cx— C?.
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Din x — 2p = 0 rezultd o = 2p, y = 2p*> — p? = p*. Solutia singulara este:

T =2p 7
Sy=—.
{y=p2 Yo

Solutie Matlab:

syms y(x)
y=dsolve (y==x*diff (y)-diff (y) ~2)
y=
x"2/4
-C172+x*C1

hPentru reprezentarea grafica a unor solutii
particulare si a solutiei singulare, vom da
cateva valori constantei.

t=-2:0.1:2;

x=t; y=t." 2/4;

C1=0.01; y1=C1*xx-C1"2;

C2=0.04; y2=C2*x-C272;

C3=0.09; y3=C3*x-C372;
plot(x,y,'b',x,yl,x,y2,x,y3, 'LineWidth"',2)

08y

06

04

02r

-0.2

Figura 1.3: Exemplul [1.3.20
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O ecuatie diferentiala de tip Lagrange este o ecuatie de forma:

y=z0(y') + (). (1.3.11)

Pentru a rezolva ecuatia, se noteaza 3y’ = p(z).
Derivand ecuatia y = x¢(p) + ¥ (p) rezulta ecuatia

dp dp

p=¢@ﬂﬂﬂ@§;+¢@§;

. d
Inmultind ecuatia obtinuta cu d_x se obtine o ecuatie diferentiala liniara de
p

ordinul intai cu functia necunoscuta = de variabila p.

Solutia generala a ecuatiei ((1.3.11)) este:

{xz f(p,C)
y= f(»C) 9o(p)+v(p)

Daca p; este solutie pentru ecuatia ¢(p) — p = 0 atunci ecuatia (1.3.11]) are
solutia singulara y = pyz + ¥(py).

Observatia 1.3.21. O ecuatie diferentiala de tip Lagrange mai poate fi data
sub forma A(y')y + B(y' )z + C(y') = 0.

Exemplul 1.3.22. y =2y %2 +¢'?

Solutie: Notand 1’ = p, ecuatia data se scrie:
o2 2
y = xp” + p°. (1.3.12)

Prin derivare, rezulta p = p? + 2xpp’ + 2pp/, adici, p(p + 2xp’ +2p' — 1) = 0.
Pentru p = 0, inlocuind in ecuatia ((1.3.12)), se obtine solutia y = 0.
Ecuatia p 4+ 2xp’ + 2p’ — 1 = 0 se scrie sub forma:

2z + 1)dp + (p — 1)dz = 0. (1.3.13)

Pentru p = 1, inlocuind in ecuatia (|1.3.12)), se obtine solutia y = x + 1.
Ecuatia cu variabile separabile (|1.3.13]) se scrie sub forma:

2
4
1Pt o

dxr =0,

de unde rezulta:

2In(p— 1) +In(z +1) =InC, adica, x + 1 = TESIER
D
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Inlocuind in ecuatia y = xp® + p? & y = p*(z + 1), se obtine solutia generald
a ecuatiei date (forma parametrica):

xr = ¢ 1
(p—1)>
p°C
Y (p— 1)

Solutiile y = 0 si y =  + 1 sunt solutii singulare.
Pentru a obtine solutia generala explicita a ecuatiei date, se exprima para-
metrul p din expresia lui x si se inlocuiegte in expresia lui y.

C C 1/2 C 1/2 C
—1)P2=— =14+ (— 2=1+2 —
(=1 cr1 P (:c+1) - (:c+1> +:c+1’

1/2
deci, y = (x + 1) (1j:2< ¢ ) + ¢ ),adicé:

r+1 r+1

y=r+1+2(Cz+1)"*+C.

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=y==x*diff (y) "2+diff (y) "2;
y=dsolve (eqn)
y=

0

x+1
Cl+x+2*x(Cl*x(x+1)) " (1/2)+1
Cl+x-2*%(Cl*x(x+1))"(1/2)+1

In continuare, vom prezenta doua aplicatii in geometrie a ecuatiilor
diferentiale de tip Clairaut, respectiv Lagrange.

Exemplul 1.3.23. Sa se determine o curba pentru care lungimea segmen-
tului de pe tangenta cuprins intre azele de coordonate este constanta.

Solutie: Fie a marimea constantei, M (z,y) punctul de pe curba si T, T,
punctele in care tangenta intersecteaza axa Ox, respectiv axa Oy.
Ecuatia tangentei in punctul M (z,y) la curba este:

Y—y=yX-2).
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Intersectand aceasta curba cu Oz se obtin coordonatele lui T, :

T, (x—%,o).
y

Intersectand curba cu Oy se obtin coordonatele lui 7T, :
Ty (07 Yy — xy’) :

Lungimea segmentului 7,7, este:

\/(x—5>2+(y—xy')2:a.

Notand y — xy’ = u, ecuatia de mai sus se scrie:

2

u
E +u? = a2,
2
de unde obtinem u? = a? vt De aici rezulti:
Y
/
y— 1y = ta—Oe,
/1 + y/Q
adica: )
a

care este ecuatie de tip Clairaut. Solutia generala este:

y::cC’j:L.
14 C?

Solutia singulara:

Daca notam p = tgt, vom obtine:

r = acos’t .
{ y = asin®t t €[0,2n] (astroida).
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Y
A

T

M(x.y)

O X X

Figura 1.4: Exemplul [1.3.24

Exemplul 1.3.24. Sa se determine o curba pentru care lungimea segmentu-
lui de pe tangenta cuprins intre punctul de pe curba si axa Ox este constanta.

Solutie: Fie a marimea constantei, M (z,y) punctul de pe curba si T,
punctul in care tangenta intersecteaza axa Owx.
Ecuatia tangentei in punctul M (z,y) la curba este:

Y—y=y(X—-2).

Intersectand curba cu axa Ox se obtin coordonatele lui T, :

n(m—%ﬁ>.
y

Lungimea segmentului MT, este:

sau, explicitand pe ¥ :

y== (1.3.14)

Vity?

Ecuatia ((1.3.14)) este de tip Lagrange si se integreaza notand y' = p(x) si
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derivand ecuatia:
ap

\/1 —|—p2'
/
d
1/]_—|—p2 pde
2 _ 2p
av/1+p ap2 el d_p

(1+p?) dx
a dp
(p% + 1)% da
Din ultima egalitate rezulta ecuatia cu functia necunoscuta x de variabila p:
dr = i%dp ‘ /
p(p*+1)
ap
=t [,
p*(p* + 1)

Prin schimbarea de variabila /1 + p? = t, se va obtine:

+1In(p) — In(1 + \/1+p2)> +C.

y = =+ Rezulta succesiv :

p = =+

p = =%

1
rT=d | ——
<\/1 + p?
Solutia generala va fi:
x = *a (\/#+ln(p)—ln(l+\/1~l—p2)> +C

ap

V=E

Daca notam p = tgt, atunci:
t

p
— =t .
1+ it 2

= cost, = sint,

1 p
/1 + p2 /1 + p2
Rezulta ecuatiile:
x==a(cost+InltgL|) +C
y = Fasint
Pentru C' = 0 si alegerea semnului + pentru y si — pentru z, se obtine curba
care trece prin (0, a), curba numita tractrice:

r=—a (CostJrln‘tgi})
{ J = asint 2V te(0,7m/2).
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1.4 Metode numerice pentru rezolvarea
ecuatiilor diferentiale de ordinul I

Integrarea numerica a unei ecuatii diferentiale de ordinul intai consta in
a determina numeric solutia problemei Cauchy:

y'(x) = f(z,y(x)), y(w0) = 1o, (1.4.1)
in punctele:
o, x1 = X9+ h, xo = 2o+ 2h,..., x, = 2o + nh

si a estima diferenta dintre valoarea y; calculata in x; si valoarea exacta y(z;),
pentru i = 0, n.
Metodele numerice folosite pentru calculul valorilor y; se impart in:

- metode de tip unipas, cand pentru calculul lui y;,; se foloseste y;;

- metode de tip multipas, in care pentru calculul lui y;.1 se folosesc va-
lorile: yi, yi—1,..., yi—r (k fixat).

Metode numerice de tip unipas:
- metoda lui Euler

- metode de tip Runge-Kutta
1. Metoda lui Euler

Metoda lui Euler este cea mai simpla metoda numerica unipas. Formula prin
care se obtine aproximarea solutiei problemei (1.4.1]) este:

Yi+1 = Yi +hf(xl7yl)7 L= Oun_ 17
unde z; = x¢ + ih iar y; = y (x;).
2. Metode Runge-Kutta

Metodele de tip Runge-Kutta sunt metode unipas des folosite pentru rezol-
varea numerica a ecuatiilor diferentiale de ordinul intai.
Metoda Runge-Kutta de ordinul II este data prin formula:

h )
Yit1 :yi+§ f(@i,yi) + f (i + hyyi + hf (2,9:))], i =0,n — 1.
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Pentru metoda Runge-Kutta de ordinul III se foloseste formula:

1
Yir1 = Yi + 6 (k1 + 4ky + k3) , unde

h k
ky = h-f(xi—i-i,yi—i-?l)

ks = h-f(xi+h,y —k +2k).

Metoda Runge-Kutta de ordinul IV este cea mai folosita si este data prin
formula:

1
Yig1 = Yi + 6 (k1 4 2ky + 2k3 + k4) , unde

ki = h'f(xi,yz')

h k
ko = h'f(%‘—f'?yﬁ—é)

h k
ks = h'f<$i+§7yi+32)

ko = h-f(zi+hyi+ks).
Exemplul 1.4.1. Sa se rezolve problema Cauchy:

{ v (z) =1+ 2?
y(0) =2

Alegem 1 = 0.2, 25 =04, 23 =0.6, 24, =08, z5 =1 (h=0.2).

pe intervalul [0,1].

Metoda lui Euler

Utilizand formula lui Euler cu diferente finite inainte:

Yirr = Vi + hf (w5,9:) , vi = y (74),
obtinem succesiv:
Yi = Yo+ h-f(zo,y(xo

(o, y (w0)) = 2
yo = yithf(any(@)) =2
ys = Yo+ h- f(w,y(z2)) = 2.64
(3,9 (x3)) = 2
(4,9 (24)) =3
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Metoda Runge-Kutta de ordinul 2

Se foloseste formula:

Yir1 = Yi + h Lf (s, y3) + f(zi + R,y + hf (x5, 0:))], i =0,

4.
2
Rezulta valorile:

h

= Yot 5 [f (zo,y0) + [ (z1,y0 + 1 f (x0,%0))] = 2.204
h

Yo = U+ §[f (1, 1) + f(xo, 91 + h- f )] = 2.424
h

Ys = Y2+ §[f (T2, y2) + [ (23,92 + h - f (22,y2)] = 2.66728
h

Ya = Y3+ §[f (23,y3) + f (24, y3 + h - [ (z3,y3)] = 2.96728
h

Ys = Yat §[f (4, ya) + f (x5, ya + h - f(24,y2)] = 3.34728.

In urm#torul tabel sunt prezentate valorile obtinute prin cele doua me-
tode numerice.

x; | y; Euler | y; R-K
0 2 2
0.2 2.2 2.204
0.4 | 2408 2.424
0.6 2.64 2.66728
0.8 2912 | 2.96728
1 3.24 3.34728

Solutia exacta a ecuatiei

3

Yy =1+21" = dy:(1+x2)dx:>y:x+%+0

Din conditia y(0) = 2 rezulta C' = 2, deci problema Cauchy are solutia:

3

X
= — + 2.
Y x+3+

Folosind urmatoarele comenzi Matlab, se va obtine reprezentarea grafica
a solutiilor numerice si a solutiei analitice pentru problema Cauchy data.
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h=0.2; x=0:h:1; n=length(x);

y_euler=zeros(1l,n); 7% solutia cu metoda Euler

y_rk2=zeros(1,n); ’ solutia cu metoda Runge-Kutta

y_euler (1)=2; y_rk2(1)=2;

%» Metoda Euler

for i=1:n-1

y_euler (i+1)=y_euler (i) +h*(1+x (i) ~2);

end

% Metoda Runge-Kutta (de ordinul doi)

for i=1:n-1

k1=1+x(1)"2; k2=1+(x(i)+h)"2;

y_rk2(i+1)=y_rk2(i)+(h/2) *(k1+k2);

end

% Solutia analitica

y_analitic=x+(x."3)/3+2;

figure;

plot(x,y_euler,'r-o0');

hold on;

plot(x,y_rk2,'b-d'); plot(x, y_analitic,'k--');

xlabel('x'); ylabel('y');

title('Solutii numerice si solutia analitica pentru
vy (x)=1+x"2, y(0)=2");

legend ('Metoda Euler', 'Metoda Runge-Kutta (ordinul
2)','Solutia analitica: y=x+x"3/ 3+2"')

grid on; hold off

Solutii numerice si solutia analitica pentru y*(x)=1 +x2, y(0)=2
—&— Metoda Euler [ I I I I
—&— Metoda Runge-Kutta (ordinul 2)

3.2 |~ — Solulia analitica: y=x+x*/ 3+2

o 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

Figura 1.5: Exemplul

29
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Exemplul 1.4.2. Sa se determine solufia numerica a problemei:

{ Y () =y(x) —2*+x
y(1)=2

Alegem h = 0.25 = x; = 1.25, zo = 1.5, 3 = 1.75, x4, = 2 iar
Yo =y (z0) = 2.

pe intervalul [1,2] .

Metoda lui Euler (cu diferente finite inainte)

Conform algoritmului, se obtin valorile:

2.50, 21 = 1.25
3.046875, 25 = 1.5

3.62109375, 3 = 1.75
4.1982421875, 1, = 2.

yi = Yo+ h-f(zoyo
Y2 = yi+h-f(r,m
ys = Yo+ h-f(v2,90
ys = yzs+h-f(r39s3

)
)
)
)
Metoda Runge-Kutta de ordinul doi

h
Y1 = Yo+ 5 Lf (zo,v0) + [ (z1,90 + hf (z0,%0))] = 2.5234375

h
Yo = Y1+ 5 [f (37173/1) + f (35271/1 +hf (ﬂfl,yl))} = 3.090576171875

h
vs = o+ g [ (22,92) + f (23,92 hf (22, 2))] = 3.67855072021484

h
va =yt g [ (23,08) + f (24,95 + hf (23,95))] = 4.25806498527527

Tabelul urmator contine valorile obtinute prin cele doua metode numerice.

T y; Euler y; R-K

1 2 2
1.25 2.5 2.5234375
1.5 3.046875 3.09057617

1.75 | 3.62109375 | 3.6785507202148
2 | 4.1982421875 | 4.2580649852752

Solutia exacta a ecuatiei
Ecuatia data este o ecuatie liniara neomogena:

Y =y—2+rey —y=—a*+x
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care are solutia generala: y = yo + y,. Se obtine:
Yo=Ce", yy=0*+z+1=y=Cc" +2* +x+1.
Din conditia initiala y(1) = 2, rezultd C' = —e ™!, deci solutia problemei este:
y=—e""14+22 4 +1.

Codul Matlab pentru reprezentarea grafica a solutiilor numerice si a
solutiei analitice:

f=0(x,y)y-x"2+x;
sol_analitica=0(x)-exp(x-1)+x. 2+x+1;
x0=1; y0=2; x_end=2;

h=0.25;

x_values=x0:h:x_end;
n=length(x_values);
y_euler=zeros(1l,n);

y_rk2=zeros(1l,n);

y_euler (1) =y0;

y_rk2(1)=y0;

% Metoda Euler

for i=1:n-1

y_euler (i+1)=y_euler (i)+h*f(x_values (i) ,y_euler(i));
end

% Metoda Runge-Kutta (ordinul 2)

for i = 1:n-1
ki=f(x_values (i) ,y_rk2(i));

k2=f (x_values (i)+h,y_rk2(i)+hx*kl);
y_rk2(i+1)=y_rk2(i)+(h/2) *(k1+k2);

end
y_analitic=sol_analitica(x_values);
figure;
plot(x_values,y_euler,'r-o');

hold on;

plot(x_values, y_rk2, 'b-d');
plot(x_values, y_analitic, 'm--');

xlabel('x"'); ylabel('y');

title('Solutii numerice si solutia analitica pentru
y (x)=y-x"2+x, y(1)=2"');

legend ('Metoda Euler', 'Metoda Runge-Kutta (ordinul
2)','Solutia analitica: y= - e {x-1}+x"2+x+1"');

grid on; hold off
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Solutii numerice si solutia analitica pentru y'[)(]=y-)(2+x, y(1)=2

—i=— Metoda Euler

—&— Metoda Runge-Kutta jordinul 2) %

w1

4.5

— — Solutia analitica: y=-e* " +x

a4t ) ]

11 12 1.3 1.4 1.5 16 1.7 1.8 19 2
x

Figura 1.6: Exemplul

Functii Matlab pentru integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale
de ordinul I

Integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale de ordinul intai se realizeaza

folosind functiile ode23 si ode45 care se bazeaza pe metodele numerice de tip
Runge-Kutta.

Functia ode23 rezolva ecuatii diferentiale prin metoda Runge-Kutta de

ordin 2 sau 3 iar functia ode45 prin metoda Runge-Kutta de ordin 4 sau 5.

Sintaxa acestor functii este:
- [x,y]=0de23('fisier’,x0,xf,y0)
- [x,y]=0ded5("fisier’ x0,xf,y0) sau [x,y|=o0ded5('fisier’ tspan,y0)

fisier: variabila gir cu numele unui figier.m care defineste derivata functiei
x0: valoarea initiala a variabilei x

xf: valoarea finala a variabilei x

y0: vector coloana care contine conditiile initiale

Exemplul 1.4.3. Sa se rezolve analitic problema Cauchy:

y +4y =cosz, y(0)=1.

Sa se rezolve problema folosind functia odedb. Sa se compare reprezentarile
grafice ale solutiei analitice, respectiv numerice.
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Ecuatia este liniard de ordinul intai. Factorul integrant este: e/ 44 = ¢4,

Se inmulteste ecuatia cu factorul integrant si se obtine:

/:>y-e4x:/cos:c-e4xdx

Folosind metoda de integrare prin parti, vom avea:

(y . 64””)/ =cosx - el®

/cosx-e“dw = sinx-e4m—4-/sinx-e4xdx
= sinz-e®+4- (cosx-e4m—4/cosx-e4m> dx

= sinx~e4“+4-cosx-e4x—16/cos:c'e4xda:

1
= /cos:z-e“d:r = 1—764“" (sinz +4cosz) + C.

Se obtine solutia exacta a ecuatiei:

1
T (sinz + 4cosx) + Ce .

13
Din conditia initiala y (0) = 1, rezulta C' = 7 deci solutia problemei este:

1 13
V=1 (sinz +4cosz) + 1—76_4x.

Solutie Matlab:

odefun=0@(x,y) cos (x) -4xy;

xspan=[0 2xpil; yO0=1;

[x_num,y_num]=ode45 (odefun,xspan,y0);
y_analitic=0@(x) (4*xcos(x)+sin(x))/17+13/17*exp (-4*x) ;
y_exact=y_analitic(x_num) ;

figure;

plot(x_num,y_num, 'bo-','LineWidth' ,1.2);
hold on;

plot (x_num,y_exact, 'r-','LineWidth' ,1.5);
grid on;

xlabel ('x"');

ylabel ('y(x)");

title('Solutia problemei y +4y=cosx, y(0)=1"')

legend ('Solutie numerica (ode45)','Solutia analitica
y=1/17(sinx+4cosx) +13/17e " {-4x}");
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Rezultatele numerice si valorile obtinute pentru y_exact sunt:

X num =

0 0.0167 0.0335 0.0502 0.0670 0.1211 0.1751 0.2292 0.2833 0.3359 0.3885
0.4411 0.4937 0.5504 0.6072 0.6640 0.7208 0.7841 0.8473 0.9105 0.9737 1.0479
1.1221 1.1963 1.2705 1.3695 1.4685 1.5676 1.6666 1.7690 1.8715 1.9740 2.0765
2.1856 2.2947 2.4039 2.5130 2.6071 2.7012 2.7953 2.8895 2.9763 3.0631 3.1498
3.2366 3.3212 3.4058 3.4904 3.5749 3.6579 3.7409 3.8240 3.9070 3.9903 4.0736
4.1569 4.2402 4.3236 4.4070 4.4904 4.5738 4.6573 4.7409 4.8245 4.9080 4.9920
5.0760 5.1600 5.2440 5.3369 5.4297 5.5226 5.6154 5.7083 5.8012 5.8940 5.9869
6.0610 6.1350 6.2091 6.2832

y-num =

1.0000 0.9514 0.9060 0.8634 0.8237 0.7117 0.6212 0.5481 0.4887 0.4411
0.4017 0.3689 0.3413 0.3159 0.2942 0.2753 0.2584 0.2414 0.2257 0.2108 0.1965
0.1800 0.1637 0.1472 0.1306 0.1079 0.0847 0.0610 0.0370 0.0120 -0.0131 -
0.0379 -0.0623 -0.0876 -0.1118 -0.1345 -0.1556 -0.1725 -0.1878 -0.2014 -0.2131
-0.2224 -0.2300 -0.2358 -0.2397 -0.2420 -0.2425 -0.2412 -0.2382 -0.2337 -0.2275
-0.2197-0.2104 -0.1997 -0.1876 -0.1741 -0.1594 -0.1436 -0.1269 -0.1092 -0.0907
-0.0717 -0.0521 -0.0321 -0.0119 0.0084 0.0287 0.0488 0.0686 0.0899 0.1104
0.1299 0.1483 0.1655 0.1813 0.1954 0.2078 0.2165 0.2240 0.2303 0.2353

y_exact =

1.0000 0.9514 0.9060 0.8634 0.8237 0.7118 0.6215 0.5482 0.4886 0.4410
0.4017 0.3689 0.3412 0.3159 0.2942 0.2752 0.2584 0.2414 0.2257 0.2108 0.1965
0.1800 0.1637 0.1472 0.1305 0.1079 0.0847 0.0610 0.0370 0.0120 -0.0131 -
0.0379 -0.0623 -0.0875 -0.1117 -0.1345 -0.1557 -0.1725 -0.1878 -0.2014 -0.2132
-0.2224 -0.2299 -0.2358 -0.2398 -0.2420 -0.2425 -0.2412 -0.2382 -0.2337 -0.2275
-0.2197-0.2104 -0.1997 -0.1875 -0.1741 -0.1594 -0.1436 -0.1269 -0.1092 -0.0908
-0.0717 -0.0521 -0.0321 -0.0120 0.0084 0.0287 0.0488 0.0686 0.0898 0.1103
0.1299 0.1483 0.1655 0.1812 0.1954 0.2079 0.2165 0.2240 0.2303 0.2353

Solutia problemei y'+4y=cosx, y(0)=1

—©&— Solutie numerica (ode45)
Solutia analitica y=1/17 (sinx+4cosx)+13/17e | |

¥

Figura 1.7: Exemplul
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Exemplul 1.4.4. Folosind functia ode23, sa se rezolve problema:
y' =2ycost, y(0) =1, t €[0,10].

Cod Matlab:

tspan=[0 10];

y0=1;

[t,yl=o0de23(@(t,y)2*y*cos(t) ,tspan,y0);

plot(t,y,'-")

hold on

xlabel('t'); ylabel('y');

title('Solutia problemei: y =2ycos(t), y(0)=1"');

tmin=0; tmax=10; nt=40;

t=linspace (tmin, tmax,nt);

y=exp (2*xsin(t)) ;

plot(t,y,'o")

legend('solutia numerica (ode23)','solutia exacta:
y=e " {2sint}"');

grid on; hold off

Solutia problemei: y'=2ycos(t), y(0)=1

solutia numerica (ode23)

Ol

) solutia exacta: y=e>""

In cazul in care solutia analitica a unei ecuatii diferentiale nu se poate
determina, singura posibilitate de a rezolva ecuatia si de a reprezenta grafic
solutia obtinuta este integrarea numerica.
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Exemplul 1.4.5. Sa se rezolve prin metode numerice problema Cauchy:

pe intervalul [1, 2] cu pasul h = 0.2.

Rezolvam problema utilizand metoda lui Euler (de ordin doi), respectiv
metoda Runge-Kutta (de ordin doi), pe intervalul [1, 2], apoi vom folosi
functia ode45. Vom compara reprezentarile grafice ale solutiilor numerice
obtinute prin aceste metode.

Codul Matlab:

h=0.2; % pasul metodei

x0=1; 7 valoarea initiala pentru x
yO0=1; 7 valoarea initiala pentru y
x_end=2; % valoarea finala pentru x

%» numarul de pasi

n=(x_end-x0)/h;

x=zeros (1,n+1) ;

y_euler=zeros(l,n+1);
y_rk=zeros(1l,n+1);

x(1)=x0;

y_euler (1)=y0;

y_rk (1) =y0;

% Metoda lui Euler de ordinul doi

for i = 1:n
f1=(1/x(i))+(1/y_euler (i));
y_predict=y_euler (i) +hx*f1;
f2=(1/(x(i)+h))+(1/y_predict);

y_euler (i+1)=y_euler (i)+(h/2) *(f1+£f2);
x(i+1)=x(i)+h;

end

%» Metoda Runge-Kutta de ordinul doi
x_rk=x0; % x initial pentru metoda Runge-Kutta
y_rk(1)=y0; % y initial pentru metoda Runge-Kutta
for i = 1:n

k1=(1/x_rk)+(1/y_rk(i));
k2=(1/(x_rk+h))+(1/(y_rk (i) +hxk1));
y_rk(i+1)=y_rk(i)+h*k2;

Xx_rk=x_rk+h;

end
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s Metoda ode4b

odefun=0@(x,y)1/x+1/y; ' declararea functiei

[x_oded45,y_oded45]=0ded5(odefun,[x0 x_end],y0);

% rezolvare utilizand functia ode45

% Afisarea valorilor calculate

disp('Calculul valorilor pentru y (Euler):');
disp(y_euler) ;

disp('Calculul valorilor pentru y (Runge-Kutta):');
disp(y_rk);

disp('Calculul valorilor pentru y (ode45):');
disp(y_ode4b) ;

%» Reprezentarea grafica a rezultatelor

plot(x, y_euler, '-o', 'DisplayName', 'Metoda Euler
de ordinul doi');

hold on;

plot(x, y_rk, '-x', 'DisplayName', 'Metoda Runge-
Kutta de ordinul doi');

plot (x_ode45, y_ode45, '-s', 'DisplayName', 'Metoda
ODE45 ');

xlabel('x'); ylabel('y');

title('Solutia ecuatiei: y~ = 1/x + 1/y, cu conditia
y(1)=1"');

legend show; grid on

Solutia ecuatiel y' = 1/x + 1/y, cu conditia y(1)=1

2.4 —&— Metoda Euler de ordinul doi
—— Metoda Runge-Kutta de ordinul doi
29 Metoda ODE45 . . A
-
zr pr :
o ///’
18 [ e i 1
> i /
16 - 1
1.4 1
1.2 i
1 | | L | L L | L L
1 1.1 12 13 1.4 1.5 186 1.7 1.8 19 2

x

Figura 1.8: Exemplul
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Calculul valorilor pentru y (Euler):

1.0000 1.3548 1.6433 1.8905 2.1085 2.3047

Calculul valorilor pentru y (Runge—Kutta):
1.0000 1.3095 1.5752 1.8086 2.0175 2.2073

Calculul valorilor pentru y (ode45):

1.0000 1.0491 1.0965 1.1424 1.1868 1.2300 1.2719 1.3128 1.3526 1.3914 1.4294
1.4664 1.5027 1.5382 1.5730 1.6070 1.6404 1.6732 1.7054 1.7370 1.7681 1.7987
1.8287 1.8583 1.8874 1.9160 1.9442 1.9720 1.9994 2.0265 2.0531 2.0794 2.1053
2.1309 2.1562 2.1811 2.2058 2.2301 2.2542 2.2780 2.3015

1.5 Exercitii rezolvate
1. Sa se integreze ecuatiile diferentiale cu variabile separabile:

a) ry+ (22 + 1)y =0

b) V14 22y —siny =0
2. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) yy' +e"yy —e” =0, y(0) =1
zy' =y +y =0, y(1) :%

yy' =1, y(0) = -2
y(1+2?)y +2(1+y*) =0, y(1) =1

)
b)
c)
d)
3. S& se integreze ecuatiile diferentiale omogene (in sens Euler):

a) 2%y +y? =2xy, * #0

b) zy =zer +y, z#0

c)xy +x+y=0, x#0

4. Sa se rezolve problema Cauchy:

20%y = day —y°, y(1) = 1.

5. Sa se integreze urmatoarele ecuatii reductibile la ecuatii omogene:

a) 2z +y—1)de+(x—2y+3)dy=0
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10.

11.

12.

13.

b) ¢ = T—2y+5
—2r4+y—4

Sa se rezolve problema Cauchy:

;) Ty —2

— T2y =1
E—— y(1)

Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare:
a) Yy +2y=e"
b) zy — 3y = zte”

c) ¥y +ycosx =sinz-cosw
Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) y —y=3c+2, y(0)=-3
b) 2%y +3xy+2=0, y(1) =3

y : 9 .. , 1
Sa se afle solutia generala a ecuatiei: 1y =

Cor4y?

Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Bernoulli:

a) 2zyy —y*+2=0
b) ¥ + 2y =2x/y
Sa se rezolve problemele Cauchy urmatoare:
a) a2y +y=y’lnz, y(1)=1
b) zy —y+22%y? =0, y(1) =1
Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Riccati:

1, 2z+1
a) Y 4yt —
T

y=-z, y@) =z
42 2
b) ¥ +y*+-—y+—5=0 y(2)=—-
T xz X

Sa se rezolve problemele Cauchy urmatoare:

1 2 1 1

=y - =—, y(l)=2
a) Yy 3y 3 127 91(55) ZL‘7 y()

b) v =y*—2zy+a®+1, y1(x) =z, y(1) =0

39
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Sa se integreze ecuatiile cu diferentiala totala exacta:

a) 2zyy’ + 22 +22+9* =0
b) (zy® +2°)dz + (2%y +y°) dy = 0
c) (e"+y+siny)der + (e + 2 +xcosy)dy =0

Sa se integreze urmatoarele ecuatii, folosind factorul integrant:
a) (2% —y)dz + xdy =0
b) Yz + (y) —Inz)dy =0
x
Sa se rezolve problema Cauchy:

(22 — 3y*)dz 4 2zydy = 0, y(1) = V2.

Sa se integreze urmatoarele ecuatii de tip Clairaut:
a) y=xy' —eV  b)y=ay +/1+y"
Sa se integreze urmatoarele ecuatii de tip Lagrange:

a) y=2wy —ev
b) y=(1+y)z+y”

y 2
9 v=e(5+7)
Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:
a) (2xy — 2y®)dz + (2* — 6zy?)dy = 0
b) 23 (1+y)de+ (1 —z)y*dy =0
c) y=uazy +cos(y)
Sa se rezolve problemele Cauchy urmatoare:

a) (y+Inz)der —ady =0, y(1) =0

b) o = (1) =1

Sa se integreze, folosind functia ode45, urmatoarea problema Cauchy:

' =2r+t+1, 2(0)=1. (1.5.1)
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Solutii:
1. a) Ecuatia se scrie sub forma:

zydx + (2% + 1)dy = 0. (EVS)

1 x dy x

—dy = — d = =— d

yy 2 +1 v y /x2+1x
1

Iny = 3 (m +1) +InC, C >0

In
21 ¢ = ¢
n = = — e
Y 2+1 2+ 1 Y 2+ 1

Solutie Matlab:
y=dsolve ( 'X*y+(x“2+1) *Dy=0"','x" )
y —3
C1/(x"2+1) " (1/2)

b) Se rescrie ecuatia:
V14 22dy — sinydz = 0.
Se separa variabilele si se integreazé.
dy

1n<tg%) _ ln<x+m>+1nC, C >0

tg% = (7<x+—vﬁfiﬂﬁ>

y = 2arctg (C’ (x +Vv1 +m2>>
Solutia poate fi scrisa sub alta forma daca se foloseste functia hiperbolica:

arcsinh(z) = In(x + V1 + 22).

Vom avea:
In (tg %) = arcsinh(z) + C
Y arcsinh(z)+C
to =
g B €
y = 2 arctg<€arcsmh(z)+0)‘

Solutie singulara: y = 0.
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Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=sqrt (1+x~2) *diff (y)==sin(y);
y=dsolve (eqn)
y =
0
2xatan(exp(Cl + asinh(x)))

2. a) Se determina mai intai solutia generala a ecuatiei date. Separand
variabilele gi integrand, vom avea:

61‘

Y (y+ e"y) e’ = ydy L
2

Din conditia initiala, rezulta:

%:1n(eo+1)+c:(]:%—ln2.

Inlocuind in solutia generala, se obtine:

2
1
%zln(em+1)+§—ln2.

Solutia problemei Cauchy, in forma explicita, este:

1
1 2
y:\/§<ln(ex+1)+§—ln2> .

Solutie Matlab:

y=dsolve ('y*Dy+exp (x)*y*Dy-exp(x)=0"','y(0)=1","'x")
y =
27(1/2)*x(log(exp(x)+1)-log(2)+1/2) ~(1/2)

b) Se separa variabilele i se integreaza.

d d d d —1
Qy __x:>/—y_ & om? =In(Cx),
-y oz y(y—1) T Y
de unde rezulta: | )
y;:CJM@y
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Din conditia initiala se obtine C' = —1, deci solutia problemei Cauchy este:

Solutie Matlab:
y=dsolve ('x*Dy-y 2+y=0"','y(1)=1/2","'x")

y =
1/ (x+1)

c) Solutia generald a ecuatiei:
yy' =1&ydy =dz,
este:
v’ =2(x+C).
Din y (0) = —2 rezulta C' = 2. Se obtine solutia:

y2:2(x—|—2):>y:—\/§(x+2)%.

Solutie Matlab:
syms x y(x)
eqn=y*diff (y)==1;
cond=y (0) ==-2;
y=dsolve (eqn, cond)
y =
-27(1/2) *(x+2) ~(1/2)

d) Se separa variabilele si se integreaza.

Yy X
dy = — d‘
T+ 1+x2xt/

ln(1+y2) = —1n(1+1:2) +InC

Se obtine solutia generala:
1+y*)(1+2*)=C,C>0.

Din conditia y(1) = 1, se obtine C' = 4.
Inlocuind in solutia generala, rezulta:

3—2a2

I+y)(1+2Y) =4y =——.
(I+y°)(A+2%) V=1
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Solutia explicita este:

Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve (y* (1+x"2)xdiff (y)+x*(1+y~2)==0,y(1)==1);
y=simplify (y)
y =
(-(x72-3)/(x"2+1)) " (1/2)

2
3. a) Ecuatia se scrie sub forma: 3y’ + (E) L 0, z #0.
x x

oY . 2 A . o . .
Se noteaza = = u, deci ¢y’ = u + zu’. Inlocuim in ecuatia data si obtinem:
x

v +u® —u=0<e zdu+ (u* —u)dr = 0.
Se separa variabilele si se integreaza.

du dx u—1
————+—=0=1n
u(u—1) =« u

+hzr=C=z(u—-1)=Cu.

Revenind la functia necunoscuta initiala, vom avea:

x(%—l)zC%zﬁx(y—m):Cy,

xQ

x—C’

In rezolvarea ecuatiei, s-a considerat ci u(u —1) #0.

Pentru u = 0, rezulta y = 0, care este solutie singulara a ecuatiei date.
Pentru v — 1 = 0, se obtine y = x care este o solutie particulara a ecuatiei
(se obtine din solutia generala pentru C' = 0).

sau, echivalent: y =

Solutie Matlab:
y=dsolve ( 'XAQ*Dy+y"2=2*X*yl ,'x! )

y =
0
x"2/(Cl + x)

b) Ecuatia se rescrie: 3 = er + Y Notim £ —u= y =u+ xu.
x

x
Rezulta ecuatia cu variabile separabile:

1
xu =e" & rdu = e'dr < e “du = —dz.
x
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Integrand, vom obtine:
e'=—Inr+C=—u=In(C-Inx).
Pentru ecuatia data, solutia este: y = —zIn(C' — Inx).

Solutie Matlab:

syms x y(x)
eqn=x*xdiff (y)==xxexp(y/x)+y;
y=dsolve (eqn)
y =
-x*log(C1 - log(x))
c) Ecuatia se scrie echivalent: 2y = —(x +y) <y =—-1—=.
x
Cu schimbarea de functie J_ u, vom obtine:
x

du dx

'=—1-2u=
v “ 2u+1 T

. 9 C C =z
Solutia generala a ecuatiei initiale: y = 50 " 3
x

Solutie Matlab:

syms y(x)
y=dsolve (xxdiff (y)+x+y==0)
y =

-(x~2/2+C1)/x

4. Aflam solutia generala a ecuatiei omogene date.

1 2
207y = dwy —y? |: 227 = o = 0 _ - (g)
r 2 \x
2
Notim u = 2 = Y (x) = u+ zu'. Ecuatia devine: vz = u — %
x
S-a obtinut o ecuatie cu variabile separabile:
du _dm@ 2du _dx’/
w oz u—u?
2
2—u+u dx u u
——du= [ — =1 =In(Cz) = =C
/U(Q—U) “ /x =2 n(Cr) u—2 v

45

1
=——= 51n(2u+1)+1nm =InC = 2u+1= %
x
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Revenind la functia necunoscuta y, vom obtine:

Yy 2Cx?
=Cr = y= .
y—2x ¢ Y= or—1
. < . . 222
Din y(1) = 1, rezulta C' = —1. Solutia problemei este: y = 1
x
Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve (2xx"2*diff (y)+y " 2-4*xxy==0, y(1)==1)
y =

x"2/(x/2 + 1/2)

Pentru vizualizarea reprezentarii grafice a solutiei, se adauga comenzile:
fplot (y)
legend ('y(x)=2x"2/(x+1) ")
xlabel('x'), ylabel('y(x)"')

T . . T T T
| | — yix)=2 i (xr1)
|

Y (x)

Figura 1.9: Solutia problemei 2z%y’ = 4zy — y?, y(1) =1

—2r — 1
5. a) Scriem ecuatia sub forma: y' = 93—y+
r—2y+3
17
Dreptele =22 —y + 1 =0 gi  — 2y + 3 = 0 se intersecteaza in (—g, g)
Se efectueaza o schimbare de variabila si o schimbare de functie:
1 7
T+ -=u,y——-=uv, v=uv(u).

) )
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5 . o ,  —2u—vw
Rezulta ecuatia omogena: v’ = o — o
u— 2v
Cu substitutia v = uz, se obtine ecuatia cu variabile separabile:
4o —2—z<:> , 2,22—2,2—2<:> 2z -1 d 2d
z+uz = uz = z = ——du.
1—2z2 1—22 22—z—1 u

Integrand, se obtine:
In(z*—z-1)+2lmu=mnC=u*(z*-2-1)=C,C>0.

Revenind la notatiile initiale, obtinem succesiv:

u?  u

)~ (o) () e

Se obtine solutia generala sub forma implicita:

2
u2(v——2—1):C:>v2—uv—u2:C

v —(z+3)y — 2+ =C,

sau, explicitand:

1
y=3 (¢+3+ VB2 +20+C).
Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve ((x-2*y+3) *xdiff (y)+2*x+y-1==0)

y:
x/2 + (5xx"2 + 2%xx + C1 + 9)°(1/2)/2 + 3/2
x/2 - (bxx"2 + 2xx + C1 + 9)~(1/2)/2 + 3/2

1 =2
-2 1
sistemul format din ecuatiile x — 2y +5 = 0 si —2x 4+ y — 4 are solutie unica.
Se obtine (zg,yo) = (—1,2).

Facem schimbarea de variabila x + 1 = u gi schimbarea de functie y — 2 = v.
Se obtine ecuatia omogena:
, u—2v ,  1=2%

= & :
YT e T -2+

Cum A = =3 # 0,

b) Se calculeaza determinatul A = ‘

. . . v . .
Prin schimbarea de functie — = z, z = 2z (u), v/ = z+wu- 2/, se obtine ecuatia

cu variabile separabile:

n , 1_2Z<:)Z_2d du
z4u-z = z=——.
-2+ 2z 22 -1 u
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Prin integrare, rezulta:

2_1 2 Z=UvU v—Uu

—— =
(z+1)° (v +u)®
Revenind la notatiile initiale, se obtine solutia generala a ecuatiei date:

y—x—-3=Cr+y—1)>.

Ecuatia are solutiile singulare: y =2+ 3, y=—x + 1.
. r+y—2=0 e
6. Sistemul { Crty—d—p & solutia (—1, 3).

Notam x + 1 =u, y — 3 = v, v = v(u). Se obtine ecuatia omogena:

, U+V pg=uz 1+ 2 z—1 1
v o= = uz = —z= ———dz = ——du.
—u+v —14+=z 22 —22—1 U

Prin integrare, rezulta:
In(z> -2z —1)+2lnu=InC & u*(z* -2z 1) =C.
Revenim la v, apoi la z §i y. Vom avea:
v?—2uw —u' =C=5y* -2 +4)y—2°+4r =C.
Pentru problema Cauchy, se obtine C' = —6, deci solutia se scrie:
v =2z +4)y —2* +4r+6=0.
Prin explicitare, rezulta solutia:

y=uz+4— V22?4 4z + 10,

pentru care conditia y(1) = 1 este verificata.

Solutie Matlab:

syms y(x)

eqn=diff (y)==(x+y-2)/(-x+y-4);
cond=y (1) ==1,;

y=dsolve (eqn, cond)

fplot (y)

y =

x - 27(1/2)*(x"2 + 2xx + 5)°(1/2) + 4



1.5. EXERCITII REZOLVATE

Figura 1.10: Solutia problemei: 3 =

T4y—2

S () =1

49

7. a) Rezolvam exercitiul prin doud metode: metoda factorului integrant,
respectiv metoda variatiei constantei.

I Se determina factorul integrant, apoi se inmulteste ecuatia cu acesta.

edex _ 62x

yl.€2x+2y_€2x:€x<:>(y_e2x)

Prin integrare, se obtine:

y- e =e"+C=2>y=ec"+C- % CcR.

IT Se determina solutia ecuatiei omogene asociate:

care este o ecuatie cu variabile separabile. Se obtine:

Pentru ecuatia neomogena data, se cauta solutii de forma:

Y +2y=0,

Yo = C 6_2$.

y=C(x)e .

Inlocuind in ecuatie, vom obtine:

C'(z) e —

20(r) e +2C(v)e ™ =e " = C'(x) e > =7,

de unde rezulta ca:

C'z)=e¢"=Cx)=e"+C=y=("+C)e .

/

em
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Solutia generala a ecuatiei date este:

y=Ce 2 fe "

Solutie Matlab:

y=dsolve ('Dy+2*y=exp(-x) "',

y =
exp(-x) + Clx*xexp(-2%x)

3
b) Ecuatia se rescrie: y' — —y = z%¢”. Se determina factorul integrant:
x

(&

Se obtine ecuatia:

y'-x_3—3-x_4y:ex<:)(y-x_?’)’:e,

f—%dm _

'X’)

6—311193 = .
x

T

de unde, prin integrare, rezulta solutia:

y-rl=e"+Coy=2"("+C), CeR.

Solutie Matlab:

y=dsolve ('x*Dy-3%y=x"4d*xexp(x)','x")

y:
x"3*%exp(x) + Cl*x~3

c) Factorul integrant este:

Yy + ycosx

/ _sinx sin x

ye + ycosze
(ve

sinx)’

sin x

y-e

Integrala din membrul drept este:

/sinx- (esjnx)/dm =

Se obtine solutia generala:

sin x

ye

adica:

=sinxe

ef coswdr _ esina:

= sinz-cosz | -e*”

sin x

= sinzx - coszxe

sinz

= sinx-cosz-e

= /sinx -cosx - M

sinz - ™% — /cos:v -

sin x

sinx - e — M7 4 C.

sinz

—eSinT 07

y=sinz — 1+ Ce "% C eR.
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Solutie Matlab:

y=dsolve ('Dy+y*cos(x)=sin(x)*cos(x)"','x")

y =
sin(x) + Cl*exp(-sin(x)) - 1

8. a) Se determina solutia generala, folosind formula:

y(z) = e /Pl (C + /efp(x)de(x)dx) :

Pentru p(z) = —1, g(z) = 3z + 2, vom avea:

y(z) = € <c+ / ex(3x+2)dx),

y(z) = € (C—(Bx+5)e ™),
y(x) = Ce* -3z —5.

Din conditia y(0) = —3, rezulta C' = 2. Solutia problemei Cauchy este:
y(x) = 2¢* — 3x — 5.

Solutie Matlab:
syms x y(x)

y=dsolve (diff (y)-y==3xx+2, y(0)==-3)
y =
2¥exp(x) - 3*x - 5
2
b) Ecuatia se scrie sub forma: y' + —y = ——.
x X

3
Solutia ecuatiei omogene y' + —y = 0 este yg = —, deci solutia particulara
x x

a ecuatiei date are forma:

C(x)

x3

Yp =
Inlocuind in ecuatie, se obtine:

C'(z)z® — 322C(x) N 3C(x) 2

20 i T

de unde rezulta: C'(z) = =2z = C(x) = —2?, deci y, = —— = ——.

Solutia generala este:

oo
y_.tc3 x
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Din conditia y(1) = 3, se obtine C' = 4, deci solutia problemei este:

41
i
Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve (x"2*diff (y) +3*x*y+2==0,y (1) ==3)
y =

4/x°3 - 1/x

9. Ecuatia diferentiala data nu este liniara in y. Se scrie ecuatia sub

forma: q ) d
Yy x 2 /
— = & —=r+yte —x =y
el miak (y) —r=y

care este ecuatie liniara cu functia necunoscuta z(y).
Inmultind ecuatia obtinuta cu factorul integrant:

ef(_l)dy — 6_y7
ecuatia devine:
— _ — _ / _
eV —ze ™l =yl & (zeV) =yle V.

Integrand prin parti, se obtine solutia generala sub forma explicita a ecuatiei
diferentiale cu functia necunoscuta x:

r=—y*—2y—2+Cev.
Expresia obtinuta reprezinta solutia sub forma implicita a ecuatiei date.

10. a) Ecuatia se scrie sub forma:

1
2yy' — —y° = —1.
a

Se noteaza y? = z, deci 2yy’ = 2’. Se obtine ecuatia liniara:

, 1
Z ——z=-1
x

Se calculeaza integralele:

/p(x)dx - —/édx:—lnx
/

/efp(x)dxq(x)dx = —

e P?dy = —Inzx.
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Solutia ecuatiei in z este:
z=e""(C —Inzw) & 2 =2(C —Inzx).
Pentru ecuatia data, rezulta solutia:
y* =2(C —Inx).

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=2xx*xy*xdiff (y) -y ~2+x==0;
y=dsolve (eqn)
y =
(x*x(C1 - log(x)))~(1/2)
-(x*(C1 - log(x)))~(1/2)

b) ' +2y=2xy |y = y’%y’—{—Qy% =2z
Cu substitutia y% = z, ecuatia devine: 2’ + z = x.
inmul’gind ecuatia obtinuta cu factorul integrant e, se obtine:

2" + ze" = xe” & (2€%) = xe”,

de unde rezulta, prin integrare:
ze" =¢e"(x — 1)+ C.
Pentru ecuatia de tip Bernoulli, solutia generala este:
Vy=x—1+Ce™™, adica, y = (x -1+ C’e_z)z.
Solutie singulara: y = 0.
Solutie Matlab:

y=dsolve ('Dy+2*xy=2*x*sqrt (y) ', 'x")

y =
0
exp (-2*x) *(C1 - exp(x) + x*exp(x))~2

11. a) Ecuatia este de tip Bernoulli cu o = 2. impér‘gim ecuatia cu y?.

—Z—i—g = Inz
Yy y?

! 1 Inx
g1 b
Y ry x
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1 Y
Prin schimbarea de functie z = —, 2/ = —=, vom obtine ecuatia liniara:
Yy Y
, 2 Inz
2 ——=——
x x

pentru care factorul integrant este = el == = e~ 0% =

K|~

Prin inmultire cu p, vom avea:

(2) - _lne
x B x?

_ _/lna:dlenx+1+0

z
x 2 T
z = Cz+hnz+1

Solutia generala a ecuatiei date este:
1

—=Cx+Inx+ 1.
Yy

Pentru y(1) = 1, se obtine C' = 0. Solutia problemei Cauchy este:

B 1
C lnz+1°

Y

Solutie Matlab:
syms y(x)
eqn=x*diff (y)+y==y~2%xlog(x);
cond=y (1) ==1,;
y=dsolve (eqn, cond)
y =
1/(log(x) + 1)

2 z 1
b) ill'y, —y = —2$2y2 :y> xy—Qy/ . y—l — _21.2 BN y—2y/ . _y—l — _ 9
x
Se noteaza y~! = 2. Se obtine ecuatia liniard in z:
, 1
2+ —z=2x.
x

Prin inmultire cu factorul integrant x, vom avea:

v + 2 =227 & (v2) = 227,

de unde rezulta:
223 4+ 3C

2 2 C
2=+ 0 2=+ — & 2=
3 T 3z

3
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Revenind la functia necunoscuta y, se obtine solutia generala:

3z

y= 223 + 3C"°

1
Din conditia y(1) = 1 rezulta C' = 3 deci solutia problemei Cauchy este:

B 3z
Y=omi
Solutie Matlab:
syms y(x)
eqn=x*diff (y) -y+2*xx " 2%y~ 2==0;
cond=y (1)==1;

y=dsolve (eqn, cond)
fplot (y,[-2 21)
y =

x/((2%x~3)/3 + 1/3)

Figura 1.11: Solutia problemei xy’ —y + 22%y* = 0, y(1) = 1
12. a) Se efectueaza schimbarea de functie:

1 , 2!
y=r+-=y=1-—=.
z z

Dupa inlocuire si efectuarea calculelor, va rezulta ecuatia liniara in z:
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56
: C : o
care are solutia: z =14 —. Solutia ecuatiei Riccati este:
x
n x
=r+—.
Y x+C
Solutie Matlab:
)

y=dsolve ('x*Dy=y 2-(2*%x+1)*y+x " 2+2*x "' 'x'

y:
x
x + 1/(Clxx + 1)

b) Prin schimbarea de functie:

ecuatia devine:
22 1 2\° 4 /1 2 2
S+ S )+ (=-2) +=(=-2)+5 =0
z2 2 z x T z T 2

Efectuand calculele, se obtine ecuatia liniara 2z’ —1 = 0, cu solutia z = x+C.
1 2

Solutia ecuatiei Riccati este: =
L L 4 r+C «x

Solutie Matlab:
y=dsolve ('Dy+y 2+ (4/x)*y+2/(x~2)=0","'x")

y =
-2/x
1/(C1 + x) - 2/x
y 1 , 1 . .
13. a) Se noteaza: y = — 4+ — =y = —— — —. Ecuatia devine:
r oz x? 22
L2 _ 1 (1.1 2201
2 22 3 \z =z 3 a2

Dupa efectuarea calculelor se obtine ecuatia liniara:
, 2 1
2 ——z=_,
3z 3

cu solutia generald z = x + C'va2.
Pentru ecuatia Riccati, solutia generala este:

2z + CV/x? - L, 1

z(z 4+ CVa?) T x4+ CVa?
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2
Din conditia y(1) = 2, rezulta C' = 0. Solutia problemei este: y = —.
x

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=diff (y)==(-1/3)*xy~2-(2/(3*x"2));
cond=y (1) ==2;
y=dsolve (eqn, cond)
y =
2/x
o . ) 1 , 2
b) Se efectueaza schimbarea de functiey =z + - =y =1— —-
z z
Inlocuind in ecuatie, vom avea succesiv:

% 1\? 1 )
l-—= = <x+—> —2x(x+—>+x +1
z z z

2! 2v 1 2x
- = 1‘2+—+—2—2x2———|—x2
z z oz z
2 1
-Z = = = J=-1= 2=—2+C
z z
: o 1 . 1
Din substitutia y = = 4+ —, deducem ca z = .
z y—x

Solutia generala a ecuatiei de tip Riccati este:

1 1
=—ax+C=y=x+ -
y— C—x

Din conditia y(1) = 0 rezulta C' = 0. Inlocuind in solutia generald, se obtine:

y=x— —.
x

Solutie Matlab:

syms y(x)

y=dsolve (diff (y)==1+x"2-2%xxy+y~2, y(1)==0)
fplot(x,y)

legend ('y(x)=(x"2-1)/x")

xlabel ('x"'), ylabel('y(x)"')

y =

x - 1/x
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wlix)= -1 )ix

80
B0
40 |

= 207 |

=201

60 |

Figura 1.12: Solutia problemei v’ = y? —2zy+2z%+1, y(1) = 0

14. a) Ecuatia se scrie sub forma echivalenta:
(m2 + 2z + y2) dx + 2zxydy = 0.
Notam P(z,y) = 2% + 2z + %, Q(x,y) = 2zy. Are loc:

oP oQ

a - 2y = A

oy ox
deci, ecuatia este cu diferentiala totala exacta, adica, exista functia U(z,y)
astfel incat dU = P(x,y) dz + Q(z,y) dy.

ou o, )
5 = Py =2"+2r+y
3
Ulz,y) = /(x2+2x+y2)d$:%+x2+xy2+0(y)
ou / /
3y = Q)= 2w+ Cy) =20y = Cly) =0,0(y) = C

Solutia generala sub forma implicita este:

3

%+x2+xy2:C’.

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=2x%x*xy*diff (y)+x"2+2xx+y~2==0;
y=dsolve (eqn) ;
simplify (y)
ans =
(37 (1/2) *(-x*(x73 + 3*x72 + C1))~(1/2))/(3*x)
-(37(1/2) *(-x*(x"3 + 3*x~2 + C1))~(1/2))/(3*x)
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b) Are loc egalitatea:

9 (ay? + %) = - (ay + o) = 20,

oy ox
Rezulta ca exista U(x,y) pentru care au loc relatiile:
u_ s OU _ , 3
B =y + ", oy =zyt+y.
Atunci:
, ; 22 ot
Ulx,y) = /(xy +2%) do = 5 +Z+C’(y)
ou
i 2’y +C'(y) = 2"y +y°

C'(y) = yg#C(y)ZyZ-

Solutia generala:

x2y2 .1'4
U =C<& —

4
+yz =C& (m2+y2)2:40.
Solutia se mai poate scrie:

?2+y2=C, C>0.

Alta metoda: Ecuatia poate fi rezolvata si ca ecuatie omogena.
Se face schimbarea de functie:

y(x) =2u(x), dy = zdu + udz.

(z%u® + 2°) dz + (2%u + 2°u®) (zdu + udz) = 0 | L a®
(v +1)dz + (u+v®) (zdu+udz) = 0
(W+1+v*+u')de+z(u+u’)du = 0
(1+u2)2dx+xu(1+u2)du = 0]:(1+u?
(1+v*)dz+audu = 0
Ecuatia obtinuta este cu variabile separabile.

dx udu

I 1_|_u2=0:>21nx+1n(1+u2):lnC’:>$2(1+u2):O

Revenind la variabilele initiale, va rezulta:

y2
x2<1+ ):C:>:L'2—|—y2:0.

T2
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Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=(x"2*xy+y~3) *diff (y)+x*y~2+x"3==0;
y=simplify (dsolve (eqn))
y =

(- x72 + 2%C1)"(1/2)

-(- x72 + 2xC1)"(1/2)

c) Fie P(xz,y) = e +y+siny, Q(x,y) = ¥ + x + xcosy. Are loc:

oP 0Q
Sl =7
oy + cosy Oy
Exista U(x,y) astfel incat: g—g = P(z,y) si g—g =Q(x,y).
ou z :
o = € +y+sny
Ulzx,y) = /(ex+y—|—siny)da::e$+a?y+:vsiny+0(y)
ou y
a_y = e’ +x+xcosy

r+zcosy+C'(y) = e+ax+azcosy=C'(y)=¢e’=C(y) =¢e"

Solutia generala este: e* +xy + zsiny +e¥ = C.

15. a) (xQ—y)dx—F\x/dy:O

P(ay) Q(z,y)
oP ]
Y oP 0
9y = —— # — = ecuatia nu este cu diferentiala totala
0Q ] oy " Ox
or

Cautam un factor integrant.

1 0P_8Q __2 _ f—-2%dz _ _—2lnz _ 1
Q(@y 8x)_ x:>,u(x)—e CoTe o2

inmul’gind ecuatia data cu u, se obtine ecuatia cu diferentiala totala exacta:

(1—%>dx—l—idy:0.
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Y1 Y
Ulz,y) = (1—— dt+ | —dt=(t+= +—t
z0 %0 Zo t o Lo lyo

Zo

= T+ =—x9— —

Zo

|

|
o
3
<

|
o
8

|
E%l\i

Solutia generala a ecuatiei este: =z + J_
x

Solutie Matlab:

syms y(x)

y=dsolve (x"2-y+x*diff (y)==0)

y =

- x72 + Clx*x
b) Notam P(z,y) = % $iQ(z,y) =y>—Inz.
or 1
dy  x oQ
=
ﬁ _ 1 8y O
x

Se determina un factor integrant.

aQ . 8P . X _2 —_2 . J‘_gdy— _21ny_i

fnmul’gind ecuatia data cu u, se obtine ecuatia cu diferentiala totala exacta:

ryY
1 1
Ulz,y) = —dt+/ <t— I;fo) dt
1 2y 1y
= —lnt +—| +lnxy- -
Yy o 2 Yo tyo
1 2y 1 1
= —(lnx—lnx0)+y 4y 0(———)
y 2 Yy Y

Solutia generala in forma implicita este:
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16. Verificam daca ecuatia este cu diferentiala totala.

oP
2232 5, =% ap 9
P(z,y) =% =3y _ % N )
Q(v,y) = 2xy Q_, oy 7 ox
. T4y
ox
Cautam un factor integrant.
1 /oP 0 -8 4 1
— ___Q :_y:__iu(x)ze—fgdmze—unz__
Q\Jdy Oz 2xy x xt
inmul‘gind ecuatia cu u, se obtine ecuatia cu diferentiala totala:
1 3y Y.
Rezulta ca exista U(z,y) pentru care au loc relatiile:
ou 1 3y U 2
or 22 24 9y ¥
Atunci: )
2y Y
Ul(z,y) = /de— e +C (2),
ou 3y? 1 3y 1 1
Solutia generala:
2
U(m,y)zC@y—g——:C'<:>y2:C’x3+x2.
x x
Pentru a afla solutia problemei Cauchy, folosim conditia initiala.
y1)=V2=C=1=y* ="+ =>y=avr+ 1
Pentru solutia obtinuta, conditia initiala este verificata.
Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve (x72-3xy 2+2xxxy*xdiff (y)==0, y(1)==sqrt(2))
y =

xx(x + 1)°(1/2)
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17. a) Se noteaza y' = p(x). Ecuatia devine y = xp — eP. Prin derivare,
rezulta:
y=ptap —ep=p(z—e)=0.
Cazul 1. ' =0=p=C
Solutia generald este: y = xC — e (o familie de drepte).
Cazul 2. x —e? =0=x =¢P
Se obtine solutia singulara definita parametric:

r = é€F
y = pe’—e’

b) Se face substitutia y' = p, apoi se deriveaza ecuatia obtinuta:

/
y:xp—l—\/l-kpz#y/:p-kxp/-i—&#p' T+ ——— | =
1+ p? V 1+ p?

Cazul 1. p' =0 = p = C, de unde rezulta solutia generala:
y=xC+V1+C?

b = 0, de unde se obtine solutia singulara in forma

Vi

Cazul 2. z +

parametrica:
p

Jiep

1

Vi

Solutia singulara se poate scrie sub forma: z? +y? =1, y > 0.

r=—

18. a) Notand y’ = p, ecuatia devine: y = 2xp — eP.
Prin derivare rezulta:
dp

dp _ ,»dp
dx

dp
— el — 0= 2 .
¢ dx<:> P xdx dx

y =2p+ 2

. : , .o de o .
Inmultind ecuatia obtinuta cu e va rezulta o ecuatie liniara cu functia

necunoscuta x(p):

Se calculeaza factorul integrant:

2
=d
/_L:efp p2621np:p2'
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Se inmulteste ecuatia cu p si se obtine:

p*a’ + 2px = peP :f>p2x =e’(p—1)+C.

Rezulta solutia generala (forma parametrica):

eP(p—1 C
. (p2 )Jr_2
Mo-nToy
e JR—
p b

Solutie singulara: p=0=y = —1.
b) Se noteaza y' = p si se deriveaza ecuatia obtinuta.

y = (1+p)z+p°

dp dp
"= x—+(1 2p—
y v+ (1+p)+ 2
dp dp, dx
0 = z—+1+4+2p—| - —
$da:+ +pdac dp

S-a obtinut o ecuatie liniara cu functia necunoscuta z si variabila p:
/
T+ x=-2p.

Factorul integrant este pu = e/ 19 = ¢ inmul‘gind ecuatia cu pu, se obtine:

xe = —2pe
(ze”) 2pe”
rel = / —2pePdp
xe? = —2pel +2eP + C
r = —2p+2+Ce™?

Solutia generala sub forma parametrica este:

r=-2p+2+Ce™?
y=14p)(=2p+2+Ce?) + p?

2
c¢) Prin schimbarea de functie y' = p, se obtine ecuatia: y = x (E + —).
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Prin derivare, rezulta:

1 2
Cazul I Dacd - — — # 0, atunci se obtine ecuatia p = xp’ cu solutia p = Cx.
p

Solutia generala, in forma parametrica, a ecuatiei Lagrange este:

v = 2
C
p

_ p. 2
V- C(2+p>

Eliminand p, se obtine solutia generala sub forma explicita:

c . 2
=—z"+ —=.
YTt e
12 - . .
Cazul II Daca i 0, atunci p* = 4. Se obtin solutiile singulare:
p

y=2x,y=—2x.

19. a) Se noteazd P(z,y) = 2xy — 293 si Q(z,y) = 22 — 6xy?. Avem:
0 0
(9_y (Qxy — 2y3) =5 (:c2 — 63:3/2) = 22 — 6y°,

deci, ecuatia este cu diferentiala totala exacta.
Determinam functia U(z,y) pentru care are loc egalitatea:

dU = P(z,y)dx + Q(x,y)dy.

T Yy
Ulx,y) = / (2ty — 2y3) dt +/ (3:3 — 6x0t2) dt

o Yo
Yy

= (yt2 — 2y3t) ‘x + (m%t — 2x0t3)
o Y0
=y (2" —x5) — 20" (x — x0)) + x5 (y — o) — 220 (v° — w5)

= 2%y — 2y’ — 2y + 20y
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Solutia generala in forma implicita este:
22y — 2y = C.
Solutie Matlab:

syms y(x)
y=dsolve (2xx*xy-2*y "3+ (x"2-6*xx*xy~2) *diff (y)==0)
y:

root (2*%x*xz~3 - x" 2%z - Cl, z)

b) Ecuatia este cu variabile separabile. Impartind cu (1 +y) (1 — z),

ecuatia devine:

3 2
d
11—z v 1+y

Prin integrare, se obtine solutia generala sub forma implicita:

dy = 0.

1 1 1
ln(y+1)—y+§y2—x—ln(x—1)—§x2—§x3:C’.

c) Ecuatia este de tip Clairaut. Se noteaza 3y’ = p. Ecuatia devine:
Yy = Tp + Ccosp.
Prin derivare, se obtine:
v =p+ap —sinp-p = p (r—sinp) =0.
Cazul I p' =0 = p = C, de unde rezulta solutia generala:
=a2C +cos (C), C e R.

Cazul IT x — sinp = 0, de unde rezulta solutia singulara data parametric:

T =sinp
Yy = psinp + cosp
20. a) Ecuatia data se poate rezolva prin doua metode.

[ Notam P(z,y) =y + Inz, Q(z,y) = —z. Rezulta ca:

oP 0Q

_:17&%

1.
dy

Determinam un factor integrant.

1 8P_8Q __2 _—fgd;z_ —21n;v_1
Q(ay (%U)_ xiu(w)—e =e =
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Inmultind ecuatia cu p, se obtine ecuatia cu diferentiala totala exacta:

Se determina functia U(z,y) pentru care are loc relatia:

dU(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy

“(y Int Y1
Ulx,y) = / (——l— )dt —dt
zo t2 t2 Y0 o

B y Int+1)\ 2
N t t

o Zo

Se obtine solutia generala:

y Inz+1

T i

—(C=0=y+he+1=Cr=y=Cr—Inx—1.

Din y(1) = 0 se obtine C' = 1. Solutia problemei Cauchy este:
y=z—Ilnzr—1.
IT Ecuatia data este o ecuatie liniara de ordinul intai:

1
(y+ln:v)d:v—xdy:0@xy’—y:1nx(:>y’—y:E_
x x

. 1
Inmultind ecuatia cu factorul integrant e~ J v = —, se obtine:
x

/

Y y Inz (y)’ Inx
z L == (2 -
x  x? a? x x?

Y

de unde rezulta:

| Inx —1
/—nxdx _ T +C=y=Cr—Inz—1.
x

b) Ecuatia poate fi rezolvata prin doua metode: ca ecuatie omogena sau
ca ecuatie cu diferentiala totala exacta.
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I Se face schimbarea de functie: u = y, y=uxu, vy =u+xu.
x

2
utay = —— | -
1+ u?
, u® + 3u
zu = —

u?z +1

(u? +1)du B _dx‘

u3 + 3u N T

In (u® +3u) +3lnz = InC
® (v’ +3u) = C

Revenind la functia necunoscuta initiala, se obtine:
y* + 32y = C.
Din y (1) = 1 rezultd C' = 4 deci solutia problemei este: 3 + 32%y = 4.

IT Ecuatia se scrie echivalent: 2xydz + (22 + y?) dy = 0.
Fiind o ecuatie cu diferentiala totala, exista U(x,y) astfel incat:

AU (z,y) = 2xydz + (2% + y*) dy.

Yy

x Yy . t3
Ulr,y) = /Qtydt—l—/ (a:3+t2)dt:t2y\m+<x3t+§)

zo Yo Yo

vy
= @’y —agy+aty — T+ 3 - 3

3
de unde rezulta solutia generala: x%y + % =C.

c) Ecuatia este cu variabile separabile.

xdx—l—y

_ 2 2
T2t W =0= k42 +n(l+y) = C>0,

de unde rezulta: (1 + 2?)(1+ y?) = C.
Din conditia y(1) = 1, se obtine C' = 4. Solutia problemei Cauchy este:

(+a)(1 497 = 4=y =[5

pentru care conditia initiala este verificata.
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21. Ecuatia ' — 2z = t+ 1 este o ecuatie diferentiala de ordinul I, liniara
sl neomogena, avand solutia generala: x = xo+x,, unde zo = Ce* iar solutia

articulara este t_3

rticular Tp=—=——.

P PT T ;

Tinand cont de conditia initiala z(0) = 1, va rezulta C' = -.
7 t 3

Solutia problemei Cauchy este: z = —e* — — — —,
4 2 4

Cod Matlab:
f=inline('2*x+t+1"',"'t"','x"');

[t,x]=0ded5(f,[0,exp(1)],1);

plot(t,x,'o'); hold on

syms x(t)

x=dsolve (diff (x)==2%xx+t+1,x(0)==1) ;

tmin=0; tmax=exp(l); nt=30;

t=linspace (tmin, tmax,nt);

x_analitic=7xexp(2*t)/4-t/2-3/4;

plot(t,x_analitic,'--r"')

xlabel('t'); ylabel('x');

title('Solutia numerica si analitica a problemei:
x =2x+t+1, x(0)=1"');

legend ('Solutia numerica (ode45)','Solutia exacta:

x=7/4e"{2t}-t/2-3/4")
grid on; hold off

Solutia numerica si analitica a problemei: x"=2x+t+1, xj\[l-:l=1

400
!
350 O Solutia numerica (oded5) FJ i
— — Solutia exacta: x=7 /e -v/2-3/4 o
f
300 [ @ 1
&
280 ﬁ T
> 200 Jfﬁ 7
I3
150 L] .
ot
100 /.,Ofc{ 4
e
&
501 = 1
o
=l
oEERE o= a2 L . .

o 0.5 1 1.5 2 25 3

t

Figura 1.13: Solutia problemei (1.5.1])
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1.6 Exercitii propuse
1. Sa se integreze ecuatiile diferentiale cu variabile separabile:
a) (22— 1)y —ay =0
b) (y* + zy?)dz + (2* — ya?)dy = 0
¢) xy' cosy +siny =0
d) (2 +4)y =22 (1+e7Y)
)

e) Vy?+ lde — azydy =0

2. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) 1+y*+ayy =0,y(1) =0
b) (y*+ 1)dz + 2z + 1)y*dy = 0, y(1) =0
c) yW1+ 22y +2/14+y2=0, y(1) =

3. S& se integreze ecuatiile diferentiale omogene (in sens Euler):
a) (32° —y*)y =2y
b) 2z +y= (4o —y)y
c) yde + (2/ry —x)dy =0
)

zyy =y* —at+y? v #0

4. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

d

a) zyy =2+ 42, y(1) =0
b) 2%+ 2y* = zyy', y(1) =2

5. Sa se integreze urmatoarele ecuatii reductibile la ecuatii omogene:

a) (4 —by+13)y =2x —3y+7

)
b) (z+y+1)de+ (2z+2y—1)dy =0
c) 20 4+3y—5+Br+2y—5)y =0
T+ 2y+1
d) yy = 22T 2
20+ 4y + 3

6. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

20 +y+1

a)y =————— y(l)=1

—x—2y+1
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b) Bz +3y—1)dz+ (22 +2y)dy =0, y(0) =2
7. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare:

a) oy — 2y = 224
b) v = 2y + 2ze®

)

)

¢) ycosx +ysinx =1

d) ¥ +ysinz = 2x - €757
e) vy —y = z?arctgx

8. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) xy —y=a%", y(1)=1

b) v +

2
Ty =20+2 y(0)=-3
1

c)y+y= oo y(0) =1

d) 2y —y+Inx=0, y(1) =2
9. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Bernoulli:

T
a) y’+2xy=E

4
b)y'=—y+zyy
c) wy + 2y = —xtyie”
d) ¥ +ytgr =y

10. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Riccati:

1 1
a) y/‘i‘yg—g——y Y= =
r x
b) y —y? —yctgx +sinz =0, y; =sinx
T 21 1
C>y 2y ZL‘y 2x37y1 2

11. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) zy +y=2y", y(1) =1
b) (z—1y —y=y9 y(2) =1
c) ¥ —y*+2e%y =€+ ¥y =e, y(0) =2
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12. Sa se integreze ecuatiile cu diferentiala totala exacta:

a) 2zydzr + (22 — y*)dy =0

b) (2% —3zy* +2)dz — (3z%y — y*)dy =0

¢) (y*+Inz)y + % =0

d)
)

e 2

(
(
(e*siny + e Y)dr + (e* cosy —ze ¥)dy =0
(% —y —ze¥)y + 22y —x — €Y

13. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) (22 —y?)de —22ydy =0, y(1) =1
b) 3z +2y)y +2x+3y=0, y(0)=1

cosy
— Y1) =0
rsiny — y? y(1)

/

)y =
14. Sa se integreze urmatoarele ecuatii, folosind factorul integrant:

a) xy + x*cosx —y =0
b) y(z +y)dz + (zy + 1)dy =0
¢) (xsiny + ycosy)dr + (zcosy — ysiny)dy = 0

15. Sa se rezolve problema Cauchy:

(2% +y* + 22)dx + 2ydy = 0, y(0) = 1.

16. Sa se integreze urmatoarele ecuatii de tip Clairaut:

a) y=ay +y
b) y =zy —siny
1
c) y:xy’—kﬁ
)

17. Sa se integreze urmatoarele ecuatii de tip Lagrange:

)
b) yy' =2zy'* +1
¢) y=—zy —y”
d) y+zy =4y
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a)( y2—x2)y’:y,x>0

b) 2*(y +1)de + (2 —1)(y — 1)dy =0
c) (ye®¥ — 4dzy)dz + (ve™ — 22?)dy = 0
)

5,3,

d) zy + 2y = —x°y’e

Sa se rezolve problemele Cauchy urmatoare:

2 —1
a) ¥ = R y(-1) =1
b) y —ytgr = —— y(0)=0
sinx 1
inx = = 0)=2
) ¥ty sing 082 COS T (0)

Folosind metoda lui Euler, sa se afle solutia numerica a problemei:
2y =y, y(0) =1, z€10,1], h=0,1.
Sa se reprezinte grafic solutia numerica si cea analitica.

Folosind metoda lui Runge-Kutta de ordinul 4, sa se determine solutia
numerica a problemei:

y =2yt y(1) =1, 51,2, h=0,2
T

Sa se reprezinte grafic solutia numerica si solutia exacta a problemei.

Folosind functia ode23, sa se rezolve problema:

y/ = 2y+6x7 y<0) = L YIS [072]

Folosind functia ode45, sa se rezolve problema:

y=x+y, y(0)=1, z€10,2]



Capitolul 2

Ecuatii diferentiale de ordin
superior

2.1 Notiuni generale. Exemple.

O ecuatjie diferentiala ordinara de ordinul n are forma generala (implicita):

Fa,y(z),y'(2),y" (@), ...,y" (@) =0,

unde F' este o functie data iar y = y(x), x € I, este functia necunoscuta.
In forma normala, o ecuatie diferentiala de ordinul n se scrie astfel:

y " (2) = f (2.y(2),y (). y"(2),...,y" V(@) (2.1.1)
unde f este o functie continua cu n + 1 variabile.

Definitia 2.1.1. O functie de clasa C™ care verifica ecuatia diferentiala
2.1.1), se numeste solufie a ecuafiei. Solufia generald a ecuafiei este o
functie care depinde de n constante reale independente $i care verifica ecuatia.

Determinarea solutiei ecuatiei (2.1.1]) care verifica n conditii initiale date:
Yy (Io) = Yo, ?/ (l’o) = Y1,y y(n_l) (l’(]) = Yn-1,
se numeste problema Cauchy.

Exemplul 2.1.2. Legea fundamentald a dinamicii este exprimatd prin

ecuatia:
d%x _r( dz
Tae T P

unde f este forta care actioneaza asupra unui corp de masa m.

74
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In particular, in caderea libera a unui corp, asupra acestuia actioneazd
forta de greutate. Din ecuatia:
d?z d?z

m— =mg & — = —
aw T e T Y

prin doua integrarit succesive, rezulta:

dx
t2

Considerand t = 0, din relatia se obtine
C1=12'(0) = vy (viteza initiald)

war din relatia se obtine
Cy =2(0) = ¢ (pozitia initiald).

Astfel, pozitia corpului aflat in cadere libera, la un moment t este data prin:

1
o(t) = —59t" + vot + o,
Exemplul 2.1.3. Se considera un circuit electric format dintr-un rezistor
cu rezistenta R, legat in serie cu un condensator cu capacitatea C, o bobind
de inductanta L $i o sursa electromotoare care genereazd o tensiune F(t).
Se noteaza cu Q(t) sarcina electricd a condensatorului si cu I(t) intensitatea

curentului.
— 00000

L
{r;) SR
i
C

Figura 2.1: Circuit electric
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Conform legii lui Kirchhoff, are loc relatia:

LI'(t) + RI(t) + @ = E(t). (2.1.4)
Deoarece 1(t) = Q'(t), relatia devine:
LQ"(t) + RQ'(t) + % = E(t).
O alta ecuatie diferentiala de ordinul doi se obtine derivand ecuatia :
LI"(t) + RI'(t) + % = FE'(t).

Aflarea solutiei generale a ecuatiei este o problema dificila care
poate fi rezolvata teoretic doar pentru anumite tipuri de ecuatii diferentiale.
Printre acestea se afla ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior dar si
unele ecuatii diferentiale pentru care se poate reduce ordinul.

Exemple de ecuatii diferentiale pentru care se poate reduce ordinul
e ccuatii de tipul: y™ (x) = f(z) (se integreaza ecuatia de n ori)
e ecuatii din care lipsesc functia necunoscuta si primele sale derivate:

F(z,y®, ... y™) =0 (se noteazay® (z) = u(x))
e ccuatii din care lipseste variabila independenta z:
Flyy/,...,y™) =0 (se noteazi y/(x) = 2(y))

e ccuatii diferentiale omogene in raport cu y, i/, ..., ¥ (schimbare de
/

functie: u = y_)
Y

Exemple 2.1.4. a) v’ = ze® ) ay™ —3y" — 422 =0, 2 #0

o)y =2yy d)ayy" +zy® —yy =0

Solutii: a) Integrand succesiv de doua ori, se obtine solutia:
y=(x—2)e" + Ciz + Cs.

b) Prin schimbarea de functie ¥ = u(z), se obtine ecuatjia:

3
v — 3u =42 & v — Zu = 4z,
x
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care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai si are solutia
3 2 Y " 3
u(z) = Ciz° — 4z, adica, y" = Ci1a° — 4

Se integreaza ecuatia obtinuta de trei ori si se obtine solutia generala.

Cyzt 423
'
_ e
Y 1 3 + Ch
Cyz® 2t
- Yy Cu+C
Y 20 3 + Cax + O
Ciz% 2 Cha?
_ _ Cor +C
Y 120 15—!— 5 + Csx + O}y

¢) Facem schimbarea de functie y/(x) = z(y), care implica:

y'(x) = 2 (y)y'(2), adica, y'(z) = 2'(y)z(y).

Se obtine ecuatia zz’ = 2yz, de unde rezulta z = 0 sau 2’ = 2y.

Daca z = 0, atunci ¢/'(z) =0 = y(x) = C.

Daca 2’ = 2y, atunci z = y? + C}, adica, y = y? + C}, care este o ecuatie
diferentiala de ordinul intai cu variabile separabile. Avem cazurile:

(1) ¢4 >0=

arctg =z 4+ Cy

1 y
VO VO

1 — /=
(2) C; <0= In |2
24/ —Cl Y+ —01

1 —1
3) C1=0=——=a0+Cy=y=
(8) C1 Yy o 2 4 x4+ Cy

d) Ecuatia este omogena in y, ¥/, y”. Se face schimbarea de functjie:

‘— + 0y

/

u= ‘% =y =uy, y' =y +u?).

1
Se obtine ecuatia de tip Bernoulli: u' — —u = —2u?, pentru care se determins
x
solutia: u = .
t x? + Cl
Revenind la y, vom obtine ecuatia cu variabile separate:
y
y 2240y’

de unde rezulta solutia generala a ecuatiei initiale:

y* = Cy(a* + C1), C,Cy €R.
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Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=x*y*diff (y,2)+x*diff (y) "2-y*diff (y)==0;
y=dsolve (eqn)
y =
c1
(C2%x°2 + C1)~(1/2)
-(C2*x"2 + C1)"(1/2)

2.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n

O ecuatie diferentiala liniara neomogena de ordinul n este o ecuatie de
forma:

Y™+ ay (2)y" Y+ ag(z)y "D 4 an i (2)y 4 an(2)y = f(x), (2.2.1)

unde ay,as, ..., a,, f : I — R sunt functii continue iar f este functie nenula.
Ecuatia diferentiala liniara omogena asociata ecuatiei (2.2.1)) este:

y™ +ay(2)y" Y + ay(2)y" P 4+ .+ an ()Y + an(z)y = 0. (2.2.2)

Proprietatea 2.2.1. Multimea solutitlor ecuatiei diferentiale for-
meaza un spatiu vectorial de functii reale definite pe I.

Definitia 2.2.2. Functiile y1,vy2,...,Yn : I — R se numesc liniar indepen-
dente daca din egalitatea

Ciy1 +Coyo + ...+ Chy, =0, unde C,Cs, ..., C, € R,

rezulta C, = Cy = ... =C, = 0. In caz contrar, functiile se numesc liniar
dependente pe I.

Definitia 2.2.3. Se numeste wronskianul asociat functiilor yi,vya, ..., Yn
deriwabile de ordinul n — 1, determinantul (lui Wronski):

wle) (o) (2)
W(y1, Y2y -y Yn) = % (x) y2€x) yn(x)
yﬁ”*i)(x) yénfi)(m) y,(l"*'l)(g;)
Teorema 2.2.4. Daca functiile y1,ys,...,yn : I — R derivabile de ordinul

n—1 pe I sunt liniar dependente pe I, atunci W(y1,ya,...,yn) =0, (V)x € I.
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Teorema 2.2.5. Daca functiile yi,Y2, ... Yn : I — R sunt solutiz liniar
independente ale ecuatiei (2.2.3), atunci W(y1,vya,...,yn) # 0, (V)z € I

Teorema 2.2.6. Daca yi,%o,...,Yn sunt solutii ale ecuatiei diferentiale
liniar independente (adica, formeazd un sistem fundamental de
solutii), atunci orice solutie a ecuatiei are forma:

Yy = Cly1 + ngg + ...+ Cnyn, Cl, CQ, .. ,Cn € R. (223)
Relatia (2.2.3)) reprezinta solutia generald a ecuatiei omogene (2.2.2]).
Daca vy1, vy2, ..., yn sunt functii liniar independente, atunci exista o
ecuatie diferentiala liniara omogena de ordinul n, care admite sistemul fun-
damental de solutii y1, ¥, ..., yn. Aceasta ecuatie are forma:
y y/ y// o y(n)
wowowow” |
Yo Yn Uy yn

Exemplul 2.2.7. Sa se determine ecuatia diferentiala liniara omogena de

ordinul doi care are solutiile i, = €** siy, = e~ ~.

= —3e" # 0,

2621 —e %

deci y;, yo formeaza un sistem fundamental de solutii al unei ecuatii
diferentiale liniare gi omogene de ordinul 2. Aceasta ecuatie se poate de-
termina in doua moduri.

1. Ecuatia diferentiala determinata este:

Yy oy Y2 y e*® e®
Wy, yi,00) =0 |y vyl 9o |=0& |y 2% —e® | =0.
y” yi/ yél y// 462z e T

Rezulta ecuatia: 3y’ —y' — 2y = 0.

2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale este: y = C1e?® + Che 2.

Ecuatia diferentiala se obtine derivand de doua ori expresia solutiei si
eliminand constantele.

Solutia generala a ecuatiei (2.2.1]) este suma dintre solutia generala a ecuatiei
omogene si o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Daca nu se poate determina o solutie particulara a ecuatiei neomogene,
atunci se poate afla solutia generala a acesteia, prin metoda variatier constan-
telor (a lui Lagrange), folosind solutia generala a ecuatiei omogene asociate.
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2.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu
coeficienti constanti

O ecuatie diferentiala liniara de ordinul n cu coeficienti constanti este o
ecuatie de forma:

Y™ +ary" ™ Fagy™ P 4 a0y +any = f(z), (2.3.1)

unde ay,as,...,a, € Riar f este o functie continua pe I.
Ecuatia (2.3.1) este omogena daca f(z) = 0 si este neomogena in caz
contrar.

2.3.1 Ecuatii diferentiale liniare omogene cu
coeficienti constanti
Pentru a rezolva ecuatia diferentiala liniara omogena

(n—1)

y™ + ary + a0y + .+ an1y +any =0, (2.3.2)

se rezolva ecuatia caracteristica asociata:
-1 -2
r 4 ar" T Far"  + .+ ap_r +a, =0. (2.3.3)

In functie de natura radacinilor ecuatiei 1} avem urmatoarele cazuri:
Cazul 1. Ecuatia caracteristica are radacinile reale distincte: ry,79,...,7,.
In acest caz, un sistem fundamental de solutii al ecuatiei 1} este:

rnT

=€ y=e?* ...y, =e
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y=C1e"" + Coe™" + ... + Cpe™”.
Exemplul 2.3.1. ¢" + 3y —4y =0

Ecuatia caracteristica asociatd r?> + 3r — 4 = 0 are radacinile r, = 1,
ro = —4. Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

y = Cre” + Coe .

Cazul 2. Ecuatia caracteristica are radacini reale multiple.
Daca ry este radacina multipla de ordinul p atunci ecuatia diferentiala admite

solutiile:

rx

1T -1 _rix
y1 =€, Yy =xe™, Ly, = 2P e
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Exemplul 2.3.2. v/ — 6y +9y =0

Ecuatia caracteristicd asociata: r?> — 6r + 9 = 0 are radacinile reale egale
r1 = ro = 3. Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

y = C1% + Coze’®.
Cazul 3. Ecuatia caracteristica are radacini complexe.
Daca ecuatia caracteristica are radacina complexa simpla r, = a+ 7, atunci
ecuatia diferentiala admite solutiile:
y1 = e** cos fx, ys = ¥ sin .

Exemplul 2.3.3. v + 4y + 5y =0

Ecuatia caracteristica asociatd: 72 4+ 4r +5 = 0 are radécinile complexe
ro=—2%1i=a=2 =1 Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

2

y = Cre ** cosx + Cre *sinz,

adica, y = e 2*(C} cos x + Cysin z).

Exemplul 2.3.4. FEcuatia oscilatorului armonic:
y" (t) +w’y (t) =0
are solutia generala:
y (t) = C cos (wt) + Cysin (wt) ,

care se mai scrie:
y () = Asin (wt + ¢),

unde A = /C? + C3, sing = %, cos p = %

Daca se cunoaste solutia generala a unei ecuatii diferentiale liniare si
omogene de ordin n, cu coeficienti constanti, atunci se poate deduce ecuatia
caracteristica asociata ecuatiei, apoi se scrie ecuatia diferentiala.

Exemplul 2.3.5. Sa se determine ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti
constanti, care are solutia generala y = Cre " + Cysinz + Cycosx.
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Solutie: Sistemul fundamental de solutii este format din:

x

Yp =€ ', Yy =sInx, ys = CosT.

Aceste solutii corespund radacinilor ry = —1, 753 = £¢. Ecuatia caracteris-
tica avand aceste radacini este:

r+DF+D) =0+ +r+1=0.

Se obtine ecuatia diferentiala: v +vy” +¢ +y = 0.

Pentru a rezolva o problema Cauchy, se rezolva mai intai ecuatia
diferentiala si se scrie solutia generala a acesteia. Folosind conditiile initiale
date, se obtine un sistem de ecuatii din care se determina valorile constantelor
corespunzatoare solutiei problemei Cauchy date.

Exemplul 2.3.6. v —3y” — 9y — 5y =0, y(0) =1, ' (0) =0, y"(0) = —1

Solutie: Ecuatia caracteristica asociata: 13 — 3r?> — 9r — 5 = 0 are
radacinile r; = ry = —1, r3 = 5.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

y = Cre " + Coze™® + Cye™.

Pentru a afla solutia problemei Cauchy, calculam derivatele:

y = —Cie "+ Coe " — Cyze™ + 503>
y” = C’le*"” — 2026733 + CQ%Gix + 25653:
y(0) = 1 Cy+Cs = 1
Se rezolva sistemul ¢ ¥(0) = 0 << —C;+Cy+5C; = 0 sise
y"(0) = -1 Oy — 205 +25C; = —1

obtin valorile C; =1, C5 = 1, C'5 = 0. Solutia problemei Cauchy este:
y=e " +xe "
Solutie Matlab:

syms y(x)

eqn=diff (y,3) -3*%diff (y,2) -9%diff (y) -5xy==0;
Di1=diff (y); D2=diff (y,2);
conds=[y(0)==1,D1(0)==0,D2(0)==-1];
y=dsolve (eqn, conds)

fplot(y,[-1,1])

y =

exp (-x)+x*exp (-x)
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Figura 2.2: Exemplul

2.3.2 Ecuatii diferentiale liniare neomogene cu
coeficienti constanti

Solutia generala a ecuatiei liniare neomogene (12.3.1)) este

y(z) = yo + Yp,

unde 1, este solutia generala a ecuatiei omogene iar y, este o solutie
particulara a ecuatiei neomogene.

O metoda prin care se poate rezolva orice ecuatie diferentiala liniara neo-
mogena este metoda variatiei constantelor. Aceasta metoda permite aflarea
solutiei generale a ecuatiei neomogene, cunoscand solutia generala a ecuatiei
omogene atagate, in care constantele se considera functii.

Astfel, daca yo = Cryi(x) + Coya(x) + . . . + Cryn(x) este solutia generala
a ecuatiei omogene , atunci conditia ca

y = Ci(x)y1(z) + Co(x)ya(z) + . .. + Cp(z)y, ()
sa fie solutie a ecuatiei (2.3.1)), se reduce la rezolvarea sistemului:

Cil@)(a) + Cola)pal@) + ...+ Cplahyn(a) =0
Ci@)wi(a) + Colaypl(e) + .. + Ciayi(a) = 0
@yt 2 @) + Coayy ™ @)+ 4+ Gl P (@) = 0

Ci()y" V(@) + Cyla)ys V(@) + ...+ Cha)yd V(@) = f(a)

Exemplul 2.3.7. Sa se rezolve, folosind metoda wvariatiei constantelor,
ecuatia diferentiala:

/" 1
y +y= .
cos x
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Solutie: Ecuatia caracteristica a ecuatiei omogene asociate este r2+1 = 0
si are solutiile r = i si 7 = —i. Rezulta ca solutia ecuatiei omogene este:
Yo = Cycosx + Cysinz.

Conform metodei variatiei constantelor, solutia ecuatiei neomogene are
forma:
y = Cy(z) cosz + Cy(z) sinz.

Functiile C] si C} sunt solutiile sistemului:

{ Ci(z) cosz + Ch(z)sinx =0

—C(x) si Cs =
1(x)sinz + Ci(x) cosz -

Folosind metoda lui Cramer, obtinem:
Ci(z) = —tgz, Cy(z) =1,
de unde, prin integrare, rezulta
Ci(z) =1In|cosz| + Cy, Co(z) = + Cs.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:
y = (In|cosz|+ Cy)cosx + (v + Cy) sinx,

adica,
y = Cicosx + Cysinx + cosz In | cos x| + xsin z.
Solutie Matlab:
y=dsolve ('D2y+y=1/cos(x)"',"'x")
y -

Cl*cos(x)+log(cos(x))*cos(x)+C2xsin(x)+x*sin(x)

Exemplul 2.3.8. Sa se integreze prin metoda variatiei constantelor,
urmatoarea ecuatie:
' +2y +y=e"Inuz.

Solutie: Solutia generala a ecuatiei omogene:
y' +2) +y=0

este:
y=Cie " 4+ Cozxe ™.
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Se aplica metoda variatiei constantelor pentru determinarea solutiei ecuatiei
neomogene date. Aceasta are forma:

y=Ci(x)e ™ + Co(x)ze™™ .
Se determina C'(x) si C4(x), rezolvand sistemul:

Ci(z)e ™ + Ch(x)xe ™ =0
—Cl(z)e +Ch(z)(l —x)e® =€ "Inzx °

Se obtin functiile:
Ci(z) = —zInz, respectiv Cy(z) = In .

Prin integrare, rezulta:

2 2Inzx

Gilr) =7 =

Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

+ C1, respectiv Cy(z) = xlnz — o + Cs.

2 2 1
y = (% 7 2nx + C’l) e+ (zlne —xz+ Cy)ze ™,
adica: 3 )

y=Cie * 4+ Coxe ™ — 11‘26796 + 51:2 In ze ™.
Solutie Matlab:

dsolve ('D2y+2*Dy+y=exp (-x)*log(x)','x"');

y=simplify (ans)

y =

(exp(-x) *(4*xC1+4*%C2*x+2*%x"2*%1log(x) -3*xx"2)) /4
Determinarea solutiei particulare a ecuatiei neomogene (2.3.1]) se poate

face fara cuadraturi in unele cazuri particulare, i anume cand f(x) are o

forma speciala:

f(z) = e* (Q(z) cosbr + R(x)sinbx) ,

unde (), R sunt functii polinomiale de grad cel mult m si a,b € R.
Daca r = a + bi este radacina de ordinul £ > 0 a ecuatiei caracteristice
(2.3.3)), atunci ecuatia neomogena are o solutie particulara de forma

Yy, = 2" [Py () cos b + Py(w) sin bx],

unde P; si P, sunt functii polinomiale de grad cel mult m, ale caror coeficienti
se determina prin identificare.
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Exemplul 2.3.9. Sa se integreze ecuatia:
y' +y — 6y =a*+22+5.

Solutie: Ecuatia omogena y” + 3y’ — 6y = 0 are ecuatia caracteristica
r? 41 — 6+ 0 cu solutiile 7 = 2 si ry = —3. Rezulta solutia:

Yo = C1e%® 4+ Che™37.

Solutia particulard a ecuatiei neomogene date are forma y, = az? + bzr + c,
deci y;, = 2ax + b i y, = 2a. Inlocuind in ecuatia data, se obtine:

2a + 2ax + b — 6ax* — 6br — 6c = 22 + x + 1,

—6a =1
de unde rezulta sistemul 2a —6b = 1.
2a+b—6¢c = 1
. : 1 2 7 ) 1 2 7
Se obtin valorile a = —=, b = e c = 57 deci y, = —=a? — §x ~ 57

Solutia generala a ecuatiei date este y = yo + yp, adica:

1 2 7
=C 2x 0731__2__ -
Y 1677 + Cae 6x 93: 57
Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve (diff (y,2)+diff (y) -6*xy==x"2+x+1)
y =

Clxexp (2*%x)-x"2/6-(2%x) /9+C2*exp (-3*x) -7/27

Exemplul 2.3.10. Sa se integreze ecuatia:
y" +vy = 3e”" +sin2x.
Solutie: Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei omogene 3" + 1y’ = 0 este:
r? +r =0, cusolutiile r; =0, ry = —1.

Se obtine solutia: yo = C7 4+ Cye™™.
Solutia particulara a ecuatiei date este:

Yp = Yp1 T Ypo>
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unde y,, este solutia particulara a ecuatiei y"” +y' = 3e™ iar y,, este solutia
particulara a ecuatiei y” + 1y = sin 2.
Deoarece r = —1 este radacina simpla a ecuatiei caracteristice, vom avea:

_ —x
Yp, = axe ~,

deci y, = ae™"(—x + 1), respectiv y, = ae™"(z — 2).

x x

3
, se obtine a = —3 deci y,, = —533'6_ .

Tinand cont ca r = 2¢ nu este solutie a ecuatiei caracteristice, vom avea:

Inlocuind in ecuatia v’ 4+ y' = 3¢~

Yp, = @ COS 27 + bsin 2.
Prin derivare, obtinem:

Yy, = —2asin2x+ 2bcos2x

Yy, = —4acos2x —4bsin2z.
Inlocuind in ecuatia y” + y' = sin 2z, se obtine:
—4a cos 2x — 4bsin 2x — 2a sin 2x 4 2b cos 2x = sin 2.

Prin identificare rezulta:

—4a+2b=0 1 1
{ a—ap=1 74T T F
-~ 1 1. ) y -
adica y,, = 1o cos 2x — = sin 2z. Solutia generala a ecuatiei date este:

3 1 1
y=C1 4 Coe™" — §JI€_$ 1 cos 2T — R sin 2.

Solutie Matlab:

syms y(x)

y=dsolve (diff (y,2)+diff (y)==3*exp(-x)+sin(2*x))

y =

C2*exp (-x)-exp(-x)*(3*x+exp(x)/2+(cos (2*x)*xexp(x))
/10+Cl*xexp (x)+(sin(2*x)*exp(x))/5)

Observatia 2.3.11. O alta metoda de rezolvare a unei ecuatii diferentiale
de ordin superior va fi prezentata in capitolul (Ea'])
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2.4 Ecuatii diferentiale de ordinul n de tip
Euler

O ecuatie diferentiala de ordinul n de tip Euler are forma:
aox™y™ + ay "y 4 a4 any = f(2). (2.4.1)

Notand z = €' < t = Inz, se obtine o ecuatie diferentiald de ordin n cu
coeficienti constanti, cu functia necunoscuta z(t) = y(e').

Exemplul 2.4.1. Sa se afle solutia ecuatiei:
22y — 2xy + 2y = .

Solutie: Notam z = €' < t =1Inz si 2(t) = y(e'). Prin derivare, rezulta:

Z(t) = e'y/(e), respectiv 2”(t) = e'y/(e') + e*y" (") = 2/ (t) + e*'y" (e"),
prin urmare, au loc relatiile:

Y (") = e 2/ (t), respectiv y”(e') = e 2 (" (t) — 2/(1)).
Inlocuind in ecuatia data, se obtine ecuatia liniara cu coeficienti constanti:
2"(t) — 32(t) + 22(t) = €.

Solutia ecuatiei omogene asociate este: zy = Cief + Cae?.

Solutia particulard a ecuatiei neomogene are forma: z, = ate’.

Prin identificare se obtine a = —1, deci z, = —te’.

Solutia generala a ecuatiei in z este:
2(t) = Cre' + Cye® — te'.
Revenind la ecuatia initiala, solutia generala este:
y(z) = Cix + Cox® — zln .

Solutie Matlab:
syms y(x)
y=dsolve (x"2*diff (y,2) -2*xx*diff (y) +2*y==x)

y:
Cl*xx-x+C2*x"2-x*1log(x)
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Exemplul 2.4.2. Sad se rezolve problema Cauchy:
2y —wy +y=0,y(1)=1, ¢y (1) =-L
Solutie: Se noteaza z = e’ si 2(¢) = y(e!). Ecuatia datd devine:
Z'(t) = 22'(t) + z(t) = 0,
cu solutia generala:
z(t) = Cie’ + Cyte'.
Pentru ecuatia data, solutia generala este:

y(x) =Ciz+ Coxlnz, x>0, Cp,Cy € R,

Din conditiile initiale, se obtin valorile C; = 1, respectiv Cy = —2. Solutia
problemei Cauchy este:
y(x) =2 -2z,

Solutie Matlab:

syms y(x)

eqn=x"2*diff (y,2) -x*xdiff (y)+y==0;
Dy=diff (y);
y=dsolve(eqn,y(1)==1,Dy(1)==-1)

y =

x - 2xx*log(x)

Observatia 2.4.3. Fcuatia se mai poate rezolva notand y = x”,
de unde rezultd y' = ra™1, y" = r(r — 1)a" 2 etc. Se inlocuiesc functiile
v,y ,y" ... in ecuatia diferentiald data si se rezolvd ecuatia in r obtinutd
dupa tmpartirea prin x".

Cazuri particulare:

1) n=2=2%"+axy +ay =0
Notand y = 2" se obtine ecuatia caracteristica:

r(r—1) 4+ air + ag = 0, cu solutiile rq, 7.
Daca ry, o € R, r; # 79, atunci solutia ecuatiei diferentiale este:
y = Ciz™ 4 Cox™.
Daca r1 = ro € R, atunci ecuatia diferentiala are solutia:
y=2x"(Cy + Cylnz).
Daca r12 = a & bt atunci se obtine solutia:

y = Ciz%cos(blnx) + Cox®sin(bInx).
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2) n=3= 23" + axx®y" + a1y’ +apy =0

Ecuatia caracteristica este:
r(r—1)(r—2)+ar(r—1)+ar + ap = 0.

Exemplul 2.4.4. 23y" + 2xy — 2y =0

Solutie: Notam y = x". Se obtine ecuatia:

rir—=1)(r—-2)+2r—2=0% (r—1)(r* = 2r +2) =0,
cu solutiile 7 = 1, 73 = 1 £ ¢. Solutia ecuatiei date este:
y = C1x 4+ 2(Cycos(Inz) + Czsin(ln x)).

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=x"3*xdiff (y,3) +2xx*xdiff (y) -2*%xy==0;
y=dsolve (eqn)

y =

Cl*x+C3*xx*cos (log(x))+C2xx*sin(log(x))

2.5 Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) ¥y’ =xcos2z, y(0) =0, y(0)=1
1

b) y/// = m7 y(O) =1, y/(O) =2, y”(O) =0

2. Sa se integreze ecuatia: xy® — y3) = 83
3. Sa se integreze ecuatia: 3y? = dyy” + y>.

4. Sa se determine ecuatia diferentiala liniara si omogena care are sistemul
fundamental de solutii:

a) Y1 =€, yp =2x+3
Yoy =e€"sinz, ys =e*cosx
1

X

b) y1 =€

)y =1, Y2 =
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5. Sa se determine ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti, care
are solutia generala:

a) Yy = 01631: + Cge_zx, Cl, Cy eR
b) y = C) + Cye**sinx + Cze** cosz, C1,Cy,C5 € R
C) Yy = Cie* 4+ Chze® + 03$2€x, Cl, CQ, C;eR
6. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:
a) y”+y’—6y:O
b) y//l _ zy/l _ yl + 2y — 0
o)y =3y " +2y=0

7. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

)
b))y —y=0,y(0)=1, y(0)=-3
) y' =y =0,y(1)=e+1, 9y (1)=¢
1
d) 49" — 8y +3y =0, y(0) =2, y’(0)=§

8. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a) 9" — 12y +4y =0
b) y/// _|_ 6y// + 12y/ + 8y — 0
c) y"V —6y" +13y" — 12y + 4y =0

9. Sa se rezolve problema Cauchy:

y"' =3y +3y —y=0,y(0)=1, 4 (0) =2, ¥ (0) =3.

10. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:
a) y' —6y + 10y =0
b) y//l _ zy/l + 5y/ — O
o)y =y +2" =2 +y —y=0

11. Sa se rezolve problema Cauchy:

Y’ +4y =0, y(g) =1, y’(z> =1
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12. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a) y" — 2y — 3y = 3e**

b) vy + 2y + 5y = 3sin 2z

d

€

)
)
c) ¥y —y —2y=4x*> -2
) Y — 4y = 222 + e + 22"
) 2" + 3y +y=2*+3sinz
13. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) '+ 2y + 5y = de~* cos 2, y(0) =1, ¢/ (0) =0
b) ¥ +dy = 3sin2z, y(0) =2, y (0) = -1

14. Sa se integreze prin metoda variatiei constantelor urmatoarele ecuatii
diferentiale:

a) y' +3y +2y =

et +1
1

b //+ —
) ¥ty cos? x

15. Sa se rezolve ecuatiile diferentiale de ordin superior de tip Euler:
a) %y +3xy +y=0
b) 22y +ay +y==x

16. Sa se rezolve problema Cauchy:

2y —xy +y=Ix, y(1)=3, ¥/ (1) =1.

Solutii:
1. a) Integram ecuatia de doua ori succesiv.

, _ xsin2x sin QQde _ xsin2zx n cos 2x LC

YT T 2 T 4 !
T sin 2x sin 2x
y = / 5 dor + 3 + Chix + Cy
T cos 2x cos 2x sin 2z
y = - + dz + + Ciz + Cy
4 4 8
2 in 2
y = LRt + AT + Chz + Cy (solutia generala)

4 4
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Determinam valorile constantelor, folosind conditiile initiale.

3
y(0) =0 Cr =~
Lo ;‘{CF%

Solutia problemei:

_ xcos2r sin2x 3
Solutie Matlab:
syms y(x)
eqn=diff (y,2)==x*cos (2%x);
Dy=diff (y);

conds=[y(0)==0,Dy (0)==1];

y=simplify(dsolve(eqn,conds))

y' =

(3*xx) /4+sin (2xx) /4-(x*xcos (2*x)) /4
b) Se integreaza ecuatia de 3 ori succesiv.

1

!
= — C
ac—i—l+ !
y = —In(z+1)+ Ciz + Cy
01332
y = —(z+1)In(z+1)+x+ + Coz + Cs

Din conditiile y(0) = 1, ¥/(0) = 2, y"(0) = 0, rezulta C; =1, Cy = 3, C3 = 1.
Solutia problemei este:

2
T
y:—(x+1)ln(x+1)+?+3x+1.

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=diff (y,3)==1/(x+1) "2;
Dy=diff (y); D2=diff(y,2);
conds=[y(0)==1,Dy (0)==2,D2(0)==0];
y=dsolve (eqn, conds)
y —
x72/2-x*%(log(x+1) -3)-log(x+1) +1
2. Se noteazd y® = u si se obtine ecuatia diferentiald liniard de ordinul
intai: xu’ —u = 8x®, cu solutia generali:

u=2(C) +42*) & u = Cz + 42°.
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Rezulta ecuatia: 43 = Cyx 4 423, Prin integrare, vom obtine:

C 2
- 1; + a2t 4+ Cy
Ciz® 2
y o= ot G+ G
Gt N 20 N Cyz?
Y7 o4 T30 o

+ Csx + Cy (solutia generald)

2
3. Ecuatia se scrie echivalent: 3 (£> 4Y = 0.

Y Yy
/
Se noteazd: u = 2 si se obtine: ¥ = uy, 3" = y(u’ + u?). Rezulta ecuatia:
Y
du 1
3P — 4+ )=l 4= -1e = ——duz.
(W' +u) u? 41 4

1
Prin integrare, vom obtine: arctgu = 1 +C = u=tg (01 — %)
Revenind la y, rezulta:

%:tg (C’1 — %) ‘/:lny:éllncos (C’l — %) +1nCs.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

y = Cy cos® (Cl — %) .

4. a) Ecuatia diferentiala care are sistemul fundamental de solutii format
din y; si ys, este:

2z

Yy oY y e 20+ 3 y 1 22+3
Yoy vy =0y 2 2 |=0&|y 2 2 |=0
y/l yil /yé/ yl/ 462:E 0 y// 4 0
Dezvoltand determinantul dupa prima coloana, se obtine:
220 1 20+3 w1 2043 | 0
Nao| Y11 o 2 2 |7

Efectuand calculele, rezulta ecuatia diferentiala:

(x+1)y" — (22 +3)y + 2y = 0.
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b) Se observa ca solutiile date corespund unei ecuatii diferentiale liniare si
omogene, cu coeficienti constanti. Solutiile sunt asociate radacinilor r; = —1,
re3 = 1 £ 17 ale ecuatiei caracteristice:

(r+1)(*=2r+2)=0&7r"—r*+2=0.
Ecuatia diferentiala care are aceasta ecuatie caracteristica este:
y/// _ y// _|_ 2y — 0

¢) Ecuatia diferentiala care are sistemul fundamental de solutii format din

Y1 = Sl Yo = —, este:
T

1
y T 3
y 1 -5 |=0&2%y" +2y —y=0 (ecuatie de tip Euler).
y// 0 m%

5. Din forma solutiei generale deducem ca ecuatia diferentiala are siste-
mul fundamental de solutii: y; = €3%, ¥, = e72*, de unde rezulta ca ecuatia
caracteristica are radacinile r; = 3, 7 = —2. Se obtine ecuatia:

(r—3)(r+2)=0&r*—r—6=0,

care corespunde ecuatiei diferentiale: y” — ¢y’ — 6y = 0.
b) Sistemul fundamental de solutii este format din:

=1, yp = e¥sinz, y3 = e** cos z.

Aceste solutii corespund lui 7 = 0, 75 3 = 2417, care sunt radacini ale ecuatiei
caracteristice:

r(r—2—i)(r—2+i)=0&rr*—4r+5) =0« 1> —4r* + 5r = 0.
Ecuatia diferentiala este:
y/// _ 4y// _|_ 5y/ — 0

c¢) Se observa ca ecuatia caracteristica are radacina tripla r = 1. Se obtine
ecuatia r® — 3r? + 3r — 1 = 0, care este asociatd ecuatiei diferentiale:

y/// _ 3yl/ _'_ 3y/ _ y — O

6. a) Ecuatia caracteristica asociatd este: r2+1r —6 = 0 i are radacinile
r1 = 2, ro = —3. Astfel, solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

Yy = 01€2x + 0267336.
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b) Ecuatia caracteristica atagata ecuatiei date este:
-2 —r+2=0& (r—2)(r—1)(r+1)=0,

cu radacinile ry =2, ro =1, r3 = —1.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y = C1e* + Core® 4+ Cye™*, C1,C5,C5 € R.
c¢) Ecuatia caracteristica:
=3 +2=0& (" -1)(*-2)=0
are radacinile: 719 = £1, 134 = ++/2, deci ecuatia diferentiali are solutia:
y=Cre” + Coe " + CyeV2 4 046‘/556, C;eR,i=1,4.

Solutie Matlab:

syms y(x)

y=dsolve (diff (y,4) -3xdiff (y,2) +2xy==0)

y:

Cl*xexp (27 (1/2) *x)+C2*exp (-27(1/2) *x) +C3*xexp (x)+C4x
exp (-x)

7. a) Radicinile ecuatiei caracteristice r* + 3r +2 = 0 sunt 7, = —1 i
ro = —2, deci solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

Yy = C’le*z + 026723:.

Pentru a afla solutia problemei Cauchy, folosim conditiile initiale date. Prin
derivarea solutiei generale se obtine: 3’ = —Cie™® — 2C,e 2%,
Se rezolva sistemul:

Solutia problemei Cauchy: y = 4e™% — 3e~22.
Solutie Matlab:
y=dsolve ('D2y+3*Dy+2*y=0','y(0)=1",'Dy(0)=2",'x"')

y:
4xexp (-x) -3*%exp (-2%*x)
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b) Ecuatia caracteristica este > — 1 = 0 si are radacinile 7, = =+1.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este: y = Ce® + Che ™.

Din conditiile initiale se determina constantele C si Cs.

=

y(O):l = (1+0Cy=1 c;=-1
y/(0)2—3:>01—02:—3 02:2

Solutia problemei Cauchy este: y = —e® 4 2¢77.
c) Se rezolva ecuatia caracteristica: > —r=0= 1 =0, ry = 1.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

Yy = Cl —+ CQ(E‘T, Cl, CQ € R.
Determinam valorile lui C si Cs.

y(1)=e+1 Ci+Ce=e+1 Ci=1
{y’(l):e :{ Cre=c¢e :02:1'

Solutia problemei Cauchy este: y = 1+ e*.

. C C e 1 3

d) Ecuatia caracteristicd 4r? — 8r + 3 = 0 are radacinile r; = 32 =35

Solutia ecuatiei diferentiale este y = Chez® + Coes®.
1
Din conditiile initiale se determina C; = 3 si Oy = —5 de unde rezulta
solutia problemei:
3 1 ]. 3
= —eix — —eix
Y= 2

8. a) Ecuatia caracteristica este:

2
9r2—12r+4:0<:>(3r—2)2:0;»r1,2:5.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:
Yy = 016%1 + C'2136%z Sy = G%x (Cl + CQ(L’) .

b) Ecuatia caracteristica r3+6r2+12r+8 = 0, este echivalenta cu (r+2)3 = 0,
de unde rezulta ca r; = ro = r3 = —2. Se obtine solutia generala:

Yy = 6_2$ (Cl + Cgl‘ + 0312) .
c¢) Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei date este:

rt—6r® +13r° — 12r + 4= 0.
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Se observa ca r; = 1. Ecuatia caracteristica se rescrie:
(r—1)(r* —5r* +8r — 4) = 0.
Ecuatia 7® — 5r? + 8 — 4 = 0 admite radicina 7, = 1, deci putem scrie:
(r—1720* —4r+4)=0< (r—1)*(r —2)* =0,
de unde rezulta ca r3 = ry = 2. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:
y = (01 + Cyz) + **(C3 + Cyz).
9. Ecuatia caracteristica asociata:
P =3 +3r—1=0&(r—-1°%=0

are radacina tripla r1 93 = 1.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

Yy (l‘) = Clex + ngex + 031’2636, Cl, CQ, 03 € R.
Pentru determinarea solutiei problemei Cauchy, vom determina functiile:

Y (x) = Cre* + Cye® + Coxe® + 20C3e” + Cax’e”,
y'(x) = Cre® + 205" + Come™ + 203" + 4xCse” + Cyz’e”.

Din conditiile y (0) = 1, ¥’ (0) =2, y” (0) = 3, vom obtine:

Ol - 1 01:1
Ci+ Oy = 2 = 02:1,
Ci+2C5+2C; = 3 C3=0

de unde rezulta ca solutia problemei este: y = e*(1 + ).
Solutie Matlab:

y=dsolve ('D3y-3%D2y+3*Dy-y=0"', 'y(0)=1', 'Dy(0)=2",
'D2y (0)=3"','x")

y =

exp (x)+x*exp (x)

10. a) Rezolvand ecuatia caracteristicda r?> — 6r + 10 = 0, se obtin
radacinile: 7 o = 3 £ ¢. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y = C1e> cos x + Che® sin 2.
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b) Ecuatia caracteristica este:
3 2 _ 2 _
P —=2r"+5r=0&r(r*—2r+5)=0.

Se obtin radacinile:
T :O, 93 = 1+ 22

Rezulta ca solutia generala a ecuatiei diferentiale este:
y=C+e" (Cycos2x + C3sin2zx) .
c¢) Ecuatia caracteristica atagata este:
=t 2ty —1=0.

Se observa ca r = 1 este solutie a ecuatiei caracteristice. Aplicand schema
lui Horner, se obtine:

r=1) (" +22+1)=0 & (r—1) (2 +1)*=0.

Rezulta ca: 1 =1, ro3 =1, 145 = —i.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y = Cie” + (Cy + Csz) cosz + (Cy + Csx)sinz, C; € R, i =1,5.

11. Ecuatia caracteristica atasata: r? +4 = 0 are radacinile ri2 = £2i.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y(z) = Cycos 2z + Cysin 2z, Cp,Cy € R.

Determinam solutia problemei Cauchy.

s C, = —1
y(5) =1 —-C1 =1 1 - 1
{ =1 T —20,=1 02:_% =y = —cos2r — o sin2u

Solutie Matlab:

y=dsolve ('D2y+4xy=0"',"'y(pi/2)=1"','Dy(pi/2)=1","'x")
fplot(y, [-3 3])

legend('y(x)=-cos(2x)-sin(2x)/2")

y=

-cos (2*x)-sin(2%x) /2
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1+ /N [ ymcos2dsinzaiz] /N
/ Y / \
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Figura 2.3: Solutia problemei: y” + 4y = 0,y (g) =19 (g) =1

12. a) Mai intai, se rezolva ecuatia omogena y” — 2y’ — 3y = 0. Deoarece
radacinile sunt reale si distincte, r = 3 i ro = —1, solutia ecuatiei omogene
este:

Yo = 016330 + CQG_J:, 01, Cy € R.

Pentru a determina solutia ecuatiei neomogene, se alege:
yp = ae®® =y, = 2ae* =y = dae*”.
Din conditia ca y, sa verifice ecuatia data, vom obtine:
4ae* — 4ae* — 3ae* = 3e* |: ¥ = a=—1=y,= —e*".
Solutia ecuatiei diferentiale este:
2:17.

ypzyo+yp<:>y:Cle3x+Cge_x—e

b) Ecuatia caracteristica atasata ecuatiei omogene y” + 2y’ + by = 0, are
radacinile 7 o = —1 £ 2i. Solutia ecuatiei omogene este:

Yo = Cre”* cos 2z + Che™  sin 2x.

Solutia particulara are forma y, = acos 2z + bsin 2z. Inlocuind in ecuatia
data, se obtine:

—4a cos 2x—4bsin 2042 (—2a sin 2x + 2b cos 22)+5 (a cos 2x + bsin 2z) =3 sin 2,
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adica:
(a + 4b) cos 2x + (—4a + b) sin 2z = 3 sin 2x.

Prin identificarea coeficientilor, rezulta:

a+4b=0 :>a__2 b_3:> __BCO52x+isin2x
—da+b=3 BT TR 17 |

Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

12 3
y = Cre " cos2x + Cre”*sin 20 — — cos 2z + — sin 2z, C1,Cy € R.

17 17
¢) Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei omogene 3" — ¢’ — 2y = 0, este
r? —r — 2 =0, cu radacinile r; = 2, ry = —1. Solutia ecuatiei omogene este:

Yo = C1e* + Che ™™, O1,Cy € R.
Se alege solutia particulara de forma:
yp = ax’ + b + ¢ =y, = 2ax + b, y, = 2a.
Inlocuind in ecuatia data si identificand coeficientii, se obtine:

—2a =4 a=—2

2a—(2ax + b)—2 (az® + br + ¢) =42° 22 ={ —2a—2b=-2 = b=3
7
2a —b—2c=0 c=—3

Rezulta ca solutia generala a ecuatiei diferentiale este:
7
Yy = 01623: -+ Cgeix — 21’2 + 3x — 5, Cl, CQ e R.

d) Solutia generala a ecuatiei date este: y = yo+y,, unde y, = Yp, + Yp, + Yps-
Determinam, mai intai, solutia yy. Ecuatia caracteristica asociata este:

P —dr=0=r(*—4)=0=r=0,r=2,1r3 = —2.

Se 0b§ine: Yo = Cl + 026236 + 036_2x, Cl, Cg, Cg e R.
Pentru determinarea solutiei particulare y,, se rezolva ecuatiile neomogene:

y" — 4y = 22% " — 4y’ = xe*, respectiv y” — 4y’ = 2%e”.

Se determind y,,, rezolvand ecuatia y" — 4y’ = 222
Se alege solutia particulard y,, = x (az? + bz + ¢), tinand cont de faptul ca
r = 0 este solutie a ecuatiei caracteristice.

Yp, = az® +bz? + cx = y{o1 = 3az? + 2bx + c, y]’g’l = 6ax + 2b, y" = 6a

p1
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Inlocuim in ecuatia data si obtinem:

6a—4(3ax2+2bx—|—c):2x2¢ 8 =0 = b=0

6a —4c =0 c= _%1
N 1 1
Rezulta ca: y,, = (—éxQ -1

Aflam solutia y,, a ecuatiei y” — 4y’ = xe**. Avand in vedere ca r = 2 este

radacind a ecuatiei caracteristice, se alege y,, = z(ax + b)e*".
Calculam derivatele:

v, = €7 (2a2®+2x(a+b)+b)

Y = € (4az® + x (8a+ 4b) + 3b)

ym = € (8ax® + x (24a + 8b) + 10b)

si inlocuim in ecuatia y” — 4y’ = xe?*. Vom obtine:

8ax® + x (24a + 8b) + 10b — 4(2ax* + 2 (a + b) x + b) = x = 16azx + 6b = z,

1
de unde rezulta: a = o b=0, deci yp, = 1—6952@2””.
Solutia ecuatiei y” — 4y’ = z%e” se alege de forma y,, = (az? + bz + ) €”.
Calculam derivatele:
v, = (a2 +2az +br +b+c) €,

yo. = € (az® +4dax + bx +2a +2b+ ¢) |
Ypi = e” (az® + 6ax + bx + 6a + 3b+¢) .

. 1 2
Inlocuind in ecuatia y” — 4y = x%e®, se obtin coeficientii a = —=, b= =,
20 1 2 20
c=—5 Rezultd cd: yp, = <—§x2 T 2—7) e’.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:
1 1 1 1 2 20

=C Cr?x 0—21:__3__ 2 2 T2 . =Y z

Y 1+ Che™ 4+ Cse 6:17 4x+16$e + 396 +993 97 e

e) Solutia generald a ecuatiei diferentiale 2y” + 3y’ +y = 2% + 3sinx, are
forma: y = yo + Yp, + Yp,, unde:

yo este solutia ecuatiei omogene 2y” + 3y +y = 0,

Y, este solutia particulara a ecuatiei 2y” + 3y’ +y = 22,

Yp, este solutia particulard a ecuatiei 2y” + 3y’ + y = 3sinz.
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Ecuatia caracteristici atasata ecuatiei 23" +3y'+y = 0 este: 2r2+3r+1 =0,
cu radacinile r, = —%, ro = —1. Solutia ecuatiei omogene este:
yo = Cre 2" + Che ™, Cy,Cy € R.
Pentru ecuatia 2y” 4+ 3y’ + y = z? avem:
Yp, = az’ +bx +c =y, =2ax+b,y, =2a.
Identificand coeficientii din egalitatea:
4a+ 3 (2az +b) + (az® + ba + ¢) = 27,
se obtin valorile a = 1, b = —6, ¢ = 14. Rezulta ca:
Yp, = 2> — 6 + 14.
Pentru ecuatia 2y” 4+ 3y’ + y = 3sinz avem:
Ypp, = A COST + bsinx.
Din egalitatea:

—2acosx — 2bsinx — 3asinx + 3bcosx + acosx + bsinx = 3sinz,

rezulta:
—3a—b=3 = a:_l% = ——gcosx—isinx
—a+3b=0 ~ b=-2 T T 0

Solutia generala a ecuatiei date este:

9 3
Yy = C’le_%x+C’26_I + 2% —6x+ 14 — 1—OCOS$ — Esinx, Ci,Cy € R.

13. a) Radacinile ecuatiei caracteristice sunt r;5 = —1 %+ 2i. Solutia
ecuatiei omogene este:

Yo = Cre” " cos 2z + Che™ " sin2x, C7,Cy € R.
Pentru determinarea solutiei particulare se alege:
yp =€ “z(acos2x + bsin 2z),

deoarece r = —1 + 2i este radacina de ordinul intai a ecuatiei caracteristice.
Derivand de doua ori y, si inlocuind in ecuatia data, dupa identificarea
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coeficientilor, vom obtine a = 0 si b = 1, de unde rezulta: y, = xe " sin 2z.
Solutia generala a ecuatiei este:

y = Cre " cos2x + Che” " sin2x + xe” “sin 2z, C, Cy € R.

Determinam solutia problemei Cauchy.

{ = é{—{h+ﬂ2=0 -

3
Il
N =

Solutia problemei este:
_ .. .
y=e “cos2x + ¢ ¥sin 2x + xe” ¥ sin 2.

Solutie Matlab:

y=dsolve ('D2y+2*Dy+5*xy=4xexp(-x)*cos (2*xx)','y(0)=1",
"Dy (0)=0",'x")

simplify (y)

ans =

(exp(-x)*(2xcos (2*xx)+sin (2*x) +2*x*sin (2x*x))) /2

b) Solutiile ecuatiei caracteristice 72 + 4 = 0, atagate ecuatiei diferentiale
omogene y” + 4y = 0, sunt 7 2 = £2i. Solutia ecuatiei omogene este:

yo = Cpcos2x + Cysin2x, C,Cy € R.
Tinand cont de forma functiei din membrul drept al ecuatiei date si de faptul
ca r = £2¢ sunt solutii ale ecuatiei caracteristice, vom alege solutia particu-

lara de forma: y, = z (a cos 2z + bsin 2x). Calculam derivatele lui y,,.

y, = (a+ 2bx)cos2z+ (—2ax +b)sin 2z
y}’,’ = (—4ax + 4b) cos 2z + (—4a — 4bx) sin 2z

Inlocuind in ecuatia data, se obtine:
. . 3 3
4bcos2x — 4asin 2x = 3sin 2z = a = T b=0=y,= —ZZL‘COSZL‘.
Solutia generala a ecuatiei este:

3
y = C} cos2x + Cysin 2z — Zxcos?x, Ci,Cy € R.
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1
Din conditiile y(0) = 2 si '(0) = —1, se determina C; = 2 gi Cy = —5

Solutia problemei Cauchy este:

1 3
Y = 2cos 2T — gsin2x— Zxcoslr.

Solutie Matlab:
y=simplify (dsolve ('D2y+4*y=3xsin(2*x)"','y(0)=2",
|Dy(o)=_ ','X'))

y =
2xcos (2*xx)-sin (2*xx) /8-(3*xx*cos (2*xx)) /4

14. a) Solutia generald a ecuatiei omogene este: yo = Cre™ + Che 27,
deci solutia ecuatiei date are forma:

y = Ci(z)e ™ + Cy(x)e .

Ci(z)e ™ + Ch(z)e™® =0
Din sistemul: _I Con 1 , rezulta:
—Ci(z)e™® — 2C,(z)e ™ = =1
1 6230
_C/ —2x — = Cl - _
s(z)e o 11 5(2) w1
1 e’
C/ - = C/ —
1(z)e e 11 1(2) o 11

de unde, prin integrare vom obtine:

Ci(x) = / exe+ 1dx =In(e® +1) + C4,

2z T x
_|._ —
Cy(z) = — / %dx = —¢e"+1In(e” + 1)+ Cs.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:
y=(n(e"+1)+C1)e ™+ (—e" +1n(e’ + 1) + Cy) e "

Solutie Matlab:

y=dsolve ('D2y+3*Dy+2xy=1/(exp(x)+1)"','x")

y:

exp(-x)*log(exp(x)+1)+Cl*xexp(-x)+C2*exp (-2%x)+
exp (-2*x) *(log(exp(x)+1) -exp(x))
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b) Ecuatia caracteristica a ecuatiei omogene
v'+y=0
este 72 4+ 1 = 0 i are raddcinile ry o = +4. Solutia ecuatiei omogene este:
Yo = Crcosx + Cysinx.
Folosim metoda variatiei constantelor. Solutia ecuatiei date are forma:
y = Cy(z) cosz + Cy(z) sin .

Functiile C] si Cf sunt solutiile sistemului:

—C(z)sinz + C)(z) cosz =

{ Ci(z)cosz + Cy(z)sinz =0

0 sin x
1 .
—=— COST sin x 1
Ci(z) = cosTx - =—— = Cy(x) = — + 4
cosr sinz Ccos? x Ccos T
—sinx cosx
CosS X 0
. 1 .
—sinx 5 1 1. 1+4sinz
Cyr) = S| Oyfa) = ol
cosx sinzx Cos T 2 1-—sinx
—sinx cosx

Se obtine solutia generala:

1 1. 1+si
y=1\- + Cy ) cosx + —lnﬂ—i—Cg sin x,
cos T 2 1—sinz

adica: . . .
. S +8

y=Cicosx+ Cysine — 1+ mxln %nx.

2 1—sinzx

Solutie Matlab:

y=dsolve ('D2y+y=1/cos(x)"2"','x")

y =

Cl*cos(x)-sin(x)*(log(cos(x))-log(sin(x)+1))+C2x%
sin(x) -1
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15. a) Notand y = 2", ecuatia devine:
rr—=1)+3r+1=0&7r"+2r+1=0,

cu solutiile r; = ro = —1. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:
1 1 1
Yy = CizT  +Coxr "Inz & Yy =— ((:71 + Cy1n 37) .
T

Solutie Matlab:

y=dsolve ('x"2%D2y+3*x*xDy+y=0"',"'x")
y =
C1/x-(C2*xlog(x))/x
b) Prin substitutia x = e’ se obtine o ecuatie liniara cu coeficienti
constanti. Notam z(t) = y(e'). Prin derivare, rezulta:

J(t) = ey(e) =) = e (),
Z”(t) — ety/<6t) _|_62ty//(et) = y//(et) — 6_2t(2’”(t) . Zl(t)).
2 (t)

Inlocuind in ecuatia data, se obtine:
) =2 () + () + 2(t) = et & 2 (t) + 2(t) = €.

Solutia ecuatiei omogene asociate este: zg = C cost 4+ Csysint.
Solutia particulara a ecuatiei neomogene are forma: z, = ae’. Prin inlocuire

1 1
si identificare, se obtine a = 2 deci z, = €.

2
Solutia generala a ecuatiei in z este:

t
z(t) = Cycost + Cysint + %.

Folosind relatia ¢ = In x, rezulta solutia generala a ecuatiei date:

y(x) = Cycos(lnz) + Cysin(lnx) + g

Solutie Matlab:
y=dsolve('x“2*D2y+X*Dy+y=X|’.X.)

y=
x/2+Cl*xcos(log(x))+C2*xsin(log(x))
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16.Prin schimbarea de variabila x = €', 2(t) = y(e'), ecuatia devine:
e (2 (t) — 2 (b)) — ele Tt (t) + 2(t) = t,

adica:
2'(t) —22'(t) + 2(t) = t.

Pentru ecuatia omogena:
2(t) — 22/(8) + () = 0,
ecuatia caracteristica este 72 — 2r +1 =0, cu 7 = 7o = 1, deci:
2o = Che' + Cyte.
O solutie particulara a ecuatiei neomogene are forma:
2,(t) = at + b.

Prin inlocuire, se obtine a = 1, b = 2, de unde rezulta z, =t + 2.
Solutia generala a ecuatiei in z este:

2(t) = Cie’ + Cyte’ +t + 2.
Inlocuind ¢ = In x, se obtine solutia generala a ecuatiei initiale:
y=Cix+Coxlnz+1Inz + 2.

Din conditiile initiale y(1) = 3, ¥/(1) = 1, rezulta C; = 1, Cy = —1. Solutia
problemei Cauchy este:

y=x—xlnxr+Inx+ 2.

Solutie Matlab:

syms y(x)
eqn=x"2*diff (y,2) -x*xdiff (y)+y==1log(x);
Dy=diff (y);

conds=[y(1)==3, Dy (1)==1];

y=simplify (dsolve(eqn, conds))

y =

x+log(x)-x*log(x)+2
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2.6 Exercitii propuse

1. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) ¥ =2z +3)e™, y(0)=1, y'(0) = -2
b) y" =6z —sinxz, y(0) =0, y'(0) =1, y"(0) =2

8
5 ¥(0) =1, ¥'(0) =1, y"(0) = —1, ¥"(0) =0

- __ —
(2z+1)

c) y!
2. Sa se integreze ecuatiile:

a) vy’ +y +x =

1

d 2/2

)
)y

c) y? +yy =yy
) 2?yy’ — 2%y +ayy +y* =0

3. Sa se determine ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti, care
are solutia generala:

a) y=Cy + Cox+ Cse*, Cy, Cy, C3€ R
b) y = Cie ® + Coe¥*sinx + Cse3* cosz, Cy, Co, C3 € R

4. Sa se determine ecuatia diferentiala liniara si omogena care are sistemul
fundamental de solutii:

a) yp=1, yp=u, yz=a’
b) y1y =z, yp=zlnx

5. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a) y'+6y —Ty=0
b) 6y —y —y=0
c) 44" -9y =0

)

d) y® —13y” +36y =0

6. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) ¥ +8y' =9 =0, y(0) =2, y'(0) =1
b) 2y —y" — 3y =0, y(0) = 1, ¥'(0) = —1, ( )=2
) ¥y =3y" =4y + 12y =0, y(0) =2, y'(0) =0, y"(0) =
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7. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:
a) y” + 10y + 25y =0
b) y™® —18y” + 81y =0
C) 4y(4) 4y/// € y// =0
d) y(4 4y/// 4 6@// 4?/, +y= 0
8. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) ¥y — 8y + 16y =0, y(0) =3, y'(0) =2

b) " +3y" —4y" =0, y(0) =0, ¥'(0) =1, "(0) =0

o) y'+y" =y —y=0, y(0) =2, y(0) = =2, y"(0) =3

9. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a) ¥y —2y + 10y =0
b)y -8y =0

c) ¥y —3y"+2y —6y =0
d) yW +y" - 12y =0

10. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) y" +9y =0, y(0) =2, y'(0) = -2
b) ¥’ +2y +2y =0, y(0) = -1, ¥'(0) =3
)y +y' +y +y=0, y0)=0, v(0)=2, y(0) =1

11. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a
b — 6y + 5y = xe~

Yy =2y — 15y = 2% — 31 + 2
)y
c) y' + 4y = 2e3
)

T

d) ¥ +y=2sinz
12. Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

a)
b) y" — 2y + 17y = cos2x
c) Yy +4y +5y =2 —=x
d) y" —y =2z

y' =2y =e"(x+3)
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13.

14.

15.

16.

17.

EXERCITII PROPUSE

Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

"3y + 2y = 222 + 3e*

"+ 20 +y =1+ + dxe”

— 9y’ 4 20y = 22 + ze'®

— 6y +10y =1+ e " +sin3zx

/"
1/

Y
Y
Y
Y

Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) ¥’ — 5y + 6y =2¢%, y(0) =1, ¥ (0) =0
b) g =2/ +y=2a>+1y(0)=-1, y (0)=1
Q) o'+ 4y +5y = sinz — cos, y(0) =0, y' (0) =2

111

Sa se integreze prin metoda variatiei constantelor urmatoarele ecuatii:

a) y" +5y + 6y =

e2r +1
b) v +y=tgx

T

)y 2ty ="
x
Sa se rezolve ecuatiile diferentiale de ordin superior de tip Euler:

a) %y + 22y — 6y =0

2

o

" — xy — 3y = 4a®

c +2xy —2y=xlnzx

) x
) x
) x
d) =

)
Y
3y///

By/// + IL”Qy” — :L‘2 + 1,3

Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) 2%y’ —dxy' +6y =0, y(1) =0, y(1) =1

,y() =1y (1)=0

c) 2%y’ —2y =sin(lnz), y(1) =1, ¥ (1) =1

b) xy" +3xy +y =

SN



Capitolul 3

Sisteme de ecuatii diferentiale

3.1 Sisteme de ecuatii diferentiale in forma
normala

Se numeste sistem de ecuatii diferentiale ordinare sub forma normala
sistemul:
yi = fl <$7y17 --~7yn)
yé:fZ (w>y17"'7yn> (311)

y;L = fTL ('raylv Jyn)

unde y1, ..., y, sunt functii necunoscute de variabila x iar fi, ..., f,, sunt functii
continue definite pe D C R™*1,

Se numeste solutie a sistemului normal o functie vectoriala
(Y1, Y2, - - -, Yn) care verifica ecuatiile sistemului. Soluia generala a sistemului
normal este o multime de n functii (y1, ..., y,) care sunt solutii pentru sistem
si depind de n constante arbitrare:

Y1 = Fl (*Ta C(17 ceey On)
(3.1.2)
Yn = Fn (fﬂ, Cl? ceey Cn)

Un sistem sub forma normala este echivalent cu o ecuatie diferentiala de ordin
superior, obtinuta prin derivari succesive ale unei ecuatii. Astfel, integrarea
unui sistem de n ecuatii diferentiale ordinare cu n functii necunoscute se
poate reduce la integrarea unei ecuatii diferentiale de ordinul n cu o singura
functie necunoscuta.

Yy = =21 + o

Exemplul 3.1.1. Sa se rezolve sistemul .
P { Yy = —4y1 + 3yo

112
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Solutie: Pentru a reduce sistemul la o ecuatie diferentiala de ordinul 2,
se deriveaza a doua ecuatie si se elimina y; si ¢} folosind ecuatiile sistemului.

Yo = —4yy + 3ys = 8y1 — 4z + 3y = 2(—yy + 3y) — 4y + 3y = vy + 2.
Se obtine ecuatia diferentiala de ordinul doi cu coeficienti constanti, liniara
si omogena:

Yo — Yo — 2y2 = 0.
Ecuatia caracteristica asociata r2 —r — 2 = 0 are solutiile 7, = —1 i 5 = 2.

Rezulta ca yp = C1e** + Coe™.
Din substitutia 4y; = —y5 + 3y2, vom obtine:

4y = —201€% 4+ Che™ + 3C1e* + 3Che ™% = C1e*® + 4Che ™",

1
Yy = 101€2z + Cge_x '

Yo = C1€** 4 Che™®
Metoda folosita pentru rezolvarea acestui sistem de ecuatii diferentiale se
numeste metoda eliminarit sau metoda ecuatiet rezolvante.

Solutia generala a sistemului este: {

Solutie Matlab:

syms y1(x) y2(x)

eql=diff (y1)==-2xyl+y2;
eq2=diff (y2)==-4%xy1+3*xy2;
[yl y2]=dsolve(eql,eq2)
yl =
(Clxexp (2*x)) /4+C2*exp (-x)
y2 =

Clxexp (2%x)+C2*exp (-x)

Observatia 3.1.2. O ecuatie diferentiala de ordin superior este echivalenta
cu un sistem sub forma normala, obtinut prin introducerea unor noi functii
necunoscute. Astfel, notand y = yi1, are loc echivalenta:

yioo=
/ —
(n) _ : (n-1) Y2 Y3
y —f(%y,y,---?y )<:>
yfn—l = Yn
y;z = f(xaylay%"'ayn)

Se numeste problemda Cauchy pentru sistemul (3.1.1)) aflarea functiilor
Y1, .-, Yn (definite pe un interval care contine punctul xy) care verifica
ecuatiile sistemului si conditiile initiale:

n (1’0) = Y10, Y2 ($0) = Y20, -, Yn (xo) = Yno-
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Geometric, solutia unei probleme Cauchy este o curba situata in spatiul
R™, care contine punctul M (yi0, Y20, - - -, Yno), NUMIita curba integrala sau

traiectorie a sistemului (3.1.1)).

! —
Exemplul 3.1.3. Sa se rezolve problema { z, ; i;—xﬂ iy 228; ; 0_1 )

Solutie: Derivam prima ecuatie si obtinem succesiv:
=2 +y =" =2 - 20 +4y = 2" =2 — 2z + 42" — 4z,

adica, 2" — 52’ + 62 = 0, de unde rezulta ca x = C1e? + Cye3t.
Folosind substitutia y = 2’ — x, vom obtine:

Yy = 201 + 30,3 — Cre?t — Chet = O1e® + 204%™

T = 01€2t + CQ@St
y = C1e? + 205e3 -
Pentru a afla solutia problemei Cauchy, folosim conditiile initiale date.

{w(O):O { Ci+Cy=0 C, =1

Solutia generala a sistemului este:

y(0) = —1 Ci+20,=-1 T Ch=—-1"
2t 3t
Solutia problemei este: { i ; Zzt _ ;egt .

Solutie Matlab:

syms x(t) y(t)

eqns=[diff (x)==x+y,diff (y)==-2*x+4x*y];
conds=[x(0)==0,y(0)==-1];

[x yl=dsolve (eqns, conds)

x=

exp (2*xt) —exp (3%t)

y =

exp (2*%t) -2xexp (3*t)

Pentru reprezentarea grafica a solutiei sistemului, se scriu comenzile:

tmin=-1; tmax=1; nt=30;
t=linspace (tmin, tmax,nt);

x=exp (2xt) -exp (3*t); y=exp (2*xt) -2%exp (3*t) ;
figure

plot(t,x,'-b',t,y,'--r")

legend ('x(t) ', 'y(t)")
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251

=301

35 L L L L L L L L
-1 08 086 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 3.1: Exemplul

¥ =dr—y—2z
Exemplul 3.1.4. Sa se rezolve sistemul: ' =2x+y— 2z .
d=x—y+z

Solutie: Vom aplica metoda eliminarii. Pentru aceasta, vom deriva una
dintre ecuatiile sistemului, de exemplu prima, de doua ori succesiv, apoi vom
elimina functiile necunoscute y si z si derivatele acestora. Vom obtine o
ecuatie diferentiala liniara de ordinul 3 cu coeficienti constanti cu functia
necunoscuta .

Derivam prima ecuatie si obtinem:

2 =42’ —y — 27,
apoi inlocuim 2/, 1/’ si 2/, folosind ecuatiile sistemului. Vom avea:
2" =12z — 3y — 8z. (3.1.3)
Derivam ecuatia si obtinem:
2" = 122" — 3y’ — 87/,
apoi eliminam din nou functiile 2/, 3 i 2’. Rezulta:
" = 3dx — Ty — 26z. (3.1.4)

Din sistemul format din prima ecuatie a sistemului dat si ecuatia (3.1.3)) se
exprima y si z in functie de z, 2’ i x”.

y+2z=4x —a y =4z — 4z’ +2"
{3y+8z:12x—x” = z '
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Inlocuind in 1} se obtine ecuatia:
2" — 62" + 112" — 62 = 0.

Ecuatia caracteristica asociatd este r3 — 6r% + 11r — 6 = 0 si are radacinile
ri =1, ro =2, r3 = 3. Rezulta ca:

r = C’let + 0262t + C3€3t.
Revenind la expresiile obtinute pentru y si z, vom avea:

y = 4C €' +4Ce* +4C5e% —4C €' —8Che* —12C5e3 + Cel +4C,e* +9C05e™

3
z = 5 (Clet + 202€2t + 303€3t) — (Clet + 402€2t + 903€3t) s

N | —

adica:
y = Cret + Cse®, 2 = Cret + Cye®.

Solutia generala a sistemului este:

xr = Clet + CQGQt + Cg€3t
y = Cret + Cse’t
z = Clet + CQ€2t

Pentru rezolvarea unui sistem de 3 ecuatii diferentiale, metoda eliminarii
poate fi uneori anevoioasa.

O alta metoda de rezolvare este metoda wvalorilor si vectorilor propriz.
Rezolvam sistemul de mai sus prin aceasta metoda.

4 -1 =2
Se determina valorile proprii ale matricei A = 2 1 =2 ]. Pentru
1 -1 1

aceasta, se rezolva ecuatia:

4-X -1 -2
det(A—A)=0 = 2 1-X =2 |=0.
1 -1 1-X
Ecuatia este echivalenta cu: (1 — ) (2 — A) (3 — A) = 0 gi are solutile:
)\1:1,)\2:2,/\3:3.

In continuare, pentru fiecare valoare proprie obtinuta, se determina vectorul
propriu corespunzator, rezolvand ecuatia: (A — A3)V = 03;.
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3 -1 =2 V1 0
I Pentru Ay = 1, se obtine: 2 0 =2 vo | = 0 |, adica:
1 -1 0 U3 0
3U1—U2—2U3:0 o U1 1
21 — 2’03 =0 = U1 : Y2 = (%] =1 1
Ul—UQZO U1 =03 (%] 1

Vectorul propriu corespunzator lui A\ este: V; =

2 -1 =2 (%1 21]1-1)2-2?)3—0
=

II N =2= 2 -1 =2 V2 200 —vg — 203 =0,
1 -1 -1 (% Ul—Ug—Ug—O
U1
de unde rezulta: 1T 93 , adica: Vo
Vg = 0 Vs
1 -1 -2 U1 Ul—U2—2U3—0
III)\3:3:> 2 =2 =2 () 4 1)1—1)2—?]3—0
1 1 -2 Vs U1+U2—2U3—0
(%1 1
de unde rezulta: 1 2 , adica: | vy 1
v = 0 Vs 0

Solutia sistemului este:

x x = Chet + Cye? + Cse?t
y | = CleMV + CoeVy + Cae™tVy < { y = Chet + Cye’t
z 2z = Chel + Cye®

Solutie Matlab

[x v z]=dsolve ('Dx=4*x-y-2%z', K6 'Dy=2%x+y-2%z"',
'Dz=x-y+z')

x =

Clxexp(t) + C2*exp(2*t) + C3*xexp(3xt)

y =

Clxexp(t) + C3*exp(3%*t)

z =

Clxexp(t) + C2*exp(2*t)

Observatia 3.1.5. O alta metoda de rezolvare a unui sistem de ecuatii
diferentiale va fi prezentata in capitolul @
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3.2 Sisteme simetrice

Definitia 3.2.1. Un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai de forma:

dz, dz, —. = de (3.2.1)

f1(l‘17$2; e ﬂﬁn) B f2(33173027 <. ,xn) fn(xl,l‘m e axn)

unde cel putin una dintre functiile f; - D — R, D CR", ¢ € {1,...,n}, nu
se anuleaza pe D, se numeste sistem simetric.

Observatia 3.2.2. Un sistem de ecuatii diferentiale in forma normald este
echivalent cu un sistem simetric. Astfel, sistemul poate fi scris sub
forma:

dy; )
= Ji\d, ’ st dIn )y € ]-7"'7 )
1 = @) i e ] n}
de unde se obtine forma simetrica a sistemului:
dy, - dys - dyn - dw
fi o 1

Reciproc, un sistem simetric poate fi scris in forma normala. Astfel, pentru
sistemul se alege, de exemplu, x, ca variabild independentd si se
obtine sistemul:

( dIl _ fl(l'l,f]fg,...,l'n)
dz,  fulzi,29,...,2,)
dZEQ _ fQ(I1,$2,...,In)
de,  falz1, 22, 1) (3.2.2)
dxnfl _ fnfl(xlwx% 7xn>
L dxn fn(xlax%"'aajn)

Definitia 3.2.3. Se numeste integrala primd pentru sistemul (3.2.1) o
functie F' care nu este constanta dar are o valoare constanta pentru orice
solutie a sistemului, adica exista C' € R astfel incat

F(xy,z9,...,2,) =C.
Teorema 3.2.4. O relatie de forma:
F(xy,29,...,2,) =C

este integrala prima a sistemulut stmetric daca, de-a lungul unei curbe
integrale a sistemulut , are loc:

OF OF OF

fi(zy, @, .o xn)=—+ folz1, o, . o ) =— . A fr (T, 2o, . . ,xn)am =
n

8x1 8x2 0.
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Teorema 3.2.5. Sistemul simetric (3.2.1) admite n — 1 integrale prime
functional independente.

Pentru a rezolva sistemul simetric (3.2.1)) se cauta n — 1 integrale prime
independente Fi, Fs, ..., F,,_1. Acestea se pot obtine prin metodele:

(i) daca doua rapoarte depind doar de doua variabile, atunci se rezolva
ecuatia diferentiala obtinuta egaland aceste rapoarte

(ii) prin combinatii integrabile de forma

dz;  dzy _dz,  gidwy + godze + ..+ gpda,

T_E__ fn B glf1+g2f2+'~+gnfn

Y

unde g1 f1 4+ g2f2 + ... + g fn=01ar gidz1 + godz2 + ... + gpdz, =do.
In acest caz, o integrala prima este ¢ = C.
Solutia generala a sistemului simetric (sub forma implicita) este:

F1($17$2, s 7xn) - C(1
FQ(Z’l,[EQ, ce ,l'n) = 02 <3 2 3)

Din punct de vedere geometric, solutia generala (3.2.3)) reprezinta o familie
de curbe obtinuta prin intersectia suprafetelor:

Fi(xi,29,...,2,) =Cy, i=1,n—1.

Exemple 3.2.6. Sa se rezolve sistemele simetrice:

o) dz  dy dz
yz 2xz  3xy

b)d:v_dy_dz

y—z z2—x xT—y

Solutii: a) Din primele doua rapoarte, dupa simplificare, obtinem:

d d
& —y, adica, 2xdxr = ydy.
Y 2z

2
Prin integrare, se obtine % = % + C.

Din ultimele doua rapoarte, dupa simplificare, se obtine:

%_dz

5, = 3_y’ adica, 3ydy = 2zdz,
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3 2
de unde, prin integrare, rezulta % =22+ (.

Solutia generala a sistemului este:

£L‘2—% = 01
32

b) Oricum am alege doua rapoarte, ele nu vor contine doar doua variabile.
Vom folosi metoda combinatiilor integrabile.
Se observa usor ca suma numitorilor este 0, astfel incat vom putea scrie:

dzx dy dz dr +dy +dz _dz+dy+dz

y—z2 z—x x—y yY—zs2+z—c+r—y 0
= dx + dy + dz = 0, de unde, prin integrare, obtinem x +y + 2z = C}.
Pentru a obtine a doua integrala prima, vom scrie:

de. dy  dz xdr + ydy + zdz ~ zdr +ydy + 2dz
Yy—2z z—x X —Yy TY—T2+Yr—yr+ 2w —2y 0
22 2 22
de unde rezulta zdz + ydy + zdz = 0. Integrand, avemE—l—?%—?:C’z.

Solutia generala a sistemului simetric este:

2yt = O
Solutia obtinuta este o familie de cercuri din spatiu care depinde de doi
parametri.

Traiectorii ortogonale ale unei familii de suprafete

Se considera o familie de suprafete
F(z,y,2) =0 (3.2.4)

unde F' este o functie continua care admite derivate partiale continue pe
D c R3. Fie C o curba neteda care intersecteaza intr-un punct M o suprafata
S din familia definita prin (3.2.4)).

Curba C' este ortogonala la suprafata S daca tangenta la curba in punctul
M este paralela cu normala la suprafata in M. Conditia ca vectorii v =7
si 7 s4 fie coliniari se scrie sub forma:

dx dy dz
= = . 3.2.5
My R Ry (329
Sistemul (3.2.5)) defineste multimea curbelor ortogonale familiei de suprafete
B3-24).
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Exemplul 3.2.7. Pentru a determina curbele ortogonale familiei de sfere
?+yP+ 27 =C,

se scrie sistemul simetric:
%:%:%ﬁdx dy dz
F.F, F oz oy oz
pentru care se obtin integralele prime:
Too,t=0
Y z

Curbele ortogonale sunt definite prin ecuatiile:

r = Chy, x = Cez (drepte care trec prin origine).

3.3 Metode numerice

3.3.1 Integrarea numerica a sistemelor de ecuatii
diferentiale
Metodele numerice de tip Euler sau Runge-Kutta pot fi folosite si

pentru determinarea unor solutii aproximante pentru sistemele de ecuatii
diferentiale de ordinul I.

Exemplul 3.3.1. Sa se rezolve analitic si numeric sistemul:

Y1 = 3y1 — 2 y1(0) =3
, cu conditiile initiale .
{ Yo =5y — 4ys ! ! y2(0) =6
Pentru determinarea solutiei analitice vom folosi metoda valorilor i vec-
torilor proprii.
Sistemul se scrie sub forma matriceala:

i _ 3 =2\ [ n
Ys 5 —4 Y2 )
Valorile proprii sunt solutiile ecuatiei:

det (A — A1) =0, undeA:( 5 2 ) .
5 —4
‘3—)\ -2

— 2 _ 9 — — P
. _4_)\’—0:>>\ FA=2=0= M\ =1 A =2
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Vectorii proprii se obtin din egalitatea: (A — Al3)V = 0.
B 2 —2 w) [0 (1
vers (5 3)(0)-(0) == (1)
B 5 =2 vu) (0 (2
e (5 5)(0) - () == ()
Solutia generala a sistemului este:

(g;gg):Cﬁet-<1)+026_2t-(§)a

Y1 (t) = Clet + 2026_2t
Y2 (t) = Clet + 5026_2t ’

adica:
Cl, CyeR.

Din conditiile { zl Egi ig rezulta Cy = Cy = 1, deci solutia problemei
5 (0) =

Cauchy este:

Yy (t) = el + 2e2
Yo (t) = €' + 5e

Solutie Matlab:

[yl y2]=dsolve ('Dy1=3*yl-2%y2', 'Dy2=5xyl-4*y2',
'y1(0)=3"','y2(0)=6")

yl =

2xexp (-2*t) + exp(t)

y2 =

S5xexp (-2*t) + exp(t)

Metoda Euler

dt=0.05; yo0=[3 6];

t_euler=0:dt:1;

y_euler=zeros(length(t_euler) ,2);

y_euler (1,:)=y0;

for i = 1:length(t_euler)-1

y_euler (i+1,1)=y_euler(i,1)+dt*(3*xy_euler(i,1) -2x%
y_euler(i,2));

y_euler (i+1,2)=y_euler (i,2)+dt*(6*xy_euler (i,1) -4x*
y_euler(i,2));

end

plot (t_euler,y_euler(:,1),'b-");

hold on
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plot(t_euler ,y_euler(:,2),'r--"');
xlabel ('t');
ylabel ('y');

legend('y_1 (metoda Euler)', 'y_2 (metoda Euler)');
title('Solutia numerica (Euler) a sistemului');
grid on;

disp('calculul valorilor pentru yl1 (Euler)"')
disp(y_euler(:,1))

disp('calculul valorilor pentru y2 (Euler)')
disp(y_euler(:,2))

hold off

Valorile afisate sunt:

calculul valorilor pentru yl (Euler)

3.0000 2.8500 2.7225 2.6156 2.5277 2.4573 2.4030 2.3637 2.3384 2.3262 2.3263
2.3380 2.3607 2.3940 2.4375 2.4907 2.5535 2.6256 2.7068 2.7971 2.8965

calculul valorilor pentru y2 (Euler)

6.0000 5.5500 5.1525 4.8026 4.4960 4.2287 3.9973 3.7986 3.6298 3.4884 3.3723
3.2794 3.2080 3.1566 3.1238 3.1084 3.1094 3.1259 3.1571 3.2024 3.2612

Solutia numerica (Euler) a sistemului

Ay ——, (metoda Euler)
551

by — — ¥, (metoda Euler)

a5+ T
3 il
t

Figura 3.2: Exemplul ({3.3.1))
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3.3.2 Integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale de
ordin superior

Prin metode de tip Euler sau Runge-Kutta, se pot determina solutii nu-
merice pentru ecuatii diferentiale de ordin superior, daca acestea se rescriu
sub forma unor sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul I.

Exemplul 3.3.2. Sa se determine solutia exacta a problemei Cauchy:
y'+y=0,y(0)=0,y(0)=1 (3.3.1)
s sa se compare cu rezultatul obtinut folosind una dintre metodele numerice.

Metoda intai

Solutia analitica:

Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei 4’ +y = 0 este 72 +1 = 0 cu
radacinile 7 o = £i7. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y = Cicost+ Cysint.

Folosind conditiile initiale date, se obtine solutia: y = sint.
Solutie Matlab:

syms y(t)

eqn=diff (y,2)+y==0;
Dy=diff (y,1);

conds=[y (0)==0,Dy (0)==17;
y=dsolve (eqn, conds)

y =

sin(t)

Metoda Runge-Kutta

h=0.05; tspan=0:h:10; N=length(tspan);
y=zeros (1,N); v=zeros(1,N);
y(1)=0; v(1)=1;

for n=1:N-1

kly=h*v(n) ;

kiv=-hx*y(n) ;
k2y=h*(v(n)+0.5*klv) ;
k2v=-h*(y(n)+0.5%xkly);
y(n+1)=y(n) +k2y;
v(n+1l)=v(n)+k2v;

end
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% Solutia exacta
sol_exacta=sin(tspan);
%» Reprezentarea grafica a solutiei

figure

plot (tspan,y, 'b-")

hold on
plot(tspan,sol_exacta, 'r--"')

xlabel('t'); ylabel('y(t)');

title('Solutia problemei y''+y=0, y(0)=0, y (0)=1');

legend ('Solutia numerica (RK2)', 'Solutia exacta:
y=sint');

grid on; hold off

Solutia problemei y"+y=0, y(0)=0, y"(0)=1

1.5
Solutia numerica (RK2)
— — Solutia exacta: y=sint
1}t
0.5
= of
0.5
1 F
-1.5 !
0] 1 2 3 4 5 G T 8 9 10

Figura 3.3: Solutia problemei (3.3.1])

Metoda a doua
Problema y” +y =0, y (0) = 0, ¥ (0) = 1, se scrie sub forma unui sistem

integra numeric folosind metoda Runge-Kutta de ordinul doi.
Notand: y = y; si ¥ = o, problema data devine:

/I
{ 917 Y2 , cu conditiile y1(0) = 0, y2(0) = 1,
Yo =~

pentru care se obtine solutia analitica:

y1(t) = sint, yo(t) = cost.
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Solutie Matlab:

syms y1(t) y2(t)

eqns=[diff (y1)==y2,diff (y2)==-y1];
conds=[y1(0)==0,y2(0)==1];

[yl y2]=dsolve (eqns, conds)

Redam mai jos codul Matlab atat pentru solutia numerica obtinuta prin
metoda Runge-Kutta de ordin doi, cat si pentru solutia exacta a sistemului.

f=e(t,y) [y(2); -y(1)1; % y(1) = yi(t), y(2) = y2(t)

yo=[0; 11; % [y1(0), y2(0)]

h=0.05; tspan=0:h:5; n=length(tspan);

y=zeros (2,n);

y(:,1)=y0;

%» Metoda Runge-Kutta de ordin 2

for i=1:n-1

t=tspan(i);

ki=f(t,y(:,1));

k2=f (t+h,y(:,1i)+hx*kl);

y(:,i+1)=y(:,1)+(h/2) *(kl1+k2);

end

yl=y(1,:); y2=y(2,:);

% Solutia exacta

t_exact=tspan;

yl_exact=sin(t_exact);

y2_exact=cos (t_exact);

% Reprezentarea grafica a rezultatelor

figure

plot (tspan,yl,'r','DisplayName','y(t) (metoda Runge
-Kutta) ')

hold on

plot (tspan,y2, 'm','DisplayName', 'y (t) (metoda Runge
-Kutta) ')

plot (t_exact ,yl_exact, 'o-

(solutia exacta)')

plot (t_exact ,y2_exact, 'b--', 'DisplayName', 'y (t)=
cos t (solutia exacta)')

xlabel('t"'); ylabel('y')

,'DisplayName','y(t)=sin t
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title('Solutia si derivata solutiei problemei:
y''+y=0, y(0)=0, y (0)=1")

legend show

grid on;

hold off

Solutia si derivatlutiei problemei: y"+y=0, y(0)=0, y'(0)=1

T Ej'ﬂ .= Sy w(t) (metoda Runge-Kutta)
ce : ¥t} (metoda Runge-Kutta)
—— y(t)=sint (solutia exacta)

— — y'(t)=cost (solutia exacta)

0.5

05T

-1.5

Pentru afigsarea valorilor calculate, se folosesc comenzile:

disp('calculul valorilor pentru yi1')
disp(y1)
disp('calculul valorilor pentru y2')
disp (y2)

De exemplu, pentru y1(¢) = y(t), valorile aproximante calculate sunt:

0 0.0500 0.0999 0.1495 0.1988 0.2475 0.2956 0.3430 0.3896 0.4351 0.4796
0.5229 0.5649 0.6054 0.6444 0.6819 0.7176 0.7515 0.7836 0.8137 0.8417 0.8677
0.8914 0.9130 0.9322 0.9492 0.9637 0.9759 0.9856 0.9928 0.9976 0.9998 0.9996
0.9968 0.9916 0.9839 0.9737 0.9611 0.9461 0.9287 0.9090 0.8870 0.8628 0.8364
0.8080 0.7775 0.7451 0.7108 0.6748 0.6370 0.5977 0.5568 0.5146 0.4711 0.4264
0.3806 0.3339 0.2864 0.2381 0.1892 0.1399 0.0902 0.0403 -0.0097 -0.0597 -
0.1095 -0.1591 -0.2083 -0.2569 -0.3049 -0.3522 -0.3985 -0.4439 -0.4881 -0.5312
-0.5729-0.6131 -0.6519 -0.6890 -0.7244 -0.7579 -0.7896 -0.8193 -0.8470 -0.8725
-0.8958 -0.9169 -0.9358 -0.9522 -0.9663 -0.9780 -0.9872 -0.9940 -0.9982 -1.0000
-0.9993 -0.9961 -0.9903 -0.9821 -0.9715 -0.9584
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3.3.3 Functii Matlab de tip ode

Integrarea numerica a unui sistem de ecuatii diferentiale sau a unei ecuatii
diferentiale de ordin superior se poate efectua cu ajutorul functiilor Matlab
de tip ode.

Exemplul 3.3.3. Sa se integreze, folosind functia odedb, problema Cauchy
de la exemplul . Sa se reprezinte grafic solutia numerica si solutia
analitica a problemei.

Cod Matlab (ode45)

dYdt=0(t,Y) [3*xY (1) -2*xY(2) ;5*xY (1) -4*xY(2)];

tspan=[0 1]; Y0=[3;6];

[t,Y]=o0de45(dYdt , tspan,Y0);

plot(t,Y(:,1),'0'); hold on

plot(t,Y(:,2),'s'); hold on

tmin=0; tmax=1; nt=30; t=linspace(tmin, tmax,nt);

yl=exp(t)+2%xexp (-2%t); y2=exp(t)+b*xexp (-2%t);

plot(t,yl,'m'); hold on; plot(t,y2,'b')

xlabel('t'); ylabel('y"');

title('Solutia numerica si solutia exacta a
sistemului');

legend('yl(oded4b5)"','y2(odedb) "', 'yl=e"t+2e~{-2t}"',"'y2
=e"t+5e"{-2t}"')

grid on; hold off

Solutia numerica si solutia exacta a sistemului

oy, (oded5)
Oy, (ode4s)
55 Yz .
¥, =gl+ze™
5 )r2:e1+5e’21
4.5 N
= 4 4
3.5 E
3¢, =D
=
= -
Q‘L‘;b&;@o = e ’
25| “Stoeoecocosce0aoSeTT )
2 I I I | I | I I I
o 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t
3Y1 — 2yo
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Exemplul 3.3.4. Sa se integreze, folosind functia odelb, urmdatoarea pro-
blema Cauchy:

y" + 2y + 2y =4cosz, y(0) =—1, 4 (0) = 2. (3.3.2)

Solutie Matlab:

Solutia analitica se obtine cu ajutorul comenzii dsolve.

syms y(x)

eqn=diff (y,2) +2xdiff (y)+2*xy==4*cos (x);

Dy=diff (y);

conds=[y(0)==-1,Dy (0)==2];

y=dsolve (eqn,conds) ;

simplify (y)

ans =

(4%cos(x))/5 + (8%sin(x))/5 - (9*xexp(-x)*cos(x))/5 -
(7xexp(-x)*sin(x)) /5

Pentru a rezolva problema prin metoda ode45, ecuatia diferentiala de ordinul
doi se scrie sub forma unui sistem de doua ecuatii diferentiale de ordinul intai:

Y1 =y
Yy = —2y; — 2yp +4cosx

F=inline (' [y (2);-2*%y (1) -2*xy(2)+4*xcos(x)]"','x','y"');

[x,y]l=o0de45(F,[0,10],[-1,2]);

plot(x,y(:,1));

hold on

xlabel('x"'); ylabel('y');

title('Solutia problemei: y''+2y +2y=4cosx, y(0)=-1,
y (0)=2")

xmin=0;

xmax=10;

nx=50;

x=linspace (xmin , xmax ,nx) ;

y=4.%cos(x)/5+8.*sin(x)/5-9.*%exp(-x) .*cos(x)/5-7.x%
exp(-x) .*sin(x)/5;

plot(x,y,'o")

legend('solutia numerica ode45','solutia analitica')

grid on;

hold off
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Solutia problemei: y"+2y'+2y=4cosx, y(0)=-1, y'(0)=2

2
— solutia numerica (oded5) =
= solutia analitica f "lS;-‘
15[ & X 1
~ @ \
o A Yo
o '*\., J s l"\.t.
0.5 % 7 \ 1
\ f Wy
& @ \
= - J .
0 i ""-.-\ | 1:
] / b
L A\ | ¥ i
0.5 s \\" q \}h
ad i‘;.:l ::,;3 \:.‘-: |
%
N A X
15t }Kr : _R"’ u
2 L 1
0 1 2 3 4 5 53 7 8 9 10

Figura 3.5: Solutia problemei (3.3.2)

Exemplul 3.3.5. Sa se determine solutia numerica si solufia analitica a
problemei Cauchy:

y"+y" +y +y=0,y(0)=1y(0) =1, y"(0) =2 ¢ €[0,10].
Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei date este:
P4+t +r+1=0,

cu raddcinile: r; = —1, ro3 = £i.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:

y = Cie "+ Cycost + Cysint.

Din conditiile initiale date, se obtin valorile:

3 1 5!
C’1_57 CQ__§7 03_57

de unde rezulta ca solutia problemei Cauchy este:

3 ot 1coszf—|—5s' t
=—e"—= —sint.
y=3 2 2
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Solutie Matlab:

f=inline (' [y(2);y(3);-y(D)-y(2)-y (3T, 't"','y");

[t,yl=o0ded45(f,[0,10],[1;1;2]);

plot(t,y(:,1));

hold on

syms y(t)

eqn=diff (y,3)+diff (y,2)+diff (y)+y==0;

Dy=diff (y); D2y=diff (y,2);

conds=[y(0)==1,Dy(0)==1,D2y (0)==2];

y=dsolve (eqn, conds)

tmin=0; tmax=10; nt=40;

t=linspace (tmin, tmax,nt) ;

y_analitic=3*exp(-t)/2-cos(t)/2+5xsin(t)/2;

plot (t,y_analitic,'o"')

xlabel ('t ') ;

ylabel('y');

title('Solutia problemei: y'''+y''+y'+y=0, y(0)=1,
y'(0)=1, y''(0)=2");

legend ('Solutia numerica (ode45)','y=3/2e"{-t}-1/2
cos t+5/2sin t')

grid on;

hold off

Solutia problemei: y"'+y"+y'+y=0, y(0)=1, y"(0)=1, y"(0)=2

s I_‘ Solutia numerica (odeds)
% O y=3/2e - 1/2cost+5i2sint oS
!
At
= 0 S
o
N
\
|
-1 F 44
-2 I .
-3 L
o 1 2 3 4 G 7 B8 9 10

Figura 3.6: Exemplul ({3.3.5))
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3.4 [Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve sistemele:

a) yi = 2y1 + Yo
vh = 3y + 4y

b) yi = 33/1 — Y2
Yy = —9y1 + 3y

2. Sa se rezolve sistemele:

) vi = 2y + e
Yo = —y1+ 4y

b) yi = 3Y1 — Yo
Yo = Y1+ 3y

3. Sa se rezolve sistemele:

¥ = y+t

a) { y = 4x +sint
¥ = bx— 3y + 2

b) ¢, _ —t
Yy = x4+y+oe

4. Sa se rezolve sistemele:

) ¥ = -3xr—4y+t
Yy = v4+y+2t+1
¥ o=y

b) , 1
Yy = —r+—

cost

5. Sa se rezolve problemele Cauchy:

¥ = 2x+y B B
o {0 T Y 0 =50 -1
¥ = 4o —-3y+1 L B

6. Sa se rezolve sistemul:

¥ = 2x—3y . _ .
{ y o= x—2 cu conditiile z(0) = 2, y(0) = —1

si sa se reprezinte grafic solutia problemei.
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7. Sa se rezolve prin doua metode sistemul:

/

r = y+z
y = o4z .
7 = x4y

8. Sa se rezolve problema Cauchy (doua metode):

/

r = —-y+=z
y = 2 , #(0) =1, y(0) =
Z = —x+z2

9. Sa se integreze sistemele simetrice:

de dy
) oY
Yy —T
dx dy
b) — =57
ry Tty

10. Sa se integreze sistemele simetrice:

) dz dy dz
a = =
sinx siny sinz

de dy dz
Yy ry Tz

) dz _ dy _ dz
2z —x2y?  3a?

11. Sa se integreze sistemele simetrice:

de dy dz

a) —=— =
x Y r+y

b) dx _ dy _ dz
20z 2yz  x?—y?
ﬁ dy dz

c)

vy xty oz (22 +y?)

12. Sa se integreze sistemele simetrice:

2) de.  dy  dz
w(y—z) yl—-—z) z(@-y
dx dy dz

b) =

2y + 2 z—2x:x+y

133
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13. Sa se integreze sistemele simetrice:

o) oAy de
w? —ay oy

p &_dy_dz
Ty oy

/
y . x = o L :
14. Sa se rezolve sistemul: { , i . Sa se scrie sistemul sub forma sime-

trica gi sa se integreze.

¥=y+z
15. Sa se scrie sub forma simetrica sistemul < ' = x + z si sa se integreze.
Zd=x+y

Solutii:

1. a) Se alege una dintre ecuatii si se deriveaza, apoi se elimind una
dintre functiile necunoscute si se obtine o ecuatie diferentiala de ordinul doi
in functia necunoscuta ramasa, care se integreaza. Prin substitutie, se deter-
mina si functia necunoscuta eliminata initial.

Y= 2ty = =20y =y =200 + 3y + e
Y = 2y1 + 3y +4(yy — 2y1) =y = 6y — 5

Ecuatia y; — 6y, + 5y; = 0 are ecuatia caracteristica > — 6r +5 = 0 cu
radacinile 7, = 1, ro = 5. Rezulta ca: y; = Cie® 4+ Ched?.
Se determina y, folosind substitutia yo = v} — 2y;. Se obtine:

Yo = C’lex + 5026536 — 201€$ — QCQGEXE = Y = —C’le“ + 3026533.

Y1 = Clem + 02€5z

yp = —C1e® + 3Ce> C1,Cr e R

Solutia generala a sistemului este: {

Solutie Matlab:

syms y1(x) y2(x)

eql=[diff (y1)==2xyl+y2]
eq2=[diff (y2)==3%y1l+4xy2]
[yl y2]=dsolve(eql,eq2)

yl =

(Cl*xexp(b*xx))/3 - C2*xexp(x)
y2 =

C2xexp(x) + Clx*xexp(5%*x)
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b) Derivam prima ecuatie a sistemului. Eliminand pe ys si 5, vom obtine

o ecuatie diferentiala de ordinul doi cu functia necunoscuta ;.

Y= 3y1—y2 =y =3y — (91 + 3

vio= 3yt + 9y — 3@y — 1) = i = 6y}
Ecuatia caracteristica asociatd ecuatiei diferentiale obtinute este: 72 —6r = 0,
cury =0, ry =6, deci: y; = C; + C2¢5. Folosind substitutia yo = 3y; — v},
se obtine: 1, = 3C, — 3C5e%?.
Y1 = Cy + Coe®

Solutia generala a sistemului este: { Yy = 3Cy — 3C,e5"

Solutie Matlab:
syms y1l(x) y2(x)
eqns=[diff (y1)==3*%xyl-y2,diff (y2)==-9*%yl+3*xy2]
[yl y2]=dsolve(eqns)

vyl =

C1/3 - (C2*exp(6%*x))/3
y2 =

Cl + C2*xexp(6%x)

2. a) Se deriveaza prima ecuatjie a sistemului, apoi se elimina y, i y5. Se
obtine o ecuatie diferentiala de ordinul doi avand functia necunoscuta ;.
yi = 20+ =y =2y — yi + 4y
vio= 2y — A0 — 201) =y = 6y) — 9y
Ecuatia diferentiala ¢ — 6y] + 9y; = 0 are ecuatia caracteristica atagata
2 —6r+9 =0, cur;y =3, deci y; = C1e** + Cyze®®. Functia y, este:
Yo =y — 2y; = 3C1€3 4 013 + 3Cyxe®® — 2013 — 205>,

adica: yp = 013 + Che3® + Chxe®.
Y1 = 016396 + CQZEGSCC

Solutia generala a sistemului este: { Yo = (Cy + Cb) €3 + Chze®

b) Vom deriva a doua ecuatie, apoi vom elimina pe y; si y; pentru a
obtine o ecuatie diferentiala de ordinul doi cu functia necunoscuta .
Yo = yi+3y2=yy =y +3yh =y =31 —y2+ 3y,
vs = 3(yy— 3y2) — Y2 + 3y5 = ys = Gyh — 10y

Ecuatia caracteristica atagatd ecuatiei 34 —6y5+10y, = 0 este r2—6r+10 = 0
si are radacinile r 9 = 3 £ 4. Vom obtine:

Yy = C1e3®cosx + Cre® sinx ‘()’

vy = 1" (3cosw —sinz) + Coe® (3sinz + cos )
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Folosind substitutia y; = y5 — 3y», se obtine:

Y = —c1€3% sinx + Che® cos z.

Rezulta ca solutia sistemului este:

y1 = —Ce¥sina 4+ Cre* cosa
Yo = C1e¥ cosw + Cre®® sine
Solutie Matlab:

[yl y2]=dsolve('Dyi1=3*yl-y2',6'Dy2=y1+3xy2"', 'x')
yl =

- Clxexp(3*x)*cos(x) - C2*xexp(3*x)*sin(x)

y2 =

C2*xexp (3*x)*cos(x) - Clx*xexp(3*x)*sin(x)

3. a) Se deriveaza prima ecuatie si se elimina ¢, apoi y. Se obtine o
ecuatie diferentiala de ordinul doi in z, cu coeficienti constanti, liniara si
neomogena.

=y +1=2"=4dr+sint+1= 2" —4o =sint +1
Solutia generala a ecuatiei obtinute va avea forma:
T =20+ Tp, + Tp,.
Pentru ecuatia omogena x” — 4x = 0 se obtine solutia:

g = C’le% + C2€_2t.

Din ecuatia 2" — 4z = sint deducem ca x,, = acost + bsint. Se determina

1 1
a=0sib= s deci xp,, = —x sint.

Pentru ecuatia 2 — 4z = 1, solutia particulara are forma x,, = c¢. Prin
1 1
inlocuire, se obtine ¢ = T deci xp, = 1 Rezulta ca:
1 1
= C1e® + Che 2 — R sint — T

Pentru determinarea lui y se foloseste substitutia y = 2’ — ¢t. Vom obtine:

1
y = 2C1e* — 20,e% — : cost — t.
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Solutia sistemului este:

1 1
x=C1e? 4+ Che ™ — —sint — —

5 1 4 , 01, Cy € R.
y = 2C1e* — 20e™? — s cost —t

Solutie Matlab:

syms x(t) y(t)

eql=diff (x)==y+t;

eq2=diff (y)==4xx+sin(t);

sol=dsolve (eql,eq2);

x=simplify(sol.x)

y=simplify (sol.y)

X =

(C2*xexp (2*xt)) /2 - (Clxexp(-2%t))/2 - sin(t)/5 - 1/4
y =

Cl*xexp(-2%t) - cos(t)/5 - t + C2*xexp(2*t)

b) Se deriveaza a doua ecuatie a sistemului si se elimina z’ gi x.

y// _ 93'—|—y'—5e_t:>y”:5x—3y+263t+y’—5e_t
y// — 5(yl_y_5e—t)_3y+2€3t+y/_56—t

Se obtine ecuatia diferentiala de ordinul doi in y, cu coeficienti constanti,
liniara si neomogena:

y" — 6y + 8y = 2¢3 — 30e.
Solutia generala are forma:

y:y0+yp1 +yp2'

Ecuatia y” — 6y + 8y = are solutia: yy = C1e? + Coe™.
Pentru ecuatia neomogena: y” —6y'+8y = 2¢3t, solutia particulara are forma:

Yp, = ae®. Prin inlocuire, se obtine a = —2.
Pentru ecuatia neomogena: y” — 6y + 8y = —30e~?, solutia particulara are
forma: y,, = be™*. Prin inlocuire, se obtine b = —2. Rezulta ca:

y = Cre® + Chett — 263 — 2¢7 1.
Se determina z, folosind substitutia: z =y’ —y — 5e~'. Va rezulta:

x = C1e® + 3Ce* — 4¢3 — 71,
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Solutia generala a sistemului este:

x = Ce? + 305 — 4e3t — et
{ y = Cie” + 022‘“ —2e3t —2e7t ¢, G2 €R.

Solutie Matlab:
syms x(t) y(t)
eql=diff (x)==65%xx-3*%y+2*xexp (3*t);
eq2=diff (y)==x+y+5*xexp(-t);
sol=dsolve(eql, eq2)
x=simplify(sol.x)
y=simplify(sol.y)
X =
Clxexp (2*%t) - 4*xexp(3*t) - exp(-t) + 3*xC2*xexp (4xt)
y =
Cl*xexp(2*t) - 2*exp(3*t) - 2*xexp(-t) + C2xexp (4xt)

4. a) Se deriveaza a doua ecuatie a sistemului si se elimina 2’ §i .

y' = d+y+2=y"=-3x—4dy+t+y +2
' = =30y —y—2t—1)—dy+t+y +2

Se obtine ecuatia:
y'+2) +y="Tt+5,

care are solutia generala de forma: y = yo + yp.
Ecuatia omogena y” + 2y’ + y = 0 are ecuatia caracteristica asociata:

4 2r+1=0=r,=—1.

Rezulta ca:
Yo = C’le*t + Cgteit.

O solutie particulara a ecuatiei neomogene are forma: vy, = at+b. Inlocuind,
obtinem: a =7, b = -9, deci y, = 7t — 9. Rezulta ca:

Yy = Cleft + Cgteit + 7t — 9.
Se determina x din substitutia: x =y —y — 2t — 1, unde
Yy =—Cie " +Coe " (1 —1t)+ 7.

Va rezulta:
= —2C1e" 4+ Coe (1 — 2t) — 9t + 15.



3.4. EXERCITII REZOLVATE 139

Solutia generala a sistemului este:

{ = —2C1e"t + Coe (1 —2t) — 9t + 15

Yy = Cle_t —+ C2te—t + 7t _ 9 y Ol, 02 < R

Solutie Matlab:

syms x(t) y(t)
eql=diff (x)==-3%xx-4*y+t;
eq2=diff (y)==x+y+2*t+1;
sol=dsolve(eql, eq2)
x=simplify(sol.x)
y=simplify(sol.y)
x =
Cl*xexp(-t) -9*t-2xC2*xexp (-t) -2*xC8*t*exp(-t) +15
y =
Txt+C2*xexp(-t)+Cl*t*xexp(-t) -9
b) Prin metoda eliminarii, se obtine o ecuatie diferentiala de ordinul doi,
cu coeficienti constanti, liniara si neomogena, care se rezolva prin metoda
variatiei constantelor.

1
=y =a"+r=—
cost

Solutia generala a ecuatiei omogene z” + x = 0 este:
zo = Ccost + Cysint.
Determinam C' () si C4(t) din sistemul:

1
—C1(t)sinx + C4(t) cost = —

{ C1(t)cost + Cy(t)sint = 0
cost

Vom obtine:
Ci(t) = —tgt = C1(t) = In(cost) + Cy
Co(t) =1= Cy(t) =t + Cy ’

de unde rezulta:
z = (In(cost) + Cy) cost + (t + Cy) sint.
Din prima ecuatie a sistemului, se obtine:

y=2a = y=—sint —sintln(cost) — Cysint + sint + t cost + Cy cos .



140 CAPITOLUL 3. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE
Solutia sistemului este:

{ x = Cycost+ Cysint + costIn(cost) + tsint C\.Cy ER.

y=—Cysint + Cycost —sintIn(cost) + tcost ’

Solutie Matlab:

[x yl=dsolve('Dx=y','Dy=-x+1/cos(t)"',"'t")
X:

cos(t)*(C2 + log(cos(t))) + sin(t)*(Cl + t)
y:

cos(t)*(Cl + t) - sin(t)*(C2 + log(cos(t)))

5. a) Se determina, mai intai, solutia generala a sistemului.
Derivand prima ecuatie si eliminand y si 3/, obtinem succesiv:

" =22 +y = 2" =22"+ 2+ 22 —22) = 2" =42’ — 3.
Ecuatia 2” — 42’ + 3z = 0 are solutia generala: z = Cjet + Coe®l.

Din substitutia y = 2’ — 2z, se obtine y = —C\e! + Cye3t.
Solutia generala a sistemului este:

r = C’let + 02€3t
y = —Cie' +Che

Din conditiile initiale, se obtine sistemul:

x(O):B Cl+02:3 <:>C’1:1
y(O):l —Ol+02:1 02:2

Solutia problemei Cauchy este:

r = e+ 2%
y = —el +2e3
Solutie Matlab:
[x yl=dsolve ('Dx=2%x+y', 'Dy=x+2%y', 'x(0)=3",
'y (0)=1',"t")
X =
2*%exp (3*xt) + exp(t)
y =

2*xexp (3*xt) - exp(t)

Pentru vizualizarea reprezentarii grafice a solutiei, folosim comenzile:
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tmin=-1; tmax=1; nt=30; t=linspace(tmin, tmax, nt);
x=2%exp (3*t)+exp (t);
y=2%exp (3*t)-exp(t);

figure
plot(t, x, '-b', t, y, '-r')
legend ('x(t)=2e " {3t}r+e"t', 'y(t)=2e " {3t}-e"t")

45

3t

40 F |7 xitE2eT+e

—y(t=2e e

351

30

25+

201

15T

107

Figura 3.7: Solutia problemei ' =2z + vy, v = + 2y, (0) = 3, y(0) =1

b) Se determina solutia generala a sistemului.

2 = 42 -3y =" =42 -3Br+4y—1)=2"=42"—9x — 12y + 3
" = 4o’ — 9z —4(dx+1—-2")+3=2" =8 — 252z — 1
Ecuatia 2" — 82" 4+ 25z = —1 are solutia: = = x¢ + x,.

Ecuatia caracteristica atagata ecuatiei omogene z”/ — 8z’ + 25x = 0 este:
r? — 8r + 25 = 0, cu rdd&cinile: 7y = 4 4 3i. Se obtine:

zo = Che cos 3t + Coe* sin 3t.
Solutia particulara a ecuatiei neomogene este x, = a. Inlocuim in ecuatie si

1
obtinem a = —o5 de unde rezulta x, = T Astfel, deducem ca:

1
x = Cre* cos 3t + Che* sin 3t — 55
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de unde, prin derivare, rezulta:
v’ = Cre" (4cos 3t — 3sin 3t) + Coe (4sin 3t + 3 cos 3t) .

Folosind relatia 3y = 4x — 2’/ + 1, se obtine:

21
3y = 3C, e sin 3t — 3C,e™ cos 3t + 55

adica:

7
y = Cre* sin 3t — Chet cos 3t + %

Din conditiile z(0) = —2, y(0) = 1, se obtine sistemul:

1
Ci—gr = 2 49 18
257 :>01:——,02:——
25
Solutia problemei Cauchy este:
v = —32e'cos3t — Letsin3t — &
1874t 49 at 7

e cos3t—%e sin 3t +

<
|

25 25

Solutie Matlab:

syms x(t) y(t)

eqns=[diff (x)==4*x-3xy+1, diff (y)==3*x+4*xy-1];

conds=[x(0)==-2,y(0)==1];

[x yl=dsolve (eqns, conds)

x =

-(49xcos (3*xt)*xexp (4*t)) /25-(18*%sin (3*t) *xexp (4*t))
/25-1/25

y =

(18xcos (3*xt)*xexp (4*t)) /25-(49*sin (3*t)*xexp (4*t))
/25+7/25

6. Eliminand functia z, se obtine ecuatia: y” — y = 0, cu solutia:
y = Cre' + Cre™.
Din substitutia x = ¢y’ + 2y, va rezulta:

Tr = 301€t + Cgeit.
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Folosind conditiile: z(0) = 2, y(0) = —1, se obtin valorile: C} =

Solutia problemei este:
(zpmi
y=5e' —je”

, Oy = ——.

N W

N[N ©

Solutie Matlab:

syms x(t) y(t)

eqns=[diff (x)==2*%xx-3*y, diff (y)==x-2%y];

conds=[x(0)==2, y(0)==-1];

[x yl=dsolve(eqns, conds)

fplot(t,x,[0 3],'-")

hold on

fplot(t,y,[0 3],'--")

hold off

legend ('x(t)=9/2e"t - 5/2e"{-t}', 'y(t)=3/2e"t - 5/2
e"{-t}")

x =

(9%exp(t))/2 - (5*xexp(-t))/2

y =

(3xexp(t))/2 - (bxexp(-t))/2

90 7
a0 | | avaizetsize’
— — y(t)=3i2¢"-5/2¢™
70t /
,.-'
/
60 [
50
40 ¢
301
/'/
20 rd
10
(g3 L
0 05 1 15 2 25 3

Figura 3.8: Solutia problemei: ' = 22 —3y, v = x—2y, (0) = 2, y(0) = —1
7. I Aplicam metoda eliminarii. Se deriveaza prima ecuatie a sistemului.

=y +d = =2t yt =" =20+



144 CAPITOLUL 3. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

Ecuatia z” — 2’ — 22 = 0 are solutia generala:
= Cre® + Che .

Din primele doua ecuatii ale sistemului, se determina y.

y=x+2 —y=y+y=c+2 =y +y=23Ce",

cu solutia generala: y = yo + y,, unde yo = Cse™* 5i y, = Cre*'. Rezulta ci:
y = Cse "+ CLe?.

Din prima ecuatie a sistemului, se determina z:

=0 —y=2=201"—Cre ' —Cse ' —C1e* = 2 = C1e* — (Cy + C3)e .

xr = 0162t + Oge_t
Solutia generald a sistemului este: y = Cre? + Cse* .
z=C1e® — (Cy + C3)e!

0 11
IT Se determina valorile si vectorii proprii ai matricei A= | 1 0 1
110
-2 1 1
det(A—A3)=0<| 1 —-X 1 [=0=02-ANXN+1)2=0
1 1 =X
Valorile proprii sunt: Ay = 2, Ay 3 = —1. Vectorii proprii V; se determina din:

0 —Airv1+vgt+v3 =0
(A—)\ng)‘/;: 0 ~ vy — A ve +v3 =0 7221,_3
0 U1+U2—)\Z"U3:0

—2U1+02+U3:O 1
Pentru A =2 = v —209+v3=0 =vy=v9=v3=V] = 1
V1 + Vg — 21}3 =0 1
V1 +v3+v3=0
Pentru A = -1 = v1 + v2 +v3 =0 . Matricea acestui sistem are rangul

V1 + U + U3 = 0
unu iar ordinul de multiplicitate al lui A este doi. Vor rezulta doi vectori
liniar independenti: V5 si V3.

Alegem vy = 1. Din ecuatia 1 + vy + v3 = 0, rezulta vy = —vy — 1.
1 0 1 0 1
Vg = vy - 1 + 0 = Vh = 1 , V= 0

vy — 1 1 1 1 1
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Solutia generala a sistemului este:

8

CiVie* + (CyVa + C3V3) et

SIS
|

1 0

ISIINSI
Il

1 -1

adica:
xr = 01€2t + Cge_t
y = Cre* + Che™?
z=C1e* — (Cy+ C3) et

Solutie Matlab:

[x y zl=dsolve('Dx=y+z', 'Dy=x+z', 'Dz=x+y','t"')

X =

Cl*xexp(2*t) - C2*xexp(-t) - C3*exp(-t)
y =

Clxexp (2*t) + C2*exp(-t)

z =

Clxexp (2*t) + C3*exp(-t)

8. Vom rezolva sistemul prin doua metode.

I Aplicam metoda eliminarii. Derivam prima ecuatie si obtinem:

1

Cl 1 62t + Cg 1 €_t + Cg

==y +d="=—2—-2x+2=2"+2=0.

145

Ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale obtinute este 7> +1 = 0 cu

radacinile 7 o = £7. Rezulta ca:
z = Cicost + Cysint.

Din primele doua ecuatii ale sistemului, se obtine:

Yy —y=a =1y —y=—-C)sint + Cycost.

Ecuatia diferentiala liniara neomogena obtinuta are solutia y = yo + yp.
Din ecuatia omogena asociata ¢y’ —y = 0 deducem ca yy = Cse’.

Determinam solutia particulara y,, folosind forma membrului drept al

ecuatiel neomogene.

f(t) = —Cysint + Cycost = y, = acost + bsint =y, = —asint + bcost
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Inlocuind 1n ecuatia neomogena, prin identificare rezulta:

a:a;@, bZCl—;C2:>yp201502COSt+Cl+CZ

Am obtinut astfel:

sint.

01—02C C1 + Gy

y = Cse’ + ost + sint.

Pentru a determina functia z, folosim a doua ecuatie a sistemului dat.

Ci+C —-C1+Cy
z:y':>z:Cget+%cost+%smt.

Solutia generala a sistemului dat este:

x = Cicost+ Cysint
_Cl—CQC C1+ Cy

5 ost + sint 4+ Cyet
Cy, + C - C
z = 1—5 QCOSt—I-%Sth—FOget

Din conditiile z(0) = 1, y(0) = 2, 2(0) = 1, se obtine solutia:

xr = cost—sint
y = cost+ et
2z = —sint+ et

IT Rezolvam sistemul prin metoda valorilor si vectorilor proprii.

0 -1 1
Determinam valorile proprii ale matricei A = 0 0 1
-1 0 1
- -1 1
det(A—)\Ig):0$ 0 =X 1 :0:/\1:1, )\273:ﬂ:l’
-1 0 1-—2A
Pentru \; = 1, relatia (A — Al3) - V = 03 devine:
-1 -1 1 Uy 0 —v; — vy +v3 =0 v 0
0 -1 1 Vg =] 0| & —vy +v3 =0 Ul__v
-1 0 0 vs 0 —vy = 2T
0
Se obtine V; = | 1
1
Pentru A\ = 1, are loc egalitatea:
-1 —1 1 U1 0 —ivl—U2+U3:0
0 —1 1 . V2 = 0 = —tvg+v3 =0

—1 0 1—3i V3 0 —o 4 (1—i)vy=0
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1—2
Alegand v3 = 1, va rezulta v; =1 — 7 gi v = —i. Notam V = —1
1
Determinam Re (V - €) i Im (V- €), tinand cont ca:
e = cost +isint.
1—14 cost +isint — i (cost + isint)
Vet = —1 (cost + isint) = —i(cost + isint)
1 cost +1sint
cost +sint sint — cost
= sint +1 —cost
cost sint
Rq;@w Im@;“)
Rezulta ca:
T 0 cost +sint sint — cost
y | =Ce- | 1 | +C sint + C4 —cost ,
z 1 cost sint

x = (Cy —C3)cost+ (Cy + C3)sint
y = Cie! — Cycost + Cysint , C1, Oy, C3 € R.
z=Chel + Cycost + Ossint

Printr-o redefinire a constantelor, se poate observa ca solutia generala
obtinuta prin ambele metode este aceeasi.

Solutie Matlab

syms x(t) y(t) z (%)

equns=[diff (x)==-y+z, diff(y)==z, diff(z)==-x+z];
conds=[x(0)==1,y(0)==2,2(0)==1];

[x vy z]=dsolve(eqns, conds)

~

1/2)*xcos(t + pi/4)

nm ~ 1

os(t) + exp(t)

N o< N XN
| ]

exp(t) - sin(t)
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Pentru a vizualiza graficul solutiei problemei, se scriu comenzile:

tmin=-2; tmax=2; nt=30;

t=1linspace (tmin, tmax,nt) ;

x=cos(t)-sin(t);

y=cos (t)+exp(t);

z=-sin(t)+exp(t);

plot(t,x,'-r',t,y,'-b',t,z,'-g")

legend ('x(t)=cos(t) - sin(t)','y(t)=cos(t)+exp(t)',
'z(t)=-sin(t) + exp(t)"')

x(tf=cos(t)-sin(t)

§ || yit=cosityrexpit)
2(t)=-sin(tj+expit)

Figura 3.9: Solutia problemei 2/ = —y + 2z, ¢ = 2, 2/ = —x + z, 2(0) = 1,
y(0) =2, 2(0) =1

9. a) Solutia generala a sistemului simetric este: F(x,y) = C, unde F
este o integrala prima a sistemului.

dr d
—:—y:>xdx+ydy:O:>x2+y2:C, C eR
F(zy)
dx d 22 2 x
b) — = id Sy = Ty Sy = iy (ecuatie omogena)
x x x x
y oz +y? y

Se face schimbarea de functie: u = LN Y =u+xu.
x

1 1 1
utau ==-+u=zdu=-dz = udu=-dzr = u>=2nz+C
U U T

2
Solutia generala: y_2 —2lnx=C.
x
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10. a) Se determina doua integrale prime.
d d
/ ‘x = / ,y :>ln<tg£>:ln<tgg>+ln01
sinx siny 2 2
/‘@x - /‘q2:¢1n0g£)21n0g3>+hML
sinx sin 2 2 2

Solutia generala:

T Y
tg— = Citg=
g B 118 5
x z
tg—= = Chtg—
g B 218 5
b) Se egaleaza primele doua rapoarte, apoi ultimele doua.
d d
—f = —y:>wd:c:ydy:>x2—y2:(71
(Y xy
d d d d
Y _ _Z:>_y:—zz>lny:lnz+ln02
xy xz Y z
2,2
Solutia sistemului simetric este: { Ty ¢
Yy = CQZ

c) Egalam primul si al treilea raport, apoi ultimele doua rapoarte.

dx dz
— = L o322 dr=22dz=>2—22=C)
2z 3x?
d dz 3 3
- — =>——dy=dz= - —2z=0,
— 222 322 Y2 y
2—-22 = O
Solutia sistemului simetric este: 3 .
- — Z = CQ
Y
11. a) O integrala prima se obtine din egalitatea primelor doua rapoarte.
de d dx d x
—:—y:/—:/—y:lnx:lny+ln01:—201
T Y Z Y Y

Determinam a doua integrala prima printr-o combinatie integrabila.

de. dy dz  de+dy—dz
vy aty r+y—(z+y)

=dr+dy—dz=0=2+y—2=0C,

Solutia sistemului este:

2=,
x+y—z:02 )
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b) Se determina o integrala prima egaland primele doua rapoarte.

d d d d
—x:—yé—x:—yélnleny+ln01:>£:01
20z 2yz T Y Y

Pentru a doua integrala prima, vom scrie sistemul sub forma:

d_x_@_ 2zdz xdr—ydy —2zdz

)

x y a2 —y? 0
de unde rezulta:
rdr —ydy —2zdz =0 = 2% —y? — 222 = O,

r=Cy

Solutia sistemului este: { 2?22y

c) O integrala prima va rezulta din primele doua rapoarte.

dz dy 2 2
x_yQZxTy2>2:L’dx:2ydy‘/=>l’ —y =0

A doua integrala prima se obtine printr-o combinatie integrabila.

dz dy dz
dx d dz T x x
@ _ 4 _ = y Y —me, = — g
xy? 2ty oz (22 +y?) 0 z z
?—y*=C
Solutia generala a sistemului este: Ty c
— =03
2z

12. a) Aplicam metoda combinatiilor integrabile.

dx dy dz dac%—dy—kdzj . o
t(y—2) ylz—2) z(r—y) 0 1
dzx dy dz
dx dy dz T Tyt
= = = = Inz+Iny+lnz =InC
r(y—z) yl—z) z(@-y 0 i
Solutia generala a sistemului este: { rHyt+z=0 .
xyz = Cy

b) Se determina doua integrale prime.

de.  dy  dz dr — dy — 2dz _dr —dy —2dz
24z z—20 w4y 2wrz—z+2r-—20—2y 0
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=dr—dy—2dz2=0=2—y—22=0C)
de.  dy dz  zdr +ydy — 2dz

2y+z_z—2:ﬂ:x+y_ 0

= zdr+ydy — 2dz =0 = 22 + 9% — 22 = O

r—y—2z = (4

lutia sistemului simetric este: .
Solutia sistemului simetric este {x2+y2—22 o

13. a) O integrala prima se obtine din egalitatea primelor doua rapoarte.

d d d d
_f _y:>_x:—y:>lnx:—lny—|—ln01:>l‘yzc1
T -y T -y

Pentru a obtine a doua integrala prima, egalam ultimele doua rapoarte, fo-

losind relatia x = =L

dy dz dy dz 9
- = = — = ydy = -Cidz
—xy P Gy oy 7Y '

3 3
Prin integrare, se obtine: % = —(C1z + (5, de unde rezulta: % +xyz = Cy,

sau, echivalent: y® + 3zyz = Cs.
xy = Cy

Solutia sistemului simetric este: { 4 Bz = Oy

b) Prima integrala prima rezulta din primele doua rapoarte.

d d
_x:_yilnleny—i—lncljzzcl
T Y Y

Din relatia z = C1y si ultimele doua rapoarte, se obtine:

d d
Y 22:>C’1ydy:dz:>01y2:2z—|—02:>xy:2z—|—02
) Chy
x
L . : - =0
Solutia sistemului simetric este: Y .
xy — 2z = Ch

14. Rezolvand sistemul dat in forma normala, obtinem succesiv:

Y=y=a"=y =>1"=cv=1=Cre +Ce

y=a =y=Ce — Cre ™.
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Solutia generala a sistemului dat este:

_ t —t
{ r = 016 + 026 (341>

y = Ciel — Che™t ~

Sistemul dat este echivalent cu sistemul simetric:
de  dy
y

dt.

Se determina doua integrale prime.

d d
—x:—yixdx:ydy:aﬁ—yQ:Kl
Yy x
dr +d
PN s (edy) =t K= 1ty = Kod
Tty
Solutia generala a sistemului simetric este:
-y =K,
r+y= Kyl

Din acest sistem, se pot determina functiile x(t) si y(¢).
Vom obtine:

K, Ky,
m(t)—QCQG ~|—26,
K, ., K,
t) = ——t 22t
yt) = =55 T3
K K
Notand 72 = (", 2_K12 = (y, se obtine solutia (3.4.1]).

15. Sistemul dat este echivalent cu sistemul simetric:

dz dy dz

y+z x+z Tty

Se determina 3 integrale prime, folosind metoda combinatiilor integrabile.

dr —d

A dt =In(zx —y)=—t+InC, =z —y=Cre"

y—x

dr —d

j_xz = dt=In(z—2)=—t+InCy =z —2=Che"
dr 4+ dy + dz

— = dt=1 =2t+InC3 = = Cye*
2@yt n(r+y+ 2) +InCy=x+y+=z 2e
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Solutia generala a sistemului simetric este:

x—1y=Cle?

r—z=Che”
T+y+2z=Cse?

t

Determinam expresiile functiilor z, y, 2.

Adunand relatiile (1), (2), (3), se obtine:

ci+C C
p= 2 ; 2ot 4 ?36%.

Din relatia (1) se determina:

—_201 +Cs et + %e%.

y=x—Cie ' =y= 5 3

iar din relatia (2) va rezulta:

—Cl — 2G5 et %e%.
3 3

z=x—Che = 2=

3.5 Exercitii propuse

1. Sa se rezolve sistemele:

Y, = —y1+ 2y
a) L oy

Ys = Y1 — Y2
b) { yi = —y1 +8y2

/ _
Yo = Y1+ Y2
2. Sa se rezolve sistemele:

vy = =31+ 2y
a) ;o

Yo = —2y1+ e

¥ = 4dr+vy
b) { y = —x+6y

¥ o= Tr+y
c) ;o

Yy = —x+5y

¥ = —r+2
a) {y/ — 233—?/
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b) yi = 2y1_y2
Yy = Y1+ 2y

¥ = —x+y
C) { y/ — —5{E + y
4. Sa se rezolve sistemele:
2) ¥ = r—y+t
y = —dor—2y+3t+2
¥ = y+et
RS
¥(t) = —2x+y+cost
c) ' _
y'(t) = 4o + vy

¥ = x+2 B B
¥ = —3r—y B B
o {0 D T 0 =10 -1

6. Sa se rezolve sistemele:

¥ = 3r—y+z
a) ¢ ¥y = —z+5by—=z
2 = r—y+3z

¥ = 3y—4z

¥ = 2x—y+2z
Y T+ 2z
2 = 2r+y—=z

b) { y o= -z
2 = 2z+y
C){

7. Sa se rezolve problemele Cauchy:

¥ = o+y-—3z z(0) = 2
! de+y—2z , y(0) = 1
2 = 2x+y-—6z 2(0) = —1

a){
¢ = —rtyt+zte
b)

<
Il

’ r—y+z+et 2(0)=y(0)=2(0)=0
? = s4y+z+4

<
Il
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8. Sa se integreze urmatoarele sisteme simetrice:

a) dz _ dy
3y2 —2x
dx dy
b) 55 =—
24y ay

9. Sa se integreze urmatoarele sisteme simetrice:

) de dy dz
a _— = — = —
x3 P z
dx dy dz
b) sin? z - sin? T gin?
y  sin®z
dz  dy dz

¢) T 2y \/z

10. Sa se integreze urmatoarele sisteme simetrice:
dr  dy  dz
y x  2x+43y

dz dy dz
22—y oz —y
) dx dy dz
C = =

22 -3y  3x—4z 4dy—2z

a)

b)

11. Sa se integreze urmatoarele sisteme simetrice:

de.  dy  dz
as—y_x+y_z

a)

b) de.  dy dz
20z 2z 22 —a?—y?
de _dy _d

C) = =
rz Yz xy

/
o . ' = o -
12. Sa se rezolve sistemul: { ;L yx . Sa se scrie sistemul sub forma

simetrica si sa se integreze.

¥r=x—=z

13. Sa se rezolve sistemul: Yy =y —z . Sa se scrie sistemul sub forma

2 =2z
simetrica gi sa se integreze.



Capitolul 4

Ecuatii cu derivate partiale

4.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul
intai
4.1.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul I liniare

Definitia 4.1.1. Se numeste ecuatie cu deriwate partiale de ordin I liniara
si omogend o ecuatie de forma:

ou ou ou
X i—+Xo—+...+ X, =0, 4.1.1
Yo, * 28352 et oz, ( )
unde X;,i = 1,...,n sunt funclii reale de n variabile iar v = u(xy, ..., x,)

este functia necunoscuta.
Sistemul caracteristic asociat ecuatiei (4.1.1)) este sistemul simetric:

d[El d[L'Q o dxn

(4.1.2)

Daca solutia sistemului este data prin relatiile:
Fl=C.Fy=Cy.. . .Fyy=Cyi,
atunci solutia generals a ecuatiei este:
w=®(F,...,Fyy),

unde ® este o functie arbitrara de n — 1 variabile.
Curbele integrale ale sistemului (4.1.2)) se numesc curbe caracteristice ale
ecuatiei (4.1.1)).

156
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0 0 0
Exemplul 4.1.2. Sa se rezolve ecuatia: m—u + 2y—u — z—u =
ox dy 0z

Solutie: Sistemul caracteristic asociat este:

de  dy dz
r 2y —z
Determinam doua integrale prime.
d d
Y_= = lny=2lnz+InC; = lny—Inz>=mnC;, = 1:01
2y  w x?
d d
@ = Inr=-Inz4+InCy = Inx+Inz=InCy; = zz=0C
x —z

Solutia ecuatiei diferentiale cu derivate partiale este:

u=®o (i, xz) .
22
Calculul simbolic al solutiei unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul I se
poate face folosind comanda pdsolve din Maple.

Pentru exemplul de mai sus, vom scrie:

pde:=x*diff (u(x,y,z) ,x)+2xy*diff (u(x,y,z),y)-z*diff (u(x,y,z),z)=0;

(Lt ) 2 (L) = (Lt ) -0

pdsolve(pde) ;

_ Y
U({L‘,y,Z) - Fl (;»Zl‘)
Problema Cauchy pentru ecuatia (4.1.1) este problema determinarii
solutiei ecuatiei, care pentru o valoare fixata a unei variabile, se reduce la o

functie data ¢:

u<.§L’1, ey L1 Ly T 15 - - - ,.I‘n) = ¢($1, ey Li 1, i1y - - ,SL’n) .

Observatia 4.1.3. A rezolva problema Cauchy pentru ecualia (4.1.1),
inseamnd a determina suprafata integralda care contine curba:

i Lig
u = ¢('T17'"axi—laxi—i—l)"'axn)
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Exemplul 4.1.4. Sa se rezolve problema Cauchy:

Solutie: Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este:

d d
Tx:_—g:>3dx+2dy:0.

Se obtine integrala prima:
3x+2y=0C,

deci solutia ecuatiei cu derivate partiale este:
u(z,y) =@ (32 +2y) .

Din sistemul:

3r+2y=C
y=0
u=ux
rezulta 3z = C, deci u = 3
Solutia problemei Cauchy:
2
u(z,y) =z + ?y

Solutie Maple:

pde:=2x(diff (u(x, y),x))-3*(diff (u(x,y),y))=0
0 0

u(z,0) =z

ice:=u(x,0)=x

sols:= pdsolve({pde,ice}, u(x, y))

9
u(z,y) =+ 3V
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Exemplul 4.1.5. Sad se rezolve problema Cauchy:
ou L ou n Ju 0
r— — 4 axy— = 0,
ox y(‘?y y@z
u(z,y,0) = 2 +y%
Solutie: Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este:
de.  dy dz
r oy ay
Din primele doua rapoarte se obtine: T Ch.
N
Py
Pentru a obtine a doua integrala prima, vom scrie:
dz  dy dz  ydr+ady —2dz
r oy xy 0 ’
Integrand ecuatia ydz 4+ xdy — 2dz = 0 rezulta xy — 22 = Cs.
F
2
Solutia generala a ecuatiei date este:
u(z,y,z) = (z,xy — 22) )
)
Pentru a obtine solutia problemei Cauchy, se scrie sistemul:
z_g
)
xy —2z2=0y
z2=0
u=1z*+y?
. . . .. v 2 ) 2 CZ .
Din primele trei ecuatii rezulta z* = C,C5 si y° = o de unde, folosind
1
ultima ecuatie, se obtine:
Co
=10y + —.
u 109 + Cl

Inlocuind ¢4 si C5 cu integralele prime Fj si Fy, se obtine solutia problemei:

u(z,y, 2) = (zy — 22) (f + y) .

Yy T
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4.1.2 Ecuatii cu derivate partiale cvasiliniare

Definitia 4.1.6. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniara
este o ecuatie de forma:

Ju ou
Xi—+ ...+ X,— = X, 41, 4.1.3
1@1’1 al‘n + ( )
unde uw = u(xy,...,x,) este functia necunoscuta iar X; = (x1,...,T,,u)

sunt functii definite pe un domeniu D C R"™L, care admit derivate partiale
continue pe D si care nu se anuleaza simultan pe D.

Sistemul caracteristic asociat ecuatiei (4.1.3)) este sistemul simetric:

dxy dx,, du
L g . 4.1.4
X, X,  Xun ( )

Solutia generala a ecuatiei (4.1.3)) este data implicit de ecuatia:
o (F,...,F,) =0,

unde @ este o functie arbitrara de n variabile, care admite derivate partiale
de ordinul intai continue iar Fi, ..., F,, sunt integrale prime independente ale

sistemului (4.1.4)).

Observatia 4.1.7. Pentru o ecuatie cu derivate partiale cvasiliniara de
forma:

0 0
fl(xay7z)a_;+f2(x7y)z)a_;:f3(xay7z>7 (415>
sistemul caracteristic asociat
dz dy dz

f1<x7y72) B f2(x7y7 Z) a f3($,y, Z)
are solutia generala:

{ Fl(xayaz) :Cl
F2(x7yaz) :OQ ’

care reprezinta o familie de curbe care depind de 2 parametri.
Solutia generala a ecuatiei este:
O (Fy (r,y,2), Fy(x,y,2)) =0,

unde O este o functie arbitrara de douad variabile.
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0 0
Exemplul 4.1.8. Sa se integreze ecuatia: :L'za—z + yza—z =x.
T Y

Solutie: Sistemul caracteristic asociat este:

dr_dy _de

rz Yz x

Determinam doua integrale prime.

d d d d

@ _ Y = &Y = lhnhr—lhy=InC; = fzcb
rz Yz x Y Y

d d 2 2
g :>dZE:ZdZ:>.T:Z—+02:>.T—Z—:OQ.
Tz T 2 2

Solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale este:

2
@(f,x—z—)zo,
Y 2
22 T ) T
r——=0¢|—)|=>2"=20—-2¢0(—|.
2 y Y

Solutie Maple:

de unde rezulta:

pde:= x*zx(diff (z(x,y),x))+y*z*x(diff(z(x,y),y))=x;

w2 (a%z(x,y)) +yz ((%z(x,y)) —

pdsolve(pde) ;

z2(z,y) = /22 + Fy <%)

161

Solutia unei probleme Cauchy pentru ecuatia (4.1.5)) se reduce la a afla

suprafata care contine o curba data.

Exemplul 4.1.9. Sa se afle suprafata integrala a ecuatiei:

care trece prin curba { . 9
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Solutie: Sistemul caracteristic asociat este:

de dy  dz

yz xz  —2xy

Din primele doua rapoarte avem:
rde = ydy = 22 —y? = O},

iar din ultimele doua rapoarte rezulta:
2

—2ydy = 2dz = y* + % = (.

Solutia generala a ecuatiei date este:

22
P (a:z —yz,y2+5) = 0.

Pentru aflarea solutiei problemei Cauchy, se determina o relatie intre con-
stantele C; si C5 din sistemul:

£B2 _ y2 — Cl
2 Z2 C
Y-+ 5 =
z=3
r? 4+ y* =16
Din primele trei ecuatii se obtin relatiile:
9
y2 - 02 - 57
9
.172 = 01 + CQ - —.
2
Inlocuind in ultima ecuatie, rezulta conditia:
Ch + 20, = 25.

2
2
Tinand cont de egalitatile C; = 2% — 3% 5i Cy = y? + o rezultd ecuatia:

r? 4 y* + 2* = 25.
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4.1.3 Linii de camp, suprafete de camp

Fie U ¢ R® i V : U — V5 un camp vectorial de clasia C', fira puncte
singulare.

Definitia 4.1.10. Se numeste linie de camp pentru campul vectorial

o curba din spaliu cu proprietatea ca in orice punct M (x,y,z) vectorul
V (z,y, z) este tangent la curba.

Teorema 4.1.11. Lindile de camp ale campului vectorial V sunt graficele
solutitlor sistemului simetric:

de _dy _de
P Q R’

Exemplul 4.1.12. Sa se afle linia de camp a campului vectorial
V(z,y,2) = 2wz + 2yzj + (2* — )k,
care trece prin punctul M(1,1,1).

Solutie: Sistemul simetric care determina liniile de camp este:

dz dy dz
20z 2yz a2 —y?

O integrala prima rezulta din primele doua rapoarte:

d d d d
de _dy dr_dy @

= = (4.
20z 2yz T Y Y !

A doua integrala se obtine scriind sistemul sub forma:

dzx

dy = 2zdz  xdr—ydy
T y _xQ—yQ_ 22 — 2

= 2zdz = rde—ydy = 22 = 22 —y*+C.

Se obtine solutia:

x=Chy
222—x2+y2:C’2

Linia de camp care trece prin punctul M (1,1, 1) este definita prin ecuatiile:

r—y=20
222 —a* Yyt =27
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Definitia 4.1.13. Se numeste suprafata de camp a unui camp vectorial,
orice suprafata generata de o linie de camp a campului vectorial respectiv.

Teorema 4.1.14. O suprafata S este suprafata de camp pentru un camp
vectorial V' daca si numai daca V(M) este continut in planul tangent la
suprafata S in punctul M € (S).

Se considera un camp vectorial V = (P, Q, R) si o suprafata S definit#
prin ecuatia F(z,y,z) = 0, unde F' : U — R este de clasd C'. S este
suprafati de cAmp pentru V daca si numai daca F(z,y, z) = 0 este solutie a
ecuatiei cu derivate partiale:

P(z,y, Z)a_x +Q(z,y, Z)a_y + R(z,y, 2)5 =0,

numita ecuatia suprafetelor de camp ale campului V.
Exemplul 4.1.15. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial
V = wy%i + 2*yj + 2(2® + )k,

=2y

care trece prin curba { 1

o . . dxdy dz : .
Solutie: Sistemul simetric — = —= = —————- are integralele prime:
xy? 2ty z(a?+y?)

$2 - y2201, ﬁ:CQ
z

Generatoarele suprafetei de camp au ecuatiile:

z
172 o y2 — Cl
Ty
Din sistemul: z _2 , se obtine conditia 2C7 = 3C5, de unde rezulta
x=2y
z=1

ecuatia explicita a suprafetei de camp: z = ————.
2(z* — y?)
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4.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi

4.2.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi cvasi-
liniare

Prin formularea matematica a unor probleme fizice se pot obtine ecuatii
diferentiale liniare cu derivate partiale de ordinul al doilea.

Definitia 4.2.1. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi cva-
siliniara o ecuatie diferentiala de forma:

0%u 0*u 0*u ou Ou
a(ﬂc,y)a + 2b(x, y)a o (:z:,y)a—y2 + d<x,y,u, I a—y)_o, (4.2.1)

unde v = u(z,y) € C*(D) este functia necunoscutd, functiile a,b,c sunt
continue pe D C R? astfel incdat a® + b*> + ¢® # 0 iar d este o functie definitd
pe un domeniu din D x R3.

Forma canonica a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi:

0%u ou Ou
Ou Ju\ _ - .
a) 920y + f ( Yot 5 8y> 0 (de tip hiperbolic)
0%u ou Ou . .
b) 92 + f (x 2w ) =0 (de tip parabolic)
Pu  u ou Ou o
) gt ot f ( Us 5 (9_y> =0 (de tip eliptic)

Teorema 4.2.2. Orice ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi cvasiliniara
poate fi adusa la una dintre cele trei forme canonice.

Pentru a reduce la forma canonica o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
doi, se foloseste ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice:

ay'2—2by’+c:O.

Ecuatia diferentials (4 este:

a) de tip hiperbolic daca b* — ac > 0
b) de tip parabolic daci b* — ac =0
c) de tip eliptic dacd v* —ac < 0.

Vom prezenta si vom exemplifica, pentru fiecare tip de ecuatie, aducerea la
forma canonica.

De asemenea, vom exemplifica obtinerea solutiei unei ecuatii cu derivate
partiale de ordinul doi, scrisa in forma canonica.
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4.2.2 Reducerea la forma canonica

Cazul I A > 0 = ecuatie de tip hiperbolic
Solutiile ecuatiei diferentiale a curbelor caracteristice sunt:

;L b+ Vb? —ac

a

Y

Integrand aceste ecuatii diferentiale, obtinem:

B - o . 5 - Fl(xvy)
Fl(_r’y)—Cl, FQ(xyy)_CZ‘ Notam : { n= FQ(I7y) '

Se calculeaza derivatele partiale de ordinul intai si doi pentru functia compusa

u(z,y) = U(&(z, ), n(z,y))
si se inlocuiesc in ecuatia initiala. Se vor folosi formulele:

Ou_QUDE Uy | O QUDE Uy

0z~ O¢ 0z Oy o oy~ 0y on oy
Forma canonica hiperbolica obtinuta este:
0*U
0&0n
Observatia 4.2.3. Notand o =&+ n i f =& —n, ecuatia se scrie

echivalent: 52 52 o0
v_ v, v ovy _
90z a_/82+f1 (04;577% 60/86) 0.

Ultima ecuatie poate fi obtinuta si direct, notand:

ou 8U)

+f1 (57777 U78_€’8_77 = 0. (422)

a = Fl(xhy) + FQ(xvy)’ 5 = Fl(xay) - FQ(xuy)
Exemplul 4.2.4. Sa se reduca la forma canonica ecuatia:

0%u 0%u 0%u ou ou
4 B R e}
0x? 0xdy 3 0y? ox 6 dy 0

Solutie: Avem a = 1,20 = —4,¢ =3 = b*> —ac = 1 > 0. Rezulta ca
ecuatia este de tip hiperbolic. Ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice:

y/2+4y/+3:()
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are solutiile y’ = —1 si ¥’ = —3. Prin integrare se obtine:
y=—x+Cisiy=-3r+Co=>x+y=C15i3x+y=Cs.

€= sty _ €=1 g=1
= 3rv+y n, =3, n,=1
Calculam derivatele partiale ale functiei u(z,y) = U(&(z,y), n(z,y)).

Notam:

du QUOE Uy OU  OU du QUIE dUd 9U 9U

or  0cox " onox 0 om0y oty onoy  0¢
Pu U g U oy L PU B OV 9y QU U

0*U

= 2 A3 = ——t +
ox? 8{2 85877 8x onog \8& on? \820_/ 02 0&0n
g e 1 3
Pu_ U 96 PU gy U 0 U oy _FU_PU R
oy 0€2 Oy  0&on ay omoE oy  on? Oy  O€2 0E0n  On?
- -~ -~

1 1 1 1

Pu  0*U 06  0*U 0On 0PU o€ 0*U on  0*U | 0*U 00U
= 2 b o 3 c A3 A = e d 43
oxdy  0&2 Oy 0&On Oy ono¢ Oy on? Oy 0¢2  0&dn On?

~— —~— ~— ~—

1 1 1 1

Inlocuind in ecuatia initiala derivatele partiale calculate, va rezulta ecuatia:

0*U 0*U 0*U  0*U 0*U 0*U 09U | 9*U | 0*U

—4 -1 —12
e +68§8n+9 a7 e 6a§8n an2+3352 +68§8n+3
ou ou oU ou 0*U ou
—2— —6— — — = di — 4— =0.
3¢ 6577+60§+6 = 0, adica, 85077+ o€ 0
Forma canonica hiperbolica a ecuatiei date este:
02U B 8_U B
ocon 0

Cazul IT A = 0 = ecuatie de tip parabolic

Ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice are radacina dubla ¢y’ = —

Prin integrare, se obtine F'(x,y) = C. Notam: f?

)
Se calculeaza derivatele partiale ale functiei u(z,y) = U(§ ( ), n(x,y)) sise
inlocuiesc in ecuatia data. Se obtine forma canonica:

0*U ou oU
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Observatia 4.2.5. Se poate folosi notatia { f; F(z,y) . In acest caz,
se va obtine forma canonica:
0*U oUu oU
U, — 0. 4.2.4
a a9 + f2 (ga m, 85 ) ( )

Exemplul 4.2.6. Sa se reduca la forma canonica ecuatia:

282u o 0*u N 2 0%u ou
a2~ “Yoray yaQ oz

Solutie: a = 2?2, 2b = —2zy, ¢ = y?> = b*> — ac = 0, deci ecuatia data
este de tip parabolic. Ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice:

nylz_‘_nyy/_‘_yQ:o

are radacina dubla ¢y’ = - Rezolvam ecuatia diferentiala obtinuta:
x
1 1
—dy=——dz=Ihy=—-—Inzx+InC = 2y="C.
Y x

§ = wy &=y, § =1
= y :
=y ny =0, n,=1
Derivatele partiale ale functiei u(z,y) = U((z,y), n(x,y)) sunt:
ou 8U8£+8U877 aU ou 8U8£+8U817 G_U ou
o 0§ 0x  On Ox 85 ay o0& 0y On dy 85

Fu_ O°U 00, OU o _ ,0U
o2~ Y oer " ax "V ocon’ Jz, —Y e

Notam:

Y 0
Pu U ag U oy PU 0 FU Oy _ LU 09U
a5 =T a5 +x o T +55 =2’ +27 ;
0y? 852 05877 ay 87785 3y on? 8y 0&? 85877 on?
T 1 T 1
0*u _ou 82U' % +y 0*U 077 U L 0*U n 02U
0wy 0c Y oe 2 Yocon ay o e TV beon
T 1

Inlocuind derivatele partiale calculate in ecuatia initiala, obtinem:

) 2PU U U, U U LU L0

—2x%y? —2zy? +aty? — > T2zy — 2—|—2 Y——

Y e 2 g €2 D€ o€ acon Y oy

oU
9¢

=0.
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Reducand termenii asemenea, rezulta ecuatia:

, 02U 02U

Cazul IIT A < 0 = ecuatie de tip eliptic
In acest caz, ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice are solutii complexe:

,  bEivac—b?

a

Y Prin integrare obtinem :

: N {=a(z,y)
Fis(x,y) =a(z,y) £16(z,y). Notam :
12(2,9) = alz,y) £ if(z,y) { n = B(z.y)
Calculand derivatele partiale pentru u(z,y) = U(&(z,y), n(z,y)) si inlocuind
in ecuatia data, rezulta forma canonica:

o*U  0*U
_+_2+f3 (§’n7U7

U oU
aez " o

Daca f3 = 0 atunci ecuatia (4.2.5)) devine ecuatia lui Laplace.

Exemplul 4.2.7. Sa se reduca la forma canonica ecuatia:

2 2 2
8u_2 0 u +28u20.
0x? 0xdy 0y?

Solutie: Deoarece a = 1, 2b = —2, ¢ = 2, rezulti ca b*> —ac = —1 < 0,
deci ecuatia data este de tip eliptic.
Ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice este:

y/2+2y/+220

si are radacinile complexe conjugate 3y’ = —1 % 1.
Prin integrare se obtin solutiile y = (=1 + i)z + C; iy = (=1 — i)z + Cy,
care se scriu echivalent astfel:

x+y—ir=C,x+y+iv=Cs.

— /I !
Notam 4 & = #1v o &=L §=1
n = = m =1 mn,=0
Calculam derivatele partiale ale functiei u(z,y) = U(&(x, y), n(z,y)).

Qu QUOE Uy OU QU du QU Udy U

0x  D€0r  Ondx  0E oy dy  OEdy  onoy 0
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O _PU 0 QU dn  PU 9 QU oy U PU U

— . + . e _l_ - — = _l_ _I_
2 2 2 2 27
ox o0& 8133 0&0n 8135 onog 81:10 an alx o0& o0&dn  On

Pu_FU 0 U on _ U
gy 0 Oy 9 dy - 9

\1,./ \0,/
OFu QU 06 U on U 0 U oy U OU
0xdy  0& Oy O0On Oy 0OndEé Oy  On?2 Oy 0 OEon

Dupa inlocuirea in ecuatia initiala si reducerea termenilor asemenea, se obtine
forma canonica:

o | v
0&? on?

=0 (ecuatia lui Laplace).

In cazul ecuatiilor cu derivate partiale de ordinul al doilea, nu exista metode
pentru determinarea solutiei generale. Unele ecuatii scrise in forma canonica
pot fi integrate, cum ar fi urmatoarele exemple:

2
a) Ecuatia %TIQJ = 0 este echivalenta cu % (%_[5]) = 0, de unde rezulta
ca ou = ¢(n). Integrand din nou, se obtine:

o€
U(&,m) = Eo(n) +1b(n).

2
b) Ecuatia 88 5577 = 0 se scrie (% (g—g) = (0. Prin integrare se obtine

— = f(n). Integrand din nou, rezulta:

U(&,m) = ¢(n) + (&)

O ecuatie de forma (4.2.1]) exprima un fenomen fizic care este bine determinat
daca se cunosc anumite conditii suplimentare (conditii initiale sau conditii la
limita). Problema Cauchy asociata ecuatiei consta in determinarea
solutiei ecuatiei respective, pentru care au loc conditiile:

u(‘T?yO) = f(l’),

w,(r,y0) = g(x).
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Exemplul 4.2.8. Sad se rezolve problema Cauchy:

0%u 0%u 0%u ou
—6 8 =0, u(0,y) =v> —(0,vy) = .
Solutie: Ecuatia y? + 6y’ + 8 = 0 are solutiile y = —2 si v/ = —4.

Ecuatiile curbelor caracteristice sunt:

20+ y=Crside+y=Cs.

Folosind schimbarea de variabile: {=2u4y , ecuatia data se va reduce
n=4r +y
la forma canonica:
o°’U 0
0o

Integrand succesiv de doua ori, se obtine solutia generala a ecuatiei:

U(&n) = f(&) +9n).
Revenind la variabilele initiale, solutia generala este:
u(z,y) = f(2r +y) +g(dz +y).

Problema Cauchy:

u(0,y) = y° o JW+gly) = y?

+(0,y) =y 2f"(y) +44'(y) =y

2
Integrand a doua ecuatie se obtine: 2f(y) + 4g(y) = % +C.

5 C
fy) +9ly) = fy)=sv* -5
Din sistemul 5 A P o rezulta 23 20 ;
fly) +49(y) = 5 + gly) = =59+ 5
de unde obtinem:
5 C
fRr+y) = —2z+y)? - =
2 2
3
gl +y) = —S(z+y)’+ 2

Solutia problemei Cauchy este:

5 3
u(z,y) = 5(% +y)? - 5(455 + )2
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4.2.3 Ecuatii ale fizicii matematice

Ecuatiile cu derivate partiale pot fi folosite la descrierea matematica a
unor fenomene din fizica, tehnica etc.

Astfel, ecuatiile de tip hiperbolic pot descrie fenomene ondulatorii, cele
de tip parabolic modeleaza, de exemplu, transferul de substante care are loc
intr-un proces de difuzie iar ecuatiile de tip eliptic sunt utile in descrierea
unor fenomene statice.

Exemple de ecuatii ale fizicii matematice: ecuatia coardei vibrante
(ecuatie de tip hiperbolic), ecuatia caldurii (de tip parabolic), ecuatia lui
Laplace, ecuatia lui Poisson (ecuatii de tip eliptic).

Ecuatia coardei vibrante

Un exemplu de ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi de tip hiperbolic
este ecuatia coardei vibrante. Aceasta ecuatie descrie oscilatiile (vibratiile)
transversale ale unei coarde (fir flexibil tensionat). Oscilatiile pot fi libere sau
fortate (coarda este supusa unei forte exterioare), iar coarda poate fi finita
sau infinita.

Ecuatia coardei vibrante finite
Se considera o coarda finita de lungime [, fixata la capete si care oscileaza in
planul xOwu. Ecuatia coardei vibrante finite este:

uly = a*ulls, (4.2.6)

unde u = u(z,t) reprezinta abaterea de la pozitia de echilibru a unui punct
de pe coarda, de abscisa x, la momentul .

Constanta a? depinde de proprietitile fizice ale coardei (tensiune, densitate).
Conditiile initiale:

u<$70) = f(x) 51 u;(:L‘,O) = g(m)a LS [O? l]

indica, pentru un punct de abscisa x, starea in care se afla coarda si viteza
la momentul initial ¢ = 0.
Conditiile la limita:

u(0,t) = u(l,t) =0, t € [0,00)

exprima faptul ca extremitatile coardei sunt fixate.
Solutia problemei:

- t t
u(z,t) = Z (A cos m;a + B, sin m;a ) - sin @ , unde (4.2.7)

9l
/ f(x sin—dx B,=—1[ g(x) sin#dm, n € N*. (4.2.8)

 nma
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Observatia 4.2.9. Fcuatia se mai numeste ecuatia undelor, fiind
intdlnita si in probleme de propagare a undelor (acustice, optice, electromag-
netice). Constanta a® are semnificalii fizice specifice fiecdrui caz considerat.

Exemplul 4.2.10. Sa se rezolve problema:

Solutie: Avem: f(x) =
Din formulele (4.2.8) rezulta:

1 2
A, —/ f(z sinwdx—/ xsin?dij/ (2—x)sm%dx—
0 1

nrxil 2 ' nmx 2 nrri2 2 [? nrz
= ——x cos —| +— [ cos —dx——(2—x) cos —| —— [ cos —dz =
nmw 2 lo nm/y 2 nmw 2 I nm/y 2
2 nmw n 4 . nrx 1_|_ 2 nmw 4 . nmx)|? 8 . nmw
= —— COoS — sin —— — COS — — sin = sin —
nm 2  n2r2 2 lo nm 2 n2yr? 2 11 n2r? 2

Din g(z) =0= B, =0.
Aplicand formula (4.2.7)), se obtine solutia:

8 — 1 t
u(x,t)zﬁzﬁsm%cos%sin%.

n=1

Observatia 4.2.11. FEcuatia descrie oscilatiile libere ale unei coarde
finite. Cand oscilatiile sunt intretinute printr-o forta exterioard h(x,t) care
actioneazd asupra unei coarde finite, avem ecuatlia:

uly = a*ulls + h(x,1t).

Ecuatia corzii vibrante infinite
In cazul unei coarde infinite, oscilatiile libere sunt descrise prin ecuatia:

uly = a*ulls
si conditiile initiale:
u(x,0) = f(z) st uy(x,0) = g(z), x € R.
Solutia problemei (formula lui d’Alembert):

flx—at)+ f(x+at) 1 /“‘”

u(z,t) = + —

5 5 g(s)ds. (4.2.9)

—at
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Exemplul 4.2.12. Sa se rezolve problemas:

2

ufy = a’ulls, u(x,0) =sinz, u)(x,0) = 1.

Solutie: Avem: f(x)=sinz, g(z) = 1.

r+at r+at
/ g(s)ds = / ds = s [27% = 2at

flx — m;) + f(x + at) _7sin(x — at) + sin(z + at)
2 B 2

sin x cos at — sin at cos x + sin x cos at + sin at cos x .
= 5 = sinx cos at

Din formula (4.2.9) rezulta solutia:

u(z,t) = cosatsinx +t.

Ecuatia propagarii caldurii printr-o bara finita

Ecuatia propagarii caldurii este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
doi de tip parabolic. Ecuatia a fost obtinuta de J. Fourier in anul 1822.
Se considera o bara omogena situata pe axa Ox, de lungime [, izolata termic.
Se noteaza prin u(z,t) temperatura in punctul x la momentul ¢.
Functia u verifica ecuatia:
up = a’ulls . (4.2.10)

Coeficientul a depinde de proprietatile fizice ale barei date:

a=—,
cp
unde k reprezinta conductivitatea termica, ¢ este caldura specifica a barei iar
p este densitatea.
Conditiile la limita:
uw(0,t) =u(l,t) =0 (4.2.11)
se refera la faptul ca temperatura la capetele barei este 0°.
Conditia initiala
u(z,0) = f(z), z € [0,] (4.2.12)
arata ca se cunoaste distributia temperaturii la momentul ¢ = 0.
Solutia ecuatiei (4.2.10|) cand au loc conditiile (4.2.11)) si (4.2.12)) este:

2.2 2 nmx

u(z,t) = Z by-e T ® sin 5 unde (4.2.13)
n=1

l
by = %/ f(x)sin #dx, n> 1. (4.2.14)
0
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Exemplul 4.2.13. Sa se rezolve problema v, = v, daca au loc conditiile
u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = sinmz.

Solutie: Avem: a = 1,1 =14l f(x) = sinnz.
Formula (4.2.13) devine: u(z,t) = 3 b, - ™™™ . sin nrre.
n=1

1
Folosind (4.2.14), se calculeaza coeficientii b, = 2 [ sin7a sin nrzdz, n > 1.
0

cos(a — b) — cos(a + b)
2

Stiind ca sinasinb = , putem scrie:

_ sinmz(l —n)

1 1 g 1 1
b, = /0 [cos (1l —n) —cosmx(l +n)|de = p _sinmz(1+n)

o w(1+n) lo

Deci, pentru n # 1, rezulta b, = 0 iar pentru n = 1 vom avea:
1 1
by = 2/ sin rrdr = / (1 — cos2mz)dz = z|p = 1.
0 0

Solutia problemei este:  u(z,t) = e ™ sin 7.

Observatia 4.2.14. Propagarea caldurii printr-o bara infinita este expri-

mata de ecuatia st de conditia initiala
u(z,0) = f(z), z € R.

Alte ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi
1. Ecuatia lui Laplace:
Au = up +uyz = 0.

Functile u(z,y) care verifica ecuatia lui Laplace se numesc functii armonice.
2. Ecuatia lui Poisson: Au = u, +uy, = f(z,y).

a) Problema lui Dirichlet consta in rezolvarea ecuatiei lui Poisson cand se

cunosc valorile pe frontiera C' a unui domeniu D:

Au = f, u’C:g.

b) Problema lui Neumann consta in rezolvarea ecuatiei lui Poisson cand se
cunosc valorile derivatei in directia derivatei normalei la frontiera:
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4.3 Exercitii rezolvate

1. Sa se determine solutia generala a ecuatiilor:

a)x%—l— @%-( —I—)@—O
ox yay vy Dz
ou ou ou
b) — — - =0
) 5, TYy+2) o 2y +z) 5
2. Sa se determine solutia generala a ecuatiilor:
a) x(y—Z)%er(z—w)g—; = z(z—y)
0z 0z
2% -~ 2 _
b) z e xyay +y°=0
3. Sa se determine solutia generala a ecuatiilor:
ou 50U ou
2 22 -0
a) TYH T 8y+y28z
b) xy% —IQg—Z—l—yz—O

4. Sa se rezolve problema Cauchy:

ou ou
Yor —ma—y =0, x>0, u(z,0) =x.

5. Sa se rezolve problema Cauchy:

ou ,0u ou
— 2=t = =2z(z —x).
S + (z—2) » x 0, u(z,0,2) 2(z —x)

6. Sa se determine suprafata care verifica ecuatia:

0: 0= _
Tor y@y_z

si trece prin curba xz =y, z = 2.

7. Sa se determine suprafata care verifica ecuatia:

0z 0z
Qy% + 3x2ya—y + 622y =0

si trece prin curba x = 0, 2z = 2.
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8. Fie campul vectorial

V(z,y,2) = (y—2)i+ (2 —2)j + (x — y)k-
a) Sa se determine liniile de caAmp ale cAmpului vectorial V.

b) S& se determine suprafata de cAmp a campului vectorial V| care

r=y

trece prin curba .
=z

9. Sa se reduca la forma canonica urmatoarele ecuatii cu derivate partiale
de ordinul doi:

2) 20U 0% _
0x? Oy?
b) 2(92u 0%*u +$282u —x@— @ B
Yoz~ “Vora a2 “or Yoy

0%u 0%u 0%u

¢ +4 +5 =0
) 0x? 0x0y 0y?
10. Sa se reduca la forma canonica ecuatia:
0%u 0%u 0%u
.9 . 2 _
sin x@ — 2ysinx 920y +y i 0.

11. Sa se aduca la forma canonica gi sa se integreze urmatoarea ecuatie cu
derivate partiale:

2 2 o
8u_48u +48u ou 28u_

Ox? Oxdy oy? + or "oy 0

12. Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

0*u 0%u 0*u
+2 - =
ox? 0x0y oy?

care indeplineste conditiile u(z,0) = 322, —(z,0) = 0.

13. Sa se determine solutia ecuatiei:

"
25

up = 4u
cu conditiile la limita:
u(0,t) = u(l,t) =0, Vt € [0,00)
si conditiile initiale:

u(z,0) = h(x — 2?), uj(x,0) =0, Vz € [0, 1].
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14. Sa se rezolve problema:

uf‘,/? = ug?v u(x,O) = ZL‘Q, u;(w,O) = 0.

15. Sa se rezolve problema u; = u!,, daca au loc conditiile:

u(0,t) = u (g, t) =0, u(x,0) = sin 2x.

Solutii:

1. a) Ecuatia este cu derivate partiale de ordinul 1 liniara. Se atageaza
sistemul caracteristic:

dz dy  dz

x Y r+y

Acest sistem are integralele prime:
x
— =0, v4+y—z=C.
Y
Solutia ecuatiei date este:
x
u(xayv'Z) =9 (_755+y_2) )
Y

unde ® este o functie arbitrara de doua variabile.

b) Se determina doua integrale prime ale sistemului caracteristic asociat:

dy dz
do = = :
y(y+z) 2y+2)
d d d d
v — —Z:>—y:—2:>lny:lnz+ln01:>gzc1
y(y+ 2) y+z) oy oz ?
d d 1
dz = yt §:>a::— + Cs
(y+2) y+z

Solutia generala a ecuatiei date este:

1
uzcb(y,x—k >,
z Y+ 2z

unde ® este o functie arbitrara de doua variabile.
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2. a) Ecuatia este cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniara. Se
atageaza sistemul caracteristic:

dz dy dz
z(y—2) yk-2) z(@-y)

Integralele prime sunt:
Fi(zy,2)=xz+y+ 2z, Fy(x,y,z) =xyz.
Solutia ecuatiei date este z (z,y) definita implicit de:
O (z+y+ z,2yz) =0,
b) Sistemul caracteristic este:

dx dy

dz

2 —zy  —y?

Din primele doua rapoarte, se obtine:

dﬁ_d_y|/
T -y

Inx+Iny =1InC}
xy = Ch.

Din ultimele doua rapoarte, tinand cont de egalitatea xy = (', va rezulta:

dy _ dz
-, —y2
3y*dy — 3C1dz =0 ‘ /
Y} —3C 2 = C,
y® — 3ayz = Cs.

Solutia generala a ecuatiei date este:
P (xy, T~ 3a:yz) =0,

adica:
Y2+ ¢ (zy)

Buyz —y’ = ¢ (vy) & 2 = 30y
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dx d dz
3. a) Sistemul caracteristic asociat este: — = _y2 = —.
ry - Yz
dz dd
— = —y2:>mdx:—ydy:>x2—|—y2:01
xy —T
dz dz dz dz =
— = —=—=—=-=0
xy Yz x z z

Solutia generala a ecuatiei date este:
x
u:@<x2+y2, —).
z

b) Folosind solutia obtinuta la exercitiul anterior, solutia generala a
ecuatiei cu derivate partiale cvasiliniara se scrie astfel:

x x x
<I><x2+ 2 —) =0, adica, = =¢(2* +1) @ 1= —— .
v S =@ +y) S 1 )
4. Se atageaza sistemul caracteristic si se rezolva.
der d
—:—yﬁxd$+ydy:0:>:c2+y220
Y —x
Solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale este:
u = ®(x* +y*), unde ® este o functie arbitrara.
Determinam solutia problemei Cauchy.
?+y*=C
y=20 =1=V0=u=VC=u=22+12
u=uzx

Solutia problemei este: u = /22 + y2, z > 0.

Suprafata integrala obtinuta este o portiune dintr-un con.

In continuare, vom prezenta instructiunile Matlab folosite pentru reprezen-
tarea grafica a suprafetei conice:

2?2 =a2? + 9% pentruz > 0siz > 0.
x=linspace(0,2); y=linspace(-2,2);
[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=sqrt (Y. 2+X.°2);

figure;

surf (X,Y,Z, 'FaceAlpha',1, 'EdgeColor', 'none');
xlabel ('x'); ylabel('y'); zlabel('z');
title('z"2=x"2+y"2, x>0, z>0");

grid on
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zg=xg+y2, x>0, z>0

5. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei date este:

dx dy %

z  (x—2)2 =
O integrala prima rezulta din egalitatea dintre primul si al treilea raport.

der dz
— =T =gdr=zdz =2 -2 =0
z T ~——
F1
Pentru a obtine a doua integrala prima, se foloseste metoda combinatiilor

integrabile.

dr —dz dy
r—z  —(z—2)2

= (r—2)(dz—d2)+dy=0= (z—2)* +2y = Cy
~—

1)
Solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale este:
u(z,y,z) =@ (2> — 2%, (. — 2)* + 2y) .
Pentru a determina solutia problemei Cauchy, se scrie sistemul:

2?—22=C
(x—2)? 42y = Cy
y=20
u=2z(z —x)

?
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Din primele trei ecuatii se exprima x i 2z in functie de C; si Cy, apoi se
inlocuiesc in ultima ecuatie a sistemului.

-2 =0 :>$_C1+02 2_01—02
(CL’ - 2)2 = C12 24/ Cg ’ 24/ Cg
G =0y =0y

—==u=0,—-C

Inlocuind C} si Cy cu Fi si Fy, va rezulta solutia problemei Cauchy:
u(w,y,z) = (r — 2)2 + 2y — 4+ u(z,y,z) =2y + 222 — 2z2.

6. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este:

dx
T —y z

_dy _dz

Din primele doua rapoarte rezulta:

d d
ﬁ+ﬁzw/
T Yy

Inzx+Iny =InCy
xy = Cq,

deci o integrala prima este:
Fi(z,y,2) = zy.
Analog, din ultimele doua rapoarte rezulta:
yz = Cy,
deci a doua integrala prima este:
By (z,y,2) = yz.
Solutia generala a ecuatiei date este:

¢ (zy)
-

O (zy,yz) =0, adica, z =

Pentru a determina functia ¢, din sistemul:

xy = C}
yz = Cy
r=y
z =1

, se determina o relatie intre C' si Cs.
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Din prima si a treia ecuatie se obtine 22 = C}, de unde, tinand cont de ultima,
ecuatie, rezulta z = (.
Din primele doua ecuatii, rezulta:

Gz G _#an G
C, z C¥ ox? c?
S-a obtinut relatia:
3 5 _ o
0—12 =0, & O] =C5.

Inlocuind C1 g1 Cy cu Fy si Fy, va rezulta suprafata:
3y? = y?2* = 2’y = 2? (ecuatia implicita).
Explicitand, solutia problemei date este: z = +va3z.

Pentru reprezentarea grafica a solutiei, se folosesc instructiunile Matlab:

x=linspace(0.1,10,100);

y=linspace(0.1,10,100);

[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=(sqrt(X.*Y).~3)./Y;

figure;

surf (X,Y,Z, 'FaceAlpha', 0.7, 'EdgeColor', 'mone');
xlabel('x"'); ylabel('y'); zlabel('z');
title('z"2=x"3y"');

grid on

2t=xdy
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7. Sistemul caracteristic este:
dz dy dz

2y 322  —6x2y
O integrala prima se obtine din primele doua rapoarte.
32%dr = 2ydy ) /
2 —y? =0

A doua integrala prima va rezulta din ultimele doua rapoarte.

—2ydy = dz ‘ /

y2 +z= C2
Solutia generala a ecuatiei date este:
) (:c3 — 3yt + z) =0, adicd, 2 = —y* + ¢ (x3 — yz) ,

unde @, ¢ sunt functii arbitrare.
Solutia problemei Cauchy se obtine din sistemul:

2 —y?=C)
v +z=Cy
xr=0
2z = 1

Din primele 3 ecuatii rezulti: y2 = —C} si 2 = Cy + C;. Inlocuind in ultima
ecuatie, se obtine conditia:

2(02 -+ Cl) = —Cl =4 301 + 202 =0.
Solutia problemei este:
3(#°—y?) +2(y +2) =0& 22 =y* - 32°.

Pentru reprezentarea grafica a suprafetei integrale obtinute, se folosesc
urmatoarele instructiuni Matlab:

x=linspace(-2,2); y=linspace(-2,2);
[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=(Y."2-3%X.°3)/2;

figure;

surf (X,Y,Z, 'FaceAlpha', 1, 'EdgeColor', 'mone');
xlabel ('x'); ylabel('y'); zlabel('z');
title('z=(y"2-3x"3)/2"');

grid on



4.3. EXERCITII REZOLVATE 185

z=(y%-3x%) 1 2

Se obtin integralele prime:

{ rt+y+z=0C (ecuatiile liniilor de camp).

vty 2 =0

rT+yt+z= Ch
2., .2 2 _
b) Din sistemul: v yxtz =G , rezulta conditia C? = 3Cs.
rT=z

Inlocuind pe Cy si Cy cu Fy = x4y + 2z si Fy = 22 + 42 + 22, se obtine
suprafata de camp:

(x 41y +2)% =3(2® + %+ 22).
9. a) Ecuatia caracteristica atagata ecuatiei cu derivate partiale este:
22—y = 0.

Deoarece A = 422y? > 0, rezulta cd ecuatia data este de tip hiperbolic.

y2

ﬁzﬂ/(fﬁ):i

=0 y? = Yy
x
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y = gé%:d—xélny—lnlenC’l@y:C&
x Yy x x
, Y dy dz
Yy = = —=——=hy+he=hC, s zy==C
x Yy x
£ = wy &L=y, §=x
Notam: y = Y 1
n = E Ne = mQ? 77y E
Calculam derivatele partiale ale functiei u(z,y) = U(&(z,y), n(z,v)).
ou 0oU 8§+8U.@ Ou_ OU  yoU
O~ D€ r Oy r ar ~ Yoc T 220
a§+3U.@ ouw_ OU 10U
(9y (95 dy 0Jn Oy oy 06  xOn
O _ (U 0 PU o) 3y 9U Ly (U 00U oy
ox? 082 Ox  0&0n O x3 On  x2 \0&dn Ox  On*> Ox

GPU 2R Uy
02 1?2 90n  x3 0n  xt On?

0%u 0?U o 9*U  0n 1 /090U 0¢ O°U 0On

o " ( _> x (35377 y ap 8y)

ae7 "oy " ogon oy
— 82 + 2 82U + i . 82_U
B 8{2 0oy x2  On?

Inlocuind in ecuatia data, se obtine:

$2y282U 82U +2y8U y?O’U 5 ,0°U (92U y* *U

g2 _ z - =0,

o Yottt v Taor TV ee "W aton 2o

adica:

02U +2y8U:> 0?U 10U
00y  x On 00n 2wy On

Forma canonica a ecuatiei date este:

0*U 10U

0&on 2§ On

_42

b) Ecuatia caracteristica atasata este y*y” + 2xyy’ + 22 = 0.

Deoarece A = 4 (zy* — 2?y?) = 0, ecuatia dati este de tip parabolic.
Se obtine:
, 2:z:y x dy

y =— — <:> ——£<:>a:dx+ydy:0<:>:v2+y2:0
2y? dx Y

)



4.3. EXERCITII REZOLVATE

_ 2 2
Se noteaza: { fn—w ty ,u(x,y) =

=X
du U ¢ an 6u_28U
or  9¢ Oz a Oz ¢
N R
gy 0 9y o oy ay e

respectiv:

Fu LU OPU QU OU

ox2 0&? o&on — On? an

FPu U P

ooy Yaer T “ocon

82U LU QU

ar ~ Woae o

187

U(&,m). Se calculeaza derivatele:

ou

on

Inlocuind in ecuatia data, dupa reducerea termenilor asemenea, se obtine:

82U . 8_U ( ¢ — ) 0*U ou
Yo T o T oy T
Forma canonica a ecuatiei date este:
oU _m U _
o P—E0n

c) Ecuatia caracteristicd este: 12

cu derivate partiale data este de tip eliptic.
Solutiile ecuatiei caracteristice sunt: 3y’ = 2 4+ 4. Prin integrare, rezulta:

y=2x+tixr—C&2xr—ytxi

§=2x —

Se noteaza: {
n==x

ou oU 85 L ou ou 877
8:70 88 or  On Oz
o  oU on
%3 5 o
@ L 0U S N 0?U on
ox? 852 83: 85877 (9&:

:2 :1

Y s =2¢

Se calculeaza derivatele partiale ale functiei u(x,y)

=C.

— 4y +5=0, cu A <0, deci ecuatia

=—-1, =1 n,=0

=U(&(z,y),n(x,y)).

Ou 8U ou
dr Ot
7 Ou %U !
dy 85
02U 43 +82 on
8587} 83: on? &L’

:2



188 CAPITOLUL 4. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE

O U 96 OV oy PU 06 FU oy
oxdy 0 Oy 0fon Oy omoE Oy  on2 Oy’
—~— —— —~— —~—

=1 -0 =1 =0
Pu_ U 06 U n
oy2 0 9y 0&On Oy’
-~ —~
=1 =0
de unde rezulta:
d%u 0*U o*U  0*U
S Rl St
0x? 0&? ocon — On?
0%u _282_[] B 0*U
Oxdy o0&z Otom’
Iy? g%

Dupa inlocuire in ecuatia data si dupa reducerea termenilor asemenea, se
obtine forma canonica:

2 2
68?[2] + ?97(2] =0 (ecuatia lui Laplace).

10. Ecuatia caracteristica este:

d d
sian-y'2+2ysinx-y'+y2:0<:>(sina:-y'+y)2:0<:>—y—|- o
y  sinx

= O’
de unde, prin integrare, rezulta:

lny+lntg% = lanytgg =C.

X
=ytg =
{f ytg g
n=y

Dupa calculul derivatelor partiale ale functiei:

u(z,y) = UE(x,y),n(r,y)),

inlocuirea acestora in ecuatia data si reducerea termenilor asemenea, se va
obtine forma canonica:

Se noteaza:

PU 2 U
o 42 o¢
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11. Ecuatia caracteristicd este: 32 + 4y’ +4 = 0, cu A = 0, deci ecuatia
data este de tip parabolic.
Din 3/ = —2 rezulta y = —2z + C, adica: 2z +y = C.
E=2x+vy
n==x
partiale de ordinul intai si doi ale functiei:

Se face schimbarea de variabile: si se calculeaza derivatele

u(z,y) = UE(x, y),n(z,y)),

tinand cont ca &, =2, § =1, =1, n, =0.

ou 28U ou ou oU

dr T COE o dy o€
0%u 02U 0*U  0?U
— = 4 +4 +
0x? 0&? ocon — On?
Pu 282_U N 0*U
oxdy 0L OE0n
o _ v
Oy? - DE2

Prin inlocuire in ecuatia data, dupa reducerea termenilor asemenea, se va
obtine forma canonica:
0*U  oU
on? + on

Vom integra de doua ori ecuatia scrisa in forma canonica.

0 (oU oUu
8_7](8_77+U):O:>8_7]+U:f(§)

0.

Ecuatia obtinuta se poate integra ca ecuatie liniara de ordinul I, avand functia
necunoscuta U de variabila 7.

U+U=f&)=U=¢eT" (g(§)+/6nf(§)d77) ;

adica:
U=e"9(&)+ (&)

Revenind la variabilele x si y, solutia ecuatiei date este:

u(z,y) = e g2z +y) + f(2x + ).
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12. Ecuatia caracteristicd este: ¢y — 2y’ — 3 =0, cu A > 0, deci ecuatia
cu derivate partiale data este de tip hiperbolic.
Solutiile ecuatiei caracteristice sunt: ¢} = 3 i y5 = —1. Rezulta:

3v—y=0C, v+y=0Cs.

Se efectueaza schimbarea de variabile:

§=3cx—y o r_ r_ o
{7]:1,+y :>§x—3,€y— 1’7712_]‘7/’73/_1‘
Derivatele partiale ale functiei u(z,y) = U({(z,y), n(x,y)) sunt:
ou _ U U ou_ou U
ox — T0¢  On’ oy 05 On
0*u 0?U 0*U  0°U
=— = 9 +6 +
0x? 0¢? ocon — On?
0*u 0*U 0*U 90U
= 3% - 4227 |
Oxdy 0&? oson — on?
0*u 0*U 0*U  0*U

a2 ~ o2 Cocon o

Inlocuind in ecuatia data, se obtine:

982U—i—6 02U +E?QU_682U+4 02U +282U —382U—i—6 0*U _382U 0
02 "0&0n  On? 0g2 " 0on T On? 0g2 " Togon T on2

de unde rezulta forma canonica a ecuatiei:

0*U 0*U
=0 =

3%, 3%

Solutia generala a ecuatiei scrise in forma canonica se obtine integrand suc-
cesiv de doua ori.

o0 [oU oU
a_g(a_n) =0= 5 = A =UEn=F0)+9(),

de unde, revenind la variabilele z si y, vom obtine solutia generala a ecuatiei
cu derivate partiale date:

u(z,y) = fz+y)+ 9Bz —y). (4.3.1)
Pentru a afla solutia problemei Cauchy, derivam in raport cu variabila y
functia u(z,y).

% ou

3y flla+y) —gdBr—y) = a—y(x, 0) = f'(z) — g'(32)

16 0.
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u(x,0) = 322 a2 f(x) + g(3z) = 322
- f(z) + 9(32) = 3
g;amzo ﬁ{nm@—awm:o {

Rezolvand sistemul obtinut, rezulta functiile:

3,3 _ 92 3
fz)=-x +4C', g(3x)—4x 40.

1 3
Din expresia lui g(3x) se obtine: g(z) = sz—ZC. Din relatia (4.3.1|) rezulta:

ule,y) = S+ 9)* + (80 )"

Dupa efectuarea calculelor, vom obtine solutia problemei Cauchy:
u(z,y) = 3% + >
13. Solutia problemei este:
u(z,t) = Z (A, cos2nmt + By, sin 2n7t) sinnmz.
n=1

Calculam coeficientii A, si B,.
Din g(z) = 0, rezultd c& B, =0, Vn > 1. Pentru f(z) = h(xz — 2?), rezulta:

! 2h 1 o2h [}
A, = 2/ h(z — 2?) sinnmrdr=——— (z — 2%) cos mra:‘ +— [ (1 — 2z) cos nraedx
0 nm o nm)
7
2h L 4h 1 4h 1
= 5 El — 2z)sinnmx . +n27r2 /0 sinnrrdr = ~ 5 cosTT|
=0
4h "
= n373 [1_(_1) ]
Coeficientii A,, sunt:
A 0, ke N tiv A Sh keN
= respectiv = :
2k ) ) b 2k+1 (2k + 1)378

Solutia problemei este:

8hem 1
— 5 cos2(2k + 1)t - sin(2k + 1) 7.

u(z,t) = —_—
™ (2k+1)
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14. Pentru ecuatia datd, avem: a =1, f(z)=2? g(z)=0.

Formula lui d’Alembert devine:

u<x7t):f(m—t)—;f(ert)Jr%/: s(ss = =1 ;(ert) |

Solutia problemei este:
u(z,t) = 2> + 12
15. Pentrua=1,1= g, f(z) = sin 2z, solutia problemei se scrie:

oo
a2t .
u(z,t) = g bp - e ™t sin 2na,
n=1

unde:

4
b, = — | sin2zsin2nzdz
T

o
El IR

SRS

/ [cos2x(1 — n) — cos 2x(1 + n)| dz.

Pentru n # 1 vom obtine:

b - 2 (sin2z(1—n) ’5 sin2z(14n) |z
T 2(1—n) o 2(1+n) o
2 (sinm(l-n) sinm(l+n)|
o7\ 2(1—n) 21+n) | 7
iar pentru n = 1 avem:
g s
4 . 9 2
by = — [ sin®2zxdz = — [ (1 —cosdx)dx = 1.
T T
0 0

Solutia problemei este:

4

u(x,t) = e sin 2.
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4.4 Exercitii propuse

1. Sa se rezolve ecuatiile cu derivate partiale liniare gi omogene:

ox yay_
ou ou
20U | 0U
b) y 8x+x o 0
ou ou
2— _— =
c) (1+m)0x+xy8y 0

3. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) x%— @
ox y@y
ou ou o,

ou ou
c) 9 T (2¢” _y)(‘)_y =

=0, u(z,1) =2x

0, u(0,y) =y

4. Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

Ju Ou _Ou
a) %+8_y+2&70’ u(l,y,2) = yz

ou ou ou

5. Sa se rezolve ecuatiile cu derivate partiale cvasiliniare:

193
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c) :ry?’% + :vzy?g—; =3z
6. Sa se afle solutia generala a ecuatiilor cu derivate partiale:
a) y%—i—x%—i—(?x—y)g—z =0
) z% — xyg—; =21z
c) (x—z)%—i—(y—z)g—; =2z
d) x%—k(any)g—erz% =0

7. Sa se determine suprafata care verifica ecuatia:

si care trece prin curba: x +y =2, yz = 1.

8. Sa se determine suprafetele integrale ale urmatoarelor ecuatii cu deri-
vate partiale cvasiliniare care trec prin curbele indicate:

0 0
a’) 'ra_z—i_ya_;:z_x:% $:2722y2+1
0 0
b) xa—;+ya—;:z—x2—y2, y=-22=1x—12°

9. Sa se determine liniile de camp pentru campul vectorial:

V(z,y,2) = (zz +y)i+ (x +y2)j + (1 — 2°)k
10. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial:
Vi(x,y,2) = 2xzi + 2yzj + (2* — 2° — )k,

22 +y? 22 =0

care trece prin curba { 0

11. Sa se reduca la forma canonica urmatoarele ecuatii cu derivate partiale
de ordinul doi:
)2 0%u N Pu  *u P ou  Ou
a —_— —_—— —
ox?  Oxdy 0y ox Oy
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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0%u 0%u 0%u
b) Ox? _6835834 +88y2 =0

Sa se reduca la forma canonica ecuatiile:

a) 2 T gy T @O O O,
a2 “ozay Y 2 T Tor Yoy~
0%u 0%u 0%u
b) 22— 220 _
) o T ey TV B
Sa se reduca la forma canonica ecuatiile:
0%u 0%u Pu Ou ou
—6 10 A
2) 0x? 0x0y + Oy? + ox s dy 0
0%u 0%u
b 27 7 27 7
)@ ox? tY 0y? 0

Sa se determine solutia problemei:
"o n _ o . ’ - T
Up = U2, u(0,t) =u(5,t) =0, u(z,0) =sinmz, u(x,0) = sin -
Sa se rezolve problema:

3

upy = w2, u(0,t) = u(m,t) =0, u(x,0) =sin’ z, uy(x,0) = sin 2z.

Sa se rezolve problemele:

a) ujy =uy, u(z,0) =z, uy(x,0) = —x

b) ufy = u!

"y, u(x,0) =sinz, uy(x,0) = cosz

Sa se determine solutia ecuatiei:

/! 1
Uy = 2,
daca au loc conditiile:

u(0,t) = u(3,t) =0, u(z,0) = sinmx + 2sin 37z,



Capitolul 5

Transformata Laplace

5.1 Definitii, proprietati

Definitia 5.1.1. Functia F' de variabila complexa definita prin

F(s) = / T et (), (5.1.1)

0
se numeste transformata Laplace a functiei f de variabild reala.

f se numeste functie original iar F' se numeste functie imagine.
Notatie: Transformata Laplace a functiei f se noteaza:

F(s) = L{f(t)}(s)-

De asemenea, se mai foloseste notatia L[f(t)].

Din formula , se observa ca transformata Laplace este o integrala
improprie cu parametru. Astfel, transformata Laplace a functiei f exista
daca integrala improprie din relatia este convergenta, adica, exista si

este finita limita N

lim e S f(t)dt.

T—00 0

Pentru ca o functie f sa fie functie original, trebuie sa indeplineasca
urmatoarele conditii:

(i) f(t)=0, YVt <0

(ii) pe orice interval marginit f este continua, cu exceptia unui numar finit
de puncte in care are discontinuitati de speta intai;

(ili) exista M > 0 si o0 > 0 astfel incat

If(t)| < Me Vit >0.

196
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Constanta o se numeste indice de crestere. Daca exista un cel mai mic indice
de crestere, notat oy, acesta se numeste abscisa de convergenta.
Multimea functiilor original se noteaza ).

Exemplul 5.1.2. Functia h(t) = ?’ iig este functie original $i este
cunoscuta ca functia lui Heaviside. Tmnsfo;mata Laplace este:
OO —st = —st B_St o 1
L{f(t)} = e "h(t)dt = e tdt = — = -,
0 0 s lo s
Exemplul 5.1.3. Transformata Laplace a functiei f(t) = e™ este:
Lle' = / e et = / (19 = et = 1
1—s o s—1
0 0

Teorema 5.1.4. Fie f € Q gi multimea D = {s € C | Re(s) > oo}, unde oy

[e.e]

este un indice de crestere al functiei f. Atunci integrala e S f(t)dt este
0
convergenta pentru orice s € D.

Teorema 5.1.5. Daca f este o functie original, atunci transformata Laplace
F wverifica relatia:

lim F(s) =0, unde Re(s) > oy.

S§—00

Proprietati ale transformatei Laplace
Fie f,g € Q, L{f(t)} = F(s), L{g(t)} = G(s).
L. L{af(t)+bg(t)} =aF(s)+bG(s)

2 L{f(at)} = ~F (f)

a a

3. a) L{e - f(1)) = F(s—a)  b) L{A(E—a)} = e F(s)
4. a) LU0} = sF(s) — £(0) (f(0+) - im f(t))

b) LLD(E)} =57 F(s) = 5™ F(0}) 572 1(04) - .. — FD(0,)
5. 8) L{(~0) - ()} = F'(s)  b) L{(~t)"- F(1)} = F)(s)

6. E{/Otf(u)du} - Fis>
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IO L

. oo t o0
In particular, are loc: / @ dt = / F(s)ds.
0 0

Transformatele Laplace ale functiilor elementare

1, t>0 1
1. f(t)_{ 0 t<0 :>F(S>_g’ Re(s) > 0
n!
1
3. f(t):e“t:>F(s):S_a, Re(s —a) >0
. a . .
4. f(t):smat:>F(s):SZ+—a2, Re(s — ai) > 0, Re(s +ai) >0
s . :
5. f(t):cosatﬁF(s):m, Re(s —ai) > 0, Re(s +ai) > 0
6. f(t):shatiF(s):ﬁ, Re(s —a) >0, Re(s+a) >0
7. f(t):chatﬁF(s):ﬁ, Re(s —a) > 0, Re(s +a) >0

Exemple 5.1.6. Sa se afle transformatele Laplace ale functiilor:
a) f(£) =2—=3t+t* b) f(t) =2e" + 5e*

Solutii: a) £ {f(1)} = 26 (1) -3L {1} 4+ £ {7} = 2~ 54 = = 25" ~3s5+2

2 5 7s+ 1

b) L{f(t)} =2L{e '} +5L{e*} = po| t T 22

Folosind proprietatile transformatei Laplace, se deduc formulele:

|
1. f(t) =t"e = F(s) = #
2. f(t) =tsinat = F(s) = (5224(—9—22)2
52 — a?

3. f(t) =tcosat = F(s) = [CETDE
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b
4. f(t) = e™sinbt = F(s) = m
5f@=W®W$F@:G;$%ﬁ

Proprietatea 5.1.7. Daca F(s) = L(f(t)) si G(s) = L(g(t)), atunci are loc

formula:
LA(fx9) @)} (s) = F(s) G (s),

G 0= [ F@g-ma

este produsul de convolutie al functiilor [ si g.

unde

Exemplul 5.1.8. Sa se afie transformata Laplace a integrale:

t
/ e” cos (t — 71)dr.
0

Solutie: Aplicand proprietatea (|5 , rezulta:

S

E{/OteT cos (t — 1) dT} =L{e' xcost}=L{e'} L{cost}= GoDEED)

1
Exemplul 5.1.9. Sa se determine originalul functiei F(s) = CESIEL
. 1 1 . : : :
Solutie: F(s) = 21 211 L{sint} - L{sint} = L {sint *sint},

deci originalul functiei date este:
f(t) =sint xsint.

Calculam produsul de convolutie:
t 1 t
sint xsint = / sinTsin(t — 7)dr = 5/ (cos(2T —t) — cost) dr
0 0

1 (sin(27 —t) ;
= - | ———=—7cos
2 2

t
— (sint — tcost) .

0

Rezulta ca: L1 { 1 _ sint — tcost
: ( .

s241)2 2
Proprietatea 5.1.10. Fie f € Q o functie periodica cu perioada T. Are loc
formula:

£U0) = T [
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5.2 Transformata Laplace inversa

Pentru a determina functia original f cand se cunoaste functia imagine
F, se foloseste transformata inversa a lui Laplace:

f(t) =L7H{F(s)}.

Folosind faptul ca operatorul lui Laplace £ este liniar, rezulta ca si £~ are
aceeasi proprietate. Are loc egalitatea:

L HaF(s)+bG(s)} =al {F(s)} +bLHG(s)}.

s+3

Exemplul 5.2.1. Functia original corespunzatoare functiei F(s) = P
s

este:

L {32+4}_£ {32+4}+2 L {82+4 —008275—1—25111275.

Transformata Laplace inversa se poate determina prin mai multe metode
dintre care cea mai simpla este descompunerea functiei imagine in functii
rationale simple a caror transformate inverse Laplace se cunosc.

Exemplul 5.2.2. Sa se determine functia original care corespunde functies

s+ 1

F(s) = TP

Solutie: Functia data se descompune in fractii rationale simple astfel:

s+1 _é E C

F(s)=—"1°- — .
(s) s2(s —2) 3+52+5—2
- . . 3 1 3 .
Prin identificare, obtinem: A = 7 B = —5 C = 7 deci
31 11 3 1
F(s)=—-—-——=+-
() 4s 282 4s—2
Rezulta ca 3 3
t - _ _ _ _t - 2t
. P(s) . o
Teorema 5.2.3. Fie F (s) = O0s) o functie rationala cu grad P < grad@).
s
Daca @ are radacinile sy, So, . .., S, cu ordinele de multiplicitate oy, . . ., oy,

atunci functia original [ este data de:

f(t) = Z (; lim ((s — s,)™ F (s) e“)(a'“_l) = ZRez (e F (s);sk) .

— 1! s>
1 (633 1).8 Sk
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Exemplul 5.2.4. Sa se aplice teorema functier de la exemplul .

s+1

Solutie: Pentru functia F(s) = 52(s — 2)

, numitorul are radacinile

31:0(a1:2)§i82:2(a2:1).
Aplicand teorema (5.2.3), vom avea:
f(t) = Rez(F(s)e™, s1) + Rez(F(s)e™, s2).

a2 st 1 ((s+Det) (s —2) = (s + De”
Rez(F(s)e*,0) = £1_r>r(1) [s (5 = 2)6 } £1_r)r(1) (5 2)
1 [+ (s+ Dte] (s =2) = (s+1)e* 3 ¢
B 5—0 (8 — 2)2 4 2,
st L sHL ] o [STL g 3
Rez(F(s)e*,2) = EB% {(s - Q)Me } = EE% l 2| = ¢
Se obtine: 5 ;
I B A
f(t) = 13 + 1€

Transformata Laplace inversa a unei functii imagine F' se mai poate afla
folosind dezvoltarea functiei F' in serie convergenta de functii a caror trans-
formate Laplace inverse se cunosc.

Teorema 5.2.5. Daca F (s) = Z G (pentru |s| > R) atunci

(seria fiind absolut gi uniform convergentd pentru t € R).

O alta metoda prin care se poate determina transformata Laplace inversa
a unei functii complexe olomorfe se bazeaza pe teorema urmatoare.

Teorema 5.2.6. Daca F' este o functie complexa de variabila complexa care
satisface conditiile:

1. este olomorfa in semiplanul Re(s) > oy,

2. lim F (s) = 0, uniform in raport cu args, pentru oricare s avand
S5—00

Re(s) > a > oy,
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a+i00
3. integrala / F (s)ds este absolut convergenta (a > 0),

atunci functia f definita prin formula ( Mellin - Fourier):
1 a-+ioo o
=50 [ Floets
este functie original si L{f (t)} (s) = F (s).
Comenzi in Matlab pentru transformata Laplace
Transformata Laplace a unei functii original se determina folosind comanda

laplace. Pentru determinarea originalului unei functii imagine date, se fo-
loseste comanda laplace.

Exemplul 5.2.7. Sd se determine L {cos®t}.

Din formula cos 3t = 4 cos®t — 3cost se obtine cos®t = 411 cos 3t + % cost.
Rezulta:
1 s 3 s  s(s247)
452+ TR +1 (s2+1)(s2+9)

1
L{cos’t} = Zﬁ {cos 375}—1—25 {cost} =

Solutie Matlab:

syms t s

f=cos(t) "3;

F=laplace(f)

F =

(873 + 7*s)/((s”2 + 1)*(s"2 + 9))

Exemplul 5.2.8. Sa se determine originalul functier

1
F —
)= =2 6+9)
1 1 1 1 1 1
Functia F se scrie: F(s) = ~9r 52 + 5 -2 + % 513 Aplicand
transformata Laplace inversa, se obtine:
1 1 1
A L L.
f(t) 55 ¢ —|—5e —|—25e

Solutie Matlab:

syms s

F=1/((s-2) "2x(s+3));

f=ilaplace (F)

f:

exp (-3*t) /25 - exp(2xt)/25 + (t*xexp(2xt))/5
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5.3 Aplicatii ale transformatei Laplace

Rezolvarea unor ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti

Se considera ecuatia diferentiala liniara neomogena, cu coeficienti
constanti:

™ (1) + ap_ 12"V () 4 - -+ a2’ (t) +agx (t) = f (1),
unde f € Q. Pentru a determina solutia z : [0,00) — R care verifica ecuatia
data si conditiile initiale
z(0) = zo,2' (0) = 21,..., 2"V (0) = 2,4,
se aplica transformata Laplace ecuatiei date. Pentru aceasta, se noteaza
LA{z(t)} = X(s), L{f(t)} = F(s) si se exprima transformatele Laplace
ale derivatelor 2’,...,2™ in functie de X(s) si de valorile xg, 21, ..., Tp_1.

Rezolvand ecuatia operatoriala obtinuta, se obtine functia X (s). Folosind
transformata Laplace inversa, se determina functia z(t).

Exemplul 5.3.1. 2”(t) — 52'(t) + 4z(t) = 2¢%, z(0) = 2, 2/(0) = 3

Solutie: Se aplica transformata Laplace ecuatiei date, folosind proprie-
tatea de liniaritate.

L{z"(t) — 5z'(t) + 4x(t)} = L {2e™},
adica,
L{"(t)} =L {2 (t)} + 4L {x(t)} = 2L {*}.

Se noteaza L {z(t)} = X(s) si se foloseste formula transformatei Laplace a
derivatei functiei original.

L{' ()} = sX(s)—x(0) =sX
L{z"(t)} = X(s) sx(0) — ( ) =5X(s) —2s — 3.

Ecuatia devine: s2X(s) —2s —3 —5(sX(s) —2) +4X(s) =
257 —135+23 2 1 1

= — + .
(s—3)(s?—=bs+4) s—1 s—3 s—4
Se aplica transformata Laplace inversa si se obtine solutia:

de unde rezulta X (s) =

w(t) = 2e' — ¥ + et
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Rezolvarea unor sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul
intai cu coeficienti constanti

Folosind transformata Laplace, un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul

sistem de ecuatii algebrice avand ca necunoscute transformatele Laplace ale
functiilor necunoscute ale sistemului dat. Dupa rezolvarea sistemului obtinut,
se aplica transformata Laplace inversa si rezulta solutia sistemului initial.

2(t) = bx(t) —4y(t)
y'(t) = dz(t) —4y(t) +1°
Solutie: Se noteaza L{z(t)} = X(s), L{y(t)} = Y(s) si se aplica
transformata Laplace fiecarei ecuatii. Se obtine sistemul:
sX(s) =  5X(s)—4Y(s) (s —5)X(s)+4Y(s) =
{ sY(s) = 5X(s)—4Y(s)+ % < { —5X(s)+(s+4)Y(s) =

Exemplul 5.3.2. { z(0) =0, y(0) =0

w |~ O

de unde rezulta:

—4 4 4 4
X(s) = g =t
(5) s?(s—1) s TE TS
-9 4 5 4
Y(s) = —— 2 ==

2(s—1) s s s—1
Folosind transformata Laplace inversa, se obtine solutia sistemului dat:
z(t) = 4+4t —4é
y(t) = 445t —4e'’
Calcul integral

Unele integrale improprii se pot calcula folosind proprietati ale transfor-
matei Laplace. De exemplu, pentru calculul unor integrale de forma

oo t oo
/ O / £ F (#)dt, n € N,
0 t 0
se aplica formulele:

[0~ [

/ Trrmar = (<1 E® (s)

0

[e.9]

.
y . * sint
Exemplul 5.3.3. Sa se calculeze integrala / — dt.
0

o L1 t oo oo 1
Solutie: / S dt:/ L{sint} (s)ds :/ ds = =
o 1 0 0 2

5241
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5.4 Exercitii rezolvate

1. Sa se determine transformatele Laplace pentru functiile:
a) f(t) = et
b) f(t) = €3 (sin 2t + cos 2t)
c) f(t) =sintcos2t

bt at
et —e
2. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei f (¢) = ;
Fsinu
3. Sa se calculeze transformata Laplace a integralei / du.
0 u

4. Sa se determine functiile original pentru urmatoarele functii:

2) F@):iffi
1
b) F(S):m

5. Sa se determine transformata Laplace inversa a functiei

F(s) =

(s+1)(s+2)(s+3)(s+4)

6. Sa se rezolve folosind transformata Laplace urmatoarele ecuatii
diferentiale cu conditiile initiale date:

a) a'(t) + 2x(t) = 4t, (0) =3
b) 2/(t) — x(t) =sin2t, x(0) =0

7. Sa se rezolve problema Cauchy:
y"(t) + 4y(t) = cos2t, y(0) = 1, ¥/ (0) = 1.
8. Sa se rezolve problema Cauchy:
y"(t) — 6y"(t) + 11y'(t) — 6y(t) =0, y (0) = 0, 3" (0) =1, ¥ (0) = 0.
9. Sa se rezolve problema Cauchy:

2"(t) + 2" (t) — 2z(t) = t, x(0) = 2/(0) = 0, 2"(0) = —1.
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10. Sa se determine solutia ecuatiei:

1
" t t -

daca z(0) = 0 i 2/(0) = 2.

11. Sa se rezolve problemele Cauchy urmatoare:

7 () = 3u(t)+4y(t) o
Y {y(t) — ozt —sy () T =0 =1
2 (t) = 6x(t) —3y(t) - B

b) { ") = 2z(t)—y(t)’ z(0)=2,y(0)=1

12. Sa se rezolve problema Cauchy:

2'(t) = 4x(t) + y(t) — 36t
{ y'(t) = —2x(t) j:y(t) _opt T (0)=0, y(0) = 1.

13. Sa se rezolve problema Cauchy:

14. Sa se rezolve problema Cauchy:

¥ = 3r—y+z
y = —x+5by—=z, x(0)=y(0)=1, 2(0)=0.
= r—y+32

Solutii:

1. Se aplica proprietati ale transformatei Laplace, folosind transformatele
functiilor uzuale.

a) L{t?e'} =

(s —4)°

. s—3 s—1
b) £{e™(sin2t + cos 20)} = 5-37+4  (5—32+4 s2—6s+13
sin(a + b) + sin(a — b)

2

c) Se foloseste formula: sinacosb =

' 1 . . 1 3 1 s2—3
ﬁ{smtcoth}:Eﬁ{Sln?’t_Smt}:§ (82+9_82+1) :s4+1082+9
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t o
2. Se foloseste proprietatea: L {@} = / F(u) du.

ey = {7 e -y
B TR P

u—b
Am tinut cont ca lim In
U— 00 u—a

=Inl=0.

Solutie Matlab:

syms t s a b
f(t)=(exp(b*t)-exp(axt))/t;
F(s)=laplace (f)

F(s) =

-log((b - s)/(a - s))

3. Se folosesc succesiv proprietatile referitoare la integrarea originalului,
respectiv integrarea imaginii.

Psinu 1, (sint) 1 [, . 1 [ 1
ﬁ{/o ” du} ;E{T}:g/s E{smt}(u)du-;/s u2+1du

1
= —arctgu
S

oo 1 /7 1 1
=- (— — arctg s) = —arctg —
s S \2 S S

Solutie Matlab:

syms t s u
f(t)=int(sin(u)/u,0,t);
F=laplace (f)

F =

atan(1/s)/s

4. a) Functia data se descompune in functii rationale simple astfel:

Fls) — 25+ 1 _ 25+ 1
st—=1  (s=1)(s+1)(s>+1)
B 3 1 s 1
T OIG-D) A+ #4122+ 1)

Rezulta functia original:

3 1 1
ft) = Zet + Z—le*t —cost — 5 sint.
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Solutie Matlab:

syms s t

F=(2xs+1)/(s74-1);

f=ilaplace (F)

t=-2:0.2:2;

fi=subs (f);

plot (t,f1)

xlabel('t'); ylabel('f(t)');

title('Transformata Laplace inversa a functiei
F(s)=(2s+1)/(s74-1)")

legend('f (t) = e {- t} / 4 - cos(t) + (3*%e”t) / 4 -

sin(t) / 2"')

Transformata Laplace inversa a functiei F(s)=(2s+1 ]F(s"-ﬂ

—fm:e"m-msm+[3*e‘};4-sin[t};2|
5L
4l
3
ot
4
\\\
"\.H\.x%
D 1 — 1
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 15 2
t
1 1(s®+4)—s? 1 1
b) F(s) = ( ) = —————— deunderezulta

s2(s?2 +4) T4 s2(s2+4) 452 4(s2+4)
functia original:

t  sin2t
)= — .
fy=4-2
5. Functia imagine F(s) are polii simpli
S1 = —]_, Sg = —2, S3 = —3, S4 = —4.

Pentru aflarea functiei original, se aplica teorema ((5.2.3)):

f(t) = Rez (e"F (s);s1) .



5.4. EXERCITII REZOLVATE 209

Calculam reziduurile:

sest 1
R st . = 1 = ——¢
e (F ) = i e G ) 6
SGSt
R stF . = 1 =e
ez (e (8),32) S (s+1)(s+3)(s+4) c
sest 3
R stF . = 1 =——e
(R (s)iss) = i e Ty T 2
SGSt 2
R stF . = 1 ="
ez (6 (S),84) 8_1394 (S+1)(S+2>(3+3) 36
Rezulta ca: 1 3 2
f(t) = —ge’t e — 5673]5 + 567“

Solutie Matlab:

syms s t

F(s)=s/((s+1)*(s+2) x(s+3) x(s+4));

f(t)=ilaplace (F)

f(t) =

exp (-2*xt)-exp(-t)/6-(3xexp(-3*t)) /2+(2xexp (-4%*t)) /3

6. a) Se noteaza L{xz(t)} = X(s) si se aplica transformata Laplace
ecuatiei date:
L' ()} +2L{x(t)} = 4L{t},
adica, A
4
sX(s) —3+4+2X(s) = = < X(s)(s+2) :3—1—8—2.
Se obtine functia:

35 +4 4 1 2
X(s) = - _i4z
(5) s2(s+2) s+2 s * 52

Folosind transformata Laplace inversa, rezulta:

2(t) = L7H{X(s)} = 4L {ﬁ} — {é} oL {812}

Solutia problemei este:
w(t) =4e 2 — 1+ 2t.
b) L{z(t)} = X(s) = L{2'(t)} = sX(s) —z(0) = sX(s)

Ecuatia devine:

2

sX(s) — X(s) = 24
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de unde rezulta:

2
(s —1)(s%2+4)
2 1 2 1 2 S
5 s—1 5 s244 5 s244

Aplicand transformata Laplace inversa, se obtine solutia:

2 1 2
x(t) = get —% sin 2t + - cos 2t.

7. Se aplica transformata Laplace ecuatiei date:

L{y"(t)} +4L{y(t)} = L {cos2t}.
L{y(t)} =Y(s) = L{y"(t)} = s*Y(s) — sy(0) = /(0) = s*Y(s) — s — 1
Se obtine ecuatia:

s
s2+4

s?Y(s) —s—1+4Y(s) = SY($) (P +4)=s+1+

s
s2 44

Rezulta ca:
S 1 S

Y = .
(5) 52+4+52+4+ (s244)2

Folosind transformata Laplace inversa, se obtine solutia:

I t .
y(t) = cos 2t + 5 sin 2t + 7 5in 2t.
8. Notam L{y (t)} =Y (s). Rezulta ca:

L{y ()} = sY(s)—y(0)=sY(s)
Ly (1)} = Y (s)—s-y(0) —y'(0) = s°Y (s) — 1
L{y" ()} = Y (s)—s"-y(0) —5-y(0) —y"(0) = 5°Y (5) — 5.

Se obtine ecuatia operatoriala:

s°Y (s) — s — 6 (s°Y (s) — 1) + 11sY (s) — 6Y (s) =0,
de unde rezulta ca
5—6
§3—6s2+11ls — 6
Descompunand in fractii rationale simple, vom avea:

4 5 3
YO =S 36-1 26-9)

Y (s) =
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Aplicand transformata Laplace inversa, se obtine solutia problemei date:

5 3
y (t) = 4e* — §et - Eegt.

9. Notam L{z (t)} = X (s). Transformata Laplace a ecuatiei date este:
L{z" ()} + L{="(1)} = 2L{x()} = LAt}
adica,
S X(s) + 14 5°X(s) — 2X(s) = 8—12,
de unde rezulta:
—s*+1 —-s—1 1 1

X - = = _
(5) s2(s2+s2—2)  s2(s2+25+2) 2(s2+2s+2) 252

Functia original este:

1 1 L, 1] e'sint—t
o) =5~ {(s+1>2+1} 2t {32}_ 2

10. Notam L {z ()} = X (s). Transformata Laplace a ecuatiei date este:

C{" (0} + L {x(t)} = E{ } o 82X (s) — 24 X(s) = L {L} ,

cost cost

de unde rezulta:

2 1 1
X = L
(s) 52+1+32+1 {cost}

— oL {sint) +L{sint}-c{i}.

cost

Aplicand transformata Laplace inversa, se obtine:

t) =2sint +sint *
x(t) sint +sint * ——

_ 1 sin(t — 7) sintcosT — sin T cost
sint = —dr = dr
cost o COST 0 COS T

= tsint 4 costIn(cost).

Solutia problemei este:

x(t) = 2sint + tsint + costIn(cost).
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11. a) Aplicand transformata Laplace ecuatiilor sistemului dat si tinand
cont de conditiile initiale date, se obtine sistemul:

{ sX (s) —1=3X(s) +4Y (s) @{ (s—=3)X(s)—4Y (s) =1
sY (s) —1=4X (s) —3Y (s) —4X (s)+(s+3)Y (s)=1"

unde X (s) = L{z(t)} si Y (s) = L{y(¢t)}. Se obtin functiile:

1 —4
X(s) = 1 s+3 s+ T 6 B 1
T | s—=3 —4 | s2-25 5(s—5) 5(s+5)
-4 s4+3
5s—3 1‘
—4 1 s+1 3 2
Y pu— pum pu—
(s) =3 —4 | $£-25 5(s—5) 5(s+5)
-4 s43
de unde rezulta ca solutia problemei este:
6 1
T (t) — 56515 56_5t,
3 2
t — < 5t _7515.
y (t) =€ +5e

b) Notam L{z(t)} = X (s) si L{y(t)} = Y (s). Aplicand transformata
Laplace sistemului dat, se obtine sistemul:

{sX(s)—QzGX(s)—SY(s) <:>{ (s —6)X(s)+3Y(s) =2
sY (s) =1 =2X (s) =Y (s) —2X(s)+(s+1)Y(s)=1"

de unde rezulta:

2 3 ‘
1 s+1 2s —1 1 9
X = = P —
(5) s—6 3 s? — 5s 55+5(s—5)’
-2 541
s—6 2 ‘
-2 1 s—2 2 3
Y e e = — .
(s) s—6 3 2 —bs  bs | B(s—5)
-2 s+1
Folosind transformata Laplace inversa, se obtine solutia problemei Cauchy:
1 9
t - - _Z 5t
0(t) = 2
2 3
o= 22t
y(t) s tre



5.4. EXERCITII REZOLVATE 213

12. Se noteaza L{z (t)} = X (s), L{y(t)} =Y (s) si se aplica transfor-
mata Laplace sistemului dat.

36
sX(s)=0=4X(s)+Y (s) — —
s
2
sY (s) —1=-2X(s)+Y (s) — 1
S_
Sistemul obtinut este echivalent cu sistemul:
36
(5= )X (s) =Y (5) =~
2
2X (s)+(s—1)Y (s)=1-— 0
S_
Se obtine:
PR
X(s) = 1-2% s—1 _ 8% —395° + 725 — 36 |
s—4 -1 s?2(s—1) (s> —5s+6)
2 s—1
s—4 —%
2 1-25 | A T84+ 1282 4 725 — T2
s—4 -1 s?2(s—1)(s>—5s+6)
2 s—1

Se descompun functiile rationale obtinute in functii rationale simple.

1 10 8 1 6

X(s) = — - 45
() 3—1+s—2 s—3 s+32
3 20 8 10 12

Y(s) = - + +—+—

s—1 s—2 s—3 s g2
Se aplica transformata Laplace inversa si se obtine solutia problemei date:

r(t) = 10e* —e' —8e¥ — 1 + 6t,
y(t) = 3e' —20e* + 8™ + 10 + 12¢.

13. Aplicand transformata Laplace sistemului dat si tinand cont de
conditiile initiale, se obtine sistemul:

{ sX (s) =2X (s) =Y (s) <:>{ (s—=2)X(s)+Y(s)=0
sY (s) —1=X(s) +2Y (s) —X(8)+(s=2)Y(s)=1"
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unde X (s) =L{z(t)} siY (s) = L{y(t)}.

Se obtin functiile:

0 1
1 3—2' -1 -1
X(s) = s—2 1 | s2—4s+5 (s—2)241’
-1 5—2'
s—2 0
v —1 1' s—2 s—2
(s) = s—2 1 2 —4s+5  (s—2)241°
-1 8—2'

Folosind transformata Laplace inversa, vom avea:

x(t) = —ﬁ_l {ﬁ} = —€2t Sint,

y(t) = ,C_l {%} = €2tCOSt.
8—

14. Aplicand transformata Laplace, se obtine sistemul:

sX(s) —1=3X(s)—Y(s)+ Z(s)
sY(s) —1=—X(s)+5Y(s)— Z(s) ,
sZ(s) = X(s) =Y (s)+3Z(s)

unde X (s) = £{z (O}, Y (s) = L{y ()}, Z () = L{= (D)}

Rezolvand sistemul obtinut, rezulta:

X(s) = 52 — 95+ 16 B 1 N 2 1
YT $ 112 136s—36 2(s—2)  3(5—3) 6(s—6)’
s—9 2 1
Y = =
() = Tt 18 3(5—3)  3(s—6)
2 1 2 1
Z(s) = - -

1152 +36s—36  2(s—2) 3(s—3) 6(s—6)

Solutia problemei este:

e e
o= S48
z(t) 5 T3 TG

263t e6t
o= £ 49
y(t) =t

€2t 2€3t 6675
o= & e
2(t) 5 T3 TG
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5.5 Exercitii propuse

1. Sa se determine transformatele Laplace pentru functiile:

a) f(t) =tle ™

b) f(t) = e¥sint

c¢) f(t) = sinhtcos 2t
d) f(t) =t*sint

2. Folosind proprietati ale transformatei Laplace, sa se determine £ { f(¢)}
pentru functiile:

2 (cosat — cos bt)

3. Sa se determine transformatele Laplace pentru integralele:

t
a) / e cos 2u du
0

tl_ —u
b) / ¢ du
0 u

4. Sa se determine functiile original pentru urmatoarele functii:

0 FO) = 5
25 —5

D S e D

¢) Fls) = — 51

(s+1)(s2+44)?

5. Sa se calculeze integralele urmatoare folosind transformata Laplace:

i t— 2t
a) / Cos Cos &
0 t

b) / sin 2t cos 3t a
0
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10.

11.

12.

CAPITOLUL 5. TRANSFORMATA LAPLACE

Sa se rezolve folosind transformata Laplace urmatoarele ecuatii
diferentiale cu conditiile initiale date:

a) 2"(t) +x(t) =sin2t, x(0) =2, 2/(0) =1
b) a”(t) + 32'(t) + 2z(t) = 6e~*, x(0) =1, 2/(0) =
c) '(t) —2'(t) — 6x(t) = 2, z(0) =1, 2/(0)

Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) «"(t) —42'(t) + 13z(t) = 0, z(0) = 1
b) 2"(t) + 4x'(t) + 4x(t) = €, x(0) =0, 2/(0) =0

Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
a) 2"(t) —2"(t) =t, (0) = 2/(0) = 2"(0) =0
b) z"(t) — 2" (t) + 2z(t) = 1, z(0) =1, 2/(0) = 2"(0) =0

Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

a) a(t) + o' (t) — 12x(t) = te™*, x(0) =0, 2/(0) =1
b) y" (t) —y(t) = e cost, y(0) =1, y'(0) =0
Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale
Yy (1) + 29" (t) + 4y (1) + 8y(t) = ¢,

pentru care sunt verificate conditiile:

Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale
e W(t) — 22" (t) + x(t) = sint,

pentru care au loc conditiile:

Sa se rezolve problemele Cauchy:

2x(t) — 4

T gl a(0) =3 4(0) =2

()

53
N—
,_/H
@\ a\
A~
~ T~
N—
I
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se(t) — u() I
102(t) — ay(t) » FO =1 9(0) =5
)+

W) bol)
0z(t) + 3y(t) ’ z(0) =1, y(0)=0

(@]

~—

—_——

<

N

S ~ T~
— —
I

2(t) + 24()
2x(t) + y(ZtJ) +1° z(0) =0, y(0) =5

2a(t) — y(t) + e*
dr(t) — gty et FO) =2 y(0) =1

x(t) +2y(t) + ¢
2u(t) +y(t) +t "

~—
—N
SR

—
S
N— —
I

14. S# se rezolve problemele Cauchy:
o {70 = Oy -0
{50 = 2O rane )
) { o - 22812%;13 2(0) =1, y(0) =0

2'(t) = at) +yt) —32(1)
a) ¢ y'(t) = 4u(t) +y(t) —22(t) , 2(0) = =1, y(0) = 1, 2(0) = 0
2'(t) = 2z(t)+y(t) —62(t)
2'(t) = —x(t) +y(t) + 2(t) + ¢
b) ¢ ¥(t) =
() =

) —y(t) +2(t) + ¥, 2(0) = y(0) = 2(0) =0
t t

t
x(t) +y(t) + 2(t) + 4
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