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Capitolul 1: Grinzi drepte

1.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Grinzile drepte static determinate sunt structuri solicitate predominant la incovoiere.
In functie de modul de dispunere a celor trei legituri simple (necesare asigurdrii invariabilitatii
geometrice si fixarii de teren), se disting:
o grinzi Incastrate la un capat (console),
o grinzi cu un reazem fix si unul mobil, dispuse la capete sau nu (grinzi simplu
rezemate cu/fara console).

Reactiunile care se dezvolta in dispozitivele de fixare fatd de teren se determina scriind trei ecuatii de
echilibru astfel:
- 2 ecuatii de echilibru (suma de moment nul) fatd de reazemele cu terenul,
- o ecuatie de suma de proiectii de forte dupa o directie din plan (orizontala, axa barei, sau alta
directie convenabild)
Verificarea valorilor calculate ale reactiunilor se realizeaza scriind o ecuatic de suma de proiectii de
forte egala cu zero dupa orice alta directie din plan.

In cazul consolelor nu este obligatorie determinarea prealabili a reactiunilor, intrucdt aceste grinzi
au un capat liber pornind de la care se pot determina toate eforturile.

Eforturile se evidentiaza prin sectionarea barei in punctul respectiv. La trasarea diagramelor de
eforturi se tine seama de conventiile de semn.

Cele trei eforturi care apar in urma solicitarii in orice sectiune a unei grinzi drepte sunt:

Efortul axial (N) - se dezvolta pe directia axei barei,

- este pozitiv cand este de intindere (iese din sectiune),
In diagrama de efort axial se inregistreaza salt in dreptul fortelor concentrate care au componenti pe
directia axei barei.
Fortele uniform distribuite pe bard produc o variatie liniara a efortului axial, dacd au proiectie dupa
axa barei.
Marcarea semnului pe diagrama de efort axial este esentiala in definirea variatiei acestui efort.

Forta taietoare (T) - apare normal pe directia axei barei,
- este pozitiva cand produce o rotire a fetelor sectiunii in sens orar;
in diagrama de forta taietoare se inregistreaza salt in dreptul fortelor concentrate care au componenti
perpendiculara pe directia axei barei si in sensul acestora.
Marcarea semnului pe diagrama de forta taietoare este esentiala in definirea variatiei acestui efort.
Pe barele (intervalele) neincarcate cu forte, forta taietoare este constanta.
Fortele uniform distribuite pe bara dau, daca au componenta pe directia perpendiculara pe axa barei,
o variatie liniard pe distanta pe care sunt repartizate.

Momentul incovoietor (M)
- este pozitiv cand intinde fibra dinspre un observator care parcurge bara de

la stanga la dreapta (fibra de jos, n cazul grinzilor);
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Diagrama de moment incovoietor se traseaza pe fibra intinsa si nu necesitd semn.

In dreptul fortelor concentrate se inregistreaza varfuri (schimbari de panti), in sensul de actiune al
acestora.

In dreptul momentelor concentrate se inregistreaza salturi in sensul acestora (in functie de fibra
intinsd).

Fortele uniform distribuite produc o variatie parabolici a momentului incovoietor. Existenta
punctelor de extrem este marcata prin anularea fortei taietoare. In acest punct, tangenta la diagrama
de moment incovoietor este paralela cu axa barei.

Cunoasterea comportarii grinzilor drepte este esentiala, intrucat orice structurd solicitata predominant
la Tncovoiere (exceptand cele care au in componentd bare curbe) se poate descompune in grinzi
drepte.

Rezolvarea grinzilor inclinate (calculul reactiunilor, trasarea diagramelor de eforturi) se poate face
prin:

a) Determinarea reactiunilor in sistemul de referinta xOy (orizontala, verticala). Eforturile de tip
forte (N si T), actionand pe directia axei barei si perpendicular pe ea, se determina prin
proiectii ale fortelor (inclusiv reactiuni) pe aceste directii.

Diagrama de moment Incovoietor se traseaza pe intervale, {indnd cont de tipul incarcarii si de
fibra intinsd, dupd determinarea prealabild a momentelor Incovoietoare in sectiunile
caracteristice.

b) Determinarea reactiunilor in sistemul de referinta x’Oy’ (pe directia axei barei si
perpendicular pe ea). Incircarile direct aplicate pe bara se proiecteaza pe aceleasi directii.
Starea de solicitare a barei este astfel foarte vizibila:

- Incarcarile normale pe axa barei definesc comportarea barei la incovoiere (trasarea
diagramelor T si M)
- Incarcarile de pe directia axei barei definesc variatia efortului axial (diagrama N).

Articulatia dezvolta o reactiune de directie §i marime necunoscute care se poate proiecta dupd
oricare doua directii din plan, in timp ce in cazul reazemului simplu directia reactiunii este bine
definita de suprafata de rezemare (perpendicular pe aceasta).

In functie de orientarea reazemului simplu, se opteazi pentru un sistem de referinti sau altul.

In cazul in care se doreste evidentierea stirii de solicitare din bard prin proiectarea incarcarilor dupa
directia axei barei si perpendicular pe aceasta, principalele situatii care pot sa apara, in functie de
distributia si orientarea incarcarii sunt:

Incdrcarea verticald distribuitd uniform pe orizontald simuleaza actiunea zapezii (Fig. 1.1):
Se observa ca forta verticalad g distribuita uniform pe proiectia pe orizontala a lungimii barei inclinate
este echivalenta cu o forta qcose, tot verticala, distribuita uniform pe lungimea barei.

Aceasta incarcare are proiectii pe directia axei barei (Q-CoOSaSine) si perpendicular pe aceasta

(g-cos?a). Cele doud incarciri definesc stirile de solicitare ale barei: efort axial (N) si incovoiere (M
siT).
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Fig. 1.1

Incarcarea verticala distribuita pe lungimea axei barei simuleaza incarcarea din greutatea proprie

(Fig. 1.2):

Fig. 1.2

In acest caz, forta verticala g, uniform distribuita pe lungimea barei inclinate, are componente: gSina
pe directia axei barei care produce variatia liniara a efortului axial, si coSa, perpendiculara pe axa
barei care defineste comportarea barei la Incovoiere.

Incarcarea orizontala distribuid pe vertical (specifica actiunii vantului) este echivalentd cu o forta
orizontald gsine distribuitd pe lungimea barei inclinate, care se proiecteaza in lungul axei barei cu
valoarea gsinacosa si normal la axa barei cu valoarea gsin?a (Fig. 1.3).




1.2. Probleme rezolvate

In acest capitol sunt tratate in mod special grinzile inclinate actionate de cele mai frecvente incarcari
(zapada, greutate proprie si vant), considerand pentru fiecare tip de incarcare doud orientdri ale
reazemului simplu al grinzii. Fiecare structurd a fost rezolvata prin determinarea reactiunilor in cele
doua sisteme de referinta.

1.2.1. Grinda dreapta din figura 1.4 este legata de teren in capatul A printr-o articulatie si in capatul
B printr-un reazem simplu cu suprafata de rezemare orizontala. q

Bara este incdrcatid cu o fortd verticald, uniform distribuita dupa bbb LI ILTL]

proiectia pe orizontalda a lungimii barei (distributie care
modeleaza incarcarea din actiunea zapezii).

Geometria structurii este definita prin:

l=x2+y?

x . Y
cosa=7, sing ==

a. Reactiuni conform sistemului de referinta XOy:
- grinda este Incarcatd numai cu forte verticale: Fig. 1.4

_ _ q
LFx=0 = Hy=0 [TITILITTT

y

IMy=0 = Vg-x—qx;=0 = Vg =—
YMg=0 = Vy-x—qx-=0 = V4 ==

B A ax3 AT, iﬂsina
Incarcarea este preluati in mod egal de cele doud reazeme. Ny

Determinarea eforturilor
- de tip forte - se sectioneaza bara in sectiunea dorita si qx
se proiecteaza fortele care actioneaza pand in acel % 5 cosa

punct, dupd directia perpendiculard pe bard (T) si in %sh& §
lungul barei (N). 3 T

Pentru o sectiune oarecare i, plasatd la xi de capatul A,
expresiile eforturilor sunt:

X
T; = (Vy —qx;)cosa —q (E_ xi) cos a

T, =0 pentru x; =§

x
N; = (=V4 + qx;)) sina = q (—§+ xi) sina

- de tip moment incovoietor

Fig. 1.5

x xx qx?
Mmax =Va379327 5

Variatiile eforturilor in lungul axei barei sunt prezentate in figura 1.5
Intrucdt reazemul simplu este vertical (Vs este verticala), lucrdnd in sistemul de referinta xQy, se



observa ca toate fortele sunt verticale. Ele se proiecteaza pe directia axei barei (N, CU sing) i
perpendicular pe ea (T, cu cosa).

b. Reactiunile din articulatie se calculeaza fata de sistemul de referinta x’ Oy’ (fig. 1.6)

YMpA=0 :>VB-cosa-l—q-cosz(x-1%:0 :Vqu;lcosa
YMg =0 ﬁV'A'l—q'COSZOL'l%=O :V’A=q;lcoszoc
Y2Fy=0 = H'j, —q-sina-cosa-1+ Vg-sina =10 = H'A=q;1cosoc-sinoc

Pentru determinarea eforturilor, in acest caz se pot descompune si incarcarile direct aplicate, dupa
directia axei barei i perpendicular pe ea (conform explicatiilor date in paragraful 1.1, fig.1.1).

q +
T g7
A.

Fig. 1.6

Variatia efortului axial este datd de componenta fortei uniform distribuite dezvoltata pe directia axei
barei.

ql
Np =—-H', = —551nacosa

1 1
N; = —%sinacosa+ gx’ijsinacosa = q(—§+x'i> sin a cos a

Variatia fortei tdietoare si a momentului incovoietor este datd de componentele fortelor dezvoltate
perpendicular pe directia barei.

1
To =V, = q?cos2 a

V, roteste capatul A in sens orar = T4 > 0



1 1
T, = V4 — gx’j cos? o = q?cos2 o—qgx’jcosa=q (E — x'i) cos?a

T, =0 pentru X{ =%

Momentul incovoietor variaza dupa o parabola simetrica de gradul 1T

My = Mg = 0
;2

‘1 q-x q
M; =V, X'y — Q'X'iz-cosza:T'X'i'coszu— > -cosza=§(x'i—X'iz)'Cosza

ql>-cos’a q-x°
8 8

Mmax =

In cazul prezentat ambele metode sunt aplicabile, cu remarca:
- Varianta “a” - este mai rapida.
- Varianta “b” - distributia fortelor vizualizeaza direct variatia eforturilor de tip forte.

1.2.2. Grinda inclinatd, supusd actiunii zapezii, este rezemata simplu la capatul superior, paralel cu
axa barei.

a. Sistemul de referinta xOy
Reactiunea din B, Vg , este perpendiculara pe bara

q
LLILLEIILL)

YM,=0 = V'Bl—qx§=0

X X * oSO
Vg = %lcosa = QT

YE, =0 = H,-V'gsina=0

gx :
Hy = 7cosocsma

XM =0 =>VAX—qX§—HAy=0
ax .,
VA=7(sm a+1)

sino

=X
y cosoa
Verificare:

L L gx
ZF—;(sm (1+1)+7 Cosa * cosa — gx

sina + cos?a 1
=X +-—-1]=0

2 2

Diagrama N:
Np =-V,sina — Hp cos a

ax . 5 . gx .
N = —?(sm a + 1)sina —7cosa sina - cos a
= —qxsina
Ng =0, (Vs este perpendicular pe bara)
Ny = =Vysina — Hycosa + qx; sina



Diagrama T:
Ty = Vacosa— Hp sina
X X x x
Ty = q?(sinzoc+ 1) cosa—q?cosasinasina = q?cosa(sinza +1—sin’a) = q?cosa

gqxcosa

TB=_VB=_ 2

b. Sistemul de referinti x’Oy’
In aceasta situatie pare avantajoasd determinarea reactiunilor in sistemul de referintd axa barei-
normala pe ea, atat pentru determinarea reactiunilor cat si pentru calculul eforturilor:

YF,=0 = H'y, —qlcosasina =0 = A =q-1l-cosa-sina
YMp=0 =>V’Bl—qcoszoclé=0 = V’qu;lcoszoc
YMg =0 =>V’Al—qcoszoc1%=0 = V’A=q;lcoszon

Forta uniform distribuita perpendiculard pe axa barei este preluata simetric de cele doud reactiuni
normale la bard, iar componenta fortei uniform distribuite pe lungimea barei este preluatd de
reazemul A.

q
BLLLILLLLLY

s

Fig. 1.8

Incdrcarea perpendiculard pe bard este simetrici = cele 2 reactiuni perpendiculare pe bara vor fi
egale.

Eforturi:

Diagrama N:

Np=-H'j =-qlcosa sina

NB=O

N;=-H'j +gx;cosasin a
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Diagrama T:

ql , y : y .
Ta=V, = gcoszoc, V', actioneaza perpendicular pe bar3, roteste in sens orar

ql 2 2 I 2
Ty, =V’A —qxicosazicos o — gX;Cos a=q<§—xi)cos a

Anularea fortei taietoare se produce la distanta x’j fata de capatul A:

glcos?a , ,
5 —qgx'jcosca=0 = xi:E
Diagrama M:
11 12cos?0.  qgl?cos?a  gl®cos?a qx?
Mpax = Tx, = V' ——qCOSZOL——zq _q =q =q
PoA2 24 4 8 8 3

Cele doua structuri incircate identic (1.2.1 si 1.2.2) au o comportare identici la incovoiere
(diagramele T si M sunt identice); orientarea diferiti a reazemului simplu afecteazi numai
preluarea efortului axial (diagrama N).

1.2.3. Incircarea din greutatea proprie este modelatd in codurile de proiectare ca o forta verticald
uniform distribuita pe toata lungimea barei (Fig.1.9).

a. InS.R.xOy (Fig. 1.9)
Fortele direct aplicate sunt verticale.
YF,=0 = H,=0

1
IMy=0 = Vgx—ql3=0 Vg =" y q X
YMp=0 = Vx—ql>=0 v, =4
2 2 \
. X
Incarcarea verticala descarca egal in cele doua reazeme. }:4 \K} 3
Efortul axial:
: ql
Np = —Vpsina = —7sma
: ql
Ng = Vgsina = 551na
Forta taietoare:
1 X X
TA=VAcosa:q—cosa=q— ] g_
2 2 g{s
ql qx 5 sinjo
TB=—VBcosa=—5cosa=—7 @
_ L 9X g% %ﬁy x5
T(x;) —XVA cos = qx; =—— o o y
X'i = : 2
cosa

Momentul incovoietor :

L X QrX qUX X
MGxi) = Vaxi — a5 = ==xip oo
Fig. 1.9

11



]
2

Xj =
X Ix glx qlx gl

Mmax =Va3 =933 =4 " T g

b. In SR.x’0Yy’(Fig. 1.10) - incarcare numai din forte verticale

XM, =0 =>VBcosal—q1cosa%=0 = VB=q;l
YF, =0 = Hy,—qlsina+Vgsina =0 = H’Azq;lsina
XM =0 =>V'Al—qlcosa%=0 = V'A:q;lcosa

Fortele H'y,Vp sina, ql sin a au acelasi suport — axa barei = nu dau momente fata de punctele de
rezemare ale grinzii.

Calculul eforturilor

Efortul axial are o variatie liniara produsa de componenta fortei uniform distribuite proiectata pe axa
barei.

ql
Ny =—H'p = — sina

: ql
Ng = Vgsina = Esma

Forta tdietoare are o variatie liniard, antisimetrica, produsd de componenta perpendiculard pe axa
barei a fortei uniform distribuite.

12



ql
Ty =Vy = 5cosa
ql
Tg = —Vgcosa = —Ecosa
. ql
T(x'})=V's-q cosax ;= 5 cosa -gx'; cos a

. |
T(x i)=q (5 -X i) cos o - variatia fortei taietoare este liniara

T=0 pentru x ;= 5

1
Tg=-Vgcosa=- q7 cos o (Vgcosa roteste capatul B in sens antiorar)

Momentul incovoietor variaza dupa o parabold de gradul II, simetrica.
MA = MB = O
1
Momentul maxim se obtine pentru: x'; = >
ql? cos a

Mmnax = 3

1.2.4. Pentru aceeasi Incarcare, se considera cazul in care reazemul simplu este perpendicular pe
directia axei barei.

a. Sistemul de referinta xOy (Fig. 1.11)
Sistemul de forte:

Pe directia Ox: H,,V'g-sina

Pe directia Oy: V,,q,V';-COS

A:
YF, =0 :>HA—V’Bsina=O=HA=q?Xsin(x Z%»/K b

YMy=0 =>V’B-1—q1-§=o = V'Bz%

Mg =0 =>VA-x—q1-§—HA-y=o
2
gqx qx . sina
Vi X = 2
ATX 2cosa+ 2 sia xcosa
ax .
Va = 1+ sin?
A 2cosa( sin” )
Verificare:
ax gx . X
F, = — 1 2q) — =
XFy = —-cosa+———(1 +sin’a) - q—— %ﬁ@ °
. 9 A
_ax N 1 | sin’a 2 2 /
2 cosa Cosa  COSOL  COSx @
X
__1 (cos?a+sina+1—-2)=0 ql?
2cosa Scosa

Trasarea diagramelor de eforturi
Diagrama N:
Np = —Vysina —Hycosa Fig. 1.11

13



X X
d (1 + sin? ) sinoc—q?sinacosa= —qlsina

Ny =—
A 2cosa

Ng=0 Reazemul simplu din B permite translatia pe directia axei barei

Efortul axial are o variatie liniara intre A si B.

Diagrama T:
Ty =Vaycosa— Hp sina
1 X X
Ty = qfcos a(sin?a+ 1) — q751n2 o= q7
(Roteste in sens orar)
gx

Tp=-Vp=-—

(Roteste in sens anti orar)
Diagrama de forta taietoare este liniara si antisimetrica.

Diagrama de moment incovoietor este o parabola simetrica de ordinul II cu ordonata maxima:
2 2
X y gx X gx . . q
Mpax = Vaz — Ha = — —= 2sin? a + 2 — 1 — 2sin?a) = — cosa
max = TAo A2 2cosa4  2cosa ( ) 8

b. Sistemul de referinta x’Oy’ (Fig. 1.12)
Forte perpendiculare pe bara: V', V'g, q cos a
Forte paralele cu bara: H'y, qsina
YFy =0 = H'j, =qlsina
SMay=0 = V-1 glcosas =0

ql

V's =7cosa
YMg =0 :>V’A-1—q1cosa%:0
ql
Vip=—
A= cosa

Trasarea diagramelor de eforturi
Pentru determinarea diagramei de efort axial N se
insumeaza algebric proiectiile fortelor pe directia
axei barei, tinand cont de sensul acestora:

— _
Ny =-H',

Np = 0, variatie liniara

= —qlsina

Diagrama T:

, 4
To=V, = 5 cosa

Fig. 1.12
L
Tg =-Vy= —?cosa
Diagrama M:
Mpax = V' L I _ql ql? _ql?
max — AZ 2COSO(LI_— 4_COSO( 8COSO(— 3 cos

14



Determinarea reactiunilor in sistemul de referintd xOy pentru acest caz de Incarcare si de rezemare,
necesita un volum mai mare de calcule, iar probabilitateca de a gresi este mai mare.

Utilizarea sistemului de referintd x’Oy’ conduce, in acest caz, mai rapid la calculul reactiunilor, iar
determinarea eforturilor este vizibila, fara a necesita proiectii ale incarcarilor (acestea fiind proiectate
anterior in sistemul de referinta ales).

Orientarea reazemului simplu afecteaza doar variatia efortului axial. Comportarea la
incovoiere depinde numai de incarcarea direct aplicata pe bara.

1.2.5. Se considerd cazul incdrcarii unei grinzi inclinate cu presiunea din actiunea vantului.
Reazemul simplu este vertical.

a. Sistemul de referinta xOy (Fig. 1.13)

B
YE =0 = —Hy+qlsina=0 = Hy =qlsina y b AN
_ _ L_ __a
ZMA—O = XVB+qlz—O = VB_ZCOSCI \
ZMBZO = —xVA‘l‘yHA_qlé:O A}é> o x:
= x-V,= ql% — gl?sina = ql? G — sinza) \/
i .
B
Verificare:
1
YFE, =Vy+Vg—qlcosa = 5 c?)s a(COSZO( — sina) o
1 2ql-cos?a
- (1+cos?a-sin®a)-ql cos o il ql cos a=0
A7 2cosa 2cosa
af
Eforturi: 2
Isina
Ny = —VAsina+H;\cosa = —gcosa(cosza—sinza) | QJX 5 > )
sina \
+ glsinacosa = 1 (—cos?a + sin?a + 2cos?a) = q—th( 2 >
2cosa 2
Ne = Vasi _qlsinOL_qlt
B Bsma_Zcosa_Z g @
. ql?
Fig. 1.13 g

Observatie: bara nu este incarcata cu forte distribuite pe directia axei sale = efortul axial este
constant.

Diagrama T:
Forta uniform distribuitd actioneaza perpendicular pe bard, prin urmare produce variatia liniard a
fortei taietoare.

ql

(cos?a — sin?a) cos a + ql cos asin a
2 cosa

Ty = Vpcosa+ Hp sina =

|
= %(COSZO( — sina + 2sin?a) = %

1
Tg = —Vgcosa = —%

15



ql X; q /X
Ta=Ta—q X =>— = S =X
x T AT AT = AT cosa(Z Xl)

Diagrama M: parabola de gradul 11

X y ql? ql _ lcosa ~ lIsina ql?
MmaX=VA§+HA——7=zcosa(cosza—smza) + qlsina " g

2

b. Sistemul de referinta x’Oy’ (Fig. 1.14)
Forte proiectate pe axa Ox’: H’a, V; -Sin
Forte proiectate pe axa Oy’: V’a, V5 -COSa, q
SMay=0 = Vgx—ql;=0

ql
~ 2cosa
YFy =0 = —H'p, + Vgsina =0

Vg

: ql
H'p = Vgsina = ?tga

SMp=0 = —V,l-qls=0

1
V'A = %
Trasarea diagramelor de eforturi:

Diagrama N:

NA=H'A=%'-tga

Ng; =V, -sina =%I-tga

Diagrama T:
. _Ql
T,=V',=—
A A 2
ql :
To=-Ve 'COSQZ_E Fig. 1.14

1.2.6 Pentru aceeasi incarcare, se considera reazemul simplu dispus normal pe bara.

Avand in vedere dispunerea fortelor si directia reactiunii din capatul B, determinarea reactiunilor din
A in sistemul de referintd XOy este practic inutild. Structura este o grinda simplu rezematd de
lungime 1, Incarcata cu o forta uniform distribuita pe toata lungimea ei.

a. In sistemul de referinta xOy (Fig. 1.15)
| ‘1
XMp=0=Vg:l-ql5=0= Vp =1

2
. C q-1 . q-l
YFy=0= —-Hp+q-l-sina—V'g-sina=0 :HAz—T-sma+q-l-sma:T-sma

|
ZMB=0 =>VAX+HAY_QIE=0



y
q-* g1 . 1 _q-I . 1
- — . .1 L= 1— 29) .
Va < > 5" sina sma) =3 (1 - sin*a) Tcosa
Trasarea diagramelor de eforturi
: q-l q-l
NA=—VA-sma+HA-cosa=—Tsmacosa+751nacosa=0

Reazemul simplu din B este orientat perpendicular pe bara, incarcarea
este perpendiculara pe bara si rezulta ca efortul axial in bara este nul.

1 1 1

Ta =VAcosa+HAsina=%cosza+q—sin2a=%
ql
Tp=Vp=—=
B B >

Diagrama de forta tiietoare este antisimetrica.
Diagrama de moment incovoietor este simetrica.

b. In sistemul de referinta x’O'y’ (Fig. 1.16)

YFe=0 = H)=0
l
ZMAZO ﬁV’Bl—QIEZO
ql _

:V,B=?_V,A

Incarcarea fiind simetrica si perpendiculara pe bara,
rezultd doua reactiuni egale si perpendiculare pe
bara

N=0
l
r =y =2
ql
Tg =—-Vp=——
B B 5

Fig. 1.16

NI

1.2.7. Grinda din fig.1.17. este Incarcata cu o fortd concentrata verticald, aplicata la mijlocul grinzii,

iar reazemul simplu este vertical.

Intrucat forta concentratd si reactiunea din B sunt verticale, se opteazi pentru determinarea
reactiunilor 1n sistemul de referintd XOy, respectiv proiectarea reactiunii din A pe directiile verticala
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si orizontala.

Se observa astfel ca forta verticala va fi preluata simetric de cele
doud reazeme prin reactiunile verticale Va si Vp, iar 1n articulatie
reactiunea nu are proiectie pe orizontala.

Zszo =>HA=O

SMy=0 SVpx—==0 SVz=1

SMp=0 =SVux—==0 =SV=1

Trasarea diagramelor de eforturi:

Efortul axial este constant pand in punctul de aplicatie al fortei
concentrate, unde se produce un salt egal cu proiectia fortei P, pe
directia axei barei (Psine>0), dupda care efortul axial ramane
constant pand in capdtul B al barei unde diagrama se inchide cu
valoarea Vgsina.

P
Ny = —=Vysina = —Esina

N =Vgsina = Esina

Fig. 1.17

Forta tdietoare este constantd pana in punctul de aplicatie al fortei concentrate, unde se inregistreaza
un salt egal cu proiectia pe directia perpendiculara pe axa barei a fortei concentrate, in sensul
acesteia (Pcosa<0). Din acest punct, pana in capatul B, pe bard nu mai actioneaza nici o forta, deci
forta taietoare este constanta, iar diagrama se inchide in B cu valoarea Vzcosa.

P
Ty =Vycos a = Ecosa
P
Ty = —Vgcosa = —Ecosa’

Diagrama de moment incovoietor este liniard pe cele doua intervale generate de punctul de aplicatie
al fortei concentrate, inregistrand un varf in acest punct in sensul de actiune al fortei.

My_; = Vyx; = gxi intinde fibra de jos

M;_g = Vyx; — P (xl- — ’Z—C) = Vg(x — x;) intinde fibra de jos

(Am notat cu I punctul de aplicatie al fortei concentrate)

1.2.8. Aceeasi incarcare este aplicatd pe grinda din fig. 1.18 rezemata simplu in B perpendicular pe
bara.

Intrucat reazemul simplu este orientat perpendicular pe bari, este avantajoasa alegerea sistemului de
referintd x 'Oy’

YE, =0

H,=Psina

Componenta perpendiculara pe bara a fortei concentrate P, descarca simetric in cele doua reazeme
perpendiculare pe bara.
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P
Viy=V') = Scosa

Fortele pe directia axei barei: H' 4 , P sin a, dau .
variatia efortului axial N: 4

N,=H'y = Psina = N;*
N = N5t —Psina =0
Ny =0

P

T, =V, =Ecosa'=Tlst

TI=T$*-P cos a= - S cosa= Ty.5=Tg

p [ Pl

M = — _—= —
1 2cosa2 4cosa
lcosa =x
P [l Pl
- - Px
Ml—zcosa2 4cosa ﬁMl=T
lcosa =x

Fig. 1.18
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1.3. Probleme propuse
1.3.1. Pentru grinda din figura care dintre diagramele de efort axial este cea corectd?

o 20kN 2
a 7
5 - )
— g
¥
g
oy
~1 - 24
T 400 200 2,00, 2)
) 2M
b) c)
) 2®¢§/
d) e)

1.3.2. Pentru grinda din figura care dintre diagramele de forta taietoare este cea corecta?

1,50,1,50,

3,00

|-

400 2,00 2,00 )

23

(™

b) 0)
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1,501,50,

3,00

|-

4,00 2,00 2,00,
il il il

615 65.7
55
45
b
) 0
@ 7.5
1
45
d) e)
1.3.4. Sa se identifice diagrama de forta taietoare T corecta pentru structura din figura de mai jos.
10kN/m
WIILILILLITT]
B
7
20kN
%
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1.3.5. Sa se identifice diagrama corecta de moment incovoietor M pentru structura din figura de mai
jos.

10kN/m

RN

2,50 | 2,50 1,00 a)
500 1,00

L
1

L
1

STV
™
54,12
b) c)
4,33 7
™)

54,12

d) €)
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1.3.6. Sa se identifice diagrama corecta de efort axial N pentru structura din figura de mai jos.

10kN/m

RN

a)

4,33

4,33

c)

e)

d)

24



1.3.7. Care este diagrama corectd de moment incovoietor M pentru urmatoarea grinda?

20kN/m

R

b)

d)

25



1.3.8. Care este diagrama corecta de forta taietoare T pentru grinda din figura de mai jos?

e)

d)

26



20EN/m

Ma ma

1.3.9. Care este diagrama corecta de efort axial N, pentru grinda din figura de mai jos?

RN

d)



Capitolul 2: Grinzi cu console si articulatii (grinzi Gerber)

2.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Grinzile cu console si articulatii sunt structuri static determinate alcatuite din bare drepte conectate
intre ele prin articulatii. Legaturile simple cu terenul sunt dispuse astfel incat unul dintre reazeme sa
fie fix (articulatie sau Incastrare), iar celelalte mobile (reazeme simple).

Daca fortele direct aplicate pe structura au proiectii pe directia axei barei, acestea sunt preluate de
reazemul fix.

In functie de modul de dispunere a legaturilor simple cu terenul, in cadrul acestor ansambluri se
disting doua categorii de grinzi:

Grinzile Principale (G.P.) sunt cele care au asigurata invariabilitatea geometrica si fixarea fata de
teren, altfel spus, sunt grinzi static determinate (simplu rezemate, cu sau fara console sau grinzi
incastrate la un capat).

Grinzile Secundare (G.S.) sunt cele care nu au suficiente legaturi cu terenul (cel mult una) si
descarca pe grinzile principale n punctele de contact.

in functie de dispunerea articulatiilor intermediare si a reazemelor cu terenul, se disting doui
configuratii prezentate in figura 2.1, alaturi de schemele de descarcare specifice fiecareia:

a) Grinzile secundare alterneaza cu cele principale (fig. 2.1, a si b)

b) Grinda principala se afld la un capat (fig. 2.1, ¢ si d)

Rezolvarea grinzilor Gerber (determinarea reactiunilor si trasarea diagramelor de eforturi) se poate
face fie pe structura in ansamblu, fie prin descompunerea acesteia in grinzi secundare si principale.

In general se opteazd pentru a doua varianti. In acest caz, principalele etape parcurse pentru
determinarea diagramelor de eforturi pe o grinda Gerber sunt:

e Se detecteaza tipul grinzilor (GP, GS) dupa numarul legaturilor cu terenul existente pe
fiecare.

e Se desprind din structura grinzile secundare (care au unul sau nici un reazem cu terenul) si se
calculeaza reactiunile, produse de incarcarile direct aplicate.

e Se izoleaza grinzile principale si se incarca cu fortele direct aplicate pe ele si cu reactiunile
din grinzile secundare in punctele de contact, luate ca actiuni (egale si de sens contrar). Din
aceastd incarcare se determina reactiunile grinzilor principale.

e Diagramele de eforturi se pot transa fie pe structura in ansamblu, fie pe fiecare grindd in
parte, urmand apoi asamblarea diagramelor partiale.

In cazul in care grinda principald se afld la un capat (Fig.2.1, ¢ si d), reactiunile se pot calcula usor
fara descompunerea ansamblului in grinzi componente, scriind succesiv ecuatii de moment nul fata
de articulatiile intermediare, pornind de la cea mai indepartata grinda de cea principala. Astfel, in
fiecare ecuatie va interveni o singurd necunoscutd.
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a)

b)

d)

Fig. 2.1
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In ceea ce priveste trasarea diagramelor de eforturi sunt necesare urmatoarele precizari:

» Articulatia intermediara transmite forta tdietoare si efortul axial si anuleazd momentul
incovoietor, fara sa modifice legile de variatie ale eforturilor.
» Fortele concentrate verticale aplicate in articulatiile intermediare sunt preluate de grinda
principala sau de grinda secundara cea mai apropiata de cea principala.
Ele produc:
- In diagrama de forta tiietoare - salturi in sensul de aplicare, egale cu valoarea acestora.
- In diagrama de moment incovoietor - schimarea pantei, in sensul de aplicare al fortei (in
articulatie momentul raméane nul).
» Aplicarea unui moment concentrat de o parte a unei articulatii intermediare produce in
diagrama de moment incovoietor un salt egal cu valoarea momentului concentrat, pe fibra
intinsd. De cealalta parte a articulatiei momentul este egal cu zero.

2.2. Exemplu de calcul

Grinda Gerber din figura 2.2 va fi rezolvata prin descompunere in grinzile componente. Structura se
incadreaza in categoria ,,a)” prezentatd mai sus, fiind alcatuitd din grinda principala A-1, grinda
secundara 1-2 si grinda principala 2-C-D.

Grinda secundara 1-2:
- incarcari verticale: P-sina =34,64kN, V1, V2
- incarcari orizontale: P -cosa = 20kN, Hi
Componenta orizontald a fortei inclinate se transmite prin articulatia intermediarda 1 (Hi) si este
preluata de reazemul fix A.
Incarcarea verticala este simetrica = descarca simetric in cele doua reazeme:

P-cosa
V, =V, =—— =17,32kN

2

H, =P-sina =20kN

Grinda principala A-1:

YFx=0 = Hp = H; = 20 kN

YMy=0 = 17,326 —-20-6+1V55=0 = Vg = 44,78 kN
YMp=0 = 17,32:-1—-20-1—-Vz5=0 = V, =746 kN
Verificare:

Y. F,=17,32-44,78+20+7,46=0

Grinda principala 2-C-D:
Y>M:.=0 = 1732-2+Vp4—-8-6-1-30-5=0 = Vp = 40,84 kN
XM, =0 = -1732:-64+V;4-8:-6-34+30-1=0 = Vp = 54,48 kN

Verificare:
ZFy =40,84+4+5448—-8x6—-30—-17,32=0
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40 kN 8kN/m

. oMY LTI )
A BZI 5 37 Co P

R S

' | v, | 8
Wm0 T )
V=746 V:= 4478 V.—=5448 = 40 84
IAA 1 B « K2

R

@

20 s 20 .

| - i Xeif 2645 | |

i | 2116 |

| 3732 . 17,32 30
D | sl %
746~ [[[[ =] [1[[]]] i !

17,32 #

B e T T - -

et ¥ Rt
=
[=a
iy

-

m

51,9

Fig. 2.2

Trasarea diagramei de forta tdietoare

Intre A si B, bara nu este incircati = forta tiietoare este constanti si egald cu valoarea reactiunii
verticale din A, Ta<0 (Va=7,46 kN, roteste in sens antiorar).

In dreptul fortelor concentrate (direct aplicate si reactiuni din reazemele cu terenul) se produc salturi
in sensul si egale cu valoarea acestora.

Pe intervalele 2-C si C-D, forta taictoare variaza liniar, iar dreptele aferente celor doua intervale sunt
paralele, intrucat incarcarea are aceeasi valoare pe ambele portiuni.

In articulatia intermediara 2 forta tiietoare are aceeasi valoare la stanga si la dreapta ei, respectiv
fortele taietoare 1n capatul 2, pe cele doua grinzi (secundara si principald), au aceeasi valoare.

TA = _VA = 7,46kN = TA—l == T§t

T = T8 + Vg = 37,32 kN = Tg_; = TSt

T =T —-20=1732-kN=T,_3 = T5t

T = T$' — 40sina = —17,32-kN=T;_, = T,
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T =T,—-8-2=-17,32—-8-2=-33,32kN
T = T + Vg = —33,32 + 54,48 = 21,16 kN

Pe intervalul C-D, forta taietoare schimba semnul; se anuleaza la distanta xmax fatd de reazemul C,

egald cu raportul dintre forta tdietoare din capatul fata de care se calculeaza distanta si valoarea fortei

uniform distribuite care actioneaza pe acel interval.

T 21,16
qg 8

TS =T —8-4=21,16 —8-4 = —10,84 kN

TS = TSt + Vp = —10,84 + 40,84 = 30 kN

Trasarea diagramei de moment incovoietor

Mg =7,46-5 = 37,30 kNm

M; =0

M, =0

M; = 17,32 X 3 = 51,96 kNm pe grinda secundara

My, =-17,32-2—-8-2-1= —50,64 kNm pe grinda principala

Mp = —30-1 = —30 kNm pe grinda principala

Pe intervalul C-D momentul incovoietor inregistreaza un punct de extrem, iar valoarea acestuia se

poate calcula i1n modul urmator:

Pentru bara C-D, forta tiietoare pe capitul C este T¢" = 21,16kN, iar momentul incovoietor in C

este M, = —50,64kNm. Parcurgand bara de la C spre D, la distanta x4, = 2,645 m de C,

momentul incovoietor va avea valoarea:

=2,645m

Xmax

x 2,645
MSR = T Xmax — WXmax % — M, = 21,16 - 2,645 — 8- 2,645

— 50,64 = —22,66kNm
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2.3. Probleme propuse

2.3.1. Sa se identifice diagrama corectd de moment incovoietor M pentru structura din figura.

10kN/m #20kN
0Nm [T/
AT— )X 1 9 T ¢

L 200 2,00 2,00, 2,00 3,00

1

31.96

81.96

gﬁ
b ﬁ%ﬁw V
55 ) w:ﬂye
,,,S(jjy %“ww /

= 5

81.96
5= ®
d) Myﬂm?w /

= 5

51.96
T 2 /ﬁm
° Km /*’/Tj\\“;f’ 7
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2.3.2. Sa se identifice diagrama corecta de forta taietoare T pentru structura din figura.

10kN/m 20kN
301‘,37“1 g WIL/% ’
AZ P4 i 5 ! UC

L 200 2,00 2,00 200 3,00

1

D 10
12,si & Elz,s & 0
a) S
10

- 27,32
27,32 :# o

Of
0 10TENE
12,5% H %12,5 1%% % 17,32

17,32

@ 10
, 10-TE ¥

Sl
12,5 10 17.32
wﬁ 1732 o

20 & Ff\
d) = L
12,5% ? %”12,5 ZM H 20

12,5% g %12,5 1%# %3 27,32
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2.3.3. Sa se identifice diagrama corecta de efort axial N pentru structura din figura.

10kN/m y20kN
301‘,{"31 g LIL/% ’
AZ P4 1 5 ! l¢C

(200 2,00 2,00 2,00 300

1

®

a) = — m\ﬂT@_ﬂ_ﬂE
b) ”é gﬁZWl’TﬁZ E
0 = :@W”’” E
) @E\iIHHJHHIIIW
£ = /
9 - _ 10-[T7@[110 /
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2.3.4. Care este diagrama corecta de forta taietoare T pentru urmatoarea grinda Gerber?

18kN/m mN 15KN/m 20k

30KkNm *LLHHHHH ‘|( 10KNm

o T o

JRaS

L 250 2,00 300 200 400 200 300 150

215 (_L 25 :
| 10.28
@ R
16.86 \%3 %% 10.28
37.28 34.44
19.14 EL ’gohz\ F
» @ ' i
16.86 %9 7 15.56

215 é FF&

N | M
) @ B B

14.5 w\%g 17 15.56
39.5 34.44

19.14 (Lﬁ ﬁ\N T{
d) T @ |
14'\57 w\ﬁ;g 17 ]45%;%

E

E

435

gy —
Kl
L%

A5 445
39.5 40.28
215 g 5
. | 10.28
e) @ eI T
16.86 w\ﬁ; 17 T0.28
45
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2.3.5. Care este diagrama corecta de moment incovoietor M pentru urmatoarea grinda Gerber?

17kN 20kN
1SKN/M  3opNm | 15KN/m

ST ‘|r 10KkNm

o o i

EaS

U 2,50 2,00, 3,00 200, 400 200, 3,00 1,50
il il i il il il

il il

1

b)
56,25 4.46
30 42.5 o
) ™ R0 al
- . 1811
74.56
56.25 5397239 1858
' 10
d
) M —x e
13.34
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2.3.6. Sa se identifice diagrama de forta taietoare corectd pentru structura din figura.

b)

d)

¢
¢

‘r SKN 4kN/m skoNm 10N

N
AS AN IFAS

1,50,1,50, 2,00 ,1,50,1,501,00 2,00 1,00
il 1 il 1 il 1 il 1 il

o 11 10
E 5
N
LN A
SIS
6 75
0 11 10
é 5.5 m
| ?ﬂT L]
LT pd
T AR
6 7
o 11 10
N i [
T JRE[F
6 7.5
11 10
6 5
i ® |
F - ¢
9 7.5

11
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2.3.7. Sa se identifice diagrama de moment incovoietor corectd pentru structura din figura.

b)

d)

‘l] 5N 4kN/m  spNm 10kN

A

e R

¢
¢

1,50,1,50, 2,00 ,1,50,1,501,00 2,00 1,00
1 1 il 1 il 1 il 1 il

12
b /@h\ 5
M WA»\@@/N@

10
4.5
" /@\ Aj\
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2.3.8. Pentru grinda din figura care dintre diagramele de fortd tdietoare este cea corecta?

b)

d)

OKN
206N/m N
j, 120kNm
Pas] T3 pav:! 3 =5
400 200, 300 . 300 , 400 6,00 2,00 |
il 7 1 il il il il il
40 (T)
23331 30
AHQ%\ %éﬁ é LTI 2o
W ‘ G% 40 %9 ﬁﬁ&ﬂ
40 B33p 30 . @©
| i) T I 11110
= N[k ;s =
40 36.67
40 B33 30 I )
j b LT ] 20
Pal \w EiS EiS AN
‘ %) 40 %9 36,67
4 % (T)
| Saani

LT L] 2o

TS

66.67

40 23.33 40 @
i@\ i | LTI 20
\{M S =

s \Luﬁij»e.ﬁ'? %

[ 26.67

_@_
T

]
Afs,
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2.3.9. Pentru grinda din figura care dintre diagramele de moment incovoietor este cea corecta?

OKN
20kN/m LOkN
j, 120kNm
Pa| T3 pav:! 3 =5
L 400 200, 300 300 400 6,00 2,00,
12

80
o &y
a) . I
80

Bl

120
1 12
msﬁo\h\ @ -
b I |
) SET A W & pa
40
2 120
0 &y
C) W . -. T
40 . . !B”’ 120
120,
12

d) s ' ; ' B

120

10

80
2 ™)
e) . . .
W = = !;; 120

120
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2.3.10. Sa se identifice momentul incovoietor maxim Mmax pentru structura din figura.

SOkN 10KN/m a%ﬂkN

N Nm o [/ (o

T < 1 2 TV

2,00 /2,00 2,00 200, 3,00 |

1 1 il A il il
a) 10,00 KNm
b) 5,00 KNm
¢) -5,00 KNm
d) 30,00 KNm
e) 51,96 KNm
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Capitolul 3: Cadre static determinate

3.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Cadrele sunt structuri alcatuite din bare drepte (sau din bare drepte si curbe) conectate in noduri
rigide sau rigide si articulate. Aceste structuri sunt solicitate predominant la incovoiere.
Nodul rigid - are trei grade de libertate: 2 translatii dupa 2 directii din plan si o rotire;

- deplasarile tuturor capetelor de bare concurente intr-un nod rigid sunt egale;

- tangentele duse 1n nod la axele deformate ale barelor formeaza intre ele aceleasi

unghiuri cu cele pe care le fac barele in pozitia initiald, nedeformata.

Nodul rigid se deplaseaza ca un corp rigid, fara a permite rotiri relative intre capetele barelor
concurente in el.

Nodul articulat - are doua grade de libertate: translatii dupa cele 2 directii din plan;

- barele se pot roti liber in nod.
Nodul articulat nu transmite moment incovoietor §i permite rotirea relativa a capetelor barelor
conectate.

Reactiunile dezvoltate in structurile de rezemare ale cadrelor plane se determind din ecuatii de
echilibru, in functie de tipul structurii:

- Cadre simplu rezemate: doua ecuatii de suma de moment nul fata de cele doua reazeme cu
terenul si o ecuatie de suma de forte egald cu zero dupa o directie din plan.
Verificarea corectitudinii calculului se face scriind suma de forte dupa alta directie din plan.
Daca rezultatul sumei este zero, valorile reactiunilor calculate, pentru incarcarile considerate
sunt corecte.

- Cadre cu trei articulatii: doua ecuatii de echilibru global al structurii fata de cele doud reazeme
cu terenul si doud ecuatii de suma de moment nul fatd de articulatia intermediara de o parte si
de alta a acesteia.

Verificarea corectitudinii calculului se face scriind suma de forte dupa doua directii distincte
din plan. Daca rezultatul sumelor este zero, valorile reactiunilor calculate, pentru incarcarile
considerate sunt corecte.

Vom prezenta doud metode de trasare a diagramelor de eforturi:

A. Diagramele de eforturi se traseaza prin parcurgerea structurii intr-un sens stabilit Tn prealabil,
urmarind, pe fiecare interval, incarcarea exterioara si directia barelor. Eforturile in sectiunile
caracteristice (puncte care marcheazd modificarea incarcarii, schimbarea directiei axei
barelor, s.a.) se calculeaza cu metoda sectiunilor.

Diagrama de moment incovoietor se traseaza in concordanta cu diagrama de forta taietoare.

B. O altda metoda de trasare a diagramelor de eforturi pe cadre constd in descompunerea
cadrului in partile sale componente: BARE si NODURI. Se calculeaza valoarea momentului
incovoietor la capetele barelor. Se izoleaza barele din structura (Fig.3.1.) si se Incarca cu
efectul partilor inlaturate: fortele tdietoare si momentele incovoietoare de la capete. Altfel
spus, fiecare bara a cadrului se considera simplu rezemata si se incarca cu fortele direct
aplicate pe ea si cu momentele Tncovoietoare de la capete (valori calculate anterior).

Pentru fiecare bara se traseaza diagrama de forta tdietoare si de moment incovoietor.
Eforturile axiale 1n barele cadrului se determina izoland nodurile cadrului prin sectionarea
capetelor barelor concurente in nodul respectiv si incarcarea acestuia cu fortele exterioare
direct aplicate si cu efectul barelor sectionate: fortele tdietoare de la capetele barelor
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(determinate in prealabil) si cu eforturile axiale - necunoscute. Pentru fiecare nod se scriu
ecuatii de echilibru exprimate prin suma de forte egale cu zero dupa doua directii din plan.
Eforturile axiale din barele structurii se determina din conditia de echilibru a nodurilor dupa
izolarea prealabila a acestora.

(1 |5, & (==
A | B Tic -
Fig. 3.1

De la caz la caz, se abordeaza una dintre cele doud variante, cealaltd putand fi folosita ca verificare.
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3.2. Exemple de calcul

3.2.1. Structura din figura 3.2 este un cadru simplu rezemat.

30kN 30
¢ s ]
10 kN/m|— = 1w —

™ gl ] \

= < i

= = | Hi 40 tvi=33,75

%A - :)) Q—A B s

S 500, 300, |v,=375
Fig. 3.2

Calculul reactiunilor
YE, =0 = 10-6—Hy—20 =0 — H, = 40 kN
YMy=0 = 8V,+20-3-10-6-3-30-3=0 — V, = 33,75 kN

YMy=0 =-8V,+H,-14+10:6-2—-30:3—-20:2=0 =V, =2375kN
Verificare: ¥ F, = 33,75—-3,75—-30=0

In ecuatiile de echilibru conteazi doar sensul relativ al momentelor date de forte. Semnul + sau — se
utilizeaza doar pentru a exprima acest lucru, sensul de referinta + se alege arbitrar.

Diagramele de eforturi (Fig.3.2.)

Moment:

- pe consola — capat liber: M;c = —10-1- 0,5 = —5 kNm (fibra intinsa este cea exterioara)
Mip=40-5-10-5-2,5=75kNm

M, =40-5—-10-6-2 =80 kNm

- se verifica echilibrul nodului 1 tindnd cont de sensurile de rotire ale momentelor calculate pe
capetele barelor.

My, =M,, =—-3,75-54+40-5—-10-6-2 = 61,25 kKNm (considerand fortele din stanga ), sau
M,; = M,, =33,75-3 —20-2 = 61,25 kKNm (considerand fortele din dreapta)

Actiunea fortei concentrate in nodul 2 nu afecteazd valoarea momentului incovoietor la capetele
barelor.

Pentru calculul momentului incovoietor intr-o sectiune se tine cont numai de fibra intinsa de catre
fiecare forta, indiferent de corpul pe care se lucreaza.

Punctul in care se determina momentul incovoietor se considera fix.

M, = 33,75+ 1,5 = 50,625 kNm

Pe barele neincarcate cu forte se poate trasa diagrama de moment incovoietor unind cu segmente de
dreapta valorile calculate la capetele acestora.

Diagrama M se traseaza pe fibra intinsa.

Trasarea diagramelor M pe barele incdrcate cu fortd uniform distribuitd necesitd cunoasterea
diagramei de forta taietoare, nefiind suficiente doua valori pentru trasarea unei parabole de gradul Il.
Pe consola C-1- Tc=0 = diagrama de moment incovoietor va fi tangenta la axa barei in acest punct.
MA =40-4—-10-4-2 =80KkNm (fatade A)

M =10-1—-10-1-0,54+ 75 = 80kNm (fatd de 1)
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61,25 /NS
r»jso
50,625 'L/,/S
10
il 375 425 sina:g=0,8
EESIOINNEE
10 cosa = g =0,6
20,25
40~ F1 T
20 39
|
3, 75— -
— @ 12
- 27
Fig. 3.3
T1-2
80 — 61,25
T12 = T21 = T1_2 = _T = _3,75kN

Forta taietoare actioneazd pe capetele barei ca un cuplu de forte care anuleaza valoarea momentelor
concentrate pe capetele barelor.
- Valoarea fortei taietoare = suma algebricd a momentelor de pe capete (in functie de sensul
acestora) impartita la lungimea barei (Fig. 3.4).
- Semnul este desemnat de sensul de rotire din conditia de anulare a momentului (rezultant) de
pe capetele barei.

Pentru bara incarcata cu 0 fortd concentrata se procedeaza astfel:
- Fie se determind valoarea fortei tdietoare pe cele doud intervale liniare ale momentului
delimitate de forta concentrata;
- Fie se izoleaza bara 1-B si se incarcd cu componenta fortei concentrate perpendiculard pe
bara aplicata la mijlocul acesteia si cu momentul din capatul 2.
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Verificare: T, =-V; -cosa = —20,25kN

61,25 20 sina= 16 kN
C—

500 B
"

fs 1

125 s

425 o
\[LIL?/{ @F 20,25

Fig. 3.4

10 KN/m
OIFITIN TS
A 1
b

5,00

4%@

T

T 75
Ve
80"

Echilibrul nodurilor: Fortele taietoare de la capetele barelor se trec in functie de semnul lor:

+(Ti>0) = roteste nodul in sens orar
-(Tik<0) = roteste nodul in sens antiorar 10_,.
L BN =20
Nodul 1 IOI_T i
YFy=0 = 10+N;, +10=0= Ny, = —20kN —
SF,=0 = —N;,+375=0 = Ny, = 3,75kN = -V, IN =375
Nodul 2
YF,=0 = 10+N;,+10=0= Ny, = —20kN 375

YF, =0 = —N;, +3,75=0 =
y
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3.2.2. Cadrul cu trei articulatii din figura 3.5.are articulatiile cu terenul dispuse la
acelasi nivel.

30kN 30kN
[ ]
S
N_\
b=
S
-*
Hy= 15,83
- e Ll
fv.=29 v 1

Fig. 3.5

Determinarea reactiunilor
Ecuatiile de echilibru global fata de reazemele cu terenul.
Reazemele fiind la acelasi nivel, suportul reactiunilor orizontale trece prin ele, rezultd ca Ha si Hs nu
dau momente in raport cu B si A
YMpy=0 :10-Vg—30-12—-12-5-25-25-4=0 Vg = 61 kN
{ZMB=O :10-V,+25-4—-12-5-754+30-2=0 =>'{VA=291<N
Verificare:  »F, =61+29—-12-5-30=0
Ecuatiile de moment nul fatd de articulatia intermediard la stdnga si la dreapta acesteia (echilibrul
fiecarei parti)
{2M3t= :29-5+HA-6—25-2—12-5-2,5=0=>{HA=9,171<N
YMI'=0:61-5-Hg—30-7=0 Hp = 15,83 kN

Verificare: YF, =25-9,17-1583 =0

Calculul momentelor incovoietoare la capetele barelor
Mjq = 0 — articulatie
M;a = Hp - 4 = 36,68 KNm — intinde fibra din interior
aceeasi valoare
M;a = M, — sectiuni infinit vecine {aceeasi fibra intinsa nodul 1 este rigid
forta concentrata nu are brat
MC =0
Myc=-15,38-6 —30-2 = —154,98 kNm
M,, = —30-2 = —60 kNm
M,g = —15,38- 6 = —94,98 kNm
Se verifica echilibrul nodului 2 la moment incovoietor tinamd cont de sensul 154,98C 2 D 60
de rotire al momentelor incovoietoare de la capetele barelor.
XM, =0 9%/,98
2-C — neincarcata = M-liniar
2-a —neincarcata = M-liniar
2-B — neincarcata = M-liniar
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Trasarea diagramelor T si M pe bara 1-C(Fig.3.6.):

36,68 f12cos.2m=10,245
5,385
127,584 }27,584

les1  tem

—
p
e
L

s

54,98

= ]

kao

15,83
5,17

LT T T

Fig. 3.6

- Se izoleaza bara 1-C prin sectionarea ei dupd nodul 1 si inainte de nodul C (Fig. 3.6), se
considera simplu rezemata si incarcatd cu fortele exterioare direct aplicate si cu momentul de la
capatul 1.

- Componenta fortei uniform distribuite perpendiculard pe bard = 12 - cos? a = 10,345 kKN/m

(vezi 1.1. fig.1.1) descarcd simetric in cele doud reazeme prin doud reactiuni egale cu
10,345 - 5,385

> = 27,85 kN
Momentul M; ¢ descarca printr-un cuplu de forte de valoare:
36,68 =6,81kN
5385
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Pe barele incarcate doar cu moment concentrat pe capat, forta taietoare actioneaza sub forma unui
cuplu de forte care anuleazda momentul concentrat — deschide diagrama de moment (M),de valoare:

Val=¥ M
M]Cg T .J/TIC
/
TTlc

Trasarea diagramei de efort axial

Echilibrul nodului 1 o

sina = 0,3714 25 \2] 044
cosa = 0,9285 —>r1 »

YF,=0= 21,044 -sina+ N4¢c rcosa—9,17+25=0

9,17
N,c = —25,45 kN "ﬁm
ZFy =0=—N;5— 21,044 - cosa + 25,47 - sina =0

Pe bara 1-C, distributia fortei uniforme produce o variatie liniara a efortului axial
Din acest motiv se impune izolarea nodului C pentru

.. NC2
calculul valorii N¢, /_ 131 —_—
YFy =0 = —N¢; ' sina— 34,664 - cosa+ 31 =0 C
Nei = —3,19kN Ny e
YFy =0 = 34,664 -sina+ N¢g, + 3,19 - cosa = 0 Ngg °7

N¢, = —15,83 kN
12 sincicosa=4,138 kN/m  N¢y

Verificare: -
Se scrie echilibrul barei exprimat prin suma fortelor pe i =
directia axei barei: N, C/

N¢i1 + Ny —4,138-5385 =0 e

N¢y = 25,47 + 4,138 - 5,385 = —3,19 kN

Echilibrul nodului 2:

YFy = 0 = Npc = —15,83 kN |31 —7— |30
YF, = 0= Npp = =30 — 31 = =61 kN N, ‘
Verificare: —15.83
N,g = —Vg = —61 kN 1N213

NlA = _VA = -29 kN
NZC = NCZ = _HB = —15,83 kN
Pe consola nu actioneaza nici o forta pe directia axei barei = N=0
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3.2.3. Structura din figura 3.7. este un cadru cu trei articulatii cu reazemele decalate. Se propune,
pentru rezolvare prima metoda prezentata, cea clasica.

Determinarea reactiunilor:
Intrucat reazemele nu sunt la acelasi nivel, in fiecare ecuatie vor interveni cate doud necunoscute. Se
obtin doua sisteme de doua ecuatii cu doud necunoscute fiecare: reactiunile din cele doua reazeme.

Astfel, combinand ecuatiile de echilibru global cu cele de moment nul fatd de articulatia
intermediara, se obtine:

{ZMAZO :11-Vg—1-Hg—20-9—-15-4-9-30-1=0
YMIT =0:4-V3—5-Hg—20-2—15-4-2=0

{11-VB-HB=750 - {VB=70,39 kN

4-V3-5-Hp=160 Hg=24,31 kN

Si

{ZMB=0 :11-V4+1-Hy—30-10—15-4-2—-20-2=0
YME=0:7-Vy,—4-Hy—30-6=0

{11 ‘Va+Hy =460 _ {VA = 39,61 kN

Verificare:

>Fy,=7039+3961-30-15-4-20=0

YF, = 24,31 24,31 =0

30kN 10 15
LN | QIFiD
C 2 g — ¢ jZa
20kN | S /
3 o Hge 24,31 |
J - 24,31
s = 3961 i s
= $vie= 70,39
L

1,0,2,00, 4,00 2,00 2,00
1 1 1 1 1

1

Fig. 3.7

Trasarea diagramelor de eforturi (Fig.3.8):
Eforturile tip forta se calculeaza prin proiectia fortelor pe directia axei barei si perpendiculara pe ea.

Efortul axial sing= 4 =08
Na; = —39,61 - sina — 24,31 - cosa = —46,27 kKN 5 '
A — 1 neincircati = Ny, = Ny, = —46,27 kN cosg == 06
a — 1 nu sunt forte pe directia axei barei(orizontale) = N,_; = 0 kN 5 '
Bara 1-C — orizontala si neincarcata

Nyc = —Hp = —24,31 kN = Ny_c = N¢g = Ne_y = Nac 24,31 A/{a

ol
Forta taietoare 39,61

Conform schemei de proiectie a fortelor in punctul A,
Ty =Vj-cosa—Hy -sina = 39,61 -cosa — 24,31 -sina = 4,318 kN.

A
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Pe consola orizontaladin nodul 1:

T, = =30 kN = T,_; (neincarcatad intrea si 1)
Tic = 39,31 —30 =9,61 kN = T,

Toc =Ty —15-4=9,61—-60 = —50,39 kN
Pe bara C-2, forta taietoare schimba semnul

T, = Tc — 15 0 Te 261
= —_ . = f—t = — =
x = c X *T157 15
Tb == —20 kN == Tb—3 ES T3b

= 0,64 m — fata de articulatia C

Eliminand corpul din dreapta, singura fortd perpendiculara pe bara 2-B este Hg, care roteste in sens
orar.

6 38.41 8I s
40 32,93
21,59 @ ﬁ

?72,93
il 50,39
30{TF% ng

@
]

2431
LT AT
= 50,39
N -
46,27 70,39
Fig. 3.8

T23 == T3B = HB = 34,31 kN

Efectul consolei asupra stdalpului: 20 20
! Consola (forta concentrata P) nu afecteaza diagrama T pe stalp !

Forta concentrata de pe consola se reduce la fata stalpului la o forta
concentrata P=20 kN si un moment incovoietor M=40 kNm care intinde fibra
din interior a sectiunii stalpului.

40

Diagrama de moment incovoietor

60g 38.41
Mipa =Va-3—Hp-4=21,59kNm ;1 D
M,; = —30-2 = —-60kNm N_/J

M;c =Va-3—Hpy-4—-30-2=-3841KkNm 21,59
Se verifica echilibrul nodului 1 la moment incovoietor.
Mc=0; My =Va-11—Hp-4—-30-10—-15-4-2 = —81,55kNm = M,3
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Pe intervalul C-2: Momentul incovoietor are un punct de extrem, la distanta x = 0,64 m fata de

articulatia C
2 2

X )
MmaX:TC'X_15'7:9;61'0,64_15' > = 3,08 KkNm

In C, parabola este tangenti la variatia liniard a momentului de pe intervalul 1-C
M3, =20-2 =40 kNm 32.9

Vi
M3z, = —Hg -3+ 20-2 = —32,43 kNm 4()C4|3
N4

Se verifica echilibrul nodului 3:

72,93

Valorile fortei taietoare se pot verifica urmarind diagrama de moment incovoietor.

Astfel, baraA-1 este neincarcata si valoarea momentului incovoietor din capatul 1 este 21,59kNm
21,59
Tar= 5 }=> T 4=4,318 kN, egala cu valoarea determinata prin
deschide diagrama M in sens orar

proiectii ale fortelor pe normala la axa barei inclinate.

Bara 1-C
1.c=——=9,61 kN (deschide diagrama M.c in sens orar)
Bara 2-3
81,55-32,93 ) . )
Ty3= #224,31 kN (deschide diagrama M>.3 in sens orar)
Bara 3-B
72,93 .
)3= =24,31 kN (deschide diagrama M3.p in sens orar)

My.3 si M3.g sunt paralele, forta taietoare este constantd

Se verifica echilibrul nodului 1 dupa izolarea prealabila a acestuia, prin
scrierea ecuatiilor de suma de forte egale cu zero dupa cele doua directii 30 l /1 :
perpendiculare din plan.

YFy =46,27 -cosa—4,318-sina— 24,31 =0 i
ZFy =—-30—-—9,61+4,318-cosa+ 46,27 -sina=0

Echilibrul celorlalte noduri se poate verifica cu usurinta in figura 3.9.

50,39 50,39
—|
24,31 T‘ 20 4|3
<2431 <2431
150,39 170,39
Fig. 3.9
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3.3. Probleme propuse
3.3.1. Sa se identifice diagrama corectd de moment incovoietor M pentru structura din figura.

10kN/m 92.14
s LTI L L LT LT LN
1 2
g NI
=
o % 104,49
A B
=400, 3,007
1 1 a)
92,14 92,14
75 75

b) 0)

d) €)

3.3.2. Sa se identifice diagrama corectd de fortd tdietoare T pentru structura din figura.

10kN/m
5N L L L

24,74
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3.3.3. Sa se identifice diagrama corecta de efort axial N pentru structura din figura.

10kN/m
osN L L L LD 25

2
a) >
c)
23 25
24,29 11,11
32,32
2429
€)
3.3.4. Care este diagrama corectd de moment incovoietor M pentru cadrul din figura urmatoare?
20kN/m
LILILLLLILT]
o T
=4 0N o 202,73
o +
=
T & 1627 | 170,36
F— .
g: ] @ 260,73
vy —
o
S
— W=
h C 2
L
é& =
{aNm @)
(200, 400 6,00 ,
40
—
162,73
b)
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e)

202,73

132,73

132,12

2

3.3.5. Care este diagrama corecta de forta taietoare T pentru cadrul din figura de mai jos?

25
d)
20kN/m
WLLLLLILTLILL

N g_\r
c:aph 40N ')
o =
+ g
L]
: -

o= —

=4 —

ey —
] =
— S
e e

= |

L
4&& =
12kN/m

(200, 400 6,00 I
DN7.45
79,45
b)
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79,45 79,45
d) e)

3.3.6. Care este diagrama corecta de efort axial N pentru cadrul din figura de mai jos?

20kN/m
LILILLT L)L) 47.09
N gAr 31,15 !
% 40kN o
3 il
il s 69,55 C 25,67
o]
2 p?
- ] =
. i | ® ]
= =
v 2
— F -
- 22 155,00 =
- =
A8 L 35,00 =
12kN/m Zi
(200, 400 6,00 I a)
a5 A0
47.09 |
67,15 - 25,67
] = E
- =
= a2
- A 15 i
250 = 155,09 =
35,092 Yt
b) c)
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47,09 47,09

©
95,095 76 ® 2567 95,09 2
- h 25,67
=] - =] =
- g
25 155,00 B 155,09 -
3509 35,090
d) e)

3.3.7. Sa se identifice diagrama de forta tdietoare T corectd pentru structura din figura.

20kN
<
4 14,17
o SKN/m. it 12,00
WITEL :
S L [T [ 1]
08 ©
=
& ey
o
T oﬂ\ -
LOg 3,00 | 300 | 300 | a) =
1 1 1 1 1
16,00
14,17 s
083 B
r L
083 @ |
1417 () D 16,00
4’17@ 16,00
16,00 [ I 2
=) 10,83
@15,00
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3.3.8. Sa se identifice diagrama de moment Incovoietor M corecta pentru structura din figura.

20

»(’10@\ 80,00,
R 2,50
@
l ™M s
7750
a)
20,00 60,00 <~
2,50
@ [a%]
5750
c)
20,00 80,00
77,50 250
e)

3.3.9. Sa se identifice diagrama de efort axial N corectd pentru structura din figura.

20kN
<
1N/ 3
SkN/m
20kNm,

WILLET |
=
<
&y
-

e <,

100 300 , 300 , 300 |
1 1 1 T il
20,00
2,50
30,00
5
57,50
b)
20,00 80,00~
2,50
M e
77,50
d)
20kN
o
<.
4
o
S,
o
P
= S,
10g 300 . 300 . 300
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12,00

12,00
14,17 20,83 14,17 2083
[ = o HON T
™ ™
2 2
b) c)
12,60 12,00
14,17 20,83 20,83 1417
b | - [ @ e
0y N
e AN
d) e)

3.3.10. Care este diagrama de forta taietoare T pentru structura din figura, cunoscand diagrama de
moment incovoietor M?

20kN/m
: 15KNm . 66 1
3 =
&
2 s T 15,372 15,47 75,372
o
S
v
30kN
— ol 34,876
S
1 65 L
2 25
U300, 400 | 300
1 1 1 E

43,22

17,438@

a) b)

vt
29,2514y

17,438%

12,562

LTIl [T

12,562

LTIl TTTTTT
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17,43 SE

c)

292513 '@

17,438%
e)

12,562

LTI T TTT T

12,562

12,562

61

13,722

17,43 SE

d)

30

LTl TIT T

12,562



Capitolul 4: Arce static determinate
4.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Arcele sunt structuri cu axa curba, solicitate predominant la incovoiere si efort axial. Arcele static
determinate sunt rar intdlnite ca elemente de constructie, dar rezolvarea lor stid la baza calcului
arcelor static nedeterminate.

In functie de forma axei lor, arcele pot fi ciculare, parabolice sau o alti curba.

Dupa modul de rezemare, arcele static determinate pot fi simplu rezemate sau cu trei articulatii.

Rezolvarea arcelor static determinate, respectiv determinarea reactiunilor si trasarea diagramelor de
eforturi, se realizeaza dupa aceleasi principii cu cele prezentate la structurile tip cadru.

Caracteristic comportarii arcelor este dezvoltarea in reazemele cu terenul, a unor reactiuni orizontale
mari, numite Tmpingeri, care reduc esential valoarea momentului incovoietor din cdmp, conferind
astfel acestor structuri capacitatea de a acoperi deschideri mari comparativ cu grinzile drepte.
Elementele caracteristice ale unui arc cu trei articulatii cu reazemele la acelasi nivel sunt prezentate
in figura 4.1.

y cheie linia nasterilor

i -
Y P ¢

f (sageata arcului)

i B\ X

L (deschiderea arcului}

Fig. 4.1

Variatia eforturilor, in acest caz, depinde de forma axei arcului, prin urmare va fi curbilinie.
Orice sectiune, i, a unui arc este definita prin: coordonatele sale Xi, yi si unghiul pe care-l face
tangenta la axa arcului in punctul respectiv cu orizontala, @i.

Aceste marimi se determina in mod diferit in functie de forma axei arcului.
e Arcul parabolic

Ecuatia parabolei de gradul al doilea este:

y =%x(l—x)

Derivata de ordinul intai a functiei defineste panta acesteia, respectiv :

4
y =tge; = l—f(l — 2x)
Astfel, daca pentru o sectiune a unui arc parabolic se cunoaste Xi, prin inlocuirea valorii
acestuia
= in ecuatia arcului, se calculeaza valoarea ordonatei Yi, si
= in expresia derivatei de ordinul I a acesteia, se determind tg¢;, dupd care
prin aplicarea functiei inverse, se determind ¢; si implicit orice alta functie
trigonometrica a acestuia.
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e Arcul circular
Caracteristicile geometrice ale sectiunilor unui arc circular se determind din considerente
geometrice. Astfel, in functie de elementele care se cunosc, se pot determina coordonatele
sectiunii i si unghiul ¢;.

y
b
A 2
+ }
L 2 i ‘L
wl B
[y R
R P R el
o+ 4
Fig. 4.2

Din figura 4.2 se vede ca unghiul ¢; pe care il face tangenta la axa arcului cu orizontala are aceeasi
masura cu unghiul la centru format de razele aferente sectiunii i si sectiunii de cheie C. Din
triunghiurile dreptunghice AMO si INO se pot determina, in functie de clementele cunoscute,
celelalte marimi geometrice care definesc sectiunea i.

Calculul eforturilor de tip forte in orice sectiune a unui arc (parabolic sau circular) se face prin
proiectia fortelor pe directia tangentei la axa arcului in punctul respectiv (Nj) si perpendicular pe
aceasta (T;).

In cazul incarcarii arcelor cu trei articulatii doar cu forte verticale, determinarea eforturilor se poate
face prin analogie cu grinda simplu rezemata atasati arcului, incircatd identic cu acesta. Intrucat
incarcarile sunt verticale, reactiunile verticale pe cele doud structuri sunt identice (depind doar de
pozitia fortelor verticale). In orice sectiune a arcului, efectul fortelor verticale este reprezentat de
forta tdietoare de pe grinda simplu rezemata atasata arcului, in sectiunea corespunzatoare celei de pe
arc.

Utilizdnd aceasta analogie, in cazul incarcarii doar cu forte verticale, eforturile in orice sectiune a
unui arc cu trei articulatii sunt:

N; = —=T?sing; — Hcos;
T = TPcosp; — Hsing;
M; = M{ — Hy;

Eforturile notate la exponent cu “O” sunt cele din grinda simplu rezemati atasata arcului.
Daca incarcarea pe arc este oarecare (forte orizontale si verticale), pentru calculul eforturilor in
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sectiunea I, se analizeaza efectul fiecarei incarcari asupra fetei sectiunii i, prin
proiectii pe directia tangentei la axa arcului in i si perpendicular pe aceasta.

Momentul incovoietor intr-o secfiune a unui arc se poate determina prin
sectionarea structurii in punctul respectiv si fixarea acesteia printr-o incastrare
fictiva. Se determind efectul fiecarei forte asupra sectiunii, identificand pentru

fiecare actiune fibra intinsa.
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4.2. Exemplu numeric

Pentru arcul parabolic din figura 4.4, se vor determina eforturile din sectiunile i si j ale acestuia.
Intrucat arcul este incarcat numai cu forte verticale, determinarea eforturilor in sectiunile marcate se
va face atat prin metoda generala, valabilda pentru orice tip de incarcare, cat si cu ajutorul valorilor
eforturilor determinate pe grinda simplu rezemata atasata, incarcata identic cu arcul. Sageata arcului:
f=4 m.

y 16 kN/m
LT T 40 kN
. c T
O
1 i J 4
¥
A BN X
=2 X:=3
f 8 e > :
1' 16 4
y
16 kN/m 401N
LLWJIYL LIS ELLT) l
A B X
= =72 i ) . ] x=3
% ' ! —]—"T’
4 | 8 3 5 4
V=108, | | i Vi=59,5
\\ , , .
108,5 | 76,5 i |
6,78 S el ]
; 40 59,5
185 |
\u g 178,5 @
| X 2975
367,78 LU [ L 356
Fig. 4.4

Diagramele de eforturi pentru grinda simplu rezemata atasatd arcului sunt trasate in fig. 4.4.
1. Se determind reactiunile dupa principiile generale de calcul aplicate structurilor cu trei

articulatii:
Se scriu ecuatiile de echilibru global ale arcului fata de cele doud reazeme cu terenul:
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YM,=0 = 16V3—11-40—16-8-4=0 = V = 59,50kN

YMy=0 = 16V, —-5-40—-16-8-12=0 = V, = 108,50kN
Verificare: Y E, =5950+10850—-16-8—-40=0

Se scriu ecuatiile de moment nul fata de articulatia intermediard, la stinga si la dreapta
acesteia.

Y Mt =1085-8—4-Hy—16-8-4=0 = H, = 89,00kN
YMI =595-8—4-Hg—3-40=0 = Hz = 89,00kN

M¢

f

Se poate observa ca valoarea reactiunilor orizontale (impingerea arcului) este mare, fapt
caracteristic acestei categorii de structuri.

= 89,00kN

Se calculeaza caracteristicile geometrice ale sectiunilor pentru care se doreste
determinarea eforturilor.

Ecuatia parabolei este:

y =%x(l—x)

) 4f
y =tge; = z_z(l — 2x)

Sectiunea i:

X; =2m
4-4
Vi ZWZ']A-: 1,75m
, 4f 4-4
yi=tg<.0i=l—2(l—2xi)=1—62'12=0,75

@, =36,87° = sing; = 0,600 ; cosp; = 0,800

Sectiunea j:
xj = 13m
4-4
yj = Fl:% -3 = 2,438m

, Af 4-4
Yy =tge; = l—z(l —2x;) = Tgz (710) = -0,625
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p;j=148° = sing; =—0,530; cosp; = 0,848

A
a)

b)

B.

Se calculeaza eforturile 1n cele doud sectiuni:

Sectiunea i

Se face analogia cu grinda simplu rezemata atagatd arcului si se utilizeaza expresiile
de calcul ale eforturilor prezentate in paragraful 4.1.

In sectiunea i , pe grinda simplu rezemati atasata arcului eforturile sunt:

TP = 76,50kN

M? = 185,00kNm

Eforturile in sectiunea i a arcului sunt:

N; = —=Tsing; — Hcosp; = —76,50 - 0,600 — 89,00 - 0,800 = —177,10kN

T, = Tiocosgoi — Hsing = 76,500,800 — 89,00 - 0,600 = 7,80kN

M; = M) — Hy; = 185,00 — 89,00 1,75 = 29,25kNm

Pentru calculul efortului axial si al fortei taietoare se proiecteaza fortele direct aplicate
care actioneaza pana in sectiunea i (se parcurge arcul de la stanga la dreapta) pe
directia tangentei trasate in i la axa arcului, respectiv perpendiculara pe ea:

N; = — 108,50 - sing; + 16 - 2 - singp; — 89,00 - cosp; = —117,10kN

T; = 108,50 - cosp; —16 -2 - cosep; — 89,00 - singp; = 7,80kN

Determinareca momentului incovoietor in sectiunea i se face considerand efectul
fiecarei forte si fibra intinsa de acestea in sectiunea i, considerata fixata:

M; = 108,50-2—-16-2-1-89,00-1,75 = 29,25kNm

Sectiunea j

Sectiunea j se afla la dreapta articulatiei arcului, astfel ca unghiul pe care-l face tangenta
la axa arcului cu orizontala este ¢; > 90°.

a)

b)

Utilizand grinda simplu rezemata atasata arcului, eforturile pe aceasta in sectiunea
corespunzitoare sectiunii j de pe arc sunt:

TP = —59,50kN

M} = 178,50kNm

Eforturile sunt:

N; = —Tjosin(pj — Hcosp; = —(—59,50)(—0,530) — 89,00 - 0,848 = —107,007kN
T, = Tjocos<pj — Hsing; = —59,50 - 0,848 — 89,00 - (—0,530) = —3,286kN

M; = M}p — Hy; = 178,50 — 89,00 - 2,438 = —38,482kNm

Avand in vedere pozitia sectiunii j, la dreapta sectiunii de cheie si mai apropiata de
reazemul B, eforturile in sectiunea j se pot determina mai usor, prin aceasta metoda
daca se considera fortele din dreapta sectiunii (doar reactiunile din B). In acest caz,
pentru proiectia eforturilor se va considera unghiul ¢'; = 180° — 148° = 32°pentru
care

sing'; = 0,530

cosgp'j = 0,848

Astfel, eforturile sunt:

N; = — Vgsing'; — Hcosg'; = —107,007kN

T; = —Vgcos'; + Hsing'; = —59,50 - 0,848 + 89,00 - 0,530 = —3,286kN

M; =Vg-3—Hy; = 59,50-3 —89,00-2,438 = —38,482kNm
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In cazul incarcarii cu forte verticale, pentru determinarea eforturilor, se poate opta pentru oricare
dintre cele doua metode prezentate.

Daca pe arc actioneaza si forte de alta directie decdt verticala nu se poate face analogia cu grinda
simplu rezemata atasata.

Din analiza diagramelor de moment pe arc si pe grinda simplu rezemata incarcata identic se observa

efectul Tmpingerilor dezvoltate in sectiunile de reazem asupra reducerii momentului incovoietor din
camp.
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4.3. Probleme propuse

4.3.1. Pentru arcul din figura de mai jos se cere sa se determine valoarea corecta a momentului
incovoietor 1n sectiunea i, cunoscand ecuatia arcului parabolic: y(x) = ‘I‘—Jx(l —X) sl X;=5m.

Sklilm 30kN i ® N

6,00

LLLJLLLLLT]

. 400 | 400 | 8,00 |

a) 65,215 kNm
b) 61,143 kNm
c) 33,502 kKNm
d) 26,457 KNm
e) 68,186 KNm

4.3.2. Pentru arcul din figura de mai jos se cere sa se determine valoarea corecta a fortei taietoare in
sectiunea i, cunoscand ecuatia arcului parabolic: y(x) = ‘I‘—j x(I —x) si xi=5m.

8KkN/m 30N
— 1 S
—=
-
- o
= S,
—= D
.
. 400 | 400 8,00 |
iyl il 1 il
a) -21,83 kN
b) -23,46 kN
c) 23,46 kN
d) -17,12 kN
e) 26,48 kN



4.3.3. Sa se identifice valoarea corecta a momentului incovoietor in sectiunea i pentru arcul parabolic

41
din figurd. Ecuatia arcului parabolic: y(x) = I X(I — X)

Arc parabolic
A
5,00
) 10,00 | 7,00 . 300
a) 187,50 kNm b) -187,50 KNm c) -33,00 kKNm
d) -37,50 kNm e) 37,50 kNm

4.3.4. Sa se identifice valoarea corectd a fortei tdietoare in sectiunea i pentru arcul parabolic din

4f
figurd. Ecuatia arcului parabolic: y(x) = e X(I - X)

L 10,00 | 7,00 3,00
a) 30,00 kN b) -15,00 kN c) 33,00 kN
d) 37,50 kN e) 0,00 kN

4.3.5. Sa se identifice valoarea corectd a efortului axial in sectiunea i pentru arcul parabolic din

4f
figurd. Ecuatia arcului parabolic: y(X)= I x(I —x)

Arc parabolic
A
5,00
) 10,00 | 7,00 . 3,00
a) -33,54 kN b) 33,00 kN ¢) -30,00 kN
d) -6,00 kN e) 37,50 kN
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4.3.6. Sa se identifice valoarea corecta a efortului din tirant pentru arcul circular din figura, avand
raza R=15m si unghiul la centru 2a = 120°.

10kN/m
NENERRRREN RN RN RR RN

- U2 | m |-
il 1 1
L L l
1 il
a) -32,50 kN b) 56,25 kN c) 281,66 kN
d) 32,50 kN &) 90,00 kN

4.3.7. Sa se identifice valoarea corecta a efortului din tirant pentru arcul parabolic din figura. Ecuatia

arcului parabolic: y(x)= 1—! x(1 - x)

10kN/m
120kN COTTT T L L LTI

Are¢ parabolic

2
-
i 6,00 ) 6,00 | 12,00 L
1 | 1 1
a) 320,00 kN b) -320,00 kN c) 160,00 kN
d) 120,00 kN e) -145,00 kN
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4.3.8. Pentru arcul circular din figura, avand raza R=10m, se cere sa se identifice valoarea corecta a
efortului axial in punctul DY,

10kN/m
CLHHHHHHHH

N
i

R R
o

a) 50,354kN b) -4,453kN c) -33,878kN

d) 33,878kN e) -50,354kN

4.3.9. Pentru arcul circular din figurd, avand raza R=10m, se cere sa se identifice valoarea corecta a
fortei taietoare in punctul DY,

10kN/m
CHHHHHHHHL

R R
(8]

a) 50,354kN b) -4,453kN c) -33,878kN

d) 4,453kN e) -50,354kN
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4.3.10. Pentru arcul circular din figura, avand raza R=10m, se cere sa se identifice valoarea corecta a
momentului Tncovoietor in punctul D.

10kN/m
C_lllllllllllllllll

a) -24,169kNm
b) -4,453kNm
c) 24,169kNm
d) 4,453kNm
e) -50,354kNm
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Capitolul 5: Structuri articulate plane
5.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Structurile articulate plane, numite si structuri cu zabrele, sunt alcatuite din bare drepte articulate in
noduri.

Ipoteze simplificatoare acceptate pentru calculul grinzilor cu zabrele:
- Axele barelor sunt concurente in noduri.
- Incircdrile se aplicd numai in nodurile structurii.
- Nodurile sunt articulatii perfecte = nu transmit moment incovoietor = in barele structurii
iau nastere numai eforturi axiale.

Metode de calcul
Vom prezenta doar doud dintre metodele de determinare a eforturilor din barele unei structuri cu
zabrele: - Metoda izolarii nodurilor

- Metoda sectiunilor

Metoda izolarii nodurilor are ca principiu izolarea succesiva a nodurilor structurii prin sectionarea
barelor concurente in acestea si scrierea de ecuatii de echilibru dupa doua directii perpendiculare din
plan. Prin aceastd metoda, pentru a determina efortul dintr-o bara, trebuie izolate toate nodurile pana
se ajunge la un nod in care se leagd bara respectiva. Pentru a putea scrie echilibrul unui nod, in el
trebuie sa se Intalneasca cel mult doud bare cu efort necunoscut.

Metoda sectiunilor constd in sectionarea barelor pentru care se doreste determinarea eforturilor si
scrierea echilibrului unuia dintre corpurile obtinute. Pentru orice corp rigid aflat in echilibru se pot
scrie trei ecuatii. Se recomanda scrierea a doua ecuatii de suma de moment nul fata de doua noduri
ale grinzii alese convenabil si a unei ecuatii de suma de proiectii de forte dupa o directie oarecare din
plan. Metoda sectiunilor se poate aplica pentru structuri la care se pot realiza sectiuni care sa nu taie
mai mult de trei bare cu efort necunoscut.

Metoda sectiunilor permite determinarea efortului din orice bard a structurii, cu conditia ca
sectionarea barei respective sa fie posibila (sectiunea sa nu intersecteze mai mult de trei bare cu efort
necunoscut), motiv pentru care se utilizeaza frecvent ca verificare a eforturilor in anumite bare ale
structurii.

Reprezentarea grafica a eforturilor axiale determinate pe barele structurii se poate face:
- Prin trasarea pe bare a diagramelor de efort axial (valoare si semn).
- Prin scrierea valorii efortului pe fiecare bard si marcarea prin sageti a efectului efortului la
fata nodului (efort de intindere — iese din nod, efort de compresiune — intra in nod).

Inainte de a determina eforturile din barele unei structuri, se detecteazi barele cu efort nul prin
identificarea situatiilor:
a) Daca intr-un nod se intalnesc doua bare, iar nodul nu este incarcat, efortul in cele doua bare
este nul.

P

P__ N=P

b) Daca intr-un nod concura trei bare, dintre care una este in prelungirea alteia, iar nodul nu este
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incarcat, efortul in cea de-a treia bara este nul.
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5.2. Exemple de calcul

5.2.1. Structura articulata din figura este rezolvata cu metoda izolarii nodurilor.
Se detecteaza barele cu efort nul :
- In nodul 5 se intalnesc trei bare, nodul 5 este neincircat si barele 5-7 si 3-5 sunt in
prelungire = Ns.6=0, iar N5.7=N3.s.
- Intrucat Ns.6=0, in nodul 6 se intdlneste aceeasi situatie, prin urmare N3.6=0.
- Se aplica aceeasi reguld pentru nodurile 3, 4, 1, 2, rezultand efort nul in barele: 3-4, 1-4,
1-2, A-2 si eforturi egale in toate barele aflate in prelungire.

20 kN
T N
«~ 32
+ s
«a 32
€L 3 4
[t ]
5 32
o 1< -
[ ]
32
- A —
BX H204,
1,25 ,125 125 1,25 -—
1 | 1 1 il
| 5 |
1 1
Fig. 5.2
g Yy
Astfel, din echilibrul nodului 7 rezulta:
sina = 0,848 0Ny |7 X
cosa = 0,530
YE =0 = 20+ N4_,-cosa=0 N7'5Y Nyg
Ne_y = ———=-377 N
6—7 0.530 37,736k
ZFy = O = _N5_7_N6_7'Sina = O
3 37,736
Verificare % NB
20 —3
SM,=0 = 20-8="Vs:5 = V,=32,00kN T3

Vy=—Vg =32,00kN — cuplu de forte care anuleaza valoarea
momentului generat de forta orizontala.
Se verifica ehilibrul nodului B:
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YE =0 = 32,00-37736"sina=0
YE. =0 = —-20+37,736-cosa=0
5.2.2. Pentru structura cu zabrele din figura 5.3 se determina eforturile axiale in toate barele

acesteia prin metoda izolarii nodurilor si se verifica, cu metoda sectiunilor, eforturile in barele 1-2, 2-
3, 2-B.

35kN
A. Metoda izolarii nodurilor \L
;.—\ o) 3
sina = 0,866 °
cosa = 0,500 Sl
2 x
5 | 15 . 15Bo
1 |
\l( 20 kN
35

THvss l $ V49,25
20

Fig. 5.3

1. Se calculeazad reactiunile, Scriind echilibrul global al structurii fatd de cele doud reazeme cu
terenul:
YMy=0 = 6-V3—35-45-20-3—-30-2,6 =0 = Vg =49,25kN
>FE. =0 = H, =30,00kN
>Mg=0=6-V,—35-15-20-3+30-2,6 =0 = V, =5,75kN

2. Se izoleaza pe rand nodurile structurii prin sectionarea barelor concurente in acestea si se scriu
ecuatii de echilibru 1n jurul fiecarui nod.
In nodul A sunt conectate doud bare cu efort necunoscut = se pot scrie
ecuatiile de echilibru:

YE =0 =N, ;-sina+575=0
= N,_; = —6,640kN

Y2F,=0 =>Ny_;-cosa+Ny_,—30=0
= N,_, = 33,320kN

. Y.‘“\
Efortul in bara A-1 fiind calculat, se observa ca in nodul 1 se intdlnesc doar
doua bare cu efort necunoscut = se scrie echilibrul nodului 1. 30 1 N13
XE =0 = —N;_, sina + 6,640 - sina = 0 = N;_, = 6,640kN 6,6%‘ Y,
YE, =0 =N;_,-cosa+ 6640 -cosa+30+N,_3=0 = N;_3 = T Nz
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36,640kN
Eforturi egale si de semne contrare in diagonale

Echilibrul nodului 2:

YXE =0 = N,_3-sina + 6,640 - sina — 20 =0
= N,_3 = 16,455kN
Y2FE, =0 = N,_3-cosa— 6,640 cosa — 33,320+ N,_g =0
= N,_p = 28,412kN

Echilibrul nodului 3:

Singura bard cu efort necunoscut este 3-B. Este suficientd o singura ecuatie
pentru determinarea acestuia, cea de-a doua ecuatie de chilibru se foloseste ca
verificare.

XE =0 = —N3_p-sina —16,455-sina —35=0 = N3_p =
—56,870kN

Y2 FE, =0 = —56,870 - cosa — 16,455 - cosa + 36,64 = 0

Tot in scopul verificarii corectitudinii valorilor eforturilor calculate se \B X

izoleaza nodul B si se scrie ecuatia de echilibru a acestuia. <7
28,412 1 V49,25

Rezultatele, valorile calculate ale eforturilor din barele structurii, au fost marcate pe structura.
Sagetile de pe bare indica efectul eforturilor asupra nodului. Se poate observa astfel, ca in talpa
inferioard a grinzii se dezvolta eforturi de intindere, in timp ce talpa superioara este comprimata.

Calculele trebuie efectuate cu precizie de cel putin trei cifre zecimale.
1 36,640

PG 33,320 28412
Fig. 5.4

B Metoda sectiunilor

Se doreste determinarea eforturilor din barele 1-3, 2-3, 2-B. Pentru aceasta se sectioneaza grinda prin
taierea barelor respective si se scrie echilibrul corpului A-1-2.

Se scriu doua ecuatii de moment fata de doua noduri, alese astfel incat in fiecare ecuatie sa intervina
cate o singura necunoscuta.

Prin nodul 2 trec suporturile eforturilor N2-3 si N2.g, prin urmare, scriind suma de moment egald cu
zero fata de nodul 2, n aceasta ecuatie intervine ca necunoscuta doar Ni-3.

O situatie similara se intdlneste pentru nodul 3 in care se intersecteaza eforturile din barele 1-3 si 2-3.
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A o
N
H=30
- N — o A
V=575 20 . 2B
15 15 1,5 | L5
I il il |
Fig. 5.5

YM,=0=3-575+N,_5-2,6+30-2,6=0= N,_5 = 36,640kN
YM;=0=45-575+30-2,6—Ny_5-26—20-15=0= N,_p = 28,412kN
NF,=0=N,_3-sina+575—20=0= N,_5 = 16,455kN

Doar in barele sectionate se pune in evidenta efortul axial. Barele intregi fac parte din ansamblul
izolat.

S-au obtinut aceleasi valori prin ambele metode.

Caracteristici comune celor doud metode de calcul a structurilor cu zébrele:
e Ambele metode au aplicabilitate limitatd de numarul ecuatiilor de echilibru care se pot scrie
in fiecare situatie.
e Eforturile se determina scriind echilibrul partii izolate prin sectionarea barelor cu efort
necunoscut.

Dacd pentru o structurd toate sectiunile posibile taie mai mult de trei bare si in noduri se
intersecteaza mai mult de doua bare cu efort necunoscut, pentru determinarea eforturilor in anumite
bare se admit combinatii ale celor doud metode prezentate.
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5.3. Probleme propuse
5.3.1. Sa se identifice efortul axial N4-s corect pentru structura articulata plana din figura.

15kN 5

[
10kN 10 =
3,
paN 3 6 7 9
L300 300 . 300 3,00
a) -11,20 kN b) -8,39 kN c) 12,56 kN

d) -17,98 kN e) 1575KkN

5.3.2. Sa se identifice efortul axial N7-s corect pentru structura articulata plana din figura.
15kN 5

o
10N 10 2
3
AN 3 é 7 9
3,00 . 300 | 300 |, 3,00
1 il il il 1
a) 22,50 kN b) -23,75 kN c) 15,85 kN

d) 16,98 kN e) -15,85 kN

5.3.3. Sa se identifice efortul axial N4-7 corect pentru structura articulata plana din figura.

-
=3
Lan]
= 1
i 13 ls 11 13 N
G0KN
, 2,00 , 2,00 2,00 , 2,00 2,00, 2,00,
a) 120kN b) -50kN c) OkN
d) 50kN e) 40vV10kN

5.3.4. Sa se identifice efortul axial Ns-s corect pentru structura articulata plana din figura.
3

1
a ! 3 ls 11 13 =
SOKN
2,00 , 2,00 2,00, 2,00 2,00, 200,
a) -120kN b) 120kN c) OkN
d) 126,49kN e) -40vV10kN
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5.3.5. Sa se identifice efortul axial N3-5 pentru structura articulata plana din figura.

IZicN
A A B
=
cl\
" 5
- 10kN
15kN
2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00,
1 1 1 il 1 1 1
a) -20,25 kN b) -8,65 kN c) 15,59 kN
d) 17,98 kN e) 7,33 kN
5.3.6. Sa se identifice efortul axial N2-4 pentru structura articulata pland din figura.
12kN
A A B
=
cl\
" 5
- 10kN
15kN
2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00,
1 1 1 il 1 1 1
a) -31,26 kN b) -24,20 kN c) 31,26 kN
d) -18,00 kN e) 15,75kN

5.3.7. Sa se identifice efortul axial Ns-4 corect pentru structura articulata plana din figura.

2,00 ,1,50,1,50,

a) 52,67kN
b) 18,03 kN
c) 65,50 kN
d) 29,81 kN
e) -21,31 kN
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5.3.8. Sa se identifice efortul axial Ns-s corect pentru structura articulata plana din figura.

2,00 1,50,1,50

a) -36,52kN
b) -18,03 kN
c) -12,02 kN
d) -29,81 kN
e) -21,31 kN

5.3.9. Sa se identifice efortul axial Ne-7 corect pentru structura articulata plana din figura.

2,00 ,1,50,1,50,

a) -32,54 kN
b) -16,21kN
c) -18,53 kN
d) -12,02kN
e) -21,31 kN
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5.3.10. Sa se identifice efortul axial N7-10 corect pentru structura articulata plana din figura.

2,00 1,50 1,50

a) 10,53 kN
b) 16,21kN
c) 7,33kN
d) 32,54 kN
e) 21,31 kN
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Capitolul 6: Calculul eforturilor cu ajutorul Principiului
Lucrului Mecanic Virtual

6.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Echilibrul unui corp rigid se poate exprima si utilizand Principiul Lucrului Mecanic Virtual
(P.L.M.V.) nul.

Acest principiu se enunta astfel:

Un sistem de forte este in echilibru daca si numai daca pentru orice deplasare virtuald, infinit micd,
compatibila cu legaturile sistemulul, lucru mecanic efectuat de forte parcurgdnd deplasarea virtuala
data este egal cu zero.

Pentru a determina valoarea unui efort intr-o sectiune, utilizdnd P.L.M.V., trebuie parcurse
urmatoarele etape:
e In punctul in care se doreste determinarea unui efort se suprima legitura corespunzitoare
acestuia, rezultand un mecanism cu un grad de libertate cinematica.

o Astfel, cand se calculeazd un moment incovoietor, se suprima Ml 7M1
legitura aferentd acestuia, rezultind o legaturd care nu preia ———C——
moment incovoietor (permite rotirea relativa a capetelor barelor).
Momentul, necunoscut, se exteriorizeaza de o parte si de alta a

articulatiei. ﬂ 1

o Pentru determinarea forfei taietoare, se suprimad legatura aferenta Eg
acesteia, obtinand o legaturd care permite glisarea relativa a fetelor Tl J/
sectiunii pe directia perpendiculard pe axa barei.

o Pentru calculul efortului axial intr-o sectiune se suprima, in punctul
respectiv, legatura corespunzatoare acestuia i se obtine o legaturd care ——77——
permite glisarea relativa a fetelor sectiunii pe directia axei barei. N

1

e Pentru mecanismul obtinut, se traseaza diagramele de deplasari dupa doua
directii perpendiculare din plan. Toate ordonatele diagramelor de deplasari se determind in

functie de un singur parametru care se alege arbitrar (rotirea unui corp sau deplasarea unei
sectiuni).

e Se scrie ecuatia de lucru mecanic virtual, din care se determina necunoscuta.

Lucrul mecanic se considera pozitiv daca forta si deplasarea (respectiv momentul incovoietor §i
rotirea) au acelasi sens.
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6.2. Exemplu de calcul.

Pentru structura din figura 6.1 se vor determina eforturile din sectiunea i, utilizand principiul lucrului

mecanic virtual nul.

< 20kN

3 3 3 1,
Fig. 6.1

a. Calculul momentului incovoietor din sectiunea i (Fig. 6.2)

- In i se suprima legatura aferenta momentului incovoietor (se introduce o articulatie care
permite rotirea relativd a capetelor barelor conectate) si se exteriorizeaza perechea de

momente M; de o parte si de alta a articulatiei astfel formate.

Fig. 6.2

- Pe mecanismul astfel obtinut, se da o deplasare virtuald unui corp si se traseaza diagramele de
deplasari pe verticald si pe orizontala. Se alege deplasarea unui corp (rotirea unui corp sau
translatia unei sectiuni) ca parametru, in functie de care se determina toate celelalte ordonate

ale diagramei (Fig. 6.2).

- Se calculeaza deplasarile (translatii si/sau rotiri) in dreptul tuturor fortelor direct aplicate

(forte sau momente):
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Se alege 6, ca parametru
= 01, = 3604; 01, = 0,3 datorita simetriei diagramei

&
= Corpurile I si 1l au deplasari paralele, centrul (1,3) fiind la infinit.
92 = 291

Valorile deplasarilor in dreptul fortelor direct aplicate pe structurd sunt marcate pe
diagramele de deplasare (Fig. 6.2).

Se scrie ecuatia de lucru mecanic virtual nul:

10-3-60, — M;0,—M;26; + 300, —20-20, =0

Lucrul mecanic este pozitiv daca forta si deplasarea (respectiv momentul si rotirea) au acelasi
sens = M; = 56,67kNm.

b. Calculul fortei taietoare din sectiunea i (Fig. 6.3)
- 1In i se suprima legitura aferenta fortei tdietoare (se obtine o legiturd care permite glisarea
relativa a fetelor sectiunii pe directia perpendiculard pe bard) si se exteriorizeaza perechea de
forte taietoare T;
- Se da o deplasare virtuala unui corp si se traseaza diagramele de deplasdri ale mecanismului
format. Se calculeaza deplasarile in dreptul punctelor de aplicatie ale fortelor si pe directia
acestora, in functie de parametrul ales.

Fig. 6.3

6, = 6, = corpurile | si Il se deplaseaza paralel, centrul lor relativ aflandu-se la infinit pe directia
axei barei (directia pendulilor)

8y = 1,56,
5, = 36,

5, = 1,56,
815 = 4,50,
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o)
93 = ? = 0,591

Ecuatia de lucru mecanic:

Intrucat sectiunea i se afld pe bara inclinata, forta tiietoare Ti are componente dupi directia verticala,
Ticosa , si dupa directia orizontala, T;sina, si implicit efectueaza lucru mecanic dupa aceste directii.
Valorile deplasarilor in dreptul tuturor fortelor (si a efortului exteriorizat) sunt vizualizate in figura

6.3.

Ticosa - 304 + Tjcosa - 1,560, —10-3-36, —30-0,50; + 20 - 0 + T;sina46, + T;sina26; =0

T, = 11,33kN

C. Calculul efortului axial din sectiunea i (Fig. 6.4)

- In i se suprima legitura aferentd efortului axial (se obtine o legiturd care permite glisarea

relativa in lungul axei barei) si se exteriorizeaza perechea de forte axiale Ni.

- Se da o deplasare virtuala unui corp si se traseaza diagramele de deplasari ale mecanismului
format. Se calculeaza deplasarile in dreptul punctelor de aplicatie ale fortelor si pe directia
acestora in functie de parametrul ales.

10 kN/m

LT

I (2,3)

=t
L)
ﬁf\
=
L !
20,570, P ATS L
' . 3
Ty tasma) e
I e
- T i
! | e
- b
61 U 3g agste, 201
Fig. 6.4

19,4278
/

Se determina pozitia centrului (2), aflat la intersectia dreptelor: (1), (1,2) st (3), (2,3).
Se scriu ecuatiile celor doua drepte exprimate prin pantele lor:

x, 4
(D, Q,2): tga=—==
y2 3
se egaleaza expresiile ordonatei y»
4(x;=9) _ 3x;

= x, = 20,57m
3 4

3
= ;=52 (3),(23): tgh =

X2
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0, = 8, = corpurile | si Il se deplaseaza paralel, centrul lor relativ aflandu-se la infinit pe directia
perpendiculara pe axei barei (directia pendulilor).

8,3 = 14,576,
61 = 391

5, = 17,576,
815 = 20,576,

)
0, = ? = 4,8576,

Ecuatia de lucru mecanic:

Similar fortei taietoare, efortul axial Ni are componente dupa directia verticala, N;sina, si dupa
directia orizontald, N;cosa, si efectueaza lucru mecanic dupa aceste directii. Valorile deplasarilor in
dreptul tuturor fortelor (si a efortului exteriorizat) sunt vizualizate in figura 6.4.

sina = 0,8 cosa=0,6

—N; - sina - 360, — N; - sina - 17,576, — 10-3- 19,076, + 30 - 4,8576, — 20-9,7146, — N; -
rcosa 19,4270, + N; - cosa - 46, =0

N; = —24,14kN

Rezultatele obtinute se pot verifica prin metoda clasica. Astfel, in figura 6.5 sunt marcate valorile
reactiunilor din reazemul A, cu care se pot calcula cu usurinta eforturile in sectiunea i de pe bara
inclinata.

M; = 26,11-3 —5,415-4 = 56,67kNm

T; = 26,11 - cosa — 5,415 - sina = 11,33kN
N; = =26,11 - sina — 5,415 - cosa = —24,14kN

1
20 kN
He 5415 Hp
— & —p
tve=26,11 v

Fig. 6.5
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6.3. Probleme propuse
6.3.1. Utilizand P.L.M.V. sa se determine reactiunea Vg la structura de mai jos:

10kN/m
ALV L P LI VL) 160kN fOkN

A B T )

L 12,00 L300, 450 450 | 300

a) 118,75kN
b) 98,25 kN
c) 120,00 kN
d) 58,50 kN
e) 108,75 kN

6.3.2. Utilizand P.L.M.V. si se determine momentul incovoietor Mg la structura de mai jos:

10kN/m
ALV L PV L P LT L) fOkN fom
LA =B T XD
L 12,00 U300 . 450 A50 | 300

a) 95,00 kKNm

b) -105,00 KNm
c) 115,00 kKNm
d) -125,00 kNm
e) 135,00 KNm

6.3.3. Utilizand P.L.M.V. sd se determine momentul incovoietor Mp la structura de mai jos:

10kN/m
LUV VRPN fOkN fOkN
LA =B C =D
' 12,00 L300 . 450 | 450 | 300
a) -60,00 kNm
b) 75,00 kNm
¢) -90,00 kNm

d) 105,00 kNm
e) 120,00 kNm
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6.3.4. Utilizand P.L.M.V. si se determine forta taietoare Tgsunga |2 Structura de mai jos:

10kN/m
ALV VPV VL L LV L LD fOkN fom

A =B C D

L 12,00 L300 450 | 450 | 300

1 il il 7 il il
a) 68,75 kN
b) -86,25 kN
c) 50,00 kN
d) -68,75 kN
e) 86,25 kN

6.3.5. Utilizand P.L.M.V. sa se determine forta tdietoare Tg dreapta 12 Structura de mai jos:

10kN/m
ALV P L LR fOkN l30kN

A =B C D

L 12,00 L300 450 450 | 300

1 il il il il il
a) -75,00 kN
b) -50,00 kN
c) 25,00 kN
d) 75,00 kN
e) 50,00 kN

6.3.6. Utilizand P.L.M.V. sa se determine momentul incovoietor Mj, 1n sectiunea i, la structura de
mai jos:

30KN/m
75kN RN RN
c i T
e
L~
2A JLI

. 500, 3,00 ,200,

Y

a) -275,625 kNm
b) -255,065 kNm
c) 290,125 kNm
d) -260,125 kNm
e) 295,065 KNm
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6.3.7. Utilizand P.L.M.V. sa se determine momentul incovoietor M;, 1n sectiunea i, la structura de

mai jos:
30kN/m

75kN LILLTLITL

—

i C

g‘\
NG
RA 2B~
" 5,00 L 3,00 200,

6.3.8. Utilizand P.L.M.V. sa se determine momentul incovoietor M;, in sectiunea i, la structura de

mai jos:
15kN/m
LIIILILLT
rsi &
A
2

=
=3
SOKN
g
L]
B

2,00, 3,00 , 3,00 200,
1 il A il il

6.3.9. Utilizand P.L.M.V. sa se determine momentul incovoietor M;, in sectiunea i, la structura de

mai jos:
15kN/m
LLIILILLLL)

C i

3,00 |, 3,00

2,00

g
50KN
=
S
Lar]
B

1I, 2’00 ]

i

a) 214,38 kNm
b) 224,56 KNm
c) 234,38 kNm
d) 244,56 kNm
e) 254,38 kNm

a) 72,40 kNm
b) -84,70 kNm
c) -109,69 kNm
d) 96,40 kNm
e) -120,70 kNm

a) 72,19 kNm
b) 62,19 kNm
¢) 52,19 kNm
d) 42,19 kNm
e) 32,19 kNm
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6.3.10. Utilizand P.L.M.V. sa se determine momentul incovoietor M, in sectiunea i, la structura de
mai jos:

15kN/m
PLILLIIIL
C ==
g
50kN
i ==
g
o
A B A
PN

12,00, 300 | 300 200

a) 95,16 kNm
b) 115,32 kNm
c) 100,16 KNm
d) 125,32 kNm
e) 110,16 kNm
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Capitolul 7: Linii de influenta

7.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de rezolvare.

Definitie:
Linia de influenta a unui efort dintr-o sectiune reprezinta varitia efortului respectiv cand o forta
mobila egald cu unitatea se deplaseaza pe linia de incarcare a structurii.

Modalitati de determinare: - Analitic;
- Cu deplasari virtuale.
Cea de-a doua metoda este mai rapida si mai usor de aplicat. Conform acestei metode:

Linia de influentd a unui efort dintr-o sectiune este deplasarea liniei de incarcare dupa directia
fortei mobile a sistemului transformat, cand pe directia efortului exteriorizat se dia o deplasare
egala cu unitatea, astfel incat lucrul mecanic efectuat de efortul exteriorizat sa fie negativ.

Semnul liniei de influenta este + daca deplasarea este in sensul fortei mobile (sub linia de
referinta).

Principalele etape care trebuie parcurse cand se doreste trasarea liniei de influenta a efortului dintr-o
sectiune sunt:
= Se suprimd legatura corespunzatoare efortului, iar acesta se exteriorizeaza in conventia de
semn pozitiva, astfel:

Momentul incovoietor Forta taietoare Efortul axial
. , 1T Ni
T <
1 Ni
Intinde fibra din interior Roteste fetele sectiunii Este de intindere
in sens orar (iese din sectiune)

= Pentru mecanismul astfel obtinut, denumit sistem transformat, se da o deplasare virtuala egala
cu unu pe directia efortului exteriorizat, astfel incat lucrul mecanic efectuat de acesta sa fie
negativ si se traseaza diagrama de deplasare dupa directia fortei mobile.

= Parametrul de referinta (fata de care se determina toate ordonatele), va fi, in functie de efortul
pentru care se traseazd linia de influentd, rotire relativd iIntre corpurile generate prin
suprimarea legaturii (in cazul momentului incovoietor), respectiv deplasare relativa pe
directia efortului, pentru forta tiietoare si efortul axial. Acesti parametri au valoarea egala cu
unitatea.

= Se identifica toate corpurile care fac parte din linia de incércare si se contureaza portiunile
aferente ale diagramei de deplasare.

= Se stabileste semnul liniei de influenta ,,-” deasupra liniei de referinta si ,,+” dedesubtul ei si
se hasureaza.
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7.2. Exemple de calcul

7.2.1. Pentru cadrul din figura 7.1 se determina liniile de influenta pentru eforturile din sectiunile i si
J, marcate pe structura. Forta mobila egala cu unitatea se deplaseaza pe grinda orizontala.

P=1
<
N

i&

3 | 3 Ll |
Fig. 7.1

a) Trasarea liniei M;
Sectiunea j se afla pe bara inclinata, sub grinda orizontald, la distanta infinit mica de aceasta.
In j se introduce o articulatie si se exteriorizeazi momentul Mi>0 de o parte si de alta a
articulatiei.
Se obtine un mecanism cu un grad de libertate cinematica, alcdtuit din trei corpuri, pentru
care se stabilesc centrele instantanee de rotatie absolute si relative:
(1), (3) — in articulatiile cu terenul
(1,2), (2,3) — in articulatiile intermediare
2 = (1,12 n (2,(2,3) = x@=4,5m, datorita simetriei reazemelor fata de articulatia
intermediara
(1,3) = (1),(3) n (1,2),(2,3) = la infinit pe orizontala = corpurile | si Il au deplasari
paralele.
Parametrul de referintd: 6., =1
Pe corpul I momentul M;j roteste in sens anti orar = se da o rotire in sens orar corpului I.
0, = %1261, =3
3 2

92 = 4’—5 = § = 0,667rad

2 1
61:012_92:1_52520,3337'0,61

Datorita simetriei

512:523:9512'91253:1

1
91 == 03 = § = 0,333T'ad

Linia de influentd a momentului din sectiunea | este trasata in figura 7.2. Fiecare ordonata a
liniei de influentd a momentului incovoietor din sectiunea | reprezinta o valoare a
momentului incovoietor din aceastd sectiune, variatia ei fiind datd de pozitia fortei mobile
egale cu unitatea.
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= My im3) ]
M, — 1

20 |
=+ i i \\\III (153)
| ew
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L 450 !
1 1 o
w03y Al
0=0,667 Y
&
3 Linia M.,
41 J
J 2
g

Fig. 7.2

b) Linia de influenta a fortei taietoare din sectiunea j (fig. 7.3).

(1), (3) — in articulatiile cu terenul

(1,2) — la infinit pe directia pendulilor = deplasari paralele pentru cele doua corpuri

(2,3) —in articulatia intermediara

2 = (1,12 n (2),(2,3) = X@=4,5m datorita simetriei reazemelor fata de articulatia
intermediara

Prin punctul fix (1) se duce directia (1,2)

(1,3)=(1).(3) n (1,2),(2,3)

Parametrul de referinta este deplasarea relativd dintre corpurile | si Il pe directia fortei
taietoare Tj (perpendiculara pe bara inclinatd) si este egala cu unitatea. Proiectia pe verticala a
acestei marimi este cos« (fig. 7.3).

612 = 0,6
6 _26_ 2 =0,133 =6

2745 15 T

1
5, = 1,56, = = = 0,200
1
61 = 612 - 62 = 0,6 _g = 0,4‘00
8,5 0,200

93 = ? = T = 0,667rad
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Fig. 7.3

Diagrama de deplasare pe verticald este acum definita, raimane doar de identificat corpurile pe
care se deplaseaza forta mobila (care fac parte din linia de incarcare) pentru a putea contura
linia de influenta a fortei taietoare in sectiunea j. Corpul | este bara inclinatd, care nu face
parte din linia de incarcare, prin urmare diagrama de deplasare a acestuia nu va face parte din
linia de influenta.

Se contureaza diagrama de deplasare pe verticald a corpului Il si a partii orizontale a corpului
I1l. Se stabileste semnul liniei de influenta “+” sub linia de referinta, “-”deasupra ei, si se
hasureaza.

Linia de influenta a efortului axial din sectiunea j (Fig. 7.4)

(1), (3) — in articulatiile cu terenul

(1,2) — la infinit pe directia pendulilor (perpendicular pe bara inclinatd) = deplasari paralele
pentru cele doud corpuri

(2,3) — in articulatia intermediara

(2)=(1).(1,2) n (2),(2.3)

Prin punctul fix (1) se duce directia (1,2)

(1.3)=(1).3) n (1,2),(2,3)

Determinarea pozitiei centrului (2):
Se scriu ecuatiile celor doua drepte exprimate prin pantele lor:

_ _x; 4 _ 3x,
(D, (1,2): tga = . =3 = Y2=
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se egaleaza expresiile ordonatei y»
4(x; —9)  3x,
3 =

= x, = 20,57m

-t
o
=
ry
—
\\
\\\\
sino=0,8 - )

A 3

|

o i

(e

I _ | 8,=0,03
91=053~9_\ 0,117 930%;9N}0’190 2
1| L)

—l

Fig. 7.4

Parametrul de referintd este deplasarea relativd pe directia efortului N; (directia barei
inclinate) si este egala cu unitatea. Proiectia pe verticala a acestei marimi este Sina.

612:0,8
6, =~ — 0,039 =6
272057 0T

8, =36, = 0,117
8, =8,5—68, =08—0,117 = 0,683
8,3 = 14,570, = 0,568

8,3 0,568

05 3 3 = 0,189rad

Forta mobila se deplaseaza pe corpul Il in intregime si pe partea orizontala a corpului Il1. Se
contureaza diagramele de deplasare aferente acestor corpuri.
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d) Linia de influenta a momentului incovoietor din sectiunea i (Fig. 7.5)
Sectiunea i se afla pe bara orizontala in imediata vecinatate a stalpului.

(1), (3) — in articulatiile cu terenul

(1,2), (2,3) — in articulatiile intermediare

(2) = (1),(1,2) n (2),(2,3) (pe verticala dusa prin (3))

(1,3) = (1),(3) n (1,2),(2,3) = la infinit pe orizontala = corpurile I si Il au deplasari paralele

In acest caz, rotirea relativa dintre corpurile Il si Il nu se evidentiazi clar in diagrama de
deplasare pe verticald, dar daca se tine cont de deplasarea paralela a corpurilor | si lll, 8,3 =

012 =1

Pe corpul Il momentul M; roteste in sens orar = se da o rotire in sens anti orar corpului I11.

61:3612:3
9 —61—1—0333 d
1779 737 oord

2
92 = 012 - 91 = g = 0,6677‘ad
93 = 91 = 0,3337‘ad
2
623:392:3522
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e) Liniade influenta a fortei taietoare din sectiunea i (Fig. 7.6)

—

_____________J.r__

81=0,111  83=0,111

(1), (3) — in articulatiile cu terenul

(1,2) — in articulatia intermediara

(2,3) — la infinit pe directia pendulilor (orizontala) = deplasare paraleld pentru corpurile 1 si
Il

(2) = (1),(1,2) n (2),(2,3) (coincide cu centrul (1))

(1,3) =(1),(3) n (1,2),(2,3) = la infinit pe orizontala = corpurile I si Il au deplasari paralele
Pe corpul Il, Tj actioneaza in jos = se da o deplasare in sus, egald cu unitatea, corpului I1.
Corpul 111 se deplaseaza paralel cu corpul Il. Corpul I se deplaseaza paralel cu corpul IlI.

Parametrul de referinta este deplasarea relativa dintre corpurile Il si Ill, pe directia fortei
taietoare Ti.
623 = 1
1
922620,111:01:63
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f) Linia de influentd a efortului axial din sectiunea i (Fig. 7.7)

p=1 @ layes
% < i Eii%____ _________ il
A N (e
< BNCX)
| % | Sy
(1,3) - %
B
L3 1
“. T
i | <3 0,167

LiniaN i
Fig. 7.7

(1), (3) — in articulatiile cu terenul

(1,2) —in articulatia intermediara

(2,3) — la infinit pe directia pendulilor (verticald) = deplasare paraleld pentru corpurile Il si
Il

(2)=(1),(1.2) n (2).(2,3)

(1.3)=(1).(3) n (1,2).(2.3)

Intrucat deplasarea relativa pe directia efortului (orizontald) nu se evidentiaza in diagrama de
deplasare pe verticald, se traseazd suplimentar diagrama de deplasare pe orizontald (care nu
se hasureazi ca linia de influentd). In aceastd diagrami se determina rotirile corpurilor, care
se transcriu in diagrama de deplasare pe verticala.

49 p
Y2 = 6
612 = 1
6,23 = 1
0 1_ 0,167 =6
2= =Y | =03
5,12 = 292 = § = 0,333
6,12 1
0, = 7 12 —10,083
61 = 912 - 92 = § = 0,333
Forta mobila se deplasecaza pe partea orizontald a corpului I, pe corpul Il si pe partea

orizontala a corpului 1.
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7.2.2. Pentru arcul circular din figura 7.8, se determind liniile de influentd pentru eforturile din
sectiunea i. Forta mobila egala cu unitatea se deplaseaza pe axa arcului.

FArc circular 1 %

o 2
I
Y
A B
250 0 N 6,50 | 9,00 ’
1 \j\ N 1 1
N |
\\\ N\ \
N |
\\ N \
SN
\\ﬁ
N
Fig. 7.8

Se determina caracteristicile geometrice ale sectiunii i:
x; =2,5m

In AAON = marimea razei arcului de cerc:
2

l
R? =2+ —f)? = R=12,125m

6,5 .
12,75 = 0,536 = ¢; =32,417° = cosp; = 0,844

tgp; = 0,635; y; =2,108m

sing; =

a) Linia M; (Fig. 7.9)
(1), (3) — in articulatiile cu terenul
(1,2), (2,3) — in articultiile intermediare
(2)=(1),(1.2) n (2),(2.3)
(1,3) = (1),(3) n (1,2),(2.3)
Pozitia centrului (2) se determina scriind ecuatiile celor doua drepte exprimate prin pantele
lor:

Y2 Vi 2,108
1),(1,2): tga =—==— =
(1, (1,2): tga X xi:>)’2 25 X2

Y2 4 4(18 — x,)
3),(2,3): tgp = == = —
(3,03 tf =5 =5 = n="g

se egaleaza expresiile ordonatei y

4(18 — x,) _ 2,108x,
9 © 25

= x, = 6,213m
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b)

x =6213 2787

 8sLl16

3=25 | 8,=0,402
™ 8 =1.495
L <

0,=0,124

Fig. 7.9

Parametrul de referintd este rotirea relativa dintre corpurile | si Il, 84,.
Pe corpul I momentul M; roteste in sens anti orar = se da o rotire in sens orar corpului |.

612:1
62 =xl-'912 = 2,5

9, = 2,5 = 0,402
276,213

0, =0, — 6, =1— 0,402 = 0,598rad
623 = 2,787 - 02 = 1,116

1,116
05 = 5 = 0,124rad

Linia T;i (Fig. 7.10)

(1), (3) —in articulatiile cu terenul

(1,2) — la infinit pe directia pendulilor — directia tangentei trasate in i la axa arcului
(2,3) — in articultia intermediara

(2)=(1),(1,2) n (2),(2,3)

(1,3)=(1),(3) n (1,2),(2,3)

102



Pozitia centrului (2) se determind scriind ecuatiile celor doud drepte exprimate prin pantele
lor:

(1D, (1,2): tge; = iﬁ = y, = 0,635 x,

2

y, 4 _ 4(18 — x,)
=——

(3),(2,3): tgp = =37

18—x, 9
se egaleaza expresiile ordonatei y>

4(18 — x,) = 9-0,635x, = x, = 7,411m

Yo

e=o§144 5 ; 850,181
et AT 2000

|f | LV
/ 8=0,144 directia T1/
|
c0s9=50,844 b
|
L
Fig. 7.10

Pe corpul I, Ti are componenta pe verticala orientata in jos = se da o deplasare in sus
corpului I.

Corpul Il se roteste in jurul centrului absolut (2), paralel cu corpul 1.

Corpul 111 se roteste in jurul centrului absolut (3) si are deplasare egala cu cea a corpului Il, in
dreptul centrului relativ (2,3).

Parametrul de referinta este deplasarea pe directia fortei taietoare Ti si are valoarea 1.
Proiectia pe verticala a acestei marimi eSte cos ¢; = 0,844.

612 = 0,84‘4
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51, 0,844

0
27 x, 7411

= 0,144

91 = 92 = 0,14‘4‘Tad
623 = 92 b 1,589 = 0,181

0,181
0; = 5 = 0,020rad

Linia Ni (Fig. 7.11)

(1), (3) — in articulatiile cu terenul

(1,2) — la infinit pe directia pendulilor — directia perpendiculara pe tangenta dusa in i la axa
arcului

(2,3) — in articulatia intermediara

(2)=(1),(1.2) n (2),(2,3)

(1,3) = (1),(3) n (1,2),(2,3)

Pozitia centrului (2) se determina scriind ecuatiile celor doua drepte exprimate prin pantele
lor:

X2 X2 Y2
1),(1,2): tgp; =— =—=_: tg(90 — ;) ===
(1), (1,2): tge; " = Y2 = ge38 9g( ®:) 5

se egaleaza expresiile ordonatei y»

4-0,635(18 — x,) = 9x, = x, = 7,076m

Pe corpul I, Ni are componenta pe verticala orientata in jos = se da o deplasare in sus
corpului I1.

Corpul I se roteste in jurul centrului absolut (1), paralel cu corpul 1l.

Corpul 111 se roteste in jurul centrului absolut (3) si are deplasare egala cu cea a corpului Il, in
dreptul centrului relativ (2,3).

Parametrul de referinta este deplasarea pe directia efortului axial N; (directia tangentei dusd in
i la axa arcului) si are valoarea 1. Proiectia pe verticala a acestei marimi este sin ¢; = 0,844,

612 = 0,536
o _ 812 0,536 0076
27 x, 7076

91 == 02 = 0,0767‘ad
8,3 = 0, 16,076 = 1,218

1,218
0; = 5 = 0,136rad
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X
N -
M\ T -
: i iy .
™, ~
Z A -
e ) s 2,3) 1
: N 0=0 IR VN
\ 1 2
N, : ﬁ_)
\ :
N :
(90"&) (1)\ )
X,= 7,076 : : ) 351,222 :
. n""’ \’Z\
sin®=5 0,536
sin®=8 70,536 - —
SN ¥
8, =06, “8=019 6.=0,136
directia N; 851 .
g . sin ¥,
e\ e I
A cos®,
Fig. 7.11

Corpurile I si 1l au deplasari cu acelasi semn (de aceeasi parte a liniei de referintd). Eforturile

Ni au sensuri contrare pe cele doua corpuri.

Pentru corpul I lucrul mecanic efectuat de N; este pozitiv. Dar §, > §; = lucrul mecanic

efectuat de efortul axial este negativ.

7.2.3. Pentru grinda cu zabrele din figura 7.12, se traseaza liniile de influenta ale eforturilor axiale
din barele 4-6, 5-6 si 5-7 in cele doua situatii distincte de incarcare definite de linia de incarcare:

talpa inferioara (cazul @) sau talpa superioara (cazul b).

(200,200 2,00 2,00 2,00 200,200

2,00
il

Fig. 7.12
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Liniile de influenta ale efortului axial din bara 4-6:

Se sectioneaza bara 4-6, care face parte din talpa superioara a grinzii, si se pune in evidenta efortul
de intindere din aceasta.

Parametrul de referinta este deplasarea relativd pe directia efortului 1
(directia barei sectionate) si este egald cu unitatea. Rotirea relativa dintre
cele doud corpuri, mai usor de pus in evidenta la aceste structuri, este
egala cu raportul dintre deplasarea egald cu unitatea si distanta de la
centrul relativ la directia efortului.

1 1
612 = E = E = O,Srad
a) Forta mobila se deplaseaza pe talpa inferioara
51 =8- 612 =4
5, 4 2 4N, N6 8
61=E=E=0,25rad

Datoritad simetriei

92 = 91 = 0,25 rad

Se contureaza diagrama de
deplasare pe verticald a
talpii inferioare a corpului I
si cea a talpii inferioare a
corpului Il
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b) Forta mobila se deplaseaza pe talpa superioarad
In acest caz, diagramele de deplasare pe verticala ale celor doua corpuri sunt aceleasi (acelasi
mecanism, aceleasi rotiri ale corpurilor). Diferenta este datd de linia de incarcare, care
defineste linia de influenta. Astfel, in acest caz, linia de influenta va fi diagrama de deplasare
pe verticald a talpii superioare a corpului | (intre nodurile 1-5), si a talpii superioare a
corpului Il (intre nodurile 5-9).

1
2 b 4N, N6 8
5 I : : :

Fig. 7.14

Trasarea liniei de influenta pentru efortul din diagonala 5-6:

Se sectioneaza bara 5-6 si se exteriorizeaza efortul axial N5_g.

Se obtine un mecanism alcatuit din patru corpuri (fig. 7.15). Se stabilesc centrele instantanee
absolute si relative ale corpurilor.

Se considera succesiv cate trei corpuri si se aplica teorema de coliniaritate a centrelor relative:
LIV : (1,4), (2,4), (1,2) coliniare

I, 11, 111 : (1,3), (2,3), (1,2) coliniare = (1,2) > o pe orizontala

LIV (1,3), (1,4), (3,4) coliniare

I, i, 1V (2,3), (2,4), (3,4) coliniare = (3,4) — o pe directia diagonalelor

(1),(1,2) n perpendiculara pe directia deplasarii posibile din reazemul simplu = (2) in reazemul
simplu

(1), (1,3), (3) coliniare

(2), (2,3), (3) coliniare = (3) se afla pe verticala dusa prin centrul (1,4), datorita simetriei structurii
Pozitia pe verticala a centrului (3) este data de y; = g

(3),B4H N (2), 24 =4

Directia (3,4) este paralela cu diagonala 6-7. 6
T A _ o _ — — E — i &b
Intrucat a = 45°, x, — 8 = y; = - = 2,667 (fig. 7.15) ~ % 11
x, = 10,67m ,%;%{ 0
Parametrul de referintd este deplasarea relativa pe directia efortului, ¢ 4 12 2
sau rotirea relativa dintre corpurile Il si 1V sau | si I11. 5 IV 7
1

0:3 = 0,, =——== 0,353

13 24 =5 2

Pe corpul I, N5_g roteste (fata de (1)) in sens anti orar = se da o rotire in sens orar corpului I.
Corpul 11 se roteste in jurul centrului (2), paralel cu corpul I.
Corpul 111 se roteste in jurul centrului (3) si are deplasare egala cu corpul | in dreptul centrului (1,3)
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si cu corpul Il in dreptul centrului (2,3).

Corpul 1V se roteste in jurul centrului absolut (4), are deplasare egala cu corpul | in centrul (1,4) si cu
corpul 1l in centrul (2,4).

Corpurile 11 si IV se deplaseaza paralel.

5, 2,121
83 =0153°6=2121=0; =— =="""=10,265
X(3) 8
81 =000 4=1412=6, = O —1'412—0265
4T e e T e —x  5333

65 = 8, = corpurile I11 si IV se deplaseaza paralel.

Prin diferenta se calculeaza rotirile corpurilor I §i I1:
91 = 913 - 93 s 0,353 - 0,265 = 0,088 ):> 0 — 6
92 = 624_ - 94 = 0,353 - 0,265 = 0,088 1="2

Rotirile corpurilor fiind calculate, diagrama de deplasare pe verticalda a mecanismului este practic
definita. In functie de linia de incarcare se traseaza linia de influenta a efortului axial din diagonala
5-6.

a) linia de incarcare este talpa inferioard a grinzii cu zabrele (Fig. 7.15)

-3
2 (1 B ?ﬁg \(2 3)

(1;4)

o0
ame, (O @ CH =
x,=10,667 : 56 :5333

SHENEIl 8=00265 60,088

13
070353 oLl 0.y S = =0,353
| 5=2121 -~ 830,704 0.943
’/ 3 * // ’ ]
7
L//
Fig. 7.15

Forta mobila se deplaseaza:

- pe corpul I, intre nodurile 1-5 = se contureaza diagrama de deplasare a corpului |
intre (1) si (1,4)

- pe corpul 1V in intregime = diagrama de deplasare a corpului 1V

- pe talpa inferioard a corpului Il = diagrama de deplasare a corpului Il intre (2,4) si (2)
Se calculeaza ordonatele liniei de influentd in dreptul varfurilor acesteia:
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614_ =8- 61 = 0,704, 624 =4- 02 = 0,352
Se stabileste semnul liniei de influenta: ,,+” in sensul fortei mobile (sub linia de referinta).

b) linia de incarcare este talpa superioara a grinzii cu zabrele (Fig. 7.16)
Forta mobila se deplaseaza:
- pe talpa superioara a corpului | (intre nodurile 1-4)
- pe corpul Il in intregime = diagrama de deplasare a corpului I11
- pe talpa superioara a corpului Il (intre nodurile 6-9)

56

a f—? —¥@

); I Yy (14) @ CONS ”’?”)
xol0667 M sz
;%=s ;; 40 667

Fig. 7.16

Se calculeaza ordonatele pe capete si in dreptul varfurilor liniei de influenta:
6,=2-60,=0,176

6, =2-60,,=0,176

613 =6-6, =0,528

6,3 =6-0, =0,528

Diagrama este antisimetrica.

Trasarea liniei de influenta a efortului axial din bara 5-7 (Fig. 7.17 si 7.18)

Sectionand bara 5-7, se formeaza un mecanism alcatuit din doud corpuri conectate in nodul 6.
Se determind centrele instantanee de rotatie :

(1) — in articulatia cu terenul — punct fix

(1,2) — in articulatia intermediara

(2) = (1),(1,2) N perpendiculara pe directia deplasarii posibile din reazemul simplu

Forta Ns.7 produce pe corpul 11 o rotire in sens orar = se da o rotire in sens antiorar corpului Il.
Corpul I se roteste in jurul centrului (1) si are deplasare egala cu Il in centrul (1,2).

Deplasarea pe directia efortului axial este:
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1
612 = - = 0,5

h
Se calculeaza:
62 == 012 - 6 == 3
6, = 92 _ 01875
1716 7

62 = 012 - 91 = 0,5 - 0,1875 = 0,3125
In functie de linia de incircare se contureaza linia de influenta.

a) Linia de incarcare este talpa inferioara a grinzii (Fig. 7.17)

0=0,1875 81875  8=0,3125

|
8=3,0
950,5 |
T — -l
Fig. 7.17

b) Linia de incarcare este talpa superioara a grinzii (Fig. 7.18).

0=0,1875 BrL875  8=0315

I
e—05§=%ﬂ
—_— 13 2
Fig. 7.18
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7.3. Probleme propuse

7.3.1. Sa se identifice Linia M;j pentru structura din figura.

b)

d)

Linia Mi

Linia Mi

Linia Mi

Linia Mi

Linia Mi

P-1

= —

T =

LS00 300 200,
92=1‘661ﬂm/3333

8,=1.667

3
6,=1.667
LT T

3.333
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7.3.2. Sa se identifice Linia T; pentru structura din figura.

b)

d)

Linia Ti

Linia Ti

Linia Ti

Linia Ti

Linia Ti

P=1
= =] s

H

92=0.33Em/0-667

IJ1|||||||€-5|U1JJV

/m/s.sss
W92=1.667

1 1
[T T 0333

607

6,=0.333

Hl\HHHﬂé\UlJJ)’\w\QW

%

L el [
3 3
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7.3.3. Sa se identifice Linia T pentru structura din figura.

b)

d)

Limia Ti

Linia Ti

Linia Ti

Linia Ti

P=1
T N
/1
@\ R Bl
L 2,00 6,00 L 400 | 250 | 250
1 1 7 71 1 |
0.333 8,=0.167 8,=0.167__ 87 g 267
=T
1 T 667
0.667

6,=0.167 6,=0.167 : 6,=0,267
O:’{w‘wﬂ o

1

1

0,333 BID 8,=0.167 8,=0.267 .0.667
0,=0.167

0.667
0333 &1=0.167 8,=0.167
‘WW

1
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7.3.4. Sa se identifice Linia M; pentru structura din figura.

200 400 :
ki il il 1
P=1

T s =

i

2 A
a&
-+
4 Linia Mi
0.518
- =0.648, "
3,00 2,00, 2,00 6,=03528,=00%8
1 T T 1 H 0;=0.259
12
a)
P=1 P=1
< s — ‘< “— —
1 i
& A
b) c)
P=1 P=1
‘< > — ‘< <
i i
LN
Linia Mi
8,=0286 6,=0714
1
0.857
d) e)
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7.3.5. Sa se identifice Linia T pentru structura din figura.

L 2,00 4 400

il

P=1

=t —
i

/ 2

1
<
L300 200 200

P=1
=

< S
/ X

Linia

ia Ti
3/4 0.8/42
91:1‘{%&:&%4
2=1/4.2

1
12/42
b)

P=1
T st —
i

&

Linia Ti
0.6

0.428 0.114
91=0.143ﬁ:5] /__B,=0.057

0,=0.143

d)

< el s =

-

A
Linia Ti
1
0.714 0.134
91=0-167ﬁ ﬂ £.6,=0.067
0,=0.167
0.334
a)
P=1
< g =
i
PaN
Linia Ti
0.428 06
,=0.143
0,=0.143
0-24 0‘172
c)
P=1
< et >
i
A
Linia Ti
0.6
0.428 0.114
&,=0.143 8,=0.057
,=0.143
0.172

115




7.3.6. Sa se identifice Linia Nj pentru structura din figura.

200, 400

q
P=1
< s >

i

o
GA
-+
2
3,00 200,200,
| i i i
P=1
R
i
2
Linia Ni
0.729 0.443
8,=0.221
—0.071
81=0.071 0213
b)
P=1
‘< e
i
VAN
Linia Ni
. 0.443
0.729 T T e
— 2=\
$1=0071 "4513
d)

L s =

b

A

Linia Ni

0.729 0443

T

a)
P=1
‘< < —
i
PN
Linia Ni
0.443
91=0.071 mm e
% 83=0.221 0=0.071
0213
c)
P=1
‘< =t
i
A
Linia Ni
0213
81=0.071_—/ 0221  8,=0.071
—d_/_,)L’/F
0.728 0.443
e)
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7.3.7. Sa se identifice linia Ti pentru structura din figura.

b)

d)

‘ P=1
e o \L_}; s =/
S A | ' =
_ 400 200, 300 | 300 300 | 400
il 1 1 1 il 1
6,025 -
1= é 1
Linia Ti
A
Linia Ti
inia Ti 8,205
By=0,25 0.5 0,083 © ’25
. . . il I O e
Linia Ti B4=0,0625
Linia Ti 8)=0.5
mia 11 [
4
81=0.25
Linia Ti
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7.3.8. Sa se identifice Linia M;j pentru structura din figura.

b)

d)

‘ P=1
1 < 2 3 e_}I 4 3 — 6
= 1 K = é

8,=0.333 8;=0.333

1

1.5
1 =
91=ﬂ.25 92=0.5 93=0-5 94 0.375

1.5

0.667 0.667

Lo [TETTTIITRE=0333
inia Mj
\%ﬂ\l

8,=0.167 8,=0 M—o 333 0,=0.25

Linia Mj W W

3 1
8,=0.167 8,=0.333 1 8,=0.333 9,=0.25
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7.3.9. Sa se identifice linia M4 pentru structura din figura.

b)

d)

P=1
1‘<_ 2 3 4 5 s
PaS s i = 2
L 400 200, 300 300 300 400
3

] e
Linia M4

8,=0.167  98,=0.333 8,=0.333 0,=0.75

Linia MY~ SEE
0.667 1

0.667 1
6, =0.167 8,=0.333 1 4,=0.333 0,=0.25
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7.3.10. Sa se determine rotirea ©1 corecta din linia de influenta M; corespunzatoare arcului din figura
de mai jos, cunoscand ecuatia arcului y(x) = ‘I‘—j x(I —x) si xi=5m.

- . T *I

500, 300 7,94

a) 0.257
b) 0.118
c) 0.432
d) 0.333
e) 0.121

7.3.11. Sa se determine deplasarea A1z corecta din linia de influenta Mi corespunzatoare arcului din
figura de mai jos, cunoscand ecuatia arcului y(x) = ‘I‘—J x(I —x) si xi=5m.

- _ T -

a) 0.432
b) 0.118
c) 1.285
d) 0.333
e) 0.743
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7.3.12. Sa se determine rotirea ©1 corecta din linia de influenta Ti corespunzatoare arcului din figura
de mai jos, cunoscand ecuatia arcului y(x) = ‘I‘—j x(I —x) si Xi=5m.

S

a) 0.095
b) 0.109
c) 0.014
d) 0.121
e) 0.217

7.3.13. Sa se determine rotirea ©2 corecta din linia de influenta Ti corespunzatoare arcului din figura
de mai jos, cunoscand ecuatia arcului y(x) = ‘}—j x(I = x) si xi=5m.

S

a) 0.095
b) 0.109
c) 0.014
d) 0.121
e) 0.217
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Capitolul 8: Deplasari punctuale
8.1. Notiuni teoretice de baza. Principii de calcul.

Numim deplasari punctuale deplasarile (translatii sau rotiri) care se produc, datoritd solicitarii, in
sectiunile structurilor. In scopul determinarii acestor marimi, se aplica o fortd egald cu unitatea in
punctul si pe directa deplasarii cautate.

Observatii

1Termenul de deplasare defineste o deplasare generalizata care poate fi rotire, rotire relativa sau
translatie

!Termenul de forta se refera la o forta generalizata care poate fi moment incovoietor, pereche de
momente sau_fortd.

Valoarea deplasarilor punctuale se calculeaza cu formula Maxwell-Mohr, in functie de tipul
incarcarii:
A. Cazul incarcarii cu forte exterioare

M, m,; N, . Ty rtyi
f f f
Aif:f "EI’”dx+f "EA’”dx+jk ’;A’”dx (4)

unde
- mg,n,,t, sunt eforturile din sectiunea curentd, din Incdrcarea structurii cu Pi=1

- M ,N,, T, sunt eforturile din sectiunea curentd, din incarcarea structurii cu fortele

xf 1

exterioare date.
Pentru structurile solicitate predominant la incovoiere, efectul momentului incovoietor este
esential in definirea deplasdrii unei sectiuni, motiv pentru care se pot neglija ceilalti factori.

Xi 1

B. Cazul incarcarii cu variatii de temperatura
Aitzfat+dx+fatmxidx (5)

unde
- a'este coeficientul de dilatare termica a materialului
- At este variatia de temperaturd pe indlfimea sectiunii transversale (dintre fetele
sectiunii)
- heste latura sectiunii pe directia gradientului de temperatura
- teste variatia temperaturii in axa barei fatd de temperatura de montaj

C. Cazul incarcérii cu cediri de reazeme

— K
Dy=— ) 7t ©)
unde
- 1, reactiunea care se dezvoltd dupa directia cedarii de reazem ,,k”, din Incarcarea cu

Pi=1
- A deplasarile efectuate de reazeme
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In cazul structurilor alcituite din bare drepte, solicitate predominant la incovoiere (grinzi si cadre),
deplasarea punctuald intr-o sectiune este definitd doar de momentul incovoietor, iar integrala se poate
calcula simplificat, aplicand regula lui Veresceaghin. Aceasta aproximare se bazeaza pe constatarea
ca sub actiunea unei singure forte (fortd, moment sau pereche de momente), diagrama de moment
incovoietor este cel mult liniard (pe intervale, momentul incovoietor fie variaza liniar, fie este
constant).

Regula de integrare Veresceaghin:

Rezultatul integrarii unei diagrame curbilinii cu o diagrama liniara este egal cu produsul dintre aria diagramei
din incaarcarea cu forte exterioare (M) si ordonata din dreptul centrului de greutate al diagramei (M) masurata
in diagrama (m).

Astfel, daca notdm cu wj, aria diagramei de moment din forfele exterioare si cu y; ordonata in dreptul
centrului de greutate al diagramei (M), masurata in diagrama (m), (din incarcarea cu P=1), expresia deplasarii

cautate din sectiunea i devine:
n
My, my.
Ay = f ];I dx = Z‘DMYG
i=1

unde i defineste un interval pe care momentul incovoietor are aceeasi lege de variatie, iar n, numarul de astfel
de intervale (in general numéarul barelor structurii).

In cazul unei structuri alcatuite din bare drepte, incircate cu forte exterioare, pentru calculul unei deplasari se
parcurg urmédtoarele etape:
1. Se traseaza diagrama de moment incovoietor din actiunea fortelor exterioare direct
aplicate, (M).
2. In punctul si pe directia deplasarii ciutate se aplica o fortd egald cu unitatea si se traseazi
diagrama de moment incovoietor aferenta acestei incarcari, (Mm;).
3. Se calculeaza deplasarea cautata utilizand formula lui Maxwell-Mohr si aplicand regula
de integrare Veresceaghin.

In tabelul 8.1 sunt prezentate modurile de descompunere ale diagramelor de moment, pentru cele mai
frecvente tipuri de solicitari (incarcari) ale barelor.

Tabel 8.1
Bara Incdrcata la ambele capete cu momente de acelasi semn (care intind aceeasi fibrd)
Descompunerea + MM,
incarcari M MM (=
Descopunerea diagramei
in suprafete elementare MM, MM, Mt
Bara incarcata la ambele capete cu momente de semne contrare (care intind fibre diferite)
Descompunerea M, M. M, C + ‘)M
incarcarii C 2N 2 D 2 2 2 A 2 S
Descopunerea diagramei ﬂ]]mh M
. ‘:‘:EIID]]]]:D]/
in suprafete elementare M, 2

Bara incarcata cu fortd uniform distribuita si moment incovoietor negativ (intinde fibra de sus) la un
capat
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Descompunerea M,
incarcarii

. l}d i

Descopunerea diagramei
in suprafete elementare

Descompunerea
incarcarii

Descopunerea diagramei
in suprafete elementare

Bara incarcata cu fortd uniform distribuitd si moment incovoietor pozitiv (intinde fibra de jos) la un

capat

q 9
Descompunerea LT * D
I M, M,
mcarcarii C 8 % CA & A

Descopunerea diagramei M, ' M W
in suprafee clementare i DL
.l &lz g
8

Bara Incarcata cu forta uniform distribuitd si momente incovoietoare de acelasi semn la capete

-9
+ TP ITTT]]

E,LIZ
8

q
UITITTITT +
s oM M (— M - ;UM “

R

T L g
- My, I

2

Bara incarcata cu fortd uniform distribuita si momente incovoietoare de semne diferite la capete

- q .

I P - =
W M eI M S
‘.1!1. glz" )

8
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8.2. Exemple de calcul

8.2.1. Pentru grinda Gerber din figura 8.1 se vor determina: rotirea relativa a capetelor barelor din
articulatia intermediara 2 si deplasarea pe verticala a acesteia.

Se traseaza diagrama de moment incovoietor din incarcarea cu forte exterioare (fig. 8.1.a).

Pentru determinarea rotirii relative din articulatia 2, se aplica de o parte si de alta a acesteia o pereche
de momente egale cu unitatea si se traseaza diagrama de moment din aceasta incarcare (Fig. 8.1.b).

Se calculeaza rotirea relativa din articulatia 2 aplicand formula Maxwell-Mohr si regula de integrare
Veresceaghin.

%

Hr_fomzxd = 1[ 12052125 1-1-20-1(1+2025)+220-4-11]
2= ) TEL, YT ELL 2 2 22 37 3 2
10,417
El,

Pentru determinarea deplasarii pe verticala din articulatia 2, se aplica in acest punct o forta verticala
egala cu unitatea si se traseaza diagrama de moment din aceasta incarcare (Fig. 8.1.c).

Se calculeaza deplasarea din articulatia 2, aplicand formula Maxwell-Mohr si regula de integrare
Veresceaghin.

5V—fM"m5"d 1 [120 ISP U P 21]_28,33
2= ) TEL, YT ELI2 2 " 722 34 T B
10kN/n

|20 KN I
1" A 2, B2 Z 1, C&

1 5 1 4
20
a) {0 M
LA B4 o [ |[IPAC
20
) arilis s
S B ﬂ NG
Mul.izg —J/\%[ W N
MW L
9 Xa BZ 5 ZC

Observatii
In unele situatii suprafetele diagramelor trebuie descompuse in diagrame simple pentru a se putea
integra, astfel (vezi tabelul 8.1):
- Integrarea unei diagrame de forma unui trapez cu o diagrama triunghiulara se face dupa
schema: dreptunghi x triunghi + triunghi x triunghi.
- Integrarea diagramei parabolice care nu are tangenta paralela cu axa barei la unul dintre
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capete (forta taietoare este diferitda de zero la capetele grinzii) se face prin descompunere
dupa schema: triunghi + parabola cu tangenta orizontala.

8.2.2. Pentru cadrul din figura 8.2, se vor calcula: deplasareca pe orizontald a nodului 1, rotirea
relativa a barelor in articulatia intermediara si deplasarea pe verticalad a acesteia.

10 kN/m

20kN LY 6
=t
—‘ He 4,375 Hy= 15,625
-— -—
A |v=52833 Vi 35,833
’IL

a) b) C)
Fig. 8.2

_ 37-7-1"]'.) ‘ ‘

Se traseaza diagrama de moment din incarcarea cu fortele exterioare (Fig. 8.2.c).

in nodul 1 se aplica o forta orizontald egali cu unitatea si se traseaza diagrama de moment aferentd
(fig. 8.3.3).

Se calculeaza deplasarea pe orizontald a nodului 1:

ah—fM"m?— ! [1175 4 21+1175 3 21+1625 3 21 21125 3 11+1625
Y7 ) EL, ElLl2"" " 37 2777 T 37277 T30 37 2727
. 2 1] 175,417

31 E

Iy

In articulatia intermediara se aplica o pereche de momente egale cu unitatea si se traseaza diagrama
de moment aferenta (fig. 8.3.a).

Se calculeaza rotirea relativa a barelor din articulatia

intermediara: 1 m;}
1 AN
He0,25 B
He=0,5 B 0,5 A | HF025
v g Vi 0 tvg=o0
v, 0.667 Vi 0,667
L —
— 7 1 1
a) b)

Fig. 8.3
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in articulatia intermediard se aplicd 0 fortd verticald egald cu unitatea si se traseaza diagrama de
moment aferenta (fig. 8.3.a).

Se calculeaza deplasarea pe verticala din articulatia intermediara:

6”—fom5— ! [1175 4 21+175 3-1 1625 3 1+21125 3-1 1625 4
27 ) EIL, " Ell27" 3 ’ 2 377 2

21]_ 78
371 EI
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8.3. Probleme propuse

8.3.1. Avand diagrama de moment Incovoietor M, sa se identifice deplasarea pe verticala a punctului
1, A"

N gl
A ), /B C@/W /
o L ¥ 2 Pas v
150, 3,00 400

1 I

I il

a) 149,33/Elq
b) 37,33/Elp
c) 74,67/El
d) -82,35Elo
e) 54,25El,

8.3.2. Avand diagrama de moment incovoietor M, sa se identifice rotirea relativa a sectiunilor din
punctul 1, 61", stiind Elo= 20,88*10* kNm?,

N gl
A ), /B C@/W /
o L ¥ 2 Pas v
150, 3,00 400

1 I

I il

a) 0,000186 rad
b) -0,00102 rad
c) 0,001987 rad
d) -0,000354 rad
e) -0,000285 rad
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8.3.3. Avand diagrama de moment incovoietor M, sd se identifice deplasarea pe orizontald a
punctului 1, A;".

10kN/m >0
1 T éB 50 ,,é
= 52,81
1,5[0 = @
A
I’ 3,00 I’ 5,00 !
a) 468,78/Elg b) 312,50/Elo c) 364,58/Elg
d) 277,78/Elo e) 402,78/Elg

8.3.4. Avand diagrama de moment incovoietor M, sa se identifice rotirea sectiunii din punctul A, 0a.

10kN/m >0
1 T éB 50 ,,é
P 52,81
1,5[0 =, @
A
I’ 3,00 I’ 5,00 y
a) 150,69/Elo b) 121,11/Elo c) 152,91/Elg
d) 168,75/Elo e) -145,36/Elg

8.3.5. Pentru grinda din figura, avand diagrama de moment incovoietor M datd, sd se identifice
deplasarea corecta pe verticala a punctului 3, 43"?

16kN/m
(LI RS
P 21 3 1 &L S
) 600 300 | 400 ”’Tz,ooL

1 1 1

15 (M)

a) 306/El b) -153/El c) -306/El
d) 400/2EI e) -327/El
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8.3.6. Pentru grinda din figura, avand diagrama de moment incovoietor M data, sd se identifice
rotirea corecta a capatului liber 5, 6s.

16kN/m
(LI RS
P 21 3 1 &L S
) 600 300 | 400 ”’Tz,ooL

1 1 1 1

20

T e
15 (M)

a) 195,75/El
b) -116,50/El
c) 116,50/El
d) -195,75/El
e) 145,25/E|

8.3.7. Pentru structura din figura, avand diagrama de moment incovoietor M data, sa se identifice
deplasarea corecta pe verticala a capatului liber C.

10kN/m
LU 45
A1 c iy
1,51 $ i
s 10 ~
. M)
D300, 3007

Je
1 1 il

a) 551,25/Elg
b) 390,00/El
c) 401,25/Elq
d) 125,75/Elg
e) 260,65/Elg
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8.3.8. Pentru structura din figurd, avand diagrama de moment incovoietor M data, sa se identifice
deplasarea corecta pe orizontala a capatului liber C.

iiLLLTTTﬁiLLi
45
AL 1 ¢ iy
1,51 § s
310
. M)
3,00 | 3,007

e
1 1 il

a) 256,25/Elg
b) -412,50/Elq
c) 215,00/Elg
d) 175,18/Elq
e) -154,15/Elq

8.3.9. Pentru structura din figura, avand diagrama de moment incovoietor M data, sa se identifice
rotirea corecta a capatului liber C.

10KN/m
el LV 45
A1 ¢ P
1,51 § bl
310
. (M)
03,00, 3007

L
1 1 1

a) 109,06/Elq
b) 91,88/Elq
c) 89,42/El,
d) 80,94/Elp
e) 123,37/Elg
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8.3.10. Pentru cadrul din figura, avand diagrama de moment incovoietor M data, sa se identifice
deplasarea corecta pe verticala a articulatiei din punctul C.

71180

20KN/m c .

— 1 2L 2L 2 IR

s )

] 1202.50

— o]

: Io Io g.\ @

—

B4 L
400 | 4,00 g o o

T

a) 165,40/Elq
b) -248,36/Elo
¢) 57,46/Elo

d) 142,28/l
e) -360,00/El
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Capitolul 9: Raspunsuri probleme propuse

CAPITOLUL 1 CAPITOLUL 2 CAPITOLUL 3 CAPITOLUL 4
1.3.1. e 2.3.1. d 4.3.1. e 4.3.1. a
1.3.2. d 2.3.2. e 4.3.2. a 4.3.2. a
1.3.3. a 2.3.3. a 4.3.3. b 4.3.3. d
1.3.4. o 2.3.4. b 4.3.4, a 4.3.4. e
1.3.5. d 2.3.5. d 4.3.5. a 4.3.5. a
1.3.6. e 2.3.6. a 4.3.6. d 4.3.6. b
1.3.7. a 2.3.7. e 4.3.7. a 4.3.7. c
1.3.8. e 2.3.8. a 4.3.8. c 4.3.8. e
1.3.9. a 2.3.9. c 4.3.9. a 4.3.9. b
2.3.10. b 43.10. e 4.3.10. a
CAPITOLULS5 CAPITOLUL 6 CAPITOLUL 7 CAPITOLUL 8
5.3.1. b 6.3.1. a 7.3.1. c 8.3.1. c
5.3.2. b 6.3.2. b 7.3.2. a 8.3.2. d
5.3.3. c 6.3.3. c 7.3.3. a 8.3.3. e
5.3.4. b 6.3.4. d 7.3.4. b 8.3.4. a
5.3.5. e 6.3.5. e 7.3.5. e 8.3.5. c
5.3.6. d 6.3.6. a 7.3.6. a 8.3.6. c
5.3.7. a 6.3.7. c 7.3.7. a 8.3.7. c
5.3.8. a 6.3.8. c 7.3.8. b 8.3.8. a
5.3.9. d 6.3.9. d 7.3.9. c 8.3.9. d
5.3.10. c 6.3.10. e 7.3.10. a 8.3.10. e
7311. ¢
7.312. a
7.3.13. a
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